UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA INDUSTRIAL

BLACKJACK Y FINANZAS: EXPLORACION
DE ESTRATEGIAS DE APUESTAS OPTIMAS
PARA EL JUEGO

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL INDUSTRIAL

Lucas Bordeu Ossa

PROFESOR GUIA
Charles Thraves Cortés-Monroy

MIEMBROS DE LA COMISION
Carlos Pulgar Arata

José Correa Haeussler

SANTIAGO DE CHILE
2024



1. Resumen Ejecutivo

Este estudio realiza un anélisis exhaustivo del juego de apuestas “Blackjack”, modelando
matemaéaticamente el juego y aplicando principios de teoria financiera. El objetivo es explorar
los limites teéricos de la ventaja que un jugador con Informacion Completa puede obte-
ner y como estos hallazgos pueden mejorar las estrategias de gestion de trading de activos

financieros.

El anélisis abstrae las variables clave de una sesion de Blackjack para modelar la optimiza-
cion de las 2 estrategias que definen el comportamiento del apostador: la politica de juego y la
politica de apuestas. La primera se refiere a las decisiones 6ptimas (Pedir, Plantarse, Doblar
o Abrir) durante una ronda, y se puede resolver como un Proceso de Decision de Markov
(PDM) utilizando programacion dindmica. Tras optimizar este algoritmo se redujo significa-
tivamente los costos computacionales respecto a trabajos previos, permitiendo encontrar la

estrategia optima y la FMP del retorno (FMP) en menos de un segundo.

La politica de apuestas es mas compleja v depende de los intereses del apostador y el
ntmero de rondas consideradas. En el presente trabajo se model6é por completo el problema
de optimizacion de esta politica como un PDM, describiendo el estado del apostador, la
funcion de transiciéon y una funciéon de recompensa coherente con principios econémicos. Si
bien la soluciéon general requiere de redes neuronales, se desarrollé y computd una solucion

simplificada bajo ciertas suposiciones.

Utilizando la FMP del retorno por ronda y la estrategia de apuestas simplificada, se
exploraron 4 modelos diferentes para la estrategia de apuestas, definidos a través de for-
mas algebraicas con pardmetros libres. Estos modelos fueron optimizados para maximizar
la mediana de los retornos a través de simulaciones. Se obtuvieron 4 modelos optimizados,
proporcionando la distribucién del retorno asociada al rendimiento de cada uno.

Este trabajo representa un avance en la solucion del problema del apostador en Blackjack
y en la optimizacion de la gestion de portafolios. El modelamiento propuesto es directamente
aplicable a la gestion de trading, sugiriendo que la solucién general del Blackjack podria ser
util para la resolucion del problema de optimizacion de portafolios.
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2. Introducciéon

El juego de cartas “Blackjack” ha capturado la atencién de millones de personas alrededor
del mundo debido a su aparente simplicidad, pero subyacente complejidad. A lo largo de
los anos, las estrategias para aumentar las posibilidades de ganar en este juego de cartas
han evolucionado desde meros consejos y trucos hasta complejos sistemas matematicos y
computacionales. Sin embargo, los principios matematicos que subyacen al blackjack no se
limitan al mundo del juego, y pueden ser facilmente extendidos para modelar el problema de

gestion de trading en el &mbito financiero.

Motivado por la curiosidad y la pasion por el Blackjack, este trabajo parte de un analisis
del codigo que computa la “politica de juego 6ptima” presentado en “Las matematicas del
Blackjack” [7], para luego aventurarse mas alla en la optimizacion de la “politica de apues-
tas”. A diferencia del problema de la politica de juego, que ha sido estudiado desde hace
décadas [1][2] y se considera resuelto por la comunidad [7][8][9], el problema de optimizacion
para la politica de apuestas permanece como un terreno menos investigado. Si bien algunos
trabajos han estudiado el problema de manera simplificada [3][4][5], ninguno modela formal
y completamente el problema de optimizacién para la politica de apuestas.

En el presente estudio se desarrolla un planteamiento matematico riguroso para el pro-
blema de optimizacién de ambas politicas, computando eficientemente la politica de juego
optima y la Funcién de Masa de Probabilidad del retorno asociado a una ronda del jue-
go, a través de programacion dinamica y analisis combinatorial. Posteriormente, se resuelve
una forma simplificada para el problema de la politica de apuestas a partir de las ideas de
J.L.Kelly [6] y las FMP asociadas a cada ronda, computando una politica 6ptima simplifi-
cada y brindando una aproximaciéon para la distribucion de retornos asociada. Finalmente,
se proponen modelos algebraicos mas complejos para la politica de apuestas dotados de pa-
rametros libres, que tras ser ajustados con técnicas de optimizacion estocéstica basadas en
simulaciones, permiten explorar las propiedades asociadas al problema de optimizaciéon ge-
neral para la politica, analizando los modelos optimizados resultantes y las distribuciones de
retorno asociadas.

La obtencion explicita de politicas de apuestas ganadoras y superiores a las conocidas
tiene un impacto directo en la industria, donde se ha visto histéricamente como los Casinos
han realizado modificaciones al juego ante la apariciéon de nuevos mecanismos para mejorar la
ventaja del jugador. Con la aparicion del libro de Thorp, por ejemplo, los Casinos reaccionaron
anadiendo mazos a la baraja y variando el “punto de corte”, con la idea de contrarrestar las
posibles estrategias del jugador [10]. Si bien las politicas halladas en este trabajo solo pueden
ser ejecutadas con un computador, facilmente pueden ser adaptadas para ser viables en
Casinos de manera presencial. Esto sin duda resulta relevante para una industria de millones
de dolares, que no puede darse el lujo de no reaccionar ante la aparicion de nuevas estrategias

ventajosas para los jugadores, pero que tampoco puede restringir en exceso las condiciones



del juego, espantando a los jugadores.

Sin embargo, el aspecto mas relevante de este trabajo no esta asociado al juego. Como
se menciono, el problema general de la politica de apuestas en el Blackjack es matematica-
mente analogo al problema de gestiéon de trading de activos financieros. La variable clave
que diferencia ambos problemas es el retorno de cada periodo. Mientras que en el Backjack
la FMP de dicha variable es conocida de manera exacta en cada ronda de apuestas a partir
de la composicion de la baraja, el retorno asociado a la variacion del valor de un activo en
un determinado periodo solo puede modelarse de manera aproximada a partir de variables
del mundo real, y siempre conlleva un error. Se espera que la resoluciéon del problema para
el Blackjack, donde la FMP del retorno por periodo es conocida, sirva como referente para
futuras investigaciones asociadas a la gestion de trading, considerando que el modelamiento
del retorno por periodo para activos financieros serd cada vez méas preciso, en particular de-
bido al crecimiento exponencial que esta experimentando la inteligencia artificial, los datos,
y la tecnologia en general.

En resumen, esta tesis se propone estudiar las politicas de apuesta 6ptimas para el Black-
jack desde una perspectiva financiera, explorando soluciones simplificadas y estableciendo
un modelamiento riguroso para el problema general. Ademas, se espera que los resultados
obtenidos y las ideas propuestas en este trabajo sirvan como referente para futuras investiga-
ciones, ayudando a profundizar en la comprension del problema de optimizacion de gestion
financiera.



3.

Objetivo de la Investigaciéon

“El objetivo de esta investigacion es estudiar las politicas de apuesta optimas para el Black-

jack, mediante un modelamiento matemdtico riguroso para el problema de optimizacion y la

exploracion de soluciones simplificadas. Se busca superar el rendimiento logrado por las estra-

tegias estudiadas hasta la fecha, y que los resultados de esta investigacion sirvan como base

para hallar la solucion general del problema y para enriquecer la comprension de la gestion de

portafolios financieros. Este objetivo también es relevante para la industria del juego, donde

la aparicion de nuevas estrategias rentables para los jugadores tiene un impacto directo en

las ganancias de los Casinos.”

3.1.

Objetivos Especificos

. Modelar completamente el problema de optimizacion para la politica de juego.

. Desarrollar un programa que calcule la politica de juego 6ptima y la FMP para el

retorno de una ronda en tiempo real (menos de 5 segundos).

3. Modelar el problema de optimizacién para la politica de apuestas.

. Encontrar la soluciéon teérica y computacionalmente para un caso simplificado del pro-

blema, que incorpora una politica de apuestas con informaciéon parcial.

. Proponer, optimizar y evaluar el rendimiento de modelos algebraicos para la politica

de apuestas.



4. Configuraciéon del Juego

Existen multiples aspectos que definen totalmente una sesién de juego de Blackjack, por
lo cual se ha de ser preciso a la hora de referirse al juego como objeto de estudio. En este
apartado se describe la “dindmica del juego” y las “reglas y condiciones” que se asumira que
rigen durante toda la investigacion. La dinamica del juego se refiere a una descripcion de
en qué consiste y como se desarrolla el juego. Las reglas y condiciones hacen alusiéon a un
conjunto especifico de reglas y condiciones consideradas en particular para esta investigacion
(hay muchas variaciones).

4.1. Dinamica del Juego

El Blackjack es un juego de cartas que se juega en una mesa de casino o a través de
plataformas online, donde miltiples jugadores pueden participar simultdneamente, aunque
cada uno compite individualmente contra la casa, representada por el crupier. La esencia del
juego radica en la estrategia y toma de decisiones basadas en el valor de las cartas recibidas,

con el objetivo de obtener un puntaje cercano o igual a 21, sin excederse.
Inicio del Juego y Apuestas:

Antes de que la ronda comience, cada jugador en la mesa realiza una apuesta inicial. Esta
apuesta es el requisito para que el jugador sea considerado en la ronda que esté por iniciar.
Las apuestas se colocan en un espacio designado frente a cada jugador.

Reparto de Cartas:

Una vez realizadas las apuestas, el crupier procede a repartir las cartas. Cada jugador
recibe dos cartas boca arriba, mientras que el crupier recibe una carta boca arriba y, depen-
diendo de la variante del juego, puede recibir otra carta boca abajo (conocida como “la carta
oculta”).

Valor de las Cartas:
e Cartas numéricas (2 a 10): Valen su valor facial.

e Monos (J, Q, K): Valen 10 puntos.

e Ases: Tienen un valor dual, pudiendo valer 11 puntos o 1 punto, dependiendo de la
conveniencia para la mano del jugador. Un As se cuenta como 11 a menos que tal valor
llevara la mano a superar los 21 puntos, en cuyo caso vale 1.

Desarrollo de la Ronda:

Tras el reparto inicial de cartas, los jugadores evaliian sus manos y proceden con su jugada,



teniendo las siguientes opciones:
e Pedir: Solicitar una carta adicional para intentar acercarse a 21.
e Plantarse: Mantener la mano actual, sin recibir cartas adicionales.
e Doblar: Duplicar la apuesta inicial a cambio de recibir solo una carta mas.

e Abrir: Si las dos cartas iniciales tienen el mismo valor, el jugador puede dividirlas en dos
manos separadas, doblando la apuesta. Se reparte una carta adicional a cada nueva mano, y
se juegan independientemente.

e Rendirse: En algunas variantes, el jugador puede optar por rendirse tras recibir las dos
primeras cartas, recuperando la mitad de su apuesta.

Turno del Crupier:

Una vez que todos los jugadores han completado sus manos, el crupier juega su mano si-
guiendo reglas fijas: debe pedir hasta alcanzar un minimo de 17 puntos. En algunas variantes,
si el crupier tiene un “soft 17”7 (una mano que incluye un As valorado en 11 puntos), debe
pedir otra carta.

Determinacion del Ganador:

Una vez el crupier ha terminado de recibir cartas, finaliza la ronda y se determina quien
fue el ganador:

e Blackjack: Si un jugador recibe un As y una carta de valor 10 como las dos primeras
cartas, esto se llama un “Blackjack”, que es la mejor mano posible y generalmente paga mas

que una victoria regular, tipicamente 3 a 2.

e Si el jugador supera al crupier sin pasarse de 21, gana la ronda y recibe un pago 1 a 1

sobre su apuesta.
e Si el crupier se pasa de 21 y el jugador no, el jugador gana.
e En caso de empate, la apuesta del jugador se devuelve sin ganancia adicional.
e Si el crupier tiene una mano superior sin pasarse de 21, el jugador pierde su apuesta.

El Blackjack es un juego que no solo se basa en la suerte de las cartas repartidas, sino
también en las decisiones estratégicas del jugador. La habilidad para decidir cudndo pedir,
plantarse, doblar o abrir, tomando en cuenta la carta visible del crupier y las cartas que ya

se han jugado, puede influir significativamente en el éxito del jugador.



4.2. Reglas y Condiciones

Dependiendo de la variante del juego, se establecen distintas reglas y condiciones especifi-
cas respecto al desarrollo del juego y las acciones que puede realizar el jugador o el crupier y
cuando pueden realizarlas. Para esta investigacion en particular, se trabajé con el siguiente
set de reglas:

Conjunto de Reglas R:

1. Baraja: La baraja a partir de la cual se reparten cartas se compone de 8 mazos, donde

cada mazo se compone a su vez de 52 cartas.

2. Punto de Corte: Corresponde al porcentaje de cartas de la baraja que se juegan

antes de reiniciarla a su estado completo. Para este estudioé se considerdé un punto de
corte de 75 %.

3. Crupier: El crupier siempre se planta siempre si su puntaje es igual o mayor a 17. El

crupier no revisa si tiene Blackjack cuando su carta es mono o as.

4. Doblar: Se permite doblar con cualquier mano compuesta de 2 cartas. No es posible

doblar luego de abrir. Luego de doblar la apuesta, el jugador recibe una tinica carta

5. Abrir: Se permite abrir cualquier mano compuesta por 2 cartas, siempre y cuando
estas sean iguales. Solo se puede abrir una vez por ronda. Si se abre un par de ases,
el jugador recibe una tnica carta para cada as, y si se obtiene blackjack en alguna de
ambas manos, el premio es 1 a 1.

6. Pedir o plantarse: Se permite pedir o plantarse en cualquier momento, siempre que
se respeten las otras reglas.

7. Blackjack: Paga 3 a 2.

8. Rendirse y seguros: No se permite.

La dindmica del juego en conjunto con las reglas J definen inequivocamente un juego de
Blackjack. Por lo tanto, si se establecieran estrategias de juego deterministas para cada juga-
dor de la mesa, se podria en principio deducir la probabilidad de cada escenario posible que
se puede dar durante la ronda, considerando la composicién de la baraja al inicio de la ronda,
que codifica las probabilidades de que se reparta cada carta. Es decir, si el jugador estuviese
en conocimiento de la estrategia que sigue cada jugador de la mesa, de la composicion exacta
de la baraja en cada momento, de las reglas del juego y de su propia estrategia de juego,
en teorfa estarfa en condiciones de conocer la Funcién de Masa de Probabilidad (FMP) del
retorno de la ronda previo a que esta comience. Este escenario se conoce como “Informacion

Completa”, pues se cuenta con toda la informacion relevante del juego.

Sin embargo, este es un escenario improbable, principalmente por la presencia de jugadores
adicionales en la mesa, pues la posibilidad de conocer su estrategia es virtualmente nula.

Incluso es posible que no sigan estrategias concretas, siguiendo a veces una “corazonada’ o



factores aleatorios. Pero ;jqué ocurre cuando no hay méas jugadores en la mesa?, esta es una
simplificacion poderosa del problema, pues ahora el jugador solo necesita conocer las reglas del
juego y la composicion de la baraja para estar en condiciones, al menos en teoria, de conocer
de manera exacta la FMP de sus retornos a partir de su propia politica de juego durante la
ronda. Por lo tanto, durante esta investigacion se asumird la condicion adicional de que el
Jugador juega solo contra el crupier, y por lo tanto acceder a la informacién necesaria para
deducir la distribuciéon del retorno si es posible, al encontrarnos en un caso de “Informacion
Completa”.

*NOTA: Para que el jugador pueda conocer efectivamente la FMP del retorno de una
ronda, es indispensable que maneje informacion precisa sobre las cartas que componen la
baraja en cada instante. En la prdactica, esto se consigue mediante un “conteo” de las cartas
que se van jugando, lo que permite saber cudles quedan en la baraja. FEsta técnica, ampliamente
utilizada por los jugadores de Blackjack, es legal en la mayoria de los paises; sin embargo, suele
estar prohibida en las mesas de juego de los casinos. Durante esta investigacion, se asumird
que el jugador lleva una cuenta exacta de las cartas jugadas, conociendo asi la composicion
de la baraja en todo momento. Si bien este supuesto va contra las normas de los casinos y
supone retos significativos para el jugador en la prdctica, favorece un modelamiento tedrico
riguroso del problema, y permite estudiar el juego con una mayor profundidad y precision que

St no se asumiera.



5. Primera Parte: Politica de Juego

5.1. Modelamiento Matematico

Supongamos entonces la ausencia de jugadores adicionales y una configuracion de reglas
R fija a lo largo del juego. Supéngase ademés que el jugador lleva la cuenta precisa de las
cartas jugadas desde el inicio, con baraja completa, y que por lo tanto conoce la composicion
de la baraja justo antes de comenzar cada ronda de apuestas. A la composicion de la baraja
previo al comienzo de una ronda le llamaremos baraja de origen de la ronda, y la definiremos

a través de un vector de 10 componentes b:

Baraja de Origen:

b e RY

Donde b; es la cantidad de cartas en la baraja cuyo valor en el juego es i (a excepcion de
los ases, que pueden tomar 2 valores), aclarando que b; representa la cantidad de ases y by
la cantidad de combinada de “10”, “jotas”, “reinas” y “reyes”.

Ahora, dado que para comenzar una nueva ronda se debe corroborar que no se ha alcanzado
el “punto de corte” de la baraja, definimos el espacio de valores que puede tomar b durante
un juego completo, que entenderemos como una secuencia de rondas de apuestas desde que
estd la baraja en su estado inicial hasta que se ha alcanzado el “punto de corte”. Se define
entonces el espacio de barajas de origen {2 como sigue:

Espacio Barajas de Origen:

10
Qo = {b €RY|52m(1 —¢) <Y b < 52m,b; < 4m Vi < 9,y < 16m}

=1

Con:

o M., = card(Qcm) = |Qcm| € N: Cantidad de barajas de origen posibles.

e m e N={12..}:Namerode mazos que componen la baraja completa inicial. Donde
un mazo se representa por la baraja b = [4,4,4,4,4,4,4,4,4,16].

e ¢ € [0,1] : Punto de corte establecido para el juego. Es decir, hasta que fraccion de la
baraja completa inicial se procede a jugar una nueva ronda. Una vez se pasa este punto,
se reinicia la baraja a su estado inicial b = [4m, 4m, 4m, dm, 4m, 4m,dm, 4m,dm, 16m)].

Ahora bien, como el jugador esta en conocimiento tanto del estado de la baraja de origen b

de una ronda como del comportamiento del crupier durante la ronda, que es deterministico,



entonces es capaz de calcular la probabilidad de todos los posibles resultados de la ronda, en
funcién de todas las secuencias aleatorias de cartas que pueden ocurrir a partir de la baraja
de origen b, condicionadas segin su propio comportamiento o estrategia de juego durante la
ronda.

Podemos definir entonces 6 resultados posibles por ronda, en términos de los retornos
obtenidos sobre la apuesta inicial realizada por el jugador, que dependen del tipo de decision
tomada: perder el doble de la apuesta inicial, perder un monto igual a la apuesta inicial, em-
patar, ganar un monto igual a la apuesta inicial, ganar 1.5 veces la apuesta inicial (Blackjack)
y ganar el doble de la apuesta inicial. Estos 6 resultados constituyen el espacio de posibles
retornos sobre la apuesta inicial en cada ronda (existen variaciones del juego donde puede

haber otros retornos):

Espacio de Retornos sobre apuesta inicial:

PagosBJ = [-2,—1,0,1,1,5, 2]

Entonces, si b es el estado de la baraja previo al comienzo de la ronda, es posible calcular el
vector con las probabilidades para cada uno de estos 6 retornos de manera exacta, a partir de
la dindmica propia del juego bajo un set de reglas R y una estrategia de decision establecida

para el jugador.

Antes de formalizar la funcién que calcula la funciéon de masa de probabilidad (FMP) de
los 6 posibles retornos para una ronda en general, resulta necesario introducir una funcién que
determine la politica de juego durante la ronda, y en particular aquella politica que maximiza
el retorno esperado de la ronda. Es decir, una funcién que asigne una de las decisiones Pedir,
Plantarse, Abrir o Doblar, para cada instancia a la que se enfrenta el jugador durante una
ronda, de tal manera que la esperanza del retorno final de la ronda sea maxima.

Dado que una vez el jugador ha establecido una politica de juego entonces su comporta-
miento durante una ronda es determinista, luego dicha politica en conjunto con la baraja de
origen b € €., determinan por completo la probabilidad de cada posible secuencia de cartas
que se pueden repartir durante la ronda. Estas secuencias las identificamos con instancias
w, que a continuacién definimos incorporando las variables necesarias para que representen

inequivocamente los estados o situaciones relevantes durante una ronda.

Una instancia w se define completamente por las siguientes variables: la baraja de origen
de la ronda b, el puntaje de la primera mano del jugador J', un indicador de si la primera
mano del jugador es dura (no hay ningun as valiendo “11” en la mano (0)) o blanda (existe
un as cuyo valor es “11” en la mano (1)) x!, el ntimero de cartas que componen la primera

mano del jugador ¢!, el puntaje de la segunda mano del jugador en caso de haber decidido



“Abrir” su primera mano J?, un indicador de si la segunda mano del jugador es dura z2, el
nimero de cartas que componen la segunda mano del jugador 2, el puntaje del crupier a
partir de sus cartas visibles C, un indicador de si la mano del crupier es dura o blanda z,
el niimero de cartas que componen la mano del crupier v, y la composicion de la baraja de
ronda q.

Se introducen entonces la familia de conjuntos W?, que contienen todas las instancias
que pueden darse durante una ronda a partir de una baraja de origen b, de acuerdo con la
dindmica propia del juego:

Instancias de Ronda:

W ={w=(J" 2" y', 2 2%y, O, z,v,q)}

Con:

o J1.J2€{0,2,3,...,30}.
xt 2% 2 € {0,1}.

yty? € {0,1,2,...,20}.
C€{0,2,3,...,26}.
ve{0,1,2,...,12}.

o be Q.

g € Q": Baraja de ronda. Se refiere al estado de la baraja durante una ronda de juego,
con baraja de origen b.
Q*={qg=0b-k)|g >0,k € Qm > k <51}: Espacio Barajas de Ronda, a partir de
una baraja de origen b.

Ahora, dado que nos interesa asignar decisiones a una secuencia de instancias que ocurren
durante una ronda, y el traspaso de una instancia a otra ocurre al repartirse una nueva carta
durante la ronda, definimos en particular los conjuntos con las instancias de s cartas W?,
que contienen todas aquellas instancias w provenientes de una baraja de origen b cuya baraja
de ronda ¢ posee s cartas menos que la de origen.

Instancias de s Cartas:

Wf:{wEWb

Z (b—q)izs}

1<i<10

Con:
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A una instancia w tal que su baraja de ronda ¢ posee s cartas menos que la de origen la

anotaremos como wy, y la llamaremos “instancia de s cartas”.
A partir de la definicion de los conjuntos W?, se destacan 2 subconjuntos relevantes:

e W} Este conjunto contiene un tnico elemento wy = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,¢g = b). A la
instancia wy le llamamos instancia de origen, pues se define tinicamente a partir de la

baraja de origen de la ronda.

e W:: Este conjunto contiene las instancias iniciales de la ronda. Son aquellas instancias
asociadas a cuando recién se han repartido las primeras 2 cartas al jugador y la carta
del crupier, a partir de una baraja de origen b (en otras modalidades del juego el crupier
recibe 2 cartas al comienzo, con la segunda carta boca abajo).

Otro tipo de instancias que seran de especial relevancia consiste en las instancias finales,
asociadas al término de la ronda. Cuando la ronda se encuentra en estas instancias, ni el
jugador ni el crupier pueden recibir més cartas, y se determina quien fue el ganador, segin
sus puntajes finales. Se definen entonces los conjuntos W?, que contienen las instancias

finales asociadas a una ronda con baraja de origen b:

Instancias finales:

WP = fw € WP | Condicién; V Condicién, V Condicions}

Con:

e Condiciény: C' > 17. El crupier alcanza su puntaje final.

e Condiciony: (J' > 21) A (J? > 21) V (J? = 0). El jugador se pasa con su primera o con
ambas manos.

e Condicions: (J' =21,y =2,C # 10,z = 0). El jugador obtiene Blackjack y el crupier
no puede empatarlo.

Un aspecto clave del problema de optimizacion para la politica de juego resulta de observar
que durante una ronda de juego es comin que el jugador tome varias decisiones de manera
secuencial, pudiendo pedir cartas mas de 1 vez, pedir y luego plantarse, abrir y luego de
pedir, etc. Esto implica que el retorno asociado a la toma de una decisiéon en una instancia
inicial w3, depende directamente de las decisiones asociadas a todas las instancias que pueden
darse a partir de w3 durante la ronda.

Por lo tanto, la politica de juego que maximiza el retorno esperado a partir de una instancia
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inicial queda determinada por la asignacién de una decisiéon a cada una de todas las posibles
instancias que pueden darse durante la ronda. De esta manera, es posible calcular la esperanza
del retorno final de una ronda tras tomar una decisién en una instancia inicial, teniendo
en consideracion las instancias de decision futuras que podrian ocurrir, con sus respectivas

probabilidades de ocurrencia durante la ronda.

Antes de formular el problema de optimizacion, formalizamos primero el concepto de
politica o estrategia de juego para una ronda. Se define entonces la funcion politica de juego
6, que devuelve una decisiéon asociada a cada instancia w € W? para cualquier baraja de
origen b, de tal manera que se respeta el set de reglas R previamente establecido:

Politica de Juego:

0 U Wb U

bch,m

w — O(w)

Con:

e U = {@, Pedir, Plantarse, Doblar, Abrir}. Espacio de decisiones. Se incluye la decision
& para instancias w tal que al jugador no le corresponde tomar ninguna decision, como

aquellas asociadas al turno del crupier, o aquellas previas a las instancias iniciales.

5.1.1. Ronda de Juego como PDM

Notamos que hemos definido todas las instancias que puede ocurrir durante una ronda
W?, v una politica de juego 6 que asigna una decisiéon a cada una de manera determinista.
Esto significa que la probabilidad de transicionar de una instancia actual de s cartas Wy = w;
a la siguiente W,,; € W? 11 durante una ronda, queda completamente determinada por la
politica de juego establecida y la instancia actual. Por lo tanto, definimos una ronda de
juego originada desde una baraja de origen en particular b = R, como una secuencia H}
de instancias aleatorias {W;}o<s, cuya funcién de probabilidad de transicion depende de la
politica establecida 0:

Hy' = {W}oss
1. Tal que W; es la instancia aleatoria de s cartas, cuya FMP se define como sigue:
To(wsy1, ws) = Prob(Weyq = weyg |[Ws = wy, 0)

Con:
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W, € WE: Instancia de s cartas de la ronda.

0: Politica de Juego 0, que asigna decisiones a las instancias W.

Wy = wo = (0,0,0,0,0,0,0,0,0, R): Instancia de origen de la ronda.

W: Instancia inicial de la ronda.

* Ty(wsyq, ws): Probabilidad de llegar a la instancia ws,; a partir de una instancia ws,
sacando una carta de la baraja, bajo una politica 6. Esta funcion define por completo la evo-
lucion de las instancias durante una ronda. Su estructura explicita se discutird mas adelante,

en la seccion “Coémputo de la Solucion”

De esta manera, la secuencia H}? define por completo la dindmica de una ronda como un
Proceso de Decision de Markov (PDM), a través de la funcion de transicion Typ(wsyq, ws),
la politica de juego 6 y el conjunto de instancias posible durante la ronda W¥#. Si se asume
una politica de juego establecida, luego resulta posible deducir la probabilidad de transicionar
desde cualquier instancia de s cartas W, = w, de laronda a una instancia cualquiera w’ € W¥,
utilizando matrices de transicion de Markov. A continuacion, se introduce la funciéon que
calcula esta probabilidad, la cual resultard de utilidad para computar la politica de juego
6ptima y para modelar el problema de optimizacion de la politica de apuestas.

Se define la funcion Dy(w’, ws), que devuelve la probabilidad de llegar a una instancia
cualquiera w’ € W%, independiente de la cantidad de cartas que la define respecto a la
baraja de origen R, a partir de otra instancia de s cartas ws ocurrida en la misma ronda,

siguiendo una politica de juego 6:

Probabilidad de Transicion Absoluta:

Dy(w', wy) = ZProb(Wz = w'|Ws = ws, 0)

z2>8

5.1.2. Retorno Esperado de la Politica

Se destaca que llegar de una instancia a otra cualquiera depende exclusivamente de la
secuencia de cartas que se juequen durante la ronda HJ', y consecuentemente la probabili-
dad por transicionar entre 2 instancias cualesquiera dependera de la probabilidad de que se
den ciertas secuencias especificas de cartas durante la ronda, bajo una politica determinada.
Finalmente, notando que el retorno obtenido por el jugador queda determinado por las ins-
tancias finales, y que la instancia final de una ronda es aleatoria, se tiene que el retorno por
ronda para el jugador también es una variable aleatoria. Sin embargo, dado que la funcion de
transicion Ty y la funcion de transicion absoluta Dy pueden ser conocidas, luego es posible
en principio conocer la FMP del retorno de la ronda, a partir de la politica de juego y la
instancia de origen W, asociada a la baraja de origen R.
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Introducimos entonces el retorno por instancia Y,", definido como el retorno final de una
ronda H}' a partir de una instancia de s cartas W, = ws, siguiendo una politica de juego
6. Se destacan 2 formulaciones para la FMP de Y,”, describiendo esta funcién en términos

recursivos y absolutos, a partir de la funciéon Ty y Dy respectivamente:

Retorno por Instancia:

Y,’ : PagosBJ — [0, 1]

w, € WHE
1. Formulacién recursiva de la FMP:

3 To(wer,ws) - Prob(Y;" " =y) | si w, ¢ WER
Prob(Y,” =y) = ¢ weriewk
[y, wy) , si w, € WHE

2. Formulacion directa de la FMP:

Prob(Y;” =y) = > Dy(w',w=mw,)- f(y ')

w' eWF.R

* Donde f : PagosBJ x WEE — {0,1}, es una funcion que devuelve la probabilidad de
obtener un retorno “y” dado que se estd en una instancia final w € WEE. Su definicion
explicita resulta engorrosa por la cantidad de escenarios, pero es una funcion trivial pues los

valores de una instancia final determinan inequivocamente si efectivamente el retorno para
el jugador es “y” (f=1)omno (f=0).

5.1.3. Problema de Optimizaciéon

La variable Y," modela el retorno final de la ronda H}? a partir de cualquier instancia de
la ronda. En particular, podemos pensar en la instancia de origen wy, y referirnos al retorno
general de la ronda, considerando todas las posibles formas en que esta se puede desarrollar.
Para este caso especial de la variable Y,"* donde se tiene que wy = wy, anotaremos Y,"* como
X[ty lo llamaremos retorno por ronda, para destacar la importancia de que nos referimos
al retorno de una ronda HJ desde antes que esta haya comenzado, solo a partir de la baraja

de origen R y la politica 6 que se defina:

Retorno por Ronda:
Xg e v,

Finalmente, dado que el pardmetro de optimalidad para la politica de juego es la esperanza
del retorno X7, definimos el problema de optimizacién para la politica 6(w):
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Optimizacion Politica de Juego:
0*(w) = argmax, E[X]

Donde podemos expresar la esperanza a partir de la formulacion recursiva y directa que
establecimos para la FMP de Y,".

1. Esperanza Recursiva:

E[X/] = E[Y,;*]
Con:
B, = Y To(wen,ws) - E[Y; ]
werleW:ﬁl

2. Esperanza Directa:

E[XHR] = Z Dyg(w', wo) - E[f (y, w")]

w' eWh R

Solucionar este problema consiste en encontrar la politica de juego 6ptima 6*(w), tal que
el retorno esperado E[X[? ,.] de la ronda H[',. bajo esta politica es maximo. Cuando se
establezca la politica 6ptima 0*, hablaremos del retorno dptimo o retorno optimizado por

ronda, y lo anotaremos como X! o simplemente como X*.

Se destaca que el problema de optimizacion fue planteado para una ronda asociada a una
baraja de origen especifica R, y que por lo tanto solucionarlo solo encuentra la politica de
juego 6ptima para dicha ronda. Sin embargo, dado que cada ronda se juega independien-
temente y que la cantidad de barajas de origen es inmanejable en la practica, este enfoque
resulta satisfactorio y permite eventualmente jugar todas las rondas bajo la politica 6ptima,
aun cuando esta no se puede conocer en principio para cada baraja de origen posible.

5.2. Coémputo de la Soluciéon

Como se mostré en la seccién anterior, es posible calcular la FMP del retorno por ronda
solo a partir de la baraja de origen R y de la politica de juego 6 establecida. En esta seccion
se explicard esqueméaticamente como se logré computar la politica éptima 6* (exceptuando
el caso de “Abrir”, que se aproximo6) y la FMP del retorno 6ptimo X, describiendo los
mecanismos utilizados para hacer el cddigo eficiente y 1til en la practica, ya que en principio
es un problema costoso computacionalmente. Como punto de referencia, se considerara el
trabajo de fin de grado “Las Matematicas del Blackjack” 7], realizado por Ricardo E. Peytavi,
que brind6 explicitamente un coédigo con funcionalidades cercanas a las buscadas, pero no
con la eficiencia deseada.
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Sin embargo, se aclara que el computo eficiente de la politica de juego 6ptima es un
problema considerado informalmente resuelto. Ademas del trabajo de Peytavi, existen sitios
web [8]|9] que ofrecen programas que computan la politica de juego 6ptima en el orden de
unos pocos segundos. Si bien estos sitios no son académicamente formales, sus autores son
ampliamente reconocidos en foros especificos y en la comunidad, y los resultados de sus
programas han sido revisados y verificados durante més de una década (el caso de “Abrir” la
mano también es abordado de forma aproximada por estos autores). Dado que no fue posible
acceder al codigo detrds de estos programas, se procedid a realizar una formulacién original

de un codigo eficiente.

Por tltimo, es importante destacar que computar la politica de juego 6ptima y la FMP del
retorno por ronda no es significativamente relevante para los jugadores ni para los Casinos,
en cuanto esta informacion por si sola tiene un impacto virtualmente nulo en la rentabilidad
para los jugadores. La necesidad de computar eficientemente esta informacion para esta
investigacion radica en que permite estudiar la politica de apuestas del jugador, la cual
determina su comportamiento durante una secuencia de rondas. La politica de apuestas que
siga el jugador tiene un impacto significativo en el rendimiento de sus retornos, y estudiar
politicas de apuestas optimizadas si resulta relevante para la industria del juego, asi como

para la investigacion de portafolios eficientes en un contexto més amplio.

5.2.1. TFG “Las Matematicas del Blackjack”

En este trabajo, el autor aborda justamente la probleméatica de encontrar la politica de
juego Optima, y concluye con un cédigo que calcula directamente la FMP del retorno por
instancia optimo Y,/* para instancias iniciales o posteriores (wg|s > 3). En particular, el autor
detalla y presenta explicitamente las siguientes funciones, cuyo argumento se ha expresado
en término de las variables que definen una instancia bajo el contexto de este trabajo, w =

(J' 2t gyt J? 2%y, C, 2, v, q), cuando sea posible:
Funciones TFG Blackjack:

1. CroupierProb(C, z,v, q):
Esta funcion retorna la probabilidad de que el crupier obtenga un puntaje final de 17,
18, 19, 20, 21, “Blackjack” o “pasarse (+21)”, a partir de las variables de instancia “C”,
“727, V7 y “q”. El autor calcula estas probabilidades de manera recursiva, repartiendo
secuencialmente cartas a la mano del crupier, transicionando de una instancia a otra
con cada carta y considerando la probabilidad de dicha transicion. En el Anexo A se
encuentra un pseudocodigo simplificado, que representa ilustrativamente el mecanismo

de esta funcion.

2. JugadorDecide(J!, 2, y', C, 2, q):
Esta funcion calcula la mejor decision entre “Pedir” y “Plantarse”, para la instancia
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definida por las variables “J1”, “x!” “y1” “C”, “z” y “q”. La funcién también retorna la
probabilidad de ganar o perder la ronda si se toma la decisiéon calculada, en conjun-
to con el retorno esperado correspondiente. Similar a CrupierProb, realiza los calculos
transicionando entre instancias recursivamente, repartiendo cartas a la mano del ju-
gador, pero considera ademas la mejor decision de cada instancia (Pedir o Plantarse)
para actualizar las probabilidades en cada transicién. Debido a su estructura recursiva,
la funcion resuelve la decision 6ptima con el retorno esperado asociado para todas las
instancias que ramifican desde la ingresada en la funcién, comenzando por las instan-
cias terminales del jugador. Este es el enfoque protocolar para resolver el problema y
se basa en la programacion dinamica, al resolver el problema desde el final hacia atrés,

para todas las instancias que recorre la funcion.

En el Anexo B se presenta un pseudocddigo simplificado ilustrativo, que representa el
mecanismo de esta funcion. La funciéon “Auxiliar” para calcular gpS, es una funciéon
sencilla que determina las probabilidades de ganar y perder del jugador si se Planta, a
partir del vector de probabilidades del crupier “M”, el puntaje del jugador “J”, y las

w, 1»

variables “z1” e “y!” (Ver trabajo original para mas detalle).

. JugadorDobla(J', 2!, y', C, 2, q):

Esta funcion retorna la mejor decision entre Pedir, Plantarse o Doblar a partir de la ins-
tancia definida, y permite obtener la FMP y el retorno esperado asociados al retorno por
instancia. La funcion extiende la optimizacion que realiza JugadorDecide, calculando
primero JugadorDecide( J', z', y', C, z, q), pero incluyendo ademés transiciones entre
instancias adicionales asociadas a la posibilidad de Doblar para el jugador. Dado que
Doblar implica recibir una tinica carta mas, el costo computacional adicional asociado
a esta decision es despreciable, y es el calculo de JugadorDecide el cuello de botella de
la funcion. Por esta razon, no se incluye un pseudocodigo que ilustre el mecanismo de

la funcién, al ser esencialmente anéloga a JugadorDecide.

. JugDecSep:

Esta funcion extiende la optimizacion que realiza JugadorDecide, incorporando la posi-
bilidad de Abrir para el jugador. Tras optimizar la politica, la funcién retorna la mejor
decision entre Pedir, Plantarse o Abrir a partir de la instancia definida, ademas de la

FMP y el retorno esperado asociados al retorno por instancia.

La posibilidad de jugar 2 manos secuencialmente en una misma ronda implica un nu-
mero significativamente mayor de célculos para optimizar la politica, debido principal-
mente a que la estrategia que se establezca para la primera mano afecta las condiciones
para la optimizacion de la segunda. Segtin indica el autor, esta funciéon “. . . puede tardar
horas en calcular la conveniencia, o no, de separar un par de cartas...”, por lo cual pro-
pone aproximar la politica y esperanza de “Abrir” como sigue: Supongase que el jugador
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tiene 2 cartas repetidas y que su puntaje es J, y que la puntuacién que tendria si solo
tuviera una de sus 2 cartas seria j,.. Luego, se ejecuta JugadorDecide para calcular la
esperanza asociada a un puntaje j. (pidiendo o plantandose), la cual es multiplicada
por dos y utilizada como aproximacién para la esperanza de Abrir. Finalmente, este
valor es comparado con la esperanza asociada al puntaje J (pidiendo o plantandose),
y se determina la mejor decision. Esta aproximacion “no distorsiona excesivamente los
resultados”, y funciona mejor para juegos con barajas compuestas por muchos mazos y
puntos de corte menos profundos.

Aspectos Relevantes para esta Investigacion:

La propuesta del autor se basa en la programacion dindmica, actualizando las probabili-
dades recursivamente, a partir de la extraccion de cartas de la baraja y las decisiones 6ptimas
de cada instancia. De esta manera, proporciona 4 funciones, que permiten deducir la politica
de juego Optima desde cualquier instancia inicial o posterior (las funciones solo son validas
para C>0 y n>0). Sin embargo, el autor destaca al final del trabajo que “...los costes en
términos de tiempo de computacién son enormes, al menos con un ordenador portéatil ...”,
por lo que carecen de utilidad practica. En particular, la decision de “Abrir” la mano conlleva

un coste computacional excepcionalmente alto respecto a las otras decisiones.

El trabajo citado permite concluir que hacer eficiente la funcion JugadorDecide permitiria
deducir la politica de juego 6ptima restringida a Pedir, Plantarse o Doblar. Ademas, el
autor propone una aproximaciéon razonable para estimar la esperanza de “Abrir” a partir del
computo de JugadorDecide, sobre todo cuando la baraja contiene muchos mazos, como es el
caso del presente estudio (recordando, se ha establecido una baraja compuesta de 8 mazos,
y un punto de corte de 75 %).

5.2.2. Reformulacién Eficiente del Cémputo

Ya hemos introducido el trabajo de fin de grado “Las Matematicas del Blackjack”, que
a partir de las funciones CrupierProb, JugadorDecide, JugadorDobla y JugDecSep optimiza
completamente la politica de juego para cualquier instancia inicial o posterior (wg|s > 3),
aunque en tiempos prohibitivos. En esta seccion se propone una reformulacion del codigo (se
utiliza otro set de reglas del juego, pero esto no tiene un mayor impacto en el codigo) desde
una perspectiva matematica y técnica, permitiendo mejorar notablemente la eficiencia de
JugadorDecide. En particular, se identifican propiedades matematicas ligadas al calculo de la
funcion CrupierProb que reducen notablemente la cantidad de calculos necesarios, asi como
la posibilidad de optimizar los algoritmos a nivel técnico utilizando diccionarios, vectorizacion

y paralelizacion.

Ademas, el codigo propuesto en este trabajo calcula de manera exacta la esperanza para
“Abrir”, aunque asumiendo la utilizacién de la politica dictada por JugadorDecide en cada
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mano “separada”’ (la optimizacion de la politica permitiendo “Abrir” no puede realizarse
en tiempo real utilizando un computador estandar). Por tltimo, la formulacién propuesta
extiende su funcionamiento para cualquier instancia de una ronda, en particular la instancia

de origenwy, permitiendo deducir la FMP del retorno por ronda 6ptimo X2 .

Debido a la complejidad y grado de refinamiento de los detalles involucrados en la formu-
lacion explicita del codigo, solo se dard una explicacion aproximada del concepto aplicado,
acompanada de pseudocodigo ilustrativo, suficiente para comprender la idea principal de la
implementacion. Se han incluido en la explicacion las 5 funciones programadas mas relevantes
para comprender la reformulacion del c6digo, en un orden que facilita la comprension de la

logica de la implementacion:

Funciones Principales:

ProbSecsCrup

GanarPerder

e Bayes

JugadorDecideRapido
JugadorAbre

A continuacion, se detallan las funcionalidades y la logica de cada funcion, acompanando
de pseudocodigo cuando valga la pena. Se reitera que las explicaciones son aproximadas, y solo
buscan explicar el concepto con mayor claridad. El cddigo riguroso difiere de lo presentado
a continuacion, principalmente manejando correctamente todos los detalles e incorporando
elementos técnicos que permiten hacer eficiente el algoritmo. La comparacion de eficiencia

computacional entre ambas metodologias se encuentra en la seccion “Resultados”.

1. ProbSecsCrup:

El pseudocodigo que ilustra el funcionamiento de esta funciéon se encuentra en el Anexo
C. Esta funcién cumple un rol similar al de CrupierProb en el codigo citado, basandose
en informaciéon que puede ser pre calculada a partir de CrupierProb. Primero, se consi-
dera una baraja de ronda cualquiera “q”, a partir de la cual se debe ejecutar CrupierProb
para los valores w. = (C' =0,z = 0,v = 0, ¢). Haciendo unas pequenas modificaciones
a CrupierProb, se rescatan todas las instancias finales que se alcanzan desde cada una
de las 10 cartas iniciales que puede recibir el crupier, guardando ademas la cantidad
de veces que se alcanza cada una (la multiplicidad de la instancia final). Notando que
la diferencia de la baraja “q” con la baraja de las instancias finales corresponde a la
secuencia de cartas que compone la mano del crupier, y que esta es independiente de
la baraja “q” utilizada, luego es posible enumerar todos los casos que pueden ocurrir en

una matriz.

Esta matriz se le llama Matriz Total, y contiene en cada fila los valores ci, cf, sec_ crup,
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mult. Estos valores son: el puntaje inicial del crupier con su primera carta (ci), el puntaje
final que alcanza en la ronda (cf), la secuencia de cartas que componen la mano del
crupier al final de la ronda incluyendo “ci” (sec_ crup), y la multiplicidad de dicha
secuencia de cartas excluyendo “ci” (mult). Esta matriz contiene alrededor de 4500
filas, y contiene la informaciéon necesaria para calcular CrupierProb (para cualquier

[T

valor de “C”, incluyendo C=0) a partir de una baraja “q” cualquiera.

La funcion ProbSecsCrup trabaja con esta matriz. Primero, la funciéon considera si ya
fue repartida la carta inicial del crupier (C distinto de 0), o si atin no se reparte (C==0).
En caso de que C es distinto de 0, se actualiza la sec_ crup de cada fila, extrayendo
la carta asociada a ci de la secuencia. Luego, se procede a calcular la probabilidad
de que ocurra sec_ crup a partir de una baraja q, para cada fila, y se multiplica esta
probabilidad por la multiplicidad de la secuencia, obteniendo la probabilidad real de
que ocurra sec_ crup. Esta probabilidad, P_s, se reemplaza por mult en la matriz, y
se retorna una matriz analoga a Matriz_ Total, llamada Matriz_ Probs. Esta matriz
contiene todas las secuencias de cartas que puede recibir el crupier a partir de un
puntaje inicial C, con su respectiva probabilidad de ocurrencia partir de una baraja q,
y es la informacion necesaria para deducir las probabilidades de los puntajes finales cf

que puede obtener el crupier.

. GanarPerder:

Esta funcién se encuentra ilustrada en el Anexo D, y se ha incluido par mayor claridad,
a pesar de que no es particularmente relevante en la reformulacion. La funcién recibe
los puntajes e informaciéon asociada a la mano del jugador y del crupier, y a partir
de Matriz _Probs, que contiene la probabilidad de cada posible secuencia del crupier,
calcula la probabilidad de ganar y perder para el jugador si se planta. Primero, se
filtra Matriz _Probs en caso de que la carta del crupier es conocida (C distinto de
0), y se comparan las variables J!', ! e y! con el puntaje final cf del crupier en
cada fila, determinando si es una instancia ganadora (pago=1) o perdedora (pago=-1).
Finalmente, se suman todas las probabilidades P s asociadas a pago= 1 en gpS|0], y
en gpS|1] si pago= -1.

. Bayes:

Esta funcién se encuentra ilustrada en el Anexo E y es fundamental para hacer mas
eficiente el codigo. La idea consiste en que la probabilidad de que ocurra una secuencia
del crupier a partir de una baraja de ronda dada se puede calcular en términos de la
probabilidad de que ocurra la misma secuencia frente a otra baraja de ronda distin-
ta. La relacion entre ambas probabilidades estd dada por el teorema de bayes, y en
particular resulta util para actualizar la Matriz_Probs del crupier frente a una nueva
baraja, sin tener que recalcular la probabilidad de cada secuencia. La funcion recibe

una Matriz__Probs calculada para una determinada baraja, y deduce los valores de
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Matriz _Probs para la misma baraja, pero habiéndole extraido una carta previamente.
La funcién opera diferente para el caso C' = 0 e y' = 1, pues justo en ese momento la
carta extraida de la baraja va a la mano del crupier, por lo que el teorema se aplica

levemente diferente.

. JugadorDecideRapido:

JugadorDecide ha sido reformulada a partir de las funciones expuestas, de acuerdo con
lo ilustrado en el pseudocodigo presentado en el Anexo F. En la formulacién del trabajo
referenciado, en cada llamado de JugadorDecide se calcula CrupierProb, a partir del
cual se deduce el valor de gpS mediante la funcién que llamamos “Auxiliar”. La logica
ahora es similar. En el primer llamado de la funcién, en vez de calcularse CrupierProb,
se inicializa Matriz_ Probs a través de ProbSecsCrup(C, q), y se deduce gpS utilizando
la funcién GanarPerder. Luego, se comienza a hacer las transiciones recursivas a nuevas
instancias “sacando cartas” de la baraja ¢, de la misma manera que en JugadorDecide.
Sin embargo, hay una diferencia fundamental. Mientras que JugadorDecide solo ex-
trae una carta de la baraja y se llama a si misma evaluada en una nueva instancia,
JugadorDecideRapido realiza el mismo procedimiento, pero ademas genera la nueva
Matriz_ Probs que sera utilizada en la nueva llamada recursiva, la cual es calculada a

partir de la funcion Bayes y la matriz actual.

De esta manera, la nueva formulaciéon deduce el vector gpS en cada nueva llamada
recursiva de JugadorDecideRapido solo utilizando la funciéon Bayes y la funciéon Ga-
narPerder, que son funciones de muy bajo costo computacional, en particular mucho
més bajo que el costo de computar CrupierProb. Combinando esta metodologia con
paralelizacion, vectorizacion de algunos procedimientos y diccionarios para guardar y
reutilizar informacion ya calculada en otras llamadas de la funcién, se logra finalmente
la version optimizada de JugadorDecide, que ademés es valida para cualquier instancia
de la ronda.

. JugadorAbreExacta:

Finalmente, se codifico JugadorAbreEzacta, cuyo pseudocddigo ilustratio se encuentra
en el Anexo G. Esta funcion calcula la probabilidad de ganar o perder para el jugador si
“Abre” su mano inicial de manera exacta, completando el analisis de la politica de juego
para todas las decisiones. Sin embargo, la funcién utiliza en cada una de las 2 manos
abiertas, que se juegan secuencialmente, la politica de juego optimizada para una mano
individual a través de JugadorDecideRapido. Es decir, es una politica sub-6ptima, pues
como se explico, la cantidad de posibilidades jugando 2 manos secuencialmente crece de
manera computacionalmente prohibitiva. El pseudocodigo ilustrativo de esta funcion
considera nuevas versiones de Bayes y de GanarPerder, pero que son fundamentalmente

analogas a las ya explicadas:

e Bayes aux: Similar a Bayes, esta funcion calcula las probabilidades de las secuen-

cias del crupier para una determinada baraja en términos de las probabilidades
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contenidas en Matriz_ Probs. La diferencia radica en que, si bien Bayes relaciona
las probabilidades de las secuencias para 2 barajas separadas por una carta, Ba-
yes_aur es mas general y considera barajas separadas por una secuencia de cartas.
Ademas, no se utilizan las variables C' e !, pues este caso especial no ocurre en
el contexto de Jugador Abre Exacta.

GanarPerder _aux: Mientras que Ganar Perder retorna un vector gpS con 2 com-
ponentes (probabilidad de ganar y perder), GanarPerder _aux retorna un vector
gpA con 4 componentes: [probabilidad de ganar ambas manos, probabilidad de
perder ambas, probabilidad de ganar una mano y empatar la otra, probabilidad
de perder una mano y empatar la otral. Estos 4 casos capturan todas las posi-
bilidades considerando ambas manos del crupier, ignorando los casos en que el

jugador “empata’ con el crupier, pues no son necesarios para la esperanza.
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6. Segunda Parte: Politicas de Apuestas

6.1. Sesion de Apuestas

Hemos logrado definir y calcular en tiempo real de la FMP del retorno por ronda, solo
sabiendo el estado de la baraja antes del comienzo de la ronda. Se destaca la importancia de
esta funcion, pues determina la forma matematica explicita en que distribuye el retorno en
cada ronda antes de realizar una apuesta. Este es el escenario de analisis financiero teoérico
ideal, pues permite modelar los retornos por periodo de manera exacta a partir de informacion
disponible.

Sin embargo, dado que en el Blackjack es comin que el jugador participe de una serie
de rondas de apuestas, conformando una sesion de apuestas, la politica de juego optima no
es suficiente. En esta seccion se abordaré la problematica que enfrenta el jugador antes del
comienzo de cada ronda, frente a una baraja de origen cualquiera, que consiste en determinar
qué porcentaje de su patrimonio apostar. A la estrategia que determina cuando y cuanto
apostar ronda tras ronda en una sesiéon de apuestas le llamaremos politica de apuestas, y
en particular nos interesa modelar y estudiar las vias para encontrar la politica de apuestas
6ptima, que resulta ser un problema de naturaleza méas compleja que de la politica de juego.

6.1.1. Secuencia de Barajas

Partiendo del supuesto que el jugador conoce y aplica la politica de juego 6ptima en cada
momento, el primer paso para modelar una sesion de apuestas consiste en comprender como
evoluciona la baraja de origen a la que se enfrenta el jugador ronda tras ronda. Notando
que el retorno 6ptimo por ronda X/ depende de la baraja de origen R, se hace evidente que
existe correlacion entre retornos asociados a distintos rondas, pues desde una cierta baraja de
origen R solo es posible transicionar a un determinado subconjunto de €2.,, en cada ronda,
limitado por la cantidad maxima de cartas que se pueden jugar en la ronda actual. Se define
entonces )y+, como una secuencia de barajas de origen aleatorias jugando bajo la politica de
juego 6ptima 0*, a partir de una baraja de origen completa, como sigue:

Secuencia de Barajas de Origen:

y@* : {Bn}OSn

1. Tal que B, es la baraja de origen de la enésima ronda, cuya FMP se define como sigue:
Cg* (bn+1, bn) = PrOb(Bn+1 = bn+1|Bn = bn, 9*)

Recordando la funcién de probabilidad absoluta Dy-:
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Z’w’GVVF*b“ Dg* (w/7 UJO) : 1{q’=bn+1} y sl bn+1 7& BO
00* (anrla bn) = , '
Zw’EWF*bn De* (w 7w0) ’ 1{q’¢ﬂc,m} , Sl bn+1 = BO

Con:

e By = [4m,4m,4m, 4m,dm, 4m,4m, 4m,4m,16m|: Baraja inicial del juego, con “m”
mazos.
e wy=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,b,): Instancia de origen de la enésima ronda.

o w =(..... ,q") € WFEb: Instancia final de la enésima ronda.

6.1.2. Ecuacién para el Patrimonio

Ahora, procedemos a modelar la evoluciéon de la situaciéon de un apostador de Blackjack
a través de una secuencia de barajas de origen. Sea la secuencia de barajas de origen Yy« =
{By, By, B> ...} bajo la politica de juego 6ptima 6*. Sea P, el patrimonio del jugador previo
al comienzo de la ronda n. Sea 7, la apuesta realizada por el jugador previo al comienzo de
la ronda n, como una fraccion del patrimonio P,. A partir de estas variables y el retorno
por ronda XQB*" para la baraja de origen B,, se deduce la ecuacién recursiva que define el
patrimonio del jugador a lo largo de una sesion de apuestas, a partir de un patrimonio inicial

normalizado Fy = 1:

Ecuaciéon para el Patrimonio:

Pn+1:(1+7TnXgB;n)Pn

Con:
B, € Yy«
P=1
™ € [0,0,5], Vn >0.

Donde la apuesta fraccionaria realizada por el jugador m, previa a cada ronda se a restrin-
gido al intervalo [0, 0.5], de tal manera que el jugador siempre tenga la chance de doblar o
abrir su apuesta inicial, y por lo tanto sea consistente el uso de la variable X GB*" en el modelo,

que asume que el jugador siempre puede realizar estas acciones en cada ronda.

6.1.3. Politica de Apuestas

Como se mostro, la composicion de la baraja de origen B,,, las reglas del juego y la politica
de juego 0*, determinan de manera exacta la FMP del retorno de cada ronda. Sin embargo,
antes de recibir una mano de cartas y jugar la ronda, el jugador debe enfrentarse a una

decision previa mucho mas importante: cuanto apostar. Es decir, el jugador debe determinar
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qué porcentaje del patrimonio se apuesta en cada ronda, de acuerdo con algin criterio u

objetivo especifico. Sin embargo, como veremos, esto no es un problema sencillo.

En la ecuacién que describe el patrimonio del jugador P,, hemos introducido de manera
general la funcion o politica de apuestas m,, que entrega la apuesta realizada previa a cada
ronda como una fracciéon del patrimonio actual del jugador. Para establecer la estructura
general del argumento de esta funcién, es necesario identificar las variables que determinan
la transicion de P, a P, .1, de tal manera que son relevantes para la evolucion del patrimonio,
que es la variable de interés para el apostador. Observando la ecuacién para el patrimonio,
notamos que la baraja de origen de la ronda B, = b, y el patrimonio actual P, = p, son
suficientes para conocer la funciéon de transicion de P, a P,.1, segin la apuesta 7, que se
haga. Sin embargo, dado que el jugador puede estar interesado en el patrimonio Py de una
sesion de apuestas con una cantidad especifica de rondas n = H, se incorpora adicionalmente
la ronda actual n como variable para la politica.

Por lo tanto, las variables B, = b, y P,, = p, determinan completamente la funcién de
transicién del patrimonio en cada ronda, mientras que la ronda actual n toma relevancia
especificamente respecto a la cantidad de rondas que componen la sesién de apuestas. Estas
3 variables corresponden a las variables de estado, y definen el argumento de la politica de
apuestas.

Formalizamos entonces la politica de apuestas w, como aquella funciéon que retorna una
apuesta porcentual, a partir de una baraja de origen b, el valor del patrimonio actual p, y la
cantidad de rondas n jugadas desde el comienzo de una sesién de apuestas.

Politica de Apuesta:
VI Qc,m X R+ X Z+ — [0,0,5]

(b,p,n) — m(b,p,n)
Finalmente, la ecuacién para el patrimonio queda definida la siguiente manera:

Patrimonio bajo Politica:

Po1 = (1+7(Bn, Poyn) - X)) - Py

Con:

BneyG*
Pozl
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6.2. Modelamiento como Proceso de Decisiéon de Markov

El problema de determinar la politica de apuestas 6ptima para el jugador se puede mo-
delar como un Proceso de Decision de Markov (PDM). En este tipo de procesos, un agente
interactiia con el entorno tomando decisiones secuenciales por etapa, de acuerdo con una
politica, y recibe una recompensa asociada con la accion ejecutada y el estado resultante.
Segun la politica establecida para la determinacion de la accion a partir del estado actual,
la probabilidad de transicion entre estados se ve afectada, lo cual repercute en la evolucion
estocéstica de la situacion del agente.

Una vez el agente tiene una politica establecida, luego la evoluciéon de su situacion se puede
modelar como una Cadena de Markov, lo que significa que la distribuciéon de probabilidad
del estado para el proximo periodo depende unicamente del estado en el periodo actual y
la accién tomada, y no de los estados y acciones previos o futuros. El problema se reduce
a encontrar una politica 6ptima, que solucione el Problema de Optimizacion definido por el
agente a través de un criterio de optimalidad establecido por una “funciéon de recompensa’”.
Veamos cémo aplicar estos conceptos a nuestro caso de estudio.

6.2.1. Estados

Como se mostro en la definicion de la politica de apuestas, el estado s, = (B, P,,n) del
apostador en la ronda n de una sesiéon de apuestas se define completamente por la baraja
de origen B,, el patrimonio actual P,, y el nimero de la ronda, n. Se define asi el espacio
de estados que puede tomar la situacion del apostador, que coincide con el dominio de la
politica de apuestas:

Espacio de Estados:
E:QC7mXR+XZ+

6.2.2. Funciéon de Transicion

Ahora, segin la accién o apuesta fraccionaria “a” que realiza el apostador en un determi-
nado estado, luego su probabilidad de transicionar a otros estados se ve afectada. Es decir,
la decision de cuanto apostar determina el espacio de estados a los que puede transicionar el
jugador, junto con las respectivas probabilidades de transicion. Se define entonces la funcion
de transicion T,(s*, s), que calcula la probabilidad de transicionar desde el estado s al estado
s* luego de jugarse una ronda, habiendo apostado una fracciéon “a” del patrimonio al inicio
de la ronda:

Funciéon de Transicion:
T:ExFE—|0,1]
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T.(s*,s) = PROB(sp41 = s%|sp = s, ™, = a)

Utilizando las funciones definidas en la seccion “Politica de Juego”, se deduce la forma
explicita para la funciéon de transicion:

Sl b* 7£ Boi

Ta(8*7 S) = Z Dy- (w’, U)o) : ( Z f(y7w/> ’ 1{p*:(1+a-y)p}> ’ 1{q’:b*}

w’ eWwkb yEPagosBJ

Sib* = Boi

Ta(s*, 8) = Z Dg* (’UJ/”LU()) . ( Z f(y, w/) . 1{p*(1+a~y)p}> . 1{q’€Qc,m}

w' eWF:b yEPagosBJ

Con:
s=(b,p,n) € E.
s = (b*p,n+1)€E.
wo = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,b) : Instancia de origen asociada al estado s.
w=(..... ,q') € Wb : Instancia final a partir de la instancia de origen wy.

6.3. Problema de Optimizacién y Funcién de Recompensa

Si bien se ha definido explicitamente la funciéon de transiciéon durante una sesién de apues-
tas, para que un Proceso de Decision de Markov esté completamente definido se ha de intro-
ducir una nocién de “premio” o recompensa inmediata asociada a la transicion entre estados,
que permita al apostador elaborar un criterio para jerarquizar ciertas estrategias o politicas
sobre otras. Este premio se formaliza a través de una funcidn de recompensa R, (s*, s), cuya
forma esté directamente relacionada con el Problema de Optimizacion. En esta seccion se
detalla primero la forma mateméatica que toma el problema de optimizacién en el contexto

de un PDM, para luego discutir su relacién con la funcién de recompensa.

6.3.1. Problema de Optimizacién

Sea Ry, (Spn11,Sn) la recompensa inmediata que experimenta el apostador al transicionar
desde el estado s, al estado s,, 41, tras haber realizado una apuesta fraccionaria de a,, = 7(s,)
en la ronda n (esta funcion se discute detalladamente en la proxima seccion, pero podemos
imaginar que su valor depende de p,11 y p,). Se introduce entonces la funcién de Recompensa

Parcial Esperada U7(rs’“’H), que calcula la esperanza de la recompensa acumulada parcial que
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obtiene el apostador desde la ronda k hasta la ronda H — 1, bajo una politica de apuestas
7. Esta es una funcion auxiliar que servird para definir la Recompensa Total Esperada del
jugador, y se define como sigue:

Recompensa Parcial Esperada:

UleH) — | [ASTSk,H)] —E

™

H-1
Z Rw(sn) (Sn—l-la 5n>]
n=~k

Con:
s = (By, Px, k) € E : Estado del apostador en la ronda k.

H € N : Cantidad de rondas que planea jugar el apostador.

Aka’H) : Recompensa acumulada desde la ronda k hasta la ronda H — 1.

El valor de esta funciéon puede ser calculado recursivamente como sigue:

ZS*GE Tﬂ(sk)(s*, Sk) [Rﬂ(sk)(s*, Sk) + Uﬂs*’H)] , sik < H
0 sik>H

U(Sk)H) —

La funcién U calcula recursivamente la recompensa acumulada durante las (H — k)
rondas comprendidas entre un estado intermedio s; y el estado terminal sy. Sin embargo,
un caso particular de esta funcién se tiene cuando se considera la recompensa acumulada
desde la ronda inicial n = 0 de la sesién de apuestas, pues en este caso la funciéon calcula la
recompensa acumulada total durante toda la sesion, que es la que finalmente resulta relevante
para el apostador. Se introduce entonces la funcion Recompensa Total Esperada U#H), que
calcula la esperanza de la recompensa acumulada total Ang) que obtiene el apostador desde
el inicio de la sesién de apuestas hasta la ronda H:

Recompensa Total Esperada:

Con:
so = (Bo, Py, 0) € E: Estado inicial de la sesién de apuestas, con baraja de origen y patrimo-
nio establecidos.

*AgTH): Recompensa acumulada total durante H rondas de apuestas. No se ha incorporado
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el factor de descuento para recompensas futuras, debido a que no es coherente en el contexto
de una sesion de apuestas, cuya duracion puede ser de horas o a lo mds un dia. Sin embargo,
st se decidiera establecer estrategias de apuestas para el largo plazo, como anos, si podria

resultar coherente incorporar un factor de descuento temporal para las recompensas.

Finalmente, el problema de optimizacion para la politica de apuestas consiste justamente
en la maximizacion de la recompensa total esperada del jugador durante una sesion de H

rondas de apuestas:

Problema de Optimizacioén:

7% (s) = argmax E[AUD]

Encontrar la politica 7}, significa maximizar la esperanza de la recompensa acumulada

total del jugador para una determinada cantidad de rondas de apuestas H.

Resulta importante destacar que si bien la recompensa total A y la funcién de recom-
pensa inmediata R,(s*, s) se definen mutuamente, la definicion del problema de optimizacion
se ha de formular a partir de Ang), pues es esta funcion la que captura directamente aquello
que el jugador considera valioso. A continuacién, se plantea como definir adecuadamente la
funcion Ang), de tal manera que pueda ser interpretada econémicamente, para luego deducir

la funcién de recompensa inmediata correspondiente.

6.3.2. Funcién de Recompensa

Si bien para el caso de la politica de juego la esperanza del retorno de la ronda es suficiente
como criterio de optimalidad para la politica, el caso de la politica de apuestas es més
complejo, pues no existe un criterio universal que satisfaga a todos los apostadores, y por lo

tanto no existe un tnico problema de optimizacion para la politica.

Como se mostro en la seccion anterior, el problema de optimizacion se plantea en términos
de la esperanza de la recompensa total de la sesion de apuestas, Aer). Sin embargo, notando
que la satisfaccion del apostador al final de una sesion de apuestas depende tinicamente del
valor de su patrimonio al final de la sesion, sintiéndose méas satisfecho cuando este es mayor,
por ejemplo, luego es logico asumir que la recompensa total debe estar definida en términos
del patrimonio final Py del jugador al final de la sesiéon de apuestas.

Sin embargo, distintos apostadores pueden valorar de manera diferente los mismos resul-
tados, segiin sus propias inclinaciones y apreciacion de lo que es mas conveniente. Por esta
razon, se vuelve necesario modelar la valoracion personal del jugador, en particular a través
de una funcién, que determine el valor o utilidad que el apostador le asigna al patrimonio

final de una sesiéon de apuestas. Se introduce entonces la funcion de utilidad u, que recibe
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como argumento el patrimonio y retorna el valor que se asigna a dicho patrimonio:
Funcién de Utilidad:

La funcion de utilidad r se define como:
r:Ry - R
p—7r(p)

Si bien la funcién de utilidad es absolutamente general en principio, esta debe ser consis-
tente con el principio de jugador racional que busca obtener ganancias, valorando siempre
més el patrimonio cuando es mayor a 1 (ganancias) que cuando es menor a 1 (pérdidas),
por ejemplo. Luego, se propone una forma especifica para la funcién de utilidad, con un

parametro libre v, que identificamos con el nivel de aversion al riesgo del apostador:

Utilidad del Apostador:

Con v € R, donde el sentido de la funcién se visualiza a través de su derivada, que se
interpreta como la utilidad marginal de obtener mas patrimonio a partir de un patrimonio p:

Utilidad Marginal del Apostador:

La utilidad marginal del apostador m.(p) se define como la derivada de la funciéon de
utilidad respecto al patrimonio p:

)~ ) s

dp

Aspectos relevantes de la funcion de utilidad r., (p) y la funcion de utilidad marginal m.(p):

1. La utilidad marginal del apostador m.,(p) es positiva y continua para todo nivel de riesgo
~. Esto significa que para todo nivel de riesgo siempre se tiene una utilidad creciente
del patrimonio (siempre se valora mas un patrimonio mayor que otro menor), lo cual
es consistente con el principio de apostador racional.

2. La derivada de la utilidad marginal m.,(p) respecto del riesgo v es In(p) - p?~*, la cual
es negativa para p < 1 y positiva para p > 1. Esto quiere decir que a mayor riesgo
aumenta la utilidad marginal del apostador cuando va ganando, y disminuye cuando va

perdiendo. Esta propiedad matematica es consistente con la interpretacion de v como
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el nivel de riesgo del apostador.

3. v = 0: Este nivel de riesgo valora el patrimonio de manera logaritmica ry(p) = In(p), y
su utilidad marginal es inversamente proporcional al monto del patrimonio mg(p) = p~!.
Se considera un nivel de riesgo neutro. Cuando v > 0 diremos que es una valorizacién

de riesgo alto, y cuando v < 0 se entendera por una valorizacion de riesgo bajo.

4. ~v = 1: Este nivel de riesgo valora el patrimonio de manera absoluta ri(p) = p, y su
utilidad marginal de obtener méas patrimonio es constante e igual a uno ms(p) = 1.

Ahora estamos en condiciones de definir explicitamente la funciéon de recompensa acumu-
lada total AY") en términos de la utilidad del patrimonio final r.,(p) que define al apostador.

H,y)

Definimos entonces la recompensa para el apostador A , como la utilidad del patrimonio

final r.,(Py) de la sesién de apuestas, que es igual a la recompensa total para la misma sesion:

Recompensa para el Apostador:

AD = A =1, (Pr)

Finalmente, el problema de optimizacioén para la politica de apuestas queda completamente
definido, incorporando una cierta cantidad de rondas H y un nivel de riesgo v asociado al

apostador. A este problema le llamaremos O, g y resulta como sigue:

72 1(s) = argmax, Efr. (Py)]

Si bien la funciéon r., permite definir un problema de optimizacién para la politica, cap-
turando la inclinaciéon personal del apostador, aun se debe establecer la relacion entre dicha
funcién, que se corresponde con la recompensa total, con las recompensas inmediatas que ob-
tiene el jugador a lo largo de la sesion. En particular, debemos encontrar la funcion R,(s*, s)
que cumpla la siguiente relacion:

Relaciéon Recompensa Total - Recompensa Inmediata:

H-1
PH = Z Rﬂ— (sn) Sn+178n) — A7(TH,'y)
n=0

Dado que el pardmetro v implica un valor diferente de ., la funcién de recompensa inme-
diata que cumpla la relacién también debe incorporarlo. Llamamos entonces como Rga)(s*, s)
a la funcion de recompensa inmediata asociada a la recompensa total A,(T T), y observamos

que la funcién r, se puede reescribir como:
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T

o (Pr) = 1y (Fo) + ) [y (Pegr) — 7 (Py)]

B
Il

Luego la relacion establecida para la recompensa total e inmediata se puede reformular

como sigue:
H-1 H-1
)+ E (7 (Prt1) — 74(Fr)] E Re(sn)(Sn41,50)
k=0 n=0
Con Py = 1.

Finalmente, el problema se puede dividir en 2 casos:

1. Caso v =0:
H-1 H-1
Z ln Pk+1 ln(Pk)] = REFO()Sn)(Sn_;,_l, Sn)
k=0 n=0

Haciendo la equivalencia entre cada término de ambas sumas, y recordando que s, =
. 0 . .
(B, P,,n), se deduce que la funcion RY que cumple la relacion es como sigue:

RY(s*,s) = In(p") — In(p)

2. Caso vy # 0:

4 Z [ Poi1)? — (P) } ZRW(S (Snt1, Sn)

k=0 v

Ignorando el “1” al lado izquierdo de la ecuaciéon (dado que sumar o multiplicar por
una constante positiva la recompensa total lleva a la misma solucién del problema de
optimizacion por las propiedades de la esperanza) y considerando solo el cambio de

W

signo asociado al denominador “4” (normalizando su valor, por las propiedades de la

esperanza), se deduce la forma para la funciéon de recompensa:

(p*)Y —p", siy>0
p’—(p*)7, siy <0

Se concluye entonces con la forma explicita de la funcién de recompensa inmediata Rza)

asociada a la valorizacion del apostador 7:

Funcién de Recompensa del Apostador:
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In(p*) —In(p), siy=0
RO(s*,5) = (p*) — 17, siy>0
P’ —(p)", siy <0

Por lo tanto, el problema de encontrar la politica de apuestas 6ptima queda completamente
definido como un Proceso de Decision de Markov, para el cual se ha explicitado la funcién de
transicion, un problema de optimizaciéon concreto coherente con los principios econémicos, y

la forma explicita de la funciéon de recompensa.

*NOTA: Como se mostrd, si bien se tiene que r(p) = p” -y~ paray # 0, el problema de
optimizacion consiste en mazimizar E[(Pg)7-y~Y, que es equivalente con mazimizar E[( Py )"]
para v > 0 y mazimizar B[—(Pg)"] para v < 0. La incorporacion de v~' en la definicion
fue con la motivacion de mantener la continuidad de la funcion de wvalorizacion marginal
respecto al riesqgo para mayor claridad, sin embargo, en la prdctica resulta mds prdctico usar
simplemente r.,(p) £ p (segin el signo de v) como funcion de valorizacion, manteniendo el

problema de optimizacion equivalente.

6.4. Solucion del Problema

A través de las secciones previas, se ha logrado definir completamente un problema de
optimizaciéon para la politica de apuestas como un Proceso de Decision de Markov. Sin em-
bargo, contrario al caso de la politica de juego, el problema de optimizaciéon de la politica de
apuestas no se puede resolver directamente mediante programacion dinamica, y por lo tanto
no es posible hallar la solucion general del problema de manera exacta. Esto se debe a que
el espacio de estados que puede enfrentar la politica de apuestas y el espacio de acciones que
puede ejecutar son continuos y por lo tanto infinitos, mientras que la cantidad de estados
(instancias) que enfrenta la politica de juego y la cantidad de acciones que puede ejecutar
son finitos y manejables. Esta clase de PDM son més complejos, y son abordados general-
mente a través de técnicas de programacion dinamica en conjunto con Redes Neuronales por
Refuerzo. Dado que esta metodologia escapa a los alcances del presente trabajo, la solucion

general del problema no seré abordada en esta investigacion.

Sin embargo, existe una versiéon simplificada del problema que si admite solucién teérica,
correspondiente al caso en que la politica depende tnicamente de la baraja de origen B, de
la ronda actual, ignorando el patrimonio actual P, y el nimero de rondas jugadas n. A esta
forma simplificada de la politica la llamaremos politica parcial, y desarrollaremos el problema
de optimizacion O, g a nivel teorico, considerando el caso en que la sesién de apuestas se
juega eternamente H — oo, culminando con una ecuacion facilmente resoluble (mediante
métodos computacionales) para hallar la solucién exacta.
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6.4.1. Politica Dependiente de la Baraja

Como se mostro, la forma completa de la politica incorpora como variables tanto el estado
de la baraja de origen de la ronda, el patrimonio actual y el nimero de rondas jugadas desde
el comienzo de la sesion de apuestas. Si bien la optimizacion de la politica completa no es
posible mediante métodos analiticos, podemos imaginar que el apostador solo considera un
subconjunto de las variables de estado para decidir su apuesta. Se define entonces g como la
politica solo dependiente de la baraja de origen b de una ronda, y que llamaremos politica
parcial, como sigue:

Politica Parcial:
g: Qem — [0,0,5]

b— g(b)

Luego, haciendo la simplificacién de notacion g(b) = ¢°, la ecuaciéon para el patrimonio
resulta:

Ecuaciéon para el Patrimonio bajo Politica Parcial:
Poi1= (144" X)) P,

Con:

B, € Yp-.
Py =1.

A continuacién, procederemos a tratar matematicamente la ecuaciéon para el patrimonio
recién expuesta, con la intencion de deducir la forma algebraica de la esperanza de la recom-
pensa total E[r,(Py_e)], y poder asi optimizar la politica. Notando que la ecuacion es un
producto iterado, tomamos el logaritmo natural de P,,; para dejar la ecuaciéon como una

suma en vez de producto:

n

In(Po1) = Y In(1+ g% - X))
k=0

Hasta ahora, la ecuacion sigue siendo irresoluble analiticamente, principalmente por la
correlacion que existe entre cada término de la suma, debido a la correlacion de las barajas de
origen By. Sin embargo, si nos preguntamos sobre el comportamiento de In(P, 1) cuando n —
oo, encontraremos que la ecuaciéon tiende a la suma de variables aleatorias independientes, y

por lo tanto podemos aplicar teoremas convenientes.

Notemos entonces que las barajas By solo pueden tomar un conjunto finito de valores b en

Qcm, dado que M = card(€2,,,) es una cantidad finita, como se mostré en secciones anteriores.
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Esto implica que si jugamos una cantidad infinita de rondas n — oo, entonces cada baraja
de origen b € ., que pueden tomar como valor las barajas B,, en )+, necesariamente se
repetird una cantidad indefinida de veces a medida que se juegan mas rondas. A nivel técnico
esto se debe a que la cadena Y- es recurrente positiva, y por lo tanto todos los estados &’
que puede tomar la variable B,, poseen un tiempo medio de recurrencia igual a u;, el cual
permite calcular la frecuencia py; = % con que ocurre la baraja ¢/ dentro de la secuencia V-

en un plazo infinito.

El valor de py; se podria deducir matematicamente a partir de la definiciéon de )+, pero
debido a que dicho céalculo es engorroso y en la préactica no tiene utilidad, nos limitaremos
a definir su valor formalmente. Dicho esto, definimos la frecuencia de una baraja de origen
v € ., en la secuencia Vy+, cuando se juegan infinitas barajas, a través de la variable V,

que representa una baraja promedio de la secuencia Vy-:

Baraja Promedio:

Vi Qem — [0,1]
B L > o Prob(B, =v)
py = Prob(V =v) = zlggo P
Con:
Bn S y@*

Asumiendo que se conoce el valor p, para cada v € €.,,, retomamos la ecuaciéon que
definimos para In(P, 1), y deducimos el siguiente resultado, a partir del Teorema del Limite
Central:

n—o0 n—oo
vEQe,m

lim Zln(l + ¢ - X%) = 1im Z po-(n+1)-In(l+g"- Xg.)
k=0

Por lo tanto, se concluye el siguiente resultado para In(P,1) v P,11 en el limite n — oo:

lim In(Ppq) = lim > In(1+ g% - Xjk)

n—00 n—00
k=0

Z z V
Jin Py = lin [T+ X0)
k=0

Con V}, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucion

V.

Notamos que se tiene una suma de infinitas variables aleatorias independientes e idén-
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ticamente distribuidas S;/ = In(1 + ¢¥ - X}.). Por lo tanto, si encontramos la esperanza y
desviacion estandar de S;/, estaremos en condiciones de aplicar el Teorema del Limite Cen-
tral, y finalmente deducir la distribucion de In(P,;1). Procedemos entonces a calcular la
esperanza p y desviacion estdndar o de la variable aleatoria S;/ , dada la politica parcial g°:

Esperanza:

o = = Y po-Elln(l+g¢"- X5

vEQe,m

=E SV Z Do * < Z Prob(Xg. = x) - In(1 + ¢* - x))

vEQe,m rePagosBJ

Desviacion Estandar:

0 = Var SV Z Do L+g" Xgh) — U9>2]

UEQC m

o =Var(S)) = > p,- ( > Prob(Xj. :x)(ln(1+g“-x)—ug)2)

VEQe,m z€PagosBJ

Ya conociendo la esperanza y desviacion estandar de S;/ = In(1 + ¢¥ - X}.), concluimos
por Teorema del Limite Central que la variable In(F, ;) tiende a una distribuciéon normal
cuando n — o0:

Distribucién para gamma = 0:

r0(Pat1) = In(Pyy1) ~ Normal(n - iy, n - ;)

Tal que la Funcion de Distribuciéon Acumulada (FDA) es como sigue, donde ® se refiere a

la FDA de una normal estandar:

Prob(In(Py1) < p) = @ (w)

Cuando n — oo.

Ahora, dado que estamos en una situacion donde el logaritmo de P,;; sigue una distri-
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buciéon Normal, luego se tiene que el patrimonio P, sigue una distribuciéon LogNormal, y
por propiedades de la distribucién log normal finalmente se deduce la distribucién que sigue

P, para v # 0:
Distribuciéon para gamma # 0:
75(Pa1) = By, ~ LogNormal(n - - pig,n - 7% - 07)

Tal que la Funcion de Distribuciéon Acumulada (FDA) es como sigue, donde ® se refiere a

la FDA de una normal estandar:

Prob(P, < p) =

Cuando n — oo.

Con:
v # 0.

*Un caso particular sucede cuando la politica apuesta 0.5 para alguna baraja en especifico
g(t') = 0,5. Cuando esto ocurre, se tiene que E(S)) = py — —o0, pues In(0) — —oo. Esto
significa que en una sesion de apuestas infinita se llega casi sequramente a la ruina si se deter-
mina apostar la mitad del patrimonio para alguna baraja en especifico: lim,,_,, Prob(r,(P,) =
0) — 1. Esto es consistente con los resultados para Cadenas de Markov absorbentes y el Teo-

rema de la Ruina del jugador, y conduce a paradojas economicas, como se verd mds adelante.

6.4.2. Politica Parcial Optima

Hemos encontrado la distribucién de probabilidad que sigue r.,(Py_). En este apartado
procederemos a abordar el problema de optimizacién O, g, que se refiere a la maximizacion
de la esperanza de la utilidad E[r,(Py_)] cuando la sesion de apuestas se juega por un
tiempo indefinidamente largo. En particular, el problema de optimizacién se puede separar

€n casos como sigue:

95 o (b) = argmax, E[P}_, ], siy>0

Oy Hoo0 © § 95 .00(0) = argmax, E[In(Py_,o0)], siy =0
siy <0

H—>oo]’

g:m(b) = argmax, E[- P},

A continuacién, se deduce la forma algebraica de la esperanza para cada uno de los casos,

para posteriormente proceder a abordar el problema de optimizacion:
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Utilidad Esperada

Nivel de riesgo v = 0:

Para el caso en que el apostador valora logaritmicamente su patrimonio, se dedujo en los
desarrollos previos que dicha valoracion converge a una distribuciéon normal, y por lo tanto
se tiene el siguiente resultado:

lim E,[In(P41)] m (n - fig)

=1
n—oo n—o0

Por su relevancia, se destaca una aproximacion para el percentil de la esperanza luego de

n rondas jugadas, el cual converge en el limite n — oo:

Prob(In(P41) < n-py) = 0,5

Nivel de riesgo v > 0:

En este caso el jugador valora el patrimonio como P, y dado que en el limite P, se
comporta igual que una multiplicacién de n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con distribucion (1 + ¢g¥ - X}.)7, se concluye que la esperanza de P 41 Se
comporta de la siguiente manera:

lim B, [P,.] = lim E7 [(1+¢" - X))7]

n—o0

Por su relevancia, se destaca una aprorimacion para el percentil de la esperanza luego de
n rondas jugadas, el cual converge en el limite n — oo, y que llamaremos A, :

Prob (B, 2 5 [(1+ 9" - X[ 7)) = = 0 (Y002

Donde:
v > 0.
lim,, oo A\, = 1.

n"yZ-ag

* Aqui se ha usado el hecho de que lim,,_,, E, [P,j +J = exp (n Y0yt ), por tra-

tarse de una distribucion LogNormal.

Nivel de riesgo v < 0:

Este caso es similar al caso en que v > 0, diferenciandose solamente en el signo. Por lo
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tanto, se concluye lo siguiente:

lfim E, [-P],,] = lim —E]' [(1+¢" - X}.)]

n—oo n—0o0

Por su relevancia, se destaca una aprorimacion para el percentil de la esperanza luego de

n rondas jugadas, la cual converge en el limite n — 00, y que llamaremos 0,,:

Prob (—=P, < —El' [(1+g¢" - X)) = é=1- A,

Donde:
v < 0.
lim,, o 6,, = 0.

*Un aspecto interesante del percentil de la utilidad esperada Elry(Pr_e)] €s que se va a
0 paray <0y alparay >0, mientras que para v = 0 este converge a 0.5. Esto refuerza el
concepto de v como un indicador de la inclinacion al riesgo, siendo v = 0 el nivel de riesgo

neutro.

Optimizaciéon de la Politica

Ahora que hemos expresado algebraicamente la esperanza de r.,(Py_), procedemos a

formular y resolver el problema de optimizacién O, g_eo:
Optimizaciéon para v > 0:

Debemos encontrar la politica ¢° que solucione el siguiente problema:

g;OO(b) = argmax, { lim Ej [(1 +4¢" - Xg‘i)'y] }

n—0o0

Con:
be Qe

Notamos que maximizar E" [(1 + ¢g" - X}[)?] es equivalente con maximizar E [(1 + ¢g" - X}0)]:

9 oo(b) = argmax, {E [(1+¢" - X5.)]}

7, oo(b) = argmax, ¢ Y p,-E[(1+g¢"- X;.)]

’UGQc,m
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El problema de maximizacion es independiente para cada v € €2, por lo tanto, se deduce
que la politica que maximiza r.,(Py_) serd aquella que a partir de la baraja de origen b de
cada ronda, maximice el valor de E [(1+ ¢ - X}.)7]:

9 oo(v) = argmax, {E [(1+ ¢ - Xg.)]}, Vv € Qe

9, o (v) = argmax, { Z Prob(Xg. =z)- (14 ¢"- m)”} . Y€ Qe

rePagosBJ

Con:
v > 0.

Luego, si derivamos la expresion respecto a la apuesta g¥, encontramos la condicién que
debe cumplir gZ _(b) para maximizar r.(Ppg o), la cual aplica para cada baraja de origen

que puede darse en una sesion de apuestas v € (1. ,:

Z Prob(Xp. =z)-y-(1+¢"-2) " 2=0, Y€ Q.

r€PagosBJ

Debido a que solo existen 6 posibles retornos en PagosBJ, y ya se logré calcular Prob( Xy, =
x) a través del programa desarrollado en la primera parte de esta investigacion, solucionar
esta ecuacion es trivial computacionalmente. Un caso particular es cuando v = 1, para el
cual la politica parcial 6ptima que resuelve el problema de optimizaciéon O; o, se puede hallar

explicitamente, y tiene la siguiente forma:

0,5, siE[Xg.]>0
91.00(0) = .
0, siE[XL]<0
Este resultado es paraddjico, pues a pesar de ser la politica de méaximo retorno posible,
lleva casi seguramente a la ruina como se explico previamente (pues se apuesta 0.5), y la
probabilidad de obtener efectivamente un retorno igual al retorno esperado se va a 0. Es-
ta paradoja surge por valorar el dinero de acuerdo con su valor monetario ri(p) = p, y es
analoga a la famosa paradoja de san Petersburgo, formulada originalmente por Nicolaus Ber-
noulli. A raiz de esta problematica surgen posibles soluciones al problema, siendo una de
ellas la utilizacion de una funcion de utilidad sobre las ganancias, tal como se ha propuesto
en el presente trabajo. Este resultado sugiere que los valores con sentido practico para =

probablemente sean menores a 1.
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Finalmente, una propiedad importante de la politica éptima g7 . (b), consiste en que esta
determina no apostar cuando E[X}.] < 0, para cualquier v > 0. Esto se deduce al observar
que la derivada de E[(1 + ¢g” - X{.)7] respecto a la apuesta ¢*, evaluada en ¢” = 0, solo es
positiva si E[X}.] es positiva:

dE[(1+ ¢" - X3.)]
dg®

= Z Prob(Xg. =xz)-v-(14+0-2)"" -2 =~ E[X}.]

g=0 ze€PagosBJ

Por lo tanto, la politica optima gZ . (b) es mayor a 0 solo si E[Xg.] > 0, pues cuando esto
ocurre la derivada de E[In(1 4 ¢* - X2.)] es positiva en g” = 0:

Optimizacién para v < 0:

Veremos que este caso es anadlogo al caso en que vy es positivo. Debemos encontrar la
politica g* que solucione el siguiente problema:

n—oo

9, oo (b) = argmax, { lim —E7 [(1+4¢" - Xe‘i)ﬂ}

Con:
be Qem

Esto es equivalente con minimizar el valor de Ej [(1 +gv - X;i)”]:

g;po(b) = argmin, {r}irgo E;‘ [(1 +4gv- Xgi)ﬂ }

Por lo tanto, debido a que la expresion es analoga al caso en que ~ es positivo pero esta
vez se minimiza en vez de maximizar, se concluye que la condicién que debe cumplir g7 (b)
es la misma que para el caso v > 0, la cual aplica para cada baraja de origen que puede darse
en una sesion de apuestas v € (.,

Z Prob(Xg =z)-y-(1+¢"-2) " 2=0, Yv€Qum

xz€ PagosBJ

Por tltimo, siguiendo un procedimiento algebraico similar al caso v > 0, la politica 6ptima

9% +(b) conserva la propiedad de ser mayor a 0 solo si E[XE.] > 0.
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Optimizacién para v = 0:

Buscamos solucionar Og .. Es decir, debemos encontrar la politica g° que solucione el
siguiente problema:

. (b) = argmax, { lim (n - 1,) }

n—o0

Con:
be Qe

Notando que maximizar (n - i ) es equivalente a maximizar ji,, anotamos el problema de

maximizacién como sigue:

90,00 (b) = argmax, {4y}

96.00(b) = argmax, Z o - E[ln(1 + ¢¥ - Xg.)]

vEQe,m

Similar al caso v # 0, el problema de maximizacién es independiente para cada v € {2,

96.00(v) = argmax {E[In(1 + ¢" - Xg.)]}, Vv € Qem

Luego, si desarrollamos E[In(1 + ¢” - X}.)] y derivamos la expresion respecto a la apuesta

v

g*, encontramos la condicién que debe cumplir gg . (b) para maximizar ro(Ppg o), la cual

aplica para cada baraja de origen que puede darse en una sesiéon de apuestas v € 2. ,,:

Z Prob(Xj. =z) -z
1+gv-2

=0, YveQn,

xz€PagosBJ

Debido a que solo existen 6 posibles retornos en PagosB.J, y ya logramos calcular Prob(Xj. =
x) a través del programa desarrollado en la primera parte de esta investigacion, solucionar
esta ecuacion es trivial computacionalmente. Similar al caso v # 0, la politica 6ptima gaoo(b)
también determina no apostar cuando E[XJ.] < 0. Esto se deduce al observar que la derivada
de E[In(1 + ¢¥ - X}.)] respecto a la apuesta g*, evaluada en g° = 0, solo es positiva si E[X}.]

es positiva:
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dE[In(1 + ¢* - X§.)] B Z Prob(Xj. =z) -z

= = E[X}.
dg® 1+0-z 2

g=0 x€PagosBJ

Por lo tanto, la politica 6ptima gg . (b) es mayor a 0 solo si E[X{.] > 0, pues cuando esto
ocurre la derivada de E[ln(1 + ¢° - X}.)] es positiva en g = 0. Esta propiedad se mantuvo
para todo nivel de riesgo 7, demostrando ser una propiedad general respecto de la politica

optima gZ (D).
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7. Tercera Parte: Exploracién de Soluciones

Si bien la optimizacién de la politica con informacién completa es compleja y requiere
redes neuronales, en el presente trabajo se exploraron soluciones para estructuras algebraicas
especificas de la funciéon de apuesta. Estas estructuras incorporan las variables de estado y
parametros libres ajustables, de tal manera de poseer flexibilidad para modelar una familia
de funciones de apuesta. Luego, dichos modelos algebraicos fueron propuestos como poli-
tica para 4 problemas de optimizaciéon, definidos por sesiones de apuestas compuestas por
H € {100,1000} rondas, restringidos por un parametro R € {0,1} que se refiere al risk of
ruin (ROR), y que incorporan una funcion de utilidad correspondiente a la mediana del

patrimonio:

Optimizacion de la Mediana:

*

7y (s) = argmax {r(Py)}

, 7 €[0,0,5], si R#1
sujeto a:
75 €10,0,5), siR=0
Con:
r(Pg) = Mediana(Py): Funcion de Utilidad.
H € {100,1000}: Nimero de Rondas de la sesion.
R € {0, 1}: Parametro que permite o no el ROR.

La razon de haber escogido la mediana como funcién de utilidad radica en los resultados
tedricos obtenidos en secciones previas para la politica parcial, en donde se mostré que
resolver el problema de optimizacién Oy », para el nivel de riesgo neutro v = 0 era equivalente
a maximizar la mediana del patrimonio cuando H — oo. Por lo tanto, estableciendo la
mediana como funciéon de utilidad se busca mantener la neutralidad de la inclinacion al
riesgo y asegurar una buena medida de tendencia central, ofreciendo asi un contexto mas
significativo y representativo para los resultados del experimento. Ademas, se espera dar una
mayor perspectiva a la solucion gg’oo(b) encontrada para la politica parcial, comparando su

desempeno respecto de los distintos modelos propuestos para la politica.

7.1. Modelos para la Politica

Se postularon 4 modelos sencillos para la politica, que gozan de buena interpretabilidad,

y se presentan a continuacion, ordenados desde el mas simple al mas complejo:

1. Apuesta Porcentual Plana: Este modelo para la politica de apuestas es el mas
sencillo de todos. Consiste en que el jugador apuesta un porcentaje fijo igual para cada
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ronda de la sesion. Tiene un parametro libre y su forma es como sigue:
(b, p,nsw) = w

2. Apuesta Neta Plana: Este modelo es algebraicamente mas complejo, aunque méas
sencillo conceptualmente. Consiste en que el jugador apuesta un monto fijo para cada
ronda de la sesion, cuyo valor se define como un porcentaje del patrimonio inicial.
Esta funcion tiene un parametro libre, pero también considera el patrimonio de manera

inversamente proporcional a la apuesta porcentual. Su forma algebraica es como sigue:
e
ma(b, p, 3 €) = p

3. Politica Parcial dependiente de la Baraja: Este modelo para la funcién de apuestas
solo considera la baraja b para su formulacion, y determina un porcentaje especifico
asociado a cada baraja que toca en el juego. Se corresponde con la politica parcial

6ptima planteada en secciones previas, y su forma es como sigue:
7T3(b7 b, n) = gg,ooa))

4. Apuesta Compuesta: Este modelo fue disenado especificamente para enriquecer los
resultados. Tiene una forma algebraica més compleja que los modelos previos incor-
porando 3 parametros libres. Sin embargo, bajo determinadas configuraciones de los
parametros este modelo tiene la flexibilidad de reducirse a cualquiera de los 3 modelos
previos, asegurando resultados por lo menos igual de buenos que los demés modelos.
Su forma algebraica es como sigue:

ma(b, p,n; 0k, ¢) = k- m§ - p*

7.2. Metodologia

En esta seccion se explica el proceso disenado y los mecanismos utilizados para solucionar
el problema de optimizaciéon propuesto para los 4 modelos que definen la politica, a partir
de los conceptos expuestos en el desarrollo de la presente investigacion. Se detallan todos los
aspectos relevantes considerados para simular el juego, describiendo la metodologia utilizada
para simular secuencias de rondas y explicando el proceso de optimizacion y testeo para los
modelos propuestos. Se reitera que durante todo el proceso disenado se asumen las reglas y
condiciones establecidas al comienzo de este trabajo.

7.2.1. Secuencias de Barajas de Origen

Como se mostroé en el desarrollo de este trabajo, una sesion de apuestas puede ser modelada
como una secuencia de barajas de origen {B,}(<n), con la respectiva secuencia que define
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el desarrollo del patrimonio del jugador {P,}<,). Sin embargo, mientras que la evolucion
del patrimonio si depende de la politica de apuestas, la secuencia de barajas de origen es
independiente de esta, y depende solamente de la politica de juego del jugador.

Por lo tanto, dado que la funcién de transicion de la secuencia {B, }<,) puede ser cal-
culada con el programa desarrollado, se procedi6é a simular barajas secuencialmente, identi-
ficandolas segtn el juego al que correspondan y su posicion dentro de dicho juego. De esta
manera, se simularon 5.000 juegos completos, resultando en un total de 257.520 barajas de

origen simuladas.

7.2.2. Secuencias de Rondas

Para simular un jugador jugando ronda tras ronda, se utilizaron las barajas de origen
previamente simuladas, que componen los 5.000 juegos. Dado que cada una de estas barajas
lleva asociada una FMP para el retorno sobre la apuesta del jugador (asumiendo politica
de juego 6ptima), la cual es conocida a partir del programa mencionado, luego es posible
generar un retorno de manera aleatoria a partir de cada una de las barajas simuladas. Por
lo tanto, cada una de las 257.520 barajas de origen simuladas sirve como argumento para

generar aleatoriamente un retorno perteneciente a PagosBJ, segiin la FMP asociada.

Si bien en la simulacion de los 5.000 juegos la secuencia de barajas generada lleva asociada
implicitamente una secuencia de retornos obtenidos por el jugador, se considera esto como un
detalle de no mayor relevancia, dado que el retorno obtenido a partir de una cierta baraja de
origen solo lleva asociado una correlacion con la cantidad de cartas que se extraen para llegar
a la proxima baraja de origen. Lo verdaderamente importante de una baraja es la FMP para

la proxima baraja que se jugard, independiente del retorno asociado a llegar a dicha baraja.

7.2.3. Optimizacién de los Modelos y Testeo

Para el proceso de optimizacion y testeo de los modelos propuesto, se dividié la muestra
total de 5.000 juegos simulados en dos conjuntos distintos: datos de entrenamiento y datos
de testeo. De estos, 4.000 juegos, que constituyen el 80 % de la muestra total, se reservaron
para el entrenamiento, mientras que los 1.000 juegos restantes se utilizaron para el testeo.
Sin embargo, la muestra total fue previamente filtrada, de tal manera de contener unicamente
aquellas barajas de origen con un retorno esperado positivo para el jugador. Esta decision se
fundamenté en el desarrollo tebrico previo, donde se mostrd que la politica parcial éptima
m3(b,p,n) = g5 .0(b) solo apuesta cuando E [X4.] > 0. Por lo tanto, se excluyeron de la
muestra total todas aquellas barajas de origen que no cumplian con este criterio, asegurando
que todos los modelos propuestos sean optimizados y testeados solo en barajas de origen con
retorno esperado positivo.

Optimizacion:
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A partir de los datos de entrenamiento, que corresponden a 4.000 juegos completos filtra-
dos, se procedié a simular sesiones de apuestas para cada uno de los escenarios de estudio
de manera independiente. Un escenario de estudio se refiere a la combinacién de uno de los
modelos propuestos (excluyendo el modelo de politica parcial, el cual se obtiene directamen-
te a partir de la muestra total) con una configuracion del problema de optimizacion. Para
cada escenario, se generaron un total de 100.000 sesiones de apuestas, cada una compues-
ta de H barajas de origen, segtn el problema de optimizaciéon. Cada una de estas sesiones
se generd seleccionando juegos secuencialmente de manera equiprobable entre los datos de
entrenamiento.

El siguiente paso consistioé en simular rondas jugadas a partir de las barajas de origen con-
tenidas en cada sesion. Este proceso se llevo a cabo para las 100.000 sesiones simuladas, donde
cada baraja de origen contenida en dichas sesiones se utilizé para generar un retorno aleatorio
para el jugador, segin la FMP de dicha baraja. De esta manera, las secuencias de barajas
que definen las sesiones generaron secuencias de retornos para el jugador, pertenecientes a
PagosBJ=|-2,-1,0,1,1.5,2].

Finalmente, los modelos propuestos para la politica fueron optimizados para cada uno de
los 4 problemas de optimizaciéon. A partir de las 100.000 sesiones compuestas por secuencias
de retornos (que son retornos sobre la apuesta que se realiza), cada modelo fue inicializado
con valores arbitrarios para sus parametros, los cuales fueron optimizados a través del método
SLSQP. Cada configuracion de pardmetros implica una estrategia de apuestas, que al aplicarse
sobre cada secuencia de retornos resulta en un retorno final para cada sesiéon. Tal como se
defini6 el problema de optimizacién, el valor objetivo utilizado como criterio de optimalidad
fue la mediana del retorno obtenido en las 100.000 sesiones, aplicando la restricciéon sobre el
ROR cuando fuese necesario.

Se reitera por claridad que todo el proceso mencionado fue llevado a cabo para cada es-
cenario de estudio de manera independiente, utilizando siempre la data de entrenamiento
compuesta por 4.000 juegos filtrados. Por ultimo, el modelo nimero 3, “politica parcial de-
pendiente de la baraja”, es un caso aparte de los otros modelos, y no requirié de simulaciones
para ser optimizado. En cambio, la forma exacta de esta politica, m3(b, p,n) = gz‘opo)(b), se
obtuvo deduciendo una apuesta fraccionaria para cada baraja v contenida en la muestra

filtrada, solucionando la siguiente ecuacion, que fue detallada en el desarrollo tedrico:

Z Prob(Xj. =z)- 2 0

x€PagosBJ 1+ g(?}) "

Testeo:

Luego de optimizar cada modelo para cada problema de optimizacion, se obtuvieron los
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modelos optimizados. El testeo de estos modelos fue realizado a partir de los datos de testeo,
correspondientes a los 1.000 juegos completos filtrados que no fueron considerados para el en-
trenamiento. Similar al proceso de optimizacion, se simularon 100.000 sesiones de apuestas pa-
ra cada modelo optimizado de manera independiente. Cada una de estas sesiones fue generada
de manera anédloga a las sesiones de entrenamiento, resultando en sesiones compuestas de H
barajas de origen (segin el problema de optimizacion), donde a su vez cada baraja fue utiliza-
da para generar un retorno para el jugador, perteneciente a PagosBJ = [-2,—1,0,1,1,5,2].
Luego, para cada caso, los modelos optimizados fueron aplicados a cada una de las 100.000
sesiones simuladas, alcanzando un retorno final en cada una de ellas. Finalmente, a partir de
los 100.000 retornos finales resultantes, se deduce la distribuciéon del retorno asociada a cada
modelo optimizado.

48



8. Resultados

Esta seccion detalla los resultados clave del experimento, diferenciando entre aquellos re-
lacionados con la politica de juego 6ptima y los asociados a la optimizacion de los modelos
propuestos para la politica de apuestas. Estos resultados se derivan de una muestra de 257.520
barajas de origen simuladas, siguiendo las reglas y condiciones especificadas en la metodolo-
gia. Este conjunto de datos representa 5.000 juegos completos, desde el inicio con la baraja
completa hasta que se alcanza el punto de corte.

Para generar estas barajas, se utiliz6 la funciéon de transicion para la baraja de origen bajo
la politica de juego 6ptima, obtenida con el programa desarrollado para optimizar la politica.
A continuacion, se determiné la Funcion de Masa de Probabilidad (FMP) de los retornos
sobre la apuesta del jugador para cada baraja de la muestra, utilizando el mismo software.

Esto permitié examinar las caracteristicas generales del retorno en el juego.

En una fase posterior, se optimizaron los parametros de los modelos propuestos para la
politica de apuestas de tal manera de maximizar la mediana de los retornos, a partir de
simulaciones de sesiones de apuestas compuestas de H € {100, 1000} rondas, y considerando
la posibilidad de llegar a la ruina (R=1), o no (R=0). Estas sesiones de optimizacion se
basaron en los datos de entrenamiento, correspondientes a 4.000 juegos completos filtrados, los
cuales solo contienen barajas de origen con expectativa positiva para el jugador. Finalmente,
los modelos optimizados fueron testeados en nuevas sesiones simuladas, esta vez considerando

la data de testeo, correspondiente a los 1.000 juegos completos filtrados restantes.

Para facilitar la comprension, los resultados se han dividido en 3 subsecciones: “Resultados
sobre la Politica de Juego”, “Resultados sobre la Politica de Apuestas” y “Distribuciones del
Retorno”.

8.1. Resultados sobre la Politica de Juego
8.1.1. Eficiencia de Cémputo

Un primer resultado se refiere a eficiencia computacional del programa propuesto para
calcular la politica de juego 6ptima. Como ya se menciond, el codigo propuesto en el trabajo
“Las Matematicas del Blackjack” permite computar la politica 6ptima para instancias inicia-
les o posteriores, y en principio es facilmente modificable para computar la FMP del retorno
de la ronda a partir de la baraja de origen. Sin embargo, el autor declara que su coédigo
presenta un costo computacional “enorme”; y se estima que calcular el FMP del retorno de
la ronda podria tomar varias horas. Durante el desarrollo de esta investigacion, se reformulé
el programa citado evitando una gran cantidad de calculos repetidos y aprovechando relacio-
nes recursivas, logrando una notable mejora en eficiencia computacional. A continuacion, se
presenta una comparacion de los tiempos de ejecucion de ambos programas, especificamente

de la funcion JugadorDecide (trabajo citado) y JugadorDecideRapido (funcion desarrollada),
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que representan el cuello de botella del problema de eficiencia computacional.
JugadorDecideRapido:

El algoritmo desarrollado en esta investigacion esta especificamente optimizado para la
instancia de origen de la ronda, con la finalidad de obtener la FMP del retorno de la ron-
da. Por esta razon, el tiempo de computo de JugadorDecideRapido es practicamente igual
independiente de la instancia de ronda que se evalte, en contraste con JugadorDecide. Asu-
miendo una baraja de origen completa con 8 mazos, el tiempo de ejecucion de la funcion para
la instancia de origen de la ronda (y por lo tanto para cualquier instanica intermedia de la
ronda) resulté en tan solo 0.7 segundos:

Tiempo de Cémputo (s)

JugadorDecideRapido(0, 0, 0, 0, 0, b) 0,7

Tabla 1: Tiempo de Cémputo JugadorDecideRapido

Con:
b= [32,32,32,32,32,32,32,32, 32, 128]

JugadorDecide:

Por su parte, el algoritmo propuesto en el trabajo citado si realiza una cantidad de calculos
que depende fuertemente de la profundidad de la instancia de ronda evaluada. Debido a su
estrcutura recursiva y no optimizada para célculos repetidos, JugadorDecide toma tiempos
significativamente mayores en computar instancias que presentan muchas ‘“ramificaciones”, y
computarla para la instancia de origen de la ronda no fue posible. Sin embargo, si fue posible
computarla para instancias intermedias de la ronda, permitiendo hacerse una idea del orden
del costo de la funcion. A continuacion, se presenta el tiempo de computo de JugadorDecide
para distintas instancias de ronda, escogidas adecuadamente para que sean representativas
del costo computacional de la funcién segun la profundidad de la instancia:

Tiempo de Cémputo (s)

JugadorDecide(4, 0, 2, 9, 0, b) 285,2
JugadorDecide(10, 0, 2, 11, 1, b) 26,4
JugadorDecide(15, 1, 2, 10, 0, b) 44.5
JugadorDecide(18, 1, 2, 2, 0, b) 302,2

Tabla 2: Tiempo de Cémputo JugadorDecide

Con:
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b= [32,32,32,32,32,32,32,32,32,128]

De estos resultados se extrae que el programa desarrollado en esta investigacion representa
una mejora de varios ordenes de magnitud en cuanto a costo computacional. Esto permite
generar una gran cantidad de barajas de origen con su respectiva FMP, haciendo posible
estudiar la rentabilidad del juego en general , y facilitando la solucion del problema general

de la politica de apuestas a través del uso de redes neuronales por refuerzo.

8.1.2. Rentabilidad del Juego en General

1. FMP del Retorno Global del Juego:

Considerando cada baraja de las 257.520 barajas simuladas como equiprobable, y la
Funciéon de Masa de Probabilidad (FMP) del retorno asociada a cada una, se calculo
FMP del retorno para el jugador en general. Llamando a este retorno como el “retorno
global” del juego, y anotandolo simplemente como X, los resultados obtenidos fueron

los siguientes:

(4,04% , siz=—2
4393% , siz=—1
858% ,six=0
3323% ,sixz=1
452% ,siz=15
(5,67% , six=2

Prob(X§ = z) =

En particular se extrae que, si se participa de todas las rondas del juego bajo una
politica de juego 6ptima, se espera a la larga perder el doble de la apuesta inicial un
4,04 % de las veces, perder un monto igual a la apuesta inicial un 43,93 %, empatar
un 8,58 %, ganar un monto igual a la apuesta inicial un 33,23 %, ganar por Blackjack
un 4,52 % y ganar el doble de la apuesta inicial un 5,67 % de las rondas. Se observa
que la esperanza del retorno global es —0,0063 = —0, 63 %, mientras que la desviacion
estandar resulta en 1,123 = 112,3%. La esperanza negativa da luz de la ventaja de la
casa, aun cuando se juega bajo una politica de juego 6ptima.

2. Histograma del Retorno Esperado:

A partir de las 257.520 barajas simuladas se gener6 un histograma del retorno es-
perado que muestra la frecuencia de los distintos retornos esperados para el jugador.

Este histograma exhibe una forma altamente simétrica, similar a una campana compri-
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Frecuencia

mida, con una media negativa de =-0,63 %, siendo el juego en general ventajoso para

la casa, como ya se mostro.

Sin embargo, es importante destacar que 55.281 de las barajas generadas (21,4 % de la
muestra total) arrojaron un retorno esperado positivo para el jugador, con un retorno
promedio de 0,0082=0,82%. Esto indica que, siguiendo la politica de juego 6ptima
y considerando la composicion de la baraja antes del inicio de cada ronda, apostar
puede ser ventajoso en més de una quinta parte de las rondas del juego, con un retorno
esperado promedio de 0,82 % para el jugador.

Por otro lado, se observa que en general el retorno esperado se muestra concentrado
cerca de la media, con una desviacion estandar de 0,01. Como valores de referencia se
destaca que para el ~ 99,5 % de las barajas el retorno esperado esta comprendido entre
-4% v +4%, para el ~ 91 % esta comprendido entre -2% y +2 %, y para el ~ 61 % de
los casos es mayor a -1% y menor a 1%. A continuacion, visualizamos el histograma
del retorno esperado asociado a las 257.520 barajas simuladas:

Histograma del Retorno Esperado por Ronda

14000

12000

10000 1

8000

6000 1

4000

2000 A

-0.01 0.00 0.01 0.03 >0.04

Retorno Esperado

Figura 1: Histograma del Retorno Esperado por Ronda.
3. Histograma Desviaciéon Estandar del Retorno:

El anélisis de las barajas simuladas incluy6 el calculo de la desviacion estandar del
retorno para cada una, resultando en un histograma que refleja las frecuencias obser-
vadas. Un detalle notable en la distribuciéon resultante es su asimetria pronunciada,
caracterizada por dos picos principales de concentracion separados por un valle menos

poblado. Especificamente, el punto de minima concentraciéon del valle ocurre para una
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Frecuencia

desviacion de aproximadamente ~ 1,13, la cual coincide con el percentil ~ 79 % de
la distribucion. Considerando que el 21,4 % de las rondas presentan retorno esperado
positivo bajo la politica de juego 6ptima, se sugiere que dicha ventaja esta correlacio-
nada con resultados de mayor volatilidad como obtener blackjack, doblar o abrir, lo
que explicaria la asimetria de la grafica. A continuacion, visualizamos el histograma de

las desviaciones estandar del retorno, para los 257.520 mazos simulados:

Histograma de la Desviaciéon del Retorno por Ronda

25000 -
20000
15000 -
10000 -
5000
{1!3_ : 112 114 L16 ::-:13

Desviacion Estandar

Figura 2: Histograma de la Desviacion Estandar del Retorno por ronda.

4. Correlaciéon Retorno Esperado vs Desviacion Estandar:

Para analizar la relacion entre el retorno esperado de una ronda y su desviaciéon es-
tandar, se elabor6 un grafico de dispersion que considera ambos pardmetros. El analisis
revel6 un coeficiente de correlacion significativo de 0,755, lo cual apoya la hipotesis de
que la politica de juego 6ptima logra una ventaja sobre la casa a través de acciones
o eventos de mayor volatilidad, como obtener un blackjack, abrir la mano o doblar la
apuesta. A continuacion, se presenta el grafico de dispersion que muestra la correlacion
entre el retorno esperado y la desviacion estandar, donde se ha optado por excluir los

valores extremos andémalos con dnimos de facilitar la interpretacion visual de los datos:
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Correlacion entre Retorno Esperado y Desviacion Estandar

1.20

1.151

1.10 1

Desviacion Estandar

1.05

1.00 1

~0.06 ~0.04 ~0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
Retorno Esperado

Figura 3: Correlacion entre el Retorno Esperado y la Desviacion Estandar

8.2. Resultados sobre la Politica de Apuestas

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos respecto al problema de optimizacion
para la politica de apuestas, que consiste en maximizar la mediana de los retornos. Cada mo-
delo fue optimizado independientemente a partir de la data de entrenamiento, ajustando sus
parametros libres segtin 100.000 sesiones de apuestas simuladas, considerando los parametros
H (ntmero de rondas de la sesion de apuestas) y R (parametro que se refiere a la posibilidad
de llegar a la ruina. Si R = 0, no se permite llegar a la ruina. Si R = 1, no hay restriccion)
que definen el problema de optimizacion.

A continuacion, se presentan los modelos optimizados resultantes, estructurando segun
el tipo de modelo algebraico para la politica y los parametros asociados al problema de

optimizacion.

8.2.1. Apuesta Porcentual Plana

Este modelo para la politica de apuestas es el més sencillo de todos. Consiste en que
el jugador apuesta un porcentaje fijo de su patrimonio igual para cada ronda de la sesion
(siempre que la ronda tenga un retorno esperado positivo). El valor de w* es independiente
del valor del parametro R del problema de optimizacion (es imposible llegar a la ruina con
una apuesta fraccionaria menor a 1), y solo depende del valor de H:

e Problema de Optimizacion: (H = 100, R) : Luego del proceso de optimizacion, se ob-
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tuvo que la apuesta porcentual plana 6ptima para sesiones compuestas por 100 rondas
corresponde a w* = 0,69 %:

71 (b, p, n; w*) = w* = 0,0069

e Problema de Optimizacion: (H = 1000, R) :
Para el caso en que las sesiones se componen de 1000 rondas, se obtuvo que la apuesta

porcentual plana 6ptima corresponde a w* = 0,66 %. Este valor difiere muy poco el
obtenido para el caso en que H = 100, lo cual era esperado a partir del desarrollo
teorico:

71 (b, p,n;w*) = w* = 0,0066

8.2.2. Politica Parcial dependiente de la Baraja

Este modelo para la politica de apuestas, m3(b,p,n) = g .. (b), se corresponde con la
politica parcial 6ptima estudiada en secciones previas, y solo considera la baraja de origen b
como variable para determinar la apuesta. Luego de optimizar la apuesta fraccionaria asociada
a cada una de las 55.281 barajas de la muestra filtrada (barajas con retorno esperado positivo),
lo cual es un proceso independiente de los parametros H y R del problema de optimizacion,
se obtuvo el siguiente histograma con la frecuencia de las apuestas éptimas:

Histograma Apuestas Optimas segun Baraja de Origen
14000}
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Frecuencia
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0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Apuesta Optima

Figura 4: Histograma de la frecuencia de las Apuestas Optimas.
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A partir de este anélisis se hall6 que para un 50 % de las barajas con retorno positivo la
apuesta 6ptima es menor al 0,45 % del patrimonio. Por otro lado, se observo que para un 79 %
de las barajas la apuesta 6ptima es menor al 1%, y que solo para un 4% de las mismas la
apuesta optima supera el 2% del patrimonio. Respecto a la relacion entre la apuesta dictada
por la politica parcial 6ptima para una baraja v, y el retorno esperado de la misma, E [X}.],

se ha elaborado el siguiente grafico de dispersion:

Correlacion entre Retorno Esperado Baraja y Apuesta Politica Parcial
0.06

0.05f y = 7.37e-01x + 2.12e-04

o o
o o
w S

e
o
]

Apuesta Politica Parcial

0.01

0.00

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Retorno Esperado Baraja

Figura 5: Correlacion entre Retorno Esperado y la Apuesta Politica Parcial.

De aqui se extrae que el coeficiente de correlacion entre ambos valores alcanzé un 0,9991.
Esto sugiere una relacion lineal entre ambos valores, que tras realizar el ajuste correspon-

diente, resulté como sigue:

90,00 (v) = 0,737 - E[X{.] 40,0002

Esta aproximacion tiene un error absoluto menor a 0,0003 para el ~ 80 %de las barajas
filtradas, y menor a 0,001 para el ~ 98% de las mismas, demostrando ser una excelente
aproximacion para calcular el valor de la politica parcial 6éptima en términos del retorno

esperado de la baraja de origen.

Finalmente, a partir de la FMP de cada una de las barajas filtradas y la apuesta 6ptima
asociada a cada una, se deducen los valores de p, (esperanza del logaritmo del patrimonio.

Es el valor objetivo que fue maximizado en el proceso de optimizacion de la politica parcial,
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lo cual es equivalente con maximizar la mediana de los retornos) y o,. El calculo de estos

valores permite estimar la FMP del retorno para el jugador en términos de la cantidad de

rondas jugadas (siguiendo la politica parcial 6ptima), y su valor resulté como sigue:

8.2.3.

14=0,00004908

0,—0,009912257

Apuesta Plana Neta

Problema de Optimizacion: (H = 100, R = 0) :

Luego del proceso de optimizacion, se obtuvo que la apuesta plana neta 6ptima (para
barajas de origen filtradas, con retorno esperado positivo) corresponde a e* = 1,92 %
del patrimonio inicial. Esto resulta en apostar un monto neto igual a 0,0192 en cada

ronda cuyo retorno esperado es positivo, a partir de un patrimonio inicial 1:

* 0,0192
ms5(b,p,n;€") = — = min ( : ,0,5)
p p

Problema de Optimizacion: (H = 100, R = 1) :

Para el caso en que no hay restriccion respecto a la ruina, se obtuvo que la apuesta
plana neta 6ptima corresponde a e* = 7,95 % del patrimonio inicial. Esto resulta en
apostar un monto neto igual a 0,0795 en cada ronda cuyo retorno esperado es positivo,
a partir de un patrimonio inicial 1. Este valor es mas de 4 veces mayor al obtenido para
el caso (H = 100, R = 0), resaltando un mayor nivel de agresividad del modelo cuando
se le permite llegar a la ruina:

* 0,0795
(b, p,m;€") = % = min ( : 5 ,0,5>

Problema de Optimizacion: (H = 1000, R = 0) :

Considerando que la sesion de apuestas se compone de 1000 rondas y que no se permite

llegar a la ruina, se obtuvo que la apuesta plana neta 6ptima corresponde a e* = 0,79 %
del patrimonio inicial. Esto resulta en apostar un monto neto igual a 0,0079 en cada
ronda cuyo retorno esperado es positivo, a partir de un patrimonio inicial 1. Este valor
es menor que la mitad del valor obtenido para el caso (H = 100, R =0), lo cual es
esperable, debido a que la sesiéon de apuestas se compone de una mayor cantidad de

rondas, y se mantiene la restricciéon sobre el riesgo de ruina:

* 0,0079
w5 (b, p,m;€%) = % = min ( : 5 ,0,5>

Problema de Optimizacion: (H = 1000,R =1) :

Finalmente, para el caso en que la sesion de apuestas se compone de 1000 rondas y
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no existe restriccion respecto a llegar a la ruina, se obtuvo que la apuesta plana neta
optima corresponde a e* = 2,62 % del patrimonio inicial. Esto resulta en apostar un
monto neto igual a 0,0262 en cada ronda cuyo retorno esperado es positivo, a partir
de un patrimonio inicial 1. Este valor es aproximadamente un tercio del valor obtenido
para el caso (H = 100, R = 1), resaltando un mayor nivel de agresividad del modelo

cuando la sesion se compone de menos rondas y no se restringe sobre el riesgo de ruina:

* 0,0262
w.pie) = £ = min ( = ,0,5)

8.2.4. Apuesta Compuesta

e Problema de Optimizacion: (H = 100, R = 0) :
Luego del proceso de optimizacion, se obtuvieron los valores de los 3 parametros que

definen el modelo de apuesta compuesta. El modelo optimizado establece apuestas
decrecientes respecto al valor del patrimonio actual p, y crecientes respecto a la apuesta

asociada a la politica parcial éptima.

*

i (b,p,m; o, kY, ) = k*-w§ - p* = min (0,0407 . 7T30’1626 . p 13126 0,5)

A modo de mejorar la visualizacion de esta estrategia, se muestra la grafica de las
apuestas fraccionarias que realiza, representadas con colores, en funcion de valores para
el patrimonio y para la politica parcial 73 (se consideraron rangos para w3 y p de tal

manera de favorecer la visualizacion del comportamiento del modelo optimizado):
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Grafico de m, = min(0.0407 - n9-1626. p=13126 o 5)

0.5
0.4
c
©
(=]
=
z
© 0.3
o
-
e
o
g
0.2
0.1

Figura 6: Modelo Compuesto Optimizado para (H=100, R=0)

e Problema de Optimizacion: (H =100, R =1) :

En comparacion al problema de optimizacion restringiendo respecto al riesgo de ruina,
el modelo compuesto optimizado sin restriccion resulté marcadamente mas agresivo,
apostando lo maximo permitido (50 % del patrimonio) siempre que el patrimonio sea
menor a ~ 1,3. Por ultimo, se obtuvo un valor de ¢* = 0,0001, lo cual implica que
2% ~ 1. Por lo tanto, el modelo optimizado ignora la baraja de origen para deter-

3
minar la apuesta fraccionaria, y considera solo el valor de su patrimonio actual p:

77: (b,p,n, O,/*, k'*, C*) _ k* . 71_5* ) pa* — min (14743 . 7T30,0001 .p—12,4667, 075)

A modo de mejorar la visualizacion de esta estrategia, se muestra la grafica de las
apuestas fraccionarias que realiza, en funciéon del patrimonio p (se consider6 la simpli-

.. 0,0001 . . . L. .
ficacion ' =1, con el fin de dejar la estrategia dependiente de una tnica variable

y visualizar mejor su comportamiento):
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Figura 7: Modelo Compuesto Optimizado para (H=100, R=1)

e Problema de Optimizacion: (H = 1000, R = 0) :

Para sesiones de 1000 rondas restringiendo respecto al riesgo de ruina, el modelo optimi-
zado se comporta similar al caso (H = 100, R = 0), apostando crecientemente respecto
a la politica parcial y decrecientemente respecto al valor del patrimonio:

7 (b,p,n;a*, k*, ) = K -7 - p* =min (0,0243 . 730’1772 . p 058t 0,5)

Sin embargo, el modelo optimizado para el caso (H = 100, R = 0) result6 mas agre-
sivo que para el caso (H = 1000, R = 0). Al calcular el cociente entre ambos modelos
optimizados (caso H = 100 en el numerador), se obtiene ~ 1,7 -5 **" . p=072. Notando
el valor de 7T3_0’01 es mayor a 1 y a lo més es ~ 1,1 (para w3 =~ 0,00006), luego se tiene
que el cociente es mayor a 1 siempre que el patrimonio del jugador sea menor a ~ 2.4.
De aqui se extrae que el modelo compuesto para el caso (H = 100, R = 0) apuesta mas
que para el caso (H = 1000, R = 0) casi con seguridad, pues para ambos valores de H
alcanzar un patrimonio de 2,4 durante la sesiéon resulta un evento mas bien escaso (ver
“Distribuciones del Retorno”). Este resultado es consistente con lo esperado y sugiere

que la metodologia para optimizar las politicas fue exitosa.

A modo de mejorar la visualizacion de esta estrategia, se muestra la grafica de las
apuestas fraccionarias que realiza, representadas con colores, en funciéon de valores para
el patrimonio y para la politica parcial 73 (se consideraron rangos para m3 y p de tal

manera de favorecer la visualizacion del comportamiento del modelo optimizado):
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Figura 8: Modelo Compuesto Optimizado para (H=1000, R=0)

e Problema de Optimizacion: (H = 1000, R = 1) :

Finalmente, se obtuvieron los valores de los 3 parametros que definen el modelo de
apuesta compuesta para el caso (H = 1000, R = 1). El modelo resulté6 menos agresivo
que para el caso (H =100, R = 1), apostando 0,5 (50% del patrimonio) solo si el
patrimonio es menor a ~ 0,95. Ademas, para este caso el valor de la politica parcial 73
si resulta relevante para determinar la apuesta, mientras que el valor del patrimonio p
es menos determinante que para el caso de 100 rondas (H = 100, R = 1). Esto sugiere
que a medida que aumentan las rondas que componen la sesion, el retorno esperado de
la baraja de origen cobra mayor relevancia respecto al patrimonio actual del jugador
(bajo el contexto de la estructura algebraica que define al modelo compuesto):

i (b,p,m; o, kY, )= k*-w§ - p* = min (1,0442 . 7r30’2734 .p G2 0,5)

A modo de mejorar la visualizacion de esta estrategia, se muestra la grafica de las
apuestas fraccionarias que realiza, representadas con colores, en funcién de valores para
el patrimonio y para la politica parcial 73 (se consideraron rangos para w3 y p coherentes
con aquellos valores que son més frecuentes durante la sesion de apuestas):
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Figura 9: Modelo Compuesto Optimizado para (H=1000, R=1)

8.3. Distribuciones del Retorno

En esta seccion se exponen y analizan las distribuciones del retorno logradas bajo los 4
modelos optimizados durante el proceso de testeo. Los 4 modelos optimizados fueron testados
en sesiones de apuestas simuladas a partir de juegos completos filtrados, los cuales fueron
seleccionados secuencialmente de manera equiprobable entre la data de testeo. Cada modelo
fue aplicado como estrategia de apuestas en 100.000 sesiones de apuestas distintas, alcanzando
un determinado “retorno final” en cada una de ellas. A partir de estos 100.000 retornos finales,
se genero6 un histograma y se ajusto la funcion de densidad de probabilidad (FDP) del retorno

asociada al modelo.

A continuacién, se presentan los resultados estructurados segin los pardmetros H y R

que definen el problema de optimizacion, para una mejor visualizacién. Se aclara que los
modelos “Apuesta Porcentual Plana” y “Politica Parcial Dependiente de la Baraja” no fueron
testeados para los casos (H, R = 1), pues como se mostro en la seccion previa, los modelos

no cambian y los resultados son los mismos que para el caso (H, R = 0).
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8.3.1. Problema de Optimizacién: (H = 100, R =0)

A partir de la muestra de retornos finales alcanzados, se estimé la FDP para cada modelo a
través de la funcion de densidad de kernel (KDE). El anélisis de las FDP obtenidas sugiere una
gran similitud entre los resultados esperados bajo el modelo de apuesta porcentual plana y el
modelo de politica parcial dependiente de la baraja. Sin embargo, la politica parcial superd
levemente al modelo porcentual plano en cuanto a la mediana de los retornos obtenidos
(0,40 % vs 0,33 %), sugiriendo la ventaja de considerar la baraja de origen especifica de la
ronda (politica parcial), en contraste con solo considerar la baraja de origen “promedio”
asociada a las barajas filtradas (porcentual plana). El modelo de politica parcial también
super6 al porcentual plano en cuanto al retorno esperado (0,98 % vs 0,56 %), aunque con una
mayor desviacion estandar asociada (9,96 % vs 8,24 %).

Los modelos de apuesta neta plana y compuesta lograron una mediana significativamente
mayor que los otros 2 modelos (1,93 % y 2,09 % respectivamente), demostrando el valor de
incorporar el patrimonio actual como variable para la politica. Se destaca el hecho de que
el modelo de apuesta neta plana igualé al modelo compuesto en cuanto a retorno esperado
(1,63 %) y obtuvo una mediana similar, aunque a expensas de una mayor desviacion estan-
dar (22,88 % vs 19,80 %). Esto sugiere que bajo la restriccion sobre el riesgo de ruina una
estrategia de apuesta neta plana resulta ser una buena politica en cuanto a rendimiento y

simplicidad.
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Funcion de Densidad: Modelos Optimizados (H=100, R=0)

—— Plana Porcentual
—— Politica Parcial
—— Plana Neta
— Compuesta

Densidad

60% -40% 20% 0% 20% 40% 60%
Retorno |

Figura 10: Funcion de Densidad de Kernel. Modelos Optimizados para (H=100, R=0)

MODELO Plana Porcentual Politica Parcial Plana Neta Compuesta
ROR 0,00 % 0,00 % 0,00 % 0,00 %
MEDIANA 0,33 % 0,40 % 1,93 % 2,09%
ESPERANZA 0,56 % 0,98 % 1,63 % 1,63 %
DESV. ESTANDAR 8,24 % 9,96 % 22,88 % 19,80 %

Tabla 3: Indicadores Estadisticos del Rendimiento de los Modelos (H=100, R=0)

8.3.2. Problema de Optimizacién: (H = 100, R =1)

Debido a la posibilidad de alcanzar la ruina (ROR), la estimacion de la FDP a través de la
KDE no fue posible, y en cambio se optd por mostrar los histogramas de los retornos finales
alcanzados para ambos modelos. Los casos en que se alcanzé la ruina no se consideraron en
los histogramas y fueron contabilizados respecto a los 100.000 retornos finales alcanzados,
con el fin de calcular el risk of ruin (ROR) de la estrategia, el cual se muestra en un recuadro
en la grafica.

El analisis de los histogramas permite concluir que el modelo de apuesta compuesta obtiene

una mediana muy superior al modelo de apuesta plana neta (73,95 % vs 0,00 %), aunque a
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expensas de méas desviacion estandar (97,54 % vs 88,93 %) y un riesgo de llegar a la ruina
notablemente mayor (47,48 % vs 23,55 %). Mientras que el modelo compuesto presenta una
distribucion de retornos que concentra el ~ 52 % de los casos en el rango [~ 70 %, ~ 130 %]
y el ~ 48 % restante en la ruina, el histograma para el modelo de apuesta plana neta sugiere
una distribuciéon maéas uniforme, sobre todo excluyendo valores extremos para el retorno.
Las consideraciones recién mencionadas muestran que si bien el modelo compuesto obtuvo
un mucho mejor rendimiento respecto al criterio de optimalidad (mediana del retorno), el
modelo de apuesta neta plana fue superior en cuanto a riesgo de ruina, volatilidad (desviacion
estandar), y retorno esperado (5,24 % vs 1,07 %), sugiriendo la necesidad de establecer un
criterio de optimalidad méas riguroso que el propuesto.

Histogramas: Modelos Optimizados (H=100, R=1)
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Figura 11: Histograma de Retornos finales. Modelos Optimizados para (H=100, R=1)

Plana Neta Compuesta

ROR 23,55 % 47,48 %
MEDIANA 0,00 % 73,95 %
ESPERANZA 5,28 % 1,59 %
DESV. ESTANDAR 88,93 % 97,54 %

Tabla 4: Indicadores Estadisticos del Rendimiento de los Modelos (H=100, R=1)
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8.3.3. Problema de Optimizaciéon: (H = 1000, R = 0)

A partir de la muestra de retornos finales alcanzados, se estim¢é la FDP para cada modelo
a través de la funcion de densidad de kernel (KDE). El analisis de las FDA obtenidas sugiere
que los 4 modelos optimizados logran resultados similares en cuanto a la forma general de
la distribucion del retorno. Esto contrasta con el caso (H = 100, R = 0), donde el modelo
compuesto y de apuesta plana presentaron distribuciones marcadamente menos concentradas
que los otros 2 modelos, con por lo menos el doble de desviacion estandar.

En cuanto a la mediana de los retornos, la ventaja que obtuvo la politica parcial res-
pecto al modelo de apuesta porcentual (4,94 % vs 2,76 %) fue atn mayor que para el caso
(H =100, R = 0), reforzando la nociéon de que la ventaja de la politica parcial sobre la por-
centual se acentia a medida que la sesiéon es mas larga. Por otro lado, el modelo compuesto
mantuvo una mediana levemente superior al modelo de apuesta neta plana (6,93 % vs 6,36 %),
como era esperado, aunque con una desviacion estandar considerablemente mayor (36,04 %
vs 29,95 %). Por ultimo, la brecha entre los rendimientos logrados por el modelo de apuesta
plana neta y la politica parcial se redujo notablemente respecto al caso (H = 100, R = 0),
respaldando el resultado tedrico de que en algtin momento (para algun valor de H), la politica
parcial debiera igualar o superar al modelo de apuesta plana neta en cuanto a la mediana de

los retornos de la sesion.
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Funcion de Densidad: Modelos Optimizados (H=1000, R=0)
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Figura 12: Funcion de Densidad de Kernel. Modelos Optimizados para (H=1000, R=0)

Plana Porcentual Politica Parcial Plana Neta Compuesta

ROR 0,00 % 0,00 % 0,06 % 0,00 %
MEDIANA 2,76 % 4,94 % 6,36 % 6,93 %
ESPERANZA 6,08 % 10,63 % 6,64 % 9,23%
DESV. ESTANDAR 26,83 % 36,68 % 29,95 % 36,04 %

Tabla 5: Indicadores Estadisticos del Rendimiento de los Modelos (H=1000, R=0)

8.3.4. Problema de Optimizaciéon: (H = 1000, R =1)

Debido a la posibilidad de alcanzar la ruina (ROR), la estimacion de la FDP a través de la
KDE no fue posible, y en cambio se opté por mostrar los histogramas de los retornos finales
alcanzados para ambos modelos. Los casos en que se alcanzo la ruina no se consideraron en
los histogramas y fueron contabilizados respecto a los 100.000 retornos finales alcanzados,

con el fin de calcular el risk of ruin (ROR) de la estrategia, el cual se muestra en un recuadro
en la grafica.
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El anélisis de los histogramas obtenidos revela resultados inesperados. Mientras que el
modelo de apuesta plana neta mejord considerablemente su rendimiento respecto al caso
(H =100, R =1), obteniendo una mediana mucho mayor (19,67 % vs 0,00 %), el modelo
compuesto obtuvo un rendimiento levemente menor (73,23 % vs 73,95 %). En cuanto al re-
torno esperado, el modelo de apuesta plana obtuvo un 20,79 %, casi 4 veces mayor al caso
(H =100, R = 1), manteniendo un riesgo de ruina (ROR) similar (23,36 % vs 23,55 %). De
la misma forma, el modelo compuesto tampoco vari6é significativamente el riesgo de ruina
(47,17 % vs 47,85 %), y obtuvo un retorno esperado casi 6 veces mayor (9,00 % vs 1,59 %) que
para el caso (H = 100, R = 1). De aqui se extrae que, si bien el modelo compuesto no mejoro
la mediana obtenida al aumentar la cantidad de rondas de la sesién de 100 a 1000 como era
esperado, si mejoro sus rendimientos en general, obteniendo un mayor retorno esperado y
manteniendo constante el ROR.

Los resultados confirman la observaciéon realizada para otros casos sobre las limitaciones
de la metodologia basada en modelos algebraicos para la politica, y refuerzan la necesidad

de establecer un criterio de optimalidad més riguroso que el propuesto.

Histogramas: Modelos Optimizados (H=1000, R=1)
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Figura 13: Histograma de Retornos finales. Modelos Optimizados para (H=1000, R=1)
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Plana Neta Compuesta

ROR 23,36 % 45,88 %
MEDIANA 19,67 % 73,23 %
ESPERANZA 20,79 % 9,00 %

DESV. ESTANDAR 95,06 % 101,35 %

Tabla 6: Indicadores Estadisticos del Rendimiento de los Modelos (H=1000, R=1)
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9. Discusion

El presente estudio ha explorado las dos estrategias fundamentales que determinan com-
pletamente el comportamiento de un jugador de blackjack: la politica de juego y la politica
de apuestas. Aunque la politica de juego 6ptima fue previamente establecida en "Las mate-
méticas del blackjack"de Ricardo E. Peytavi, la metodologia propuesta en este trabajo ha
evidenciado ser vastamente superior en cuanto a eficiencia computacional. En contraste con
la demora de varios minutos que requiere el enfoque recursivo del trabajo mencionado para
calcular decisiones 6ptimas, el algoritmo desarrollado en esta investigacion logra el mismo
objetivo en menos de un segundo. Esta notable mejora en la eficiencia computacional ha fa-
cilitado la deducciéon de la Funcion de Masa de Probabilidad del retorno de una ronda antes
de su inicio, un aspecto no abordado en el trabajo de Peytavi, y que resulta fundamental

para estudiar las politicas de apuesta.

Los hallazgos de este estudio corroboran la idea, ampliamente sostenida y respaldada por
investigaciones anteriores 5], de que el retorno esperado por ronda en el blackjack no es fijo,
sino que fluctiia en funcién de la composicion de la baraja. En el marco de las reglas y con-
diciones especificadas para este estudio, se constatd que el jugador obtiene una ventaja sobre
la casa en aproximadamente el 20 % de las rondas. Este dato resalta la relevancia de adoptar
estrategias de apuesta que se ajusten dindmicamente al conocimiento de la composicion de
la baraja, planteando ademas la cuestion de como esta ventaja podria variar bajo diferentes
configuraciones de reglas, y cuales son las mas ventajosas para el jugador.

Respecto al problema de determinar la politica de apuestas 6ptimas, se destaca haber
modelado completamente el problema como Proceso de Decision de Markov, especificando
explicitamente la funcién de transiciéon y una funcién de recompensa coherente con princi-
pios econdmicos, basada en una funcién de utilidad tipo CRRA. Este enfoque tedrico, en
combinacién con el programa desarrollado, constituyen los elementos esenciales para resolver
completamente el problema de optimizaciéon para la politica de apuestas mediante el uso
de redes neuronales de refuerzo. Un aspecto fundamental que debe ser estudiado con mayor
profundidad en la implementacion de dicha red, consiste en la exploraciéon de otras funcio-
nes de utilidad sobre los retornos, como las funciones CARA, HARA, o funciones disenadas
especificamente. La forma de la funcién de utilidad determina la politica de apuestas, y por
lo tanto impacta directamente en la distribuciéon de los retornos asociados a una sesion de
apuestas. Es esencial investigar la relacion entre la funcion de utilidad que se establece y las

distribuciones del retorno asociadas a una sesion de apuestas.

Un caso particularmente interesante del problema de optimizacién para la politica de
apuestas corresponde al caso de politica parcial, la cual considera tinicamente la composicion
de la baraja como variable, sin tomar en cuenta el patrimonio actual y la cantidad de rondas
jugadas. Se destaca haber desarrollado matematicamente el problema para la politica parcial

optima (bajo el supuesto de que se juegan infinitas rondas) bajo una funcion de utilidad tipo
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CRRA, culminando con una ecuaciéon facilmente resoluble (mediante métodos computacio-
nales) para hallar la solucion. Ademaés, parte valiosa del desarrollo tedrico consiste en haber
encontrado explicitamente una aproximacion para la distribuciéon del retorno bajo dicha po-
litica, que resulta ser una distribucién log normal. La posibilidad de resolver una version
simplificada del problema de manera precisa, en conjunto con los resultados matematicos
logrados, constituyen una buena exploracion tedrica y préactica para la resoluciéon general
del problema de politica de apuestas. Finalmente, el mecanismo desarrollado para hallar la
politica parcial 6ptima puede ser directamente aplicable a cualquier problema de gestion de
trading donde se conozca la distribucion del retorno por periodo. Se destaca la relevancia
de este aspecto, pues permite estudiar facilmente las propiedades de la gestion de trading
eficiente para diversas configuraciones de distribucién del retorno por periodo.

Respecto a los resultados obtenidos en el experimento, los rendimientos alcanzados por
los modelos optimizados se consideran prometedores, y superan el rendimiento de cualquier
estrategia de apuestas para el Blackjack publicada hasta la fecha. Es particularmente destaca-
ble la diversidad en el desempeno de los distintos modelos. Por ejemplo, el modelo compuesto
logr6 alcanzar una mediana del retorno de hasta el 73 %, manteniendo un retorno esperado
del 2%, en apenas 100 rondas. Por otro lado, en un horizonte de 1000 rondas, el modelo
plano neto para la politica logré un retorno esperado y una mediana del retorno de 20 %.
Esto sugiere una gran flexibilidad para la distribucion del retorno de una sesion, segin la
estrategia que se defina. Un aspecto especialmente interesante fue la comparacion del rendi-
miento de la politica parcial con modelos que incorporan ademas el patrimonio actual como
variable, demostrando estos tltimos rendimientos muy superiores, a pesar de ser modelos
algebraicamente simples. Estos resultados son un buen comienzo como exploracion de la
solucion general, y sugieren un gran potencial de rendimiento para la politica de apuesta
6ptima generalizada. Sin embargo, el analisis de los modelos optimizados también revel6 una
deficiencia en la mediana del retorno como funcién objetivo, por lo que la solucién general
debe abordar otras funciones objetivo mas robustas. Una buena métrica de rendimientos po-
dria ser el Sharpe Ratio de los retornos, aunque conlleva dificultades técnicas asociada a la
implementacion de la red neuronal, al no contar con propiedades de linealidad que la hagan

facilmente traducible a una funciéon de recompensa inmediata.

Un tltimo punto de discusion es el valor de esta investigacién en un contexto mas amplio.
Se hace notar con énfasis que el planteamiento matematico para hallar la politica de apues-
tas Optima establecido en este trabajo es directamente aplicable al problema de gestion de
portafolio. Solucionar el problema general para el Blackjack es equivalente con encontrar la
estrategia de trading 6ptima para un activo que presentase retornos por periodo con igual
FMP que los del Blackjack. Sin embargo, los activos financieros presentan un retorno por
periodo que distribuye de manera continua (en el Blackjack es discreto), y su funcion de den-
sidad solo puede ser estimada, haciéndolo un problema inherentemente mas complejo. Aun

asi, es posible aproximar distribuciones continuas por medio de distribuciones discretas y
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viceversa, haciendo del Blackjack un caso de estudio ideal para la comprension del problema
general del portafolio. Sin duda la soluciéon general del Blackjack conllevard aprendizajes y
resultados directamente aplicables a la optimizacion de la gestion de trading.
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10. Conclusion

En el presente trabajo se modelaron matematicamente de manera rigurosa los 2 problemas
que debe resolver el jugador de Blackjack: establecer una politica de juego y establecer una
politica de apuestas. Computar la politica de juego 6ptima se considera resuelto en la comu-
nidad de manera extraoficial, pero sin un marco teérico riguroso. En esta tesis se concluyé
con un programa original que computa la politica de juego 6ptima y la FMP del retorno
por ronda en tiempo real, aproximando el caso asociado a “Abrir” la mano. Este programa
permitio estudiar la rentabilidad para el jugador de Blackjack bajo politica de juego 6éptima
segin las reglas establecidas, obteniendo un retorno esperado general negativo de —0,63 %.
Sin embargo, también se encontré que en aproximadamente un 20 % de las rondas el retorno
esperado para el jugador es positivo, promediando un retorno esperado de 0,82 %, reafirmando

la idea de que es posible obtener ventaja sobre la casa escogiendo en que rondas participar.

En cuanto a la politica de apuestas, este trabajo presenta una descripcion precisa del pro-
blema de optimizacién como un Proceso de Decision de Markov, incorporando explicitamente
la funcién de transiciéon y una funcién de recompensa asociada a una funciéon de utilidad tipo
CRRA. Se desarroll6 tedricamente una version simplificada del problema, que asume sesiones
de apuestas infinitas y una politica de apuestas parcial que solo considera la composiciéon de
la baraja como variable para determinar la apuesta. El desarrollo culminé con una ecuacion
como condicién suficiente para calcular la politica parcial 6ptima, y una aproximacién de la
distribucién de retornos asociada a dicha politica. El testeo de la politica parcial 6ptima en
conjunto con sencillos modelos algebraicos propuestos para la exploraciéon de soluciones con-
cluy6 con los mejores rendimientos publicados hasta la fecha para un jugador de Blackjack,
alcanzado una mediana del retorno de hasta el 73 % en 100 rondas, y un retorno esperado de
20 % en 1000 rondas.

El desarrollo de esta investigacion representa un avance significativo en la solucion del
problema del apostador de Blackjack, asi como en el &mbito de la optimizacion de la gestion de
portafolios. El modelamiento matemético propuesto en este estudio es directamente aplicable
a la gestion de trading, lo que sugiere que la solucién general del Blackjack podria resultar

de gran utilidad para la resolucién del problema de optimizacién de portafolios.
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12. Anexos

Anexo A. Pseudocoédigo Ilustrativo de CrupierProb

CrupierProb(w_c=(C, z, v, q)):

#Se inicializa d como un vector de 22 elementos todos igual a O.

# d[0] representa la probabilidad de Blackjack

# d[16], d[17],...,d[20] representan las probabilidades de finalizar
con una suma de 17, 18, 19, 20, 21 respectivamente.

# d[21] representa la probabilidad de pasarse
., 0]

#Si w_c es una instancia final de la ronda finaliza la recursion.
(20 >= C >= 17):
d[Cc-1]=1

(c > 21
d[21]=1

#Se reparte una carta de la baraja q al crupier.
carta (1, 11):
#Se revisa si quedan cartas en la baraja

gqlcarta-1] > 0:

#Se actualizan las variables de instancia segun carta.

w_c = (C, z, v, q)

#Se calcula la probabilidad de ocurrencia de la carta.

Prob_Carta= Prob(carta, q)=qlcarta-1]/ (q)

#Se actualiza el vector d recursivamente.
d = d + CrupierProb(w_c)*Prob_Carta

Anexo B. Pseudocéodigo Ilustrativo de JugadorDecide

JugadorDecide(w_j=(J~1, x~1, y~1, Q)):

#Se calcula CrupierProb para la baraja q.




M = CrupierProb(C, z, 1, q)

#gpS=[prob ganar si se Planta, prob perder si se Plantal]
#gpH=[prob ganar si se Pide, prob perder si Pide]

gpS Auxiliar(J-1, x~1, y~1, M)
gpH (o, o]

#51i w_j es una instancia terminal para el jugador finaliza la
#recursion.
J~1 >= 21:
#En las instancias terminales el jugador siempre pierde si
#pide.
gpH = [0, 1]

#Se reparte una carta de la baraja q al jugador.
carta (1, 11):
#Se revisa si quedan cartas en la baraja
gqlcarta-1] > 0:

#Se actualizan las variables de instancia segun
#carta.
w_j=(C J~1, x~1, y~1, C, z, q)

#Se calcula la probabilidad de ocurrencia de la
#carta.
Prob_Carta= Prob(carta, q)= qlcarta-1]1/ (q)

#Se actualiza el vector gpH segun la funcion de
#transicion.

gpH[0]= gpH[0] + JugadorDecide(w_j) [1]*Prob_Carta
gpH[1]= gpH[1] + JugadorDecide(w_j) [2]*Prob_Carta

esperanza$ gpS[0] - gpSI[1]
esperanzal gpH[0] - gpHI[1]

#Se determina la mejor decision a partir de la esperanza.
esperanzaS >= esperanzal:
decision = [0, gpS[0], gpS[1], esperanzaS]

decision [1, gpH[0], gpH[1], esperanzaH]

decision

Anexo C. Pseudocéodigo Ilustrativo de ProbSecsCrup




ProbSecsCrup(C,q):

#Matriz_Total=[ci, cf, sec_crup, mult]: Contiene todas las
#posibles Secuencias unicas de cartas que puede recibir el crupier

#para cada uno de los 10 posibles ci.

#ci: Puntaje inicial del crupier. Puede ser O, o desde el 2 hasta
#el 11.

#cf: representa el puntaje final del crupier. -1 si Bj. 22 si se

#pasa.

#sec_crup: vector de 10 componentes. Representa las cartas que

#conforman la mano del crupier al final de la ronda, incluyendo ci

#mult: representa la multiplicidad de sec_crup excluyendo ci.

#Se usa Matriz_Total, precalculada.
TOTAL=Matriz_Total

#Se genera una copia de TOTAL, para modificarla.
Matriz_Probs=TOTAL.copy ()

fila Matriz_Probs:
#C==0: E1 crupier no ha recibido su primera carta.
C==0:
#Se calcula la probabilidad de que ocurra la secuencia desde
#la baraja q, sin considerar combinaciones.

P_s=Prob(sec_crup, q)

#C!=0: E1 crupier ya recibio su primera carta.
C!=0:
#Se saca la carta asociada a ci de la secuencia.

sec_Ccrup = sec_crup - carta_ci

#Analogo a la rama C==

P_s=Prob(sec_crup, q)

#Se calcula la probabilidad total de la secuencia, considerando su
multiplicidad.
P_s= P_s*mult
#Se reemplaza el valor de la multiplicidad por P_s, dado que ya se

mult=P_s

#Se retormna la matriz resultante, que tiene la

#forma Matriz_Probs=[ci, cf, sec_crup, P_s]




Anexo D. Pseudocoédigo Ilustrativo de GanarPerder

GanarPerder (J~1, x~1, y~1, C, Matriz_Probs):
#Se trabaja con Matriz_Probs=[ci, cf, sec_crup, P_s]

#Se incializa el vector gpS vacio.
gpS=[0, 0]

#Si C es distinto de 0, solo se trabaja con las filas en que ci==
C!'=0:
Matriz_Probs = Matriz_Probs[Matriz_Probs[:, 0]

fila Matriz_Probs:
#Se ve el pago a partir del puntaje final del crupier cf.
#Puede ser 1 si gana el jugador o -1 si pierde.

pago= retormno(J~1, x~1, y~1, cf)

pago==1:
gpS[0]l= gpS[0]l+ P_s

pago==-1:
gpS[1]l= gpS[1]l+ P_s

gpsS

Anexo E. Pseudocédigo Ilustrativo de Bayes

Bayes (Matriz_Probs, carta, C, y~1, q):

#Matriz_Probs =[ci, cf, sec_crup, P_s]: Calculada para una

#determinada baraja de ronda q cualquiera.
#Carta: es la carta extraida de la baraja q.

#Se actualiza cada P_s de la matriz, usando teorema de Bayes.
fila de Matriz_Probs:
#Caso especial: La carta va a la mano del crupier.
C== y~1==1:
#Se saca la carta de la secuencia.

sec_crup= sec_crup - carta

#Se actualiza la probabilidad de las nuevas secuencias.
P_s= P_s/Prob(carta, q)




#Caso normal: La carta va a la mano del jugador.
P_s= P_s*Prob(carta, (gq-sec_crup))/Prob(carta, q)

Matriz_Probs

Anexo F. Pseudocoédigo Ilustrativo de JugadorDecide-

Rapido

JugadorDecideRapido(w_j=(J~1, x~1, y~1, C, z, q), Matriz_Probs==None):

#En la primera llamada se inicializa Matriz_Probs, segun C y q.
Matriz_Probs==None:
Matriz_Probs= ProbSecsCrup(w_c=(C, q))

#Se calcula el vector gpS.
gpS = GanarPerder(J~1, x~1, y~1, C, Matriz_Probs)
gpH = [0, O]

#Si w_j es una instancia terminal para el jugador finaliza la
#recursion.

J~1 >= 21:

#En las instancias terminales el jugador siempre

#pierde si pide.

gpH = [0, 1]

#Se reparte una carta de la baraja q al jugador.
carta (1, 11):
#Se revisa si quedan cartas en la baraja.
gqlcarta-1]1>0:
#Se actualizan las variables de instancia segun carta.

w_j=(J~1, x~1, y~1, C, z, q)

#Se calcula la probabilidad de ocurrencia de la carta.
Prob_Carta= Prob(carta, q)=qlcarta-1]/ (q)

#Se actualiza Matriz_probs segun carta.
Matriz_probs= Bayes (Matriz_Probs, carta, C, y~1, q)

#Se actualiza el vector gpH segun
#la decision y Prob_Carta.
res= JugadorDecideRapido(w_j,Matriz_Probs)

gpH[0]= gpH[0] + res[1]*Prob_Carta
gpH[1]l= gpH[1] + res[2]*Prob_Carta




esperanzaSl gpS[0] - gpSI[1]
esperanzal gpH[0] - gpH[1]

#Se determina la mejor decision a partir de la esperanza.
esperanzaS >= esperanzal:
decision = [0, gpS[0], gpS[1], esperanzaS]

decision [1, gpH[0], gpH[1], esperanzaHl]

decision

Anexo G. Pseudocoédigo Ilustrativo de JugadorAbrekE-

xacta

JugadorAbreExacta(J~1, C, q):

#Matriz_Jugador= [J~1, secj_1, secj_2, m_1, m_2]: Contiene
#en todas las combinaciones de secuencias que puede recibir el
#jugador en ambas manos, que comienzan por una unica carta

#asociada a un puntaje J~1.

# J~1: Puntaje de cada una de las 2 manos del

#crupier, igual para ambas.

#secj_i: Secuencia de cartas que recibe la mano i del
#jugador. Estas secuencias se deducen de la politica optima

#computada por J.D.Rapido.

#m_i: multiplicidades de las secuencias, tambien rescatadas

#del computo de J.D.Rapido.

#Se usa Matriz_Jugador, construida tras ejecutar J.D.Rapido.

Matriz_J= Matriz_Jugador

#Se inicializa Matriz_Probs, segun C y q.
Matriz_Probs= ProbSecsCrup(C, q)

#gpH= prob. de [ganar ambas, perder ambas, ganar
#y empatar otra, perder una y empatar otral]
gpA = [0, 0, O, 0]

fila Matriz:
fila Matriz:
#Se calcula la secuencia de cartas total que extrae
#el jugador con ambas manos.
SecTot= secj_1 + secj_2




EspAbre

#Se deduce el puntaje de cada mano, considerando

#las secj_1i.
{J_prime}~1= J~1 + secj_1
{J_primel}~2= J~1 + secj_2

#Se calcula la probabilidad de ocurrencia de SecTot.
Prob_SecTot= Prob(SecTot, g)*m_1%m_2

#Se deduce Matriz_Res segun SecTot y Matriz_Probs.

Matriz_Res= Bayes_aux(Matriz_Probs, SecTot, q)

#Se calcula el vector gpA.
gpA = GanarPerder_aux({J_primel}~1, {J_primel}~2, C,

Matriz_Res)

#Se pondera cada uno de los 4 posibles casos gpAl[i]
#por su prob, actualizando gpH.

i (4):

gpAlil= gpA[i] + gpA[il*Prob_SecTot

= 2x(gpA[0]-gpAl1]l) + (gpA[2]-gpAl[3])

EspAbre
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