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SR. PATRICIO FELMER : ................ ........................................ ......................
PROFESOR CO-GUÍA
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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OBTAR AL TÍTULO DE

INGENIERO CIVIL MATEMÁTICO

POR: GONZALO DÁVILA B.
FECHA: 12/08/2008

PROF. GUÍA: PATRICIO FELMER A.

PROF. CO-GUÍA: ALEXANDER QUAAS B.

ALGUNAS PROPIEDADES BÁSICAS DE OPERADORES NO
UNIFORMEMENTE ELÍPTICOS

El objetivo de esta memoria es el estudio de propiedades para una clase de ope-
radores totalmente no lineales, modelados por el p-laplaciano. La ecuación aso-
ciada que se analiza es

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α = f en Ω,

donde α > −1, Ω ⊆ Rn es un dominio acotado, b y c son funciones continuas y
acotadas, f ∈ Ln (Ω), F : (Rn \ {0} × S(n))→ R es continua. Además, para toda
matriz simétrica X, F satisface una condición de homogeneidad F (tp, µX) =
|t|α µF (p,X) , ∀t ∈ R \ {0}, µ ∈ R+ y cotas |p|αM− (X) ≤ F (p,X) ≤
|p|αM+ (X). Aqúı M− y M+ son los operadores extremales de Pucci. Este tipo
de operadores ya ha sido estudiado por Birindelli y Demengel y se conocen resul-
tados de comparación, existencia para el problema de Dirichlet y existencia del
primer valor propio. El marco teórico utilizado por Birindelli y Demengel es el
de soluciones viscosas, el cual es particularmente apropiado cuando se consideran
operadores totalmente no lineales no variacionales.

El primer resultado que se prueba es el principio del máximo de Alexandroff-
Bakelman-Pucci, siguiendo las técnicas utilizadas por Cafarelli, Crandall, Kocan
y Świech. A continuación, se prueba la desigualdad de Harnack en el caso α ∈
(−1, 0). Este resultado entrega regularidad interior de las soluciones. Inspirados
por Esteban, Felmer y Quaas y a la compacidad obtenida en esta memoria se
procede al estudio de existencia de soluciones globales y explosión en la frontera,
para una ecuación superlineal asociada.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de esta memoria es estudiar propiedades básicas de un operador
no variacional modelado por el p-laplaciano que viene asociado a la ecuación

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α = f en Ω, (1.1)

donde α > −1, Ω ⊆ Rn es un dominio acotado, b : Ω → Rn, c : Ω → R
son funciones continuas y acotadas, f ∈ Ln (Ω), F : (Rn \ {0} × S(n)) → R es
continua y S(n) es el conjunto de las matrices simétricas de n × n. Además F
satisface

(H1) F (tp, µX) = |t|α µF (p,X) , ∀t ∈ R \ {0}, µ ∈ R+.

(H2) Existen Λ ≥ λ > 0 tal que ∀p 6= 0, ∀ (M,N) ∈ S2(n), N ≥ 0

λ |p|α tr (N) ≤ F (p,M +N)− F (p,N) ≤ Λ |p|α tr (N) .

De ahora en adelante nos referiremos a (1.1) tanto por la ecuación como por el
operador asociado F (∇u,D2u) + b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α. Propiedades
como comparación y existencia de soluciones para el problema de Dirichlet ya han
sido estudiadas para estos operadores por Birindelli y Demengel en [4] y [7]. Más
aún se conocen ya propiedades acerca de los valores propios de estos operadores,
resultados que se encuentran en [5] y [6]. Al igual que en los art́ıculos previamente
citados, en esta memoria las soluciones son consideradas en el sentido viscoso,
aunque por la forma (1.1) es necesario adaptar la noción de solución, pues no
podemos tomar funciones test cuyo gradiente es nulo en el punto testeado. Puede
ser de interés para el lector consultar [16], [20] y [24] para ver trabajos relaciona-
dos con operadores singulares. La noción de solución que usaremos se presenta
con detalle en el siguiente caṕıtulo.

A continuación daremos a conocer ejemplos de operadores que satisfacen (H1)
y (H2), los que pueden encontrados en [4]. Pero antes notemos primero que la
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condición (H2) implica que ∀ (p,M,N) ∈ Rn \ {0} × S2(n),

|p|α λtrN+ − |p|α ΛtrN− ≤ F (p,M +N)− F (p,M)

≤ |p|α ΛtrN+ − |p|α λtrN−,

donde N = N+ + N− es una descomposición minimal de N en una diferencia de
matrices semidefinidas positivas. Esto implica que

(H2∗) |p|αM−
λ,Λ (N) ≤ F (p,N) ≤ |p|αM+

λ,Λ (N) ∀N ∈ S(n).

Aqúı

M+ (X) =M+
λ,Λ(X) = Λ

∑
ei>0

ei + λ
∑
ei<0

ei,

M−(X) =M−
λ,Λ(X) = λ

∑
ei>0

ei + Λ
∑
ei<0

ei,

donde ei = ei(X) son los valores propios de la matriz simétrica X. Los operadores
M+yM− son conocidos como los operadores extremales de Pucci. Ahora bien, si
denotamos Sλ,Λ(n) = Sλ,Λ al conjunto de matrices simétricas de n×n con valores
propios entre λ y Λ, es fácil ver que para X ∈ S(n)

M− (X) = ı́nf
N∈Sλ,Λ

tr (XN) ,

M+ (X) = sup
N∈Sλ,Λ

tr (XN) .

Para más detalles consultar [15]. Veamos ahora los ejemplos.

Ejemplo 1.1. Consideremos

F (p,N) = |p|αM (N) ,

dondeM puede serM+ oM−. Este operador es importante, pues son las cotas de
los operadores que se están considerando y por ende su estudio deduce propiedades
para la clase completa.

Ejemplo 1.2. En el caso del q-laplaciano, la hipótesis (H2) se satisface con
α = q − 2. Esto debido a que el q-laplaciano se puede escribir como

F (p,N) = |p|q−2 trN + (q − 2) |p|q−4 〈Np, p〉 .

Ejemplo 1.3. Evans y Spruck en [20] consideraron la evolución de los conjuntos
de nivel por curvatura media, es decir, estudiaron

ut =

(
δi,j −

uxjuxi

|∇u|2

)
uxiuxj ,
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en Rn × [0,∞). Notemos que el operador estacionaria asociado

F (p,N) = trN − 〈Np, p〉
|p|2

,

satisface las hipótesis (H1) y (H2). (Ver también [16]).

El objetivo de esta memoria es probar nuevos resultados, inspirados en resul-
tados clásicos para el p-laplaciano y para el operador de Pucci. Uno se refiere
al p-laplaciano, pues este es el operador no lineal con forma de divergencia que
más se asemeja al operador F con el cual estamos trabajando. Esta semejanza
es sólo eso, pues la estructura de divergencia del p-laplaciano, permite estudiar
dichas propiedades via integración por partes y estas técnicas no son aplicables
para nuestro caso. El otro operador mencionado, el operador de Pucci, no tiene
estructura variacional, pero éste es uniformemente eĺıptico y ha sido bien estudi-
ado (ver por ejemplo [15], [17]).

Los resultados de esta memoria están separados en tres caṕıtulos. A contin-
uación se dará una breve descripción de cada uno de estos caṕıtulos, resaltando
los resultados más importantes que se han obtenido.

El Caṕıtulo 3 se concentra en probar el principio del máximo de Alexandroff-
Bakelman-Pucci. Resultados de principio del máximo para soluciones viscosas
se pueden encontrar en [11], [12], [13], [15], [14] y [36]. También es interesante
mencionar que Trudinger observó en [36] que el enfoque clásico utilizado para
probar el principio del máximo (ver por ejemplo [21], [1], [2], [3], [33]) en conjunto
con las herramientas entregadas por Jensen (ver apéndice en [17]) son suficientes
para probar el resultado en el caso α = 0. En nuestro caso dicha afirmación
sigue siendo válida, ajustando la demostración encontrada en [14] junto con un
tratamiento especial en el caso en que el operador sea singular (α ∈ (−1, 0)). A
continuación, procedemos a enunciar el resultado obtenido (Teorema 3.1).

Teorema. Supongamos que α > −1 y F satisface (H1) y (H2), entonces existe
una constante C = C(γ, n, λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y u ∈ C

(
Ω
)

es una solución
viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f(x) en {0 < u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
1+α

Ln(Γ+(u+)) .

Análogamente, existe una constante C = C(γ, n,Λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y
u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≤ f(x) en {0 > u} ,
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donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u− ≤ sup

∂Ω
u− + C · diam (Ω)

∥∥f+
∥∥ 1

1+α

Ln(Γ+(u−)) .

Aqúı Γ+ (u+) y Γ+ (u−) son los conjuntos de contacto de u+ y u− respectiva-
mente. Ver el Caṕıtulo 3 para la definición exacta.

En el Caṕıtulo 4 se pone interés en encontrar compacidad de las soluciones de
(1.1). Una forma clásica de probar compacidad es demostrar primero la desigual-
dad de Harnack, la cual junto a un argumento de control de oscilación, permite
obtener el resultado deseado [21]. Es bien sabido que el principio del máximo
junto a un argumento de localización permite la demostración de la desigualdad
de Harnack en el caso de operadores lineales uniformemente eĺıpticos de segundo
orden, resultado obtenido por Krylov y Safonov en [28] y [29], y demostración
encontrada también en [21]. Esto también es cierto para el caso del operador ex-
tremal de Pucci, cuya demostración se puede encontrar en [15]. Por otro lado
Moser probó este resultado en [32] basándose no en la linealidad del operador si
no en un método iterativo (ver también [31]). Dicho método fue empleado pos-
teriormente por Serrin en [35] para obtener la desigualdad de Harnack para una
familia de operadores que incluye al p-laplaciano. El estudio de esta propiedad
en nuestro caso es no trivial, pues no se poseen las técnicas de integración por
partes utilizadas en [32] y [35] aśı como tampoco se tiene algún tipo de sublin-
ealidad como en [21] o [15]. En esta memoria se demostró el resultado en el caso
α ∈ (−1, 0), mientras que el caso α > 0 sigue abierto. A continuación se enuncia
el resultado (Teorema 4.1).

Teorema. Supongamos que α ∈ (−1, 0) y que F satisface (H1) y (H2). Sea
u ∈ C (Ω) solución viscosa no negativa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α = f en Ω, (1.2)

con f ∈ Ln (Ω). Entonces existe C = C (λ,Λ, n,Ω, α) tal que

sup
Ω
u ≤ C

{
ı́nf
Ω
u+ ‖f‖

1
α+1

n,Ω

}
.

La desigualdad de Harnack, permite encontrar regularidad Cβ, 0 < β < 1, de
las soluciones de (1.2), lo cual a su vez da compacidad. El resultado se expone en
el Caṕıtulo 4 sección 2.

El Caṕıtulo 5 está dedicado al estudio de una ecuación superlineal asociada
al operador (1.1). Más precisamente, nos concentramos en estudiar el operador
−F (∇u,D2u) + |u|s−1, donde s > 1 + α y α ∈ (−1, 0). Esta restricción sobre
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el parámetro α viene dada por dos hechos, el primero teniendo que ver con la
regularidad interior de las soluciones (Teorema 4.2) y el segundo con el hecho de
que no sabemos localizar para el caso α > 0. El primer resultado, encontrado en
la Sección 2, muestra existencia de soluciones en Rn para la ecuación superlineal.
Este resultado es clásico en el caso del laplaciano, siendo estudiado por Brezis en
[10], en el cual prueba que para todo s > 1 existe un única solución al problema
y en el cual no se piden condiciones de crecimiento a f en infinito. Este resul-
tado también se conoce para operadores eĺıpticos cuasilineales, que incluyen al
p-laplaciano y ecuaciones parabólicas, siendo estudiado por Boccardo, Gallouet y
Vásquez en [8] y [9] respectivamente. En un contexto viscoso, Esteban, Felmer y
Quaas en [19] probaron que exist́ıa solo una solución del problema, sólo suponien-
do integrabilidad local del dato. Este resultado se probó cuando se trabajaba con
el operdor de Pucci, que en nuestro caso resulta estar incluido en α = 0. Si bien,
en los resultados previos se pudo hablar de unicidad y positividad de soluciones,
en nuestro caso no es posible, dado la no linealidad que se tiene. Esto por un
lado impide el uso de la función de Osserman (utilizada en [10] y [19]) y por el
otro, el argumento standard de unicidad. Enunciamos entonces a continuación el
resultado probado (Teorema 5.1).

Teorema. Supongamos que α ∈ (−1, 0) y que F satisface (H1), (H2). Sea s >
1 + α, entonces para cada función f ∈ Lnloc (Rn), la ecuación

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Rn,

posee al menos una solución.

Finalmente, en la Sección 3 del Caṕıtulo 5, se prueba la existencia de solu-
ciones que explotan en la frontera, sin pedir crecimiento en el dato, inspirados en
el resultado obtenido por Esteban, Felmer y Quaas en [19]. Cuando el operador
en cuestión tiene forma de divergencia, es bien conocido que para problemas su-
perlineales se pueden encotrar soluciones que explotan en la frontera. Existe una
amplia literatura el respecto, ver por ejemplo, Keller en [26], Loewner y Nirenberg
en [30], Kondratev y Nikishkin en [27] y Del Pino y Letelier [18]. En lo que sigue
presentamos el resultado obtenido (Teorema 5.3), el cual requiere de una hipótesis
adicional, la cual se presenta en la Sección 3 del Caṕıtulo 5 y a la cual denotaremos
por (H3). Esta hipótesis se necesita para tener un teorema de comparación.

Teorema. Supongamos que α ∈ (−1, 0) y que F satisface (H1), (H2) y (H3).
Sea s > 1 + α, f ∈ Ln (Ω), con Ω ⊂ Rn un abierto acotado de clase C2. Entonces
la ecuación {

−F (∇u,D2u) + |u|s−1 u = f en Ω,
ĺım
x→∂Ω

u(x) = ∞

posee al menos una solución.

5



Observación. Si bien la definición de solución viscosa que se presenta en el Caṕıtulo
2 es para lados derechos f continuos, sin embargo creemos que es fácilmente
extendible a f ∈ Ln (Ω). Los teoremas del Caṕıtulo 5 que acabamos de enunciar
se demuestran en el caso en que f es continuo, pero tomando en cuenta lo anterior
pensamos que las demostraciones se pueden extender sin dificultad para el caso
f ∈ Ln (Ω).
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Caṕıtulo 2

Notación y Definiciones

En este Caṕıtulo detallaremos la definición de solución y otras definiciones
necesarias para el estudio del operador (1.1).

Definición 2.1. Sea Ω ⊆ Rn un abierto acotado, α ∈ (−1,∞) y u ∈ C(Ω).
Diremos que u es una supersolución viscosa de

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= g(x, u),

en Ω si para todo x0 ∈ Ω se tiene

(i) O bien para toda ϕ ∈ C2(Ω) tal que u − ϕ tiene un mı́nimo local en x0 y
∇ϕ(x0) 6= 0 entonces

F
(
x0, u(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)

)
≤ g(x0, u(x0)). (2.1)

(ii) O existe una bola abierta B (x0, δ) ⊂ Ω, δ > 0 en la cual se tiene que u es
constante, u = C y

0 ≤ g (x,C) ∀x ∈ B (x0, δ) . (2.2)

Análogamente, diremos que u es una subsolución viscosa de

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= g(x, u),

en Ω si para todo x0 ∈ Ω se tiene

(i) O bien para toda ϕ ∈ C2(Ω) tal que u − ϕ tiene un máximo local en x0 y
∇ϕ(x0) 6= 0 entonces

F
(
x0, u(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)

)
≥ g(x0, u(x0)). (2.3)
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(ii) O existe una bola abierta B (x0, δ) ⊂ Ω, δ > 0 en la cual se tiene que u es
constante, u = C y

0 ≥ g (x,C) ∀x ∈ B (x0, δ) . (2.4)

Observación. Notemos que la definición antes dada es la definición entregada por
Birindelli y Demengel en [4], [5], [6], [7]. Tambien se puede consultar [16] para ver
definciones de solución para ecuaciones singulares. Lo que es interesante resaltar
es que en el caso en el que el operador sea continuo, es decir, α ≥ 0, entonces la
definición que acabamos de dar calza con la definción usual de solución viscosa.
Recordemos dicha definición, entregada en [15].

Definición 2.2. Sea Ω ⊆ Rn un abierto acotado, F : Ω × R × Rn × S(n) → R
continua y u ∈ C(Ω). Diremos que u es una supersolución viscosa en el sentido
usual de

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= g(x, u),

en Ω si para todo x0 ∈ Ω, ϕ ∈ C2(Ω) tal que u− ϕ tiene un mı́nimo local en x0,
entonces

F
(
x0, u(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)

)
≤ g(x0, u(x0)). (2.5)

Análogamente, diremos que u es una subsolución viscosa en el sentido usual de

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= g(x, u),

en Ω si para todo x0 ∈ Ω se tiene ϕ ∈ C2(Ω) tal que u− ϕ tiene un mı́nimo local
en x0, entonces

F
(
x0, u(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)

)
≥ g(x0, u(x0)). (2.6)

El lema que sigue, prueba la afirmación hecha en la observación.

Lema 2.1. Sea F : Ω × R × Rn × S(n) → R una función continua que satis-
face F (x, r, p, 0) = 0 para todo (x, r, p) ∈ Ω × R × Rn. Se tiene que u es una
supersolución viscosa (resp. sub) de

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= g(x, u) en Ω, (2.7)

si y solo si u es una super solución viscosa (resp. sub) de (2.7) en el sentido usual.

Demostración:
Probemos primero que si u es supersolución en el sentido usual entonces satis-
face (2.2). En efecto, lo único que hay que notar es que si u = C es constante en
B = B (x0, ρ) entonces para todo x ∈ B, u es una función test y por ende satisface
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(2.2), gracias al hecho que F (x, r, p, 0) = 0.

Veamos ahora la otra implicancia. Sea ϕ y x0 tales que u−ϕ tiene un mı́nimo
en B (x0, ρ) el cual se alcanza en x0. Es claro que si ∇ϕ (x0) 6= 0 no hay nada
que probar. Ahora si ∇ϕ (x0) = 0 definimos, para y ∈ B (0, r) con r pequeño,
ϕy(x) = ϕ (x+ y) y sea xy un punto de mı́nimo de u− ϕy.

Supongamos que para todo y ∈ B (0, r) se tiene que xy = x0, entonces se tiene
que ϕ es constante en torno a x0. Luego u también es constante en torno a x0 y
se prueba la desigualdad deseada (2.5).

Supongamos ahora que existe una sucesión de puntos yn ↘ 0, con yn 6= 0,
tales que xyn satisfacen ∇ϕyn (xyn) 6= 0. Luego, en dichos puntos se puede testear
la ecuación para obtener

F
(
xyn , u(xyn),∇ϕyn(xyn), D2ϕyn(xyn)

)
≤ g(xyn , u(xyn)).

Ocupando la continuidad de F se concluye (2.5) en x0.

Finalmente, supongamos por contradicción que para todo y ∈ B se tiene que
xy + y = x0 y u no es constante. Entonces, por definición tendremos que

u (xy)− ϕy (xy) ≤ u (x)− ϕy (x) ∀y ∈ B (0, r) , x ∈ B (x0, ρ) , (2.8)

pero como xy + y = x0, (2.8) se transforma en

u (x0 − y)− ϕ (x0) ≤ u (x)− ϕ (x+ y) ∀y ∈ B (0, r) , x ∈ B (x0, ρ) . (2.9)

Ahora en (2.9) tomamos x = x0 + h y y = −h − td donde t > 0, d es cualquier
dirección unitaria y h ∈ B (0, r) para obtener

u (x0 + h+ td)− u(x0 + h)

t
≤ ϕ (x0)− ϕ (x0 − td)

t
∀t > 0, (2.10)

análogamente, tomando y = −h y x = x0 + h+ td obtenemos

u (x0 + h+ td)− u(x0 + h)

t
≥ ϕ (x0 + td)− ϕ (x0)

t
∀t > 0. (2.11)

Tomando ĺım sup en (2.10) y ĺım inf en (2.8) encontramos que

0 ≥ ĺım sup
t→0

u (x0 + h+ td)− u(x0 + h)

t

≥ ĺım inf
t→0

u (x0 + h+ td)− u(x0 + h)

t
≥ 0,

9



lo cual nos da la diferenciabilidad a lo largo de rectas de u entorno a x0. Lo an-
terior permite deducir que u es constante cerca de x0 y por ende la contradicción.�

El lema anterior es de vital importancia para probar los teoremas que siguen,
pues para operadores continuos (α ≥ 0) se sabe aproximar soluciones viscosas
usuales por funciones de clase C2. Además para el caso en que se tiene un operador
singular (α ∈ (−1, 0)) se puede probar que las soluciones de la ecuación (1.1)
satisfacen también una ecuación con un operador continuo. Los detalles se precisan
más adelante.

Observación. Es bueno recordar que se puede trabajar en un contexto más general,
en donde las sub y super soluciones son semi continuas inferiores y semi continuas
superiores respectivamente. Es aśı como se trabaja en [4]-[7] y también en [17].
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Caṕıtulo 3

La desigualdad de
Alexandroff-Bakelman-Pucci

En este caṕıtulo se estudiará la desigualdad de Alexandroff-Bakelman-Pucci
para soluciones de la ecuación (1.1). Para este estudio es de vital importancia
tener teoremas de aproximación, es decir, poder aproximar la solución viscosa
u ∈ C (Ω) de (1.1) por funciones um ∈ C2 (Ω) las cuales satisfagan la ecuación
para u o alguna similar.

3.1. Preliminares

Como antes mencionado, es útil poder aproximar las soluciones de nuestro
problema por funciones que posean más regularidad. En el caso de ABP, también
necesitaremos control de los conjuntos de contacto.

A continuación se define el conjunto de contacto de una función u y también
su supconvolución uε.

Definición 3.1. Para w : Ω→ R y r > 0 definimos

Γ+(w,Ω) = {x ∈ Ω : ∃p t.q. w(y) ≤ w(x) + 〈p, y − x〉 ∀y ∈ Ω} ,
Γ+
r (w,Ω) = {x ∈ Ω : ∃p ∈ Br t.q. w(y) ≤ w(x) + 〈p, y − x〉 ∀y ∈ Ω} .

Definición 3.2. Para ε > 0, definimos la supconvolución de una función u por

uε(x) = sup
y∈Ω

(
u(y)− 1

2ε
|x− y|2

)
.

El siguiente lema trata de la convergencia de los conjuntos de contacto.
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Lema 3.1. Sea uj, j ≥ 1, una sucesión de funciones definidas en Ωj, donde
Ωj ↗ Ω. Supongamos que uj converge uniformemente a una función continua u
en cada Ωm. Entonces

i.- ĺım supj→∞ Γ+ (uj,Ωj) ⊂ Γ+ (u,Ω).

ii.- ĺım supj→∞ |Γ+ (uj,Ωj)| ≤ |Γ+ (u,Ω)|.

iii.- ĺım supj→∞ Γ+
r (uj,Ωj) ⊂ Γ+

r (u,Ω).

Los próximos lemas son los que permiten aproximar las soluciones. En términos
generales, el procedimiento es el siguiente: Se toma la solución u y se contruye
su supconvolución uε la cual posee primera y segunda derivadas (en el sentido
de distribuciones). Luego a uε se le convoluciona con una familia regularizante
standard y se prueba que la regularizada de uε satisface una ecuación similar a
(1.1), en términos que se detallán con precisión a continuación.

Lema 3.2. Sea Ω acotado, u ∈ C
(
Ω
)

y uε su supconvolución. Entonces

i.- uε es Lipschitz en Ω.

ii.- uε → u uniformemente en Ω cuando ε↘ 0.

iii.- Existe una función medible M : Ω→ S(n) t.q.

uε(y) = uε(x) + 〈Duε(x), y − x〉+
1

2
〈M(x)(y − x), y − x〉+ ox,y,

c.t.p. x ∈ Ω, donde ox,y = o
(
|x− y|2

)
.

iv.- M(x) ≥ −1
ε
I

v.- Si uεη es una regularización standard de uε, entonces D2uεη(x) ≥ −1
ε
I y

D2uεη(x)→M(x) c.t.p. en Ω cuando η → 0.

Lema 3.3. Si u es una subsolución viscosa de

F
(
x, u,Du,D2u

)
= f(x) en Ω,

y las funciones f y F son continuas, entonces

F (x∗, u(x∗), Duε(x),M(x)) ≤ f(x∗) c.t.p. x ∈ Ω
2(ε‖u‖L∞(Ω))

1/2 ,

donde x∗ ∈ Ω es cualquier punto t.q.

uε(x) = u(x∗)− 1

2ε
|x∗ − x|2 ,

y para δ > 0, Ωδ = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > δ}.
Las demostraciones de los lemas anteriores se pueden encontrar en [14]. Tam-

bién se sugiere ver [23].
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3.2. La desigualdad de Alexandroff-Bakelman-

Pucci para α > −1

En este sección estudiaremos la desigualdad de Alexandroff-Bakelman-Pucci.
Dividiremos la demostración en dos casos. El primero trata con α > 0, el cual nos
da el derecho de ocupar los lemas de aproximación, dado que el operador asociado
es continuo. Esta demostración utiliza una técnica de integración, la cual se puede
ver para el caso α = 0 en el trabajo de L. Cafarelli, M. Crandall, M. Kocan, A.
Świech [14].

Proposición 3.1. (ABP para el caso α > 0)
Supongamos que F satisface (H1) y (H2), entonces existe una constante C =
C(γ, n, λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f(x) en {0 < u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
1+α

Ln(Γ+(u+)) .

Analogamente, existe una constante C = C(γ, n,Λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y
u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≤ f(x) en {0 > u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u− ≤ sup

∂Ω
u− + C · diam (Ω)

∥∥f+
∥∥ 1

1+α

Ln(Γ+(u−)) .

Demostración:

Demostraremos sólo una de las desigualdades, pues la otra sale del hecho de
que M+ (−X) = −M− (X).

Supongamos primero que u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω̄
)
, y sea

r0 =

sup
Ω
u− sup

∂Ω
u+

diam (Ω)
.

Para r < r0 sea p ∈ Br y x̂ ∈ Ω̄ un punto de máximo de u(x)− 〈p, x〉, es decir,

u(x)− 〈p, x〉 ≤ u(x̂)− 〈p, x̂〉 ∀x ∈ Ω̄ o equivalentemente

u(x)− u(x̂) ≤ 〈p, x− x̂〉 ∀x ∈ Ω̄.
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Se sigue que

sup
Ω
u− u(x̂) ≤ |p| diam(Ω)

≤ r · diam(Ω)

< r0 · diam(Ω)

= sup
Ω
u− sup

∂Ω
u+.

Luego si r < r0 es cercano a r0 se obtiene

(r0 − r) · diam (Ω) + sup
∂Ω

u+ < u(x̂).

En particular x̂ ∈ Ω y 0 < u(x̂). Luego se tiene que

∇u(x̂) = p

y

D2u(x̂) ≤ 0

y más aún se concluye que, para 0 < r < r0, Γ+
r es un subconjunto compacto de

Ω. Además, se tiene que

Br = Br(0) = Du
(
Γ+
r (u)

)
,

y

D2u(x) ≤ 0 ∀x ∈ Γ+
r (u) ⊂ {0 < u} .

Luego, para κ ≥ 0∫
Br

(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)1−n
dp

≤
∫

Γ+
r (u)

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n ∣∣det (D2u
)∣∣ dx

≤
∫

Γ+
r (u)

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n
(
−tr (D2u)

n

)n
dx .

(3.1)
Ahora notemos que(
|∇u(x)|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u(x)|

−αn
n−1

)1−n
= |∇u(x)|αn

(
|∇u(x)|

(1+α)n
n−1 + κ

n
n−1

)1−n
,
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lo que implica que∫
Γ+
r (u)

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n
(
−tr (D2u)

n

)n
dx =∫

Γ+
r (u)\{∇u(x)=0}

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n
(
−tr (D2u)

n

)n
dx.

Gracias a lo anterior, solo nos preocuparemos de los puntos donde el gradiente de
u es no nulo.

Ahora observemos que

D2u ≤ 0 en Γ+(u),

y acotando b(x) ≤ γ se tiene que u satisface

|∇u|α
(
−λ · tr(D2u)− γ |∇u|

)
≤ −f en Γ+(u).

Ahora, si ∇u(x) 6= 0 para x ∈ Γ+(u) entonces(
−λ · tr(D2u(x))− γ |∇u(x)|

)
≤ −f(x) |∇u(x)|−α en Γ+(u)

≤ f−(x) |∇u(x)|−α en Γ+(u).

Luego ocupando (3.1), denotado D =

(
− tr(D2u)

n

)n
y la desigualdad anterior∫

Br

(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)1−n
dp ≤

∫
Γ+
r (u)

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n
Ddx

≤ 1

nnλn

∫
Γ+
r (u)

(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n (
γ |∇u|+ f− |∇u|−α

)n
dx.

Ahora notamos que(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n (
γ |∇u|+ f− |∇u|−α

)n ≤(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)1−n (
γn + (f−(x))n

κn

)(
|∇u|

n
n−1 + κ

n
n−1 |∇u|

−αn
n−1

)n−1

.

Aśı, simplificando, obtenemos∫
Br

(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)1−n
dp ≤

∫
Γ+
r (u)

(
γn +

(f−(x))n

κn

)
dx. (3.2)

Notando ahora que (a+ b)k ≤ 2k−1(ak + bk) implica

22−n 1

|p|n + κn |p|−αn
≤
(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)
,
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gracias a (3.2) se tiene que

22−n

n(α + 1)
ωn ln

(
rn(α+1)

κn
+ 1

)
= 22−n

∫
Br

1

|p|n + κn |p|−αn
dp

≤
∫
Br

(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)
dp

≤
∫

Γ+
r (u)

(
γn +

(f−(x))n

κn

)
dx,

donde ωn es la medida en Rn de ∂B(0, 1). Tomando ahora κ = ‖f−‖Ln(Γ+
r (u)) /λ 6=

0 y haciendo la sustitución exponencial concluimos que

r ≤ C
∥∥f−∥∥ 1

α+1 , (3.3)

donde C = C(γ, n, λ, α). Tomando r ↗ r0 y recordando que

r0 =

sup
Ω
u− sup

∂Ω
u+

diam (Ω)
;

se obtiene

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
α+1

Ln(Γ+
r0

(u))

≤ sup
∂Ω

u+ + C · diam (Ω)
∥∥f−∥∥ 1

α+1

Ln(Γ+(u))

= sup
∂Ω

u+ + C · diam (Ω)
∥∥f−∥∥ 1

α+1

Ln(Γ+(u+)) .

Veamos ahora la aproximación. Gracias al hecho de que α ≥ 0 y (H1) se tiene
que F es continua, luego acuerdo al Lema 3.3 se tiene c.t.p. que

F
(
∇uε, D2uε

)
+ b(x) · ∇uε |∇(uε(x))|α + c(x)uε |uε|α ≥ fε, en Ω

2(ε‖u‖∞)
1/2

donde

fε(x) = sup
{
f(y) | |x− y| ≤ 2 (ε ‖u‖∞)1/2

}
,

y D2uε(x) = M(x) es la segunda derivada c.t.p. dada por el lema Lema 3.2.
Recordando que uε → u uniformemente, se tiene que si r < r0(u) y ε es sufi-
cientemente pequeño, entonces r < r0(uε) y Γ+

r (uε) permanecerá contenido en un
subconjunto compacto de Ω.
Si (3.1) sigue siendo cierto con uε en vez de u, entonces se obtendrá (3.2) con uε

en vez de u y fε en vez de f . Tomando ε ↘ 0, utilizando la continuidad de f y
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el Lema 3.1 se concluye. Luego solo resta probar que (3.1) es cierto con uε en vez
de u. Para esto, sea uεη un regularización standard de uε y notemos que (3.1) es
cierto para uεη. En virtud del Lema 3.1 (iii) y el Lema 3.2 (v) y

−1

ε
≤ D2uεη ≤ 0 en Γ+

r

(
uεη
)
,

se garantiza la convergencia, y por ende se tiene (3.1) para uε. �

Ahora estudiaremos el caso α ∈ (−1, 0). A priori no se puede utilizar el lema
de aproximación, pues este operador resulta ser singular. Para saltar este escol-
lo, basta notar que las soluciones de la ecuación son soluciones también de una
ecuación cuyo operador es continuo. Este hecho se retrata en el siguiente lema.

Lema 3.4. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado y u solución viscosa en Ω de

|∇u|αM+
(
D2u

)
+ γ1 |∇u|α+1 + γ2 |u|α+1 ≥ f, α ∈ (−1, 0) , f ≤ 0, (3.4)

entonces, v = u− σx1, σ > 0 es solución viscosa en Ω de

(|∇v|+ σ)αM+
(
D2v

)
+ γ1 (|∇v|+ σ)α+1 + γ2 (|v|+ σ · diam (Ω))α+1 ≥ f.

Analogamente, si u solución viscosa en Ω de

|∇u|αM− (D2u
)
− γ1 |∇u|α+1 − γ2 |u|α+1 ≤ f, α ∈ (−1, 0) , f ≥ 0,

entonces, v = u− σx1, σ > 0 es solución viscosa en Ω de

(|∇v|+ σ)αM− (D2v
)
−γ1 (|∇v|+ σ)α+1−γ2 (|v|+ σ · diam (Ω))α+1 ≤ f. (3.5)

Demostración:
Sea ϕ ∈ C2 (Ω) y x0 ∈ Ω tales que v ≥ ϕ y v(x0) = ϕ(x0). Lo anterior equivale a
u ≥ ϕ̃ y u(x0) = ϕ̃(x0) con ϕ̃ = ϕ+ σx1. Como u es solución de (3.4), entonces

|∇ϕ̃(x0)|αM+
(
D2ϕ̃(x0)

)
+ γ1 |∇ϕ̃(x0)|α+1 + γ2 |ϕ̃(x0)|α+1 ≥ f(x0)

o equivalentemente

|∇ϕ(x0) + σe1|αM+
(
D2ϕ(x0)

)
+ γ1 |∇ϕ(x0) + σe1|α+1 +

γ2 |ϕ(x0) + σx1|α+1 ≥ f(x0).

Ahora bien, como α ∈ (−1, 0) se tiene que

|∇ϕ+ σe1| ≤ |∇ϕ|+ σ,

(|∇ϕ+ σe1|)α+1 ≤ (|∇ϕ|+ σ)α+1
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y

|u+ σx1|α+1 ≤ (|u|+ σ · diam (Ω))α+1 .

Entonces, si M+ (D2ϕ(x0)) ≤ 0, se concluye

(|∇ϕ(x0)|+ σ)αM+
(
D2ϕ(x0)

)
+ γ1 (|∇ϕ(x0)|+ σ)α+1 +

γ2 (|ϕ(x0)|+ σ · diam (Ω))α+1 ≥ |∇ϕ(x0) + σe1|αM+
(
D2ϕ(x0)

)
+

γ1 |∇ϕ(x0) + σe1|α+1 + γ2 |ϕ(x0) + σx1|α+1 ≥ f(x0).

Finalmente, si M+ (D2ϕ(x0)) > 0, se tiene que

(|∇ϕ(x0)|+ σ)αM+ (D2ϕ(x0)) + γ1 (|∇ϕ(x0)|+ σ)α+1 +

γ2 (|ϕ(x0)|+ σ · diam (Ω))α+1 ≥ 0 ≥ f(x0),

lo que concluye la demostración. El caso con M− resulta al tomar −u.�

En lo que sigue, estudiaremos la desigualdad de ABP para uσ solución de (3.4)
la cual podemos aproximar bien, en el sentido que tenemos una buena ecuación
asociada a las aproximantes. Después de esto se pasa al ĺımite con σ y se obtiene
el resultado deseado.

Proposición 3.2. (ABP para el caso α ∈ (−1, 0))
Supongamos que F satisface (H1) y (H2), entonces existe una constante C =
C(γ, n, λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f(x) en {0 < u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
1+α

Ln(Γ+(u+)) .

Analogamente, existe una constante C = C(γ, n,Λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y
u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≤ f(x) en {0 > u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u− ≤ sup

∂Ω
u− + C · diam (Ω)

∥∥f+
∥∥ 1

1+α

Ln(Γ+(u−)) .
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Demostración:

Al igual que en el caso α > 0 sólo desmotraremos una de las desigualdades,
pues la otra sale del hecho de que M+ (−X) = −M− (X).

Supongamos primero que, c(x) = 0, v ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)

y sea r0 = rv0 para
v como en el Lema 3.4. Es fácil probar (ver demostración de la Proposición 3.1)
que para r < r0, Γ+

r (v) es un subconjunto compacto de Ω y

Br = Br(0) = Dv
(
Γ+
r (v)

)
y

D2v(x) ≤ 0 en Γ+
r (v) ⊂ {0 < v} .

Luego ∫
Br

(
(|p|+ σ)

n
n−1 + κ

n
n−1 (|p|+ σ)

−αn
n−1

)1−n
dp ≤∫

Γ+
r (v)

(
(|∇u|+ σ)

n
n−1 + κ

n
n−1 (|∇u|+ σ)

−αn
n−1

)1−n
(
−tr (D2u)

n

)n
dx.

Notando que (
−tr (D2u)

n

)n
≤
(
γ (|∇u|+ σ) + f− (|∇u|+ σ)−α

)n
,

y procediendo como en la Proposición 3.1, se encuentra que∫
Br

(
(|p|+ σ)

n
n−1 + κ

n
n−1 (|p|+ σ)

−αn
n−1

)1−n
dp ≤

∫
Γ+
r (v)

(
γn +

(f−(x))n

κn

)
dx.

(3.6)
Tenemos que Γ+(v) ⊆ Γ+(u) para todo σ ≥ 0, donde

Γ+(v) = {x ∈ Ω ∃p, t.q.v(y) ≤ v(x) + 〈p, y − x〉 ∀y ∈ Ω} .

En efecto, sea x ∈ Γ+(v) entonces existe p tal que

v(y) ≤ v(x) + 〈p, y − x〉 ∀y ∈ Ω

lo que equivale a

u(y)− σy1 ≤ u(x)− σx1 + 〈p, y − x〉 ∀y ∈ Ω

y aśı

u(y) ≤ u(x) ≤ u(x) + 〈p̄, y − x〉 ∀y ∈ Ω,
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donde p̄ = p+ σe1, por ende x ∈ Γ+(u). Luego de (3.6) se tiene∫
Br

(
(|p|+ σ)

n
n−1 + κ

n
n−1 (|p|+ σ)

−αn
n−1

)1−n
dp ≤

∫
Γ+
r (v)

(
γn +

(f−(x))n

κn

)
dx.

Es ahora cuando pasamos a la aproximación tal y como en caso α ≥ 0. Una
vez terminado el proceso de aproximación se procede a eliminar σ de la integral
tomando ĺımite cuando σ ↘ 0. Notando que v = vσ → u uniformemente y por
ende rv0 → ru0 , es fácil probar que

ĺım
σ→0

Iσ =

∫
Br

(
|p|

n
n−1 + κ

n
n−1 |p|

−αn
n−1

)1−n
dp,

donde ∫
Br

(
(|p|+ σ)

n
n−1 + κ

n
n−1 (|p|+ σ)

−αn
n−1

)1−n
dp

y luego se concluye argumentando como en la Proposición 3.1.�

A modo de resumen, podemos enunciar el teorema que ha sido probado medi-
ante Proposiciones 3.1 y 3.2.

Teorema 3.1. (Desigualdad de Alexandroff-Bakelman-Pucci)
Supongamos que α > −1 y F satisface (H1) y (H2), entonces existe una constante
C = C(γ, n, λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f(x) en {0 < u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
1+α

Ln(Γ+(u+)) .

Analogamente, existe una constante C = C(γ, n,Λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y
u ∈ C

(
Ω
)

es una solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≤ f(x) en {0 > u} ,

donde c ≤ 0, entonces

sup
Ω
u− ≤ sup

∂Ω
u− + C · diam (Ω)

∥∥f+
∥∥ 1

1+α

Ln(Γ+(u−)) .

A continuación un corolario que alude a la posibilidad de tomar c positivo.
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Corolario 3.1. Supongamos que α > −1 y F satisface (H1) y (H2), entonces
existe una constante C = C(γ, n, λ, α) tal que si f ∈ Ln (Ω) y u ∈ C

(
Ω
)

es una
solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f(x) en {0 < u} ,

donde c ≤ ε con ε pequeño, entonces

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
1+α

Ln(Γ+(u+)) .

Demostración:

Consideremos nuevo lado derecho g = f − γ2 |u|α+1 ≤ f − c(x)u |u|α, donde
γ2 = ‖c‖∞. Ocupando el Teorema 3.1, tenemos que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥g−∥∥ 1
α+1

Ln(Γ+(u+))

≤ sup
∂Ω

u+ + C · diam (Ω)
(∥∥f−∥∥

Ln(Γ+(u+))
+
∥∥εuα+1

∥∥
Ln(Γ+(u+))

) 1
α+1

≤ sup
∂Ω

u+ + C · diam (Ω)
(∥∥f−∥∥

Ln(Γ+(u+))
+ C1ε ‖u‖α+1

∞

) 1
α+1

≤ sup
∂Ω

u+ + C2 · diam (Ω)

(∥∥f−∥∥ 1
α+1

Ln(Γ+(u+)) + ε
1

1+α ‖u‖∞
)
,

luego si ε es pequeño, podemos concluir

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + C · diam (Ω)

∥∥f−∥∥ 1
α+1

Ln(Γ+(u+)) .�

La pregunta natural es si basta con que c ≤ λ1, donde λ1 representa al primer
valor propio del operador definido en [6] y [7]. Esta pregunta se discute con más
detalle en el Caṕıtulo de Conclusiones.
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Caṕıtulo 4

Desigualdad de Harnack para el
caso α ∈ (−1, 0)

En este caṕıtulo estudiaremos la desigualdad de Harnack en un caso especial
α ∈ (−1, 0). En la demostración presentada en este caṕıtulo es vital el hecho de
que si bien el operador es singular, sus constantes de elipticidad no se vuelven
nulas. El caso del operador degenerado α > 0 sigue abierto.

4.1. Desigualdad de Harnack

Antes de comenzar demos una definición que nos ahorrará notación más ade-
lante.

Definición 4.1. Para vectores x, y ∈ Rn definimos la matriz simétrica x⊗ y ∈
S(nxn) por

x⊗ yi,j = xiyj + xjyi i, j ∈ {1, 2, ...., n}

La siguiente es una proposición análoga a la que se puede encontrar para
operadores lineales eĺıpticos en [21]. Más aún las técnicas utilizadas son similares.

Proposición 4.1. Sea u ∈ C (Ω) y supongamos que u es solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≥ f, f ∈ Ln (Ω) .

Entonces, para toda bola B = B2R(y) ⊂ Ω y p > 1 se tiene

sup
Br(y)

u ≤ c

{(∫
B

(
u+
)p) 1

p

+ ‖f‖
1

α+1

Ln(B)

}
. (4.1)
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Demostración:

Encontraremos la cota deseada ultizando el hecho de que u satisface

|∇u|αM+
(
D2u

)
+ γ1 |∇(u)|α+1 + γ2 |u|α+1 ≥ f

en Ω, donde γ1 = ‖b‖∞ y γ2 = ‖c‖∞. Supondremos que B = B1(0) y λ = 1. El
caso general sale de considerar la transforamción x→ (x− y) /2R. Supondremos
también que u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω̄
)
.

Definimos, para σ > 0 y β ≥ 1 las funciones

uσ(x) = u(x)− σx1,

η(x) =

{ (
1− |x|2

)β
x ∈ B

0 si no
,

y

vσ = ηuσ.

Ahora estudiaremos la ecuación que satisface v. Si bien, a priori se podŕıa intentar
encontrar una ecuación con el operador original |∇vσ|αM+ (D2vσ) resulta mucho
más comodo simplemente estudiar M+ (D2vσ). Llamando

I =M− (∇uσ ⊗∇η + uσD
2η
)
,

se tiene que

M+
(
D2vσ

)
≥ ηM+

(
D2uσ

)
+ I

≥ −η |f |+ γ1 (|∇uσ|+ σ)α+1 + γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

(|∇uσ|+ σ)α
+ I, (4.2)

pues en virtud del Lema 3.4, uσ es solución de

(|∇v|+ σ)αM+
(
D2v

)
+ γ1 (|∇v|+ σ)α+1 + γ2 (|v|+ σ · diam (Ω))α+1 ≥ f.

Notemos ahora que en Γ+ = Γ+(vσ), el conjunto de contacto de vσ superior en B,
se tiene que uσ > 0 en Γ+ y además por la concavidad de vσ en Γ+ se tiene que
(ver [21])

|∇uσ| ≤ 2 (1 + β) η−
1
β uσ

de donde

(|∇uσ|+ σ)−α ≤
(

2 (1 + β) η−
1
β uσ + σ

)−α
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y entonces

− (|∇uσ|+ σ)−α ≥ −
(

2 (1 + β) η−
1
β uσ + σ

)−α
.

Luego, utilizando esto en (4.2) se tiene que en Γ+

M+
(
D2vσ

)
≥ −Cη |f |+ η (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1(

2 (1 + β) η−
1
β uσ + σ

)α − 2γ1(1 + β)η1− 1
β uσ + I,

donde C = C(Λ, n, β, α, γ1, γ2). Ahora notemos que I ≥ I1 + I2 donde

I1 = M− (∇uσ ⊗∇η) ,
I2 = M− (uσD2η

)
.

Acotemos los términos I1 e I2 en Γ+.

I2 = uσM− (D2η
)

= uσ

(
−2β

(
1− |x|2

)β−1
(n− 1) + 4β (β − 1) Λ |x|2

(
1− |x|2

)β−2
)

≥ −Cuσ
(
1− |x|2

)β−1

≥ −Cvση
−2
β ,

con C sólo dependiendo de n, β, Λ. Análogamente se tiene que

I1 =M− (∇uσ ⊗∇η) ≥ −Cvση−2
β ,

con C sólo dependiendo de n, β, Λ. Aśı, hemos encontrado la siguiente desigualdad
en Γ+

M+
(
D2vσ

)
≥ −C1

η |f |+ η (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1(
2 (1 + β) η−

1
β uσ + σ

)α
−2γ1(1 + β)η1− 1

β uσ − C2vση
−2
β ,

entonces ABP (ver por ejemplo [15]) aplicado a vσ nos entrega

sup
B
vσ ≤ C

∥∥∥∥∥∥ηf + η (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1(
2 (1 + β) η−

1
β uσ + σ

)α + η1− 1
β uσ + vση

−2
β

∥∥∥∥∥∥
n,B

,

con C solo dependiendo de α, β, n, Λ, γ1 y γ2. Ahora levantamos la restricción
u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω̄
)
, aplicando el mismo argumento que en la Proposición 1 y
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luego tomamos σ ↘ 0 para obtener

sup
B
v ≤ C

{∥∥∥∥η1+α/β+αf

vα

∥∥∥∥
n,B

+
∥∥∥η1− 1

β u+ + η1+α
β u+

∥∥∥
n,B

+
∥∥∥v+η

−2
β

∥∥∥
n,B

}

≤ C

{∥∥∥∥η1+α/β+αf

vα

∥∥∥∥
n,B

+
∥∥∥η−1

β v+
∥∥∥
n,B

+
∥∥∥η αβ v+

∥∥∥
n,B

+
∥∥∥v+η

−2
β

∥∥∥
n,B

}

≤ C

{∥∥∥∥η1+α/β+αf

vα

∥∥∥∥
n,B

+
∥∥∥v+η

−2
β

∥∥∥
n,B

}

≤ C

{∥∥∥∥η1+α/β+αf

vα

∥∥∥∥
n,B

+

(
sup
B
v+

)1−2/β ∥∥∥(u+)
2
β

∥∥∥
n,B

}
.

Lo anterior se debe a que

η
−1
β ≤ η

−2
β

ya que

η
1
β ≤ 1.

Escogemos ahora β = 2n/p con p ≤ n y usamos el hecho que para ε > 0(
sup
B
v+

)1−2/β

≤ ε sup v+ + ε1−β/2,

con lo cual se tiene que

sup
B
v ≤ C

{∥∥u+
∥∥
p

+

∥∥∥∥η1+α/β+αf

vα

∥∥∥∥
n,B

}
.

Notemos que podemos tomar β tal que

1 +
α

β
+ α ≥ 0

o equivalentemente

p ≤ 2n (1 + α∗)

donde α∗ = −1/α > 1. De esta forma

sup
B
v ≤ C

{∥∥u+
∥∥
p

+

∥∥∥∥ fvα
∥∥∥∥
n,B

}

≤ C

{∥∥u+
∥∥
p

+

(
sup
B
v

)−α
‖f‖n,B

}

≤ C

{∥∥u+
∥∥
p

+

(
sup
B
v

)
εq̄ + ‖f‖qn,B ε

q

}
, ε > 0,
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donde q̄ = −1/α y q son tales que

1

q
+

1

q̄
= 1

o equivalentemente

q =
1

α + 1
.

Escogiendo ε adecuado (que permanece independiente de u) se concluye el resul-
tado. �

Denotaremos por Kl(x0) al cubo abierto en Rn centrado en x0 con lado de
largo l, es decir,

Kl(x0) =
n∏
i=1

(
xi0 −

l

2
, xi0 +

l

2

)
.

Los siguientes lemas son esenciales para la descomposición en cubos y para poder
estimar ‖u‖Lp . Se pueden encontrar en [21].

Lema 4.1. Sea K0 un cubo en Rn, w ∈ L1 (K0) y para k ∈ R fijemos

Γk = {x ∈ K0 t.q. w(x) ≤ k}

Supongamos que existen constantes positivas δ < 1 y C tales que

sup
K0∩K3r(z)

(w − k) ≤ C

cada vez que k y K = Kr(z) ⊂ K0 satisfacen

|Γk ∩K| ≥ δ |K| .

Entonces, se sigue que para todo k

sup
K0

(w − k) ≤ C

(
1 +

log (|Γk| / |K0|)
log (δ)

)
. (4.3)

Lema 4.2. Sea Ω un dominio en Rn. Entonces, para todo p > 0 y f tal que
|f |p ∈ L1 (Ω) se tiene

µ(t) ≤ t−p
∫

Ω

|f |p , (4.4)

∫
Ω

|f |p = p

∞∫
0

tp−1µ(t)dt, (4.5)

donde

µ(t) = µf (t) = |{x ∈ Ω t.q. |f(x)| > t}| .
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La siguiente proposición nos da una estimación precisa de ‖u‖Lp en función
del ı́nfimo de u.

Proposición 4.2. Sea u ∈ C (Ω) solución viscosa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α ≤ f en Ω, (4.6)

donde f ∈ Ln (Ω). Supongamos además que u es no negativa en una bola B =
B2R(y) ⊂ Ω. Entonces(∫

BR

up
)1/p

≤ C

{
ı́nf
BR

u+ ‖f‖
1

α+1

Ln(B)

}
, (4.7)

donde p, C son constantes positivas solo dependiendo de n, α, Λ, λ, R, b y c.

Demostración:

Procederemos como en [21] y como en la proposición anterior, es decir, encon-
traremos la cota deseada utilizando el hecho de que u satisface

|∇u|αM− (D2u
)
− γ1 |∇(u)|α+1 − γ2 |u|α+1 ≤ f

en Ω, donde γ1 = ‖b‖∞ y γ2 = ‖c‖∞. Supondremos inicialmente que B = B1(0),
u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
)

y λ = 1. Definimos

uσ(x) = u(x)− σx1,

ūσ = uσ + ε+ ‖f‖
1

α+1

n,B ,

wσ = − log (ūσ) y

vσ = ηwσ,

con η como en la Proposición 4.1 y ε > σ · diam (Ω). Se tiene que

∇wσ = − 1

ūσ
∇ūσ

y

D2wσ = − 1

ūσ
D2uσ +∇wσ ⊗∇wσ.

Aqúı nuevamente estudiaremos una ecuación para vσ que solo involucra a M+.
Aśı, definiendo

I =M− (∇wσ ⊗∇η + wσD
2η + η∇wσ ⊗∇wσ

)
,
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se tiene que

M+
(
D2vσ

)
≥ M+

(
− η

ūσ
D2uσ

)
+ I,

= − η

ūσ
M− (D2uσ

)
+ I.

Como u es solución de (4.6), por el Lema 3.4 (segundo caso), se tiene que uσ es
solución de

(|∇uσ|+ σ)αM− (D2uσ
)
− γ1 (|∇uσ|+ σ)α+1 −

γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1 ≤ |f | ,

en Ω. Luego

M+
(
D2vσ

)
≥ −η |f |+ γ1 (|∇uσ|+ σ)α+1 + γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (|∇uσ|+ σ)α
+ I,

y aśı

M+
(
D2vσ

)
≥ −η |f |+ γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (|∇uσ|+ σ)α
− ηγ1

|∇uσ|+ σ

ūσ
+ I

Ahora, al igual que en la Proposición 4.1, en Γ+(vσ) se tiene que

|∇wσ| ≤ Cη−1/βwσ

es equivalente a

|∇ūσ| ≤ Cη−1/βwσūσ

de donde

|∇uσ| ≤ Cη−1/βwσūσ + σ

en consecuencia

(|∇uσ|+ σ)−α ≤ C
(
η−1/βwσūσ + 2σ

)−α
.

Luego, en Γ+(vσ) tenemos que

M+
(
D2vσ

)
≥ −η |f |+ γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (η−1/βwσūσ + 2σ)
α − η |∇wσ| −

σ

ūσ
+ I

≥ −η |f |+ γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (η−1/βwσūσ + 2σ)
α − ε̄η |∇wσ|2 −

η

ε̄
− σ

ūσ
+ I.
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Notemos que I ≥ I1 + I2 donde,

I1 = wσM− (D2η
)
,

I2 = M− (∇wσ ⊗∇η + η∇wσ ⊗∇wσ
)

y ε̄ es cualquier real positivo. Acotaremos I1 e I2

Ahora escogemos, β de la siguiente forma

β ≥ 1

2

(
n− 1 + Λ

ρ2
− n− 1 + Λ

)
+ 1,

donde 0 < ρ < 1, lo que nos garantiza que M− (D2η) ≥ 0 fuera de la bola de
radio ρ, por lo que

wσM− (D2η
)
≥ −c1vσχBρ(0), (4.8)

donde χA denota la función caracteristica del conjunto A.

Sea ahora N ∈ S1,Λ(n) = S1,Λ una matriz simetrica con valores propios en
(1,Λ) y recordemos que 〈x,Ny〉 define un producto interno. Anotemos en lo que
sigue |x|N =

√
〈x,Nx〉 y notemos que para x ∈ Rn se tiene

tr (N · w ⊗ w) = 〈w,Aw〉 .

Aśı, ocupando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y Young obtenemos∣∣tr (N (∇wσ ⊗∇η))∣∣ ≤ |∇wσ|N |∇η|N

≤ sη |∇wσ|2N +
1

sη
|∇η|2N

= sη |tr (N (∇wσ ⊗∇wσ))|+ 1

sη
|tr (N (∇η ⊗∇η))| ,

donde s es cualquier real positivo. Además por definición, para cualquier N ∈ S1,Λ

se tiene

I2 ≥ ı́nf
N∈S1,Λ

tr
(
N
(
∇wσ ⊗∇η

))
+ tr (N (η∇wσ ⊗∇wσ))

≥ ı́nf
N∈S1,Λ

−
∣∣tr (N (∇wσ ⊗∇η))∣∣+ tr (N (η∇wσ ⊗∇wσ))

≥ ı́nf
N∈S1,Λ

− 1

sη
tr (N (∇η ⊗∇η)) + (1− s)tr (N (η∇wσ ⊗∇wσ))

≥ M−
(
− 1

sη
(∇η ⊗∇η)

)
+M− ((1− s)η∇wσ ⊗∇wσ) .

Veamos ahora la positividad del siguiente término

J =M− ((1− s)η∇wσ ⊗∇wσ)− ε̄η |∇wσ|2 .
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En efecto, notemos que

J = ı́nf
N∈S1,Λ

ηtr (((1− s)N − ε̄Id) (∇wσ ⊗∇wσ))

= η ı́nf
N∈S1,Λ

tr (A (∇wσ ⊗∇wσ)) ,

donde Id es la matriz identidad en Rn y A está definida por Ai,j = (1−s)Ni,j−εδi,j.
Notemos que que escogiendo s = s(Λ) y ε = ε(Λ) adecuados la matriz A es una
matriz simétrica definida positiva. En consecuencia

J =M− ((1− s)η∇wσ ⊗∇wσ)− εη |∇wσ|2 ≥ 0. (4.9)

Por otro lado

1

η
(∇η ⊗∇η)i,j = 4β2xixj

(
1− |x|2

)2β−2(
1− |x|2

)β
= 4β2xixj

(
1− |x|2

)β−2

entonces

M−
(
−1

η
(∇η ⊗∇η)

)
≥ −C2, (4.10)

donde C2 es una constante dependiente sólo de β, n y Ω. Finalmente de (4.8),
(4.9) y (4.10) llegamos a la siguiente estimación

M+
(
D2vσ

)
≥ −Cη |f |+ γ2 (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (η−1/βwσūσ + 2σ)
α − C σ

ūσ
− C1vσχBρ(0) − C2,

(4.11)
por lo que aplicando ABP a (4.11) obtenemos

sup
B
vσ ≤ C


∥∥∥∥∥η |f |+ (|uσ|+ σ · diam (Ω))α+1

ūσ (η−1/βwσūσ + 2σ)
α +

σ

ūσ

∥∥∥∥∥
n,B

+
∥∥v+

σ

∥∥
n,Bρ(0)

+ 1

 .

(4.12)
Notemos que en este punto podemos levantar la hipótesis de regularidad sobre u
via aproximación, tal como se hizo en la Proposición 3.1. A continuación , tomando
σ ↘ 0 en (4.12) y gracias a la convergencia uniforme de uσ a u, obtenemos

sup
B
v ≤ C


∥∥∥∥η1+α/β+αf

ū1+αvα

∥∥∥∥
n,B

+

∥∥∥∥∥ η |u|α+1

ũα+1η−α
β
wα

∥∥∥∥∥
n,B

+
∥∥v+

∥∥
n,Bρ(0)

+ 1


≤ C


∥∥∥∥η1+α/β+αf

ū1+αvα

∥∥∥∥
n,B

+

∥∥∥∥∥η1+α
β

+α

vα

∥∥∥∥∥
n,B

+
∥∥v+

∥∥
n,Bρ(0)

+ 1


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Tomamos ahora β ≥ 1
1+α∗

con α∗ = −1/α, aśı

sup
B
v ≤ C

{(
sup
B
v

)−α(∥∥∥∥ f

ūα+1

∥∥∥∥
n,B

+
∥∥η1+α/β+α

∥∥
n,B

)
+
∥∥v+

∥∥
n,Bρ(0)

+ 1

}
,

≤ C

{(
sup
B
v

)−α
+
∥∥v+

∥∥
n,Bρ(0)

+ 1

}
,

aśı, ocupando la desigualdad de Young, obtenemos

sup
B
v ≤ C

{∥∥v+
∥∥
n,Bρ(0)

+ 1
}
. (4.13)

Para facilitar la eventual aplicación de procedimiento de descomposición de
cubos, pasamos de bolas a cubos. Recordemos que para y ∈ Rn y R > 0, KR(y)
denota el cubo abierto de centro y y largo 2R. Si ρ < 1/

√
n, tenemos que Kρ =

Kρ(0) ⊂⊂ B y luego por (4.13) se obtiene

sup
B
v ≤ C

{∥∥v+
∥∥
n,Kρ(0)

+ 1
}

≤ C

{
sup
B
v+
∣∣K+

ρ

∣∣1/n + 1

}
,

donde K+
ρ = {x ∈ Kρ t.q. v > 0}. Definiedo θ = (2(2ρ)C)−1, tenemos que si∣∣K+

ρ

∣∣
|Kρ|

≤ θ,

con C la constante de (4.13), entonces

sup
B
v ≤ 2C.

Verfiquemos entonces la hipótesis del Lema 4.1. Escojamos ahora ρ = 1/3n y
fijemos θ como arriba. Usando la transformación x → ρx−z

r
, considerando K =

Kr(z) tal que B3nr(z) ⊂ B, obtenemos que si |K+| ≤ θ |K|, entonces

sup
K3r

w ≤ C̃, (4.14)

donde C̃ = 2C. Luego aplicamos el Lema 4.1 con δ = 1 − θ, K0 = Kρ(0) y
ρ = 1/3n. Además notemos que (4.14) sigue siendo cierto si se reemplaza w por
w − k, con k ≥ 0. Sea ahora

µt = |{x ∈ K0 t.q. ū(x) > t}| ,
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y notemos que tomando t = e−k

µt = Γk,

Con Γk definida en el Lema 4.1. Como consecuencia, por el Lema 4.1, despejando
la ecuación (4.3) se desprende que

µt ≤ C

(
ı́nf
K0

ū

t

)κ
,

con κ = −1/ log (δ). Ahora aplicamos el Lema 4.2, ecuación (4.5), para obtener
con p = κ/2 ∫

Bρ

(ū)p ≤ C

(
ı́nf
Bρ
ū

)p
,

con ρ < 1 arbitrario. La desigualdad (4.7) se obtiene de maneria directa de esta
última estimación tomando ε↘ 0 y ocupando un argumento de recubrimiento.�

Finalmente podemos enunciar nuestro teorema de desigualdad de Harnack, el
cual, gracias a las proposiciones anteriores es fácil de probar.

Teorema 4.1. Harnack para α ∈ (−1, 0)
Supongamos que F satisface (H1) y (H2) y sea u ∈ C (Ω) solución viscosa no
negativa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α = f en Ω, (4.15)

con f ∈ Ln (Ω). Entonces existe C = C (λ,Λ, n,Ω, α) tal que

sup
Ω
u ≤ C

{
ı́nf
Ω
u+ ‖f‖

1
α+1

n,Ω

}
. (4.16)

4.2. Regularidad Cβ

Como era de esperarse, la desigualdad (4.16) indica regularidad de las solu-
ciones de (4.15). Hay que recalcar que la regularidad Hölder ya hab́ıa sido estu-
diada en [4] y en [6] para el problema de Dirichlet. La regularidad que aqúı se
encuentra es regularidad interior y no utiliza la regularidad del dominio, la cual
es un hipótesis importante para [6] y [4]. Alĺı se ocupa la función distancia y un
argumento de comparación para obtener propiedades de regularidad para u, de
hecho se obtiene regularidad Lipschitz para el problema de Dirichlet.

Para demostrar la regularidad se procede de manera clásica. Se detalla a con-
tinuación un lema preparatorio que se encuentra en [21].
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Lema 4.3. Sea ω un función no decreciente en el intervalo (0, R0] que satisface

ω(τR) ≤ γω(R) + σ(R),

donde σ es una función no decreciente y 0 < γ, τ < 1. Entonces, para todo
µ ∈ (0, 1) y R ≤ R0, se tiene

ω(R) ≤ C

((
R

R0

)β
ω(R0) + σ(RµR1−µ

0 )

)
, (4.17)

donde C = C(γ, τ) y β = β(γ, τ, µ) son constantes positivas.

A continuación se enuncia la regularidad.

Proposición 4.3. Sea u solución de (4.15) en B1. Entonces

(1) Existe una constante ` independiente de u tal que

osc
B1/2

u ≤ ` · osc
B1

u+ 2 ‖f‖
1

1+α

n,B1
.

(2) u ∈ Cβ
(
B̄1/2

)
y

‖u‖Cβ(B̄1/2) ≤ C

(
‖u‖∞,B1

+ ‖f − c(x)u |u|α‖
1

1+α

n,B1

)
,

donde 0 < β < 1 y C > 0 son constantes independientes de u.

Demostración:

Seremos breves pues la demostración no aporta al contenido de esta memoria.
Sean

mr = ı́nf
Qr
u,

Mr = sup
Qr

u y

or = osc
Qr

u.

Aplicamos la desigualdad de Harnack a las funciones no negativas u−m1 y M1−u
en Q1 y obtenemos

M1/2 −m1 ≤ C

(
m1/2 −m1 + ‖f‖

1
1+α

Ln(Q1)

)
,

M1 −m1/2 ≤ C

(
M1 −M1/2 + ‖f‖

1
1+α

Ln(Q1)

)
.
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Sumando las ecuaciones anteriores se deduce

o1/2 + o1 ≤ C

(
o1 − o1/2 + 2 ‖f‖

1
1+α

Ln(Q1)

)
,

lo cual implica

o1/2 ≤
C − 1

C + 1
o1 +

2C

C + 1
‖f‖

1
1+α

Ln(Q1) ,

lo que prueba (1).
La demostración de (2) pasa por utilizar el Lema 4.3 enunciando anteriormente. �

Observación. Notemos que de la proposición anterior, parte (2), se desprende

‖u‖Cβ ≤ C (‖u‖∞ + ‖f‖Ln) .
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Caṕıtulo 5

Ecuación superlineal asociada

En este caṕıtulo nos interesa estudiar la existencia de soluciones de

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Rn, (5.1)

donde s > 1 + α, α ∈ (−1, 0), F satisface (H1), (H2) y (H3), y f es una función
a la cual no se le piden condiciones de crecimiento en infinito. El caso α = 0 fue
estudiado por Esteban, Felmer, Quaas en [19].

Observación. Lo que a continuación se presenta, se puede extender fácilmente
para un operador más general, el cual puede incluir términos que involucran al
gradiente y a u. No haremos explicita esta extensión , pues no aporta a la esencia
de la demostración y los cálculos son similares a los hechos en el Caṕıtulo 4.

5.1. Preliminares

Es de vital importancia para el estudio de (5.1) contar con un teorema de
existencia de soluciones en dominios acotados. Para esto es necesario desarrollar
un método de Perron que se adapte a la ecuación estudiada. En [7] de Birindelli
y Demengel tratan la existencia de soluciones para operadores con la estructura
de (1.1). Como la localización necesaria para estudiar la ecuación en Rn sólo la
sabemos hacer cuando α ∈ (−1, 0), presentaremos los teoremas solamente en este
caso, sin detallar el caso α > 0. A continuación damos a conocer definiciones y
resultados previos.

Definición 5.1. Para una función v : Ω→ [−∞,∞] se define la envoltura semi-
continua superior v∗ como

v∗(x) = ĺım
r↘0

sup {u(y) : y ∈ Ω y |y − x| ≤ r} .

Análogamente se define la envoltura semicontinua inferior v∗ como

v∗(x) = ĺım
r↘0

ı́nf {u(y) : y ∈ Ω y |y − x| ≤ r} .
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En lo que sigue, probaremos los lemas necesarios para poder pasar al ĺımite,
es decir, los resultados que aseguran que si {um} son subsoluciones y um → u,
entonces u es subsolución. Estos lemas fueron probados por Birindelli y Demengel
y se pueden encontrar en [6].

Lema 5.1. Sea v una supersolución de

F
(
∇v,D2v

)
+ b(x) · ∇v |∇v|α − β(v(x)) ≤ f(x) en Ω,

para funciones f, β semicontinuas superior e inferior respectivamente. Sea q >
sup

(
2, α+2

α+1

)
y supongamos que x̄ ∈ Ω y C son tales que

v(x) + C |x− x̄|q ≥ v(x̄), (5.2)

donde x̄ es un punto de mı́nimo local estricto del lado izquierdo de (5.2). Entonces

−β(v(x̄)) ≤ f(x̄). (5.3)

Demostración:

Si v es localmente constante la conclusión es directa de la definición de super-
solución.
Supongamoas ahora que v no es localmente constante. Uno puede suponer que
x̄ = 0. Consideremos δ1 > 0 tal que

ı́nf
x∈B(0,δ1)

v(x) + C |x|q = v(0),

δ tal que 0 < δ < δ1 y ε = ε(δ) > 0 tal que

ı́nf
x∈B(0,δ1)\B(0,δ)

v(x) + C |x|q ≥ v(0) + ε.

Finalmente escojamos N > 1
δ

tal que para |x| < 1
N

|v(0)− v(x)| < ε

4
,

y tal que

Cq
1

N
(diam (Ω))q−1 <

ε

4
. (5.4)

Afirmamos que para todo m, existen xm, ym en B
(
0, 1

m

)
tales que

v(ym) + C |ym − xm|q < v(xm).

En efecto, si no fuera aśı, existiŕıa una vecindad de 0 tal que para x e y en dicha
vecindad

v(y) + C |x− y|q ≤ v(x),
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lo cual no puede ser cierto, dado que v no es localmente constante. Esto además
nos dice que el ı́nfimo de v(y) + C |xm − y|q no puede ser alcanzado en xm.

Notemos que por el Teorema del Valor Medio se tiene que

|xm − y|q − |y| = q |w|q−2w |xm|

con w perteneciente al trazo [xm, y]. Esto junto a (5.4) nos entrega

|xm − y|q − |y| ≤
ε

4
. (5.5)

Con (5.5) notamos que

ı́nf
y∈B(0,δ)

v(y) + C |xm − y|q ≤ ı́nf
y∈B(0,δ)

(v(y) + C |y|q) + Cq |xm| |y − θxm|q−1

≤ v(0) +
ε

4
,

y

ı́nf
y,|y|>δ

v(y) + C |xm − y|q ≥ v(0) +
3ε

4
,

y aśı el ı́nfimo es alcanzado en el interior de la bola B (0, δ). Sea ahora zm tal
que el ı́nfimo de v(y) +C |xm − y|q es alcanzado en zm, entonces, dado que zm es
distinto de xm, −C |xm − y|q + v(zm) + C |xm − zm|q es una función test para v
en zm, luego

F
(
−Cq |xm − zm|q−2 (xm − zm) , D2 (−C |xm − zm|q)

)
− β (v(zm)) ≤ f(zm).

Como zm ∈ B (0, δ) se tiene que para alguna constante C
′

C
′
δq(α+1)−α−2 − β(v(zm)) ≤ f(zm).

Tomamos δ a cero, lo que implica que m > N > 1
δ

se van a infinito y zm ∈ B (0, δ)
se va a 0. Usando la continuidad de v y la semi continuidad superior de f y la
semi continuidad inferior de β se obtiene el resultado.�

Observación. Más adelante ocuparemos el resultado para subsoluciones, en el sen-
tido de que si u es subsolución y C > 0 es tal que

u(x)− C |x− x̄|q ≤ u(x̄),

entonces
−β(u(x̄)) ≥ f(x̄).

Además, el resultado sigue siendo cierto si β es no decreciente y v es semicontinua
inferior.
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Observación. Este lema también se puede demostrar en el caso en que v sea
semicontinua inferior.

A continuación vamos a demostrar un resultado de convergencia que necesita-
mos para las próximas secciones de este caṕıtulo. Este es muy conocido cuando
el operador F es continuo y se tiene la noción usual de solución, pero en nuestro
caso requiere atención especial. Este resultado se puede encontrar en [6].

Proposición 5.1. Supongamos que um es una sucesión uniforme de subsoluciones
de

F
(
∇v,D2v

)
− β(v) ≥ f en Ω, (5.6)

que converge uniformemente a un ĺımite u. Entonces u es subsolución de (5.6).

Demostración:

Supongamos primero que x̄ es un punto de máximo para u−ϕ y∇ϕ(x̄) 6= 0. En
este caso, la demostración entregada por Ishii en [22] sigue siendo válida, notando
que es posible elegir ym → x̄, tal que u−ϕ tiene un máximo en ym y se tiene que
∇ϕ(ym) 6= 0.
Tratemos ahora el caso en que x̄ es tal que u(x̄) = u(x) para todo x ∈ B (x̄, δ)
con δ > 0.
Para q > máx

{
2, α+2

α+1

}
definimos ϕ por

ϕ(x) = u(x̄) +
1

q
|x− x̄|q .

Se tiene entonces que el supremo

sup
x∈B(x̄,δ)

(u− ϕ) = 0,

es estricto y se alcanza en x̄. Sea ε tal que 4ε
1
q < δ y N suficientemente grande

tal que
−ε ≤ (um − u) ≤ ε en B (x̄, δ) ,

para todo m ≥ N . Luego, se tiene para todo m ≥ N y todo x ∈ B (x̄, δ)

um(x)−u(x̄)− 1

q
|x− x̄|q ≤ u(x)−u(x̄)− 1

q
|x− x̄|q + ε ≤ −1

q
|x− x̄|q + ε. (5.7)

En particular si |x− x̄| ≥ (2q (qε) + ε)
1
q , en (5.7) se tiene para todo m

um(x)− u(x̄)− 1

q
|x− x̄|q ≤ −2qε,
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mientras que para m > N se tiene

um(x̄)− u(x̄) ≥ −ε.

Lo anterior implica que el supremo de um−ϕ es alcanzado en B
(
x̄, (2q (qε) + ε)

1
q

)
.

Sea ahora ym un punto tal que el supremo es alcanzado. Si ym 6= x̄ para una
infinidad de m’s se tendŕıa que ϕ seŕıa una función test para um en ym. Como um
es subsolución se tiene que

|∇ϕ(ym)|αM+
(
D2ϕ(ym)

)
− β(um(ym)) ≥ f(ym). (5.8)

Notemos además que um(ym) → u(x̄). En efecto, um(ym) ≥ um(x̄) → u(x̄) y
um(ym) ≤ u(ym)→ u(x̄). Ahora, usando el hecho de que

|∇ϕ(ym)|αM+
(
D2ϕ(ym)

)
= o

(
|ym − x̄|q(α+1)−α−2

)
= o

(
εq(α+1)−α−2

)
y que um(ym)→ u(x̄) se concluye el resultado deseado.

Finalmente, supongamos que existe una infinidad de m’s tal que ym = x̄.
Entonces, usando el Lema 5.1 aún se obtiene

−β(um(x̄)) ≥ f(x̄),

lo cual, una vez pasando al ĺımite, da el resultado.�.

Observación. El resultado anterior sigue siendo válido si solo se tiene semicon-
tiuidad superior de {um} más el hecho de que la sucesión sea creciente. Más aún
si no se supone la semicontinuidad superior de um y se eemplaza um por u∗m y u
por ū definida por

ū (x̄) = ĺım sup
r→

{
um(y), n ≥ 1

r
, |y − x| ≤ r

}
,

el resultado sigue siendo cierto, sin embargo esto no lo necesitamos en nuestro
argumento.

El siguiente resultado da la existencia de soluciones para un problema con
valor en la frontera. Este se puede encontrar en [7] y lo utilizaremos en lo que
sigue.

Proposición 5.2. Supongamos que g ∈ W 2,∞ (∂Ω), f ∈ L∞, h : Ω × R → R es
tal que h(x, .) es no creciente y continua. Entonces existe una solución{

F (x,∇u,D2u) + h(x, u) = f en Ω,
u = g en ∂Ω

(5.9)

Observación. La proposición anterior es más general y da la existencia de solu-
ciones para F (x,∇u,D2u) + b(x) · ∇u |∇u|α, pero como antes dicho, este último
término no agrega nada nuevo a la demostración.
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5.2. Existencia de soluciones en Rn

En lo que sigue, la idea es considerar un sucesión de problemas aproximados
en dominios acotados Bm, para luego tomar ĺımite en m. Aśı, dado f ∈ Lnloc (Rn),
consideramos una sucesión {fn} ⊂ C∞ (Rn), tales que para cualquier dominio
acotado Ω se satisfaga

ĺım
n→∞

∫
Ω

|fn − f |n dx = 0. (5.10)

El siguiente lema da la regularidad y existencia de los problemas aproximados.

Lema 5.2. Para cada m ∈ N existe una solución um ∈ Cγ (Bm) de la ecuación{
−F (∇um, D2um) + |um|s−1 um = fm(x) en Bm,

u = 0 en ∂Bm
, (5.11)

donde Bm = B (0,m) es la bola centrada en 0 de radio m y γ ∈ (0, 1).

Demostración:

La demostración consiste simplemente en ocupar la Proposición 5.2 en con-
junto a la regularidad interior obtenida en la Proposición 4.3. �

El siguiente lema es clave, pues nos permite encontrar cotas uniformes para
subsoluciones um de (5.11), lo que posteriormente permite la extracción de una
subsucesión convergente.

Lema 5.3. Sea s > 1 + α y g continua en Ω ⊂ Rn un conjunto abierto. Supong-
amos que g ∈ Ln (Ω) en Ω y u es una solución de

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u ≤ g en Ω.

Entonces, para todo R > 0 y R
′
> R tal que BR′ ⊂ Ω se tiene

sup
BR

u ≤ C

(
1 + ‖g‖

1
1+α

Ln(B
R
′ )

)
, (5.12)

donde C = C
(
s, R,R

′
, n, λ,Λ

)
no depende de g.

Demostración:

La idea es usar argumento similares a los usados para probar la desigualdad
de Harnack, espećıficamente los utilizados en la Proposición 4.1. Encontraremos
la cota deseada utilizando el hecho de que u satisface

− |∇u|αM+
(
D2u

)
+ |u|s−1 u ≤ g en Ω.
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En lo que sigue suponemos que u es no trivial, B = B1(0) y λ = 1. El caso general
sale de considerar la transformación x→ (x− y) /2R

′
. Supondremos también que

u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω̄
)
. Definimos para β ≥ 1

η(x) =

{ (
1− |x|2

)β
x ∈ B

0 si no

y

v = ηu.

Se tiene que

M+
(
D2v

)
≥ ηM+

(
D2u

)
+M− (∇u⊗∇η + uD2η

)
.

Ocupamos las cotas obtenidas en la demostración de la Proposición 4.1 para obten-
er que

M+
(
D2v

)
≥ C1η

{
− |g|+ |u|s−1 u

(η−1/βu)
α

}
− C2vη

−2
β en Γ+(v), (5.13)

donde las constantes C1 y C2 son universales. Ahora, dado que u > 0 en Γ+(v),
se tiene que

η
− |g|+ |u|s−1 u

(η−1/βu)
α = −η1+α/β+α |g| v−α + η1+α/βus−α

= −η1+α/β+α |g| v−α + ηα/β+1+α−svs−α.

Aśı (5.13) se transforma

−M+
(
D2v

)
+ C1η

α/β+1+α−svs−α − C2η
−2/βv ≤ C1η

1+α/β+α |g| v−α. (5.14)

Tomamos β de la siguiente forma

β = máx

{
−α

1 + α
,

α + 2

s− 1− α

}
, (5.15)

de modo que

ηα/β+1+α−s ≥ η−2/β.

Entonces (5.14) se puede reducir a

−M+
(
D2v

)
+ η−2/βv

(
vs−α−1 − C

)
≤ C1η

1+α/β+α |g| v−α. (5.16)
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Al igual que en el caso desarrollado por Esteban, Felmer y Quaas en [19], defin-
imos w = máx

{
v − C1/(s−α−1), 0

}
y notamos que Γ+(w) ⊂ Γ+(v) y además que

Γ+(w) ⊂ {x ∈ Ω t.q. w(x) ≥ 0}. Aśı w satisface

−M+
(
D2w

)
≤ Cη1+α/β+α |g| v−α en Γ+(w).

Aplicando ABP se tiene que

sup
B1

w ≤ C
∥∥η1+α/β+αgv−α

∥∥
Ln(B1)

,

pero entonces

sup
B1

v ≤ sup
B1

w + C1/(s−α−1) ≤ C
(

1 +
∥∥η1+α/β+αgv−α

∥∥
Ln(B1)

)
.

Finalmente basta notar que(
1 +

∥∥η1+α/β+αgv−α
∥∥
Ln(B1)

)
≤

(
1 +

∥∥gv−α∥∥
Ln(B1)

)
≤

(
1 +

(
sup
B1

v

)−α
‖g‖Ln(B1)

)

≤
(

1 +

(
sup
B1

v

)
ε−

1
α + ‖g‖

1
1+α

Ln(B1)

)
.

Aśı se concluye

sup
B1

v ≤ C
(

1 + ‖g‖Ln(B1)

)
.

donde C solo depende de las cantidades requeridas. �

El siguiente lema es una versión de la desigualdad de Kato ajustado a nuestro
operador.

Lema 5.4. Sea Ω ⊂ Rn acotado, u, v, f : Ω→ R funciones continuas. Denotemos
R(x) = |u(x)|s−1 u(x)− |v(x)|s−1 v(x). Si u− v es solución de

− |∇ (u− v)|αM
(
D2 (u− v)

)
+R(x) ≤ f en Ω, (5.17)

entonces (u− v)+ es solución viscosa de

−
∣∣∇ (u− v)+

∣∣αM (
D2 (u− v)+)+R+(x) ≤ f+ en Ω. (5.18)

Aqúı M puede ser M+ o M−.
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Demostración:

Supongamos primero que (u− v)+ no es localmente constante. Si x ∈ Ω es tal
que u(x)− v(x) > 0 o entonces u− v satisface (5.18) en dicho punto. Si ahora x
es tal que u(x)−v(x) = 0, sea ϕ una función test ϕ tal que (u− v)+−ϕ tenga un
máximo local en x y ∇ϕ(x) 6= 0. Pero entonces en este caso (u− v)− ϕ tiene un
máximo local en x y ∇ϕ(x) 6= 0, por lo que podemos ocupar (5.17) para obtener

− |∇ϕ(x)|αM
(
D2ϕ(x)

)
≤ f+,

y aśı (5.18) es satisfecho, pues R(x) = 0.

Si ahora (u− v)+ es localmente constante en una bola B(x̂, ρ), es decir,

(u(x)− v(x))+ = C ∀x ∈ B(x̂, ρ).

Lo que tenemos que probar que es

R+(x) ≤ f+(x) ∀x ∈ B(x̂, ρ). (5.19)

Si C > 0 entonces u(x) − v(x) = (u(x)− v(x))+, R(x) = R+(x) y (5.19) se
satisface, pues u − v es solución de (5.17). Si C = 0 entonces R+(x) = 0 y la
desigualdad es trivial.�

Ahora entregamos una generalización de la desigualdad de Kato (ver [25]) para
soluciones de nuestra ecuación.

Lema 5.5. Sea f : Ω→ R continua y u solución de

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Ω, (5.20)

entonces |u| satisface

− |∇u|αM+
(
D2u

)
+ |u|s−1 u ≤ f en Ω. (5.21)

Demostración:

Primero notemos que u satisface

− |∇u|αM+
(
D2u

)
+ |u|s−1 u ≤ f en Ω,

luego, tomando v = 0 en el Lema 5.4 se obtiene que u+ es solución con f+ como
lado derecho. Luego observamos que

− |∇(−u)|αM+
(
D2(−u)

)
+ |u|s−1 (−u) ≤ −f− en Ω,

lo cual, usando el argumento anterior, nos dice que u− es subsolución con −f−
como lado derecho. Concluimos que |u| = máx {u+,−u−} satisface (5.21). �

Con estos resultados somos capaces de probar el siguiente teorema.
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Teorema 5.1. Supongamos que α ∈ (−1, 0) y que F satisface (H1), (H2). Sea
s > 1 + α, entonces para cada función f ∈ Lnloc (Rn), la ecuación

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Rn,

posee al menos una solución.

Demostración:

Sea {fm} una sucesión creciente que satisfaga (5.10) para cualquier dominio
acotado Ω. Ahora ocupamos Lema 5.2 para construir una sucesión de soluciones
{um} ⊂ Cγ (Ω) de (5.11). De acuerdo al Lema 5.5 y Lema 5.3 para cada 0 < R <
R
′
< m se tiene

sup
B
′
R

|um| ≤ C
(

1 + ‖f‖Ln(BR)

)
,

donde C no depende ni de f ni de m. Con esta desigualdad y teniendo en cuenta
la Proposición 4.3 se tiene que

‖um‖Cγ ≤ C,

donde C no depende de m. Por un argumento diagonal, obtenemos una subsuce-
sión de soluciones de la ecuación

− |∇um|α F
(
D2um

)
+ |um|s−1 u = fm,

que seguimos llamando {um}, tal que um converge uniformemente para todo sub-
conjunto acotado de Rn. Aqúı la ecuación se satisface en Bm y fm como antes.
Ocupando el Lema 5.1 y la Proposición 5.1, que son los que dan el derecho a
pasar al ĺımite, se obtiene que u = ĺım

m→∞
um es solución de (5.1), lo que completa

la demostración del teorema. �

5.3. Explosión en la frontera

En esta sección construiremos soluciones de (5.1), esta vez en dominios acota-
dos Ω, y que satisfagan

ĺım
x→∂Ω

u(x) =∞.

Al igual que en [19], para la construcción de estas soluciones se construirán
soluciones um de problemas aproximados, las cuales están ordenadas, es decir
um ≤ um+1. Para esto, hay que una pedir hipótesis adicional a F para que sat-
isfaga un principio de comparación. Supondremos entonces que F satisface lo
siguiente
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(H3) Existe una función continua ω que satisface ω(0) = 0, tal que si (X, Y ) ∈
S2(n) y ξ ∈ R satisfacen

−ξ
(
I 0
0 I

)
≤
(
X 0
0 Y

)
≤ 4ξ

(
I −I
−I I

)
,

con I la matriz identidad en Rn, entonces para todo (x, y) ∈ Rn, x 6= y se
tiene que

F (x, ξ (x− y) , X)− F (y, ξ (x− y) ,−Y ) ≤ ω
(
ξ |x− y|2

)
.

Observación. Si bien, en nuestro caso F no depende de x, dejamos la hipótesis
con esta restricción pues fácil extender los resultados si se tiene una uniformidad
sobre la variable espacial.

El siguiente es un lema técnico que se encuentra en [5], similar al obtenido por
Ishii, pero adaptado a la clase de operadores con la cual estamos trabajando. Es
un lema clave para la demostración del principio de comparación.

Lema 5.6. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado, que es de clase C1 por partes. Sea
u una función semicontinua superior en Ω y v una función semicontinua inferior
en Ω. Sea j ∈ N y sean (xj, yj) ∈ Ω2, xj 6= yj y q ≥ sup

{
2, α+2

α+1

}
. Supongamos

que

ψj(x, y) = u(x)− v(y)− j

q
|x− y|q ,

tiene un máximo local en (xj, yj). Entonces, existen Xj, Yj ∈ S(n) tales que

u(x) ≤ u(xj) +
〈
j |xj − yj|q−2 (xj − yj), x− xj

〉
+QXj(x− xj) + ox,

v(y) ≥ v(yj) +
〈
j |xj − yj|q−2 (xj − yj) , y − yj

〉
+Q−Yj(y − yj) + oy,

donde para N ∈ S(n)

QN(x) =
1

2
〈Xj (x− xj) , x− xj〉

y

ox = o(|x− xj|2),

oy = o
(
|y − yj|2

)
.

Además Xj e Yj satisfacen

−4jkj

(
I 0
0 I

)
≤
(
Xj 0
0 Yj

)
≤ 3jkj

(
I −I
−I I

)
,

donde
kj = 2q−3q(q − 1) |xj − yj|q−2 .
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A continuación se enunciará y demostrará el teorema de comparación. Si bien,
el enunciado es ligeramente distinto al original en [5], la demostración es la misma.

Teorema 5.2. Supongamos que F satisface (H1),(H2) y (H3). Sean f y g semi-
continua superior e inferior respectivamente. Supongamos que β es una función
continua en R tal que β(0) = 0. Sean ahora φ y σ super y subsoluciones viscosas
de

F
(
∇φ,D2φ

)
− β(φ) ≤ f en Ω,

F
(
∇σ,D2σ

)
− β(σ) ≥ g en Ω.

Supongamos que se tiene que β es estrictamente creciente y f ≤ g, o bien β es
creciente y f < g. Entonces, σ ≤ φ en ∂Ω, implica σ ≤ φ en Ω.

Observación. El resultado sigue siendo válido si en la ecuación se considera el
término b(x) · ∇φ |∇φ|α siempre y cuando b sea Hölder continua de exponente
1 + α.

Demostración:

Supongamos por contradicción que máx (σ − φ) > 0 en Ω. Como σ ≤ φ en la
frontera, se tiene que el supremo se alcanza en el interior del dominio. Considere-
mos ahora para j ∈ N y q > α+2

α+1
la siguiente función

ψj(x, y) = σ(x)− φ(y)− j

q
|x− y|q .

Supongamos que (xj, yj) es un máximo para ψj. Entonces
(i) Del hecho de que σ y φ son acotadas se deduce que |xj − yj| → 0 cuando
j →∞. Aśı hay una sub sucesión tal que (xj, yj)→ (x̄, x̄).
(ii) Se tiene que

ĺım inf
j∈N

ψj(xj, yj) ≥ sup
x∈Ω

(σ − φ) .

(iii) ĺım sup
j∈N

ψj(xj, yj) ≤ ĺım sup
j∈N

σ(xj)− φ(yj) = σ(x̄)− φ(x̄).

(iv) Luego se concluye que j |xj − yj|q → 0 cuando j → ∞ y x̄ es un punto de
máximo para σ − φ.

Afirmación: Para j suficientemente grande se tiene que existen xj e yj tales
que (xj, yj) es un punto de máximo para ψj y xj 6= yj.
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En efecto, supongamos que xj = yj para una infinidad de j ∈ N. Entonces se
tiene que

ψj(xj, xj) = σ(xj)− φ(xj)

≥ σ(xj)− φ(y)− j

q
|xj − y|q ,

ψj(xj, xj) = σ(xj)− φ(xj)

≥ σ(x)− φ(xj)−
j

q
|x− xj|q .

Aśı xj es un mı́nimo local para

Φ(y) := φ(y) +
j

q
|xj − y| ,

y similarmente un máximo local para

Σ(x) := σ(x)− j

q
|xj − x|q .

Excluyamos primero el caso en que xj sea un máximo y un mı́nimo local estricto.
En efecto por el Lema 5.1, se tiene que

−β (φ(xj)) ≤ f(xj)

−β (σ(xj)) ≥ g(xj).

Esto es una contradicción, pues o bien β es estrictamente creciente y pasando al
ĺımite se obtiene

−g(x̄) ≥ β (σ(x̄)) > β (φ(x̄)) ≥ −f(x̄) ≥ −g(x̄)

o bien

−g(x̄) ≥ β (σ(x̄)) ≥ β (φ(x̄)) ≥ −f(x̄) > −g(x̄).

Luego xj no puede ser a la vez un máximo estricto para Φ y un mı́nimo estricto
para Σ. Veamos ahora el otro caso, supongamos primero que xj no es un mı́nimo
estricto para Φ, entonces existen δ > 0 y R > δ tal que B (xj, R) ⊂ Ω y

φ(xj) = ı́nf
δ≤|x−xj |≤R

{
φ(x) +

j

q
|x− xj|q

}
.

Ahora, si yj es un punto donde se alcanza en ı́nfimo anterior, entonces se tiene
que

φ(xj) = φ(yj) +
j

q
|xj − yj|q
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y luego (xj, yj) sigue siendo un punto de máximo para ψj, dado que para todo
(x, y) ∈ Ω2 se tiene

σ(xj)− φ(yj)−
j

q
|xj − yj|q = σ(xj)− φ(xj)

≥ σ(x)− φ(y)− j

q
|x− y|q .

Si xj no es máximo estricto de Σ se procede de manera análoga. Esto concluye la
demostración de la Afirmación.

Procedemos a terminar el teorema. Ocupando el hecho de que σ y φ son sub
y supersoluciones respectivamente y usando las funciones test que provee el Lema
5.6 en los puntos xj y yj, se tiene que

g(xj) ≤ F
(
j |xj − yj|q−2 (xj − yj) , Xj

)
− β (σ(xj))

≤ F
(
j |xj − yj|q−2 (xj − yj) ,−Yj

)
+ ω (j |xj − yj|q)− β (σ(xj))

≤ f(yj) + ω (j |xj − yj|q) + β (φ(yj))− β (σ(xj)) .

Dada la continuidad de β y la semicontinuidad inferior y superior de g y f respec-
tivamente, podemos pasar al ĺımite para obtener

g(x̄) ≤ f(x̄) + β (φ(x̄))− β (σ(x̄)) ,

lo cual es una contradicción en cualquiera de las hipótesis del teorema.�

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema de explosión
en la frontera.

Teorema 5.3. Supongamos que α ∈ (−1, 0) y que F satisface (H1), (H2) y (H3).
Sea s > 1 + α, f ∈ Ln (Ω), con Ω ⊂ Rn un abierto acotado de clase C2. Entonces
la ecuación {

−F (∇u,D2u) + |u|s−1 u = f en Ω,
ĺım
x→∂Ω

u(x) = ∞ (5.22)

posee al menos una solución.

Demostración:

Consideremos primero una sucesión creciente de funciones{fm} tal que

ĺım
m→∞

∫
Ω

|fm − f |n = 0.
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Luego, gracias a la Proposición 5.2, encontramos um solución del problema{
−F (∇um, D2um) + |um|s−1 um = f en Ω,

u(x) = m en ∂Ω.

Por el Teorema 5.2 se tiene que um+1 ≥ um en Ω para todo m ∈ N. Luego,
por argumentos de cota interior similares a los usados en el Teorema 5.1 (ver
Lema 5.3), obtenemos una sub sucesión uniformemente convergente, que seguimos
llamando um, la cual converge a u solución de

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Ω.

Solo falta verificar la condición de borde. Esto último es fácil de hacer, pues
um+1 ≥ um para todo m ∈ N y para todo x ∈ Ω. Luego, se tiene que u ≥ um para
todo m ∈ N, y todo x ∈ Ω. Finalmente, tomando ĺımite inferior, se concluye que

ĺım inf
x→∂Ω

u(x) ≥ m ∀m ∈ N.

Aśı u es solución de (5.22).�
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este caṕıtulo se revisarán problemas abiertos que deja esta memoria, aśı co-
mo lineas futuras de investigación.

En [5] y [6] se define apropiadamente el primer valor propio del operador en
cuestión de la siguiente manera

λ̄ = sup
{
λ ∈ R : ∃ φ > 0 en Ω̄, F

(
∇φ,D2φ

)
+ λφ1+α ≤ 0

}
, (6.1)

donde la ecuación se entiende en el sentido viscoso. Un primer problema abierto es
extender el principio del máximo de Alexandroff-Bakelman-Pucci hasta el primer
valor propio, es decir, pidiendo que c(x) < λ̄ en lugar de pedir c(x) ≤ 0, donde
λ̄ está dado por (6.1). Esto motivado por el hecho de que el cálculo hecho en el
Caṕıtulo 3, Corolario 3.1 permite que c sea positivo, mientras este sea pequeño y
el trabajo de Quaas y Syrakov [34]. Aśı podemos plantear la siguiente conjetura

Conjetura 6.1. El teorema 3.1 sigue siendo cierto si se reemplaza la condición
c(x) ≤ 0 por c(x) < λ̄ donde λ̄ está definido en (6.1).

Otro problema abierto es la desigualdad de Harnack para α > 0, problema que
no se pudo resolver en esta memoria. La principal dificultad que trae este problema
es la degenerancia del operador en cuestión, lo que no permite localizar con las
técnicas utilizadas para probar la Proposición 4.1. Si bien se sigue trabajando en
este problema y se sabe que el resultado es cierto para el p-laplaciano, no hay una
base sólida para poder asegurar que el resultado sea válido en este caso.

Conjetura 6.2. Supongamos que α > 0 y que F satisface (H1) y (H2). Sea
u ∈ C (Ω) solución viscosa no negativa de

F
(
∇u,D2u

)
+ b(x) · ∇u |∇(u(x))|α + c(x)u |u|α = f en Ω,

con f ∈ Ln (Ω). Entonces existe C = C (λ,Λ, n,Ω, α) tal que

sup
Ω
u ≤ C

{
ı́nf
Ω
u+ ‖f‖

1
α+1

n,Ω

}
.
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Al igual que en el Caṕıtulo 4, el Caṕıtulo 5 deja problemas abiertos para el caso
α > 0. Si bien la existencia de soluciones globales se conocen para el p-laplaciano
para todo p > 2 o equivalentemente para todo α > −0, ver por ejemplo [8],
nuestra demostración se basa en la compacidad de las soluciones, que sólo hemos
obtenido para α ∈ (−1, 0) y en un argumento de localización, el cual para el caso
α > 0 no se sabe hacer.

Conjetura 6.3. Supongamos que α ∈> 0 y que F satisface (H1), (H2). Sea
s > 1 + α, entonces para cada función f ∈ Lnloc (Rn), la ecuación

−F
(
∇u,D2u

)
+ |u|s−1 u = f en Rn,

posee al menos una solución.

En esta memoria se han aprendido técnicas que son aplicables a variados prob-
lemas no variacionales y extensiones de problemas clásicos. Daremos una breve
lista de problemas que pueden ser de interés para el futuro.

Un problema interesante es el estudio de regularidad superior para el oper-
ador dado en (1.1). Es bien sabido que el p-laplaciano satisface regularidad C1,β,
donde β = β(p), luego la pregunta natural es si en nuestro caso también se tiene
un resultado similar. Creemos que el caso α ∈ (−1, 0), es más sencillo, pues ya
se conoce regularidad Hölder, mientras que en el caso α > 0, aún no se conocen
resultados de regularidad.

Otro problema interesante de estudiar es una variación la famosa conjetura E.
de Giorgi. Esta sostiene que si u es una solución de la ecuación de Allen-Cahn

∆u+ u
(
1− u2

)
= 0 en Rn,

con ∂xnu > 0 y |u| ≤ 1, entonces los conjuntos de nivel {u = σ}, σ ∈ R son
hiperplanos si n ≤ 8. Hay una amplia literatura acerca de este problema, pero lo
que nos interesa estudiar, es una variación con M en lugar de ∆ y una hipótesis
adicional, la condición de Gibbons. Espécificamente el problema que nos parece
interesante estudiar es

M
(
D2u

)
+ u

(
1− u2

)
= 0 en Rn,

donde M puede ser M+ o M−, |u| ≤ 1 y

u
(
x
′
, xn

)
→ ±1, cuando xn → ±∞.

Si la condición de convergencia es uniforme, hay herramientas que permiten creer
que el resultado anterior es cierto. El caso general es una pregunta más compleja
y la vez más interesante.
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