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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OBTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: GONZALO DAVILA B.

FECHA: 12/08/2008

PROF. GUIA: PATRICIO FELMER A.
PROF. CO-GUIA: ALEXANDER QUAAS B.

ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE OPERADORES NO
UNIFORMEMENTE ELIPTICOS

El objetivo de esta memoria es el estudio de propiedades para una clase de ope-
radores totalmente no lineales, modelados por el p-laplaciano. La ecuacion aso-
ciada que se analiza es

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(x))|” + c(z)ulu]* = f en Q,

donde @ > —1, 2 C R" es un dominio acotado, b y ¢ son funciones continuas y
acotadas, f € L" (), F': (R"\ {0} x S(n)) — R es continua. Ademds, para toda
matriz simétrica X, F' satisface una condicién de homogeneidad F (tp, uX) =
t]* uF (p, X), vt € R\ {0}, p € R* y cotas [p|* M~ (X) < F(p,X) <
Ip|* M (X). Aqui M~ y M™ son los operadores extremales de Pucci. Este tipo
de operadores ya ha sido estudiado por Birindelli y Demengel y se conocen resul-
tados de comparacion, existencia para el problema de Dirichlet y existencia del
primer valor propio. El marco tedrico utilizado por Birindelli y Demengel es el
de soluciones viscosas, el cual es particularmente apropiado cuando se consideran
operadores totalmente no lineales no variacionales.

El primer resultado que se prueba es el principio del maximo de Alexandroff-
Bakelman-Pucci, siguiendo las técnicas utilizadas por Cafarelli, Crandall, Kocan
Y Swiech. A continuacion, se prueba la desigualdad de Harnack en el caso a €
(—1,0). Este resultado entrega regularidad interior de las soluciones. Inspirados
por FEsteban, Felmer y Quaas y a la compacidad obtenida en esta memoria se
procede al estudio de existencia de soluciones globales y explosion en la frontera,
para una ecuaciéon superlineal asociada.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de esta memoria es estudiar propiedades basicas de un operador
no variacional modelado por el p-laplaciano que viene asociado a la ecuacion

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu|V(u(z))|" + c(z)ulu|* = f en Q, (1.1)

donde o > —1, 2 C R" es un dominio acotado, b : Q>R ¢c: 0 —R
son funciones continuas y acotadas, f € L™ (Q2), F' : (R"\ {0} x S(n)) — R es
continua y S(n) es el conjunto de las matrices simétricas de n x n. Ademés F
satisface

(H1) F(tp,pX) = [t|" uF (p,X), vt€R\{0}, p€R".
(H2) Existen A > A > 0 tal que Vp # 0,V (M, N) € S*(n), N >0
Apl“tr (N) < F(p,M + N) = F(p,N) < Alp[*tr (N).

De ahora en adelante nos referiremos a (1.1) tanto por la ecuacién como por el
operador asociado F (Vu, D*u) + b(z) - Vu |V (u(z))|* + c(z)u|u|”. Propiedades
como comparacion y existencia de soluciones para el problema de Dirichlet ya han
sido estudiadas para estos operadores por Birindelli y Demengel en [4] y [7]. Més
alin se conocen ya propiedades acerca de los valores propios de estos operadores,
resultados que se encuentran en [5] y [6]. Al igual que en los articulos previamente
citados, en esta memoria las soluciones son consideradas en el sentido viscoso,
aunque por la forma (1.1) es necesario adaptar la nocién de solucién, pues no
podemos tomar funciones test cuyo gradiente es nulo en el punto testeado. Puede
ser de interés para el lector consultar [16], [20] y [24] para ver trabajos relaciona-
dos con operadores singulares. La nocion de solucion que usaremos se presenta
con detalle en el siguiente capitulo.

A continuacién daremos a conocer ejemplos de operadores que satisfacen (H1)
y (H2), los que pueden encontrados en [4]. Pero antes notemos primero que la



condicién (H2) implica que V (p, M, N) € R™\ {0} x §%(n),

p|* MrNT — |p|* AtrN™ < F(p,M + N) = F (p, M)

<
< |p|* AtrNT — |p|* MrN—,

donde N = N* + N~ es una descomposicién minimal de N en una diferencia de
matrices semidefinidas positivas. Esto implica que

(H27) p|* My (N) < F(p,N) < [p|" M{, (N) VN € S(n).
Aqui

MT(X) = M{(X) =AY e +A) e,

e; >0 e; <0
M_<X) = M;,A(X) = )\ZGZ —FAZGZ‘,
e; >0 e; <0

donde e; = e;(X) son los valores propios de la matriz simétrica X. Los operadores
MTyM™ son conocidos como los operadores extremales de Pucci. Ahora bien, si
denotamos Sy o(n) = Sy al conjunto de matrices simétricas de n x n con valores
propios entre A y A, es facil ver que para X € S(n)

M (X) = inf tr(XN),
NES}MA

MT(X) = sup tr(XN).
NeSx A

Para més detalles consultar [15]. Veamos ahora los ejemplos.

Ejemplo 1.1. Consideremos
F(p,N)=Ip|* M(N),

donde M puede ser M™* o M™. Este operador es importante, pues son las cotas de
los operadores que se estan considerando y por ende su estudio deduce propiedades
para la clase completa.

Ejemplo 1.2. En el caso del g-laplaciano, la hipdtesis (H2) se satisface con
a = q— 2. Esto debido a que el g-laplaciano se puede escribir como

F(p,N)=p|"?trN + (¢ —2) |p|" " (Np,p).

Ejemplo 1.3. Evans y Spruck en [20] consideraron la evolucion de los conjuntos
de nwvel por curvatura media, es decir, estudiaron



en R™ x [0,00). Notemos que el operador estacionaria asociado
(Np, p)

pl°
satisface las hipdtesis (H1) y (H2). (Ver también [16]).

F(p,N)=trN —

Y

El objetivo de esta memoria es probar nuevos resultados, inspirados en resul-
tados clésicos para el p-laplaciano y para el operador de Pucci. Uno se refiere
al p-laplaciano, pues este es el operador no lineal con forma de divergencia que
mas se asemeja al operador F' con el cual estamos trabajando. Esta semejanza
es sOlo eso, pues la estructura de divergencia del p-laplaciano, permite estudiar
dichas propiedades via integraciéon por partes y estas técnicas no son aplicables
para nuestro caso. El otro operador mencionado, el operador de Pucci, no tiene
estructura variacional, pero éste es uniformemente eliptico y ha sido bien estudi-
ado (ver por ejemplo [15], [17]).

Los resultados de esta memoria estan separados en tres capitulos. A contin-
uacion se dara una breve descripcién de cada uno de estos capitulos, resaltando
los resultados mas importantes que se han obtenido.

El Capitulo 3 se concentra en probar el principio del maximo de Alexandroff-
Bakelman-Pucci. Resultados de principio del méaximo para soluciones viscosas
se pueden encontrar en [11], [12], [13], [15], [14] y [36]. También es interesante
mencionar que Trudinger observé en [36] que el enfoque clésico utilizado para
probar el principio del maximo (ver por ejemplo [21], [1], [2], [3], [33]) en conjunto
con las herramientas entregadas por Jensen (ver apéndice en [17]) son suficientes
para probar el resultado en el caso @ = 0. En nuestro caso dicha afirmacion
sigue siendo valida, ajustando la demostracién encontrada en [14] junto con un
tratamiento especial en el caso en que el operador sea singular (a € (—1,0)). A
continuacién, procedemos a enunciar el resultado obtenido (Teorema 3.1).

Teorema. Supongamos que o > —1 y F satisface (H1) y (H2), entonces existe
una constante C' = C(vy,n, A\, a) tal que si f € L™ (Q) yu € C (Q) es una solucion
viscosa de

F (Vu, D*u) 4+ b(x) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® > f(z) en {0 <u},

donde ¢ < 0, entonces

supu < suput + C - diam (Q) Hf_”z?(xw(m)) :
Q 09

Andlogamente, existe una constante C' = C(v,n,\,«) tal que si f € L™ (Q) y
ueC (Q) es una solucion viscosa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® < f(z) en {0>u},
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donde ¢ < 0, entonces

supu” < supu” + C - diam (Q) Hf+Hﬁ?r+<u7)> .
Q a9

Aqui T" (ut) y T'F (u™) son los conjuntos de contacto de u™ y u™ respectiva-
mente. Ver el Capitulo 3 para la definiciéon exacta.

En el Capitulo 4 se pone interés en encontrar compacidad de las soluciones de
(1.1). Una forma cldsica de probar compacidad es demostrar primero la desigual-
dad de Harnack, la cual junto a un argumento de control de oscilacion, permite
obtener el resultado deseado [21]. Es bien sabido que el principio del maximo
junto a un argumento de localizacién permite la demostracion de la desigualdad
de Harnack en el caso de operadores lineales uniformemente elipticos de segundo
orden, resultado obtenido por Krylov y Safonov en [28] y [29], y demostracién
encontrada también en [21]. Esto también es cierto para el caso del operador ex-
tremal de Pucci, cuya demostracion se puede encontrar en [15]. Por otro lado
Moser probé este resultado en [32] basdndose no en la linealidad del operador si
no en un método iterativo (ver también [31]). Dicho método fue empleado pos-
teriormente por Serrin en [35] para obtener la desigualdad de Harnack para una
familia de operadores que incluye al p-laplaciano. El estudio de esta propiedad
en nuestro caso es no trivial, pues no se poseen las técnicas de integracién por
partes utilizadas en [32] y [35] asi como tampoco se tiene algin tipo de sublin-
ealidad como en [21] o [15]. En esta memoria se demostré el resultado en el caso
a € (—1,0), mientras que el caso o > 0 sigue abierto. A continuacién se enuncia
el resultado (Teorema 4.1).

Teorema. Supongamos que o € (—1,0) y que F satisface (H1) y (H2). Sea
u € C () solucion viscosa no negativa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u())|" + c(z)ulu|* = f en Q, (1.2)
con f € L™ (). Entonces existe C = C (X, A,n,Q, «) tal que
_1
supu < C’{infu+ ||f|;’51}
Q Q ’

La desigualdad de Harnack, permite encontrar regularidad C%, 0 < 8 < 1, de
las soluciones de (1.2), lo cual a su vez da compacidad. El resultado se expone en
el Capitulo 4 seccion 2.

El Capitulo 5 esta dedicado al estudio de una ecuacion superlineal asociada
al operador (1.1). Mas precisamente, nos concentramos en estudiar el operador

—F (Vu,D?>u) + |u)*", donde s > 1+ ay a € (—1,0). Esta restriccién sobre
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el parametro a viene dada por dos hechos, el primero teniendo que ver con la
regularidad interior de las soluciones (Teorema 4.2) y el segundo con el hecho de
que no sabemos localizar para el caso a > 0. El primer resultado, encontrado en
la Seccion 2, muestra existencia de soluciones en R™ para la ecuacion superlineal.
Este resultado es clasico en el caso del laplaciano, siendo estudiado por Brezis en
[10], en el cual prueba que para todo s > 1 existe un dnica solucién al problema
y en el cual no se piden condiciones de crecimiento a f en infinito. Este resul-
tado también se conoce para operadores elipticos cuasilineales, que incluyen al
p-laplaciano y ecuaciones parabdlicas, siendo estudiado por Boccardo, Gallouet y
Visquez en [8] y [9] respectivamente. En un contexto viscoso, Esteban, Felmer y
Quaas en [19] probaron que existia solo una solucién del problema, sélo suponien-
do integrabilidad local del dato. Este resultado se probé cuando se trabajaba con
el operdor de Pucci, que en nuestro caso resulta estar incluido en o = 0. Si bien,
en los resultados previos se pudo hablar de unicidad y positividad de soluciones,
en nuestro caso no es posible, dado la no linealidad que se tiene. Esto por un
lado impide el uso de la funcién de Osserman (utilizada en [10] y [19]) y por el
otro, el argumento standard de unicidad. Enunciamos entonces a continuacion el
resultado probado (Teorema 5.1).

Teorema. Supongamos que o € (—1,0) y que F satisface (H1), (H2). Sea s >

1 + «, entonces para cada funcion f € L} (R™), la ecuacion

—F (Vu,D*u) + [u* 'u=f enR",
posee al menos una solucion.

Finalmente, en la Seccion 3 del Capitulo 5, se prueba la existencia de solu-
ciones que explotan en la frontera, sin pedir crecimiento en el dato, inspirados en
el resultado obtenido por Esteban, Felmer y Quaas en [19]. Cuando el operador
en cuestiéon tiene forma de divergencia, es bien conocido que para problemas su-
perlineales se pueden encotrar soluciones que explotan en la frontera. Existe una
amplia literatura el respecto, ver por ejemplo, Keller en [26], Loewner y Nirenberg
en [30], Kondratev y Nikishkin en [27] y Del Pino y Letelier [18]. En lo que sigue
presentamos el resultado obtenido (Teorema 5.3), el cual requiere de una hipétesis
adicional, la cual se presenta en la Seccion 3 del Capitulo 5 y a la cual denotaremos
por (H3). Esta hipétesis se necesita para tener un teorema de comparacion.

Teorema. Supongamos que o € (—1,0) y que F satisface (H1), (H2) y (H3).
Sea s >1+a, f € L"(Q), con Q CR™ un abierto acotado de clase C*. Entonces
la ecuacion

{ —F (Vu,D*u) + [u|"'u = f en,

Jig o) = oo

posee al menos una solucion.



Observacion. Sibien la definicién de solucion viscosa que se presenta en el Capitulo
2 es para lados derechos f continuos, sin embargo creemos que es facilmente
extendible a f € L™ (). Los teoremas del Capitulo 5 que acabamos de enunciar
se demuestran en el caso en que f es continuo, pero tomando en cuenta lo anterior
pensamos que las demostraciones se pueden extender sin dificultad para el caso

feLrL(Q).



Capitulo 2

Notacion y Definiciones

En este Capitulo detallaremos la definicién de solucién y otras definiciones
necesarias para el estudio del operador (1.1).

Definicién 2.1. Sea Q@ C R™ un abierto acotado, a € (—1,00) y u € C(Q).
Diremos que u es una supersolucion viscosa de

F (x,u, Vu, D2u) = g(x,u),
en ) si para todo xy € ) se tiene

(i) O bien para toda p € C*(Q) tal que u — ¢ tiene un minimo local en xq y
Vp(xg) # 0 entonces

F (w0, u(x0), Vip(x0), D*p(x0)) < g(zo, u(wo)). (2.1)

(i1) O existe una bola abierta B (xo,d) C 2, § > 0 en la cual se tiene que u es
constante, u = C' y

0<g(z,C) Vx € B(x,9). (2.2)

Andlogamente, diremos que u es una subsolucion viscosa de
F (:c,u, Vu, D2u) = g(z,u),
en ) si para todo xg € ) se tiene

(i) O bien para toda ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ tiene un mdzimo local en xy y
V(zo) # 0 entonces

F (xo,u(xo),Vgp(xo),Dng(:co)) > g(xo, u(o))- (2.3)



(i1) O existe una bola abierta B (xo,0) C Q, § > 0 en la cual se tiene que u es
constante, u = C' y

0>g(x,C) Vz e B(xg,9). (2.4)

Observacion. Notemos que la definicién antes dada es la definiciéon entregada por
Birindelli y Demengel en [4], [5], [6], [7]. Tambien se puede consultar [16] para ver
definciones de solucion para ecuaciones singulares. Lo que es interesante resaltar
es que en el caso en el que el operador sea continuo, es decir, a > 0, entonces la
definicién que acabamos de dar calza con la definciéon usual de solucién viscosa.
Recordemos dicha definicién, entregada en [15].

Definicién 2.2. Sea 2 C R™ un abierto acotado, F' : 2 x R x R" x §(n) — R
continua y u € C(£). Diremos que u es una supersolucion viscosa en el sentido
usual de

F (x,u, Vu, D2u) = g(z,u),

en Q si para todo xy € Q, ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ tiene un minimo local en xy,
entonces

F (o, u(wo), Vip(o), D*¢(x0)) < glao, u(zo)). (2.5)
Andlogamente, diremos que u es una subsolucion viscosa en el sentido usual de

F (x,u, Vu, D2u) = g(z,u),

en Q2 si para todo o € Q se tiene p € C*(Q) tal que u — ¢ tiene un minimo local
en xo, entonces

F (o, u(wo), Vip(o), D*¢(x0)) > glao, u(zo)). (2.6)
El lema que sigue, prueba la afirmacién hecha en la observacién.

Lema 2.1. Sea F' : 2 x R x R" x §(n) — R una funcidn continua que satis-
face F (z,r,p,0) = 0 para todo (z,r,p) € Q2 x R x R™. Se tiene que u es una
supersolucidon viscosa (resp. sub) de

F (x,u, Vu, Dzu) =g(x,u) en (2.7)
sty solo st u es una super solucidn viscosa (resp. sub) de (2.7) en el sentido usual.

Demostracion:
Probemos primero que si u es supersolucion en el sentido usual entonces satis-
face (2.2). En efecto, lo inico que hay que notar es que si u = C' es constante en
B = B (=g, p) entonces para todo x € B, u es una funcién test y por ende satisface



(2.2), gracias al hecho que F'(z,r,p,0) = 0.

Veamos ahora la otra implicancia. Sea ¢ y ¢ tales que u — ¢ tiene un minimo
en B (xg,p) el cual se alcanza en z,. Es claro que si Vi (z9) # 0 no hay nada
que probar. Ahora si Vi (xy) = 0 definimos, para y € B (0,r) con r pequeno,
oy(x) = ¢ (r +y) y sea z, un punto de minimo de u — ¢,

Supongamos que para todo y € B (0,r) se tiene que x, = x(, entonces se tiene
que ¢ es constante en torno a xy. Luego u también es constante en torno a zy y
se prueba la desigualdad deseada (2.5).

Supongamos ahora que existe una sucesion de puntos y, \, 0, con y, # 0,
tales que z,, satisfacen Vo, (x,,) # 0. Luego, en dichos puntos se puede testear
la ecuacién para obtener

F (xynvu(xyn>7v¢yn (Ty,), DQ@yn(xyn» < g(wy,, u(zy,)).

Ocupando la continuidad de F' se concluye (2.5) en xo.

Finalmente, supongamos por contradiccion que para todo y € B se tiene que
xy +y = xo y u no es constante. Entonces, por definicién tendremos que

u(zy) — @y (zy) <u(x) —@, () Yye B(0,r) ,z € B(zo,p), (2.8)
pero como T, +y = o, (2.8) se transforma en
u(xo—y) —¢(xo) <u(z)—¢(x+y) Yye B(0,r) ,x € B(zo,p). (2.9)

Ahora en (2.9) tomamos © = 29+ hy y = —h — td donde t > 0, d es cualquier
direccién unitaria y h € B (0,7) para obtener

u(xo + h+td) —u(xg + h) < @ (z0) — ¢ (zo — td)

; vt >0, (2.10)
analogamente, tomando y = —h y © = xg + h + td obtenemos
u(xg+ h+td) —u(ze + h) - ¢ (g + td) — ¢ (x0) v > 0. (2.11)

t - t
Tomando limsup en (2.10) y liminf en (2.8) encontramos que

u(xg + h+td) —u(xo+ h)

0 > limsup

t—0 t

> lmint % (xg + h+td) —u(zo+ h)
t—0 t

> 0,



lo cual nos da la diferenciabilidad a lo largo de rectas de u entorno a xy. Lo an-
terior permite deducir que u es constante cerca de xg y por ende la contradiccion. Bl

El lema anterior es de vital importancia para probar los teoremas que siguen,
pues para operadores continuos (a > 0) se sabe aproximar soluciones viscosas
usuales por funciones de clase C?. Ademads para el caso en que se tiene un operador
singular (o € (—1,0)) se puede probar que las soluciones de la ecuacién (1.1)
satisfacen también una ecuacién con un operador continuo. Los detalles se precisan
méas adelante.

Observacion. Es bueno recordar que se puede trabajar en un contexto mas general,
en donde las sub y super soluciones son semi continuas inferiores y semi continuas
superiores respectivamente. Es asi como se trabaja en [4]-[7] y también en [17].
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Capitulo 3

La desigualdad de
Alexandroff-Bakelman-Pucci

En este capitulo se estudiard la desigualdad de Alexandroff-Bakelman-Pucci
para soluciones de la ecuacién (1.1). Para este estudio es de vital importancia
tener teoremas de aproximacion, es decir, poder aproximar la solucién viscosa
u € C () de (1.1) por funciones u,, € C?(Q) las cuales satisfagan la ecuacién
para u o alguna similar.

3.1. Preliminares

Como antes mencionado, es util poder aproximar las soluciones de nuestro
problema por funciones que posean mas regularidad. En el caso de ABP, también
necesitaremos control de los conjuntos de contacto.

A continuacion se define el conjunto de contacto de una funcién v y también
su supconvolucion ..

Definicién 3.1. Para w: 2 — R yr > 0 definimos

IM(w,Q)={ze€Q: Iptq wy)
IHw,Q)={x€Q: Jpe B, t.q wly)

w(z) + (p,y —x) Yy € Q},

<
<w(z)+ (p,y —x) Yy € Q}.

Definicién 3.2. Para € > 0, definimos la supconvolucion de una funcion u por

(o) = sup (uly) = -l =)

yEN

El siguiente lema trata de la convergencia de los conjuntos de contacto.
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Lema 3.1. Sea uj,j > 1, una sucesion de funciones definidas en €, donde
Q; Q. Supongamos que u; converge uniformemente a una funcion continua u
en cada €2,,. Entonces

i.- limsup,; ' (u;, Q) C T (v, Q).
i limsup; o [T (uy, Q)] < [T (u, Q).
ii.- lmsup;_ T (u;, Q) C TF (u, Q).

Los proximos lemas son los que permiten aproximar las soluciones. En términos
generales, el procedimiento es el siguiente: Se toma la solucién w y se contruye
su supconvolucién u. la cual posee primera y segunda derivadas (en el sentido
de distribuciones). Luego a u. se le convoluciona con una familia regularizante
standard y se prueba que la regularizada de u. satisface una ecuacién similar a
(1.1), en términos que se detalldn con precisién a continuacion.

Lema 3.2. Sea Q2 acotado, u € C (ﬁ) y u® su supconvolucion. Entonces

.- u® es Lipschitz en €.
it.- u® — u uniformemente en ) cuando € \, 0.

iii.-  Eziste una funcion medible M : Q — S(n) t.q.
ue(y) = (@) + (Du(e),y — ) + 5 (M(@)y — 7).y — 7) + 00y,
c.t.p. € Q, donde 0,y = o |z — y|2)
w.- M(z) > —11
v.- Si ug es una reqularizacion standard de u, entonces DQU;(@") > —%I Y
D?u(z) — M(z) c.t.p. en Q cuando n — 0.
Lema 3.3. Si u es una subsolucion viscosa de
F (a:,u,Du, Dzu) = f(z) en Q,
y las funciones f y F' son continuas, entonces

F(a",u(z”), Du(z), M(z)) < f(27) ctp. x €9,

(lull ooy ) >

donde x* € Q es cualquier punto t.q.

1
u(w) = u(a") = o |" = 2l

y para 0 >0, Qs = {x € Q: dist(x,00) > d}.

Las demostraciones de los lemas anteriores se pueden encontrar en [14]. Tam-
bién se sugiere ver [23].
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3.2. La desigualdad de Alexandroff-Bakelman-
Pucci para a > —1

En este seccién estudiaremos la desigualdad de Alexandroff-Bakelman-Pucci.
Dividiremos la demostracién en dos casos. El primero trata con a > 0, el cual nos
da el derecho de ocupar los lemas de aproximacion, dado que el operador asociado
es continuo. Esta demostracién utiliza una técnica de integracién, la cual se puede
ver para el caso o = 0 en el trabajo de L. Cafarelli, M. Crandall, M. Kocan, A.
Swiech [14].

Proposicién 3.1. (ABP para el caso a > 0)
Supongamos que F satisface (H1) y (H2), entonces existe una constante C' =
C(v,n, A a) tal que si f € L™ (Q) yu € C () es una solucidn viscosa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® > f(z) en {0 <u},

donde ¢ < 0, entonces

supu < suput + C - diam (Q Hf ||]£I‘(’F+ )
Q 80

Analogamente, eziste una constante C' = C(y,n, A, ) tal que si f € L™(Q) y
ueC (Q) es una solucion viscosa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu|V(u(z))|" + c(z)ulu|® < f(z) en {0>u},
donde ¢ < 0, entonces
supu” < supu_ + C - diam (2 Hfﬂ‘;“m
) o9
Demostracion:

Demostraremos solo una de las desigualdades, pues la otra sale del hecho de

que Mt (=X) =-M" (X).
Supongamos primero que u € C*(Q2) N C (), y sea
supu — supu™

Q 09
diam (2)

g =

Para r < 79 sea p € B, y 2 € Q un punto de maximo de u(x) — (p, x), es decir,

u(z) — (p,z) < u(d) — {p,&) Vo € Q o equivalentemente
uw(r) —u(z) < (p,x—2) Vo €.
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Se sigue que

supu —u(z) < |p| diam(Q)
Q
< r-diam(Q)
< 1o - diam(£2)
= supu—supu’.
Q 20

Luego si r < ry es cercano a ry se obtiene

(ro — 1) - diam (Q) +supu™ < u(z).
20

En particular € Q y 0 < u(). Luego se tiene que

Vu(i) =p

D?*u(2) <0

y més aun se concluye que, para 0 < r < rg, [/ es un subconjunto compacto de
2. Ademés, se tiene que

B, = B,(0) = Du (T} (),

D*u(x) <0 Vo €T (u) C {0 <u}.

Luego, para k > 0

_n_ n_ —an\ -7
(175 + w5 pf75) " dp
Br

< / <]Vu|% + kAT |Vu|m)1_n |det (D*v)| da
Trf (u)

_n_ n —an\ 1—n t D2 "
< / (!Vu]n—l + KT |Vu\n—1> (—M> dx .
It (u) n

(3.1)
Ahora notemos que

(1+a)n

(1Vu@)= + 575 [Vu(@)] 7)™ = [wu(@) (1Vu(@)] 5 4 xe)
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lo que implica que

_n_ n —an\ 1-n t D? "
It (w) n

_n_ n —an\ 1—n t D2 "
/ (ywn—l + KT |Vl ) <—M> dz.
T (u)\{ V() =0} "

Gracias a lo anterior, solo nos preocuparemos de los puntos donde el gradiente de
u es no nulo.

Ahora observemos que
D?*u < 0en I'"(u),
y acotando b(x) < v se tiene que u satisface
[Vu|™ (=X tr(D*u) — v |Vu|) < —f en I'"(u).
Ahora, si Vu(z) # 0 para € I'"(u) entonces

(~A- tr(D?u(2)) — 7 [Vu@))) < —f(z)[Vule)| ™ enT*()
< f(@)|Vu@)] ™ enT*(u),

tr(D2u)

Luego ocupando (3.1), denotado D = (— ) y la desigualdad anterior

n n —an\ 1—n n n —an\ 1—n
[ (4w =) < [ (19l vl ) D
B, Iy (u)

1
<
T nnAn

n n —an\ 1—7n n
/F+( | <|Vu|ﬁ + K1 |Vu|ﬁ> (v IVu| + f~ [Vu| ™) da.

Ahora notamos que
n n —an 1-n —a\ "M
(ywym e ) (IVul + £~ |Vu )" <
n n —an 1-n — n n n —an n—1
<|Vu|m + KT |Vu|m> (7" + @r > (|Vu|ﬁ + KT |Vu|ﬁ> .

Asi, simplificando, obtenemos

_n_ _n_ —an 1-n n a x "
/ (‘p’n—l + Kgn-1 ’p| n—l) dp S / <f>/ -+ M) d.Z' (32)
B, T (u) .

Notando ahora que (a + b)* < 28~1(a* + b*) implica

1 _n_ n —an
2 — < (P17 + 17T pl ).
" + & |p]
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gracias a (3.2) se tiene que

22-n n(a+1) 1
———~Wn In (r + 1) = 22_n/ n —an dp
n(o+1) K" B, [p|" + £ |p|

< [ (e ) dp
B,

: /ri(u) (w " (f'i#) .

donde w,, es la medida en R™ de 9B(0, 1). Tomando ahora k = || f~ HLn(r:r(u)) JA#

0 y haciendo la sustitucién exponencial concluimos que

r<cllf| (3.3)
donde C' = C(v,n, A\, «). Tomando r /" ry y recordando que

supu — supu™

0= (ag) ;
se obtiene
supu < sup ut +C - diam () || f~ ||Z‘:1F+ )
< supu’ + O diam () || £~ ||§i1r+ (w)
= supu’ +C - diam (Q) [|f~ (-

Veamos ahora la aproximacion. Gracias al hecho de que o > 0y (H1) se tiene
que F' es continua, luego acuerdo al Lema 3.3 se tiene c.t.p. que

F (Vu', D*u) + b(z) - Vu© |V(u(2))]" + c(z)u® |[u']* > f., en Qz(auuu )2
donde
fol@) = sup { f) | o =yl < 2(clull )"}

y D?u(x) = M(z) es la segunda derivada c.t.p. dada por el lema Lema 3.2.
Recordando que u® — wu uniformemente, se tiene que si r < ro(u) y € es sufi-
cientemente pequeno, entonces r < ro(u®) y ') (uf) permanecera contenido en un
subconjunto compacto de €.

Si (3.1) sigue siendo cierto con u® en vez de u, entonces se obtendrd (3.2) con u®
en vez de u y f. en vez de f. Tomando ¢ \, 0, utilizando la continuidad de f y
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el Lema 3.1 se concluye. Luego solo resta probar que (3.1) es cierto con u® en vez
de u. Para esto, sea u; un regularizacién standard de u® y notemos que (3.1) es
cierto para u;. En virtud del Lema 3.1 (i77) y el Lema 3.2 (v) y

—é < DQuf7 <0 enT) (u;) ,

se garantiza la convergencia, y por ende se tiene (3.1) para . B

Ahora estudiaremos el caso a € (—1,0). A priori no se puede utilizar el lema
de aproximacion, pues este operador resulta ser singular. Para saltar este escol-
lo, basta notar que las soluciones de la ecuacién son soluciones también de una
ecuacion cuyo operador es continuo. Este hecho se retrata en el siguiente lema.

Lema 3.4. Sea 2 C R™ un abierto acotado y u solucion viscosa en €2 de
|Vul* M* (Dzu) +m |Vu]a+1 + 72 |u|°‘Jrl > f, ae(—=1,0), <0, (3.4)
entonces, v =u — oxy, o > 0 es solucion viscosa en ) de
(IVv] + 0)* M (D*0) + 3 (Vo] + o)™ + 72 (o] + o - diam (Q))*T > f.
Analogamente, si u solucion viscosa en §2 de
[Vu|* M~ (D*u) — % V"™ — 3 [u|* < f, a e (~1,0), f>0,
entonces, v =u — oxy, o > 0 es solucion viscosa en §2 de
(IVv] + 0)* M~ (D*0) =y (| Vo] + 0)* ™ =3 (Jv] + o - diam (Q))*" < f. (3.5)

Demostracién:
Sea p € C? () y xg € Q tales que v > ¢ y v(zg) = p(xg). Lo anterior equivale a
u> @y u(zg) = @(xg) con @ = ¢+ oxy. Como u es solucion de (3.4), entonces

[V @(0)|* MF (D*@(w0)) + 71 [V@(0)|* " + 72 [@(0)|*T = f (o)
o equivalentemente

V(o) + oer|* MT (D*p(x0)) + 1 [Veplao) + aer|* T +
Y2 |p(0) + o1 | > f(xo).

Ahora bien, como « € (—1,0) se tiene que

Vo +oe)| < |Vy|+o,
(IVe+oe)*™ < (V| +0)*™
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lu+ a1 |*™ < (|Ju] + o - diam ().
Entonces, si M™* (D?*p(xq)) < 0, se concluye
(Vg (o) +0)* M* (D*p(0)) + 71 (IVeplo)| + o)™ +

v (J@(xo)| + o - diam (Q2))* > |Vp(x) + oey|* MT (D>p(z0)) +
M [Vo(wo) + oer|* T + 72 (o) + o1 | T > f(zo).

Finalmente, si M™ (D?p(z0)) > 0, se tiene que

(IVg(0)| + o) M (D?p(0)) + 11 (|Vp(20)| + ) +
72 (|o(zo)| + 0 - diam ()" = 0 > f(),

lo que concluye la demostracion. El caso con M™ resulta al tomar —u.H

En lo que sigue, estudiaremos la desigualdad de ABP para u, solucién de (3.4)
la cual podemos aproximar bien, en el sentido que tenemos una buena ecuacion
asociada a las aproximantes. Después de esto se pasa al limite con o y se obtiene
el resultado deseado.

Proposicién 3.2. (ABP para el caso a € (—1,0))
Supongamos que F' satisface (H1) y (HZ),_entonces existe una constante C' =
C(y,m, A\, «) tal que si f € L™ (Q) yue C (Q) es una solucion viscosa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® > f(z) en {0 <u},

donde ¢ < 0, entonces

supu < suput + C - diam (Q Hf ”ﬁ?ﬁ(m
Q 89

Analogamente, existe una constante C' = C(y,n, A, ) tal que si f € L"(Q) y
ueC (Q) es una solucion viscosa de

F (Vu, D*u) + b(x) - Vu|V(u(2))|* + c(@)ulul* < f(z) en {0>u},
donde ¢ < 0, entonces

supu” < supu” + C - diam (9 Hf*H;"‘H
Q

o0
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Demostracion:

Al igual que en el caso a > 0 sélo desmotraremos una de las desigualdades,
pues la otra sale del hecho de que M* (=X) = - M~ (X).

Supongamos primero que, c¢(z) = 0, v € C2(Q) N C (Q) y sea ry = ry para
v como en el Lema 3.4. Es facil probar (ver demostracién de la Proposicion 3.1)
que para r < 19, I} (v) es un subconjunto compacto de Q y

B, = Br(()) = Dv (F;r (U)) y
D*v(z) <0 en T (v) C {0 <v}.

Luego

n n —an 1-n
| (ol + 071 4 57 1+ 0)7°1) <

T

_n_ n —an\ 1-n tr (D? n
[ (90w v+ ) (2P g,
rr(v)

n

Notando que

n

(_M)n < (Y(IVul+0) + f ([Vu| +0)7)",

y procediendo como en la Proposicion 3.1, se encuentra que

/T ((lpl + )77 + 75 (Ip] + 0)) dp < /W (w + M) i

,{/n
(3.6)
Tenemos que I'"(v) C I'"(u) para todo o > 0, donde

I't(v) ={reQIp, t.quly) <v(x)+ (p,y —z) Yy € Q}.
En efecto, sea x € T'"(v) entonces existe p tal que
v(y) <v(z) +(py—2) VyeQ
lo que equivale a

u(y) —oyr <wu(x) —oxy + (py —z) YyeQ

y asi

u(y) < u(r) <wu(r) +(p,y—z) Vy€Q,
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donde p = p + ey, por ende x € I'"(u). Luego de (3.6) se tiene

/B,. ((Ip! + o)1 + k7T (|p| + 0) Z“T>1_n dp < /ri(w <7n i U/ﬁ#) d.

Es ahora cuando pasamos a la aproximacién tal y como en caso a > 0. Una

vez terminado el proceso de aproximacion se procede a eliminar o de la integral

tomando limite cuando o \, 0. Notando que v = v, — wu uniformemente y por
v u L .

ende r§ — r{, es facil probar que

n n —an\ 1—n
lim 1, =/ (IpI"*1 + k7T |p| "*1> dp,
0 B,

o—

donde .
| (o +0)™ 4w (ol 4 )7 )y

y luego se concluye argumentando como en la Proposicién 3.1.1

A modo de resumen, podemos enunciar el teorema que ha sido probado medi-
ante Proposiciones 3.1 y 3.2.

Teorema 3.1. (Desigualdad de Alezandroff-Bakelman-Pucci)
Supongamos que o > —1 y F satisface (H1) y (H2), entonces existe una constante

C=0C(y,n,\ ) tal que si f € L"(Q) yu e C (ﬁ) es una solucion viscosa de
F (Vu, D*u) 4+ b(z) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® > f(z) en {0 <u},
donde ¢ < 0, entonces

supu < suput + C - diam (Q Hf ||£Z‘(’F+(u+
80

Q

Analogamente, existe una constante C' = C(y,n,\,a) tal que si f € L™(Q) y
ueC (Q) es una solucion viscosa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(z))|” + c(z)ulu|® < f(z) en {0>u},

donde ¢ < 0, entonces
supu <supu~ + C - diam (£ H]”JFH;D‘FJr

o0

A continuacion un corolario que alude a la posibilidad de tomar ¢ positivo.
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Corolario 3.1. Supongamos que a > —1 y F satisface (H1) y (H2), entonces
existe una constante C = C(vy,n,\, ) tal que si f € L™ (Q) yu € C(Q) es una
solucion viscosa de

F (Vu, D*u) 4+ b(x) - Vu |V (u(z))|" + c(z)ulu|® > f(z) en {0 <u},

donde ¢ < £ con € pequeno, entonces

supu < suput + C - diam (Q) || f~ ||;?r+ ut))
0 a0
Demostracion:

Consideremos nuevo lado derecho g = f — 4o |u|*™" < f — e(z)u|u|®, donde
72 = |l¢]| .. Ocupando el Teorema 3.1, tenemos que

a+1

supu < suput + C - diam (Q Hg ||Ln(r+ (wt))

Q o0N
1

< supu +Cdiam () (|7 vy 20 ngergury) ™

1
< S;Qp ut 4+ C - diam () <Hf_||Ln(1"+(u+)) +Cie HuHaH) o

. _1
< supu’ + Cadiam () (1[5 uey +=7 l.).

luego si € es pequeno, podemos concluir

a+1

supu < suput + C - diam (Q Hf HL" (T (u)) - .l
o0

La pregunta natural es si basta con que ¢ < Ay, donde A\; representa al primer
valor propio del operador definido en [6] y [7]. Esta pregunta se discute con mas
detalle en el Capitulo de Conclusiones.
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Capitulo 4

Desigualdad de Harnack para el
caso o € (—1,0)

En este capitulo estudiaremos la desigualdad de Harnack en un caso especial
a € (—1,0). En la demostracién presentada en este capitulo es vital el hecho de
que si bien el operador es singular, sus constantes de elipticidad no se vuelven
nulas. El caso del operador degenerado @ > 0 sigue abierto.

4.1. Desigualdad de Harnack

Antes de comenzar demos una definicién que nos ahorrara notacién mas ade-
lante.

Definicién 4.1. Para vectores x,y € R"™ definimos la matriz simétrica x ® y €
S(nzxn) por

TRy =Ty + Ty 1,] € {1,2,...,n}

La siguiente es una proposicion analoga a la que se puede encontrar para
operadores lineales elipticos en [21]. Més atin las técnicas utilizadas son similares.

Proposicidén 4.1. Sea u € C' () y supongamos que u es solucion viscosa de
F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu|V(u(2))|” + c(z)ulu|® > f, fe€L"(Q).

Entonces, para toda bola B = Bogr(y) C Q yp > 1 se tiene
7 1
sup u < ¢ (/ (u+)p) + ||f||z:(13) ) (4.1)
B (y) B
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Demostracion:

Encontraremos la cota deseada ultizando el hecho de que u satisface
V| MT (D) + 31 [V (0)|[*T + 40 [ul*T > f

en , donde 1 = [|b]|, ¥ 72 = |l¢]|.. Supondremos que B = B1(0) y A = 1. El
caso general sale de considerar la transforamcién z — (z — y) /2R. Supondremos
también que u € C? () N C (Q).

Definimos, para o > 0y # > 1 las funciones

us(r) = u(z)—ox,
2\ 08
n(x) = {él_m) e b
si no
y
Vg = NUg.

Ahora estudiaremos la ecuacién que satisface v. Si bien, a priori se podria intentar
encontrar una ecuacién con el operador original |Vv,|* M* (D?v,) resulta mucho
m4s comodo simplemente estudiar M (D?v,). Llamando

[ =M (Y, & Vi +u, D).,
se tiene que
M* (D*v,) > gM* (D?uy) + 1

a+1
>

1 (Vo + 0)" " + 72 (Jue| + o - diam (2))
(Vig| +0)°

pues en virtud del Lema 3.4, u, es solucién de

+1, (4.2)

(IVv] 4+ o) M (D*0) + 71 (|Vo] + 0)* + 30 (Jo| + o - diam () > f.

Notemos ahora que en I't = I'"(v,), el conjunto de contacto de v, superior en B,
se tiene que u, > 0 en I't y ademds por la concavidad de v, en I'" se tiene que
(ver [21])

Vu,| <2(1+75) nféu(,
de donde

—

(|Vu,| +0)* < (2 (1+0) n_%ug + a)
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y entonces
—(Vul+0) " 2 = (2004 @) n Sus+a)

Luego, utilizando esto en (4.2) se tiene que en T'"

R a+1
o U+ (o] + 0 - diam ()

M+ (DQUU) = 1 a - 2’71(1 + 5)7]1_%'“0 + ]7
(2 (1+8)n Pu, + 0)

donde C' = C(A, n, 3, a,71,72). Ahora notemos que I > I; + I donde

L = M~ (Vu,,@Vn),
[2 = M- ('LLUD277).

Acotemos los términos I; e Iy en I'T.
I, = u,M™ (D)
8—1 B-2
uo (=20 (1= 12P)" (0= 1) +48(8 = D) ALl (1= o))

—Cu, (1— |27
= _0/00'77_?27

v

con C sélo dependiendo de n, 5, A. Andlogamente se tiene que
L=M (Vu,® V) > —Cuogn 7,

con C' sélo dependiendo de n, 3, A. Asi, hemos encontrado la siguiente desigualdad
en I'"

+ 1 (|ug| + o - diam (Q))O‘+1

(2(14—5)n—%u04-a)“

_271<1 + ﬁ)nli%ua - 021)077%27

M+ (_D2Ua-) 2 _0177 |f|

entonces ABP (ver por ejemplo [15]) aplicado a v, nos entrega

nf +n(Jus| + o - diam (€)'
(2 (1+B)n Fuy + a)a

1 —2
sup vy < C —l—'r]l BUy + VN B ,
B

n,B

con C' solo dependiendo de a, S, n, A, 71 y 2. Ahora levantamos la restriccion
ueC*(Q)nC (Q), aplicando el mismo argumento que en la Proposicion 1y
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luego tomamos o \, 0 para obtener

1+a/B+a o B
B Ve n.B n,B n,B
1+a/B+a _ o B
e I e e T e e I
v n,B n,B n,B n,B
1+a/B+a B
< C’{ T + oty }
Ve n.B n,B
1+a/B+a 1-2/8
< C{ T + (Sup@*) H(u*)% }
Ve n.B B n,B

Lo anterior se debe a que
ya que

Escogemos ahora 3 = 2n/p con p < n y usamos el hecho que para ¢ > 0

1-2/p
(sup v+) <esupvt + 51_5/2,
B

con lo cual se tiene que
pitalsta g

Ua

s%pv < C’{||u+||p+ ’

n,B }

Notemos que podemos tomar ( tal que

(6%
1+=4+a2>0
B

o equivalentemente

p < 2n(l+a)

n,B}
c{||u+}|p+ (supv)_ Han,B}
B

c {Hu*llp + (supv) T+ 17115 } €0,
B

donde a* = —1/a > 1. De esta forma

f

e

B

supv < C{”u*“p%— ’

IN

IN
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donde § = —1/a y ¢ son tales que

o equivalentemente

a+1

Escogiendo ¢ adecuado (que permanece independiente de u) se concluye el resul-
tado. B

Denotaremos por K;(xy) al cubo abierto en R™ centrado en z con lado de

largo [, es decir,
- A

i=1
Los siguientes lemas son esenciales para la descomposiciéon en cubos y para poder
estimar ||u||;,. Se pueden encontrar en [21].

Lema 4.1. Sea Ky un cubo en R", w € L' (Ky) y para k € R fijemos
I'y={x € Ky t.q wx)<k}
Supongamos que existen constantes positivas 0 < 1 y C' tales que

sup (w—k)<C
KoﬁKgr(z)

cada vez que k y K = K, (z) C Ky satisfacen

Te N K| >0|K]|.
Entonces, se sigue que para todo k
10g(!Fk\/\KoD)
sup(w—k)<C|(1+ . 4.3
Kf( ) ( log (6) (43)

Lema 4.2. Sea Q un dominio en R™. Entonces, para todo p > 0 y f tal que
|fIP € L' (Q) se tiene

Mwsrﬁéuw, (4.4)

L= [ e (45)

0
donde

plt) = pp(t) = {z € @ t.q. [f(x)] > }].
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La siguiente proposicién nos da una estimacién precisa de |ju||,, en funcién
del infimo de wu.

Proposicién 4.2. Sea u € C () solucion viscosa de
F (Vu, D*u) 4+ b(z) - Vu |V(u(z))|" + c(z)ulu|* < f en Q, (4.6)

donde f € L™ (). Supongamos ademds que u es no negativa en una bola B =
Byr(y) C Q. Entonces

1/p
(/ up) gc{fnfu+uf|
Br Br

donde p, C' son constantes positivas solo dependiendo den, o, A, A, R, b y c.

ETJ{(IB)} ) (47)

Demostracion:

Procederemos como en [21] y como en la proposicién anterior, es decir, encon-
traremos la cota deseada utilizando el hecho de que u satisface

Vul* M™ (D*u) = [V (@) =z ju*T < f

en ), donde v, = [|b]l, ¥ 72 = ||c[|.. Supondremos inicialmente que B = B;(0),
ueC?*(Q)NC(Q) y A= 1. Definimos

us(z) = wu(z)—ox,
1
Uy = ua+€+Hf’;z,+Bla
w, = —log(u,) y
Vo = MW,

con 1 como en la Proposicién 4.1 y € > o - diam (£2). Se tiene que

1
Vwc, = — TVEJ

Uy

1
D*w, = —— D?*u, + YVw, @ Vuw,.
Us

Aqui nuevamente estudiaremos una ecuacién para v, que solo involucra a M.

Asi, definiendo

I =M~ (Vw, ® V) +w,D*n+nVw, ® Vu,),
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se tiene que

M* (D*,) > M* (—iD%U) s

Como u es solucién de (4.6), por el Lema 3.4 (segundo caso), se tiene que u, es
solucién de

(IVug| + 0)* M~ (Dzuo) — v (|[Vue| + 0)a+1 —
Y2 (Jto| + 0 - diam (2))** < [f],

en ). Luego
M (Do) > gL (Tt )™ 4 (| + - diam (@)
Uy (|Vug| +0)®
y asi
uy| + o - diam (Q))*™ Uy| + o
Mo (D) > Lt el oo @ el ey
Ahora, al igual que en la Proposicién 4.1, en I'*(v,) se tiene que
Vw,| < Cn~ P
es equivalente a
Vi, < Cn~Pw,t,
de donde
Vu,| < CnYPw,iiy, + o
en consecuencia
(IVuo| +0)™* < C(n YPw,i, +20) "
Luego, en I'* (v,) tenemos que
a+1
M* (D*v,) > lf’ +Z: ((’ui’/;wju:lfglg()%)) —1n|Vw,| — u% + 1
a+1
> —ylfl +Z: E'“i'/;wjuffg;(ﬁ” — | Vu|* — 1 - ﬁ% +1.
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Notemos que I > I; + I, donde,
L = weM™ (D277) )
L = M (Vw, ® Vi +nVuw, ® Vu,)

y € es cualquier real positivo. Acotaremos I e I

Ahora escogemos, 3 de la siguiente forma

donde 0 < p < 1, lo que nos garantiza que M~ (D?n) > 0 fuera de la bola de
radio p, por lo que
weM™ (D) > —c1vsXB,(0), (4.8)

donde x4 denota la funcién caracteristica del conjunto A.

Sea ahora N € S;(n) = S1a una matriz simetrica con valores propios en
(1,A) y recordemos que (z, Ny) define un producto interno. Anotemos en lo que

sigue ||, = \/(z, Nx) y notemos que para x € R” se tiene
tr(N-w®w) = (w, Aw) .
Asi, ocupando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y Young obtenemos
i (N (Vi @ V)| < [Vl [Vl

1
< 2 L 2
sn |[Vwey |y + o IVl
1
= snltr (N (Vw, @ Vw,))| + % ltr (N (Vn® Vn))|,

donde s es cualquier real positivo. Ademds por definicién, para cualquier N € & 5
se tiene

I, > Ngg,[\ tr (N (Vw, ® V) + tr (N (nVw, ® Vw,))
> Nle%gA — }tr (N (Vw, ® Vn))‘ +tr (N (nVw, ® Vw,))
1
>  fnf —— —
> Ngéfl’!A Sntr (N (Vn®Vn))+ (1= s)tr (N (nVw, @ Vw,))

> M” (—% (Vn ® Vn)) + M~ ((1 = s)nVw, ® Vw,) .

Veamos ahora la positividad del siguiente término

J =M ((1=s)nVw, ® Vw,) — &n|Vuw,|”.
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En efecto, notemos que

J = _inf ntr(((1-s)N —¢ld) (Vw, ® Vw,))
NeSy A
=7 Nle%fl‘,[\ tr (A(Vw, ® Vw,)),

donde Id es la matriz identidad en R™ y A esta definida por A; ; = (1—s)N; j—e0d; ;.
Notemos que que escogiendo s = s(A) y € = £(A) adecuados la matriz A es una
matriz simétrica definida positiva. En consecuencia

J =M ((1 =s)nVw, ® Vw,) — en |[Vuw,|* > 0. (4.9)
Por otro lado
28-2
1 (1 —lal*)
—(Vn@Vn),, = 48%xx;
0 J L= P’

= 462xixj (1 . |ac|2)ﬂ_2

entonces

M~ (—% (Vn® vn)) >y, (4.10)

donde Cy es una constante dependiente sélo de 3, n y €. Finalmente de (4.8),
(4.9) y (4.10) llegamos a la siguiente estimacién

1+ 72 (o] + o - diam (€)™

MT (D*vy) > —Ch - C',i — C1usxB,(0) — Co,

Uy (= YPw,t, + 20)" Uy
(4.11)
por lo que aplicando ABP a (4.11) obtenemos
|+ (Juo| + 0 - diam (2))*" +
i =¢ HU Uy (™Y sty +20)° T4 . + [lez H”vBP(O) i
(4.12)

Notemos que en este punto podemos levantar la hipdtesis de regularidad sobre u
via aproximacion, tal como se hizo en la Proposicién 3.1. A continuacion , tomando
o\, 0 en (4.12) y gracias a la convergencia uniforme de u, a u, obtenemos

1+a/B+a a+l
n f n |ul +
supv < C — T == +||U H +1

B altagpe B ua+1n7@wa B n,B,(0)

I+a/f+a 45 +a
n f ne N
< C pltagpe + e + HU Hn,BP(O) +1
n,B n,B
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1
14+a*

- a/f+a
apo < e (o) " ([l o) 1 1}
< C { (Slllgpv> + H”Jr”n,Bp(o) + 1} ’

asi, ocupando la desigualdad de Young, obtenemos

Tomamos ahora G > con o = —1/a, asi

f

,aa—l—l

* 1. 4.1
upo < C {50+ 1) (413

Para facilitar la eventual aplicaciéon de procedimiento de descomposicién de
cubos, pasamos de bolas a cubos. Recordemos que para y € R" y R > 0, Kr(y)
denota el cubo abierto de centro y y largo 2R. Si p < 1/y/n, tenemos que K, =
K,(0) CC B y luego por (4.13) se obtiene

Sup v < C{H“+Hn,f<p(0)+1}

< C {supv+ ‘K/ﬂl/n + 1} ,
B

donde K = {z € K, t.q. v > 0}. Definiedo 0 = (2(2p)C) ", tenemos que si

K+
‘ P ‘ S 97
K|
con C' la constante de (4.13), entonces
supv < 2C.
B

Verfiquemos entonces la hipétesis del Lema 4.1. Escojamos ahora p = 1/3n y

fijemos ¢ como arriba. Usando la transformacion z — p*==, considerando K =

K,(2) tal que Bs,.(z) C B, obtenemos que si |K*| < #|K]|, entonces

supw < C, (4.14)
Ksr

donde C' = 2C. Luego aplicamos el Lema 4.1 con § = 1 — 6, Ky = K,(0) y
p = 1/3n. Ademds notemos que (4.14) sigue siendo cierto si se reemplaza w por
w — k, con k > 0. Sea ahora

e = {x € Ky t.q. a(z) > t}|,
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y notemos que tomando t = e*

He = Fka

Con I'y definida en el Lema 4.1. Como consecuencia, por el Lema 4.1, despejando
la ecuacién (4.3) se desprende que

’ITLH
< inf —
,Ut_O(lflgoft) :

con k = —1/log (§). Ahora aplicamos el Lema 4.2, ecuacién (4.5), para obtener

con p=r/2
p
/ ()P <C (inf a) :
B Bp

P

con p < 1 arbitrario. La desigualdad (4.7) se obtiene de maneria directa de esta
ultima estimacién tomando € N\, 0 y ocupando un argumento de recubrimiento.ll

Finalmente podemos enunciar nuestro teorema de desigualdad de Harnack, el
cual, gracias a las proposiciones anteriores es facil de probar.

Teorema 4.1. Harnack para o € (—1,0)
Supongamos que F satisface (H1) y (H2) y sea u € C () solucion viscosa no
negativa de

F (Vu, D*u) 4+ b(z) - Vu |V(u(@))|* + c(z)ulu|” = f en €, (4.15)
con f € L™ (). Entonces existe C = C (X, A,n,Q, ) tal que

_1
supu < C {igfu + | fllo5 } : (4.16)
Q k)

4.2. Regularidad C”

Como era de esperarse, la desigualdad (4.16) indica regularidad de las solu-
ciones de (4.15). Hay que recalcar que la regularidad Holder ya habia sido estu-
diada en [4] y en [6] para el problema de Dirichlet. La regularidad que aqui se
encuentra es regularidad interior y no utiliza la regularidad del dominio, la cual
es un hipdtesis importante para [6] y [4]. All{ se ocupa la funcién distancia y un
argumento de comparacion para obtener propiedades de regularidad para u, de
hecho se obtiene regularidad Lipschitz para el problema de Dirichlet.

Para demostrar la regularidad se procede de manera clasica. Se detalla a con-
tinuacién un lema preparatorio que se encuentra en [21].
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Lema 4.3. Sea w un funcion no decreciente en el intervalo (0, Ry| que satisface
w(TR) <qw(R) +o(R),

donde o es una funcion no decreciente y 0 < ~v,7 < 1. Entonces, para todo
p e (0,1) y R < Ry, se tiene

B
w(R) < C ((R%) w(Ry) + U(R“Ré_“)) , (4.17)

donde C = C(vy,7) y = B(vy,T, 1) son constantes positivas.
A continuacién se enuncia la regularidad.
Proposicién 4.3. Sea u solucion de (4.15) en By. Entonces

(1) Existe una constante ¢ independiente de u tal que

oscu < (- 0scu+2|]f\|7ff§ .
Byya !

(2) ue C° (Bip) y

_1
s,y < € (T, + 1 = cohulul”5 ).

donde 0 < 3 <1 y C >0 son constantes independientes de u.

Demostracion:

Seremos breves pues la demostracion no aporta al contenido de esta memoria.
Sean

m, = infu,
B
M, = supu y
Qr
Op = O0SCU.

T

Aplicamos la desigualdad de Harnack a las funciones no negativas u—my y M; —
en ()1 y obtenemos

1+a

L™(Q1)

My—my < 0(M1 M1/2+Hf||£i?a>1>-

Myjp—-—m < C (m1/2 —my+ || f
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Sumando las ecuaciones anteriores se deduce
01/2 + 01 <C (01 — 012 + 2 ||f||;rwaQ1))

lo cual implica

C—l
< 14+«
01/2 — C+ 1 C+ 1 HfHLn(Ql

lo que prueba (1).
La demostracién de (2) pasa por utilizar el Lema 4.3 enunciando anteriormente. l

Observacion. Notemos que de la proposicién anterior, parte (2), se desprende

[ullgs < Cllullog + 11 Le) -
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Capitulo 5

Ecuacion superlineal asociada

En este capitulo nos interesa estudiar la existencia de soluciones de
~F (Vu, D*u) + |[u* 'u=f enR", (5.1)

donde s > 1+ a, a € (—1,0), F satisface (H1), (H2) y (H3),y f es una funcién
a la cual no se le piden condiciones de crecimiento en infinito. El caso a = 0 fue
estudiado por Esteban, Felmer, Quaas en [19].

Observacion. Lo que a continuacién se presenta, se puede extender facilmente
para un operador mas general, el cual puede incluir términos que involucran al
gradiente y a u. No haremos explicita esta extension , pues no aporta a la esencia
de la demostracién y los célculos son similares a los hechos en el Capitulo 4.

5.1. Preliminares

Es de vital importancia para el estudio de (5.1) contar con un teorema de
existencia de soluciones en dominios acotados. Para esto es necesario desarrollar
un método de Perron que se adapte a la ecuacién estudiada. En [7] de Birindelli
y Demengel tratan la existencia de soluciones para operadores con la estructura
de (1.1). Como la localizacién necesaria para estudiar la ecuacién en R” sélo la
sabemos hacer cuando « € (—1,0), presentaremos los teoremas solamente en este
caso, sin detallar el caso a > 0. A continuacién damos a conocer definiciones y
resultados previos.

Definicién 5.1. Para una funcidn v : Q — [—o0, 0] se define la envoltura semi-
continua superior v* como

vi(z) = limsup {u(y) : y €Qy |y —af <7}
T
Andlogamente se define la envoltura semicontinua inferior v, como

vi(2) = liminf{u(y) : y €Dy [y —af <r}.
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En lo que sigue, probaremos los lemas necesarios para poder pasar al limite,
es decir, los resultados que aseguran que si {u,,} son subsoluciones y u,, — wu,
entonces u es subsolucion. Estos lemas fueron probados por Birindelli y Demengel
y se pueden encontrar en [6].

Lema 5.1. Sea v una supersolucion de
F (Vv, D*v) 4 b(z) - Vv |[Vo|* — B(v(z)) < f(z) en Q,

para funciones f,[3 semicontinuas superior e inferior respectivamente. Sea q >
a+2

sup (2, a_+1) y supongamos que T € ) y C son tales que
v(z) + Clz —z|* > v(z), (5.2)
donde T es un punto de minimo local estricto del lado izquierdo de (5.2). Entonces

—B(v(T)) < f(2). (5-3)

Demostracion:

Si v es localmente constante la conclusiéon es directa de la definiciéon de super-
solucién.
Supongamoas ahora que v no es localmente constante. Uno puede suponer que
Z = 0. Consideremos d; > 0 tal que

nf C'|z|* = v(0
seinf @)+ Clalt =0 (0),

dtal que 0 < d < dy ye=¢(d) >0 tal que

inf v(z) + Clz|? > v(0) +¢.
2€B(0,61)\B(0,6)

Finalmente escojamos N > % tal que para |z < &

[0(0) — v(w)| < =

47
y tal que
1
O~ (diam ()" < Z (5.4)
Afirmamos que para todo m, existen x,,, y,, en B (O, %) tales que
v<ym) + C |ym - xm|q < U(:Bm)

En efecto, si no fuera asi, existiria una vecindad de 0 tal que para x e y en dicha
vecindad
v(y) + Clz =yl < o(),
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lo cual no puede ser cierto, dado que v no es localmente constante. Esto ademas
nos dice que el infimo de v(y) + C'|z,, — y|* no puede ser alcanzado en x,,.

Notemos que por el Teorema del Valor Medio se tiene que
[@m = yl* = |yl = gl w |z
con w perteneciente al trazo [z,,,y|. Esto junto a (5.4) nos entrega

(5.5)

] o

|xm - y|q - |y| <
Con (5.5) notamos que

inf o) +Clen —yl* < if (0y)+Cyl) + Cqlam| |y — 02m|""

y€B(0,6) y€B(0,9)

£

< v(0)+ -

< v(0) + n

y

i q 3e
inf v(y)+Clz, —yl* > v(0)+ —,
Y,ly|>8 4

y asi el infimo es alcanzado en el interior de la bola B (0,6). Sea ahora z,, tal
que el infimo de v(y) + C'|z,, — y|? es alcanzado en z,,, entonces, dado que z,, es
distinto de z,,, —C'|zy, — y|* + v(2m) + C |2 — 2,|" es una funcién test para v
en z,,, luego

F (_Oq |Tm — Zm|q_2 (@m = 2m) , D* (=C | — Zm|q>) = B (v(zm)) < f(zm).
Como z,, € B(0,0) se tiene que para alguna constante C’
Clgrlett a2 _ Bv(zm)) < f(zm)-

Tomamos § a cero, lo que implica que m > N > % se van a infinito y z,,, € B (0, )
se va a 0. Usando la continuidad de v y la semi continuidad superior de f y la
semi continuidad inferior de [ se obtiene el resultado.ll

Observacion. Mas adelante ocuparemos el resultado para subsoluciones, en el sen-
tido de que si u es subsolucién y C' > 0 es tal que

u(z) — Cle —z|" <u(x),

entonces
—B(u(z)) = f(Z).

Ademas, el resultado sigue siendo cierto si 3 es no decreciente y v es semicontinua
inferior.
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Observacion. Este lema también se puede demostrar en el caso en que v sea
semicontinua inferior.

A continuacién vamos a demostrar un resultado de convergencia que necesita-
mos para las proximas secciones de este capitulo. Este es muy conocido cuando
el operador F' es continuo y se tiene la nocién usual de solucién, pero en nuestro
caso requiere atencién especial. Este resultado se puede encontrar en [6].

Proposicion 5.1. Supongamos que u,, es una sucesion uniforme de subsoluciones
de
F(Vv, D) —B(v) > [ en, (5.6)

que converge uniformemente a un limite u. Entonces u es subsolucion de (5.6).

Demostracion:

Supongamos primero que Z es un punto de maximo para u—p y Vo(Z) # 0. En
este caso, la demostracion entregada por Ishii en [22] sigue siendo vélida, notando
que es posible elegir y,, — T, tal que u — ¢ tiene un maximo en y,, y se tiene que
Vo (ym) # 0.

Tratemos ahora el caso en que T es tal que u(Z) = u(z) para todo =z € B (Z,J)
con 6 > 0.

Para ¢ > max {2, o2

< +1} definimos ¢ por

1
p(r) = u(T) + p jz —z|".
Se tiene entonces que el supremo

sup (u— ) =0,
z€B(z,0)

es estricto y se alcanza en x. Sea ¢ tal que dei < 6 y N suficientemente grande
tal que
—& < (um —u) <e en B(Z,0),

para todo m > N. Luego, se tiene para todo m > N y todo = € B (z,0)

1 1 1
U () —u(T) — p |z — z|? <wul(x)—u(T)— p |z —Z|7+e < ~ |z —z|"+¢e. (5.7)

Q=

En particular si |z — Z| > (29(ge) + )7, en (5.7) se tiene para todo m

Um () —u(z) — = | — 7| < =29,
q
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mientras que para m > N se tiene
U (T) — u(T) > —e¢.

Lo anterior implica que el supremo de u,, — es alcanzado en B <i, (27 (qe) +¢) %> .

Sea ahora y,, un punto tal que el supremo es alcanzado. Si y,, # T para una
infinidad de m’s se tendria que ¢ seria una funcion test para u,, en y,,. Como u,,
es subsolucién se tiene que

Vo (ym)|* M (D*0(Ym)) = Btm(Ym)) = f(Ym)- (5-8)

Notemos ademés que wy,(ym) — u(z). En efecto, wy(ym) > um(z) — u(z) y
U (Ym) < w(Ym) — u(Z). Ahora, usando el hecho de que

’v90<ym)‘a/\/l+ (D290(ym)) — (‘ym . ’ gla+1)— a—2>

- 0 (gq(a+1)—a—2>

y que Uy, (ym) — u(Z) se concluye el resultado deseado.

Finalmente, supongamos que existe una infinidad de m’s tal que y,, = 7.
Entonces, usando el Lema 5.1 atin se obtiene

—0(um(2)) = f(2),

lo cual, una vez pasando al limite, da el resultado.l.

Observacion. El resultado anterior sigue siendo valido si solo se tiene semicon-
tiuidad superior de {u,,} més el hecho de que la sucesién sea creciente. Mas atin
si no se supone la semicontinuidad superior de u,, y se eemplaza w,, por u;, y u
por u definida por

1
@ (z) = limsup {um(y),n > —|ly—z| < T} :
r

r—
el resultado sigue siendo cierto, sin embargo esto no lo necesitamos en nuestro
argumento.

El siguiente resultado da la existencia de soluciones para un problema con
valor en la frontera. Este se puede encontrar en [7] y lo utilizaremos en lo que
sigue.

Proposicién 5.2. Supongamos que g € W2 (0Q), f € L, h: QxR — R es
tal que h(x,.) es no creciente y continua. Entonces existe una solucion
{ F (z,Vu, D*u) + h(z,u) = [ enQ,

u = g en N2 (5-9)

Observacion. La proposicién anterior es mas general y da la existencia de solu-

ciones para F (z, Vu, D*u) + b(z) - Vu |Vu|®, pero como antes dicho, este tiltimo
término no agrega nada nuevo a la demostracion.
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5.2. Existencia de soluciones en R"

En lo que sigue, la idea es considerar un sucesién de problemas aproximados

en dominios acotados B,,, para luego tomar limite en m. Asi, dado f € L}, (R"),

consideramos una sucesién {f,} C C* (R"), tales que para cualquier dominio
acotado () se satisfaga

lim / o — " dz = 0. (5.10)
n—oo Q
El siguiente lema da la regularidad y existencia de los problemas aproximados.

Lema 5.2. Para cada m € N existe una solucion u,, € C7(B,,) de la ecuacion

(5.11)

—F(Vum,DQum)—l—|um|8_1um = fm(z) en By,
w = 0 en 0B, ’

donde By, = B (0,m) es la bola centrada en 0 de radio m y vy € (0,1).

Demostracion:

La demostracién consiste simplemente en ocupar la Proposicién 5.2 en con-
junto a la regularidad interior obtenida en la Proposicion 4.3. B

El siguiente lema es clave, pues nos permite encontrar cotas uniformes para
subsoluciones u,, de (5.11), lo que posteriormente permite la extraccién de una
subsucesion convergente.

Lema 5.3. Sea s > 1+ a y g continua en 2 C R™ un conjunto abierto. Supong-
amos que g € L™ (2) en Q y u es una solucion de

—F (Vu, D*u) + |u|" 'u < g en Q.
Entonces, para todo R >0 y R > R tal que By C Q) se tiene
1
s;lfu <C (1 + |g] ;C(“BR,)) , (5.12)
donde C' =C (S, R, R ,n, )\, A) no depende de g.
Demostracién:
La idea es usar argumento similares a los usados para probar la desigualdad

de Harnack, especificamente los utilizados en la Proposicién 4.1. Encontraremos
la cota deseada utilizando el hecho de que u satisface

— |Vu[* M (D?u) + lul*'u<g en Q.
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En lo que sigue suponemos que u es no trivial, B = By(0) y A = 1. El caso general
sale de considerar la transformacién x — (x — y) /2R’. Supondremos también que

u e C?(Q)NC(Q). Definimos para (3 > 1

ne) = {(1—|x|2)5 reB

0 sl no

Se tiene que
M*(D*) > M (D*u) + M~ (Vu® Vi +uD?n).

Ocupamos las cotas obtenidas en la demostracién de la Proposicién 4.1 para obten-
er que

— gl + [u* ' u
(n=/Bu)”

M* (D*v) > Cin { } — 021117_72 en I't(v), (5.13)

donde las constantes C; y Cy son universales. Ahora, dado que v > 0 en ' (v),
se tiene que

—lg| + [u|""u

_ o 1+a/B+a —a 1+a/8,,s—a
() n lglv™ + 0" u

— _7]1+a/ﬁ+a ‘g‘ v na/ﬁ+1+afs,vsfa.

Asi (5.13) se transforma
_M+ (D2U) + Clnoz/BJrlJrafsvsfa . 027772/%) < Cln1+a/ﬁ+a ‘g‘ o (514)

Tomamos ( de la siguiente forma

i — a2
B:maX{l—l—a’s—l—a}’ (5.15)
de modo que
na/ﬁ+1+a—s > an/B.
Entonces (5.14) se puede reducir a
— M (D*) + 5Py (vt = C) < Oyt gloe (5.16)
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Al igual que en el caso desarrollado por Esteban, Felmer y Quaas en [19], defin-
imos w = méx {v — CY¢=*"Y 0} y notamos que I'* (w) C I'"(v) y ademds que
I'(w) C{z € Qt.q w(x) > 0}. Asi w satisface

Mt (DQw) < Cnl+a/ﬁ+a lg|v™® en F+(w).
Aplicando ABP se tiene que

supw < C Hnl-i-a/ﬁ-&-agv—a’
By

n (Bl ) Y
pero entonces

supv < supw + OV < ¢ (1 + “n1+a/ﬁ+a9“_a||m(31)> ‘
Bl Bl

Finalmente basta notar que

(1 n Hn1+a/ﬁ+agv—a HL"(B1)>

IN

(14 190 o)

(1 + (supv) ||g||L”(B1)>
B1
1 e
< 1+ sgpv € “+||9||Ln(131) :
1

supv < C (14 gl ) ) -
B:

IN

Asi se concluye

donde C solo depende de las cantidades requeridas. Il

El siguiente lema es una version de la desigualdad de Kato ajustado a nuestro
operador.

Lema 5.4. Sea Q2 C R™ acotado, u,v, f : Q2 — R funciones continuas. Denotemos
R(z) = |u(z)]” " u(z) — |v(@)]" " o(z). Siu—v es solucion de

— |V (u—0)[* M (D*(u—v)) + R(z) < f en, (5.17)
entonces (u — v)" es solucion viscosa de
- ‘V(u—v)’L’aM (D*(u—2)") + R (z) < f* en Q. (5.18)

Aqui M puede ser M+ o M~.
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Demostracion:

Supongamos primero que (u — v)" no es localmente constante. Si x € Q es tal
que u(z) —v(x) > 0 o entonces u — v satisface (5.18) en dicho punto. Si ahora x
es tal que u(x) —v(z) = 0, sea ¢ una funcion test ¢ tal que (u —v)" — ¢ tenga un
maximo local en x y Vip(z) # 0. Pero entonces en este caso (u — v) — ¢ tiene un
méximo local en x y Vp(z) # 0, por lo que podemos ocupar (5.17) para obtener

— V()" M (D?p(2)) < f7,
y asi (5.18) es satisfecho, pues R(x) = 0.

Si ahora (u — v)™ es localmente constante en una bola B(zZ, p), es decir,
(u(z) —v(z))" = C Vx € B(%,p).

Lo que tenemos que probar que es

R*(z) < f*(z) Vz € B(z,p). (5.19)
Si C' > 0 entonces u(z) — v(z) = (u(z) —v(z))", R(z) = R*(z) y (5.19) se
satisface, pues u — v es solucién de (5.17). Si C' = 0 entonces R™(z) = 0 y la

desigualdad es trivial.ll
Ahora entregamos una generalizacién de la desigualdad de Kato (ver [25]) para
soluciones de nuestra ecuacion.
Lema 5.5. Sea f:Q — R continua y u solucion de
—F (Vu, D*u) + |u)" tu=f enQ, (5.20)
entonces |u| satisface
— | Vu|* M (D?u) + [u]* ' u < f en Q. (5.21)

Demostracion:

Primero notemos que u satisface
— |Vul* MT (D*u) + [ul " u < f en Q,

luego, tomando v = 0 en el Lema 5.4 se obtiene que u™ es solucién con f* como
lado derecho. Luego observamos que

— |V (=u)|* M* (Dz(—u)) + |u]5_1 (—u) < —f7 en Q,

lo cual, usando el argumento anterior, nos dice que u~ es subsolucién con —f~
como lado derecho. Concluimos que |u| = méx {u™, —u~} satisface (5.21). B

Con estos resultados somos capaces de probar el siguiente teorema.
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Teorema 5.1. Supongamos que o € (—1,0) y que F satisface (H1), (H2). Sea

s > 14 «, entonces para cada funcion f € L} . (R™), la ecuacion

—F (Vu, D*u) + lul*'u=f enR",
posee al menos una solucion.

Demostracién:

Sea {f,,} una sucesién creciente que satisfaga (5.10) para cualquier dominio
acotado 2. Ahora ocupamos Lema 5.2 para construir una sucesion de soluciones
{un} € C7(Q) de (5.11). De acuerdo al Lema 5.5 y Lema 5.3 para cada 0 < R <
R < m se tiene

S [t < C (14 1l ) -

Br

donde C' no depende ni de f ni de m. Con esta desigualdad y teniendo en cuenta
la Proposicion 4.3 se tiene que

||uchv <,

donde C no depende de m. Por un argumento diagonal, obtenemos una subsuce-
sion de soluciones de la ecuacion

— | Vu,|* F (D2um) + |um|‘§71 U= [,

que seguimos llamando {u,,}, tal que u,, converge uniformemente para todo sub-
conjunto acotado de R™. Aqui la ecuacion se satisface en B, y f,, como antes.
Ocupando el Lema 5.1 y la Proposicién 5.1, que son los que dan el derecho a
pasar al limite, se obtiene que u = lim wu,, es solucién de (5.1), lo que completa

m—00

la demostracion del teorema. B

5.3. Explosion en la frontera

En esta seccién construiremos soluciones de (5.1), esta vez en dominios acota-
dos 2, y que satisfagan

lim u(z) = oc.
z—00

Al igual que en [19], para la construccién de estas soluciones se construiran
soluciones u,, de problemas aproximados, las cuales estan ordenadas, es decir
U < Umay. Para esto, hay que una pedir hipétesis adicional a F' para que sat-
isfaga un principio de comparacién. Supondremos entonces que F' satisface lo
siguiente
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(H3) Existe una funcién continua w que satisface w(0) = 0, tal que si (X,Y) €
S%(n) y £ € R satisfacen

ro X 0 I -1
<(or)=(0y)=e(L )

con [ la matriz identidad en R", entonces para todo (z,y) € R™, x # y se
tiene que

F(z,6(z—y), X)—F(y.&(z—y),-Y) <w(¢lz—yl").

Observacion. Si bien, en nuestro caso F' no depende de z, dejamos la hipdtesis
con esta restriccion pues facil extender los resultados si se tiene una uniformidad
sobre la variable espacial.

El siguiente es un lema técnico que se encuentra en [5], similar al obtenido por
Ishii, pero adaptado a la clase de operadores con la cual estamos trabajando. Es
un lema clave para la demostracion del principio de comparacion.

Lema 5.6. Sea 2 C R™ un abierto acotado, que es de clase C' por partes. Sea
u una funcion semicontinua superior en £ y v una funcion semicontinua inferior
en Q. Sea j € N y sean (xj,y;) € O, z; #y; yq > sup{?,g—ﬁ}. Supongamos
que

J
Vi(e,y) = ul@) = vly) = o=yl
tiene un mdzimo local en (x;,y;). Entonces, exvisten X;,Y; € S(n) tales que
u(@) < u(ey) + (Gl =yl (@ = yp) o — 25) + Qx, (2 — ;) + o,
v(y) = w(yy) + (Gl =yl (25 = 93) oy = 95) + Qovy (y = y3) + 0y,
donde para N € §(n)

(Xj (& —zj) 2 — xy)

N | —

Qn(x) =

2
0, = o(|z — z4|),

2
oy =o(ly—yl?).

Ademas X; e Y satisfacen

(10 X; 0 . I -1
(7)< (0 ) = ()

k=27 q(q = 1) a; — ys|" "

A

donde
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A continuacién se enunciard y demostrara el teorema de comparacion. Si bien,
el enunciado es ligeramente distinto al original en [5], la demostracién es la misma.

Teorema 5.2. Supongamos que F satisface (H1),(H2) y (H3). Sean f y g semi-
continua superior e inferior respectivamente. Supongamos que (3 es una funcion

continua en R tal que 3(0) = 0. Sean ahora ¢ y o super y subsoluciones viscosas
de

F(V6,D%) - B(¢) < f enQ,
F(Vo,D%) —3(c) > g enQ.

Supongamos que se tiene que (3 es estrictamente creciente y f < g, o bien B es
creciente y f < g. Entonces, 0 < ¢ en 082, implica o < ¢ en ).

Observacion. El resultado sigue siendo valido si en la ecuacién se considera el
término b(x) - Vo |V|® siempre y cuando b sea Holder continua de exponente
1+ a.

Demostracion:

Supongamos por contradiccién que méx (o — ¢) > 0 en Q. Como 0 < ¢ en la
frontera, se tiene que el supremo se alcanza en el interior del dominio. Considere-
a+2

mos ahora para j € Ny ¢ > o7 la siguiente funcién

(2, y) = o(z) — Bly) — ‘g P

Supongamos que (x;,y;) es un maximo para ;. Entonces
(i) Del hecho de que o y ¢ son acotadas se deduce que |z; —y;| — 0 cuando
j — 00. Asf hay una sub sucesién tal que (z;,y;) — (7, 7).
(ii) Se tiene que
lim inf ¢;(z;,y;) > sup (0 — ¢).

JeN zeN
(iii) Hmsup;(z;,y;) < limsupo(z;) — é(y;) = 0(Z) — ¢(Z).
jeN jeN

(iv) Luego se concluye que j|z; — y;|* — 0 cuando j — oo y & es un punto de

maximo para g — ¢.

Afirmacion: Para j suficientemente grande se tiene que existen x; e y; tales
que (z;,y;) es un punto de mdximo para V¥; y x; # y;.
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En efecto, supongamos que x; = y; para una infinidad de j € N. Entonces se
tiene que

bilag ay) = olzg) = dlzy)

> o)) = 8(y) =7l =y,
Vi(zj,25) = o) — d(z)) |

> o) = 6la;) =~ — "

Asi z; es un minimo local para

y similarmente un maximo local para
PR
(z) := o(z) p |z — "

Excluyamos primero el caso en que z; sea un maximo y un minimo local estricto.
En efecto por el Lema 5.1, se tiene que

—B3(¢(x;))
— (o(x))

Esto es una contradiccién, pues o bien 3 es estrictamente creciente y pasando al
limite se obtiene

—9(z) = B(o(z)) > B((2)) = —f(Z) = —9(T)

<
>

o bien

Luego z; no puede ser a la vez un maximo estricto para ® y un minimo estricto
para ¥. Veamos ahora el otro caso, supongamos primero que z; no es un minimo
estricto para @, entonces existen § > 0y R > ¢ tal que B (z;,R) CQy

0<|z—z;|<R

oo =, it fotw)+ i,

Ahora, si y; es un punto donde se alcanza en infimo anterior, entonces se tiene
que

o(z;) = oly;) + ; 2 — "
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y luego (x;,y;) sigue siendo un punto de maximo para 1;, dado que para todo
(z,y) € O se tiene

o) — dly;) — g -yl = o) — élz)
> a<x>—¢<y>—§|x—y|q.

Si z; no es maximo estricto de ¥ se procede de manera analoga. Esto concluye la
demostracion de la Afirmacién.

Procedemos a terminar el teorema. Ocupando el hecho de que o y ¢ son sub
y supersoluciones respectivamente y usando las funciones test que provee el Lema
5.6 en los puntos x; y y;, se tiene que

F(jla; —yl" (5 — y3) . X;) — B (o(xy))
F(jlay—yl" (= y3) . =Y)) +w (G oy — y5]7) — Bo(y))
fy) +w Gl —y;l") + B (oly;) — Blo(xy)).

Dada la continuidad de (3 y la semicontinuidad inferior y superior de g y f respec-
tivamente, podemos pasar al limite para obtener

9(z) < f(z) + B (¢(7)) — 5 (a(7)),

lo cual es una contradiccién en cualquiera de las hipotesis del teorema.ll

g9(z;)

(VAN VAR VAN

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema de explosion
en la frontera.

Teorema 5.3. Supongamos que o € (—1,0) y que F satisface (H1), (H2) y (H3).
Sea s >1+a, f € L™(Q), con Q CR™ un abierto acotado de clase C*. Entonces
la ecuacion

lim u(z) = o0 (5.22)

{ —F(Vu,D*u) + [u|"'u = f enQ,
z—00N

posee al menos una solucion.

Demostracion:

Consideremos primero una sucesién creciente de funciones{ f,,} tal que

lfm / fn — fI" =0.
m—0o0 Q
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Luego, gracias a la Proposicién 5.2, encontramos u,, solucién del problema

—F (Y, D) + [ttty f en Q,
u(z) = m en 0N

Por el Teorema 5.2 se tiene que w11 > u, en {2 para todo m € N. Luego,
por argumentos de cota interior similares a los usados en el Teorema 5.1 (ver
Lema 5.3), obtenemos una sub sucesién uniformemente convergente, que seguimos
llamando u,,, la cual converge a u solucion de

—F (Vu,D*u) + [u* 'u=f en Q.

Solo falta verificar la condicién de borde. Esto ultimo es facil de hacer, pues
Uma1 = Uy, para todo m € Ny para todo x € €. Luego, se tiene que u > u,, para
todo m € N, y todo x € (). Finalmente, tomando limite inferior, se concluye que

liminfu(z) >m Vm € N.
z—00

Asf u es solucion de (5.22).1
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Capitulo 6

Conclusiones

En este capitulo se revisaran problemas abiertos que deja esta memoria, asi co-
mo lineas futuras de investigacion.

En [5] y [6] se define apropiadamente el primer valor propio del operador en
cuestiéon de la siguiente manera

A=sup{AeR : 3¢>0enQ, F(Vg,D’¢)+Ap' T <0}, (6.1)

donde la ecuacién se entiende en el sentido viscoso. Un primer problema abierto es
extender el principio del maximo de Alexandroff-Bakelman-Pucci hasta el primer
valor propio, es decir, pidiendo que c¢(z) < X en lugar de pedir ¢(z) < 0, donde
A estd dado por (6.1). Esto motivado por el hecho de que el célculo hecho en el
Capitulo 3, Corolario 3.1 permite que ¢ sea positivo, mientras este sea pequeno y
el trabajo de Quaas y Syrakov [34]. Asi podemos plantear la siguiente conjetura

Conjetura 6.1. El teorema 3.1 sigue siendo cierto si se reemplaza la condicion
c(x) <0 por c(x) < X\ donde X estd definido en (6.1).

Otro problema abierto es la desigualdad de Harnack para o > 0, problema que
no se pudo resolver en esta memoria. La principal dificultad que trae este problema
es la degenerancia del operador en cuestion, lo que no permite localizar con las
técnicas utilizadas para probar la Proposicion 4.1. Si bien se sigue trabajando en
este problema y se sabe que el resultado es cierto para el p-laplaciano, no hay una
base sélida para poder asegurar que el resultado sea valido en este caso.

Conjetura 6.2. Supongamos que o > 0 y que F satisface (H1) y (H2). Sea
u € C () solucion viscosa no negativa de

F (Vu, D*u) 4 b(z) - Vu |V (u(z))|” + c(z)ulu|* = f en Q,
con f € L™ (). Entonces eziste C = C (A, A,n,Q, «) tal que

_1
supu < C’{infu—i— ||f||;f§21}
Q Q ’
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Aligual que en el Capitulo 4, el Capitulo 5 deja problemas abiertos para el caso
a > 0. Si bien la existencia de soluciones globales se conocen para el p-laplaciano
para todo p > 2 o equivalentemente para todo o > —0, ver por ejemplo [8],
nuestra demostracion se basa en la compacidad de las soluciones, que s6lo hemos
obtenido para a € (—1,0) y en un argumento de localizacién, el cual para el caso
a > 0 no se sabe hacer.

Conjetura 6.3. Supongamos que o« €> 0 y que F satisface (H1), (H2). Sea

s > 1+ a, entonces para cada funcion f € L} (R™), la ecuacion

-1
—F (Vu,D*u) + [u[" u=[f enR"
posee al menos una solucion.

En esta memoria se han aprendido técnicas que son aplicables a variados prob-
lemas no variacionales y extensiones de problemas clasicos. Daremos una breve
lista de problemas que pueden ser de interés para el futuro.

Un problema interesante es el estudio de regularidad superior para el oper-
ador dado en (1.1). Es bien sabido que el p-laplaciano satisface regularidad C'*#,
donde 8 = f(p), luego la pregunta natural es si en nuestro caso también se tiene
un resultado similar. Creemos que el caso o € (—1,0), es mds sencillo, pues ya
se conoce regularidad Holder, mientras que en el caso o > 0, atin no se conocen
resultados de regularidad.

Otro problema interesante de estudiar es una variacion la famosa conjetura E.
de Giorgi. Esta sostiene que si u es una solucion de la ecuacion de Allen-Cahn

Au+u(1—u2) =0 en R",

con d, u > 0y |ul < 1, entonces los conjuntos de nivel {u =0}, 0 € R son
hiperplanos si n < 8. Hay una amplia literatura acerca de este problema, pero lo
que nos interesa estudiar, es una variacién con M en lugar de A y una hipdtesis
adicional, la condicién de Gibbons. Espécificamente el problema que nos parece
interesante estudiar es

M (DQu) +u (1 — u2) =0 en R",
donde M puede ser MT o M~ Ju| <1y
U (x/,xn> — +1, cuando z,, — +o00.

Si la condicion de convergencia es uniforme, hay herramientas que permiten creer
que el resultado anterior es cierto. El caso general es una pregunta mas compleja
y la vez més interesante.
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