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“DIFUSION CRUZADA EN UN SISTEMA DE
LOTKA-VOLTERRA DE DOS ESPECIES”

El presente trabajo de titulo tiene por objetivo mostrar el efecto de la difusion cruzada
no-homogénea en la creacion de equilibrios de coexistencia, en un modelo de competencia
tipo Lotka-Volterra de dos especies.

La difusiéon cruzada corresponde a una forma de introducir en el modelo la idea de que el
flujo de individuos de una especie no solo es afectado por el gradiente de su concentracion, si no
que es afectado por una funcién de la concentracién de ambas especies, donde la componente
espacial aparece de manera explicita.

Se desarrolla el sistema no-estacionario, demostrando existencia y unicidad de la solucion
bajo condiciones adecuadas en los parametros y en las condiciones iniciales de este. Para
la existencia, la técnica utilizada corresponde a acotamientos a priori de las soluciones del
sistema, es decir, suponiendo que la solucion existe se puede demostrar que ésta y sus de-
rivadas hasta el segundo orden deben estar acotadas y que dicha cota es indepediente del
tiempo. Estas cotas se obtienen gracias a aplicaciones adecuadas del principio del méximo y
del Lema de Hopf para ecuaciones parabdlicas. Esto combinado con un argumento de punto
fijo permite concluir existencia. La unicidad se demuestra por contradiccion, aplicando un
factor integrante adecuado e integracion por partes.

En el caso estacionario se demuestran condiciones para la existencia de equilibrios de
coexistencia y se caracteriza su estabilidad. La existencia de equilibrios de coexistencia se
caracteriza en términos de funciones escalares relativamente simples, dependientes del para-
metro de difusividad. Para ello se utiliza la teoria de bifurcaciones por medio de la técnica de
reduccion de Lyapunov-Schmidt. La estabilidad de los equilibrios encontrados se determina
por medio del estudio del primer valor propio del problema estacionario linealizado. Esto es
suficiente gracias a resultados en la literatura existente.

Asi, los resultados de esta memoria son dos teoremas, uno de existencia y unicidad pa-
ra el sistema no-estacionario y el otro de condiciones para la existencia de equilibrios de
coexistencia para el sistema estacionario.

Se concluye que, para este tipo de sistemas, basta con difusion cruzada no-homogénea
pequena para producir equilibrios de coexistencia.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas competitivos de Lotka-Volterra con difusion son modelos simples que han
sido utilizados para modelar la dinAmica de poblaciones en competencia. Estos sistemas son
espacialmente explicitos, cada especie se mueve de regiones de mayor a menor concentracion
debido al movimiento aleatorio de sus individuos. Una pregunta importante, tanto del punto
de vista ecoldgico como matematico, es saber si estos sistemas admiten estados estacionarios
donde ambas especies coexisten. Consideremos el siguiente sistema de Lotka-Volterra

% = mAu+ (a(x) —u—v)u en Qx(0,7T), (1.1)
ov

5% wAv + (a(x) —u —v)v  en Q x (0,7), (1.2)
ou ov

a—n = 0, 8_72, =0 en 0§ x (0,T> (13)

Las funciones u(x,t) y v(x,t) representan las densidades de dos especies en la posicion x
y en tiempo t. El dominio € es una regiéon acotada de RY con borde suave 9Q y n es la
normal exterior de 0€). La condicion de borde (1.3) significa que no hay flujo de individuos a
través de la frontera. Los parametros p; y pe corresponden a coeficientes de difusion de u y
v respectivamente. La funcion a(x) denota el crecimiento intrinseco de las especies. En este
modelo las especies de u, v s6lo difieren en su difusion.

En estas condiciones, si p; > u9 la especie u converge a 0 cuando t — oo mientras que la
especie v converge a un equilibrio estable. Asi, en este caso la diferencia en los coeficientes
de difusion no puede producir la coexistencia, si dos especies s6lo difieren en su difusion
prevalece la que difunde mas lento, como se puede ver en [§].

Una pregunta interesante es si es posible la coexistencia de dos especies que tienen la
misma tasa de crecimiento, pero difieren en su su patrén de movimiento. Nuestra discusion
anterior muestra que la diferencia en las tasas de difusién no puede producir coexistencia, por
lo que consideraremos que el movimiento de las especies es afectado por interacciones entre
individuos. En 1979, N. Shigesada, K. Kawasaki y E. Teramoto [14] propusieron un modelo
en donde el movimiento de las especies es afectado por las presiones poblacionales creada
por las interacciones entre individuos. Mateméaticamente, esto se traduce en la incorporacion
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de auto-difusion y difusion cruzada en el sistema (1.1). Consideramos entonces el siguiente

sistema 5

(5 = A1+ 7(pr1u + p12v))u] + (@ —u —v)u

% = pA[(1+ 7(paru + pov))v] + (@ —u —v)v  en Q x [0,T), ",
1.4

%(%t) =0, %(m,t) =0 endQx][0,7T),

L u(z,0) = Wi(2) >0, v(x,0)=Ws(zr)>0 en.

Los coeficientes p;; = p;;(z),1 < ,j < 2, representan auto-difusion y difusion cruzada y
7 > 0 corresponde a un pardmetro de perturbacion. Observemos que en este sistema el flujo
de las especies u y v esta dado por

Ju==V[1+7(puu+p2v)ul vy Jo==V[1+7(p2u+ pav))v],
al suponer %(m) = 0 en 0N para (1 < i,j < 2), obtenemos que la condicion J,-n = J,-n =0
en 0F2 es equivalente a la condicion de borde g—z = % =0 en 0.
Una primera pregunta es si el sistema (1.4) admite soluciones globales. La existencia
local fue probada por H. Amann, en el articulo [1]. Nuestro primer resultado establece que
bajo condiciones apropiadas para las condiciones iniciales, la solucion del sistema (1.4) esta

definida para todo tiempo si 7 es pequeno.

Teorema 1.1. Sea a € (0,1),m,M € R con 0 < m < M. Eziste ¢ > 0 pequeno tal que el
sistema (1.4) tiene una unica solucion global cldsica para

pem,M|, 7e€(0¢, l|a|,<M
y para cualquier condicion inicial no-negativa W; satisfaciendo
(Wilyo <M para (1 <i<2).
El niimero € depende de Q, a,m, M, T.

La existencia global de soluciones para este tipo de sistemas no es clara, pues son sistemas
fuertemente acoplados. Algunos resultados de existencia global han sido obtenidos para el
caso en que a, p;; son constantes como por ejemplo para el caso N = 2, con uno de los
coeficientes p1p 0 po; nulo Y. Lou, W. Niy Y. Wu en [19]| lo demostraron. Y. S. Choi, R.
Lui y Y. Yamada en [5] extendieron el resultado anterior para N < 6. Estos altimos autores
probaron en [4] existencia global en dimension N cuando py; = pe = 0. Y. Li y C. Zhao
en [16] establecieron existencia global para el sistema bajo condiciones adecuadas en los
coeficientes de auto-difusion y difusion cruzada . Para el caso p;; = pag = 0y para pia, por
pequenos, P. Deuring en |7] demostré existencia global de solucion clésica del sistema.

Nuestro proposito es estudiar la coexistencia de las especies u y v, para eso estudiaremos la
existencia de de estados estacionarios positivos de (1.4), los cuales corresponden a soluciones



positivas del siguiente sistema
PA[(1 + 7(priu+ p1av))u]l + (@ —u—v)u=0 en §,
UA[(1 + T(paru + pv))v] + (a —u—v)v =0 en Q, (1.5)
ou __ Ov __
T on 0 en Of).
Para describir los resultados introducimos () la solucion positiva de la ecuacion logistica

pAO +0(a(x) —0) =0 en €, g—z loo=0, 6 >0 en €. (1.6)

que bajo la hipotesis fQ a > 0 esta definida para todo p € (0, 00).

Supongamos que u y v son soluciones positivas de (1.5). Cuando 7 — 0 probaremos que
las soluciones de (1.5) estan en una vecindad de (s6, (1—s)#) donde s € [0, 1]. Demostraremos
también que la existencia y estabilidad de los estados de coexistencia puede ser caracterizada
en términos de dos funciones escalares

Gl) = / (o — po)a—6) y H(p)= / (pa2 — pro)la — ).

Estas funciones aparecen de manera natural. De hecho, al multiplicar la primera ecuacion de
(1.5) por (1 + 7(p21u + paav))v e integrando por partes obtenemos

/(1 + T(pr1u 4 p12v) Jupp Al + T(pa1u + pa2v))v] + (@ — v — v) (1 + 7(p21u + p22v))uv = 0.
Q

Por la segunda ecuacion del sistema (1.5) tenemos que pA[1+7(pa1u+p2pv))v] = —(a—u—v)v,
reemplazando en la ecuacion anterior nos queda

/Q —(1 4+ 7(pr1u+ p12v))(a —u — v)uv + (¢ — u — v)(1 + T(pau + pv))uv =0,

/(pgl — pi)(a —u—v)u*v + (pr — p12)(a — u — v)uv? = 0.
Q

Al tomar 7 — 0, salvo subsucesion, (u,v) — (s6, (1 — s)6)

/ s* (1 —5)(pa1 — p11)(a — 0)8° + s(1 = 5)*(paz — p12)(a — 0)6° = 0,
Q
es decir,
s(L = 8)[=sG(p) + (1 — s)H(p)] = 0,
como queremos soluciones positivas se tiene que s € (0, 1), luego obtenemos que

_ G
G(p) + H(p)

Asi, las funciones G'y H caracterizan la existencia de soluciones positivas de (1.5) para
T pequeno. Tenemos entonces el siguiente resultado
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Teorema 1.2. Supongamos que G(u), H(p) no tienen raices comunes. Sean puy, o dos raices
consecutivas de la funcion G(u)H (p) y supongamos que ambas raices son simples, sean [iy, {1y
dos nimeros cercanos a fii, fia :

i) Si G(u)H(p) < 0 en (g1, fia), entonces para p € [, s el sistema (1.5) no tiene
estados de coexistencia tal que T Sea pequeno y positivo.

ii) Si G(pu)H(pn) >0 en (f1, fia) entonces para cada T > 0 suficientemente pequeno existen
nimeros py(7), p2(7) y una funcion suave

po— (u(p), v(p)) sobre [fiy, p1a] tg: Yu € (4, f12)

el par (u(p),v(p)) es un unico estado de coexistencia de (1.5) y (u(u1),v(p1)),
(u(pz),v(pe)) son estados semitriviales del sistema. Ademds, los estados de coexistencia
(u(p),v(p)) son estables si ambos G(u) y H(u) son positivos y es inestable si ambos
son neqativos.

En la afirmacion (ii) de este teorema pueden ocurrir dos posibilidades :

a) (u(pr),v(p1)) v (u(pe),v(pe)) son estados semitriviales del mismo tipo, cada una de
ellos iguales a (u(p),0) o cada una de ellos iguales a (0,v(w)).

b) (u(pr),v(pr)) y (u(pe),v(us)) son de distinto tipo, uno de ellos igual a (u(p),0) y el
otro igual a (0,v(u)).

Debemos notar que debido a resultados de G. Simonett en |22| para estudiar estabilidad
de un equilibrio de (1.4) basta con determinar la estabilidad lineal de éste, la cual se traduce
en estudiar un problema de valores propios.

Organizamos esta memoria de la siguiente manera. El capitulo 2 se dedica a la demos-
tracion del teorema (1.1). Para esto, utilizaremos el principio del maximo para ecuaciones
parabolicas, el teorema de punto fijo en espacios de Banach y resultados de regularidad
Hoélder, siguiendo el articulo de P. Deuring |7].

En el capitulo 3 demostraremos el teorema (1.2) utilizando una reduccion de Lyapunov-
Schmidt, siguiendo [17], y mostraremos ejemplos.

Los capitulos de esta memoria se pueden leer de manera independiente.



Capitulo 2

Existencia global de soluciones clasicas
para el problema no-estacionario

2.1. Introduccion

El proposito de este capitulo es demostrar existencia y unicidad de una soluciéon para el
siguiente sistema:

( % = pA[(1+ 7(pr1u + p12v))u] + (a1 — byu — c1v)u
8 = pA[(1 4 7(paru + po2v))v] + (a3 — byu — cov)v en Q x [0,7),

Su(w,t) =0, %%(z,t)=0 endQx[0,T),

(2.1)

u(z,0) = Wi(z), ov(z,0)=Ws(x)>0 en,

\

donde € es un abierto conexo acotado de R con frontera suave d€) cuya normal unitaria
denotamos por n, el tiempo final de existencia de las soluciones del sistema es T' € (0, co], p1 >
0 corresponde al coeficiente de difusion, 7 > 0 corresponde a un parametro de perturbacion
pequeno, by, by, c1,co > 0 representan los coeficientes de crecimiento de la poblacion.

Para las funciones a; = a;(x) i = 1,2 se exige la siguiente hipotesis de regularidad

(A1) Las funciones a;(x) son no-constantes, Holder continua de parametro o € (0, 1) hasta
el borde.

Los coeficientes de difusion cruzada y autodifusion p;; = pi;(z),1 < 4,j < 2, satisfacen las
siguientes condiciones de regularidad y compatibilidad respectivamente

(p1) pij € Cau(Q), pij(z) >0 en Q, 8;3 () =0 en 00 para (1 <i,j < 2).

Anéalogamente las condiciones iniciales W; = W;(x), 7 = 1, 2 satisfacen

(W1) W; € Co0(Q), W; =W;(z)>0en Q, 8;? () =0 en 0N para (1 <i < 2).



2.2. Notacion

Definicién 2.1. Diremos que un par de funciones (u,v) es solucion cldsica del sistema (2.1)
si (u,v) € (C*(Qx[0,T)))? con condicién de borde Neumann, 3%, % Au, Av e C(Qx(0,T))
y las ecuaciones de (2.1) se cumplen puntualmente.

Definiciéon 2.2. Una solucidn del sistema (2.1) con T = 0o se denomina solucion global.

En este sistema u, v son dos funciones no-negativas que representan las densidades de pobla-
cion de dos especies que compiten en un medio aislado, g corresponde a la tasa de difusion,
ai(x), as(x) representan el crecimiento intrinseco de cada poblacion, las funciones p; para
1 < i < 2 modelan auto-difusion y las funciones p;; para (1 < i,j < 2,4 # j) modelan
difusion cruzada.

El resultado principal de este capitulo es el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sea o € (0,1),m,M € R con 0 < m < M. Eziste ¢ > 0 pequeno tal que el
sistema (2.1) tiene una unica solucion global para

bi, by, c1,c0,€ m, M), pem, M|, 7e€(0,¢], lal, <M
y para cualquier condicion inicial no-negativa W; satisfaciendo
|Wi|2’a < M para (1 <i<2).
El niimero € depende de Q, a,m, M, T.

Para probar este resultado, obtendremos primero cotas a priori de tipo Schauder para
la solucion de una ecuacion parabolica semilineal. Luego usando el teorema del punto fijo
de Schauder demostraremos existencia de solucion para el sistema (2.1) para T' € (0,00) y
mediante un argumento de prolongacion tinica demostraremos la existencia y la unicidad de
solucion global para (2.1).

2.2. Notacion

Para x € RY y 0 > 0 denotaremos por B,(z) := {y € R : |y — x| < o} a la bola de
centro x y de radio o, |-| denota la norma euclideana de R".
Para D C RY, D denota la clausura de D y 9D la frontera de D, en la topologia usual de
RY™.Si f: D — R entonces

|[flo = sup{|f(z)| : = € A}.
Para « € (0,1) definimos

Coa(D) = {f:D—R:|fly, < oo}

sz, € Dx # :L"} y el espacio de funciones

Para k£ € {1,...,N} denotamos Dyf = (;% a las derivadas parciales de f. Definimos la
derivada Dy, ...Dy, f mediante iteracion.



2.2. Notacion

Los espacios de funciones C™ (D), C™(D) para m € N U {0} U {oc} se definen de manera
usual.

Si f € C*(D),a € (0,1) definimos

N N
k=1 k,m=1
N N
[floe = [floa=+ Z [Difloo + Z [ DD flo,. » v €l conjunto
k=1 k,m=1

Con(D) = {f€C*D): | fly,0 < 00}

Sea £ C RM*!, las primeras N componentes de z € F denotaran las componentes espaciales,
mientras que la tltima denotard la componente temporal, asi z = (z,t) donde la variable
z € RY denota la variable espacial y ¢t € R la variable temporal, en este contexto, dada
a€ (0,1) yu: EF— R definimos

u(z, s) —u(a', s')|
U : Ul + su
| ‘a ‘ ‘0 p{(|[1j‘—$,‘2—|—|8—8/‘)a/2
Co(B) = {u:E—R:|ul, <oo}.

D (z,9), (2, 8) € E,(x,s) # (SL’/,S/)} ,

Para esta norma tenemos las siguientes desigualdades. Dadas u, u € C,(E) entonces
|ua|a S |U|0 ‘a|a + |u‘a ‘ﬂ’|0 )
y para p € Cy (D) tenemos

lpul, < |p‘o7a |uly + [plg lul, -

Sea U un subconjunto abierto de R¥*!, siv : U — R o v : U — R es una funciéon tal
que Dyv,..., Dyv existe, definiremos el gradiente y el laplaciano de v considerando solo las
derivadas espaciales, es decir

N
Vv := (D,...,Dyv) vy Av:= ZDz’Dﬂ),

1=1

Denotaremos por C*1(U) al conjunto de funciones v : U — R tales que Dyv, D,,Dyv para
(I1<km<N)y % existe y es continua.
Sea a € (0,1), si v € C*(U), definimos

dv
ot

N N
Vlgpe = |vl,+ Z |Djvl, + Z |D;Djvl,, +
i=1

ij=1
Cosa(U) == {ueC'U):ulpe C*'(U),|uly,, < oo}
Tenemos que Cy1o(U) con la norma ||, es un espacio de Banach. Para a,3 € (0,1) con
a < [y U acotado, la inclusion de Coy3(U) en Cayo(U) es compacta (ver |10]).
7



2.3. Resultados preliminares

Sea 0 C RY abierto, conexo y acotado de frontera 052 suave de clase C?, denotaremos
por n la normal exterior a 0f2.

Definimos el cilindro Z7 := ) x (0,7, definimos también su frontera Sy := 9Q x [0, T.

Para f € C*(Q) y n normal unitaria exterior unitaria de 2, denotamos por 3£ su derivada

mn
normal.

2.3. Resultados preliminares

Para obtener las cotas a priori necesarias para demostrar el teorema 2.1, utilizamos re-
sultados del articulo [7], los cuales enunciamos a continuacion.

Este primer teorema nos entrega estimaciones en C,(-) y en Cy,,(-) para el siguiente
problema parabdlico lineal

alAu + ZN biDiu+cu—2%=Ff enQ,

ij=1 a
ga(x,s) =0 (z,5) € Sr, (2.2)
u(z,0) =(z) = €Q.
Teorema 2.2. (Teorema 3.1 [7]) Existe una funcion Kq : (0,1) x (0,00)% — (0,00) con la
siguiente propiedad:

1) Para a € (0,1), K; > Ky > 0, T € (0,00), a,b;,c, f € Co(Zr), b € Co0(Q), u €
C?*Y(Zr), con la|, < Ky, |bil, < K1 (1 < i < N), |d, < Ki, a(x,s) > Ky para
(z,s) € Zr.

Si u es solucion de (2.2) entonces

ul, < Kalo, K1, Ka)([flo + [¢], + [uly)-
Ademds existe una funcion Lg : (0,1) x (0,00)? — (0,00) con la siguiente propiedad:

2) Sea o, K1, K5, T,a,b;, ¢, f,,u dados como en (1), pero reemplazando la condicion
1bily  [clg < Ky por otra mds fuerte |b;,,, |c|, < K.
Entonces

|u|2+a S LQ(OZ, Kl? K2)(|f|() + |w|27o¢ + |u|0)

Los siguientes resultados establecen el Principio del Maximo fuerte y el Lema de Hopf
para el operador L y u satisfaciendo la siguiente desigualdad

N N
0
Lu = Z a;j(x,t)D;Dju + Z bi(x,t)Diu + c(z, t)u — 8—1; >0, (2.3)
ij=1 i=1

donde los coeficientes a;;(x,s) para (1 < i,7 < N) satisfacen la siguiente condicion de
elipticidad, existe m > 0 tal que para todo & € R" se tiene que

N
> ai(z,9)6& = mlEf* (v,5) € Zr, & € RV, (2.4)

1,7=1

8



2.3. Resultados preliminares

Esta condicion la llamaremos (2.4) para la constante m.
Vamos a enunciar el principio del maximo y el lema de Hopf para este operador en el caso
en que ¢(z,t) = 0:

Teorema 2.3. (Principio del mdximo fuerte) Supongamos que los coeficientes de L
estan acotados en Zr y supongamos que el maximo M de u se alcanza en algin punto de Zr
entonces u es constante en Zr e igual a M.

Teorema 2.4. (Lema de Hopf)Supongamos que los coeficientes de L estan acotados en
Zr, que el mdximo M de u se alcanza en algin punto (Z,t) de St y que este punto satisface

la condicion de esfera interior, entonces g—“(f,ﬂ > 0.
* n

Ahora tenemos las siguientes extensiones para el caso en que ¢ no es idénticamente nula

Teorema 2.5. (Teorema 3.2 [7]) Sea T, m reales positivos, a;;,bi,c € C°(Zr) con a;; = ay;
para (1 <4,7 < N) satisfaciendo (2.4) para la constante m. Sea uw € C*'(Zr) con maxu > 0
y u satisfaciendo (2.3), supongamos ademds que

1) Ezisten elementos xog € 9,1y € (0,T] tal que u(xwo,ty) = méxu, u(r,s) < maxu para
(x,s) € (2x1[0,t0)) U (2 x {to}).

2) Ezisten elementos o > 0,59 € [0,tg) con c(x,s) <0 para (x,s) € QN By(xo) X [so, to).
Entonces se tiene que

g—Z(ZEQ,to) > 0.
Corolario 2.6. (Corolario 3.1 [7]) Sea T,m € (0,00),a;;,b;,c € C°(Zr) con a; =
a;; (1 < i,5 < N) satisfaciendo (2.4) para la constante m. Supongamos que ¢ < 0 en
Zr y seau € C*Y(Zy) satisfaciendo (2.3) con  9%(x,t) =0 para (z,t) € Sr.
Entonces
méxu < max({0} U {u(z,0) : z € Q}).

Corolario 2.7. (Corolario 3.2 [7]) Sea T, m,a;j,b;, (1 < 1,7 < 2) dados como en el corola-
rio 2.6, pero sin la condicion ¢ < 0, u satisfaciendo (2.3) con %(aj,t) =0 para (z,t) €
St, entonces

max v < max({0} U {u(z,0)elT : 2 € Q}).

El siguiente teorema entrega cotas a priori para la solucion de un problema un poco més
general que el que estamos estudiando pero que utilizaremos méas adelante:

Teorema 2.8. (Teorema A [7]) Sea o € (0,1),0 < Ky < K;,T € (0,00) fijos. Entonces
existe una constante Q(a, K, Kg,_Q, T) > 0 con las siguientes propiedades:

Si aij, bi,c, f € Co(Z7),1 € Co0(Q) satisfacen

aij = aji, lagl, , |bily.lcly, < K1 (1<14,5 < N),



2.3. Resultados preliminares

Junto con la condicion (2.4) para la constante Ky y u es solucion de

N N ou
Z aijDiDju + Z bZDZ’LL + cu— — = f en ZT,
=1

ij=1 ot

N

Zaij(z,s)Diu(:E,s)nj(x) = 0 (x,8) € Sr,
ij=1

u(z,0) = Y(z) x €.

Entonces
ul, < QY]+ [flo)-

Nota 2.9. Algunas de las hipdtesis en este teorema son mds fuertes de lo necesario, por
ejemplo, podriamos debilitar la reqularidad en la condicion inicial.

Una extension del siguiente teorema nos permitird demostrar existencia de una ecuacion
no-lineal.

Teorema 2.10. (Teorema B [7]) Sea o € (0,1),d,m,B,T > 0,a,b;,c € Co(Zr) con
a(r,s) > m para (z,s) € Zr. Sea 1 € Cq4(Q2) con g—f(:c) =0 para x € 0N.
Entonces existe una funcion u € Cyyo(Zr1) con

ou

N
alu+ Y b D+ cu— 5, = dmin{B, WY en Zy,
=1

g_:;(l',s) =0 (l’, S) c ST, U(ZL’,O) = w(;p) (l’ c Q)

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema 2.10 y es el que utilizaremos

Teorema 2.11. Sea «,d,m,B,T,a,b;,c,v como en el teorema 2.10 y consideremos g €
Co(R2), no negativa. )
Entonces existe u € Coro(Z7) con

N
ou i 9
alAu + ; b;Diu + cu — % = gmin{ B, u"}, (2.5)
du _
%(x, s)=0 (z,8) € Sr,u(z,0) = P(x) (ze). (2.6)

Nota 2.12. La demostracion de este teorema resume los elementos que utilizaremos en este
capitulo, se trata de demostrar existencia para un problema semilineal para demostrar después,
via un argumento de punto fijo, la existencia de solucion para el problema no-lineal.

Antes de hacer la demostracion de este teorema, vamos a enunciar un resultado clasico que
es la base de los argumentos de existencia de este capitulo, para ello utilizamos la siguiente
notacion, definimos el operador L por

N N
Lu = % — gzjl aij(x,t)D;Dju + ; a;(z,t) Diu + a(z, t)u.

10



2.3. Resultados preliminares

Donde L es uniformemente parabolico y se considera el problema

Lu =f en Zp,
uli—o=v(z) enQ,
Bu |s,= SN bi(x, t)Dyu + bz, t)u |5,= @(x,t)  en Sp.

Supongamos que las funciones b;(z, t) satisfacen la condicion

N

> bi(x, t)ni(x)

i=1

>0 >0.

y que la funcion ¢ es compatible con la condicion de borde ¢, es decir

B¢ |5T: (2 en ST.
A continuacion enunciamos una version particular del teorema IV.5.3 de [15]

Teorema 2.13. (Teorema IV.5.3 paral € (0,1) [15]) Sea 02 de clase Cy, los coeficientes
del operador L a la clase C)(Zr) y por ltimo, b;,b € Cy.(Sr). Entonces para cualquier
f € C(Zr),p € Cas(Q),9v € C15(Sr), satisfaciendo las condiciones de compatibilidad de
orden [(1+1)/2], el problema anterior tiene una tnica solucion de clase Coyy(Z7), con

|u|2+l < C(|f‘l + |90|2,l + W}‘l—i—l)'

Demostracion del Teorema 2.11. Para cualquier v € C,(Zr), por el teorema (2.13) exis-
te una tnica funcion w = Sv € Cyr(Zr) tal que

N
ow ) 9
aAw—ieriDiw—l—cw—E = gmin{B,v"},
i=1
ow -
g, @) =0 (z,5) €5r, w(@0) = ¢() (zeQ),

definimos el operador S : Co,(Z7) — Coio(Zr) y tenemos que existe una constante M; > 0
con

‘SU|2+a M1(|1/}‘2,a+ ‘gmin{B,vz}‘a),
Mi([¢lyq + |9v*],),

< M9l + 21l [0])-

IN A

Por el teorema 2.8 existe una constante My > 0 tal que para v € Co(Zr)
[Sv], < Ma([¥l, + [gmin{ B, v*}|).
Definiendo Mz := Ms(|¢|, + Bg|,) se tiene que

|Sv|, < M para v € Co(Zr).
11



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

Sea
W= {v € Cora(Zr) : 0], < Ms, |v]y, o < Mi([¢]y, 0 +219lg0 M3)} — CalZr),

el cual, al ser visto por medio de la inyeccion compacta en C,(Z7) como un subconjunto de
C,(Zr), es un convexo compacto de C,(Zr).

La restriccion del operador S |y: W — W es continua, para probarlo consideremos v, h € W
tales que |v — h|, < ey, entonces S(v) — S(h) satisface

aA(S(v) — S(h)) + Z b;Di(S(v) — S(h)) + ¢(S(v)—S(h)) —

= g(mim{B,v*} —min{B,h*}) en Zr,

(x,s) = 0 (x,s)€ Sy,
(S() = S(h))(x,0) = 0 (xeQ).

Aplicamos el teorema 2.8 a la funcion S(v) — S(h) y tenemos que

1S(v) — S(h)] Q|g9(min{B,v*} — min{B, h’})

2Q) |g|o v+ h|o v — h|0'

, < .
<

Lo que prueba la continuidad de S |y .
Aplicando ahora el teorema de punto fijo de Schauder tenemos que existe u € W tal que
Su = u, esta funcion resuelve (2.5). |

2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario
para tiempo finito

Para demostrar existencia de solucion del sistema (2.1) empezaremos demostrando exis-
tencia y unicidad para la siguiente ecuacion:

9 — pA[(1+ 7(pru+ pov))ul + (a — bu — cv)u  en Zyp,

Qu(z,t)=0 en Sr, (2.7)

u(z,0) =1(x) >0 en

consideramos a v como una funcion fija, py, pa, a,? satisfacen las condiciones (A1), (pl) y
(W1) respectivamente, pu, 7, by, c1, son constantes positivas.

La existencia la demostraremos via un argumento de punto fijo. La unicidad la demostra-
remos por contradiccién suponiendo que existen dos funciones que satisfacen la ecuacion y
calculando que ecuacion satisface la resta de estas soluciones.

12



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

Observemos que

pA[(L + 7(p1u+ pav))u]

pAu + pr{(pru + p2v)Au + 2V (pru + pev)Vu
ul(p1u + pav)},

(1 4+ 7(2p1u + p2v))Au+ 2ut(uVpr + V(pru + pav))
+ prA(pav) + prutApy,

+

por lo que se obtiene

(

o = L+ 72pru+ pav)) Au+ 2um(uVp1 + V(p1u + pov)) Vu

+ (uTA(pav) + a — (b — pTApr)u — cv)u  en Zy,

4 2.8
Su(z,t)=0 en Sy, (28)

u(z,0) =(x) >0 en .

\

Buscamos solucion para la ecuacion (2.8), como se trata de una ecuacion no-lineal en el

laplaciano utilizaremos un argumento de punto fijo para resolverlo.

Sea w = S} (u,v) solucion de

(20 = (1 + (g + pa0)) S + 250 (uVpy + V{pru + pav)) Ve
+ (uTA(pav) + a — (b — pTApr)w — cv)w en Zr,

\ w(.0) =) >0 en 9, (2.9

\ Qu(z,t)=0 en Sy.

Suponiendo que existe solucién para (2.9) bajo condiciones adecuadas para u, v, p, T, p;; la
funcion w pertenece a la clase de funciones V', definida por

V= {he C*(Zr):0<h <R, |h|, < PR |hl,,, <m},

donde las constantes positivas P, R, m las definiremos en el teorema a continuacion. Notemos
que independiente de la relacion que exista entre las constantes positivas P, R, m tenemos
que esta clase de funciones es no-vacia.

Teorema 2.14. Sea a € (0,1),m, M € R,0 <m < M y sea
P = P(a,m, M) =2Kq(a, M+ 2mM + 4M?,m),

m
R = R M) = .
(o M) = T 9m L M) M(M £ AP+ 1/2) 1 2]
Donde las funciones Kq, Lq fueron definidas en el teorema 2.2.
Sea b, c € [%, %2], a, p1, p2, W satisfaciendo (A1), (p1) y (W1) respectivamente, junto con
las siguientes cotas

lal, <mM/4, (9], <R, T(R+1)(Ipilyq + |p2ly0) < 1/24,

Sea T € [1,00),u,v € V. Supongamos que w € C*Y(Zr) es solucion de (2.9), entonces:
0<w<R.
13



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

Demostracion. Sea T' < oo, u,v € V' y w solucion de (2.9). Procederemos por contradiccion,
es decir, supongamos que maxy, w > R.
Observemos que las funciones

p(1 4+ 7(2p1u + pov)), 2ut(uD;py + Di(pru + pav)) ¥
ut(peAv + 2V pa Vo) +a — (b — utAp)w — (¢ — urAp)v € C%(Zp)  paral <i < N,

ademéas como p(1 4+ 7(2p1u + pov)) > > 0y w(z,0) = (x) > 0 para x € €, se sigue del
colorario 2.6 que w > 0.
Entonces ¥ < R < maxw, asi:

t; :==sup{r € [0,T] : w(z, s) < méxw para (z,s) € Z,},

corresponde al primer instante en que w alcanza el maximo, esta bien definido, con t; > 0,
luego existe zg € €2 con w(z, t;) = maxw.
Es facil ver que por los acotamientos de la hipotesis se tiene

(uT(p2Av 4+ 2V paVu) + a — (b — prApr)w — (¢ — umAp2)v)(xo, t1) < 0, (2.10)
en efecto, como

w(zo,t1) > R, |v <m, b—purApy >b/2, c—urAps >c/2.

|2+a

y ademas

|p2Av + 2V pa Vv 0280, +2[Vpa Vvl
|p2‘0 ‘U‘2+a + 2 ‘p2‘2,a |U‘2+a ’

3 |p2|2,a V]o4a

IAINIA

se tiene entonces que

(u7(p2Av + 2V pa Vo) +a — (b — prApr)w — (¢ — utApo)v)(xo, t1) < mM/2 +mM /2
“bR/2 — cR/2,
< mM —mM
< 0.

Supongamos que w(z,t;) < maxw para x € ©, entonces xy € I y existe o > 0, € [0,1;)
tal que

(uT(2V paVu+pa Av) +a—(b—purApy )w—(c—purApo)v) (2, 8) <0 (x,5) € QNB,(20) X [, 1].

Por lo que podemos aplicar el teorema 2.5 y obtenemos que

0
8—1:(1'0, tl) > O,

14



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

lo que contradice las propiedades de w.
Ahora consideremos el caso w(z’,t;) = mdxw para algin 2’ € Q. Por (2.10), se puede
fijar e > 0,¢ € [0,¢;) con B.(2') CQy

(utA(pav) +a — (b — prAp))w — cv)(x,s) | B-(2) x [t,t1] < 0.

Con lo que tenemos que el operador lineal paraboélico

Lw:gijLVth—%—Z)ZO y — >0,

con ¢ funcién positiva continua hasta el borde de €2, satisface el Principio del méximo para
ecuaciones parabolicas lineales, es decir,

w(x,s) =mdxw para (z,s) € B.(2) X [t,t4].
Lo que contradice la definicion de ¢4. |

Esto prueba que si w es solucion de (2.9) bajo las condiciones mencionadas, se tiene que
0<w<R.
Una vez probada la cota anterior, se obtiene que la existencia de una solucién w € C'2+a(ZT)
de (2.9) se puede demostrar considerando, por ejemplo, el siguiente problema de condiciones
iniciales y de borde

(14 7(2p1u + pav)) Aw + 2ut(uV py + V(pru + pov))Vw

+(urA(p2v) + a — cv)w — 22 = gmin{w?, (R + 1)’} en Zr, (2.11)

w(z,0)=v¢(z) >0 enQ, 22(z,5)=0 en Sp,

donde g = g(z) = b+ purApi(z) > 0 en Q.

El problema (2.11) tiene soluciéon w € Cy o(Z7) se puede ver en el teorema 2.11 de la parte
preliminar. Lo que agregado a la cota a priori anterior prueba que el sistema (2.9) tiene
solucion, es decir, una solucion de (2.11) gracias a la cota a priori, es también una solucion
de (2.9).

En efecto, consideremos una solucion w de (2.11) y u, 7, a, ¢, b, p;,u,v,1 como en el teorema
anterior, el mismo argumento de la demostracion se puede aplicar para obtener

0 <w<R,

lo que prueba que una solucion de (2.11) es una solucion de (2.9).
La unicidad de esta solucion, en la clase de las funciones C*'(Z7), esta dada por el corolario
2.7, en efecto, sean soluciones w; y wy soluciones de (2.9), la resta p = w; — woy satisface

p(L+ 7210+ p2v)) Ap + 2uT(uV p1 + V(pru + p2v)) Ve
+(uTprAv 4+ a — cv)p — %—f = (b— utApy)(w? —w3) en Zp, (2.12)

o(z,0) =0 en €, g—i(z, s)=0 en Sr,
15



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

podemos reescribir la ecuacién anterior para dejar al lado derecho una funcion con signo:

w1+ 7(2p1u+ p2v))Ap + 2ut(uVpr + V(pru+ pav)) Ve
dp

+(purpeAv 4+ a — cv — 2(b — pTApy)ws)p — Frl (b— urAp))*  en Zr,

por lo que usando el corolario 2.7 se tiene que maxw < 0. Analogamente se tiene que:

p(1 4+ 7(2p1u + pov))Ap + 2ut(uVpr + V(piu+ pov))Ve
0

+(puTpeAv 4+ a — cv — 2(b — urtApy)wy)p — 8—f = —(b—purAp)* en Zyp,

Luego minw > 0, lo que prueba que w = 0.
Los teoremas que vienen a continuacion establecen cotas tipo Schauder para la solcion de

(2.9).

Teorema 2.15. Sea a,m, M, T, p1, p2,¢,a,b,c como en el teorema 2.14. Entonces la unica
solucion w € C*Y(Zz) de (2.9) satisface:

lwl, < PR, |wly,, <m.

Donde P = P(a,m, M), R = R(a,m, M) se definieron en el teorema 2.14.

Demostracion. Notando que 0 < w < R se tiene

(1 +7(2p1u+ pav))l, o+ 2pr(|prul, + [p2vl,,),
M + 21 M (|pal, [uly + [p1lg [uly + 12l (V] + o2l [ul,);

M + 6rmM (|p1l, + [p2],);

IA A CIA

12uT(uD;py + Di(pru + p2v))|y < 27M [2uD;py + p1Diu+ paDiv + vDipaly
< 27 M (2(July [Dip1y + [y [Dip2lg) + p1 |Diulg + p2 [ Divly),
< drmM (|p1ly + |p2ly) < mM;

1T (pa A0 + 29p3V0) + a — (b - Apy)w — (c — prdpa)vl,
< 7M |paAv + 2V po Vv, + |al, + 2b Jwl, + 2¢ |v],,
< TM |p2Av|, + |aly + 27 M |V pa V|, + 2bR + 2¢R,
< A4rmM |ps|y + |a|, + 20R + 2¢R,

por lo que:

(L +7(2p1u + p2))l, » 207 (uDsip1 + Di(pru+ p2v))], (1<i<N),
|uT(p2Av 4+ 2V po Vo) +a — (b — prAp )w — (¢ — prApe)vl, M +2mM + 4M?,
m < p(l+7(2p10 4 pov)).
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Recordemos que w resuelve (2.9) luego por el teorema 2.2, tenemos que:
lw|, < Ko(a, M +2mM + 4M?, m)(|1], + Jwl,)-
Asi definimos P := P(a,m, M) = 2Kq(a, M + 2mM + 4M?* m)(|¢|, + |w|,) y usamos que:
W]y < |dlyo R, Jwly <R,

para obtener
lw|, < PR.

Ademés tenemos que:

2u7(uDip1 + Di(pru+ pav))l, 2rM (2 [uDip1|, + |p1 Diul, + [p2Dv|, + [vDipal,),
AT M([ul, [ Diprlo + lulg |Dipily o + |p1lo o [ Diulg
1o | Diul, + [p2ly [Div],, + |p2|07a | Dy,

V], [Dipzly + [v]g [ Dip2lg o)

67—mM(‘p1‘2,a + ‘p2‘2,a);

IN + + INIA

luT(p2Av + 2V pa Vo) +al TM(|p2Av|, + 2|V pVu|,) + |al, ,
6rmM ‘p2|2,a + |a‘a )

2mM.

IA AN IA

Por lo que se tiene que

(L + 7(2p1u+ pav))l,, » 207 (uDipr + Di(pru + pav))l,, . [u(p2Av + 2V pa Vo) +af,,
<M +2mM.

Esto junto a p(1 + 7(2p1u + pav)) > m, nos permite concluir utilizando el teorema ?7 que
(wlyy o < Lalo, M +2mM, m)(‘(b — prAp)w? + (¢ — ,uTApg)vw‘a + [Vl + 1wly)-

Notando que

(b= prdp)w?|, < b= prApalg o [w?], + 10— prdpily + [w?]
< (b—pr |Ap1‘0,a)R2 +4bfwl, [wly
< (M?*+ M/2)R+ 4M*PR,
< RM[M +4MP +1/2],

y analogamente

(e = nrlp)w?|, < e prApaly, [wP]g + e = urdpaly + w?],
< (c—pr |Ap2‘0,a)R2 +defwl, [wly,
< (M?+ M/2)R+4AM*PR,
< RMI[M +4MP +1/2],

17
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finalmente

FQRRM[M +4MP +1/2] + [, , + |wly),
F(RM[M +4MP +1/2] + 2R),
FRIM(M +4MP +1/2) + 2],

m,

‘w|2+a

(VAN VAN VAN VAN

donde F = Lq(a, M 4+ 2mM,m) y la ultima desigualdad la obtuvimos de tomar

FIM(M +4MP +1/2)+ 2]

R=

Lo que nos permite concluir el resultado. |

Antes de demostrar la existencia de la solucion del sistema cabe mencionar que la exis-
tencia local en el tiempo para este tipo de sistemas fue abordada de manera muy general en
cuanto al namero de ecuaciones por H. Amann en [1], pero utiliza condiciones de regularidad
tipo Sobolev. Ahora demostraremos existencia global de soluciones para el sistema

Teorema 2.16. Sea o € (0,1),m, M € R con

mM M2]
R "R

W; satisfaciendo (W1) y los siguientes acotamientos

0<m<Mb1,02,b2,01€[ |a1|a,|a2| <mM/4

Uil SR (1= 1,2),0 < 7 tal que 7(R+ 1)(pnaly + 02l + P12l + 1po1ls) < 1/24.
Sea T € (0,00) fijo, entonces existe una solucion (u,v) a (2.1) tal que

u,v € C*(Zr), 0<u,v<R, |u],,|v], <PR, |uy,,|v, <m
(P=P(a,m, M), R= R(a,m, M) las definimos en el teorema 2.14).

Demostracion. Sea V :={g € C*"(Zr):0< g < R,|g|, < PR,|gly,, < m},

es un subconjunto compacto, convexo del espacio de Banach Cy,/2(Zr). La compacidad de
V en Cypq/2(Zr) viene de la compacidad de la inclusion de Coyo(Z7) en Coyayo(Z7).

Para (u,v) € V x V, definimos w; = S;(u,v) € C**(Z7) como la solucién a la ecuacion:

% = ,u(l + T(2p11U + plgv))Awl + QMT(uva + V(puu + p12v))Vw1
+ (uTA(p12v) + a1 — (by — uTApr1)wy — crv)wy en Zp,

wy(2,0) =11 (z) en Q, 2% =0 en Sr.

Anélogamente definimos wy = Sy(u, v):

% = ,u(l + T(2p21U + pQQ’U))Awg + 2,u7'(qu21 + V(p21u + pggv))ng
+ (uTA(pagv) 4+ as — (by — uTApey )wy — cv)wy en Zyp,
wa(x,0) = Py(z) en Q, %"2 =0en St.
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2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

De las discusiones anteriores se obtiene que S;(u,v) para i = 1,2, esta bien definido y admite
estimaciones del tipo:

0 < Si(u,v) <R, [Si(w,v)|, < PR, |Si(u,v)|y, <m (u,v) €V xVyie{l,2}

Asi para (u,v) € V x V se tiene (Sy(u,v), S2(u,v)) € V x V para , i € {1,2}.

Para (u,v) € V x V definimos S(u,v) := (S1(u,v), So(u,v)) entonces S: V x V —V x V.
Queremos demostrar la continuidad de S como operador de V' x V en V x V. Para ello,
definimos para u,v, g, h € V denotando ¢; = Si(u,v) — S1(h,g) y p2 = Sa(u,v) — So(h, g),
sabemos que satisfacen

0
% (1 4+ 7(2p11u + p12v)) Apr + put[2p11(u — h) + pra(v — g)]AS ()
+ 2um(uVp1 + V(pru + p1ov))Vor + (utA(prz(v — g)) — c1(v — 9))Sing)
+ 2u7((u — h)Vpu + Vipii(u — h) + p12(v — 9)]VSi(ng)
+ (Wt A(p12v) + a1 — (b + TpAP11) (Si(uw) + Si(hg)) — C10)$1
definimos
A(u,v) = p(l 4 7(2p11u + p12v)),
Bk(uu U) = 2/~LT(UDkP11 + Dk(ﬂnu + /7127)))7
C(u,v,9,h) = prA(pi2v) + a1 — (bh — p7Ap11)(Si(u,v) + Si(g, h)) — cyv,
Fu,v,9,h) = =2p7[pnASi(h, g) +2VpuVSi(h, g)l(u — h)

— [pTA(p1251(h, g)) — c1Si(h, 9)](v — g)
— 2u7(V(p1251(h, 9))V(v = g) + puVSi(h, g)V(u — h))
— putp12Si(h, g)A(v — g).

La funcién ¢, satisface
Au, v)Apr + Zivzl By (u, v) Dy

+C(h,g)p1 — % = F(u,v,h,q) en Zp, (2.13)

0(2,0)=0 (ze€Q), 22(x,5)=0 ((z,s)€ Sy).

n

Sea p > 0 tal que [ul, , < plul, parau € Co(Zr), notemos que |ul,, . [v < m,|S1(u,v) <

m, (1(1 + 7(2p11u + p12v)) > 0 para u,v € V se tiene que:

|2+a |2+Oc

‘A(uvv>|a/2 ) |Bk(uvv)‘a/2 ) |C(U7U7 hvg)|a/2 < p(M + 2mM) (1 <k< N,U,U, hag < V)?
A(u,v)(z,s) > m (v,8) € Zp,u,v €V,

De lo anterior y teorema 2.13 existe una constante K; > 0 tal que:

|51(U,U) - Sl(h'> g)|2+a/2 S Kl |F(U,U, h> g)|a/2 para u, v, g, heV.
19



2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

Podemos estimar [F(u, v, h, g)|,, por:
‘F(U,’U, hug)|a/2 S K2(|u - h‘2+a/2 + ‘U - g|2+a/2)
Con lo que se obtenemos:
|Sl(u7 U) - Sl(h7g>|2+a/2 < K3(|u - h‘2+a/2 + ‘U - g|2+a/2) para u, v, hag eV

El término Sy(u,v) lo podemos estimar de igual manera. Recordando como la norma y el
operador S fueron definidos se tiene que

15w, v) = S(h, gl v < Kall(w,v) = (hy 9l (w0 kg € V).

Aplicamos el teorema de punto fijo de Schauder, luego existen funciones (@, ) tales que

S(@,7) = (@, D), es decir, S1(@,7) = G y So(d, 7) = 7. m

Notemos que el sistema (2.1) tiene la siguiente propiedad de escalamiento, si (u,v) es
solucion de (2.1) y ¢ > 0 constante, se tiene que @ := (u, ¥ := (v es también solucion de (2.1)
con constantes ponderadas por ¢ > 0, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.17. Sea a € (0,1),¢,m, M € R con 0 < (,0 < m < M, by, ¢, by, ¢ € [ M2

N RC * RC 1
lai],, s |az], < mM/4, f; satisfaciendo (W1) junto con
Ui <CR (i=1,2).
2,
Sea T € (0,00), entonces existe una solucion (u,v) tal que para w € {a,0}
we C*YZyp), 0<w< (R, [wly, o < ¢m.
Demostracion. Sea u solucion de
9 — pA[(1+ T(p11u+ pr2v))u] + ( — biu — c1v)u,
w(z,0) =v¢(z) enQ, 2(x,t)= en Sy.
Entonces definiendo 7 := %, by = %1, C1 = % se tiene que:
ou N ~ .
5 = pA(1+ (T(pr1u+ prav)u] + (a1 — Cbyu — (év)u.
Multiplicando por ( se tiene que:
ou N ~ .
5 = CuA[(1 + ¢T(pr1u+ prav)u] + C(a; — abyju — (év)u.
y definimos @ := (u y v := (v tenemos que satisfacen
iy = pA[(1 4 7(p11@i + p1o0)i] + (a — byt — E,0)0 en Zp,
i(z,0) =1(z) en€Q, %% =0en Sr.
|
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2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

En particular tomamos ¢ = % tenemos que

Teorema 2.18. Dados o € (0,1),m, M € R con 0 <m < M, by, e, by, ¢ € [m, M],
lai],, s |az], < mM/4, ; satisfaciendo (W1) junto con

Ui

<M (i=1,2).

2.«
Sea T € (0,00), entonces existe una solucion (@, 0) tal que para w € {4, v}

weC*(Zy), 0<w<M, |w,, |wy,<mM/R.

Nota 2.19. FEl hecho de que las cotas de la solucion no dependan del tiempo es fundamental
para la existencia de la solucion global del sistema, pues para chequear existencia de la so-
lucion global solo basta extender la solucion a T = 0o, se demostrard que esta extension es

unica. Basado en este principio de extension unica se deduce que existe una unica
global.

solucion

Notemos que otra propiedad importante del sistema (2.1) es la positividad para todo

tiempo positivo, se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.20. Sea y,7,b;, ¢, |pijl, .,
T € (0, 00], (u,v) una solucion de (2.1) con u,v € C*Y(Zr).

Entonces u,v > 0.
Demostracion. Sea T € (0, 00] y suponemos que existe un elemento
(,8) € Zy con wu(x,5) <0 o wv(z,s)<0.
Para w € {u, v}, definimos

Sy = sup{r € [0,T] : w(z,t) > 0 para (z,t) € Z,}.

€ [0,00),W; € C*(Q), con W; >0, (i=1,2

),

Dado que u(x,0),v(x,0) > 0 para x € Q, s, esti bien definido. Sin pérdida de generalidad

suponemos que s, < S, entonces s, < T'. También tenemos que

u(z, 8,),v(x,8,) > 0 para x € Q.

Asi podemos escoger € > 0 tal que Qx [sy, s,+¢€] C Zr y p(1+7(priu(z, s)+piov(z, s)) > /2

para (z,s) € 0 X [sy, 8, + €] ¥ que exista un elemento:
(z,8) € Q X [8y,8, + €] con u(z,s) < 0.

Definimos para 1 <i4,j < N, (z,t) € Ze:

ai(z,t) = p(l+7(puu(z,t+ su) + p12v)),  ai(z,t) =0,
bi(z,t) = 2p71(u(r,t+ su)Dipin + Di(pnu(x, t + su) + p1av(z, t + 54))),
c(x,t) = pr(A(pv) +a — (by — utApi)u — c1v)(z, t + sy).
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2.4. Existencia de solucion del sistema no-estacionario para tiempo finito

Luego w := w(z,t) = u(z,t + s,) para (z,t) € Zr satisface

Zi]\ioaii(zvt) u’w‘l’zz ObDlU—I—C’LU—W :0’
w(z,0) = u(z,s,) > 0 para z € Q.

Concluimos del corolario 2.7 que w > 0.

Esto quiere decir que u(z, s) > 0 para (z, s) € QX [s,, 5, +¢], lo que contradice la eleccion
de € > 0.

Con lo anterior hemos la no-negatividad de la solucion global (u,v) de (2.1). Pero es
posible llegar més lejos y demostrar la postividad de la solucion global, en efecto, por con-
tradiccion y sin pérdida de generalidad supongamos que existe (z1,t1) € Q x (0,7 tal que
u(z1,t1) = 0 entonces (x1,t1) es un minimo de u. Consideramos dos casos, (z1,t1) € Qx (0,7,
(x1,t1) interior y (xy,t;) € 02 x (0,7, el minimo se alcanza en el borde.

i) (x1,t1) en el interior.

Definimos 1 = [1 + 7(p11u + p12v)]u, con lo cual ¥(x,t) >0 en Q x (0,1,
W(xy,t1) =0, af: (,t) =0 en 0Q x [0,7T). Derivamos parcialmente 1 en ¢

0 ou 0 0
a—f = [1+7(p117- 5 TP a:)]u + [1+ 7(pr1u + Plzv)]a—?a
0 0
= (Ut gt 1+ 7(2pnu+ pov)| 5

Lo que implica que

@ %—f—(1+7p12%)u
ot 1+ 7(2p1u + prav)’
= AY+ (a —bu— cv)u.

Asi obtenemos

8815 (14 7p12 gz) = [puAY + (a — byu — crv)u][l + 7(2p11u + p120)],
= pa(x)AY + (a — byu — c1v) (Y + Tp1u?),

Donde a(z) = 14 7(2p11u + p12v), con lo que 9 satisface

0 0
a—f = pa(z)AY +c(z)y + [1+ 710128—: +7(a — biu — cyv) priuu.
Definimos L) = %—f — pa(x)AY — c¢(x)1 y tenemos que

Ly > 0.

Luego por el principio del maximo fuerte para operadores parabolicos lineales, que se
puede ver en [20], si ¢ alcanza su minimo en el interior Q x (0,7) y este tiene el valor
cero, es decir, ¥(x1,t;) = 0 se tiene que la funcion ¢ es constante en 2 x (0,7) e igual
al valor minimo, es decir, 1) = 0, lo que implica que las funciones u y v son constantes
e idénticamente nulas en 2 x (0,7), pero esto no es asi pues las condiciones iniciales
no son idénticamente nulas, lo que es una contradiccion.
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ii)

2.5.

2.5. Unicidad en tiempo infinito.

(z1,t1) en la frontera.

Tenemos que Lip > 0 en Q x (0,7] y u(xy,t1) < u(z,t) en Q x (0,7) luego el lema de
Hopf asegura que
O

8—n(l’1, tl) > 0.

Lo que contradice la definicion de .

Unicidad en tiempo infinito.

Teorema 2.21. Sea o, i, 7, b;, ¢;, pij, T como en el Corolario 2.17, existe una tinica solucion

(u, v)

de (2.1) tal que u,v € C**(Zr).

Demostracion. De la discusion anterior se sabe que existe una solucion de (2.1) tal que

0<w<M, |w,,<mM/R.

Sean ahora U,V funciones de C*1(Zr) tal que (U, V) es otra soluciéon del problema.

Dado

que (u,v) y (U, V) satisfacen el sistema tenemos que

,u(l + T(2p11u + plg’U))A(U - U) + Q,MT(uva + V(puu + p12v))V(U - u) + C(U - U)

(U — u)
- =F
ot ’
donde
C = urA(pV)+a— (b — urApu)(U —u) — iV
F o= —(pr2pn(U —u) + pr2(V —v))Au + 2u7[(U — u)Vpn
+ V(U = u) 4 p12(V = 0))[Vu + (umA(p12(V = v)) — er(V = v))u
Multiplicamos por e™7® con v € R se tiene que
927
,U,(l + 7'(2p11u -+ plgv))Az“’ —+ 2#7’(va11 + V(puu + puv))Vﬂ + C"27 — a—zf, = F’Y,
donde
27 = (U—we ™, 27:=(V—-v)e
C7" = urA(peV) +a— (b — utAp) (U —u) — V) — 7,
F7 o= —(ur(2p1127 + p1227 ) Au+ 272"V + V(p112" + p1227)|Vu

+  (uTA(p1227) — 127 )u).
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2.5. Unicidad en tiempo infinito.

Multiplicamos por —z” e integramos sobre Z; obtenemos

/ ,u(l + T(2p11U + p12V))(—z“’)Az“’ + 2/17'(va11 + V(/)HU + puV))(—ZPY)VZW
Zr

oy - a5 = [ e,

Notar que

/ w(l+7(2011.U + p12V))(—=27)A27 = / w(l+7(2p11U 4 p12V)) |V,z“/|2
Zr

Zr

— ()2 AR2p11 U + p13V),
también tenemos que
/Z 2ur(UVp11 + V(p1nU + p12V))(=2")V2? = —/Z pur(UNV pry 4+ V(pinU + p1oV))V(27)?
| nr Y U0+ ViU 4 V) = [ U + U
+ A(puU + p12V)),
y que

g 1
/ (—z“/)ai = / =27 <0, pues z’(z,0)=0.
Zr 815 Q 2

Las tres ultimas ecuaciones implican que

| ones e ) - cnp < [ P

Zr

Podemos estimar el lado derecho. Para ello, se reescribe F7

F7 = —[2urpnAu+ 4ptVp1 Vu)2” + 2utp VuVz?
+(2uTrp12Vu + 2utuN p12) VT 4+ purp12AZ7]

Lo que implica que

F'(=27) = (QurpnAu+4urVpVu)(27)? + 2utpn 2" VuV2? + (urA(piau) — ciu)z727
+ 2urV(p12u) 2" V7 + prprouz? AZ7,
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2.5. Unicidad en tiempo infinito.

entonces

2utp11 (272 Au + 4pT(27)*V p1 Vu + 2utp11 27 VuV

S

T

+ (uTA(prou) — c1u) 2727 + 2urV (p12u) 27 V2T + prprouz? AZY

—2utV (p11(27)?)Vu + 2u1p112"VuVz' — urV(2727)V (prou)

I
S

T

—uz’2Y 4+ 2utV (p12u) 2" VZT — purV(p1auz”)VZ?

2ut(27)?Vp1Vu — 2u1p11 2"V 2"Vu — prV (prou) V(2727) — cruz?37

I
S

T

+ 2ut2"V (p1ou)VZT — ut(27V(prou) + prouVz")VZ7

2u7(27)*Vp1 Vu — 2utp1 2"V 2 Vu — pr2’V2'V (prou) — cyuzz?

I
S

T

— utpr2uNVzyVz?

Ahora acotamos los términos de esta integral:

¥\2
@Vouvu < EX(9pnP 4 v, o vave < Pl v 4w

2

~,y2
VoV < EX(uP 4 vop), wrm < Mooy o)
plgqu“’V?’ S %(|v27‘2+|v27‘2>

Con lo que obtenemos

Anélogamente
/ Fr(-2)
Zr

Finalmente

1 c
< [ Wrl(9pul £ 190 + 196 ol + 5 ol o) + 5 ()
T

nT 2, G - ur 12
+(ur |/)11‘o + B ‘pm‘o ‘“‘0) (V27" + o |U|o (zﬁ/)2 + o5 ‘Pl2|0 |“‘0 VZ7|

1 c

2 2 2 2 ~

< [ r(Vpml + V0 + [0l [paly+ 5 Il olo) + 2 01 2)°
T

uT 2 C2 HT 2
+(uT [ p22ly + 5 lp21ly [v]o) V27" + 5 v]o (27) + 5 |p21l ] [V27]

1 9 1 .
) {lp = wr(lpuily + 5 |p12lg |ulo] V27" + [ — pu7(lp22ly + 5 p1ly [vlg)] V2]
T

+E (2" + E'(27)’} <0, (v€R),
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2.5. Unicidad en tiempo infinito.

donde
v . KT v 2 2 2 ‘1

B = AlpeV) = O = pr (IVpu " + [Vul™ + [Vul™ puly + lpulg lulo) = 5 fulg

- T ~ c

E" = %A(leU) -C" - MT(|VP22|2 + |VU|2 + |VU|2 |,022|o + |/011|0 |U|o) - 52 |U|o
Imponiendo que

1 1
L —7(|puly + B \p12lo |uly), 1T — 7(|p22ly + 5 |p21lg |v]e) > 0. (2.14)

Obtenemos de lo anterior que
| BP@yp+EEP <o (eR)
Zr

Dado que U,u,V,v € C*'(Zr) y T < oo, podemos escoger v > 0 tal que E7, EY > 1.
Asi de (2.14) tenemos
27 =z1=0,

lo significa que u = U,v =V.

Con todo lo anterior concluimos que existe un tnico par (u,v) € (C*'(Z))? solucion
de (2.1), en efecto, basta considerar para T' € (0,00) las funciones ur, vy tales que (ur,vr)
resuelve (2.1), las desigualdades 0 < w < M, |wl,, , < mM/R, son validas para w € {ur,vr}.
Al tomar dos reales T1, Ty € (0,00) con Ty < T se tiene, por el teorema de unicidad, que

U, = U, ‘ZTlv U, = Uy ‘ZTI :

Dado que podemos definir funciones u,v : Z5, — R de la siguiente forma, consideramos la
restriccion w |z,:= up,v |z,:= vy para T € [1,00), con lo cual u,v € C*1(Zy) v (u,v) es
una solucion de (2.1), junto con conservar los acotamientos anteriormente mencionados.
Si (U, V) son también soluciones positivas de (2.1) en (C%1(Z,,))? , entonces podemos concluir
que

wlz,=U 23,0 |2,=V |z, para T € (0,00).

Luego u = U,v =V lo que prueba la unicidad de la solucion. |
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Capitulo 3

El problema estacionario

3.1. Introduccion

Consideramos el siguiente sistema:
(uA(1+ 7(priu+ pr2v))ul + (6 —u—v)u=0 en €,
UA[(1 + T(paru + pv))v] + (a —u—v)v =0 en Q,

ou __ Ov __
%_8n_0 en@Q,

[ u,v >0 en €

Donde  es un abierto acotado de R™ con frontera suave 9 y normal unitaria exterior n,
el coeficiente de difusion g > 0y 7 > 0 corresponde a un pardmetro de perturbacion.

Para las funciones a(x) y p;; con 1 < 4,5 < 2 se exige las siguentes condiciones de
regularidad y compatibilidad

(A1) La funcion a = a(z) es no-constante, Holder continua en Q y [, a > 0.

(p1) pij € Coa(Q), piy=0 enQ, 29 =0 endQ.

Bajo estas condiciones el sistema (3.1) corresponde al caso estacionario de una version par-
ticular del sistema (2.1), donde fijamos b; = ¢; = 1 para 1 <4i,j <2y a;(z) = as(x) = a(z).

Nuevamente las funciones u, v representan las densidades de poblacion de dos especies en
competencia, p corresponde al coeficiente de difusion, p; = p;i(z) representan las funciones
de autodifusion y p;; = p;;(x) para ¢ # j corresponden a las funciones de difusion cruzada y
a(x) representa la tasa de crecimiento intrinseca de las especies. Las soluciones del sistema
(3.1) corresponden a las soluciones estacionarias o equilibrios positivos del sistema (2.1).

Dado que u > 0,v > 0 en € diremos que (u,v) es un equilibrio donde ambas especies
coexisten. Un equilibrio de (3.1) donde una de las componentes es nula se denomina equilibrio
semitrivial.

El objetivo de este capitulo es estudiar como cambia la estructura de las soluciones del
sistema (3.1) a medida que varia el parAmetro positivo yu, en particular, probaremos que la
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3.2. Notacion

existencia de equilibrios de coexistencia puede ser caracterizada a través del signo de funciones
simples que dependan de p, p;;, a, cuando 7 es suficientemente pequeno.

3.2. Notacion

Denotaremos por § = 6(u) a la soluciéon positiva de la ecuacion logistica, es decir, 0
satisface
00

on
Sabemos que bajo las hipotesis (Al) la ecuacion (3.2) tiene una tnica solucion positiva
0 € C?(Q) para cada pu > 0. Ademas gracias al teorema de la funcion implicita se tiene que
0 : (0,00) — W?2P(Q),p > 1 es analitica. De las referencias [3, 13] sabemos que 6 tiene el
siguiente comportamiento asint6tico

pAb +0(a(x) —0) =0 en Q, loo=0, 6>0 en Q. (3.2)

1
O(p) — ay cuando p—0, O(p) — 9] / a(x)dr cuando p — o0,
Q

ambas convergencias son uniformes, donde a(x) = max{0, a(x)}.
Por lo que podemos definir

00)=ay y 0(oc) = / af 9]

3.3. Desarrollos de segundo Orden

En virtud del principio del maximo y del lema de Hopf para ecuaciones elipticas es posible
demostrar que el sistema admite cotas a priori de tipo C 4, luego salvo subsucesion, se tiene
convergencia uniforme de las soluciones cuando 7 tiende a cero a la soluciéon de la ecuacion
logistica #, por lo que para 7 pequeno las soluciones del sistema admiten los siguientes
desarrollos

w(p,7) = s0(p) + Tui(p) + Tuz(p) + o1 (77) f (1),
v(p,7) = (1= 8)0(p) + 101 (k) + Tva(p) + 02(7) g ().

Donde s € [0,1], 6, uy, v1,us, va, f, g son funciones suaves de p y a su vez o1, 05 son funciones

suaves de 7 tales que
2
o1(T
¥ — 0 cuando 7 — 0.
-

En particular podemos escribir las soluciones semitriviales, que corresponde a los casos s = 1
o0 s = 0 de la siguiente manera

w(p, ) = O(p) + Tur(p) + Tuz(p) + o1 () f (1),
o(p,7) = O(p) + Tor(p) + 7202 (1) + 02(7%)g (1)
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3.3. Desarrollos de segundo Orden

Evaluamos el sistema (3.1) en el estado semitrivial (0,v) y obtenemos:
UA[(1 + Tpagv)v] + (@ — v)v = 0. (3.3)

Si 7 — 0 tenemos que:
wAvy + (a — vg)ve = 0, (3.4)

es decir, vy = 6 donde 6 es solucion de la ecuacion logistica con condicion de borde Neumann.
Para chequear la establidad de los estados estacionarios semitriviales estudiamos el linea-
lizado de (3.1), esto es suficiente en vista de los resultados de G. Simonett [22]:

PA(L+ 7(2p11u + p12v))@] + (@ — 2u — v) + TuUApuY —up = —Ap,
A1+ T(paru + 2p200) )] + (@ — u — 20) + TuApavp —vp = —A.

Evaluamos en (0,v) obteniendo:

pA[L+To0)e] + (@ —v)p = Ay, (3.5)
RA[(L 4 27 pogv) Y] + (@ — 20)) + TuApnve — v = —Ai. (3.6)
Para caracterizar a v; hacemos un desarrollo de primer orden en (3.5) :
PA[(1 + Tpoa(ve + Tv1))(vo + Tv1)] + (@ — vo — Tv1) (v + TV1) = 0,
pAvg + Tv1 + Tpaz(ve + Tv1)*] + (a — vo)ve + T(a — vo)vy — Tv1 (v + TV1) = 0,
,uA[vl + ,022(1)0 + 7"111)2] + (Cl — Uo)Ul — U1 (’Uo + 7"111) = 0.
Haciendo 7 — 0 se obtiene:
,uA[vl + 02292] + (CL — 9)’111 — 1)19 =0. (37)

Esto junto con un desarrollo de primer orden en (3.5) nos permite tener una expansion para
el primer valor propio

PA[(1 4 Tp1a(ve + Tv1)) (0o + T01)] + (@ —vo — Tv1) (o +Te1) = —TAi(po + T1),
pA[p1 + pr2(vo + 71) (@0 + T1)] + (@ —vo)p1 — vi(po + T1) = —Ai(@o + T1).

Hacemos 7 — 0 obteniendo

pA[pr + p126°] + (a = 0) o1 — 010 = —\0. (3.8)
Restamos (3.8) y (3.7):
pA[p1 = v+ (P12 — p2)8?] + (a = 0) (1 —v1) = =\,
,U/ Alpr — v1 + (p12 — p22)0°]0 + /(a —0)0(p1 —v1) = =\ / 62,
Q Q Q
[~ pa)a-0)p = - [ e
0 0
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3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios semitriviales

Por lo que el signo de A\ para (0,v) esta dado por el signo de la siguiente funcion:

H(u) = / (p12 — ps)a — )6

Anélogamente el signo de A; para (u,0) esta dado por:

G(p) = /Q(Pm — pn)(a — 0)6°.

Con lo que si elegimos adecuadamente p;; obtendremos que ambos valores propios son ne-
gativos, luego ambos equilibrios semitriviales seran inestables, con esto es de esperar que
aparezca un equilibrio de coexistencia estable, lo que mostraria como la difusion cruzada
genera nuevos equilibrios de coexistencia.

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente teorema

Teorema 3.1. Supongamos que G(u), H(p) no tienen raices comunes. Sean puiy, po dos raices
consecutivas de la funcion G(p)H(p) y supongamos que ambas raices son simples, sean iy, fia
dos numerso cercanos a jiy, fla :

i) Si G(u)H () < 0 en (fy, fi2), entonces para p € [, fie] el sistema (3.1) no tiene
estados de coexistencia tal que T Sea pequeno y positivo.

i) Si G(u)H(p) > 0 en (g1, fi2) entonces para cada T > 0 suficientemente pequeno existen
nimeros p1(7), p2(7) y una funcion suave a valores reales

po— (u(p), v(p)) sobre [fiy, p1a] tg: Yu € (4, fi2)

el par (u(p),v(p)) es un unico estado de coexistencia de (3.1) y (u(u1),v(p1)),

(u(po), v(pe)) son estados semitriviales del sistema. Ademds, los estados de coexistencia
(u(p),v(p)) son estables si ambos G(u) y H(u) son positivos y es inestable si ambos
son neqativos.

En la afirmacion (ii) de este teorema pueden ocurrir dos posibilidades :

a) (u(pr),v(p1)) v (u(pe),v(pe)) son estados semitriviales del mismo tipo, cada una de
ellos iguales a (u(p),0) o cada una de ellos iguales a (0,v(p)).

b) (u(ur),v(p1)) v (u(pe),v(pe)) son de distinto tipo, uno de ellos igual a (u(w),0) y el
otro igual a (0,v(p)).

3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios se-
mitriviales

El objetivo de esta seccidon es demostrar existencia y unicidad de la ecuacion de equilibrio
estacionario semitrivial

{MA[(l +7pru)u] + (a — u)u =0 en Q, (3.9)

%zOen&Q.
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3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios semitriviales

Para ello seguiremos el esquema de la referencia [21], utilizaremos el método de super y
sub-soluciones combinado con un teorema de punto fijo.

3.4.1. Resumen de los resultados de [21]

Un resultado contenido en |21] entrega condiciones para la existencia de solucion de (3.9)
en el caso en que p; es constante, en nuestro caso tenemos que extender estos resultados para
el caso no-constante.

Para a(z) € L*(Q) partimos estudiando el problema de valores propios

?u + a(x)u = Au en ), (3.10)
5 =0 en OS2
Si consideramos el operador
Lu = Au+ a(x)u,
bajo la condicion de frontera g—z = 0 en 02, a partir de L podemos definir la siguiente forma

bilineal

Blu,v] :=< Lu,v >= /(Au + a(x)u)vdz,
0

que es simétrica lo que se puede ver integrando por partes gracias a que u,v satisfacen la
condicion de borde Neumann. Usando argumentos estandar podemos obtener que los valores
propios A, y las funciones propias de (3.10) satisfacen

)\1<)\2§"'y lim A\, = c©

n—~o0

Ademas \; es simple y la funcién propia de (3.10) que corresponde \; es positiva, todas
las otras cambian de signo. Para obtener propiedades variacionales definimos el siguiente
funcional en W12(Q) como

B¢ o= IVYI + al)y?)
=l TR

Tenemos que A\; = supyep1.2() @(¥) por el mismo método que en [6].

Notacidn:
A1 (A + a(z)) denota el valor propio principal de (3.10) y ¢; es la primera funcion propia.

Lema 3.2. (Lema 2.2 de [21]) Supongamos que ai(x)/di(z) > az(x)/dy(x) donde dy,dy €
C*(Q) y a;(z) € L>=(Q) parai=1,2.

i) Si M (Ady(z) + ai(x)) <0, entonces A\ (A + ax(x)) < 0.
ii) Si A (Ads(z) + az(x)) >0, entonces A\ (A + ai(z)) > 0.
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3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios semitriviales

Lema 3.3. (Lema 2.3 de [21]) M(A + a(z)) es creciente en a(x).

Lema 3.4. (Lema 2.4 de [21]) Sea a(x) € L>®(Q) y u > 0,u # 0 en

con%zo en Of)
mn

i) Si0# (A+a(x))u >0 enQ entonces A\ (A +a(x)) > 0.
ii) Si0# (A4 a(z))u <0 en Q entonces A\ (A +a(x)) < 0.
iii) Si (A +a(x))u =0 en Q entonces A\ (A + a(z)) = 0.

Para los lemas que siguen utilizaremos la siguiente notacion.

Notacién: Sea T : E — FE un operador lineal de un espacio de Banach, denotaremos el
radio espectral de T" por r(T).

El siguiente lema se puede encontrar en [2| y en [21].

Lema 3.5. (Lema 2.5 de [21]) Supongamos que T es un operador lineal compacto y positivo
sobre un espacio de Banach ordenado. Sea u > 0 un elemento positivo, entonces:

i) Si Tu > u, entonces r(T) > 1.
i) Si Tu < u, entonces r(T) < 1.
iii) Si Tu = u, entonces r(T) = 1.

Lema 3.6. (Lema 2.6 de [21]) Sea a(x) € L>=(Q) y M una constante positiva tal que
a(z)+ M >0 VreQ. Si\(A+a(x)) >0 entonces r[(—A + M) a(z) + M)] > 1.

Teorema 3.7. (Teorema 2.10 de [21]) Sea a(x) € C*(Q).
i) Si M(A+a(z)) <0, entonces el sistema (3.9) no tiene soluciones positivas.

ii) Si A (A +a(x)) >0, entonces el sistema (3.9) tiene una inica solucion positiva.

3.4.2. Extension del Teorema 3.7

Ahora consideramos la siguiente ecuacion:

{—A[(l + pr(z)u)u] = u(a(z) —u) en Q, (3.11)

g—Z:Oenﬁﬁ.

Donde €2 es un dominio acotado de R™ con una frontera suave 9, p;(x) es una funciéon no
negativa, a(z) € C*(Q).
Si consideramos el operador

B(u) := (14 p1(z)u)u
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3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios semitriviales

se puede ver que g—f >0 V(r,u) € Qx[0,00), luego B(u) tiene una inversa continua en u,
que denotaremos B~!(u), entonces se tiene:

B(u) = {2,)1;(93)(_1 + /1 +4pi(x)u) en el interior soporte de p; (3.12)

u en el complemento del interior del soporte de p;(x)

También podemos notar que:

oB™!

50 (u) >0 Yu>0y B '(u) € C*Q) siulx) e C*Q).

Definicién 3.1. Decimos que una funcidn u(r) es una supersolucion de (3.11) si (1 +
pi(x)0)a € C**(Q) y 4 satisface las siguientes condiciones:

—A[(1 4+ pr(x)a)a] > a(a(x) — @) en Q, g—z >0 en 02

Andlogamente definimos subsolucion cambiando el sentido de las desigualdades.

Definicién 3.2. Sea X un subconjunto no vacio de un conjunto ordenado Y. Un punto fijo
x del mapa f : X — Y lo denominaremos maximal si para cada punto fijo y de f en X
satisface x > y.

Ahora damos el teorema de existencia y unicidad de soluciones positivas del equilibrio
semitrivial.

Teorema 3.8. Sea a(x) € C*(Q).
i) Si M (A +a(x)) <0 entonces el sistema (3.11) no tiene soluciones positivas.
ii) Si A (A +a(x)) >0, entonces el sistema (3.11) tiene una unica solucion positiva.

Demostracion. 1) Si u(z) es una solucion positiva de (3.11), entonces

AM(A(L + pi(z)u) + a(z) —u) = 0 por lema 3.4.

Dado que ||a(z)||,, < oo, existe una constante positiva M tal que % es decre-
: —utM
ciente con respecto a u > 0. Entonces tenemos % < a(z) + M, luego

0=MAA+p(z)+alz) —u+ M) < \(A+a(x)+ M)
De aqui deducimos que A\ (A + a(z)) > 0.

ii) Sea B™! la inversa del mapa B(u) = (14 p;(x)u)u definido anteriormente. Denotamos
@ ;= B7*(C) donde C es una constante positiva lo suficientemente grande tal que:

a(r) - B1(C)<0 VzeQ.
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3.4. Existencia y unicidad de los estados estacionarios semitriviales

OB~
ou

La existencia de la constante C' > 0 se sigue del hecho que ||a(z)||,, < ooy
0 Vu > 0. Dado que:

(u) >

—A[(1+pB~HC)BHC)] = -AC =0,
tenemos que:
~A[(1+ p BTHC)BHC)] = B7HC)(a(z) — B~H(C)) en

Dado que % =0 en 0L, se tiene que 83;7;(“) > 0 Yu > 0en 092 por lo que 0 :=

B7(C) es una super solucion de (3.5), en efecto

—1 9p1,, | Qu L
e ) N R O

on 2p1(7) "2 1+ 4p1(x)u P_%%
1 Ip1
= 2c—~/1+4 .
2/)1(:6)( Can + pl(x>u>
Suponiendo % = 0 en 0N se tiene que:
OB~Y(C) _0
on
Lo que implica que
-1
M >0 en 0S2.
on

Definimos el siguiente operador F : [[0,4]] — C(Q2) como F' = B~' o W donde [[0, ]
denota el intervalo ordenado en C(Q2), donde W esta dado por:

Wu = (—A+ M) H(a(x) —u+ M1 + py(2)u))u),

donde M es una constante positiva lo suficientemente grande como para que [(a(z) —
u+ M(1+ pi(x)u))u] sea positiva. Con lo cual el operador F' es compacto, monotono
creciente y positivo.

Notemos que u es solucion de (3.5) si y solo si u es punto fijo de F', en efecto

u = Fu
< Bu = Wu
= (-A+ M1+ p(2)u)u] = (alz) —u+ M1+ pi(z)u))u
— —A[1 +p(@)u)u] = (a(x)—u)u.

Dado que @(x) es una super solucion de la ecuacion 3.5, se tiene que

—A[(1 + p1(x)u)u] > a(a(z) — a) en O
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3.5. Reduccién de Lyapunov-Schmidt

Sumando M (1 + p;(z)@)a y aplicando G~ o (—A + M)~! a ambos lados, se tiene que
F(a) <.
Notemos también que @ = 0 es una solucion de (3.5) y luego

r(F'(w) = r(F'(0)) = r[(—A + M) (a(z) + M)] > 1.
Por lema (3.6) dado que A;(A + a(z)) > 0. Ahora en virtud del teorema 7.6 en |2]
concluimos que existe una solucion positiva maximal v >> 0 en [[0, 4]].

La unicidad, supongamos que exiten dos soluciones positivas u,v de (3.11) luego res-
tando las ecuaciones se tiene que ¢ = u — v satisface

{%§m+wumw+w»m=¢w@%wu+mwm9, (313

32 =0 en OS2

Luego definiendo do(x) =1+ py(x)(u+v) y as(x) = a(z) — (u + v) se tiene que
Ao (Ady(z) + az(x)) =0

pero por otra parte como do(z) > 14 p1(x)u y as(x) < a(zx) se tiene que ay(z)/ds(x) <
a(x)/d(z) luego por el lema (3.2) se tiene que

0 = Ao(Ads(2) + as(z)) < MA(L + py(2)u) + a(z)) = 0.

Lo que es una contradiccion, por lo que la solucion de la ecuaciéon es tinica.

3.5. Reduccién de Lyapunov-Schmidt

En esta seccion utilizaremos la reduccion de Lyapunov-Schmidt para probar existencia y
no-existencia de estados estacionarios de coexistencia para 7 > 0 pequeno, para ello conside-

ramos el sistema:
pA[(1+ 7(pr1u+ prov))ul + (a —u—v)u=0 en §,
uA[(l + 7(paru + poov))v] + (@ —u —v)y =0 en €,
%:g—Z:g—Z:O en OS2,
w, T >0,

y consideramos la superficie:
S = {(, s8(12), (1 — $)6(w)) : € [0, 1]}.
Definimos los siguientes espacios:
Y = LP(Q) x LP(Q),
2

)
X = {(y z)GW”’(Q)xWQ’p(Q):@ 92 _ () en 092},

on  On
Xy = y> E X (I :u)d 0}7

(3.14)
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donde p > N/2, por lo que W2P(Q) — C(Q) y u > 0 dado.
Se fijan pp y pe raices consecutivas de GH donde:

Gu) = / (o — p)a—6) y H(u)= / (P22 — p12)*(a — 6).

Corresponden a los desarrollos de primer orden de los valores propios de los equilibrios semi-
triviales del sistema. Para p > 0 definimos:

Y= {(s0(p), (1 = 5)0()) = s € 0, 1]},

que corresponde al conjunto de las soluciones no triviales del sistema cuando 7 = 0. Partimos
demostrando el siguiente lema

Lema 3.9. (u,v) — (s6, (1 — 5)0) en (C2.4())? cuando T — 0.

Demostracion. Definamos ®1 = (1 4+ 7(pr1u + p12v))u, P = (1 + 7(paru + p22v))v, estas
funciones satisfacen

)

pAd) + (a —u—v)P; =0 en Con%zo o1,
n

pADPy + (a —u—v)Py =0 en €, Con%zo o1,
n

Supongamos que @1, P, alcanzan en el maximo al interior de €2 en z*, luego en este punto se
tiene que

0,

u(z”) +v(z?),
u(@”) +v(z7),

AVARAVARLYS

donde M corresponde al méximo de a(zx) en ), con lo obtenemos que

(I)l(.l’*> < M,
= O(x) < M VzeQ,
=  (I+7(puu(z) + prov(z)))u(z) < M Voe,

en particular u(z) < M, anadlogamente tenemos que v(x) < M, luego @y, P, satisfacen

IMA(I)l - (I)l = f((I)1) en Q, con % =0 89, (315)

Con f(®1) acotada, lego por regularidad Sobolev se tiene que |[®1[[p1a (g estd acotada, en-
tonces, salvo subsucesion, se tiene que existe ®7 tal que ®; — @7 uniforme, lo que implica
que © — @7, andlogamente para v se tiene que v — @5 y u + v resuelve

uAd + (a(x) — 0)8 =0,

con lo que concluimos que (u,v) — (s6, (1 — s)8). [
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Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este capitulo

Teorema 3.10. Supongamos que las funciones G y H no tienen raices comunes y sean i1 y
o dos raices consecutivas de la funcion GH.

i) Si GH <0 en (u1, ), entonces el sistema (3.1) no tiene estados de coexistencia para
T pequeno y positivo.

ii) Si GH >0 en (u1, pe), entonces existe una vecindad U de X2 y 6 > 0 tal que para T €
(0,6), el conjunto de soluciones de (3.1) en U consiste en las soluciones semitriviales
(o, (g, 7),0), (1, 0,0(p, 7)), y el conjunto ' NU, donde:

D= {(p, ulp, 7),0(p, 7)) i1 = 6 < o < pio + 0}
Aqui:

u(:ua 7_) = [S*(Ma 7_) - Sl(,u> 7')”9(M) + 'g(,u> T)L

v(p, ) = [s2(p, ) — 8" (p, )][0(0) + 2(1, 7)),

para ciertas funciones suaves s* y (y,z) tomando valores en R y X, respectivamente
y satisfacen:

s" (1, 0) = so(p) := H(p)/[G(p) + H(p)], 5w, 0) = 2(p, 0) = 0. (3.16)

Ademds, si pu1 y ps son raices simples de GH, entonces existen un par de funcio-
nes suaves u(t) y [@(t) en [0,9) tal que p(0) = pi,[@(0) = p2, y para cualquier
T € [0,0) se tiene que s*(pu, 7)[1 —s*(1, 7)] =0 con p € (1 — 0, 2 +90) si y solo si u €

{p(r), a(7)}-

Demostracion. Consideramos soluciones del sistema cercanas a X, las que podemos escribir
tnicamente (detalles en [12|) como:

(u,v) = (s0(p), (1 = 5)0(n)) + (y, 2), (3.17)

donde s € (0,1), y (u,v) € X5. Por lo que buscamos soluciones de esta forma, fijamos fi > 0
y consideramos la funcion:

pAy —s(y +2)0 + (a — 0)y + f1(y, z, 1, 7, 5) )

Fly, z,p,7,5) = ( pAz — (1= 8)(y+2)0+ (a—0)z + foly, 2, pu, 7, 8)

donde:

Ay, 2,7, s) = TuAlpn(s0 +y)* + pra((1 — )0 + 2)(s0 + y)] — (y + 2)y,
foy, 2, 7,8) = TuAlpar(s8+y)((1 = 8)0 + 2) + poa((1 — 8)0 + 2)*] — (y + 2)z,

con lo cual:

2
F(0,0,,0,8) = 0: F(0,0, 1,7,0) = ( L Alpat?) ) LF(0,0,p1,7,1) = ( At ) ,

37



3.5. Reduccién de Lyapunov-Schmidt
y denotamos:
L = L(p,8) = Dy F(0,0,11,0,5) € LO(X,Y).

con lo que tenemos:

B Ap+ (a—0)p —s(p+1)0
L(s, m)(¢, ) = < ZAi - (a_e)i— (1S0— s)(p+¢) ) '

Este operador resulta ser lineal compacto gracias a la compacidad de la inyeccion de W(zvp)(Q)
en LP(£2). definimos también:

P(y,z) =

fQQ[(lf—Qz)zy— s7] ( 9_0 ) |

que es proyector continuo sobre el kernel de L. Buscamos soluciones del tipo:

(u('v s T>7 0) = (519(/1’)7 (1 - 51>9(:U’)) + (771(7'7 /J’)v gl(Tv :u>>7
(07 U('v s T)) = (529(/1’)7 (1 - 52>9(:U’)) + (772(7'7 /J’)v §2(7—, M))

Donde s1 = 01(7, i), 59 = 09(7, 1) con:

Ul(ohu) =1y (nl(oau)aﬁ(oﬂ-)) = (an)a
0'2(()’”) =0 y (772(0#)>C2(0>7)) -

Para encontrar soluciones de (3.14) queremos encontrar soluciones no triviales de:

|
—~
=
=)
~—

F(y,z,p,7,8) =0 para y,z € Xy.
Ademas tenemos, por definicién de equilibrio semitrivial, que:

F(nl(THU’)?Cl(THU’)HuvTv 0-1(7—7 :u)) =0 para T € (0,5),,M c (ﬂ — 5,ﬂ+5),

F(nQ(TMU“)a<2(T>M)aM77702(Tau)) = 07
y consideramos:
P(s,u)F(y,z,p,7,8) = 0, (3.18)
(I —P(s,u)F(y,z,p,7,8) = 0. (3.19)

La segunda ecuacion tiene solucion dada por el teorema de la funcién Implicita, tenemos que
existe 41 > 0, una vecindad V de (0,0) € X, y una funcion suave:

(:u>7-> S) = (y(,u, T, S)a Z(:U“v T, 5)) : (_51a 51) X (_51a 1+ 51) X (la - 51a ,a + 51) - X2-
Dado que y y z satisfacen (3.19) obtenemos que:
(y(u, 7,0), 2(p,7,0)) = (0,0),
M)) Z(:uv T,01 (Tv /J,))) = (771(7—7 M)v Cl(Tv :u>>7
1)

)7 Z(:u> T, 02(77 :u))) = (772(7_a M)? C2(7_’ :u))
38
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3.5. Reduccién de Lyapunov-Schmidt

Asi (y, z, p, 7, s) satisfacen F(y,z,pu,7,8) = 0 siy solo si y = y1(p,7,8),2 = z1(p, 7,8) y

(:u> T, S) resuelve P(M? S)F(yl(lu“a T, S)a Zl(,u> T, 5)7 T, ‘9) =0
Denotamos

P(87 M)F(y(:uv T, 5)7 Z(M? T, 5)7 M, T, 8) = g(ﬂ? T, S)(07 _9)
La ecuacion de bifurcacion es equivalente a

6(#)7-7 S) - 07 (3'20)
y tenemos que:
5(“? 07 S) = 5(:“7 7,01 (77 :U“)) = 5(:“7 T, 02(M7 T, S) = Oa
por lo que podemos factorizar:
g(lu’a T, 5) = T(O’1 (Tv /J’) - 8)(8 - 0-2(7—7 M))gl(:uv T, 5>7

para alguna funcion suave & (7, s, ). Las soluciones de (3.20) distintas de las triviales vienen
dadas por:

&y, 7,8) = 0. (3.21)

Calculamos la derivada en 7:

87'5(:“7 T, 5) = (Ul(Tv M) - 8)(8 - 02(T7 /J’))aﬂ'gl(:uv T, 5) + T(' o )7
0:&(1,0,5) = s(1—15)0:£1(1,0,s).

Asi obtenemos que:

P(S> /”L)FT(O’ 07 s 07 S) = 87’5(:“7 0, ‘9)(97 _9)

Donde:
i) = (AT D 4l =04 )
— £+(0,0,,0,5) = ( ZﬁEz?§2—+s§;;e§)ip(li9i)s)292 ) |
por lo que:
P(s. ) F(0,0,,0,7) = Jos(1 = s)ul[(spir + (1 —f;)e/;u — spa — (1 — S)pzz)ﬁz]ﬁ(e’ _p)
_ S)fQ[S(pu — pa1) + (1 f;se)z(pm — p2)]6%(a - 0) 0. -6)

—sG(p) + (1 — s)H(p)

= s(1—9) NG

](97 _‘9)7

lo que implica que:

£1(1,0,5) = —C ) J}(;; ) (3.22)
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Por lo que si G(1) H(j1) < 0, tomamos dy tan pequeno como sea necesario, tenemos por (3.22)
que la ecuacion de bifurcacién no tiene soluciéon, lo que implica que no existen estados de
coexistencia.

Por otra parte si GH > 0 en (u1, t2) tenemos:

—(G(p) + H(p))
Jo®?

aplicamos el teorema de la funcion implicita y obtenemos que para cualquier ji € [y, pio] existe d3 >
0 tal que todas las soluciones de & (p, 7,s) = 0 en la vecindad (i — 03, i + d3) X (—0d3,03) X
(=03, 1 + 03) estan dadas por s = s*(u,7) paraT € (=0,0) y u € (1 — 03, i + 03) , donde
s*(p, 7) es un funcion suave que satisface s*(u, 0) = so(u). Entonces el conjunto de soluciones

de £(p, 7, 8) = 0 consiste en la superficies 7=0,s =0,s =1y s = s*(p, 7).

Resumiendo, tenemos que las soluciones (p, u,v) de (3.14) cercanas a X, a parte de las semi-
triviales estan dadas por (3.17) con y = y1(u, 7, 8), 2 = z1(p, 7, 8) y s = s*(p, 7). |

a851 (,UH 07 S) = 7’é O,
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

En esta seccion estudiamos la estabilidad de las ramas de soluciones de (3.14) encontradas
en la seccion anterior. A través de esta seccion suponemos que p; < g son dos raices
consecutivas de GH, las cuales son simples y GH > 0 en (uy,ps). Para 7 € (0,0),u €
(11 — 0, 4+ 6), con 0 > 0 suficientemente pequeno, usamos la representacion para soluciones
de (3.14) contenidas en I'. También como en el teorema anterior, u(7) y fi(7) son las raices

de 5*(/1’7 T)[l - 5*(:“77—)] =0 con H(O) = :u’lvla(o) = Ha-
Sea (p,u,v) = (u,u(p, 7),v(p, 7)) un estado de coexistencia contenido en I'. La estabilidad
de (u,v) esta determinada por el signo de Ay, el valor principal del problema:

pA(1+ 7(2p11u + p12v))d] + (a — 2u — V)P + TuAprouy) —uy = —A\p  en §,
PA(L + 7 (pa1u + 2p200) )] + (a — u — 20)¢ + TuAp2vY —vY = =M1y en €,

_I_
% gw 0 en Of).

(3.23)
Necesitaremos los siguientes lemas para obtener una férmula para Aq, la que seré 1til para
determinar su signo.

Lema 3.11. Para 7 > 0 pequenio el valor propio principal Ay = A\ (u.7) de (3.23) satisface:
)\1 /(¢U — @Z)u) + 7')\1 / [(2,021u + pggv)gbv — (pllu + plgv)wu] =
Q Q

/Q(a —u —v)[(2p11u + p120) PV — (P21u + 2p200)Yu + (p129 — pard)uv] +

(a—u—2v)(pr1u+ pr2v)bu — (a — 2u — v)(pa1u + pav)Pv  +
((p21u + p22v)Yh — (pr1u + prav)@)uv.

Demostracion. Multiplicamos la primera ecuacion de (3.23) por (1 + 7(pa1u + poav))v v la
segunda por (1 + 7(p11u + p1av))u e integrando por partes se tiene que:

/Q —(a—u—v)(1+712p11u+ p12v))pv + (a—2u—v)(1+ T(paru + pav))dv
—7(a — u —v)propuv — (1 + 7(paru + poov))Yuv = —X /Q(l + 7(paru + pa2v))pu.
Analogamente obtenemos que:

/Q —(a—u—v) 1+ 7(pau+2p0v))Yu + (a—u—20)(1+7(pru+ p12v))Yu

—7(a —u—v)pnouv — (1 + 7(p11u + p12v))puv = —A /Q(l + 7(pr11u + p12v))Yu.

Restamos ambas expresiones y obtenemos el lema. |

Para determinar el signo de A\; para 7 pequeno, consideramos 3 casos, 4 cercano a fi1, jt
cercano a ls v b entre i1 v o, en el ultimo caso, el signo de \; se puede determinar por el
siguiente resultado.

41



3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

Lema 3.12. Para n > 0,

> o AMp, ) G)H(p)
Il Es i}

Uniformemente en pu € [ + 1, po — 7).

Demostracion. Usamos la representacion del lema anterior:

At /(¢U —u) + 7N / [(2p21u + pa2v)dv — (pr1u + p12v)hul]
Q Q

= /Q(a —u—v)[(2p11u + p120)Pv — (P21 + 2p22v)Yu + (P12 — p21¢)uv)
(@ — 1w = 20) (i1t + prov) bt — (@ — 2u — v)(portt + pasv) b
+[(p21u + p22v)h — (pr1u + prov)Puv
- /Q(a—u—v)¢v— (@ —u—v)dutr(a—u—v)(2p11tu+ prov)dv —(a—1u—v) (por -+ 2pm0)tou
+(a—u—2v)Yu+T7(a—u—20)(pr1u+ p12v)Yu—(a—2u—v)pv—T(a —2u—v)(par1t+ paav) Pv
+7(a = u—v)(p2t) — pd)uv + (¥ — @)uv + 7[(paru + p22v) — (pr1u + pr2v)Puv
=T /Q(a —u —v)[(2p11u + p120) PV — (p21u + 2p220)hu + (p129 — pard)uv]

+(a —u —20)(pr1u+ p2v)hu — (a — 2u — v)v + [(paru + p22v)Y — (pr1u + prav)dluv.

Tomamos limite cuando 7 — 07 se tiene que (u,v) — (sof, (1 — s0)8), (¢,v) — (6, —6) con
lo cual:
A1

- Q(¢U - 1/’“) + A1 / [(2/721U + /722U)¢U - (/)11U + p120)¢u]

T Q
:/(a—9)[(2p11309—|—p12(1—50)9)(1—50)92+(p21309—|—2p22(1—50)9)5092—(p129+p219)50(1—50)9]
Q
—(CL — (SQ + 2(1 — 80))9)(,011809 + p12(1 — 80)9)8092

—(a — (259 + (1 — 50))0)(p215 — 00 + pag(1 — 50)0)(1 — 50)6?
—[(,021509 + p22(1 — 80)9)9 + (p11509 + p12(1 — 80)9)9]80(1 — 80)92

= /Q(a — 0)0%[(2s0p11 + (1 — 50)p12) (1 — 50) + (s0p21 + 2(1 — s0)paz)so — (p12 + p21)so(1 — s0)]

—(a —20)(sop11 + (1 — s0)p12)508” — (sop11 + (1 — 80)p12)s50*
—(a = 0)(sopa1 + (1 — s0)pa2)(1 = 50)8% + (sopar + (1 — s0)p22)(1 — s9)506°
—[sopa1 + (1 — s0)paz + sop11 + (1 — so)p12)se(1 — 80)94
= /(a, — 9)93[250(1 - 50),011 —|— (]_ — 280)(1 — So)p12 — (]_ — 280)50p21 — (]_ — 380)(1 — So)p — 22]
Q
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

—(a = 0)(sop11 + (1 = s0)p12)508° + (s0p11 + (1 — S0)p12)so(1 — s0)6*
—(a = 0)(sopa1 + (1 = s0)p22) (1 = 50)0° + (s0p11 + (1 = 50)pr2)so(1 — 50)6"*

- / (a— 0)6%((2 — 3s0)so(prr — pm) + (1 — 350)(1 — 50) (12 — pao)]

= (2= 3s0)s0G (1) — (1 — 350)(1 — s0) H ()
HG
G+ H

Donde la tltima igualdad viene de que sy = GJFLH, lo que prueba el lema. |

Ahora consideramos el caso H(u1) = 0, con lo cual se tiene que s*(u,7) = 0, donde
p = p(7) y también

(u(p, 7), (g, 7)) = (0,0(p) + Tua (p) + 0(7)).

El signo de A;(u, 7) cuando p esta cercano a puy esta determinado por el siguiente lema:

Lema 3.13. Supongamos que H(\;) = 0. Entonces se tiene que:

Mp, ) H'()

1m = .
()= 0) T(p, ) fo, 0(11)

Demostracion. Denotamos por I(u, 7) al lado derecho de la igualdad del lema 3.11, entonces
I(p,7) = 0, en efecto: Dado que u(p, 7) = 0 tenemos que v(u, 7) satisface:

PA[(1+ Tpov)v] + (@ —v)v =0 en g—z =0 en 0f).

Por otra parte ¢(u, 7) satisface:

pA[(1 + 7p12v)p] + (@ —v)p =0 en €, % =0 en 09,
luego multiplicamos la ecuacion que satisface v por (1 4 Tp2v)¢@ e integramos por partes:
/QHA[(l + Tp20)v](1 + Tp120)d + (@ — v)v(1 + Tp12v)p =0,
/Q —(1 4 Tpaav)v(a —v)p + (a — v)vep(l + Tp12v) =0,
/97'(012 — pp)v?(a —v)¢ =0,
[ 2= py*ta =) 0.

Con esto tenemos que:
I(p,7) = 0.
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

En efecto, dado que u(u,7) = 0, tenemos que:

I, ) = / (P12 — p)® ()@ — v(w)),

y de lo anterior se concluye. Por el teorema del valor medio tenemos que existe p* = pu*(7) €
(1, ) tal que:
[(:uv T) = (ru’ - H)Iﬂ(ru’*v T)'

La derivada de I con respecto a p es:

L(p,7) = /Q —(uy + ) [(2p110 + p120) PV — (P21u + 2p220) 00U + (P12 — p21¢)uv]

+(a —u —v)[(2p111y + P12V,) PV + (211U + p120) (G0 + dVL) — (P21Uy + 2p2v,)Yu
—(p21u + 2p220) (Ypu + Yuy) + (P12 — p219u)uv + (pr2¥ — p219) (uv + uvy,)]

— (4 2vu) (p11u + prav)ou + (a — u = 20)[(pr1uy + pr2vp)u + (pru + pi2v) (Vuuw,)]
+(2up + vu) (210 + p22v)dv — (@ = 2u — v)[(p2ruy + p220) PV + (P21 + P22v) (Ppv + DU, )]
+[(paruy + p22v,) Y + (p21u + paov) Y, — (pr1uy + pr2vu)d — (pr1u + p1av) gy luv

+[(p21u + p22v)Y — (pr1u + p12v) @] (uyv + uvy),

lo que implica que:

Lu(p1,0) = / —p120'0° + (a = 0)[(2p11500 + p1a(0” — 500))0% + p126° (0, — 546)
Q

+2p22¢9386 — (p12 + p21)8/0¢93] — (a — 29)p218/093 -+ (8/09 + 9')p2293
—(a — 9)[(p21869 + 022(9/ — 869))92 + p229(9'9 + 9(9, — So)] — (p2292 + p1292)3692

- / (P22 — pr2)06° + (a — O)25y0(11 — por) + (36 — As0) (p1a — p2)]6?
= —H'(11) + 250G ().

Dado que H(py) = 0, tenemos que so(u1) = H'(1)/G(11), con lo cual:

Lu(p1,0) = H'(pn1).
Esto junto al lema anterior nos permite concluir la demostracion. ]
Ahora estamos en condiciones para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.14. Suponga que jiq, f1o son dos ceros consecutivos de GH, los cuales son ambos
simples y GH > 0 en (1, 12). Entonces existe 79 > 0 tal que para cada 7 € (0,70) y cada

p € (u(r), u(r)), tenemos:

i) M(p,7) >0 siempre que G >0y H >0 en (g, p).

i) M(p,7) <0 siempre que G <0y H <0 en (ug,p).
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

Demostracion. Solo demostramos (), (i4) es analogo. Por contradiccion, supongamos que
existen sucesiones 7; — 0y p; € (u(7;), p(7)) con A\ (u;, ;) < 0 para todo i = 1, 2... pasando
a una subsucesion si es necesario, se puede asumir que p; — p*. Dado que w(r) — my
A(7;) — a2, tenemos que p* € [u, pe]. Hay dos casos a considerar: B
Caso I: pu* € (u1, p12), por el lema (3.12) tenemos:

A (pi, 73) G(p)H (u)

lim = > 0.
ST TGO+ )

Luego Ai(u;7;) es positivo para ¢ grande, lo que contradice la suposicion.

Caso II: p* = py 0 u* = g, para el caso pu* = p; sin pérdida de generalidad podemos suponer
que H(uq) = 0. Dado que H > 0 en (uq, 2) y 1 es raiz simple de H tenemos que H'(p1) > 0
luego por el lema 8:

A (i, H'
i—oo Ty(p; — p(73)) f99
Dado que p; > H(Ti), por lo anterior Ay (j;, 7;) > 0 para i grande, lo que nuevamente contradice
la suposicion. Con esto probamos el teorema, los otros casos son analogos. |
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

A continuacion vemos un ejemplo de difusion cruzada como estrategia de movimiento.

Recordemos que segtin la Ley de Fick podemos considerar a p;; con ¢,j = 1,2 como la
percepcién que una especie tiene de la otra y de si misma y esta percepcion afecta a la manera
en que se va a desplazar y distribuir cada especie

=V (pu + puu+ prav) = F(u,v),

luego esperamos que en el soporte de py1, p12 la especie u difunda méas que en las regiones
donde estas funciones sean nulas.

En este contexto hablamos de estrategias de movimiento y se espera que estas estrategias
produzcan equilibrios estacionarios de coexistencia, para ello usamos el teorema 3.1 y se
define p;; con i,7 = 1,2 en funcion de a(x), dado que esta funcion representa el crecimiento
intrinseco de la poblacién u, es natural pensar que donde mA@s negativa sea esta funcion
serd més complicado para las especies prosperar, por ello buscamos pi1, p12 en funcion de la
parte negativa de a(x), asi recordando que

H(p) = / (P22 — pr2)8*(a — 6), (3.24)

tomamos pog = T99a_ y p12 = rioa_ donde 115, 799 SOn constantes positivas 'y a_ (a:) es la parte
negativa de a(z) definida por a_(z) = max{0, —a(z)} se tiene que

) = [ (o= =)o —0),
= (roe —7T12) /Q a_0*(a —0),
= —(roy —712) /Q a_0*(a_+9),

donde la funcion a_6*(a_ +60) > 0 en Q con lo que

/ a_03(a_+6) >0,
0

lo que permite darle signo a la funcion H(u) dependiendo de los factores ros y 712, andlo-
gamente es posible darle signo a la funcion G(u) dependiendo de los factores 117 y 791, por
lo que podemos encontrar estrategias que permitan tanto coexistencia como extincion de
alguna de ellas. Cabe mencionar que en este caso a4 (z) no tiene la regularidad necesaria,
por lo que habria que considerar la regularizada de esta funcion y como la convergencia de
la regularizada es uniforme este resultado sigue siendo valido.

Qué otro tipo de funciones permiten darle signo a H(x)? En general tomando

n

pij() =Y rili, j)ak (x),

k=1

donde las constantes positivas 7(i, j) se escogen apropiadamente.
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3.6. Estabilidad de los estados de coexistencia

Dado que a las funciones p;; le exigimos que tengan condicién de borde Neumann también
es necesario incluir esta condicién en la funcion az).

También podemos destacar el casos en los que por este método no es posible determinar
si hay coexistencia estable, por ejemplo al considerar p;; = p21 y/0 p1a = p22, una u ambas
de nuestras funciones se anulan por lo que no es posible aplicar el teorema de estabilidad, tal
vez habria que considerar desarrollos de orden mayor pues recordemos que en esta memoria
hemos considerado desarrollos de segundo orden.
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