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RESUMEN DE LA MEMORIAPARA OPTAR AL TÍTULO DEINGENIERO CIVIL MATEMÁTICOPOR: ÓSCAR VÁSQUEZ AHUMADAFECHA: 04/01/2008PROF. GUÍA: SRA. SALOMÉ MARTÍNEZ.�DIFUSIÓN CRUZADA EN UN SISTEMA DELOTKA-VOLTERRA DE DOS ESPECIES�El presente trabajo de título tiene por objetivo mostrar el efe
to de la difusión 
ruzadano-homogénea en la 
rea
ión de equilibrios de 
oexisten
ia, en un modelo de 
ompeten
iatipo Lotka-Volterra de dos espe
ies.La difusión 
ruzada 
orresponde a una forma de introdu
ir en el modelo la idea de que el�ujo de individuos de una espe
ie no solo es afe
tado por el gradiente de su 
on
entra
ión, si noque es afe
tado por una fun
ión de la 
on
entra
ión de ambas espe
ies, donde la 
omponenteespa
ial apare
e de manera explí
ita.Se desarrolla el sistema no-esta
ionario, demostrando existen
ia y uni
idad de la solu
iónbajo 
ondi
iones ade
uadas en los parámetros y en las 
ondi
iones ini
iales de este. Parala existen
ia, la té
ni
a utilizada 
orresponde a a
otamientos a priori de las solu
iones delsistema, es de
ir, suponiendo que la solu
ión existe se puede demostrar que ésta y sus de-rivadas hasta el segundo orden deben estar a
otadas y que di
ha 
ota es indepediente deltiempo. Estas 
otas se obtienen gra
ias a apli
a
iones ade
uadas del prin
ipio del máximo ydel Lema de Hopf para e
ua
iones parabóli
as. Esto 
ombinado 
on un argumento de punto�jo permite 
on
luir existen
ia. La uni
idad se demuestra por 
ontradi

ión, apli
ando unfa
tor integrante ade
uado e integra
ión por partes.En el 
aso esta
ionario se demuestran 
ondi
iones para la existen
ia de equilibrios de
oexisten
ia y se 
ara
teriza su estabilidad. La existen
ia de equilibrios de 
oexisten
ia se
ara
teriza en términos de fun
iones es
alares relativamente simples, dependientes del pará-metro de difusividad. Para ello se utiliza la teoría de bifur
a
iones por medio de la té
ni
a deredu

ión de Lyapunov-S
hmidt. La estabilidad de los equilibrios en
ontrados se determinapor medio del estudio del primer valor propio del problema esta
ionario linealizado. Esto essu�
iente gra
ias a resultados en la literatura existente.Así, los resultados de esta memoria son dos teoremas, uno de existen
ia y uni
idad pa-ra el sistema no-esta
ionario y el otro de 
ondi
iones para la existen
ia de equilibrios de
oexisten
ia para el sistema esta
ionario.Se 
on
luye que, para este tipo de sistemas, basta 
on difusión 
ruzada no-homogéneapequeña para produ
ir equilibrios de 
oexisten
ia.
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Capítulo 1Introdu

iónLos sistemas 
ompetitivos de Lotka-Volterra 
on difusión son modelos simples que hansido utilizados para modelar la dinámi
a de pobla
iones en 
ompeten
ia. Estos sistemas sonespa
ialmente explí
itos, 
ada espe
ie se mueve de regiones de mayor a menor 
on
entra
ióndebido al movimiento aleatorio de sus individuos. Una pregunta importante, tanto del puntode vista e
ológi
o 
omo matemáti
o, es saber si estos sistemas admiten estados esta
ionariosdonde ambas espe
ies 
oexisten. Consideremos el siguiente sistema de Lotka-Volterra
∂u

∂t
= µ1∆u+ (a(x) − u− v)u en Ω × (0, T ), (1.1)

∂v

∂t
= µ2∆v + (a(x) − u− v)v en Ω × (0, T ), (1.2)

∂u

∂n
= 0,

∂v

∂n
= 0 en ∂Ω × (0, T ). (1.3)Las fun
iones u(x, t) y v(x, t) representan las densidades de dos espe
ies en la posi
ión xy en tiempo t. El dominio Ω es una región a
otada de RN 
on borde suave ∂Ω y n es lanormal exterior de ∂Ω. La 
ondi
ión de borde (1.3) signi�
a que no hay �ujo de individuos através de la frontera. Los parámetros µ1 y µ2 
orresponden a 
oe�
ientes de difusión de u y

v respe
tivamente. La fun
ión a(x) denota el 
re
imiento intrínse
o de las espe
ies. En estemodelo las espe
ies de u, v sólo di�eren en su difusión.En estas 
ondi
iones, si µ1 > µ2 la espe
ie u 
onverge a 0 
uando t→ ∞ mientras que laespe
ie v 
onverge a un equilibrio estable. Así, en este 
aso la diferen
ia en los 
oe�
ientesde difusión no puede produ
ir la 
oexisten
ia, si dos espe
ies sólo di�eren en su difusiónprevale
e la que difunde más lento, 
omo se puede ver en [8℄.Una pregunta interesante es si es posible la 
oexisten
ia de dos espe
ies que tienen lamisma tasa de 
re
imiento, pero di�eren en su su patrón de movimiento. Nuestra dis
usiónanterior muestra que la diferen
ia en las tasas de difusión no puede produ
ir 
oexisten
ia, porlo que 
onsideraremos que el movimiento de las espe
ies es afe
tado por intera

iones entreindividuos. En 1979, N. Shigesada, K. Kawasaki y E. Teramoto [14℄ propusieron un modeloen donde el movimiento de las espe
ies es afe
tado por las presiones pobla
ionales 
readapor las intera

iones entre individuos. Matemáti
amente, esto se tradu
e en la in
orpora
ión1



de auto-difusión y difusión 
ruzada en el sistema (1.1). Consideramos enton
es el siguientesistema






























∂u
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a− u− v)u

∂v
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a− u− v)v en Ω̄ × [0, T ),

∂u
∂n

(x, t) = 0, ∂v
∂n

(x, t) = 0 en ∂Ω × [0, T ),

u(x, 0) = W1(x) ≥ 0, v(x, 0) = W2(x) ≥ 0 en Ω̄.

(1.4)Los 
oe�
ientes ρij = ρij(x), 1 ≤ i, j ≤ 2, representan auto-difusión y difusión 
ruzada y
τ ≥ 0 
orresponde a un parámetro de perturba
ión. Observemos que en este sistema el �ujode las espe
ies u y v esta dado por

Ju = −∇[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] y Jv = −∇[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v],al suponer ∂ρij

∂n
(x) = 0 en ∂Ω para (1 ≤ i, j ≤ 2), obtenemos que la 
ondi
ión Ju ·n = Jv ·n = 0en ∂Ω es equivalente a la 
ondi
ión de borde ∂u

∂n
= ∂v

∂n
= 0 en ∂Ω.Una primera pregunta es si el sistema (1.4) admite solu
iones globales. La existen
ialo
al fue probada por H. Amann, en el artí
ulo [1℄. Nuestro primer resultado estable
e quebajo 
ondi
iones apropiadas para las 
ondi
iones ini
iales, la solu
ión del sistema (1.4) estáde�nida para todo tiempo si τ es pequeño.Teorema 1.1. Sea α ∈ (0, 1), m,M ∈ R 
on 0 < m ≤ M . Existe ε > 0 pequeño tal que elsistema (1.4) tiene una úni
a solu
ión global 
lási
a para

µ ∈ [m,M ], τ ∈ (0, ε], |a|α ≤My para 
ualquier 
ondi
ión ini
ial no-negativa Wi satisfa
iendo
|Wi|2,α ≤M para (1 ≤ i ≤ 2).El número ε depende de Ω, α,m,M, τ .La existen
ia global de solu
iones para este tipo de sistemas no es 
lara, pues son sistemasfuertemente a
oplados. Algunos resultados de existen
ia global han sido obtenidos para el
aso en que a, ρij son 
onstantes 
omo por ejemplo para el 
aso N = 2, 
on uno de los
oe�
ientes ρ12 o ρ21 nulo Y. Lou, W. Ni y Y. Wu en [19℄ lo demostraron. Y. S. Choi, R.Lui y Y. Yamada en [5℄ extendieron el resultado anterior para N < 6. Estos últimos autoresprobaron en [4℄ existen
ia global en dimensión N 
uando ρ21 = ρ22 = 0. Y. Li y C. Zhaoen [16℄ estable
ieron existen
ia global para el sistema bajo 
ondi
iones ade
uadas en los
oe�
ientes de auto-difusión y difusión 
ruzada . Para el 
aso ρ11 = ρ22 = 0 y para ρ12, ρ21pequeños, P. Deuring en [7℄ demostró existen
ia global de solu
ión 
lási
a del sistema.Nuestro propósito es estudiar la 
oexisten
ia de las espe
ies u y v, para eso estudiaremos laexisten
ia de de estados esta
ionarios positivos de (1.4), los 
uales 
orresponden a solu
iones2



positivas del siguiente sistema


















µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a− u− v)u = 0 en Ω,

µ∆[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a− u− v)v = 0 en Ω,

∂u
∂n

= ∂v
∂n

= 0 en ∂Ω. (1.5)Para des
ribir los resultados introdu
imos θ(µ) la solu
ión positiva de la e
ua
ión logísti
a
µ∆θ + θ(a(x) − θ) = 0 en Ω,

∂θ

∂n
|∂Ω= 0, θ > 0 en Ω. (1.6)que bajo la hipótesis ∫

Ω
a > 0 está de�nida para todo µ ∈ (0,∞).Supongamos que u y v son solu
iones positivas de (1.5). Cuando τ → 0 probaremos quelas solu
iones de (1.5) están en una ve
indad de (sθ, (1−s)θ) donde s ∈ [0, 1]. Demostraremostambién que la existen
ia y estabilidad de los estados de 
oexisten
ia puede ser 
ara
terizadaen términos de dos fun
iones es
alares

G(µ) =

∫

Ω

(ρ11 − ρ21)(a− θ) y H(µ) =

∫

Ω

(ρ22 − ρ12)(a− θ).Estas fun
iones apare
en de manera natural. De he
ho, al multipli
ar la primera e
ua
ión de(1.5) por (1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v e integrando por partes obtenemos
∫

Ω

(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))uµ∆[1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a− u− v)(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))uv = 0.Por la segunda e
ua
ión del sistema (1.5) tenemos que µ∆[1+τ(ρ21u+ρ22v))v] = −(a−u−v)v,reemplazando en la e
ua
ión anterior nos queda
∫

Ω

−(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))(a− u− v)uv + (a− u− v)(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))uv = 0,
∫

Ω

(ρ21 − ρ11)(a− u− v)u2v + (ρ22 − ρ12)(a− u− v)uv2 = 0.Al tomar τ → 0, salvo subsu
esión, (u, v) → (sθ, (1 − s)θ)
∫

Ω

s2(1 − s)(ρ21 − ρ11)(a− θ)θ3 + s(1 − s)2(ρ22 − ρ12)(a− θ)θ3 = 0,es de
ir,
s(1 − s)[−sG(µ) + (1 − s)H(µ)] = 0,
omo queremos solu
iones positivas se tiene que s ∈ (0, 1), luego obtenemos que

s =
G(µ)

G(µ) +H(µ)
.Así, las fun
iones G y H 
ara
terizan la existen
ia de solu
iones positivas de (1.5) para

τ pequeño. Tenemos enton
es el siguiente resultado3



Teorema 1.2. Supongamos que G(µ), H(µ) no tienen raí
es 
omunes. Sean µ1, µ2 dos raí
es
onse
utivas de la fun
ión G(µ)H(µ) y supongamos que ambas raí
es son simples, sean µ̃1, µ̃2dos números 
er
anos a µ1, µ2 :i) Si G(µ)H(µ) < 0 en (µ̃1, µ̃2), enton
es para µ ∈ [µ̃1, µ̃2] el sistema (1.5) no tieneestados de 
oexisten
ia tal que τ sea pequeño y positivo.ii) Si G(µ)H(µ) > 0 en (µ̃1, µ̃2) enton
es para 
ada τ > 0 su�
ientemente pequeño existennúmeros µ1(τ), µ2(τ) y una fun
ión suave
µ 7→ (u(µ), v(µ)) sobre [µ̃1, µ̃2] tq: ∀µ ∈ (µ̃1, µ̃2)el par (u(µ), v(µ)) es un úni
o estado de 
oexisten
ia de (1.5) y (u(µ1), v(µ1)),

(u(µ2), v(µ2)) son estados semitriviales del sistema. Además, los estados de 
oexisten
ia
(u(µ), v(µ)) son estables si ambos G(µ) y H(µ) son positivos y es inestable si ambosson negativos.En la a�rma
ión (ii) de este teorema pueden o
urrir dos posibilidades :a) (u(µ1), v(µ1)) y (u(µ2), v(µ2)) son estados semitriviales del mismo tipo, 
ada una deellos iguales a (u(µ), 0) o 
ada una de ellos iguales a (0, v(µ)).b) (u(µ1), v(µ1)) y (u(µ2), v(µ2)) son de distinto tipo, uno de ellos igual a (u(µ), 0) y elotro igual a (0, v(µ)).Debemos notar que debido a resultados de G. Simonett en [22℄ para estudiar estabilidadde un equilibrio de (1.4) basta 
on determinar la estabilidad lineal de éste, la 
ual se tradu
een estudiar un problema de valores propios.Organizamos esta memoria de la siguiente manera. El 
apítulo 2 se dedi
a a la demos-tra
ión del teorema (1.1). Para esto, utilizaremos el prin
ipio del máximo para e
ua
ionesparabóli
as, el teorema de punto �jo en espa
ios de Bana
h y resultados de regularidadHölder, siguiendo el artí
ulo de P. Deuring [7℄.En el 
apítulo 3 demostraremos el teorema (1.2) utilizando una redu

ión de Lyapunov-S
hmidt, siguiendo [17℄, y mostraremos ejemplos.Los 
apítulos de esta memoria se pueden leer de manera independiente.

4



Capítulo 2Existen
ia global de solu
iones 
lási
aspara el problema no-esta
ionario
2.1. Introdu

iónEl propósito de este 
apítulo es demostrar existen
ia y uni
idad de una solu
ión para elsiguiente sistema:































∂u
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a1 − b1u− c1v)u

∂v
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a2 − b2u− c2v)v en Ω̄ × [0, T ),

∂u
∂n

(x, t) = 0, ∂v
∂n

(x, t) = 0 en ∂Ω × [0, T ),

u(x, 0) = W1(x), v(x, 0) = W2(x) ≥ 0 en Ω̄,

(2.1)
donde Ω es un abierto 
onexo a
otado de RN 
on frontera suave ∂Ω 
uya normal unitariadenotamos por n, el tiempo �nal de existen
ia de las solu
iones del sistema es T ∈ (0,∞], µ >
0 
orresponde al 
oe�
iente de difusión, τ ≥ 0 
orresponde a un parámetro de perturba
iónpequeño, b1, b2, c1, c2 ≥ 0 representan los 
oe�
ientes de 
re
imiento de la pobla
ión.Para las fun
iones ai = ai(x) i = 1, 2 se exige la siguiente hipótesis de regularidad(A1) Las fun
iones ai(x) son no-
onstantes, Hölder 
ontinua de parámetro α ∈ (0, 1) hastael borde.Los 
oe�
ientes de difusión 
ruzada y autodifusión ρij = ρij(x), 1 ≤ i, j ≤ 2, satisfa
en lassiguientes 
ondi
iones de regularidad y 
ompatibilidad respe
tivamente(ρ1) ρij ∈ C2,α(Ω̄), ρij(x) ≥ 0 en Ω̄,

∂ρij

∂n
(x) = 0 en ∂Ω para (1 ≤ i, j ≤ 2).Análogamente las 
ondi
iones ini
iales Wi = Wi(x), i = 1, 2 satisfa
en(W1) Wi ∈ C2,α(Ω̄), Wi = Wi(x) ≥ 0 en Ω̄, ∂Wi

∂n
(x) = 0 en ∂Ω para (1 ≤ i ≤ 2).5



2.2. Nota
iónDe�ni
ión 2.1. Diremos que un par de fun
iones (u, v) es solu
ión 
lási
a del sistema (2.1)si (u, v) ∈ (C2(Ω̄× [0, T )))2 
on 
ondi
ión de borde Neumann, ∂u
∂t
, ∂v
∂t
,∆u,∆v ∈ C(Ω̄×(0, T ))y las e
ua
iones de (2.1) se 
umplen puntualmente.De�ni
ión 2.2. Una solu
ión del sistema (2.1) 
on T = ∞ se denomina solu
ión global.En este sistema u, v son dos fun
iones no-negativas que representan las densidades de pobla-
ión de dos espe
ies que 
ompiten en un medio aislado, µ 
orresponde a la tasa de difusión,

a1(x), a2(x) representan el 
re
imiento intrínse
o de 
ada pobla
ión, las fun
iones ρii para
1 ≤ i ≤ 2 modelan auto-difusión y las fun
iones ρij para (1 ≤ i, j ≤ 2, i 6= j) modelandifusión 
ruzada.El resultado prin
ipal de este 
apítulo es el siguiente teorema:Teorema 2.1. Sea α ∈ (0, 1), m,M ∈ R 
on 0 < m ≤ M . Existe ε > 0 pequeño tal que elsistema (2.1) tiene una úni
a solu
ión global para

b1, b2, c1, c2,∈ [m,M ], µ ∈ [m,M ], τ ∈ (0, ε], |a|α ≤My para 
ualquier 
ondi
ión ini
ial no-negativa Wi satisfa
iendo
|Wi|2,α ≤M para (1 ≤ i ≤ 2).El número ε depende de Ω, α,m,M, τ .Para probar este resultado, obtendremos primero 
otas a priori de tipo S
hauder parala solu
ión de una e
ua
ión parabóli
a semilineal. Luego usando el teorema del punto �jode S
hauder demostraremos existen
ia de solu
ión para el sistema (2.1) para T ∈ (0,∞) ymediante un argumento de prolonga
ión úni
a demostraremos la existen
ia y la uni
idad desolu
ión global para (2.1).2.2. Nota
iónPara x ∈ RN y σ > 0 denotaremos por Bσ(x) := {y ∈ RN : |y − x| < σ} a la bola de
entro x y de radio σ, |·| denota la norma eu
lideana de RN .Para D ⊂ RN , D̄ denota la 
lausura de D y ∂D la frontera de D, en la topología usual deRN . Si f : D → R enton
es
|f |0 = sup{|f(x)| : x ∈ A}.Para α ∈ (0, 1) de�nimos

|f |0,α := |f |0 + sup

{

|f(x) − f(x′)|

|x− x′|α
: x, x′ ∈ D, x 6= x′

} y el espa
io de fun
iones
C0,α(D) := {f : D → R : |f |0,α <∞}.Para k ∈ {1, ..., N} denotamos Dkf = ∂f

∂xk
a las derivadas par
iales de f . De�nimos laderivada Dk1 ...Dki

f mediante itera
ión. 6



2.2. Nota
iónLos espa
ios de fun
iones Cm(D), Cm(D̄) para m ∈ N ∪ {0} ∪ {∞} se de�nen de manerausual.Si f ∈ C2(D̄), α ∈ (0, 1) de�nimos
|f |2 := |f |0 +

N
∑

k=1

|Dkf |0 +

N
∑

k,m=1

|DkDmf |0 ,

|f |2,α := |f |0,α +

N
∑

k=1

|Dkf |0,α +

N
∑

k,m=1

|DkDmf |0,α , y el 
onjunto
C2,α(D) := {f ∈ C2(D) : |f |2,α <∞}.Sea E ⊂ RN+1, las primeras N 
omponentes de z ∈ E denotarán las 
omponentes espa
iales,mientras que la última denotará la 
omponente temporal, así z = (x, t) donde la variable

x ∈ RN denota la variable espa
ial y t ∈ R la variable temporal, en este 
ontexto, dada
α ∈ (0, 1) y u : E → R de�nimos

|u|α := |u|0 + sup

{

|u(x, s) − u(x′, s′)|

(|x− x′|2 + |s− s′|)α/2
: (x, s), (x′, s′) ∈ E, (x, s) 6= (x′, s′)

}

,

Cα(E) := {u : E → R : |u|α <∞}.Para esta norma tenemos las siguientes desigualdades. Dadas u, ũ ∈ Cα(E) enton
es
|uũ|α ≤ |u|0 |ũ|α + |u|α |ũ|0 ,y para ρ ∈ C0,α(D) tenemos
|ρu|α ≤ |ρ|0,α |u|0 + |ρ|0 |u|α .Sea U un sub
onjunto abierto de RN+1, si v : U → R o v : Ū → R es una fun
ión talque D1v, ..., DNv existe, de�niremos el gradiente y el lapla
iano de v 
onsiderando solo lasderivadas espa
iales, es de
ir

∇v := (D1v, ..., DNv) y ∆v :=

N
∑

i=1

DiDiv,Denotaremos por C2,1(U) al 
onjunto de fun
iones v : U → R tales que Dkv,DmDkv para
(1 ≤ k,m ≤ N) y ∂v

∂t
existe y es 
ontinua.Sea α ∈ (0, 1), si v ∈ C2,1(U), de�nimos

|v|2+α := |v|α +

N
∑

i=1

|Div|α +

N
∑

i,j=1

|DiDjv|α +

∣

∣

∣

∣

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

α

,

C2+α(U) := {u ∈ C0(U) : u |U∈ C2,1(U), |u|2+α <∞}.Tenemos que C2+α(U) 
on la norma |·|2+α es un espa
io de Bana
h. Para α, β ∈ (0, 1) 
on
α < β y U a
otado, la in
lusión de C2+β(U) en C2+α(U) es 
ompa
ta (ver [10℄).7



2.3. Resultados preliminaresSea Ω ⊂ RN abierto, 
onexo y a
otado de frontera ∂Ω suave de 
lase C3, denotaremospor n la normal exterior a ∂Ω.De�nimos el 
ilindro ZT := Ω × (0, T ), de�nimos también su frontera ST := ∂Ω × [0, T ].Para f ∈ C1(Ω̄) y n normal unitaria exterior unitaria de Ω, denotamos por ∂f
∂n

su derivadanormal.2.3. Resultados preliminaresPara obtener las 
otas a priori ne
esarias para demostrar el teorema 2.1, utilizamos re-sultados del artí
ulo [7℄, los 
uales enun
iamos a 
ontinua
ión.Este primer teorema nos entrega estima
iones en Cα(·) y en C2+α(·) para el siguienteproblema parabóli
o lineal


















a∆u+
∑N

i,j=1 biDiu+ cu− ∂u
∂t

= f en Ω,

∂u
∂n

(x, s) = 0 (x, s) ∈ ST ,

u(x, 0) = ψ(x) x ∈ Ω̄.

(2.2)Teorema 2.2. (Teorema 3.1 [7℄) Existe una fun
ión KΩ : (0, 1)× (0,∞)2 → (0,∞) 
on lasiguiente propiedad:1) Para α ∈ (0, 1), K1 ≥ K2 > 0, T ∈ (0,∞), a, bi, c, f ∈ Cα(Z̄T ), ψ ∈ C2,α(Ω̄), u ∈
C2,1(Z̄T ), 
on |a|α ≤ K1, |bi|0 ≤ K1 (1 ≤ i ≤ N), |c|0 ≤ K1, a(x, s) ≥ K2 para
(x, s) ∈ Z̄T .Si u es solu
ión de (2.2) enton
es

|u|α ≤ KΩ(α,K1, K2)(|f |0 + |ψ|2 + |u|0).Además existe una fun
ión LΩ : (0, 1) × (0,∞)2 → (0,∞) 
on la siguiente propiedad:2) Sea α,K1, K2, T, a, bi, c, f, ψ, u dados 
omo en (1), pero reemplazando la 
ondi
ión
|bi|0 , |c|0 ≤ K1 por otra más fuerte |bi|α , |c|α ≤ K1.Enton
es

|u|2+α ≤ LΩ(α,K1, K2)(|f |0 + |ψ|2,α + |u|0).Los siguientes resultados estable
en el Prin
ipio del Máximo fuerte y el Lema de Hopfpara el operador L y u satisfa
iendo la siguiente desigualdad
Lu =

N
∑

i,j=1

aij(x, t)DiDju+
N

∑

i=1

bi(x, t)Diu+ c(x, t)u−
∂u

∂t
≥ 0, (2.3)donde los 
oe�
ientes aij(x, s) para (1 ≤ i, j ≤ N) satisfa
en la siguiente 
ondi
ión deelipti
idad, existe m > 0 tal que para todo ξ ∈ RN se tiene que

N
∑

i,j=1

aij(x, s)ξiξj ≥ m |ξ|2 (x, s) ∈ Z̄T , ξ ∈ RN . (2.4)8



2.3. Resultados preliminaresEsta 
ondi
ión la llamaremos (2.4) para la 
onstante m.Vamos a enun
iar el prin
ipio del máximo y el lema de Hopf para este operador en el 
asoen que c(x, t) ≡ 0:Teorema 2.3. (Prin
ipio del máximo fuerte) Supongamos que los 
oe�
ientes de Lestan a
otados en ZT y supongamos que el máximo M de u se al
anza en algún punto de ZTenton
es u es 
onstante en ZT e igual a M .Teorema 2.4. (Lema de Hopf)Supongamos que los 
oe�
ientes de L estan a
otados en
ZT , que el máximo M de u se al
anza en algún punto (x̄, t̄) de ST y que este punto satisfa
ela 
ondi
ión de esfera interior, enton
es ∂u

∂n
(x̄, t̄) > 0.Ahora tenemos las siguientes extensiones para el 
aso en que c no es idénti
amente nulaTeorema 2.5. (Teorema 3.2 [7℄) Sea T,m reales positivos, aij , bi, c ∈ C0(Z̄T ) 
on aij = ajipara (1 ≤ i, j ≤ N) satisfa
iendo (2.4) para la 
onstante m. Sea u ∈ C2,1(Z̄T ) 
on máxu > 0y u satisfa
iendo (2.3), supongamos además que1) Existen elementos x0 ∈ ∂Ω, t0 ∈ (0, T ] tal que u(x0, t0) = máxu, u(x, s) < máxu para

(x, s) ∈ (Ω̄ × [0, t0)) ∪ (Ω × {t0}).2) Existen elementos σ > 0, s0 ∈ [0, t0) 
on c(x, s) ≤ 0 para (x, s) ∈ Ω ∩ Bσ(x0) × [s0, t0].Enton
es se tiene que
∂u

∂n
(x0, t0) > 0.Corolario 2.6. (Corolario 3.1 [7℄) Sea T,m ∈ (0,∞), aij, bi, c ∈ C0(Z̄T ) 
on aij =

aji (1 ≤ i, j ≤ N) satisfa
iendo (2.4) para la 
onstante m. Supongamos que c ≤ 0 en
Z̄T y sea u ∈ C2,1(Z̄T ) satisfa
iendo (2.3) 
on ∂u

∂n
(x, t) = 0 para (x, t) ∈ ST .Enton
es

máxu ≤ máx({0} ∪ {u(x, 0) : x ∈ Ω̄}).Corolario 2.7. (Corolario 3.2 [7℄) Sea T,m, aij , bi, (1 ≤ i, j ≤ 2) dados 
omo en el 
orola-rio 2.6, pero sin la 
ondi
ión c ≤ 0, u satisfa
iendo (2.3) 
on ∂u
∂n

(x, t) = 0 para (x, t) ∈
ST , enton
es

máxu ≤ máx({0} ∪ {u(x, 0)e|c|0T : x ∈ Ω̄}).El siguiente teorema entrega 
otas a priori para la solu
ión de un problema un po
o másgeneral que el que estamos estudiando pero que utilizaremos más adelante:Teorema 2.8. (Teorema A [7℄) Sea α ∈ (0, 1), 0 < K2 ≤ K1, T ∈ (0,∞) �jos. Enton
esexiste una 
onstante Q(α,K1, K2,Ω, T ) > 0 
on las siguientes propiedades:Si aij , bi, c, f ∈ Cα(Z̄T ), ψ ∈ C2,α(Ω̄) satisfa
en
aij = aji, |aij|α , |bi|0 , |c|0 ≤ K1 (1 ≤ i, j ≤ N),9



2.3. Resultados preliminaresjunto 
on la 
ondi
ión (2.4) para la 
onstante K2 y u es solu
ión de
N

∑

i,j=1

aijDiDju+

N
∑

i=1

biDiu + cu−
∂u

∂t
= f en ZT ,

N
∑

i,j=1

aij(x, s)Diu(x, s)nj(x) = 0 (x, s) ∈ ST ,

u(x, 0) = ψ(x) x ∈ Ω̄.Enton
es
|u|α ≤ Q(|ψ|2 + |f |0).Nota 2.9. Algunas de las hipótesis en este teorema son más fuertes de lo ne
esario, porejemplo, podríamos debilitar la regularidad en la 
ondi
ión ini
ial.Una extensión del siguiente teorema nos permitirá demostrar existen
ia de una e
ua
iónno-lineal.Teorema 2.10. (Teorema B [7℄) Sea α ∈ (0, 1), d,m,B, T > 0, a, bi, c ∈ Cα(Z̄T ) 
on

a(x, s) ≥ m para (x, s) ∈ Z̄T . Sea ψ ∈ C2,α(Ω̄) 
on ∂ψ
∂n

(x) = 0 para x ∈ ∂Ω.Enton
es existe una fun
ión u ∈ C2+α(Z̄T ) 
on
a∆u +

N
∑

i=1

biDiu+ cu−
∂u

∂t
= dmı́n{B, u2} en ZT ,

∂u

∂n
(x, s) = 0 (x, s) ∈ ST , u(x, 0) = ψ(x) (x ∈ Ω̄).El siguiente resultado es una generaliza
ión del teorema 2.10 y es el que utilizaremosTeorema 2.11. Sea α, d,m,B, T, a, bi, c, ψ 
omo en el teorema 2.10 y 
onsideremos g ∈

Cα(Ω̄), no negativa.Enton
es existe u ∈ C2+α(Z̄T ) 
on
a∆u+

N
∑

i=1

biDiu+ cu−
∂u

∂t
= gmı́n{B, u2}, (2.5)

∂u

∂n
(x, s) = 0 (x, s) ∈ ST , u(x, 0) = ψ(x) (x ∈ Ω̄). (2.6)Nota 2.12. La demostra
ión de este teorema resume los elementos que utilizaremos en este
apítulo, se trata de demostrar existen
ia para un problema semilineal para demostrar después,vía un argumento de punto �jo, la existen
ia de solu
ión para el problema no-lineal.Antes de ha
er la demostra
ión de este teorema, vamos a enun
iar un resultado 
lási
o quees la base de los argumentos de existen
ia de este 
apítulo, para ello utilizamos la siguientenota
ión, de�nimos el operador L por

Lu =
∂u

∂t
−

N
∑

i,j=1

aij(x, t)DiDju+
N

∑

i=1

ai(x, t)Diu+ a(x, t)u.10



2.3. Resultados preliminaresDonde L es uniformemente parabóli
o y se 
onsidera el problema










Lu = f en ZT ,
u |t=0= ψ(x) en Ω,

Bu |ST
≡

∑N
i=1 bi(x, t)Diu+ b(x, t)u |ST

= ϕ(x, t) en ST .Supongamos que las fun
iones bi(x, t) satisfa
en la 
ondi
ión
∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

bi(x, t)ni(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≥ δ > 0.y que la fun
ión ψ es 
ompatible 
on la 
ondi
ión de borde ϕ, es de
ir
Bψ |ST

= ϕ en ST .A 
ontinua
ión enun
iamos una versión parti
ular del teorema IV.5.3 de [15℄Teorema 2.13. (Teorema IV.5.3 para l ∈ (0, 1) [15℄) Sea ∂Ω de 
lase C2,l, los 
oe�
ientesdel operador L a la 
lase Cl(Z̄T ) y por último, bi, b ∈ C1+l(ST ). Enton
es para 
ualquier
f ∈ Cl(Z̄T ), ϕ ∈ C2,δ(Ω̄), ψ ∈ C1+δ(ST ), satisfa
iendo las 
ondi
iones de 
ompatibilidad deorden ⌈(l + 1)/2⌉, el problema anterior tiene una úni
a solu
ión de 
lase C2+l(Z̄T ), 
on

|u|2+l ≤ c(|f |l + |ϕ|2,l + |ψ|1+l).Demostra
ión del Teorema 2.11. Para 
ualquier v ∈ Cα(Z̄T ), por el teorema (2.13) exis-te una úni
a fun
ión w = Sv ∈ C2+α(Z̄T ) tal que
a∆w +

N
∑

i=1

biDiw + cw −
∂w

∂t
= gmı́n{B, v2},

∂w

∂n
(x, s) = 0 (x, s) ∈ ST , w(x, 0) = ψ(x) (x ∈ Ω̄),de�nimos el operador S : C2+α(Z̄T ) → C2+α(Z̄T ) y tenemos que existe una 
onstante M1 > 0
on

|Sv|2+α ≤ M1(|ψ|2,α +
∣

∣gmı́n{B, v2}
∣

∣

α
),

≤ M1(|ψ|2,α +
∣

∣gv2
∣

∣

α
),

≤ M1(|ψ|2,α + 2 |g|0,α |v|
2
α).Por el teorema 2.8 existe una 
onstante M2 > 0 tal que para v ∈ Cα(Z̄T )

|Sv|α ≤M2(|ψ|2 +
∣

∣gmı́n{B, v2}
∣

∣

0
).De�niendo M3 := M2(|ψ|2 +B |g|0) se tiene que

|Sv|α ≤M3 para v ∈ Cα(Z̄T ).11



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoSea
W := {v ∈ C2+α(Z̄T ) : |v|α ≤ M3, |v|2+α ≤ M1(|ψ|2+α + 2 |g|0,αM

2
3 )} →֒ Cα(Z̄T ),el 
ual, al ser visto por medio de la inye

ión 
ompa
ta en Cα(Z̄T ) 
omo un sub
onjunto de

Cα(Z̄T ), es un 
onvexo 
ompa
to de Cα(Z̄T ).La restri

ión del operador S |W : W →W es 
ontinua, para probarlo 
onsideremos v, h ∈Wtales que |v − h|α < e1, enton
es S(v) − S(h) satisfa
e
a∆(S(v) − S(h)) +

N
∑

i=1

biDi(S(v) − S(h)) + c(S(v) − S(h)) −
∂(S(v) − S(h))

∂t

= g(mı́n{B, v2} − mı́n{B, h2}) en ZT ,
∂(S(v) − S(h))

∂n
(x, s) = 0 (x, s) ∈ ST ,

(S(v) − S(h))(x, 0) = 0 (x ∈ Ω̄).Apli
amos el teorema 2.8 a la fun
ión S(v) − S(h) y tenemos que
|S(v) − S(h)|α ≤ Q

∣

∣g(mı́n{B, v2} − mı́n{B, h2})
∣

∣

0
,

≤ 2Q |g|0 |v + h|0 |v − h|0 .Lo que prueba la 
ontinuidad de S |W .Apli
ando ahora el teorema de punto �jo de S
hauder tenemos que existe u ∈W tal que
Su = u, esta fun
ión resuelve (2.5). �2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionariopara tiempo �nitoPara demostrar existen
ia de solu
ión del sistema (2.1) empezaremos demostrando exis-ten
ia y uni
idad para la siguiente e
ua
ión:



















∂u
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ1u+ ρ2v))u] + (a− bu − cv)u en ZT ,
∂u
∂n

(x, t) = 0 en ST ,
u(x, 0) = ψ(x) ≥ 0 en Ω,

(2.7)
onsideramos a v 
omo una fun
ión �ja, ρ1, ρ2, a, ψ satisfa
en las 
ondi
iones (A1), (ρ1) y(W1) respe
tivamente, µ, τ, b1, c1, son 
onstantes positivas.La existen
ia la demostraremos vía un argumento de punto �jo. La uni
idad la demostra-remos por 
ontradi

ión suponiendo que existen dos fun
iones que satisfa
en la e
ua
ión y
al
ulando que e
ua
ión satisfa
e la resta de estas solu
iones.12



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoObservemos que
µ∆[(1 + τ(ρ1u+ ρ2v))u] = µ∆u+ µτ{(ρ1u+ ρ2v)∆u+ 2∇(ρ1u+ ρ2v)∇u

+ u∆(ρ1u+ ρ2v)},

= µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆u+ 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))

+ µτ∆(ρ2v) + µτu2∆ρ1,por lo que se obtiene






























∂u
∂t

= µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆u+ 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇u

+ (µτ∆(ρ2v) + a− (b− µτ∆ρ1)u− cv)u en ZT ,
∂u
∂n

(x, t) = 0 en ST ,
u(x, 0) = ψ(x) ≥ 0 en Ω.

(2.8)Bus
amos solu
ión para la e
ua
ión (2.8), 
omo se trata de una e
ua
ión no-lineal en ellapla
iano utilizaremos un argumento de punto �jo para resolverlo.Sea w = S1(u, v) solu
ión de






























∂w
∂t

= µ(1 + τ(ρ1u+ ρ2v))∆w + 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇w

+ (µτ∆(ρ2v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − cv)w en ZT ,
w(x, 0) = ψ(x) ≥ 0 en Ω,

∂w
∂n

(x, t) = 0 en ST . (2.9)Suponiendo que existe solu
ión para (2.9) bajo 
ondi
iones ade
uadas para u, v, µ, τ, ρij lafun
ión w pertene
e a la 
lase de fun
iones V , de�nida por
V := {h ∈ C2,1(Z̄T ) : 0 ≤ h ≤ R, |h|α ≤ PR, |h|2+α ≤ m},donde las 
onstantes positivas P,R,m las de�niremos en el teorema a 
ontinua
ión. Notemosque independiente de la rela
ión que exista entre las 
onstantes positivas P,R,m tenemosque esta 
lase de fun
iones es no-va
ía.Teorema 2.14. Sea α ∈ (0, 1), m,M ∈ R, 0 < m ≤ M y sea

P := P (α,m,M) = 2KΩ(α,M + 2mM + 4M2, m),

R := R(α,m,M) =
m

LΩ(α,M + 2mM,M)[M(M + 4MP + 1/2) + 2]
.Donde las fun
iones KΩ, LΩ fueron de�nidas en el teorema 2.2.Sea b, c ∈ [mM

R
, M

2

R
], a, ρ1, ρ2, ψ satisfa
iendo (A1), (ρ1) y (W1) respe
tivamente, junto 
onlas siguientes 
otas

|a|α ≤ mM/4, |ψ|2,α ≤ R, τ(R+ 1)(|ρ1|2,α + |ρ2|2,α) ≤ 1/24.Sea T ∈ [1,∞), u, v ∈ V . Supongamos que w ∈ C2,1(Z̄T ) es solu
ión de (2.9), enton
es:
0 ≤ w ≤ R.13



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoDemostra
ión. Sea T <∞, u, v ∈ V y w solu
ión de (2.9). Pro
ederemos por 
ontradi

ión,es de
ir, supongamos que máxZ̄T
w > R.Observemos que las fun
iones

µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v)), 2µτ(uDiρ1 +Di(ρ1u+ ρ2v)) y
µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − (c− µτ∆ρ2)v ∈ C0(Z̄T ) para 1 ≤ i ≤ N,además 
omo µ(1 + τ(2ρ1u + ρ2v)) ≥ µ > 0 y w(x, 0) = ψ(x) ≥ 0 para x ∈ Ω, se sigue del
olorario 2.6 que w ≥ 0.Enton
es ψ ≤ R < máxw, así:

t1 := sup{r ∈ [0, T ] : w(x, s) < máxw para (x, s) ∈ Z̄r},
orresponde al primer instante en que w al
anza el máximo, está bien de�nido, 
on t1 > 0,luego existe x0 ∈ Ω̄ 
on w(x0, t1) = máxw.Es fá
il ver que por los a
otamientos de la hipótesis se tiene
(µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − (c− µτ∆ρ2)v)(x0, t1) < 0, (2.10)en efe
to, 
omo

w(x0, t1) > R, |v|2+α ≤ m, b− µτ∆ρ1 ≥ b/2, c− µτ∆ρ2 ≥ c/2.y además
|ρ2∆v + 2∇ρ2∇v|0 ≤ |ρ2∆v|0 + 2 |∇ρ2∇v|0 ,

≤ |ρ2|0 |v|2+α + 2 |ρ2|2,α |v|2+α ,

≤ 3 |ρ2|2,α |v|2+αse tiene enton
es que
(µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − (c− µτ∆ρ2)v)(x0, t1) < mM/2 +mM/2

−bR/2 − cR/2,

< mM −mM

< 0.Supongamos que w(x, t1) < máxw para x ∈ Ω, enton
es x0 ∈ ∂Ω y existe σ > 0, t̃ ∈ [0, t1)tal que
(µτ(2∇ρ2∇v+ρ2∆v)+a−(b−µτ∆ρ1)w−(c−µτ∆ρ2)v)(x, s) < 0 (x, s) ∈ Ω∩B̄σ(x0)×[t̃, t1].Por lo que podemos apli
ar el teorema 2.5 y obtenemos que

∂w

∂n
(x0, t1) > 0,14



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitolo que 
ontradi
e las propiedades de w.Ahora 
onsideremos el 
aso w(x′, t1) = máxw para algún x′ ∈ Ω. Por (2.10), se puede�jar ε > 0, t̃ ∈ [0, t1) 
on B̄ε(x
′) ⊂ Ω y

(µτ∆(ρ2v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − cv)(x, s) | B̄ε(x
′) × [t̃, t1] < 0.Con lo que tenemos que el operador lineal parabóli
o

Lw = g∆w + ∇h∇w −
∂w

∂t
≥ 0 y ∂w

∂n
≥ 0,
on g fun
ión positiva 
ontinua hasta el borde de Ω, satisfa
e el Prin
ipio del máximo parae
ua
iones parabóli
as lineales, es de
ir,

w(x, s) = máxw para (x, s) ∈ B̄ε(x
′) × [t̃, t1].Lo que 
ontradi
e la de�ni
ión de t1. �Esto prueba que si w es solu
ión de (2.9) bajo las 
ondi
iones men
ionadas, se tiene que

0 ≤ w ≤ R.Una vez probada la 
ota anterior, se obtiene que la existen
ia de una solu
ión w ∈ C2+α(Z̄T )de (2.9) se puede demostrar 
onsiderando, por ejemplo, el siguiente problema de 
ondi
ionesini
iales y de borde


















µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆w + 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇w

+(µτ∆(ρ2v) + a− cv)w − ∂w
∂t

= gmı́n{w2, (R+ 1)2} en ZT ,
w(x, 0) = ψ(x) ≥ 0 en Ω, ∂w

∂n
(x, s) = 0 en ST , (2.11)donde g = g(x) = b+ µτ∆ρ1(x) > 0 en Ω.El problema (2.11) tiene solu
ión w ∈ C2+α(Z̄T ) se puede ver en el teorema 2.11 de la partepreliminar. Lo que agregado a la 
ota a priori anterior prueba que el sistema (2.9) tienesolu
ión, es de
ir, una solu
ión de (2.11) gra
ias a la 
ota a priori, es también una solu
iónde (2.9).En efe
to, 
onsideremos una solu
ión w de (2.11) y µ, τ, a, c, b, ρi, u, v, ψ 
omo en el teoremaanterior, el mismo argumento de la demostra
ión se puede apli
ar para obtener

0 ≤ w ≤ R,lo que prueba que una solu
ión de (2.11) es una solu
ión de (2.9).La uni
idad de esta solu
ión, en la 
lase de las fun
iones C2,1(Z̄T ), está dada por el 
orolario2.7, en efe
to, sean solu
iones w1 y w2 solu
iones de (2.9), la resta ϕ = w1 − w2 satisfa
e


















µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆ϕ+ 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇ϕ

+(µτρ2∆v + a− cv)ϕ− ∂ϕ
∂t

= (b− µτ∆ρ1)(w
2
1 − w2

2) en ZT ,
ϕ(x, 0) = 0 en Ω, ∂ϕ

∂n
(x, s) = 0 en ST , (2.12)15



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitopodemos rees
ribir la e
ua
ión anterior para dejar al lado dere
ho una fun
ión 
on signo:
µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆ϕ+ 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇ϕ

+(µτρ2∆v + a− cv − 2(b− µτ∆ρ1)w2)ϕ−
∂ϕ

∂t
= (b− µτ∆ρ1)ϕ

2 en ZT ,por lo que usando el 
orolario 2.7 se tiene que máxw ≤ 0. Análogamente se tiene que:
µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))∆ϕ+ 2µτ(u∇ρ1 + ∇(ρ1u+ ρ2v))∇ϕ

+(µτρ2∆v + a− cv − 2(b− µτ∆ρ1)w1)ϕ−
∂ϕ

∂t
= −(b− µτ∆ρ1)ϕ

2 en ZT ,Luego mı́nw ≥ 0, lo que prueba que w ≡ 0.Los teoremas que vienen a 
ontinua
ión estable
en 
otas tipo S
hauder para la sol
ión de(2.9).Teorema 2.15. Sea α,m,M, τ, ρ1, ρ2, ψ, a, b, c 
omo en el teorema 2.14. Enton
es la úni
asolu
ión w ∈ C2,1(Z̄T ) de (2.9) satisfa
e:
|w|α ≤ PR, |w|2+α ≤ m.Donde P ≡ P (α,m,M), R ≡ R(α,m,M) se de�nieron en el teorema 2.14.Demostra
ión. Notando que 0 ≤ w ≤ R se tiene

|µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))|α ≤ µ+ 2µτ(|ρ1u|α + |ρ2v|α),

≤ M + 2τM(|ρ1|α |u|0 + |ρ1|0 |u|α + |ρ2|α |v|0 + |ρ2|0 |u|α),

≤ M + 6τmM(|ρ1|α + |ρ2|α);

|2µτ(uDiρ1 +Di(ρ1u+ ρ2v))|0 ≤ 2τM |2uDiρ1 + ρ1Diu+ ρ2Div + vDiρ2|0 ,

≤ 2τM(2(|u|0 |Diρ1|0 + |v|0 |Diρ2|0) + ρ1 |Diu|0 + ρ2 |Div|0),

≤ 4τmM(|ρ1|2 + |ρ2|2) ≤ mM ;

|µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − (c− µτ∆ρ2)v|0
≤ τM |ρ2∆v + 2∇ρ2∇v|0 + |a|0 + 2b |w|0 + 2c |v|0 ,

≤ τM |ρ2∆v|0 + |a|0 + 2τM |∇ρ2∇v|0 + 2bR + 2cR,

≤ 4τmM |ρ2|2 + |a|0 + 2bR + 2cR,por lo que:
|µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2))|α , |2µτ(uDiρ1 +Di(ρ1u+ ρ2v))|0 (1 ≤ i ≤ N),

|µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a− (b− µτ∆ρ1)w − (c− µτ∆ρ2)v|0 ≤ M + 2mM + 4M2,

m ≤ µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v)).16



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoRe
ordemos que w resuelve (2.9) luego por el teorema 2.2, tenemos que:
|w|α ≤ KΩ(α,M + 2mM + 4M2, m)(|ψ|2 + |w|0).Así de�nimos P := P (α,m,M) = 2KΩ(α,M + 2mM + 4M2, m)(|ψ|2 + |w|0) y usamos que:

|ψ|2 ≤ |ψ|2,α ≤ R, |w|0 ≤ R,para obtener
|w|α ≤ PR.Además tenemos que:

|2µτ(uDiρ1 +Di(ρ1u+ ρ2v))|α ≤ 2τM(2 |uDiρ1|α + |ρ1Diu|α + |ρ2Div|α + |vDiρ2|α),

≤ 4τM(|u|α |Diρ1|0 + |u|0 |Diρ1|0,α + |ρ1|0,α |Diu|0
+ |ρ1|0 |Diu|α + |ρ2|0 |Div|α + |ρ2|0,α |Div|0
+ |v|α |Diρ2|0 + |v|0 |Diρ2|0,α),

≤ 6τmM(|ρ1|2,α + |ρ2|2,α);

|µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a|α ≤ τM(|ρ2∆v|α + 2 |∇ρ2∇v|α) + |a|α ,

≤ 6τmM |ρ2|2,α + |a|α ,

≤ 2mM.Por lo que se tiene que
|µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v))|α , |2µτ(uDiρ1 +Di(ρ1u+ ρ2v))|α , |µτ(ρ2∆v + 2∇ρ2∇v) + a|α ,

≤M + 2mM.Esto junto a µ(1 + τ(2ρ1u+ ρ2v)) ≥ m, nos permite 
on
luir utilizando el teorema ?? que
|w|2+α ≤ LΩ(α,M + 2mM,m)(

∣

∣(b− µτ∆ρ1)w
2 + (c− µτ∆ρ2)vw

∣

∣

α
+ |ψ|2,α + |w|0).Notando que

∣

∣(b− µτ∆ρ1)w
2
∣

∣

α
≤ |b− µτ∆ρ1|0,α

∣

∣w2
∣

∣

0
+ |b− µτ∆ρ1|0 +

∣

∣w2
∣

∣

α
,

≤ (b− µτ |∆ρ1|0,α)R
2 + 4b |w|α |w|0 ,

≤ (M2 +M/2)R+ 4M2PR,

≤ RM [M + 4MP + 1/2],y análogamente
∣

∣(c− µτ∆ρ2)w
2
∣

∣

α
≤ |c− µτ∆ρ2|0,α

∣

∣w2
∣

∣

0
+ |c− µτ∆ρ2|0 +

∣

∣w2
∣

∣

α

≤ (c− µτ |∆ρ2|0,α)R
2 + 4c |w|α |w|0 ,

≤ (M2 +M/2)R+ 4M2PR,

≤ RM [M + 4MP + 1/2],17



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nito�nalmente
|w|2+α ≤ F(2RM [M + 4MP + 1/2] + |ψ|2,α + |w|0),

≤ F(RM [M + 4MP + 1/2] + 2R),

≤ FR[M(M + 4MP + 1/2) + 2],

≤ m,donde F = LΩ(α,M + 2mM,m) y la última desigualdad la obtuvimos de tomar
R =

m

F [M(M + 4MP + 1/2) + 2]
.Lo que nos permite 
on
luir el resultado. �Antes de demostrar la existen
ia de la solu
ión del sistema 
abe men
ionar que la exis-ten
ia lo
al en el tiempo para este tipo de sistemas fue abordada de manera muy general en
uanto al número de e
ua
iones por H. Amann en [1℄, pero utiliza 
ondi
iones de regularidadtipo Sobolev. Ahora demostraremos existen
ia global de solu
iones para el sistemaTeorema 2.16. Sea α ∈ (0, 1), m,M ∈ R 
on

0 < m ≤M, b1, c2, b2, c1 ∈ [
mM

R
,
M2

R
], |a1|α , |a2|α ≤ mM/4,

ψi satisfa
iendo (W1) y los siguientes a
otamientos
|ψi|2,α ≤ R (i = 1, 2), 0 < τ tal que τ(R + 1)(|ρ11|2,α + |ρ22|2,α + |ρ12|2,α + |ρ21|2,α) ≤ 1/24.Sea T ∈ (0,∞) �jo, enton
es existe una solu
ión (u, v) a (2.1) tal que

u, v ∈ C2,1(Z̄T ), 0 ≤ u, v ≤ R, |u|α , |v|α ≤ PR, |u|2+α , |v|2+α ≤ m.(P ≡ P (α,m,M), R ≡ R(α,m,M) las de�nimos en el teorema 2.14).Demostra
ión. Sea V := {g ∈ C2,1(Z̄T ) : 0 ≤ g ≤ R, |g|α ≤ PR, |g|2+α ≤ m},es un sub
onjunto 
ompa
to, 
onvexo del espa
io de Bana
h C2+α/2(Z̄T ). La 
ompa
idad de
V en C2+α/2(Z̄T ) viene de la 
ompa
idad de la in
lusión de C2+α(Z̄T ) en C2+α/2(Z̄T ).Para (u, v) ∈ V × V , de�nimos w1 = S1(u, v) ∈ C2,1(Z̄T ) 
omo la solu
ión a la e
ua
ión:











∂w1

∂t
= µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))∆w1 + 2µτ(u∇ρ11 + ∇(ρ11u+ ρ12v))∇w1

+ (µτ∆(ρ12v) + a1 − (b1 − µτ∆ρ11)w1 − c1v)w1 en ZT ,
w1(x, 0) = ψ1(x) en Ω̄, ∂w1

∂n
= 0 en ST .Análogamente de�nimos w2 = S2(u, v):











∂w2

∂t
= µ(1 + τ(2ρ21u+ ρ22v))∆w2 + 2µτ(u∇ρ21 + ∇(ρ21u+ ρ22v))∇w2

+ (µτ∆(ρ22v) + a2 − (b2 − µτ∆ρ21)w2 − c2v)w2 en ZT ,
w2(x, 0) = ψ2(x) en Ω̄, ∂w2

∂n
= 0 en ST .18



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoDe las dis
usiones anteriores se obtiene que Si(u, v) para i = 1, 2, está bien de�nido y admiteestima
iones del tipo:
0 ≤ Si(u, v) ≤ R, |Si(u, v)|α ≤ PR, |Si(u, v)|2+α ≤ m (u, v) ∈ V × V, i ∈ {1, 2}.Así para (u, v) ∈ V × V se tiene (S1(u, v), S2(u, v)) ∈ V × V para , i ∈ {1, 2}.Para (u, v) ∈ V × V de�nimos S(u, v) := (S1(u, v), S2(u, v)) enton
es S : V × V → V × V .Queremos demostrar la 
ontinuidad de S 
omo operador de V × V en V × V . Para ello,de�nimos para u, v, g, h ∈ V denotando ϕ1 = S1(u, v) − S1(h, g) y ϕ2 = S2(u, v) − S2(h, g),sabemos que satisfa
en

∂ϕ1

∂t
= µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))∆ϕ1 + µτ [2ρ11(u− h) + ρ12(v − g)]∆S1(h,g)

+ 2µτ(u∇ρ11 + ∇(ρ11u+ ρ12v))∇ϕ1 + (µτ∆(ρ12(v − g)) − c1(v − g))S1(h,g)

+ 2µτ((u− h)∇ρ11 + ∇[ρ11(u− h) + ρ12(v − g)]∇S1(h,g))

+ (µτ∆(ρ12v) + a1 − (b1 + τµ∆ρ11)(S1(u,v) + S1(h,g)) − c1v)ϕ1de�nimos
A(u, v) ≡ µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v)),

Bk(u, v) ≡ 2µτ(uDkρ11 +Dk(ρ11u+ ρ12v)),

C(u, v, g, h) ≡ µτ∆(ρ12v) + a1 − (b1 − µτ∆ρ11)(S1(u, v) + S1(g, h)) − c1v,

F (u, v, g, h) ≡ −2µτ [ρ11∆S1(h, g) + 2∇ρ11∇S1(h, g)](u− h)

− [µτ∆(ρ12S1(h, g)) − c1S1(h, g)](v − g)

− 2µτ(∇(ρ12S1(h, g))∇(v − g) + ρ11∇S1(h, g)∇(u− h))

− µτρ12S1(h, g)∆(v − g).La fun
ión ϕ1 satisfa
e


















A(u, v)∆ϕ1 +
∑N

k=1Bk(u, v)Dkϕ1

+C(h, g)ϕ1 −
∂ϕ1

∂t
= F (u, v, h, g) en ZT ,

ϕ1(x, 0) = 0 (x ∈ Ω̄), ∂ϕ1

∂n
(x, s) = 0 ((x, s) ∈ ST ).

(2.13)Sea ρ > 0 tal que |u|α/2 ≤ ρ |u|α para u ∈ Cα(Z̄T ), notemos que |u|2+α , |v|2+α ≤ m, |S1(u, v)|2+α ≤
m,µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v)) ≥ 0 para u, v ∈ V se tiene que:
|A(u, v)|α/2 , |Bk(u, v)|α/2 , |C(u, v, h, g)|α/2 ≤ ρ(M + 2mM) (1 ≤ k ≤ N, u, v, h, g ∈ V ),

A(u, v)(x, s) ≥ m (x, s) ∈ Z̄T , u, v ∈ V.De lo anterior y teorema 2.13 existe una 
onstante K1 > 0 tal que:
|S1(u, v) − S1(h, g)|2+α/2 ≤ K1 |F (u, v, h, g)|α/2 para u, v, g, h ∈ V.19



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoPodemos estimar |F (u, v, h, g)|α/2 por:
|F (u, v, h, g)|α/2 ≤ K2(|u− h|2+α/2 + |v − g|2+α/2)Con lo que se obtenemos:

|S1(u, v) − S1(h, g)|2+α/2 ≤ K3(|u− h|2+α/2 + |v − g|2+α/2) para u, v, h, g ∈ VEl término S2(u, v) lo podemos estimar de igual manera. Re
ordando 
omo la norma y eloperador S fueron de�nidos se tiene que
‖S(u, v) − S(h, g)‖V×V ≤ K4 ‖(u, v) − (h, g)‖V×V (u, v, h, g ∈ V ).Apli
amos el teorema de punto �jo de S
hauder, luego existen fun
iones (ũ, ṽ) tales que

S(ũ, ṽ) = (ũ, ṽ), es de
ir, S1(ũ, ṽ) = ũ y S2(ũ, ṽ) = ṽ. �Notemos que el sistema (2.1) tiene la siguiente propiedad de es
alamiento, si (u, v) essolu
ión de (2.1) y ζ > 0 
onstante, se tiene que ũ := ζu, ṽ := ζv es también solu
ión de (2.1)
on 
onstantes ponderadas por ζ > 0, se tiene el siguiente 
orolario.Corolario 2.17. Sea α ∈ (0, 1), ζ,m,M ∈ R 
on 0 < ζ, 0 < m ≤ M, b̃1, c̃2, b̃2, c̃1 ∈ [mM
Rζ
, M

2

Rζ
],

|a1|α , |a2|α ≤ mM/4, ψ̃i satisfa
iendo (W1) junto 
on
∣

∣

∣
ψ̃i

∣

∣

∣

2,α
≤ ζR (i = 1, 2).Sea T ∈ (0,∞), enton
es existe una solu
ión (ũ, ṽ) tal que para w ∈ {ũ, ṽ}

w ∈ C2,1(Z̄T ), 0 ≤ w ≤ ζR, |w|2+α ≤ ζm.Demostra
ión. Sea u solu
ión de
{

∂u
∂t

= µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a1 − b1u− c1v)u,

u(x, 0) = ψ(x) en Ω̄, ∂u
∂n

(x, t) = 0 en ST .Enton
es de�niendo τ̃ := τ
ζ
, b̃1 := b1

ζ
, c̃1 := c1

ζ
se tiene que:

∂u

∂t
= µ∆[(1 + ζτ̃(ρ11u+ ρ12v)u] + (a1 − ζb̃1u− ζc̃1v)u.Multipli
ando por ζ se tiene que:

ζ
∂u

∂t
= ζµ∆[(1 + ζτ̃(ρ11u+ ρ12v)u] + ζ(a1 − αb̃1u− ζc̃1v)u.y de�nimos ũ := ζu y ṽ := ζv tenemos que satisfa
en

{

ũt = µ∆[(1 + τ̃ (ρ11ũ+ ρ12ṽ)ũ] + (a− b̃1ũ− c̃1ṽ)ũ en ZT ,
ũ(x, 0) = ψ̃(x) en Ω̄, ∂ũ

∂n
= 0 en ST .

�20



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoEn parti
ular tomamos ζ = M
R

tenemos queTeorema 2.18. Dados α ∈ (0, 1), m,M ∈ R 
on 0 < m ≤M, b̃1, c̃2, b̃2, c̃1 ∈ [m,M ],
|a1|α , |a2|α ≤ mM/4, ψ̃i satisfa
iendo (W1) junto 
on

∣

∣

∣
ψ̃i

∣

∣

∣

2,α
≤M (i = 1, 2).Sea T ∈ (0,∞), enton
es existe una solu
ión (ũ, ṽ) tal que para w ∈ {ũ, ṽ}

w ∈ C2,1(Z̄T ), 0 ≤ w ≤M, |w|α , |w|2+α ≤ mM/R.Nota 2.19. El he
ho de que las 
otas de la solu
ión no dependan del tiempo es fundamentalpara la existen
ia de la solu
ión global del sistema, pues para 
hequear existen
ia de la so-lu
ión global sólo basta extender la solu
ión a T = ∞, se demostrará que esta extensión esúni
a. Basado en este prin
ipio de extensión úni
a se dedu
e que existe una úni
a solu
iónglobal.Notemos que otra propiedad importante del sistema (2.1) es la positividad para todotiempo positivo, se tiene el siguiente teoremaTeorema 2.20. Sea µ, τ, bi, ci, |ρij |2,α ∈ [0,∞),Wi ∈ C2(Ω̄), 
on Wi ≥ 0, (i = 1, 2),
T ∈ (0,∞], (u, v) una solu
ión de (2.1) 
on u, v ∈ C2,1(Z̄T ).Enton
es u, v > 0.Demostra
ión. Sea T ∈ (0,∞] y suponemos que existe un elemento

(x, s) ∈ Z̄T 
on u(x, s) < 0 o v(x, s) < 0.Para w ∈ {u, v}, de�nimos
sw := sup{r ∈ [0, T ] : w(x, t) ≥ 0 para (x, t) ∈ Z̄r}.Dado que u(x, 0), v(x, 0) ≥ 0 para x ∈ Ω̄, sw está bien de�nido. Sin pérdida de generalidadsuponemos que su ≤ sv, enton
es su < T . También tenemos que

u(x, su), v(x, su) ≥ 0 para x ∈ Ω̄.Así podemos es
oger ε > 0 tal que Ω̄×[su, su+ε] ⊂ Z̄T y µ(1+τ(ρ11u(x, s)+ρ12v(x, s)) ≥ µ/2para (x, s) ∈ Ω̄ × [su, su + ε] y que exista un elemento:
(x, s) ∈ Ω̄ × [su, su + ε] 
on u(x, s) < 0.De�nimos para 1 ≤ i, j ≤ N, (x, t) ∈ Z̄ǫ:

aii(x, t) := µ(1 + τ(ρ11u(x, t+ su) + ρ12v)), aij(x, t) := 0,

bi(x, t) := 2µτ(u(x, t+ su)Diρ11 +Di(ρ11u(x, t+ su) + ρ12v(x, t+ su))),

c(x, t) := µτ(∆(ρ12v) + a− (b1 − µτ∆ρ11)u− c1v)(x, t+ su).21



2.4. Existen
ia de solu
ión del sistema no-esta
ionario para tiempo �nitoLuego w := w(x, t) = u(x, t+ su) para (x, t) ∈ Z̄T satisfa
e
{

∑N
i=0 aii(x, t)Diiw +

∑N
i=0 biDiw + cw − ∂w

∂t
= 0,

w(x, 0) = u(x, su) ≥ 0 para x ∈ Ω̄.Con
luimos del 
orolario 2.7 que w ≥ 0.Esto quiere de
ir que u(x, s) ≥ 0 para (x, s) ∈ Ω̄× [su, su+ε], lo que 
ontradi
e la ele

iónde ε > 0.Con lo anterior hemos la no-negatividad de la solu
ión global (u, v) de (2.1). Pero esposible llegar más lejos y demostrar la postividad de la solu
ión global, en efe
to, por 
on-tradi

ión y sin pérdida de generalidad supongamos que existe (x1, t1) ∈ Ω̄ × (0, T ] tal que
u(x1, t1) = 0 enton
es (x1, t1) es un mínimo de u. Consideramos dos 
asos, (x1, t1) ∈ Ω×(0, T ),
(x1, t1) interior y (x1, t1) ∈ ∂Ω × (0, T ], el mínimo se al
anza en el borde.i) (x1, t1) en el interior.De�nimos ψ = [1 + τ(ρ11u+ ρ12v)]u, 
on lo 
ual ψ(x, t) > 0 en Ω̄ × (0, t],

ψ(x1, t1) = 0, ∂ψ
∂n

(x, t) = 0 en ∂Ω × [0, T ). Derivamos par
ialmente ψ en t
∂ψ

∂t
= [1 + τ(ρ11

∂u

∂t
+ ρ12

∂v

∂t
)]u+ [1 + τ(ρ11u+ ρ12v)]

∂u

∂t
,

= (1 + τρ12
∂v

∂t
)u+ [1 + τ(2ρ11u+ ρ12v)]

∂u

∂t
.Lo que impli
a que

∂u

∂t
=

∂ψ
∂t

− (1 + τρ12
∂v
∂t

)u

1 + τ(2ρ11u+ ρ12v)
,

= ∆ψ + (a− b1u− c1v)u.Así obtenemos
∂ψ

∂t
− (1 + τρ12

∂v

∂t
)u = [µ∆ψ + (a− b1u− c1v)u][1 + τ(2ρ11u+ ρ12v)],

= µa(x)∆ψ + (a− b1u− c1v)(ψ + τρ11u
2),Donde a(x) = 1 + τ(2ρ11u+ ρ12v), 
on lo que ψ satisfa
e

∂ψ

∂t
= µa(x)∆ψ + c(x)ψ + [1 + τρ12

∂v

∂t
+ τ(a− b1u− c1v)ρ11u]u.De�nimos Lψ = ∂ψ

∂t
− µa(x)∆ψ − c(x)ψ y tenemos que

Lψ ≥ 0.Luego por el prin
ipio del máximo fuerte para operadores parabóli
os lineales, que sepuede ver en [20℄, si ψ al
anza su mínimo en el interior Ω × (0, T ) y este tiene el valor
ero, es de
ir, ψ(x1, t1) = 0 se tiene que la fun
ión ψ es 
onstante en Ω× (0, T ) e igualal valor mínimo, es de
ir, ψ ≡ 0, lo que impli
a que las fun
iones u y v son 
onstantese idénti
amente nulas en Ω × (0, T ), pero esto no es así pues las 
ondi
iones ini
ialesno son idénti
amente nulas, lo que es una 
ontradi

ión.22



2.5. Uni
idad en tiempo in�nito.ii) (x1, t1) en la frontera.Tenemos que Lψ ≥ 0 en Ω × (0, T ] y u(x1, t1) < u(x, t) en Ω × (0, T ) luego el lema deHopf asegura que
∂ψ

∂n
(x1, t1) > 0.Lo que 
ontradi
e la de�ni
ión de ψ.

�2.5. Uni
idad en tiempo in�nito.Teorema 2.21. Sea α, µ, τ, bi, ci, ρij , T 
omo en el Corolario 2.17, existe una úni
a solu
ión
(u, v) de (2.1) tal que u, v ∈ C2,1(Z̄T ).Demostra
ión. De la dis
usión anterior se sabe que existe una solu
ión de (2.1) tal que

0 ≤ w ≤M, |w|2+α ≤ mM/R.Sean ahora U, V fun
iones de C2,1(Z̄T ) tal que (U, V ) es otra solu
ión del problema.Dado que (u, v) y (U, V ) satisfa
en el sistema tenemos que
µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))∆(U − u) + 2µτ(u∇ρ11 + ∇(ρ11u+ ρ12v))∇(U − u) + C(U − u)

−
∂(U − u)

∂t
= F,donde

C := µτ∆(ρ12V ) + a− (b1 − µτ∆ρ11)(U − u) − c1V

F := −(µτ(2ρ11(U − u) + ρ12(V − v))∆u+ 2µτ [(U − u)∇ρ11

+ ∇(ρ11(U − u) + ρ12(V − v))]∇u+ (µτ∆(ρ12(V − v)) − c1(V − v))uMultipli
amos por e−γs 
on γ ∈ R se tiene que
µ(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))∆z

γ + 2µτ(u∇ρ11 + ∇(ρ11u+ ρ12v))∇z
γ + Cγzγ −

∂zγ

∂t
= F γ,donde

zγ := (U − u)e−γs, z̃γ := (V − v)e−γs,

Cγ := µτ∆(ρ12V ) + a− (b1 − µτ∆ρ11)(U − u) − c1V ) − γ,

F γ := −(µτ(2ρ11z
γ + ρ12z̃

γ)∆u+ 2µτ [zγ∇ρ11 + ∇(ρ11z
γ + ρ12z̃

γ)]∇u

+ (µτ∆(ρ12z̃
γ) − c1z̃

γ)u). 23



2.5. Uni
idad en tiempo in�nito.Multipli
amos por −zγ e integramos sobre Z̄T obtenemos
∫

ZT

µ(1 + τ(2ρ11U + ρ12V ))(−zγ)∆zγ + 2µτ(U∇ρ11 + ∇(ρ11U + ρ12V ))(−zγ)∇zγ

−Cγ(zγ)2 − (−zγ)
∂zγ

∂t
=

∫

ZT

F γ(−zγ),Notar que
∫

ZT

µ(1 + τ(2ρ11U + ρ12V ))(−zγ)∆zγ =

∫

ZT

µ(1 + τ(2ρ11U + ρ12V )) |∇zγ |2

−
µτ

2
(zγ)2∆(2ρ11U + ρ12V ),también tenemos que

∫

ZT

2µτ(U∇ρ11 + ∇(ρ11U + ρ12V ))(−zγ)∇zγ = −

∫

ZT

µτ(U∇ρ11 + ∇(ρ11U + ρ12V ))∇(zγ)2

∫

ZT

µτ(zγ)2∇ · (U∇ρ11 + ∇(ρ11U + ρ12V )) =

∫

ZT

µτ(zγ)2(∇U∇ρ11 + U∆ρ11

+ ∆(ρ11U + ρ12V )),y que
∫

ZT

(−zγ)
∂zγ

∂t
=

∫

Ω

1

2
zγ ≤ 0, pues zγ(x, 0) = 0.Las tres últimas e
ua
iones impli
an que

∫

ZT

µ |∇zγ |2 + [
µτ

2
∆(ρ12V ) − Cγ ](zγ)2 ≤

∫

ZT

F γ(−zγ).Podemos estimar el lado dere
ho. Para ello, se rees
ribe F γ

F γ = −[(2µτρ11∆u+ 4µτ∇ρ11∇u)z
γ + 2µτρ11∇u∇z

γ

+(2µτρ12∇u+ 2µτu∇ρ12)∇z̃
γ + µτρ12∆z̃

γ ]Lo que impli
a que
F γ(−zγ) = (2µτρ11∆u+ 4µτ∇ρ11∇u)(z

γ)2 + 2µτρ11z
γ∇u∇zγ + (µτ∆(ρ12u) − c1u)z̃

γzγ

+ 2µτ∇(ρ12u)z
γ∇z̃γ + µτρ12uz

γ∆z̃γ ,24



2.5. Uni
idad en tiempo in�nito.enton
es
∫

ZT

F γ(−zγ) =

∫

Z̄T

2µτρ11(z
γ)2∆u+ 4µτ(zγ)2∇ρ11∇u+ 2µτρ11z

γ∇u∇zγ

+ (µτ∆(ρ12u) − c1u)z̃
γzγ + 2µτ∇(ρ12u)z

γ∇z̃γ + µτρ12uz
γ∆z̃γ

=

∫

ZT

−2µτ∇(ρ11(z
γ)2)∇u+ 2µτρ11z

γ∇u∇zγ − µτ∇(z̃γzγ)∇(ρ12u)

− c1uz̃
γzγ + 2µτ∇(ρ12u)z

γ∇z̃γ − µτ∇(ρ12uz
γ)∇z̃γ

=

∫

ZT

2µτ(zγ)2∇ρ11∇u− 2µτρ11z
γ∇zγ∇u− µτ∇(ρ12u)∇(z̃γzγ) − c1uz

γ z̃γ

+ 2µτzγ∇(ρ12u)∇z̃
γ − µτ(zγ∇(ρ12u) + ρ12u∇z

γ)∇z̃γ

=

∫

ZT

2µτ(zγ)2∇ρ11∇u− 2µτρ11z
γ∇zγ∇u− µτz̃γ∇zγ∇(ρ12u) − c1uzz̃

γ

− µτρ12u∇zγ∇z̃
γAhora a
otamos los términos de esta integral:

(zγ)2∇ρ11∇u ≤
(zγ)2

2
(|∇ρ11|

2 + |∇u|2), ρ11z
γ∇zγ∇u ≤

|ρ11|0
2

((zγ)2 |∇zγ |2 + |∇zγ |2)

z̃γ∇(ρ12u)∇z
γ ≤

(z̃γ)2

2
(|∇(ρ12u)|

2 + |∇z̃γ |2), uzγ z̃γ ≤
|u|0
2

((zγ)2 + (z̃γ)2),

ρ12u∇z
γ∇z̃γ ≤

|ρ12|0 |u|0
2

(|∇zγ |2 + |∇z̃γ |2).Con lo que obtenemos
∣

∣

∣

∣

∫

ZT

F γ(−zγ)

∣

∣

∣

∣

≤

∫

ZT

[µτ(|∇ρ11|
2 + |∇u|2 + |∇u|2 |ρ11|0 +

1

2
|ρ11|0 |u|0) +

c1
2
|u|0](z

γ)2

+(µτ |ρ11|0 +
µτ

2
|ρ12|0 |u|0) |∇z

γ |2 +
c1
2
|u|0 (z̃γ)2 +

µτ

2
|ρ12|0 |u|0 |∇z̃

γ |2Análogamente
∣

∣

∣

∣

∫

ZT

F̃ γ(−z̃γ)

∣

∣

∣

∣

≤

∫

ZT

[µτ(|∇ρ22|
2 + |∇v|2 + |∇v|2 |ρ22|0 +

1

2
|ρ22|0 |v|0) +

c2
2
|v|0](z̃

γ)2

+(µτ |ρ22|0 +
µτ

2
|ρ21|0 |v|0) |∇z̃

γ |2 +
c2
2
|v|0 (zγ)2 +

µτ

2
|ρ21|0 |v|0 |∇z

γ |2Finalmente
∫

ZT

{[µ− µτ(|ρ11|0 +
1

2
|ρ12|0 |u|0] |∇z

γ |2 + [µ− µτ(|ρ22|0 +
1

2
|ρ11|0 |v|0)] |∇z̃

γ |

+Eγ(zγ)2 + Eγ(z̃γ)2} ≤ 0, (γ ∈ R),25



2.5. Uni
idad en tiempo in�nito.donde
Eγ :=

µτ

2
∆(ρ12V ) − Cγ − µτ(|∇ρ11|

2 + |∇u|2 + |∇u|2 |ρ11|0 + |ρ11|0 |u|0) −
c1
2
|u|0

Ẽγ :=
µτ

2
∆(ρ21U) − C̃γ − µτ(|∇ρ22|

2 + |∇v|2 + |∇v|2 |ρ22|0 + |ρ11|0 |v|0) −
c2
2
|v|0Imponiendo que

1 − τ(|ρ11|0 +
1

2
|ρ12|0 |u|0), 1 − τ(|ρ22|0 +

1

2
|ρ21|0 |v|0) ≥ 0. (2.14)Obtenemos de lo anterior que

∫

ZT

Eγ(zγ)2 + Ẽγ(z̃γ)2 ≤ 0 (γ ∈ R),Dado que U, u, V, v ∈ C2,1(Z̄T ) y T <∞, podemos es
oger γ > 0 tal que Eγ , Ẽγ ≥ 1.Así de (2.14) tenemos
zγ = z̃γ = 0,lo signi�
a que u = U, v = V .Con todo lo anterior 
on
luimos que existe un úni
o par (u, v) ∈ (C2,1(Z̄∞))2 solu
iónde (2.1), en efe
to, basta 
onsiderar para T ∈ (0,∞) las fun
iones uT , vT tales que (uT , vT )resuelve (2.1), las desigualdades 0 ≤ w ≤M , |w|2+α ≤ mM/R, son válidas para w ∈ {uT , vT}.Al tomar dos reales T1, T2 ∈ (0,∞) 
on T1 < T2 se tiene, por el teorema de uni
idad, que

uT1
= uT2

|Z̄T1
, vT1

= vT2
|Z̄T1

.Dado que podemos de�nir fun
iones u, v : Z̄∞ → R de la siguiente forma, 
onsideramos larestri

ión u |Z̄T
:= uT , v |Z̄T

:= vT para T ∈ [1,∞), 
on lo 
ual u, v ∈ C2,1(Z̄∞) y (u, v) esuna solu
ión de (2.1), junto 
on 
onservar los a
otamientos anteriormente men
ionados.Si (U, V ) son también solu
iones positivas de (2.1) en (C2,1(Z̄∞))2 , enton
es podemos 
on
luirque
u |Z̄T

= U |Z̄T
, v |Z̄T

= V |ZT
para T ∈ (0,∞).Luego u = U, v = V lo que prueba la uni
idad de la solu
ión. �
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Capítulo 3El problema esta
ionario
3.1. Introdu

iónConsideramos el siguiente sistema:































µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a− u− v)u = 0 en Ω,

µ∆[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a− u− v)v = 0 en Ω,

∂u
∂n

= ∂v
∂n

= 0 en ∂Ω,
u, v ≥ 0 en Ω,

(3.1)
Donde Ω es un abierto a
otado de RN 
on frontera suave ∂Ω y normal unitaria exterior n,el 
oe�
iente de difusión µ > 0 y τ > 0 
orresponde a un parámetro de perturba
ión.Para las fun
iones a(x) y ρij 
on 1 ≤ i, j ≤ 2 se exige las siguentes 
ondi
iones deregularidad y 
ompatibilidad(A1) La fun
ión a = a(x) es no-
onstante, Hölder 
ontinua en Ω̄ y ∫

Ω
a > 0.(ρ1) ρij ∈ C2,α(Ω), ρij ≥ 0 en Ω̄,

∂ρij

∂n
= 0 en ∂Ω.Bajo estas 
ondi
iones el sistema (3.1) 
orresponde al 
aso esta
ionario de una versión par-ti
ular del sistema (2.1), donde �jamos bi = ci = 1 para 1 ≤ i, j ≤ 2 y a1(x) = a2(x) = a(x).Nuevamente las fun
iones u, v representan las densidades de pobla
ión de dos espe
ies en
ompeten
ia, µ 
orresponde al 
oe�
iente de difusión, ρii = ρii(x) representan las fun
ionesde autodifusión y ρij = ρij(x) para i 6= j 
orresponden a las fun
iones de difusión 
ruzada y

a(x) representa la tasa de 
re
imiento intrínse
a de las espe
ies. Las solu
iones del sistema(3.1) 
orresponden a las solu
iones esta
ionarias o equilibrios positivos del sistema (2.1).Dado que u > 0, v > 0 en Ω diremos que (u, v) es un equilibrio donde ambas espe
ies
oexisten. Un equilibrio de (3.1) donde una de las 
omponentes es nula se denomina equilibriosemitrivial.El objetivo de este 
apítulo es estudiar 
ómo 
ambia la estru
tura de las solu
iones delsistema (3.1) a medida que varía el parámetro positivo µ, en parti
ular, probaremos que la27



3.2. Nota
iónexisten
ia de equilibrios de 
oexisten
ia puede ser 
ara
terizada a través del signo de fun
ionessimples que dependan de µ, ρij, a, 
uando τ es su�
ientemente pequeño.3.2. Nota
iónDenotaremos por θ = θ(µ) a la solu
ión positiva de la e
ua
ión logísti
a, es de
ir, θsatisfa
e
µ∆θ + θ(a(x) − θ) = 0 en Ω,

∂θ

∂n
|∂Ω= 0, θ > 0 en Ω. (3.2)Sabemos que bajo las hipótesis (A1) la e
ua
ión (3.2) tiene una úni
a solu
ión positiva

θ ∈ C2(Ω̄) para 
ada µ > 0. Además gra
ias al teorema de la fun
ión implí
ita se tiene que
θ : (0,∞) → W 2,p(Ω), p > 1 es analíti
a. De las referen
ias [3, 13℄ sabemos que θ tiene elsiguiente 
omportamiento asintóti
o

θ(µ) → a+ 
uando µ → 0, θ(µ) →
1

|Ω|

∫

Ω

a(x)dx 
uando µ→ ∞,ambas 
onvergen
ias son uniformes, donde a+(x) = máx{0, a(x)}.Por lo que podemos de�nir
θ(0) = a+ y θ(∞) =

∫

Ω

a/ |Ω| .3.3. Desarrollos de segundo OrdenEn virtud del prin
ipio del máximo y del lema de Hopf para e
ua
iones elípti
as es posibledemostrar que el sistema admite 
otas a priori de tipo C2,α, luego salvo subsu
esión, se tiene
onvergen
ia uniforme de las solu
iones 
uando τ tiende a 
ero a la solu
ión de la e
ua
iónlogísti
a θ, por lo que para τ pequeño las solu
iones del sistema admiten los siguientesdesarrollos
u(µ, τ) = sθ(µ) + τu1(µ) + τ 2u2(µ) + o1(τ

2)f(µ),

v(µ, τ) = (1 − s)θ(µ) + τv1(µ) + τ 2v2(µ) + o2(τ
2)g(µ).Donde s ∈ [0, 1], θ, u1, v1, u2, v2, f, g son fun
iones suaves de µ y a su vez o1, o2 son fun
ionessuaves de τ tales que

o1(τ
2)

τ 2
→ 0 
uando τ → 0.En parti
ular podemos es
ribir las solu
iones semitriviales, que 
orresponde a los 
asos s = 1o s = 0 de la siguiente manera

u(µ, τ) = θ(µ) + τu1(µ) + τ 2u2(µ) + o1(τ
2)f(µ),

v(µ, τ) = θ(µ) + τv1(µ) + τ 2v2(µ) + o2(τ
2)g(µ).28



3.3. Desarrollos de segundo OrdenEvaluamos el sistema (3.1) en el estado semitrivial (0, v) y obtenemos:
µ∆[(1 + τρ22v)v] + (a− v)v = 0. (3.3)Si τ → 0 tenemos que:

µ∆v0 + (a− v0)v0 = 0, (3.4)es de
ir, v0 = θ donde θ es solu
ión de la e
ua
ión logísti
a 
on 
ondi
ión de borde Neumann.Para 
hequear la establidad de los estados esta
ionarios semitriviales estudiamos el linea-lizado de (3.1), esto es su�
iente en vista de los resultados de G. Simonett [22℄:
µ∆[(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))ϕ] + (a− 2u− v)ϕ+ τµ∆ρ12uψ − uψ = −λϕ,

µ∆[(1 + τ(ρ21u+ 2ρ22v))ψ] + (a− u− 2v)ψ + τµ∆ρ21vϕ− vϕ = −λψ.Evaluamos en (0, v) obteniendo:
µ∆[(1 + τρ12v)ϕ] + (a− v)ϕ = −λϕ, (3.5)

µ∆[(1 + 2τρ22v)ψ] + (a− 2v)ψ + τµ∆ρ21vϕ− vϕ = −λψ. (3.6)Para 
ara
terizar a v1 ha
emos un desarrollo de primer orden en (3.5) :
µ∆[(1 + τρ22(v0 + τv1))(v0 + τv1)] + (a− v0 − τv1)(v0 + τv1) = 0,

µ∆[v0 + τv1 + τρ22(v0 + τv1)
2] + (a− v0)v0 + τ(a− v0)v1 − τv1(v0 + τv1) = 0,

µ∆[v1 + ρ22(v0 + τv1)
2] + (a− v0)v1 − v1(v0 + τv1) = 0.Ha
iendo τ → 0 se obtiene:

µ∆[v1 + ρ22θ
2] + (a− θ)v1 − v1θ = 0. (3.7)Esto junto 
on un desarrollo de primer orden en (3.5) nos permite tener una expansión parael primer valor propio

µ∆[(1 + τρ12(v0 + τv1))(ϕ0 + τϕ1)] + (a− v0 − τv1)(ϕ0 + τϕ1) = −τλ1(ϕ0 + τϕ1),

µ∆[ϕ1 + ρ12(v0 + τv1)(ϕ0 + τϕ1)] + (a− v0)ϕ1 − v1(ϕ0 + τϕ1) = −λ1(ϕ0 + τϕ1).Ha
emos τ → 0 obteniendo
µ∆[ϕ1 + ρ12θ

2] + (a− θ)ϕ1 − v1θ = −λ1θ. (3.8)Restamos (3.8) y (3.7):
µ∆[ϕ1 − v1 + (ρ12 − ρ22)θ

2] + (a− θ)(ϕ1 − v1) = −λ1θ,

µ

∫

Ω

∆[ϕ1 − v1 + (ρ12 − ρ22)θ
2]θ +

∫

Ω

(a− θ)θ(ϕ1 − v1) = −λ1

∫

Ω

θ2,
∫

Ω

−(ρ12 − ρ22)(a− θ)θ3 = −λ1

∫

Ω

θ2.29



3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios semitrivialesPor lo que el signo de λ1 para (0, v) está dado por el signo de la siguiente fun
ión:
H(µ) =

∫

Ω

(ρ12 − ρ22)(a− θ)θ3.Análogamente el signo de λ1 para (u, 0) está dado por:
G(µ) =

∫

Ω

(ρ21 − ρ11)(a− θ)θ3.Con lo que si elegimos ade
uadamente ρij obtendremos que ambos valores propios son ne-gativos, luego ambos equilibrios semitriviales serán inestables, 
on esto es de esperar queaparez
a un equilibrio de 
oexisten
ia estable, lo que mostraría 
ómo la difusión 
ruzadagenera nuevos equilibrios de 
oexisten
ia.El objetivo de este 
apítulo es demostrar el siguiente teoremaTeorema 3.1. Supongamos que G(µ), H(µ) no tienen raí
es 
omunes. Sean µ1, µ2 dos raí
es
onse
utivas de la fun
ión G(µ)H(µ) y supongamos que ambas raí
es son simples, sean µ̃1, µ̃2dos númerso 
er
anos a µ1, µ2 :i) Si G(µ)H(µ) < 0 en (µ̃1, µ̃2), enton
es para µ ∈ [µ̃1, µ̃2] el sistema (3.1) no tieneestados de 
oexisten
ia tal que τ sea pequeño y positivo.ii) Si G(µ)H(µ) > 0 en (µ̃1, µ̃2) enton
es para 
ada τ > 0 su�
ientemente pequeño existennúmeros µ1(τ), µ2(τ) y una fun
ión suave a valores reales
µ 7→ (u(µ), v(µ)) sobre [µ̃1, µ̃2] tq: ∀µ ∈ (µ̃1, µ̃2)el par (u(µ), v(µ)) es un úni
o estado de 
oexisten
ia de (3.1) y (u(µ1), v(µ1)),

(u(µ2), v(µ2)) son estados semitriviales del sistema. Además, los estados de 
oexisten
ia
(u(µ), v(µ)) son estables si ambos G(µ) y H(µ) son positivos y es inestable si ambosson negativos.En la a�rma
ión (ii) de este teorema pueden o
urrir dos posibilidades :a) (u(µ1), v(µ1)) y (u(µ2), v(µ2)) son estados semitriviales del mismo tipo, 
ada una deellos iguales a (u(µ), 0) o 
ada una de ellos iguales a (0, v(µ)).b) (u(µ1), v(µ1)) y (u(µ2), v(µ2)) son de distinto tipo, uno de ellos igual a (u(µ), 0) y elotro igual a (0, v(µ)).3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios se-mitrivialesEl objetivo de esta se

ión es demostrar existen
ia y uni
idad de la e
ua
ión de equilibrioesta
ionario semitrivial

{

µ∆[(1 + τρ1u)u] + (a− u)u = 0 en Ω,
∂u
∂n

= 0 en ∂Ω. (3.9)30



3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios semitrivialesPara ello seguiremos el esquema de la referen
ia [21℄, utilizaremos el método de super ysub-solu
iones 
ombinado 
on un teorema de punto �jo.3.4.1. Resumen de los resultados de [21℄Un resultado 
ontenido en [21℄ entrega 
ondi
iones para la existen
ia de solu
ión de (3.9)en el 
aso en que ρ1 es 
onstante, en nuestro 
aso tenemos que extender estos resultados parael 
aso no-
onstante.Para a(x) ∈ L∞(Ω) partimos estudiando el problema de valores propios
{

∆u+ a(x)u = λu en Ω,
∂u
∂n

= 0 en ∂Ω. (3.10)Si 
onsideramos el operador
Lu := ∆u+ a(x)u,bajo la 
ondi
ión de frontera ∂u

∂n
= 0 en ∂Ω, a partir de L podemos de�nir la siguiente formabilineal

B[u, v] :=< Lu, v >=

∫

Ω

(∆u+ a(x)u)vdx,que es simétri
a lo que se puede ver integrando por partes gra
ias a que u, v satisfa
en la
ondi
ión de borde Neumann. Usando argumentos estándar podemos obtener que los valorespropios λn y las fun
iones propias de (3.10) satisfa
en
λ1 < λ2 ≤ · · · y ĺım

n→∞
λn = ∞Además λ1 es simple y la fun
ión propia de (3.10) que 
orresponde λ1 es positiva, todaslas otras 
ambian de signo. Para obtener propiedades varia
ionales de�nimos el siguientefun
ional en W 1,2(Ω) 
omo

Q(ψ) =
B[ψ, ψ]

‖ψ‖2
L2

=

∫

Ω
(−‖∇ψ‖2 + a(x)ψ2)

‖ψ‖2
L2

.Tenemos que λ1 = supψ∈W 1,2(Ω)Q(ψ) por el mismo método que en [6℄.Nota
ión:
λ1(∆ + a(x)) denota el valor propio prin
ipal de (3.10) y ψ1 es la primera fun
ión propia.Lema 3.2. (Lema 2.2 de [21℄) Supongamos que a1(x)/d1(x) > a2(x)/d2(x) donde d1, d2 ∈

C2(Ω̄) y ai(x) ∈ L∞(Ω) para i = 1, 2.i) Si λ1(∆d1(x) + a1(x)) ≤ 0, enton
es λ1(∆ + a2(x)) < 0.ii) Si λ1(∆d2(x) + a2(x)) ≥ 0, enton
es λ1(∆ + a1(x)) > 0.31



3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios semitrivialesLema 3.3. (Lema 2.3 de [21℄) λ1(∆ + a(x)) es 
re
iente en a(x).Lema 3.4. (Lema 2.4 de [21℄) Sea a(x) ∈ L∞(Ω) y u ≥ 0, u 6= 0 en Ω
on ∂u
∂n

= 0 en ∂Ωi) Si 0 6= (∆ + a(x))u ≥ 0 en Ω enton
es λ1(∆ + a(x)) > 0.ii) Si 0 6= (∆ + a(x))u ≤ 0 en Ω enton
es λ1(∆ + a(x)) < 0.iii) Si (∆ + a(x))u = 0 en Ω enton
es λ1(∆ + a(x)) = 0.Para los lemas que siguen utilizaremos la siguiente nota
ión.Nota
ión: Sea T : E → E un operador lineal de un espa
io de Bana
h, denotaremos elradio espe
tral de T por r(T ).El siguiente lema se puede en
ontrar en [2℄ y en [21℄.Lema 3.5. (Lema 2.5 de [21℄) Supongamos que T es un operador lineal 
ompa
to y positivosobre un espa
io de Bana
h ordenado. Sea u > 0 un elemento positivo, enton
es:i) Si Tu > u, enton
es r(T ) > 1.ii) Si Tu < u, enton
es r(T ) < 1.iii) Si Tu = u, enton
es r(T ) = 1.Lema 3.6. (Lema 2.6 de [21℄) Sea a(x) ∈ L∞(Ω) y M una 
onstante positiva tal que
a(x) +M > 0 ∀x ∈ Ω̄. Si λ1(∆ + a(x)) > 0 enton
es r[(−∆ +M)−1(a(x) +M)] > 1.Teorema 3.7. (Teorema 2.10 de [21℄) Sea a(x) ∈ C2(Ω̄).i) Si λ1(∆ + a(x)) ≤ 0, enton
es el sistema (3.9) no tiene solu
iones positivas.ii) Si λ1(∆ + a(x)) > 0, enton
es el sistema (3.9) tiene una úni
a solu
ión positiva.3.4.2. Extensión del Teorema 3.7Ahora 
onsideramos la siguiente e
ua
ión:

{

−∆[(1 + ρ1(x)u)u] = u(a(x) − u) en Ω,
∂u
∂n

= 0 en ∂Ω. (3.11)Donde Ω es un dominio a
otado de Rn 
on una frontera suave ∂Ω, ρ1(x) es una fun
ión nonegativa, a(x) ∈ C2(Ω̄).Si 
onsideramos el operador
B(u) := (1 + ρ1(x)u)u32



3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios semitrivialesse puede ver que ∂B
∂u

> 0 ∀(x, u) ∈ Ω̄ × [0,∞), luego B(u) tiene una inversa 
ontinua en u,que denotaremos B−1(u), enton
es se tiene:
B−1(u) =

{

1
2ρ1(x)

(−1 +
√

1 + 4ρ1(x)u) en el interior soporte de ρ1

u en el 
omplemento del interior del soporte de ρ1(x)
(3.12)También podemos notar que:

∂B−1

∂u
(u) > 0 ∀u ≥ 0 y B−1(u) ∈ C2(Ω̄) si u(x) ∈ C2(Ω̄).De�ni
ión 3.1. De
imos que una fun
ión û(x) es una supersolu
ión de (3.11) si (1 +

ρ1(x)û)û ∈ C2,α(Ω̄) y û satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:
−∆[(1 + ρ1(x)û)û] ≥ û(a(x) − û) en Ω,

∂û

∂n
≥ 0 en ∂ΩAnálogamente de�nimos subsolu
ión 
ambiando el sentido de las desigualdades.De�ni
ión 3.2. Sea X un sub
onjunto no va
ío de un 
onjunto ordenado Y . Un punto �jo

x del mapa f : X → Y lo denominaremos maximal si para 
ada punto �jo y de f en Xsatisfa
e x ≥ y.Ahora damos el teorema de existen
ia y uni
idad de solu
iones positivas del equilibriosemitrivial.Teorema 3.8. Sea a(x) ∈ C2(Ω̄).i) Si λ1(∆ + a(x)) ≤ 0 enton
es el sistema (3.11) no tiene solu
iones positivas.ii) Si λ1(∆ + a(x)) > 0, enton
es el sistema (3.11) tiene una úni
a solu
ión positiva.Demostra
ión. i) Si u(x) es una solu
ión positiva de (3.11), enton
es
λ1(∆(1 + ρ1(x)u) + a(x) − u) = 0 por lema 3.4.Dado que ‖a(x)‖∞ < ∞, existe una 
onstante positiva M tal que a(x)−u+M

1+ρ1(x)u
es de
re-
iente 
on respe
to a u ≥ 0. Enton
es tenemos a(x)−u+M

1+ρ1(x)u
< a(x) +M , luego

0 = λ1(∆(1 + ρ1(x)) + a(x) − u+M) < λ1(∆ + a(x) +M)De aquí dedu
imos que λ1(∆ + a(x)) > 0.ii) Sea B−1 la inversa del mapa B(u) = (1 + ρ1(x)u)u de�nido anteriormente. Denotamos
û := B−1(C) donde C es una 
onstante positiva lo su�
ientemente grande tal que:

a(x) −B−1(C) ≤ 0 ∀x ∈ Ω̄.33



3.4. Existen
ia y uni
idad de los estados esta
ionarios semitrivialesLa existen
ia de la 
onstante C > 0 se sigue del he
ho que ‖a(x)‖∞ <∞ y ∂B−1

∂u
(u) >

0 ∀u ≥ 0. Dado que:
−∆[(1 + ρ1B

−1(C))B−1(C)] = −∆C = 0,tenemos que:
−∆[(1 + ρ1B

−1(C))B−1(C)] ≥ B−1(C)(a(x) − B−1(C)) en Ω.Dado que ∂ρ1
∂n

= 0 en ∂Ω, se tiene que ∂B−1(u)
∂n

> 0 ∀u ≥ 0 en ∂Ω por lo que û :=
B−1(C) es una super solu
ión de (3.5), en efe
to

∂B−1(u)

∂n
=

1

2ρ1(x)
(
4(∂ρ1

∂n
u+ ρ1

∂u
∂n

)

2
√

1 + 4ρ1(x)u
) − (−1 +

√

1 + 4ρ1(x)u)
1

ρ2
1

∂ρ1

∂n

=
1

2ρ1(x)
(2c

∂ρ1

∂n

√

1 + 4ρ1(x)u).Suponiendo ∂ρ1
∂n

= 0 en ∂Ω se tiene que:
∂B−1(C)

∂n
= 0.Lo que impli
a que

∂B−1(C)

∂n
≥ 0 en ∂Ω.De�nimos el siguiente operador F : [[0, û]] → C(Ω) 
omo F = B−1 ◦W donde [[0, û]]denota el intervalo ordenado en C(Ω), donde W esta dado por:

Wu := (−∆ +M)−1[(a(x) − u+M(1 + ρ1(x)u))u],donde M es una 
onstante positiva lo su�
ientemente grande 
omo para que [(a(x) −
u+M(1 + ρ1(x)u))u] sea positiva. Con lo 
ual el operador F es 
ompa
to, monótono
re
iente y positivo.Notemos que u es solu
ión de (3.5) si y sólo si u es punto �jo de F , en efe
to

u = Fu

⇐⇒ Bu = Wu

⇐⇒ (−∆ +M)[(1 + ρ1(x)u)u] = (a(x) − u+M(1 + ρ1(x)u))u

⇐⇒ −∆[(1 + ρ1(x)u)u] = (a(x) − u)u.Dado que û(x) es una super solu
ión de la e
ua
ión 3.5, se tiene que
−∆[(1 + ρ1(x)u)u] ≥ û(a(x) − û) en ∂Ω34



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtSumando M(1 + ρ1(x)û)û y apli
ando G−1 ◦ (−∆ +M)−1 a ambos lados, se tiene que
F (û) ≤ û.Notemos también que ū = 0 es una solu
ión de (3.5) y luego

r(F ′(ū)) = r(F ′(0)) = r[(−∆ +M)−1(a(x) +M)] > 1.Por lema (3.6) dado que λ1(∆ + a(x)) > 0. Ahora en virtud del teorema 7.6 en [2℄
on
luimos que existe una solu
ión positiva maximal u >> 0 en [[0, û]].La uni
idad, supongamos que exiten dos solu
iones positivas u, v de (3.11) luego res-tando las e
ua
iones se tiene que φ = u− v satisfa
e
{

−∆[(1 + ρ1(x)(u+ v))φ] = φ(a(x) − (u+ v)) en Ω,
∂φ
∂n

= 0 en ∂Ω. (3.13)Luego de�niendo d2(x) = 1 + ρ1(x)(u+ v) y a2(x) = a(x) − (u+ v) se tiene que
λ2(∆d2(x) + a2(x)) = 0pero por otra parte 
omo d2(x) > 1+ ρ1(x)u y a2(x) < a(x) se tiene que a2(x)/d2(x) <

a(x)/d(x) luego por el lema (3.2) se tiene que
0 = λ2(∆d2(x) + a2(x)) < λ(∆(1 + ρ1(x)u) + a(x)) = 0.Lo que es una 
ontradi

ión, por lo que la solu
ión de la e
ua
ión es úni
a.

�3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtEn esta se

ión utilizaremos la redu

ión de Lyapunov-S
hmidt para probar existen
ia yno-existen
ia de estados esta
ionarios de 
oexisten
ia para τ > 0 pequeño, para ello 
onside-ramos el sistema:


















µ∆[(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u] + (a− u− v)u = 0 en Ω,

µ∆[(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))v] + (a− u− v)v = 0 en Ω,
∂ρij

∂n
= ∂u

∂n
= ∂v

∂n
= 0 en ∂Ω,

µ, τ > 0,

(3.14)y 
onsideramos la super�
ie:
Σ = {(µ, sθ(µ), (1− s)θ(µ)) : µ ∈ [0, 1]}.De�nimos los siguientes espa
ios:

Y = Lp(Ω) × Lp(Ω),

X = {(y, z) ∈W 2,p(Ω) ×W 2,p(Ω) :
∂y

∂n
=
∂z

∂n
= 0 en ∂Ω},

X2 = {(y, z) ∈ X :

∫

Ω

(y(x) − z(x))θ(x, µ)dx = 0},35



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtdonde p > N/2, por lo que W 2,p(Ω) →֒ C(Ω̄) y µ > 0 dado.Se �jan µ1 y µ2 raí
es 
onse
utivas de GH donde:
G(µ) =

∫

Ω

(ρ11 − ρ21)θ
3(a− θ) y H(µ) =

∫

Ω

(ρ22 − ρ12)θ
3(a− θ).Corresponden a los desarrollos de primer orden de los valores propios de los equilibrios semi-triviales del sistema. Para µ > 0 de�nimos:

Σµ := {(sθ(µ), (1 − s)θ(µ)) : s ∈ [0, 1]},que 
orresponde al 
onjunto de las solu
iones no triviales del sistema 
uando τ = 0. Partimosdemostrando el siguiente lemaLema 3.9. (u, v) → (sθ, (1 − s)θ) en (C2,α(Ω))2 
uando τ → 0.Demostra
ión. De�namos Φ1 = (1 + τ(ρ11u + ρ12v))u, Φ2 = (1 + τ(ρ21u + ρ22v))v, estasfun
iones satisfa
en
µ∆Φ1 + (a− u− v)Φ1 = 0 en Ω, 
on ∂Φ1

∂n
= 0 ∂Ω,

µ∆Φ2 + (a− u− v)Φ2 = 0 en Ω, 
on ∂Φ2

∂n
= 0 ∂Ω,Supongamos que Φ1,Φ2 al
anzan en el máximo al interior de Ω en x∗, luego en este punto setiene que

a(x∗) − u(x∗) − v(x∗) ≥ 0,

=⇒ a(x∗) ≥ u(x∗) + v(x∗),

=⇒ M ≥ u(x∗) + v(x∗),donde M 
orresponde al máximo de a(x) en Ω̄, 
on lo obtenemos que
Φ1(x

∗) ≤ M,

=⇒ Φ1(x) ≤ M ∀x ∈ Ω,

=⇒ (1 + τ(ρ11u(x) + ρ12v(x)))u(x) ≤ M ∀x ∈ Ω,en parti
ular u(x) ≤M , análogamente tenemos que v(x) ≤ M , luego Φ1,Φ2 satisfa
en
µ∆Φ1 − Φ1 = f(Φ1) en Ω, 
on ∂Φ1

∂n
= 0 ∂Ω, (3.15)Con f(Φ1) a
otada, lego por regularidad Sobolev se tiene que ‖Φ1‖C1,α(Ω) está a
otada, en-ton
es, salvo subsu
esión, se tiene que existe Φ∗

1 tal que Φ1 → Φ∗
1 uniforme, lo que impli
aque u→ Φ∗

1, análogamente para v se tiene que v → Φ∗
2 y u+ v resuelve

µ∆θ + (a(x) − θ)θ = 0,
on lo que 
on
luimos que (u, v) → (sθ, (1 − s)θ). �36



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtAhora estamos en 
ondi
iones de demostrar el resultado prin
ipal de este 
apítuloTeorema 3.10. Supongamos que las fun
iones G y H no tienen raí
es 
omunes y sean µ1 y
µ2 dos raí
es 
onse
utivas de la fun
ión GH.i) Si GH < 0 en (µ1, µ2), enton
es el sistema (3.1) no tiene estados de 
oexisten
ia para

τ pequeño y positivo.ii) Si GH > 0 en (µ1, µ2), enton
es existe una ve
indad U de Σ y δ > 0 tal que para τ ∈
(0, δ), el 
onjunto de solu
iones de (3.1) en U 
onsiste en las solu
iones semitriviales
(µ, ũ(µ, τ), 0), (µ, 0, ṽ(µ, τ)), y el 
onjunto Γ ∩ U , donde:

Γ = {(µ, u(µ, τ), v(µ, τ)) : µ1 − δ ≤ µ ≤ µ2 + δ}.Aquí:
u(µ, τ) = [s∗(µ, τ) − s1(µ, τ)][θ(µ) + ȳ(µ, τ)],

v(µ, τ) = [s2(µ, τ) − s∗(µ, τ)][θ(µ) + z̄(µ, τ)],para 
iertas fun
iones suaves s∗ y (ȳ, z̄) tomando valores en R y X2, respe
tivamentey satisfa
en:
s∗(µ, 0) = s0(µ) := H(µ)/[G(µ) +H(µ)], ȳ(µ, 0) = z̄(µ, 0) = 0. (3.16)Además, si µ1 y µ2 son raí
es simples de GH, enton
es existen un par de fun
io-nes suaves µ(τ) y µ̄(τ) en [0, δ) tal que µ(0) = µ1, µ̄(0) = µ2, y para 
ualquier

τ ∈ [0, δ) se tiene que s∗(µ, τ)[1− s∗(µ, τ)] = 0 
on µ ∈ (µ1 − δ, µ2 + δ) si y solo si µ ∈
{µ(τ), µ̄(τ)}.Demostra
ión. Consideramos solu
iones del sistema 
er
anas a Σ, las que podemos es
ribirúni
amente (detalles en [12℄) 
omo:

(u, v) = (sθ(µ), (1 − s)θ(µ)) + (y, z), (3.17)donde s ∈ (0, 1), y (u, v) ∈ X2. Por lo que bus
amos solu
iones de esta forma, �jamos µ̃ > 0y 
onsideramos la fun
ión:
F (y, z, µ, τ, s) =

(

µ∆y − s(y + z)θ + (a− θ)y + f1(y, z, µ, τ, s)
µ∆z − (1 − s)(y + z)θ + (a− θ)z + f2(y, z, µ, τ, s)

)

,donde:
f1(y, z, µ, τ, s) = τµ∆[ρ11(sθ + y)2 + ρ12((1 − s)θ + z)(sθ + y)] − (y + z)y,

f2(y, z, µ, τ, s) = τµ∆[ρ21(sθ + y)((1 − s)θ + z) + ρ22((1 − s)θ + z)2] − (y + z)z,
on lo 
ual:
F (0, 0, µ, 0, s) = 0;F (0, 0, µ, τ, 0) =

(

0
τµ∆(ρ22θ

2)

)

;F (0, 0, µ, τ, 1) =

(

τµ∆(ρ11θ
2)

0

)

,37



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidty denotamos:
L = L(µ, s) = D(y,z)F (0, 0, µ, 0, s) ∈ LC(X, Y ).
on lo que tenemos:

L(s, µ)(ϕ, ψ) =

(

µ∆ϕ + (a− θ)ϕ− s(ϕ+ ψ)θ
µ∆ψ − (a− θ)ψ − (1 − s)(ϕ+ ψ)

)

.Este operador resulta ser lineal 
ompa
to gra
ias a la 
ompa
idad de la inye

ión deW (2,p)(Ω)en Lp(Ω). de�nimos también:
P (y, z) =

∫

Ω
θ[(1 − s)y − sz]

∫

Ω
θ2

(

θ
−θ

)

,que es proye
tor 
ontinuo sobre el kernel de L. Bus
amos solu
iones del tipo:
(u(·, µ, τ), 0) = (s1θ(µ), (1 − s1)θ(µ)) + (η1(τ, µ), ζ1(τ, µ)),

(0, v(·, µ, τ)) = (s2θ(µ), (1 − s2)θ(µ)) + (η2(τ, µ), ζ2(τ, µ)).Donde s1 = σ1(τ, µ), s2 = σ2(τ, µ) 
on:
σ1(0, µ) = 1 y (η1(0, µ), ζ1(0, τ)) = (0, 0),

σ2(0, µ) = 0 y (η2(0, µ), ζ2(0, τ)) = (0, 0).Para en
ontrar solu
iones de (3.14) queremos en
ontrar solu
iones no triviales de:
F (y, z, µ, τ, s) = 0 para y, z ∈ X2.Además tenemos, por de�ni
ión de equilibrio semitrivial, que:

F (η1(τ, µ), ζ1(τ, µ), µ, τ, σ1(τ, µ)) ≡ 0 para τ ∈ (0, δ), µ ∈ (µ̃− δ, µ̃+ δ),

F (η2(τ, µ), ζ2(τ, µ), µ, τ, σ2(τ, µ)) ≡ 0,y 
onsideramos:
P (s, µ)F (y, z, µ, τ, s) = 0, (3.18)

(I − P (s, µ))F (y, z, µ, τ, s) = 0. (3.19)La segunda e
ua
ión tiene solu
ión dada por el teorema de la fun
ión Implí
ita, tenemos queexiste δ1 > 0, una ve
indad V de (0, 0) ∈ X2 y una fun
ión suave:
(µ, τ, s) 7→ (y(µ, τ, s), z(µ, τ, s)) : (−δ1, δ1) × (−δ1, 1 + δ1) × (µ̃− δ1, µ̃+ δ1) → X2.Dado que y y z satisfa
en (3.19) obtenemos que:

(y(µ, τ, 0), z(µ, τ, 0)) = (0, 0),

(y(µ, τ, σ1(τ, µ)), z(µ, τ, σ1(τ, µ))) = (η1(τ, µ), ζ1(τ, µ)),

(y(µ, τ, σ2(τ, µ)), z(µ, τ, σ2(τ, µ))) = (η2(τ, µ), ζ2(τ, µ)).38



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtAsí (y, z, µ, τ, s) satisfa
en F (y, z, µ, τ, s) = 0 si y sólo si y = y1(µ, τ, s), z = z1(µ, τ, s) y
(µ, τ, s) resuelve P (µ, s)F (y1(µ, τ, s), z1(µ, τ, s), µ, τ, s) = 0Denotamos

P (s, µ)F (y(µ, τ, s), z(µ, τ, s), µ, τ, s) = ξ(µ, τ, s)(θ,−θ).La e
ua
ión de bifur
a
ión es equivalente a
ξ(µ, τ, s) = 0, (3.20)y tenemos que:

ξ(µ, 0, s) ≡ ξ(µ, τ, σ1(τ, µ)) ≡ ξ(µ, τ, σ2(µ, τ, s) ≡ 0,por lo que podemos fa
torizar:
ξ(µ, τ, s) ≡ τ(σ1(τ, µ) − s)(s− σ2(τ, µ))ξ1(µ, τ, s),para alguna fun
ión suave ξ1(τ, s, µ). Las solu
iones de (3.20) distintas de las triviales vienendadas por:

ξ1(µ, τ, s) = 0. (3.21)Cal
ulamos la derivada en τ :
∂τξ(µ, τ, s) = (σ1(τ, µ) − s)(s− σ2(τ, µ))∂τξ1(µ, τ, s) + τ(· · · ),

∂τξ(µ, 0, s) = s(1 − s)∂τξ1(µ, 0, s).Así obtenemos que:
P (s, µ)Fτ(0, 0, µ, 0, s) = ∂τξ(µ, 0, s)(θ,−θ).Donde:

Fτ (y, z, µ, τ, s) =

(

µ∆(ρ11(sθ + y)2 + ρ12((1 − s)θ + z)(sθ + y)
µ∆(ρ21(sθ + y)((1− s)θ + z) + ρ22((1 − s)θ + z)2)

)

,

=⇒ Fτ (0, 0, µ, 0, s) =

(

µ∆(s2θ2 + (1 − s)sρ12θ
2)

µ∆(s(1 − s)ρ21θ
2 + (1 − s)2θ2

)

,por lo que:
P (s, µ)Fτ(0, 0, µ, 0, τ) =

∫

Ω
s(1 − s)µ∆[(sρ11 + (1 − s)ρ12 − sρ21 − (1 − s)ρ22)θ

2]θ
∫

Ω
θ2

(θ,−θ)

= −s(1 − s)

∫

Ω
[s(ρ11 − ρ21) + (1 − s)(ρ12 − ρ22)]θ

3(a− θ)
∫

Ω
θ2

(θ,−θ)

= s(1 − s)[
−sG(µ) + (1 − s)H(µ)

∫

Ω
θ2

](θ,−θ),lo que impli
a que:
ξ1(µ, 0, s) =

−sG(µ) + (1 − s)H(µ)
∫

Ω
θ2

. (3.22)39



3.5. Redu

ión de Lyapunov-S
hmidtPor lo que si G(µ̃)H(µ̃) < 0, tomamos δ2 tan pequeño 
omo sea ne
esario, tenemos por (3.22)que la e
ua
ión de bifur
a
ión no tiene solu
ión, lo que impli
a que no existen estados de
oexisten
ia.Por otra parte si GH > 0 en (µ1, µ2) tenemos:
∂sξ1(µ, 0, s) =

−(G(µ) +H(µ))
∫

Ω
θ2

6= 0,apli
amos el teorema de la fun
ión implí
ita y obtenemos que para 
ualquier µ̃ ∈ [µ1, µ2] existe δ3 >
0 tal que todas las solu
iones de ξ1(µ, τ, s) = 0 en la ve
indad (µ̃ − δ3, µ̃ + δ3) × (−δ3, δ3) ×
(−δ3, 1 + δ3) estan dadas por s = s∗(µ, τ) para τ ∈ (−δ, δ) y µ ∈ (µ̃ − δ3, µ̃ + δ3) , donde
s∗(µ, τ) es un fun
ión suave que satisfa
e s∗(µ, 0) = s0(µ). Enton
es el 
onjunto de solu
ionesde ξ(µ, τ, s) = 0 
onsiste en la super�
ies τ = 0, s = 0, s = 1 y s = s∗(µ, τ).Resumiendo, tenemos que las solu
iones (µ, u, v) de (3.14) 
er
anas a Σ, a parte de las semi-triviales estan dadas por (3.17) 
on y = y1(µ, τ, s), z = z1(µ, τ, s) y s = s∗(µ, τ). �
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3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
ia3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaEn esta se

ión estudiamos la estabilidad de las ramas de solu
iones de (3.14) en
ontradasen la se

ión anterior. A través de esta se

ión suponemos que µ1 < µ2 son dos raí
es
onse
utivas de GH , las 
uales son simples y GH > 0 en (µ1, µ2). Para τ ∈ (0, δ), µ ∈
(µ1 − δ, µ+ δ), 
on δ > 0 su�
ientemente pequeño, usamos la representa
ión para solu
ionesde (3.14) 
ontenidas en Γ. También 
omo en el teorema anterior, µ(τ) y µ̄(τ) son las raí
esde s∗(µ, τ)[1 − s∗(µ, τ)] = 0 
on µ(0) = µ1, µ̄(0) = µ2.Sea (µ, u, v) = (µ, u(µ, τ), v(µ, τ)) un estado de 
oexisten
ia 
ontenido en Γ. La estabilidadde (u, v) está determinada por el signo de λ1, el valor prin
ipal del problema:







µ∆[(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))φ] + (a− 2u− v)φ+ τµ∆ρ12uψ − uψ = −λ1ψ en Ω,
µ∆[(1 + τ(ρ21u+ 2ρ22v))ψ] + (a− u− 2v)ψ + τµ∆ρ21vφ− vφ = −λ1ψ en Ω,
∂φ
∂n

= ∂ψ
∂n

= 0 en ∂Ω. (3.23)Ne
esitaremos los siguientes lemas para obtener una fórmula para λ1, la que será útil paradeterminar su signo.Lema 3.11. Para τ > 0 pequeño el valor propio prin
ipal λ1 = λ1(µ.τ) de (3.23) satisfa
e:
λ1

∫

Ω

(φv − ψu) + τλ1

∫

Ω

[(2ρ21u+ ρ22v)φv − (ρ11u+ ρ12v)ψu] =
∫

Ω

(a− u− v)[(2ρ11u+ ρ12v)φv − (ρ21u+ 2ρ22v)ψu+ (ρ12ψ − ρ21φ)uv] +

(a− u− 2v)(ρ11u+ ρ12v)ψu− (a− 2u− v)(ρ21u+ ρ22v)φv +

((ρ21u+ ρ22v)ψ − (ρ11u+ ρ12v)φ)uv.Demostra
ión. Multipli
amos la primera e
ua
ión de (3.23) por (1 + τ(ρ21u + ρ22v))v y lasegunda por (1 + τ(ρ11u+ ρ12v))u e integrando por partes se tiene que:
∫

Ω

−(a− u− v)(1 + τ(2ρ11u+ ρ12v))φv + (a− 2u− v)(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))φv

−τ(a− u− v)ρ12ψuv − (1 + τ(ρ21u+ ρ22v))ψuv = −λ1

∫

Ω

(1 + τ(ρ21u+ ρ22v))φv.Análogamente obtenemos que:
∫

Ω

−(a− u− v)(1 + τ(ρ21u+ 2ρ22v))ψu + (a− u− 2v)(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))ψu

−τ(a− u− v)ρ21φuv − (1 + τ(ρ11u+ ρ12v))φuv = −λ

∫

Ω

(1 + τ(ρ11u+ ρ12v))ψu.Restamos ambas expresiones y obtenemos el lema. �Para determinar el signo de λ1 para τ pequeño, 
onsideramos 3 
asos, µ 
er
ano a µ1, µ
er
ano a µ2 y µ entre µ1 y µ2, en el último 
aso, el signo de λ1 se puede determinar por elsiguiente resultado. 41



3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaLema 3.12. Para η > 0,
∫

Ω

θ2(µ1) ĺım
τ→0+

λ(µ, τ)

τ
=

G(µ)H(µ)

G(µ) +H(µ)
.Uniformemente en µ ∈ [µ1 + η, µ2 − η].Demostra
ión. Usamos la representa
ión del lema anterior:

λ1

∫

Ω

(φv − ψu) + τλ1

∫

Ω

[(2ρ21u+ ρ22v)φv − (ρ11u+ ρ12v)ψu]

=

∫

Ω

(a− u− v)[(2ρ11u+ ρ12v)φv − (ρ21u+ 2ρ22v)ψu+ (ρ12ψ − ρ21φ)uv]

+(a− u− 2v)(ρ11u+ ρ12v)ψu− (a− 2u− v)(ρ21u+ ρ22v)φv

+[(ρ21u+ ρ22v)ψ − (ρ11u+ ρ12v)φ]uv

=

∫

Ω

(a−u−v)φv−(a−u−v)ψu+τ(a−u−v)(2ρ11u+ρ12v)φv−τ(a−u−v)(ρ21u+2ρ22v)ψu

+(a−u−2v)ψu+τ(a−u−2v)(ρ11u+ρ12v)ψu−(a−2u−v)φv−τ(a−2u−v)(ρ21u+ρ22v)φv

+τ(a− u− v)(ρ12ψ − ρ21φ)uv + (ψ − φ)uv + τ [(ρ21u+ ρ22v)ψ − (ρ11u+ ρ12v)φ]uv

= τ

∫

Ω

(a− u− v)[(2ρ11u+ ρ12v)φv − (ρ21u+ 2ρ22v)ψu+ (ρ12ψ − ρ21φ)uv]

+(a− u− 2v)(ρ11u+ ρ2v)ψu− (a− 2u− v)φv + [(ρ21u+ ρ22v)ψ − (ρ11u+ ρ12v)φ]uv.Tomamos límite 
uando τ → 0+ se tiene que (u, v) → (s0θ, (1 − s0)θ), (φ, ψ) → (θ,−θ) 
onlo 
ual:
λ1

τ

∫

Ω

(φv − ψu) + λ1

∫

Ω

[(2ρ21u+ ρ22v)φv − (ρ11u+ ρ12v)ψu]

=

∫

Ω

(a−θ)[(2ρ11s0θ+ρ12(1−s0)θ)(1−s0)θ
2+(ρ21s0θ+2ρ22(1−s0)θ)s0θ

2−(ρ12θ+ρ21θ)s0(1−s0)θ]

−(a− (s0 + 2(1 − s0))θ)(ρ11s0θ + ρ12(1 − s0)θ)s0θ
2

−(a− (2s0 + (1 − s0))θ)(ρ21s− 0θ + ρ22(1 − s0)θ)(1 − s0)θ
2

−[(ρ21s0θ + ρ22(1 − s0)θ)θ + (ρ11s0θ + ρ12(1 − s0)θ)θ]s0(1 − s0)θ
2

=

∫

Ω

(a− θ)θ3[(2s0ρ11 + (1− s0)ρ12)(1− s0) + (s0ρ21 + 2(1− s0)ρ22)s0 − (ρ12 + ρ21)s0(1− s0)]

−(a− 2θ)(s0ρ11 + (1 − s0)ρ12)s0θ
3 − (s0ρ11 + (1 − s0)ρ12)s

2
0θ

4

−(a− θ)(s0ρ21 + (1 − s0)ρ22)(1 − s0)θ
3 + (s0ρ21 + (1 − s0)ρ22)(1 − s0)s0θ

3

−[s0ρ21 + (1 − s0)ρ22 + s0ρ11 + (1 − s0)ρ12]s0(1 − s0)θ
4

=

∫

Ω

(a− θ)θ3[2s0(1− s0)ρ11 + (1− 2s0)(1− s0)ρ12 − (1− 2s0)s0ρ21 − (1− 3s0)(1− s0)ρ− 22]42



3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
ia
−(a− θ)(s0ρ11 + (1 − s0)ρ12)s0θ

3 + (s0ρ11 + (1 − s0)ρ12)s0(1 − s0)θ
4

−(a− θ)(s0ρ21 + (1 − s0)ρ22)(1 − s0)θ
3 + (s0ρ11 + (1 − s0)ρ12)s0(1 − s0)θ

4

=

∫

Ω

(a− θ)θ3[(2 − 3s0)s0(ρ11 − ρ21) + (1 − 3s0)(1 − s0)(ρ12 − ρ22)]

= (2 − 3s0)s0G(µ) − (1 − 3s0)(1 − s0)H(µ)

=
HG

G+H
.Donde la última igualdad viene de que s0 = H

G+H
, lo que prueba el lema. �Ahora 
onsideramos el 
aso H(µ1) = 0, 
on lo 
ual se tiene que s∗(µ, τ) = 0, donde

µ = µ(τ) y también
(u(µ, τ), v(µ, τ)) = (0, θ(µ) + τu1(µ) + o(τ)).El signo de λ1(µ, τ) 
uando µ está 
er
ano a µ1 esta determinado por el siguiente lema:Lema 3.13. Supongamos que H(λ1) = 0. Enton
es se tiene que:

ĺım
(µ,τ)→(µ1,0)

λ1(µ, τ)

τ(µ, µ)
=

H ′(µ1)
∫

Ω
θ(µ1)

.Demostra
ión. Denotamos por I(µ, τ) al lado dere
ho de la igualdad del lema 3.11, enton
es
I(µ, τ) = 0, en efe
to: Dado que u(µ, τ) = 0 tenemos que v(µ, τ) satisfa
e:

µ∆[(1 + τρ22v)v] + (a− v)v = 0 en Ω,
∂v

∂n
= 0 en ∂Ω.Por otra parte φ(µ, τ) satisfa
e:

µ∆[(1 + τρ12v)φ] + (a− v)φ = 0 en Ω,
∂φ

∂n
= 0 en ∂Ω,luego multipli
amos la e
ua
ión que satisfa
e v por (1 + τρ22v)φ e integramos por partes:

∫

Ω

µ∆[(1 + τρ22v)v](1 + τρ12v)φ+ (a− v)v(1 + τρ12v)φ = 0,
∫

Ω

−(1 + τρ22v)v(a− v)φ+ (a− v)vφ(1 + τρ12v) = 0,
∫

Ω

τ(ρ12 − ρ22)v
2(a− v)φ = 0,

∫

Ω

(ρ12 − ρ22)v
2(µ)(a− v(µ)) = 0.Con esto tenemos que:

I(µ, τ) = 0.43



3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaEn efe
to, dado que u(µ, τ) = 0, tenemos que:
I(µ, τ) =

∫

Ω

(ρ12 − ρ22)v
2(µ)(a− v(µ)),y de lo anterior se 
on
luye. Por el teorema del valor medio tenemos que existe µ∗ = µ∗(τ) ∈

(µ, µ) tal que:
I(µ, τ) = (µ− µ)Iµ(µ

∗, τ).La derivada de I 
on respe
to a µ es:
Iµ(µ, τ) =

∫

Ω

−(uµ + vµ)[(2ρ11u+ ρ12v)φv − (ρ21u+ 2ρ22v)ψu+ (ρ12ψ − ρ21φ)uv]

+(a− u− v)[(2ρ11uµ + ρ12vµ)φv + (2ρ11u+ ρ12v)(φµv + φvµ) − (ρ21uµ + 2ρ22vµ)ψu

−(ρ21u+ 2ρ22v)(ψµu+ ψuµ) + (ρ12ψµ − ρ21φµ)uv + (ρ12ψ − ρ21φ)(uµv + uvµ)]

−(uµ + 2vµ)(ρ11u+ ρ12v)ψu+ (a− u− 2v)[(ρ11uµ + ρ12vµ)ψu+ (ρ11u+ ρ12v)(ψµuψuµ)]

+(2uµ + vµ)(ρ21u+ ρ22v)φv − (a− 2u− v)[(ρ21uµ + ρ22vµ)φv + (ρ21u+ ρ22v)(φµv + φvµ)]

+[(ρ21uµ + ρ22vµ)ψ + (ρ21u+ ρ22v)ψµ − (ρ11uµ + ρ12vµ)φ− (ρ11u+ ρ12v)φµ]uv

+[(ρ21u+ ρ22v)ψ − (ρ11u+ ρ12v)φ](uµv + uvµ),lo que impli
a que:
Iµ(µ1, 0) =

∫

Ω

−ρ12θ
′θ3 + (a− θ)[(2ρ11s

′
0θ + ρ12(θ

′ − s′0θ))θ
2 + ρ12θ

2(θµ − s′0θ)

+2ρ22θ
3s′0 − (ρ12 + ρ21)s

′
0θ

3] − (a− 2θ)ρ21s
′
0θ

3 + (s′0θ + θ′)ρ22θ
3

−(a− θ)[(ρ21s
′
0θ + ρ22(θ

′ − s′0θ))θ
2 + ρ22θ(θ

′θ + θ(θ′ − s0)] − (ρ22θ
2 + ρ12θ

2)s′0θ
2

=

∫

Ω

(ρ22 − ρ12)θ
′θ3 + (a− θ)[2s′0θ(ρ11 − ρ21) + (3θ′ − 4s′0θ)(ρ12 − ρ22)]θ

2

= −H ′(µ1) + 2s′0G(µ1).Dado que H(µ1) = 0, tenemos que s0(µ1) = H ′(µ1)/G(µ1), 
on lo 
ual:
Iµ(µ1, 0) = H ′(µ1).Esto junto al lema anterior nos permite 
on
luir la demostra
ión. �Ahora estamos en 
ondi
iones para demostrar el siguiente teorema:Teorema 3.14. Suponga que µ1, µ2 son dos 
eros 
onse
utivos de GH, los 
uales son ambossimples y GH > 0 en (µ1, µ2). Enton
es existe τ0 > 0 tal que para 
ada τ ∈ (0, τ0) y 
ada

µ ∈ (µ(τ), µ̄(τ)), tenemos:i) λ1(µ, τ) > 0 siempre que G > 0 y H > 0 en (µ1, µ).ii) λ1(µ, τ) < 0 siempre que G < 0 y H < 0 en (µ1, µ).44



3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaDemostra
ión. Solo demostramos (i), (ii) es análogo. Por 
ontradi

ión, supongamos queexisten su
esiones τi → 0 y µi ∈ (µ(τi), µ̄(τi)) 
on λ1(µi, τi) ≤ 0 para todo i = 1, 2... pasandoa una subsu
esión si es ne
esario, se puede asumir que µi → µ∗. Dado que µ(τi) → µ1 y
µ̄(τi) → µ2, tenemos que µ∗ ∈ [µ1, µ2]. Hay dos 
asos a 
onsiderar:Caso I: µ∗ ∈ (µ1, µ2), por el lema (3.12) tenemos:

ĺım
i→∞

λ1(µi, τi)

τi
=

G(µ∗)H(µ∗)

G(µ∗) +H(µ∗)
> 0.Luego λ1(µiτi) es positivo para i grande, lo que 
ontradi
e la suposi
ión.Caso II: µ∗ = µ1 o µ∗ = µ2, para el 
aso µ∗ = µ1 sin pérdida de generalidad podemos suponerque H(µ1) = 0. Dado que H > 0 en (µ1, µ2) y µ1 es raíz simple de H tenemos que H ′(µ1) > 0luego por el lema 8:

ĺım
i→∞

λ1(µi, τi)

τi(µi − µ(τi))
= −

H ′(µ1)
∫

Ω
θ2

> 0.Dado que µi > µ(τi), por lo anterior λ1(µi, τi) > 0 para i grande, lo que nuevamente 
ontradi
ela suposi
ión. Con esto probamos el teorema, los otros 
asos son análogos. �
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3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaA 
ontinua
ión vemos un ejemplo de difusión 
ruzada 
omo estrategia de movimiento.Re
ordemos que según la Ley de Fi
k podemos 
onsiderar a ρij 
on i, j = 1, 2 
omo laper
ep
ión que una espe
ie tiene de la otra y de sí misma y esta per
ep
ión afe
ta a la maneraen que se va a desplazar y distribuir 
ada espe
ie
−∇(µu+ ρ11u+ ρ12v) = F (u, v),luego esperamos que en el soporte de ρ11, ρ12 la espe
ie u difunda más que en las regionesdonde estas fun
iones sean nulas.En este 
ontexto hablamos de estrategias de movimiento y se espera que estas estrategiasproduz
an equilibrios esta
ionarios de 
oexisten
ia, para ello usamos el teorema 3.1 y sede�ne ρij 
on i, j = 1, 2 en fun
ión de a(x), dado que esta fun
ión representa el 
re
imientointrínse
o de la pobla
ión u, es natural pensar que donde m�¡s negativa sea esta fun
iónserá más 
ompli
ado para las espe
ies prosperar, por ello bus
amos ρ11, ρ12 en fun
ión de laparte negativa de a(x), asi re
ordando que
H(µ) =

∫

Ω

(ρ22 − ρ12)θ
3(a− θ), (3.24)tomamos ρ22 = r22a− y ρ12 = r12a− donde r12, r22 son 
onstantes positivas y a−(x) es la partenegativa de a(x) de�nida por a−(x) = máx{0,−a(x)} se tiene que

H(µ) =

∫

Ω

(r22a− − r12a−)θ3(a− θ),

= (r22 − r12)

∫

Ω

a−θ
3(a− θ),

= −(r22 − r12)

∫

Ω

a−θ
3(a− + θ),donde la fun
ión a−θ3(a− + θ) ≥ 0 en Ω 
on lo que

∫

Ω

a−θ
3(a− + θ) ≥ 0,lo que permite darle signo a la fun
ión H(µ) dependiendo de los fa
tores r22 y r12, análo-gamente es posible darle signo a la fun
ión G(µ) dependiendo de los fa
tores r11 y r21, porlo que podemos en
ontrar estrategias que permitan tanto 
oexisten
ia 
omo extin
ión dealguna de ellas. Cabe men
ionar que en este 
aso a+(x) no tiene la regularidad ne
esaria,por lo que habría que 
onsiderar la regularizada de esta fun
ión y 
omo la 
onvergen
ia dela regularizada es uniforme este resultado sigue siendo válido.Qué otro tipo de fun
iones permiten darle signo a H(µ)? En general tomando

ρij(x) =
n

∑

k=1

rk(i, j)a
k
−(x),donde las 
onstantes positivas rk(i, j) se es
ogen apropiadamente.46



3.6. Estabilidad de los estados de 
oexisten
iaDado que a las fun
iones ρij le exigimos que tengan 
ondi
ión de borde Neumann tambiénes ne
esario in
luir esta 
ondi
ión en la fun
ión a(x).También podemos desta
ar el 
asos en los que por este método no es posible determinarsi hay 
oexisten
ia estable, por ejemplo al 
onsiderar ρ11 = ρ21 y/o ρ12 = ρ22, una u ambasde nuestras fun
iones se anulan por lo que no es posible apli
ar el teorema de estabilidad, talvez habría que 
onsiderar desarrollos de orden mayor pues re
ordemos que en esta memoriahemos 
onsiderado desarrollos de segundo orden.

47



Bibliografía[1℄ H. Amann, �Dynami
 theory of quasilinear paraboli
 equations. II. Rea
tion-Di�usionsystems�, Di�erential and Integral Equations, Volumen 3, Number 1, January 1990, pp.13-75.[2℄ H. Amann, �Fixed point equations and nonlinear eigenvalue problems in ordered Bana
hspa
es�, SIAM Rev. 18, 620-709.[3℄ R. S. Cantrell y C. Cosner �Spatial e
ology via rea
tion-di�usion equations�, Seriesin Mathemati
al and Computational Biology, Jhon Wiley and Sons, Chi
hester, UK,2003.[4℄ Y. S. Choi, R. Lui, Y. Yamada, �Existen
e of Global Solutions for the Shigesada-Kawasaki-Teramoto model with weak 
ross-difussion�, Dis
rete and 
ontinuos dynami-
al systems, vol9, num.5, September 2003.[5℄ Y. S. Choi, R. Lui, Y. Yamada, �Existen
e of Global Solutions for the Shigesada-Kawasaki-Teramoto model with strongly 
oupled 
ross-difussion�, Dis
rete and 
onti-nuos dynami
al systems, vol.10, num.3, April 2004.[6℄ D. De Figueiredo, �Positive solutions of semilinear ellipti
 problems�, Di�erential equa-tions (Sao Paulo, 1981), 34-87, Le
tures Notes in Math. 957 , Springer, Berlin-NewYork.[7℄ P. Deuring, �An initial-Boundary-Value Problem for a 
ertain Density-Dependent Di-fussion System�, Mathematis
he Zeits
hrift, 194, 375-396 (1987).[8℄ J. Do
kery, V. Hutson, K. Mis
haikow y M. Pernarowsky, �The evolution of slow dis-persal rates: a rea
tion-di�usion model�, J. Math. Biol. 37(1998) 61-63.[9℄ L. Evans, �Partial di�erential equations�, Graduates Studies in Mathemati
s 19, AMS,Providen
e, RI.[10℄ A. Friedman, �Partial di�erential equations of paraboli
 type�. Englewood Cli�s,N.J.:Prenti
e Hall 1964.[11℄ D. Gilbarg, N.S Trudinger, �Ellipti
 partial di�erential equations of se
ond order�. Ber-lin Heidelberg New York, Springer (1977).48



Bibliografía[12℄ V. Hutson, Y. Lou, K. Mis
haikow and P. Polá
ik, �Competing spe
ies near a degene-rated limit�, SIAM J. Math. Anal. Vol.35, No. 2, pp. 453-491.[13℄ V. Hutson, K. Mis
haikow y G. Vi
kers �Limit behavior for a 
ompeting spe
ies problemwith di�usion�, Dinamy
al Systems and Appli
ations, World S
i. Ser. Appl. Anal. 4,World S
ienti�
, River Edge, NJ, 1995, 501-533.[14℄ K. Kawasaki, N. Shigesada, E. Teramoto, �Spatial segregation of intera
ting spe
ies�.J. Theor. Biol. 79, 83-99 (1979).[15℄ O.A. Ladyzenskaja, V.A. Solonnikov, N.N Ural
eva, �Linear and Quasi-linear Equationsof paraboli
 Type�. Translation of monograph, volumen 23, AMS.[16℄ Y. Li, C. Zhao, �Global existen
e of solutions to a 
ross.difusion system in higher dimen-sional domains�, Dis
rete and 
ontinuos dynami
al systems, vol.13, num.2, February2005.[17℄ Y. Lou, S. Martínez y P. Polá£ik.�Loops and Bran
hes of 
oexisten
e states in a Lotka-Volterra 
ompetition model�.[18℄ Y. Lou y W. Ni, �Difussion, Self-Difussion and Cross-Di�usion�, Journal of di�erentialequations 131, 79-131(1996), arti
le no. 0157.[19℄ Y. Lou, W. Ni, Y. Wu, �On the Global existen
e of a Cross-di�usion System�. Dis
reteand Continuos Dynami
al systems, volume 4, number 2, april 1998.[20℄ M. H. Protter and H. F. Weinberger, �Maximum Prin
iple in di�erential equations�,Englewood Cli�s, N.J: Prenti
e Hall, 1967.[21℄ K. Ryu y I. Ahn, �Positive steady-states for two intera
ting spe
ies models with linearself-
ross di�ussions�, Dis
rete and 
ontinuos dynami
al systems, vol.9, num.4, July2003.[22℄ G. Simonett, �Center Manifolds for quasilinear rea
tion-di�usions systems�, Diferentialand integral Equations, Volume 8, Number 4, April 1995, pp. 753-796.

49


