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IDENTIFICACION DEL COEFICIENTE PRINCIPAL EN UNA ECUACION DEL
CALOR NO LINEAL USANDO DESIGUALDADES DE CARLEMAN

El objetivo principal de esta memoria es estudiar algunos problemas inversos en ecuacio-
nes en derivadas parciales mediante el uso de desigualdades de Carleman. Estas dltimas
son una herramienta muy util para obtener estabilidad para el problema inverso en torno
a una solucion regular. Dos son los principales problemas inversos trabajados aqui.

Primero, consideramos la ecuacién del calor lineal

vy — div(o(z)Vv) = g(z) en Q

1
@ = 0 sobre ., M
on

donde g es una fuente, Q = (0,7) xQ, X = (0,7) x 0, 2 es un dominio regulary 7" > 0.
El problema inverso asociado a (1) es recuperar la conductividad o a partir de observacio-
nes de borde tipo Dirichlet de la solucién en v C 02 durante toda la ventana temporal y
en un tiempo positivo arbitrario fijo. También se estudia el caso de observaciones internas
enw C (2. Suponiendo o regular, se obtiene un resultado de estabilidad Lipschitz en torno
a una solucién regular con norma H'(Q) de los pardmetros y una norma apropiada de las
mediciones.

Segundo, consideramos la ecuacion biestable no lineal:

vy — div(o(z)Vv) = f(v) en Q
v (2)

— =0 sobre X
. sobre X,

donde f(v) = a(z)v(l — v)(v — a(x)) es el término no lineal. La ecuacién (2) sirve,
por ejemplo, como un modelo muy simple para la propagacion de voltaje normalizado en
el tejido cardiaco. El problema inverso consiste en recuperar la conductividad o a partir
de observaciones tipo Dirichlet en una parte del borde y en un tiempo fijo positivo. Se
obtiene, al igual que para la ecuacién (1), un resultado de estabilidad Lipschitz en torno a
una solucién regular por medio de la combinacién de dos desigualdades de Carleman: la
usual para la ecuacion del calor y una especifica para el problema no lineal.

En adicién a lo anterior, se estudia el comportamiento de la solucion de la ecuacién
biestable en una dimension mediante simulaciones numéricas usando el método de dife-
rencias finitas.
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Capitulo 1

Introduccion

La clase de problemas inversos que son el interés de esta memoria son los que se presentan
en ecuaciones en derivadas parciales (EDP), esto es, dado un fenémeno gobernado por
una EDP, se quiere recuperar algin parametro a partir de observaciones o mediciones de
la solucidn en alguna parte del interior o del borde del dominio.

En palabras simples, un problema inverso consiste en determinar las causas de un
fendmeno a partir de sus consecuencias. Por ejemplo, si tres arroyos se juntan para formar
un rio, y sabemos que tres industrias botan cantidades conocidas de contaminante en ellos,
entonces podemos calcular la cantidad de contaminante en el rio. Esto seria el problema
clésico o directo. Sin embargo, podriamos querer determinar la cantidad de contaminante
que cada industria estd depositando en cada arroyo, y sélo tener acceso a la cantidad de
contaminante en varios puntos del rio. Este constituye un problema inverso. Otro ejem-
plo, que tiene que ver con imagenes médicas, es determinar las propiedades de un 6rgano
interno sin cirugia invasiva. Es el caso de la tomografia por impedancia eléctrica, la cual
intenta recuperar la conductividad de una seccién del cuerpo midiendo la corriente para
una serie de voltajes aplicados en la superficie. Asi, podemos encontrar ejemplos de pro-
blemas inversos en diversas areas, como finanzas (determinacion de la volatilidad en la
ecuacion de Black-Scholes), fisica (determinacion del coeficiente de Lamé en la ecuacion
de elasticidad), quimica (determinacion de fuentes de emision en quimica atmosférica),
etc.

1.1. Motivacion

La actividad cardiaca se origina mediante un impulso eléctrico generado por el nodo si-
noauricular (SA) ubicado en la auricula derecha. El nodo SA es el marcapasos natural
del corazon. Este impulso se propaga a través de una ruta especifica y a medida que pasa
provoca la contraccion del musculo. Luego del nodo SA, el impulso pasa a la auricula
izquierda y al nodo auriculoventricular (AV), de donde se envia a una via de conduc-
cién llamada haz de His, la cual se divide en dos ramas que transmiten el impulso a los
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1.1. Motivacién Capitulo 1

ventriculos. Esta propagacion eléctrica de arriba hacia abajo provoca el bombeo de san-
gre, lo que no seria posible si todo el misculo del corazén se contrae al mismo tiempo.
En la figura 1.1 se pueden ver las partes del corazon mencionadas.

Nodulo

sinoauricular (SA)
Madulo
auriculoventricular (AV)

Haz de His

AD = Auricula derecha
VD = Ventriculo derecho
Al = Auricula izquierda
VI = Ventriculo izquierdo

Ramas izquierda
y derecha
del haz de His

Figura 1.1: Partes del corazén.

Si la funcién eléctrica o muscular del corazén es perturbada por algiin motivo, afec-
tard la propagacion del impulso eléctrico a través del musculo. Un ejemplo es el infarto al
miocardio, el que resulta en la muerte de una parte del tejido cardiaco, lo que impide que
el impulso se propague por la zona dafiada.

Otro ejemplo es el caso de un bloqueo de rama. En condiciones normales, el impulso
viaja por las ramas del haz de His a la misma velocidad lo que hace que los ventriculos
se contraigan al mismo tiempo. Si existe un bloqueo en alguna de ellas, el impulso debe
llegar al ventriculo por otra via de conducion, lo que causa un retraso en la contraccion
y descoordinacién entre los ventriculos, lo que puede afectar la habilidad del corazén de
bombear sangre. Aunque se puede padecer de esta condicidn sin presentar sintomas, es
importante su deteccidén pues puede ser sintoma de otra enfermedad cardiaca mas grave.
En la figura 1.2 se muestra cémo se verian estas condiciones en el corazén.

La motivacién de este trabajo es la deteccion de anomalias en la conduccidn del tejido
muscular a partir de un modelo simple de la propagacién de voltaje normalizado en el
corazon. Este modelo es la ecuacién biestable [ Xin00]:

vy — div(o(z) V) = f(v), (1.1)

donde f(v) = a(z)v(l —v)(v — a(z)), a y a son funciones adecuadas, y o representa la
conductividad. Este modelo solamente simula la despolarizacion del tejido muscular.
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Tejido Muerto Bloqueo de Rama

Figura 1.2: Infarto al miocardio y bloqueo de rama.

Un modelo mas realista es el sistema de Fitzhugh-Nagumo [Ji00]:

v =Av+ f(v) —u

u; = bv — vyu,

(1.2)

la que introduce una nueva variable u que permite recuperar el efecto de repolarizacién
de la onda viajera [KS98].

Otro modelo, que rescata la forma tipica de las ondas en el corazon, es el modelo de
Aliev-Panfilov [MVDS " 05]:

v, = ediv(oVv) + f(v) — vu

w=—-av(v—a—1)—u,

(1.3)

donde ¢ > 0 es un parametro pequefio que controla el acoplamiento entre las variables v
y u.

En este trabajo, s6lo consideramos el problema inverso siguiente para la ecuacion
(1.1): recuperar la conductividad o a partir de mediciones del voltaje en una parte del
borde del corazén. En particular, estudiamos la estabilidad con respecto a las observacio-
nes usando desigualdades de Carleman. Sin embargo, destacamos que esta memoria es un
buen de punto de partida para estudios similares de los modelos (1.2) y (1.3).

1.2. Antecedentes bibliograficos

Muchos son los trabajos que abarcan problemas inversos en EDP usando desigualdades
de Carleman. Este método, introducido por Bukhgeim y Klibanov en [BK81], permite
obtener estabilidad del problema inverso de recuperar algtin pardmetro de la ecuacion con
respecto a observaciones en un subconjunto del dominio o su frontera.

Una referencia cldsica del método de Bukhgeim-Klibanov es el trabajo de Imanuvilov
y Yamamoto [[Y98], donde se obtiene estabilidad Lipschitz para un problema inverso de
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1.2. Antecedentes bibliograficos Capitulo 1

recuperacion de fuente en una ecuacion parabdlica con coeficiente principal continuo. En
[BYO06], se obtiene estabilidad Lipschitz para la recuperacion de fuente de un problema de
transmision en una ecuacion parabolica. En este caso, se considera un coeficiente principal
discontinuo.

Los problemas de recuperacion de fuentes son importantes pues permiten la determi-
nacion de otros pardmetros de la ecuacion mediante linealizacion en torno a una solucion
regular de referencia. Este hecho ya es advertido en [[Y98]. En [BMOO07] se obtiene unici-
dad y estabilidad Lipschitz para el problema inverso de recuperar un potencial estacionario
para la ecuacion de ondas con coeficiente principal discontinuo. Ademds, se obtiene una
desigualdad de Carleman para el problema de transmision de esta ecuacion. Resultados
andlogos se obtienen en [BSB08] para una ecuacion parabdlica con memoria, esto es, un
término integral.

Con respecto al problema inverso de recuperar el coeficiente principal podemos nom-
brar [['Y03b], donde se obtiene una estabilidad tipo Holder para el coeficiente principal en
una ecuacion hiperbdlica. En ecuaciones parabdlicas, encontramos [BGRO7] y [YY09].
En el primero se obtiene estabilidad para la recuperaciéon del coeficiente principal pa-
ra el caso discontinuo y constante por pedazos en un problema de transmision. En el
segundo se considera la determinacion de la parte principal a partir de multiples obser-
vaciones. Los coeficientes en este caso se consideran continuos. Para problemas inversos
usando desigualdades de Carleman en ecuaciones parabolicas no lineales, podemos nom-
brar [K1i04], [EEKO0S5] y las referencias que ahi se encuentran.

En este trabajo se estudia primero el problema inverso de recuperacion del coeficiente
principal en una ecuacion parabdlica lineal a partir de observaciones internas y de borde,
casos que se tratan por separado, como preliminar al objetivo principal que es estudiar el
problema inverso de la recuperacién de la conductividad de la ecuacién (1.1) a partir de
mediciones en una parte del borde.

La ecuacidn biestable (1.1) ya ha sido abordada en [BGO09] obteniendo unicidad y
estabilidad en la recuperacion de los pardmetros a y « presentes en el término no lineal.
La prueba se basa en una nueva desigualdad de Carleman. Sin embargo, en tal trabajo se
considera conductividad constante.

Acerca del modelo de Fitzhugh-Nagumo, podemos destacar la tesis de doctorado
[Ji00], donde se trabaja en un problema inverso aplicado a la identificacién de neuronas.
Se estudia la recuperacion de los pardmetros b y v a partir de la respuesta de voltaje por
inyeccion de corriente en el borde. También se trata la determinacion de la funcién f, y se
logran algoritmos para recuperar estos pardmetros numéricamente. En [CW04], se consi-
dera el problema inverso de recuperar f en una dimensién. Se busca bajo qué condiciones
el conocimiento del voltaje en un extremo determina f.

A nuestro conocimiento, la estrategia de usar desigualdades de Carleman para proble-
mas inversos en ecuaciones no lineales es un tema reciente en desarrollo, lo que nos ha
motivado a investigar y aportar en esta materia con resultados originales que se encuentran
en este trabajo.
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1.3. Estructura del trabajo

Este trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se entregan aspectos tedricos de problemas inversos, la definicion de
problema mal puesto y algunos ejemplos ilustrativos. También se presenta la desigualdad
de Carleman para la ecuacién del calor y un andlisis cualitativo y numérico de la ecuacion
biestable en una dimension.

En el capitulo 3, se estudia la determinacion del coeficiente principal en la ecuacién
del calor lineal a partir observaciones internas y de borde usando desigualdades de Carle-
man. En particular, se obtiene estabilidad local en torno a una solucién de referencia en
norma H'! de los pardmetros para el problema inverso con ayuda de un lema. Este dltimo
entrega una estimacion del pardmetro con respecto a términos que dependen del tipo de
observacion que se consideren y tiene una gran importancia en este trabajo.

En el capitulo 4, se aborda el problema inverso de la determinacién de la conductividad
en la ecuacion biestable. Al igual que en el caso lineal, se obtiene estabilidad local para
el problema inverso en norma H' de los pardmetros, pero, en este caso, combinando dos
desigualdades de Carleman: la usual para la ecuacidn del calor, y una especifica para una
ecuacion no lineal.

Por ultimo, en el capitulo 5, se presentan las conclusiones de este trabajo y posibles
trabajos futuros.

En la figura 1.3 se muestra un diagrama de la estructura de esta memoria. El objetivo
es dar al lector una idea general de cémo se relacionan los capitulos, y un orden de lectura
que permita una mejor comprension de los contenidos.
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Capitulo 1

Introduccion

Capitulo 2

Problemas inversos
Desigualdades de Carleman
Ecuacién biestable en una dimension

Capitulo 3 Capitulo 4

Recuperacion conductividad
en ecuacion del calor lineal

Recuperacion conductividad
en ecuacion biestable

Capitulo 5

Conclusiones

Figura 1.3: Diagrama de esta memoria.



Capitulo 2

Preliminares

A continuacion se entregan algunas nociones matemaéticas de los problemas inversos y
desigualdades de Carleman, las cuales seran utilizadas en los capitulos 3 y 4. Ademas, se
presenta un andlisis cualitativo y numérico de la ecuacion biestable en una dimension.

2.1. Problemas inversos

En el capitulo 1 se di6 una primera idea de lo que son los problemas inversos: determinar
algin parametro a partir de observaciones. En esta seccion trataremos de definirlos en
forma concisa desde un enfoque matemaético [Kir96].

Sean X e Y dos espacios normados, con normas || - || x y || - ||y respectivamente. X
serd llamado el espacio de pardmetros e Y el espacio de observaciones. Sea K : X — Y
un operador, no necesariamente lineal. De esta forma, podemos definir

Definicion 2.1.1 (Problema directo). Dado x € X, el problema directo consiste en calcu-
lar y = K(z).

Definicion 2.1.2 (Problema inverso). Dado y € Y, el problema inverso consiste en en-
contrar = € X tal que K (z) = y.

Notamos que la resolucién del problema inverso tiene mucha relacién con el operador
que define el problema directo, el cual, por lo general, ya se ha estudiado y se conocen
resultados de existencia, unicidad y estabilidad con respecto a los datos. Esto corresponde
a decir que K esta bien definida y es continua. Es razonable preguntarse si el problema
inverso tendra las mismas cualidades, es decir, si al tomar dos mediciones u observaciones
se recupera el mismo pardmetro (unicidad), o si para toda observacion se podra recuperar
algun pardmetro que resuelva el problema (existencia), o si las mediciones presentan pe-
quenos errores, esto se traducird en pequenos errores en el pardmetro (estabilidad). Esto
motiva las siguientes definiciones.
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Definicion 2.1.3 (Problema bien puesto). El problema K (z) = y se dice bien puesto si se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) Existencia: Vy € Y, 3z € X tal que K(x) = y.
(ii) Unicidad: K (z1) = K(22) = 21 = 22.
(iii) Estabilidad: Dada {z,,} C X, si K(z,) — K(z)en Y, entonces x,, — z en X.

Definicion 2.1.4 (Problema mal puesto). El problema K (x) = y se dice mal puesto si no
es bien puesto, es decir, si alguna de las propiedades (i), (i1) o (iii) no se cumple.

Lamentablemente, los problemas inversos son muy susceptibles a ser mal puestos,

debido al siguiente

Teorema 2.1.5. Sea K : X — Y un operador lineal y compacto. Si X /Ker(K) es de
dimension infinita, entonces existe {x,} C X tal que K(x,) — 0, pero que ||z,||x = 1,
o bien ||z, || x — +oo.

Observacion 2.1.6. El teorema anterior dice que el problema inverso asociado a K es
siempre mal puesto, pues no cumple la propiedad de estabilidad. Mds atn, siempre que X
sea de dimension infinita, el problema inverso es mal puesto. En efecto:

» Si Ker(K') # {0}, no hay unicidad pues K no seria inyectiva.
» SiKer(K) = {0}, dim(K/Ker(K)) = dim(K) = +oc.

Veamos algunos ejemplos de problemas inversos que son mal puestos.

Ejemplo 2.1.7. Consideremos la ecuacién de Laplace, con Q regulary f € L*(Q):

{ —Au= fen) 2.1

u = 0 sobre 0f2.

Se sabe que Vf € L*(2), 3lu € H}(Q) solucién de (2.1), por lo que el operador

K L2(Q) — L2(Q)

fr—u

queda bien definido, es lineal compacto , y se tiene que Ker(/X) = {0}. Por el teorema
2.1.5, existe una sucesién { f,} C L*(Q) tales que ||u,||12) — 0, pero || fullz2() — 1,
o ||fullz2() — +o00. De esta forma, el problema inverso de encontrar f a partir de u
estd mal puesto.



2.1. Problemas inversos Capitulo 2

Ejemplo 2.1.8. Consideremos la ecuacion siguiente:

y(t) = /Ot:z:(s) ds (2.2)

y el problema inverso: dado y € C°([0,1]), encontrar z € C°([0, 1]) tal que satisfaga
(2.2). Corresponde a un problema de diferenciacion, pues basta derivar con respecto a ¢
para resolverlo. Sea

K : C°([0,1]) — €°([0,1])
x— K(x)(t) = /0 x(s) ds.

, sea la sucesion y,(t) = d, sen(t/d2), con

Considerando la norma ||z|| = sup |z(¢)
te(0,1]

9, > 0tal que d,, — 0. Esto genera una sucesion {x,, } tal que K (x,,) = y,, dada por

ralt) = 04 (1) = = cos(t/52).

n

Es facil ver que ||y, |/cc — 0y que ||z, ||cc — +00, por lo que el problema de diferencia-
cién es mal puesto.

Ejemplo 2.1.9. Sea la ecuacién del calor en una dimension,

f(z) Y(t,x) € (0,1) x (0,m)
0 Vxe (0,7) (2.3)
0 Vite(0,1)

u(t, ) — uge(t, )
u(0, z)
u(t,0) = u(t, )

y consideremos el problema inverso de recuperar f, conociendo » en un subconjunto del
dominio en todo instante de tiempo, es decir, se conoce u en (0,1) X w, w C (0, 7).

Sea la sucesion

2(1—e
(b 1) = 2(1—e gsen(nx).
T n

Se verifica facilmente que cumplen las condiciones iniciales y de borde de (2.3), y que
2
folz) = \/isen(nx).
T

1 —n?t\2
2(1—e™") 2 |w]
||un||%2((0,1)><w) :/0 /;T SenQ(nx) dr dt < —— 0

Notemos que

™n

y que
1 s
2
||fn||%2(07ﬂ-) :/0 /0 %SGHQ(HZE) dr dt =1,
9



2.2. Desigualdad de Carleman para la ecuacion del calor Capitulo 2

lo que hace que el problema sea mal puesto, pues no se tiene la estabilidad.

Sin embargo, se puede intentar reparar este problema de estabilidad. Hasta este punto,
hemos considerado que conocemos u en (0, 1) X w. Supongamos que conocemos también
Uz, en un instante arbitrario # € (0,1) y lo agregamos como observacion a la que ya
teniamos. Se tiene que

2
T2
= / 21— e sen?(na)de = (1 — e ™) — 1.
L2(0,m) 0

0x?

™

H 0%, (0)

Asi, con este nuevo dato, hay posibilidades de tener estabilidad para el problema inverso
de recuperar f. Con este ejemplo se ilustra que hay ocasiones en que se puede reparar la
condicién de mal puesto contando con mas informacion.

2.2. Desigualdad de Carleman para la ecuacion del calor

Las desigualdades de Carleman permiten estimar la energia global (ponderada) de un
sistema por las fuentes y observaciones locales. Para cada ecuacion, ya sea del calor,
ondas, Schrodinger, este tipo de desigualdad cambia, pero la idea general sigue siendo la
misma. Esta seccion presenta una desigualdad de Carleman para la ecuacion del calor que
es similar a la que ocuparemos en los capitulos siguientes.

Este tipo de desigualdades son herramientas muy usadas en la teoria de control de
EDPs y problemas inversos. En estos dltimos, son especialmente utiles para estudiar la
estabilidad.

Veamos la desigualdad de Carleman para la ecuacién del calor. Sea €2 un abierto aco-
tado de frontera regular y 7' > 0. Definamos los siguientes pesos de Carleman definidos
en @ = (0,7) x

o2 Wlloe _ pMb(x) ()

-y 0 O Ty M0

gp(t, I) =

donde A es un pardmetro positivo. Notemos que los tres pesos son positivos en () y que se
definen a partir de una funcién . La definicién de ) depende del tipo de observaciones
que consideremos (internas, de borde Dirichlet o Neumann, etc). El siguiente lema, que
es probado en [F196], entrega la existencia de v para el caso de observaciones internas en
(0,T) X w,conw C €.

Lema 2.2.1 (¢ observaciones internas). Sea Q2 C R" regular acotado, entonces Vw' CC
w CC Q, W', w abiertos no vacios, existe v € C*(Q) tal que

> 0en ), 1 =0sobre 0Q, |V| > 0en Q\ w'.

Con estos elementos, podemos enunciar el siguiente
10



2.2. Desigualdad de Carleman para la ecuacion del calor Capitulo 2

Teorema 2.2.2 (Desigualdad de Carleman). Existen so, A\g > 0 tal que ¥'s > so, VA > Ao
y Vz suficientemente regular tal que Z|(0’T)><8Q =00 g_Z|(O7T)XaQ = 0, se tiene

// ( (|2e]* + |Az)?) + sA?n|Vz|* + 53>\4n3]z\2) p* dx dt

T
<C (// |Pz*p? dx dt+/ /33)\4n3|z|2p2d:pdt)
Q 0 w
donde Pz = z; — Az + az, a € L*(Q).

De este teorema se deduce lo que se llama la propiedad de continuidad tinica.
Corolario 2.2.3 (Continuidad unica). Supongamos que Pz = 0y z|(07T)Xag = 0 (o
%koy’f)xaﬂ = 0). Si ademds 2|0 1yxw = 0, entonces z = 0 en Q.

Observacion 2.2.4. Notemos que los pesos de Carleman estan acotados inferiormente en
tiempo por % > 0, pues Vt € (0,T) se cumple que
o(T/2,z) < p(t,x) Ve,
n(T/2,z) <n(t,z) Vel
Ademas, cuandot — 0yt — T
p — +00
1N — +00
p—0

1

—p?, sXnp*,s* Ay’
1)

P> — 0.

Para el caso de observaciones Dirichlet en el borde en (0,7") X ~, con v C 012, se
puede encontrar una desigualdad de Carleman similar, pero se debe considerar la siguiente
funcioén :

Lema 2.2.5 (1) observaciones de borde Dirichlet). Sea 2 C RY regular acotado, entonces
Vo' CC vy CC I, v, abiertos relativos a IS no vacios, existe 1) € C*(Q) tal que

Y > 0 sobre ', ¢ = 0 sobre 9Q \ 7/, |V¢| > 0 en Q.

Teorema 2.2.6. Existen sg, \og > 0 tal que ¥ > so, VA > N, Vz suficientemente regular
tal que 5* ](0 Tyxo0 = 0, se tiene

// ( (J2e]* + |Az)?) + sA%n| V2> + 33A4773]z\2) P dw dt

<C (// |Pz|?p? dxdt—i—/ / 3)\4n3|z|2p2dadt)
donde Pz = z; — Az 4+ az, a € L>(S)

La demostracion de esta desigualdad es muy similar a la demostracion de los teoremas
4.2.1y4.2.2 en el capitulo 4.

11



2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

2.3. Ecuacion biestable

La ecuacién biestable es un modelo muy simple de la propagaciéon de voltaje en el co-
razon. Se dice que es una ecuacion de Reaccion-Difusion. Viene dada por

ou )

i div(o(z)Vu) = a(x) f(u), (2.4)
donde f(u) = u(l—u)(u—a(x)), a(z) € (0,1). Sunombresedebeaqueu =0y u =1
son dos puntos estables de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO)

ou
En = f(u).

En (2.4), o representa la conductividad del medio, en este caso, del tejido del corazon.
Si el tejido esta sano, el medio tiene una conductividad homogénea. Sin embargo, en el
caso de un infarto, hay una zona del tejido que muere, disminuyendo su conductividad.
Es interesante el problema inverso de indentificar la zona del tejido danado a partir de
mediciones del voltaje del corazon.

El objetivo de esta seccion es dar nociones generales del comportamiento de la solu-
cién de la ecuacion (2.4) en una dimension, tanto en el caso de ¢ constante como variable.
En el primer caso, se estudia de forma analitica la solucidn, encontrando una expresioén
explicita, mientras que en el segundo caso se hacen simulaciones numéricas.

2.3.1. Caso o constante

Consideremos la ecuacion biestable en una dimensién en un dominio no acotado:

ou 0%u

ot~ "o
con o una constante positiva. Los pardmetros a y « también serdn constantes tales que
a € (0,1) y a > 0. La solucién no trivial més simple de esta ecuacién es un frente
viajero de la forma u(t,x) = U(x — ct) = U(), con ¢ la velocidad de la onda. Por frente
viajero, nos referimos a una solucién invariante bajo traslaciones, es decir, que mantiene
el mismo perfil para distintos instantes de tiempo con la caracteristica que antes de la
onda se encuentra en un estado estable alto (resp. bajo) y después de la onda en un estado
estable bajo (resp. alto). En este caso particular, esto significa que una solucion de esta
forma entrega una transicién entre u = 0y u = 1, los estados estables de f. Buscando
soluciones de esta manera, tenemos que U satisface la EDO

=af(u), t>0,z€R, (2.5)

Use + —Us + 2£(U) = 0. 2.6)
g g

Para que U entregue la transicion entre los estados estables, u = 0y u = 1, se debe tener
que
lim U(§) =0, 5h’m U =1.

g——o0

12



2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Para estudiar (2.6), es conveniente escribirla como un sistema de ecuaciones de dos
ecuaciones de EDOs:

U=V
& a
Ve=—<V - 2£(),

g

(2.7)

cuyos puntos criticos son los pares (U, V') tales que V =0y f(U) = 0, es decir, (0,0),
(cr,0) y (1,0). Entonces, se busca una trayectoria, parametrizada por £, en el diagrama de
fase de (2.7) tal que

(U,V) — (0,0), cuando £ — —c0
(U,V) — (1,0), cuando £ — +o0.

Una tal trayectoria, conectando dos estados estables, es llamada trayectoria heteroclinica
[KS98]. Analicemos si tal trayectoria se puede encontrar.

Linealizacion y diagrama de fase

El Jacobiano del sistema (2.7) viene dado por

J(U,V) =

cuyos valores propios son

1 4
Al,gz—iﬂ:— c a

20 2Vo?2 o

Notemos que f cumple que f'(0) < 0y f'(1) < 0, por lo que A\; > 0y Ay < 0. Esto
quiere decir que los puntos criticos (0,0) y (1, 0) son puntos silla (saddle). Como este tipo
de puntos criticos tienen sélo una direccidn estable y otra inestable, la pregunta es ahora si
se puede elegir ¢ de forma que exista una trayectoria que conecte estos puntos. En [KS98]
se prueba que existe un unico c que logra esto. En la figura 2.1 se muestra el diagrama de
fase del sistema (2.7) y se aprecia tal trayectoria uniendo estos puntos. El parametro c, se
calcula a continuacion.

Calculo de c

Supongamos que tenemos ¢ tal que podemos encontrar la trayectoria que va desde (0, 0) a
(1,0). Si multiplicamos por Uy la ecuacion (2.6) e integramos entre —oo y +00 tenemos

— c/: U2de — % /: UeUgedé = a/: Uef (U)dE.
13
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U= sigma=1  a=1
V' = sqrt(2+arsigma)(0.5-phajsigma V-asigmatug 1-U( pha=0.1

=

-
5
8

Y R I R R R R . R N R e A A N Y A
WA A A A A A A A A A A A
L N L VA W A B W A = A SNV VAR A |
P Y D R A Y A
L (VB I = i G 7 A
U‘a/ﬁ/!//’//’ﬂﬂfﬂ/’ﬁ“’ﬁﬁﬁ/’ﬁff
A A A A e e T e VA |
0 I R R R B R L A
n‘a///’/‘?/r/’/ﬁf’ﬂﬁﬂ‘éﬂﬁﬁ/’/'ff
v ﬂ//’/’/?/,ﬁﬁ?_aﬁ-._\\,\}_;__,/,/ﬂfj\
Uﬁ/ﬁ/’/’/’/ﬂﬂ—»wa\\\\»ﬂf‘fﬁ
D‘ﬂﬂ/?ﬁ/’/ﬂ/ﬂﬁj—’“ﬂ\\\\\&“/’/ﬂfj\
Dsﬂzfﬁ/ffax\\\\\\.x»ﬂj‘f
‘»z;f/;;.,\,\\x\\\\)ﬂff
L e T N 4 A A
11 OSSN NP/ FRNP SN SRS A0 S A S 1 G A S
Lx»»xx»xxLLLLLLL~TT£
R T e T S A O A A A A |
RSNV /S TR VVINEY (TN 1 USRS, SENS W SO SN B O O 8 SO ISP 3 2 OO N
DQJJJ/JJJJJiJJJJJJJ“'\T

0,06963, 0,73549 u

Figura 2.1: Flujo en el diagrama de fase del sistema (2.7) con los los pardmetros: ¢ = 1, a = 0,1, 0 = 0,1
y ¢ dado por la férmula (2.9). Se indica la trayectoria que conecta los puntos criticos (0,0) y (1,0).

Usando el cambio de variables s = U, ds = Ug d§

o) o 0 1
—c/_oovzdf—g/_ood—f\wzdfza/o f(s)ds
o) 1
_ c/_m V2de — % VP, = &/o f(s)ds,

y como V vale 0 en —oco y 400,

N /0 ' Flo)ds

/_Z V2d§‘

De esta férmula, podemos deducir el signo de ¢, pues el drea total de la funcién f entre 0
y 1 es positiva si a € (0,1/2) y negativa si a € (1/2, 1), por lo que

1

>0sta > =
& S1 v 5
< 0O si <1
C S1 & —.
2
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2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2
Mais atin, podemos calcular explicitamente c:
1 1
/ f(s)ds = / s(1—s)(s—a)ds
0 0
1
= —/ (s° = s*(1+ @) + as) ds
0
1 L l+a o
4 3 2
1 -2«
12
En [Xin00], se da una solucién exacta de (2.6):
1
U(€) = ——F7= (2.8)
1+e Vst
con lo que tenemos
a e_\/gg
VI =U&) =|o-——F
20 (1+ e—\/gf)z
En la figura 2.2 se pueden ver los perfiles de U y su derivada, V.
Ahora podemos completar el calculo de c.
/ 9 20‘6
Vade = /
20 1+e \/_5)
Con el cambio de variables
s=e Vit  ds=— ie_\/ggdf,
20
o a [ [200 s
Vide = — —_—
[ o= [ VT a
a /°° 1 1 J
=4/ — s
20 J, \(s+1)3 (s+1)*
_Ja 1 1 =0
V2o \2(s+1)2 3(s+1)3)|_.
_Ja (1 1
V20 \2 3
1 Ja
6\ 20
Asi, ¢ viene dada por la expresion
1 -2« 20 1
S — =20 (z—a. 2.
c a B 6 p, aa(2 oc) (2.9)

15
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Petfiles de Ly Y

0.9+ W

0+

0.6+

05+

UEEIMIED

04+

03+

0.2t

01t

Figura 2.2: Perfiles de las funciones U y V.

Algunos problemas inversos

Para el caso particular en que los parametros de la ecuacion (2.5) son constantes, podemos
encontrar expresiones exactas a partir de mediciones de la solucion.

Recuperacion de a, «

Supongamos que podemos conocer la solucién en el lugar x = x( en dos tiempos distin-
tos, digamos t1 y to (t; < t2). Sean

Uy = u(tl, l’g), U = U(tz, l’()).

Usando la expresion (2.8), tenemos que

1 z
up = — uy + ule_\/%(mo_dl) =1

1 4 ¢~ V/3s(wo—etr)
1

a
Uz = — Uy + uge” Ve (F07) —

1+ e Vs @oet)

16



2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Dividiendo ambas identidades:
ure Vasmoet) gy
u2€*\/ 55 (zo—ct2) 1—uy
oV Eelte—t) _ upl—w

Ull—UQ

a 1 1 — uqug
—/—Cc= In — 1,
20 to — 1 1 —usuy

y recordando la expresion para c (2.9), obtenemos
1 1—
@=— In < L 12) . (2.10)
(5—06)(t2—t1) 1—u2u1

Notemos que esta expresion para a depende también del pardmetro «, por lo que se debe
asumir conocido. De igual manera, podemos encontrar

1 1 1-U1U2
== — 1 — . 2.11
@ 2 a(tg—t1> n(l—u2u1> ( )

Asi, para encontrar a 0 & no necesitamos informacion sobre o, pero si conocer alguno de
los dos.

Recuperacion de o

Veamos ahora el caso de recuperar el pardmetro o a partir de los mismos datos anteriores.
De las identidades

uy + U1€7\/%(x07d1) =1
U + UQe_\/%(“_Ct?) =1
podemos multiplicarlas para obtener
u1u26_\/%(2zo_c(tl+t2)) = (1 —uy)(1 — uy)
V35270 _ /55 —cltittz) ) (L — ) (1 — )

U U2

2a$ c (t1 +t2) +1n it
Vo 0_\/ 1+ 12) (1—u)(1—uy) )’

y usando la expresion para c (2.9), obtenemos

2
2ax;

N
a3 = @)t + 12) = In (=25 )|

Notemos que esta formula nos dice que para conocer o debemos conocer completamente
los pardmetros a y «.

(2.12)
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2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Analisis de sensibilidad

Analicemos qué tan sensibles son las formulas (2.10), (2.11) y (2.12) ante pequefios erro-
res en las mediciones. Se ha utilizado la férmula analitica para la solucion de la ecuacién
biestable considerando lo siguiente:

= Un dominio acotado: [0, 25].
m [a solucidn esta centrada inicialmente en 12,5.

= Punto de obsevacion fijo en la posicién 17.

En la figura 2.3 se puede ver el punto de observacién y la solucién en el tiempo inicial.

En una primera prueba, hemos considerado como tiempos de observacion t; = 20 y
to = 30, que son instantes en los cuales la onda esta sobre la zona de observacion. Veremos
luego que los tiempos de observacion influyen en la sensibilidad de las férmulas. En la
figura 2.3 se muestra la solucién en los tiempos de observacion.

09r i
0.8r .
0.7} .
0.6+ X : x de obs 4
u(O,xL)
0.5r i
u(t,.x )
0.4 u(tyx) .
0.3r .
0.2t -
0.1F .
0 | |
0 5 10 15 20 25

Figura 2.3: Posicién de la onda viajera en los tiempos de observacion.

Para la prueba de sensibilidad, se han considerado las observaciones con ruido alea-
torio, el cual se fue incrementando hasta un 2 %. Luego, se compar6 con el valor real del

18



2.3. Ecuacion biestable

Capitulo 2

parametro a recuperar, cuyos valores estan fijosena = 1, « = 0,1y o0 = 0, 1, calculando

el error relativo.

>
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Figura 2.4: Error relativo en las pruebas 1 y 2 de la recuperacion de los pardmetros.
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Figura 2.5: Error relativo en las pruebas 3 y 4 de la recuperacion de los parametros.

En las figuras 2.4 y 2.5 se muestran los errores relativos de cada parametro en 4 prue-
bas bajo las mismas condiciones. Se puede ver que el pardmetro mas sensible es o, y que
a 'y o presentan el mismo nivel de error. Sin embargo, se nota un error en la recuperacion
de sigma atn sin ruido. Esto se debe a la discretizacion del intervalo [0, L.

Es interesante investigar la sensibilidad de las férmulas de recuperacién en funcién
del tiempo de observacion, es decir, si se mide antes que la onda llegue o una vez que ya
paso. Para ello, consideramos un tiempo de observacion fijo ¢, = 25, y variamos ?; entre
0y 50, tiempos en que la onda se encuentra antes y después de la zona de observacion,
respectivamente. El motivo de esta eleccion de ¢, es que en ese tiempo la solucién toma
un valor cercano a 0, 5. El ruido se consider6 con una amplitud fija del 1 %.

En las figuras 2.6 y 2.7, se muestran cuatro pruebas distintas para este caso. Se puede
ver que el mayor error se comente cuando el tiempo es muy pequefio o muy grande, es
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Figura 2.6: Pruebas 1 y 2 para el error relativo en funcién del primer tiempo de observacion con 3 = 25
fijo. La amplitud del ruido es 1 %.
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Figura 2.7: Pruebas 3 y 4 para el error relativo en funcion del primer tiempo de observacién con t; = 25
fijo. La amplitud del ruido es 1 %.

decir, cuando aun no pasa la onda y cuando ya pasé. En estos casos, los valores de la
observacion son muy cercanos a 1 y 0, respectivamente. Si revisamos las formulas (2.10),

(2.11)y (2.12), se puede ver que la expresion tiene singularidades en tales valores, lo que
explica esta situacion.

Por otro lado, se observa un gran error relativo en el tiempo 25. Esto se debe a que
los tiempos de observaciéon son muy cercanos y por lo tanto su diferencia casi nula. En
las formulas (2.10) y (2.11) se puede ver que hay una singularidad cuando los tiempos
de observacion son iguales. Sin embargo, no parece ser el caso para el error relativo de

o, el cual parece no ser afectado por tiempos de observacion similares, consistente con la
formula (2.12).

Como observacidn final, se puede ver que el error relativo es menor entre los tiempos
15 y 35 aproximadamente, que es el intervalo de tiempo cuando la onda pasa por el punto
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de observacion, lo que nos permite concluir que es importante, para estas férmulas de
recuperacion, los instantes que se eligen para medir el voltaje.

2.3.2. Caso o variable

En este caso, la ecuacion (2.4) queda como

2 (a@%) — af(u). 2.13)

No podemos ahora encontrar una solucién analitica, por lo que se resuelve numéricamente
con el método de diferencias finitas.

Esquema de diferencias finitas

Consideremos los pardmetros a y « constantes y el intervalo I = [0, L], L > 0. Sea M €

N, h = 35 el paso de la discretizacion del espacio y z; = j h, j € {0,..., M + 1} los

puntos de esta discretizacién. Denotemos por At el paso de la discretizacion del tiempo,
t, = n At los puntos respectivos y uj una aproximacion de u(t,, ;). Por dltimo, o; =
o(z;). Se propone el siguiente esquema explicito para resolver (2.13) en (0, 00) x (0, L):
ur o, = u” u? —u"
05 J+1h J — 0, J . J

J A7 S - =af(u}), 1€{l,...,.M},neN

lo que lleva finalmente al esquema recursivo

At
W =l + — (ol — (05 4 oj_)ul) + ojqul ) + Ataf(ul),

j i T2
ie{l,...,M},neN.

Para iniciar el frente viajero (ver seccién 2.3.1), tomamos como condicidn inicial

Simulaciones numéricas

El objetivo es simular las propagaciones en el corazon en el caso de un infarto. Como
se ha mencionado, cuando hay un infarto, la conductividad en la zona dafada del tejido
disminuye a causa de las células muertas, por lo que consideramos que o(z) toma dos
valores solamente, tomando el menor en la parte que simule la parte dafiada. Para la simu-
lacion que se muestra a continuacion, se considera una zona de baja conductividad entre
las posiciones 16 y 18.
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En las figuras 2.8 y 2.9 se compara la evolucidn del frente viajero con conductividad
o constante y variable. En la figura 2.8, se muestra el comienzo de la simulacién. Hasta
ese punto, las dos ondas coinciden, pues se encuentran en una zona con la misma conduc-
tividad. En la figura 2.9, se pueden ver las diferencias entre los dos frentes. En la primera,
la onda correspondiente a la conductividad variable, al entrar a una zona de baja conduc-
tividad, se retrasa con respecto a la otra, que viaja a velocidad constante. Igualmente se
observa que toma una forma mas empinada que la que traia. En la segunda, se muestra lo
que pasa una vez que se ha pasado la zona de baja conductividad. La onda vuelve a tomar
la forma y velocidad originales, lo que se comprueba comparando con la forma de la otra
onda.

Tiempo de despolarizacion

Un aspecto interesante de mencionar, es el tiempo de despolarizacion. La despolarizacion
corresponde a una onda progresiva de estimulacién que recorre el corazon, que es vital
en su funcionamiento, pues produce la contraccién del miocardio. El tiempo de despola-
rizacion es, en el caso de voltaje normalizado, el tiempo que demora la onda en un punto
dado tomar el valor 0,5.

Desde la 6ptica de los problemas inversos, es importante pues puede ser una fuente de
observacién cuando se quiere recuperar el coeficiente de conductividad. En [MVDS " 05]
se estudia el problema de recuperar, entre otros parametros, la conductividad a partir del
tiempo de despolarizacion usando el modelo de Aliev-Panfilov en 2D.

En la figura 2.10, se puede ver que hay una zona donde aumenta el tiempo de despo-
larizacion. Esta zona corresponde a la zona de baja conductividad, que es la misma que
en las figuras 2.8 y 2.9.
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2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Evolucion del voltage normalizado

1 T T T
Zona de baja conductividad

0ol Conductividad variable i

’ — Conductividad constante
0.8 a
0.7 - Tiempo: 0 —
0.6 —
0.5F —
0.4 -
0.3 a
0.2 a
0.1F —

0 I ! ! !

0 5 10 15 20 25
Evolucion del voltage normalizado
1 T T T
Zona de baja conductividad

09l Conductividad variable i

: — Conductividad constante
0.8 a
0.7 |- Tiempo: 7.3605 -
0.6 a
0.5+ —
0.4+ —
0.3+ a
0.2 a
0.1F —

0 | | | !

0 5 10 15 20 25

Figura 2.8: Primera parte de la simulacién.
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2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Evolucion del voltage normalizado

1 Il 1
Zona de baja conductividad
09l Conductividad variable i
’ Conductividad constante
0.8 _
0.7 Tiempo: 26.9886 7
0.6 - -
0.5 -
0.4 -
03 -
0.2 -
0.1} —
0 | | I I
0 5 10 15 20 25
Evolucion del voltage normalizado
1 T T T
Zona de baja conductividad
o9l Conductividad variable i
’ — Conductividad constante
0.8 -
0.7+ Tiempo: 51.5238 b
0.6 _
05 -
04 —
0.3 -
02} —
0.1 -
0 | | | |
0 5 10 15 20 25

Figura 2.9: Segunda parte de la simulacién
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2.3. Ecuacion biestable Capitulo 2

Tiempo de Despolarizacion en cada posicion

70+

60+

50

40+

30+

tiempo de depolarizacion

20+

10+

Figura 2.10: Tiempo de despolarizacion para el caso de la conductividad variable.
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Capitulo 3

Determinacion del coeficiente principal
en una ecuacion parabolica

Consideremos el siguiente sistema:

vy — div(o(z)Vov) = f(z) en@Q = (0,T) x Q

o _ 0 sobre X = (0,T) x 99 (3.1
on
v(0) =vy en,

donde 7" > 0y €2 es un dominio acotado de frontera regular.

En este capitulo se trata el problema inverso de recuperar el pardmetro ¢ = o(z)
a partir de observaciones internas y de borde (secciones 3.1 y 3.2, respectivamente). El
resultado principal es la estabilidad Lipschitz asociada a estos problemas.

Los resultados que aqui se encuentran se obtuvieron gracias a una desigualdad de
Carleman para la ecuacion del calor siguiendo la estrategia de Bukhgeim-Klibanov. Esta
desigualdad sera la base para la que se probard en el capitulo 4. A pesar de que el resul-
tado de recuperacion del coeficiente principal o se supone implicitamente conocido en la
literatura, este trabajo explicita los cdlculos por primera vez.

3.1. Caso observaciones internas

Sea w un sub-dominio arbitrario de 2 y denotemos ), = (0,7) x w. El problema in-
verso asociado a (3.1) en este caso es recuperar el coeficiente o a partir de observaciones
(internas) en w.

El objetivo principal de esta seccion es determinar la estabilidad asociada al problema
inverso, es decir, ver si se pueden controlar las perturbaciones del pardmetro por perturba-
ciones en las observaciones. Mdas precisamente, queremos controlar estas perturbaciones
con respecto a un sistema de referencia. Para esto, consideremos
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

v —div(a(z)Vo) = f(z) en@Q

@ =0 sobre X (3.2)
on
v(0) =1y enQ,

yseanu = v — Uy p = 0 — 0. Restando las ecuaciones (3.1) y (3.2), y agregando los
términos necesarios, encontramos que u satisface el siguiente sistema:

up — div(o(z)Vu) = div(p(z) Vo) en @
u _ 0 sobre X (3.3)
on

U(O) =1y —7Ug e€n Q.

Este es un problema inverso de recuperacion de fuente con observaciones internas
ulg, = v|g. — U]g.,- El objetivo ahora es encontrar la estabilidad para el término p.
En [IY98] se estudia un problema similar de estabilidad Lipschitz para recuperacion de
fuente, por lo que seguimos la metodologia de este trabajo. La estrategia es utilizar de-
sigualdades de Carleman como fue introducido por Bukhgeim y Klibanov en [BK81].

Seaz =wu; y @ € (0,T). Derivando con respecto a ¢ en (3.3), tenemos que z satisface:

(2, — div(o(2)Vz) = div(p(z) VD) enQ
2(0) = div(o(x)Vu(h)) + div(p(z)Vo(d)) enQ
0z (3.4)
I 0 sobre X

2(0) = div(o(x)Vu(0)) + div(p(xz)V1y) en (L

La ventaja de hacer este cambio de variables es que el término p se encuentra ahora en la
condicién t = 0, lo que serd pieza clave en las estimaciones.

\

El motivo por el cual tomamos € > 0 tiene que ver con la desigualdad de Carleman,
pues para ser aplicada la ecuacidn parabdlica debe cumplirse para ¢ en una vecindad de 6.
Para el caso 0 = 0, se requieren extensiones de las soluciones de la ecuacion parabdlica a
t < 0, lo que es imposible en general dado que no son reversibles. Para las ecuaciones hi-
perbolicas si es posible ya que admiten tales extensiones. Un ejemplo de esto se encuentra
en [[YO3b].

3.1.1. Desigualdad de Carleman: observaciones en w

La siguiente proposicion es la desigualdad de Carleman para la ecuacién del calor (teore-
ma 2.2.2) aplicada a la ecuacion (3.4).

27



3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Proposicion 3.1.1. Sean las funciones de peso:

2 lWlloe _ o Mo(a)

G a) 9
Ly M(@) 56
10 = ST — o) |
donde i)(z) € C?(Q) es tal que
V() >0 VreQ, vlogn=0, |[VY(z)>0 VreQ)\uw, (3.7)

conwy CC w,y ¢(t) € C*([0,T]) es tal que
#(0)=0, oT)=T, ¢ = g, ¢'(t) >0 Vtelo,T].

Existe Ao > 0 tal que Y\ > Xy, existe sy = so(A) > 0y C' = C(A, sp,Q,w) > 0 tal que
Vs > sqy z solucion de (3.4) se tiene

1
[Z:// (%(|ztl2+|Az|2)+s)\2n|Vz|2+53)\4773|z|2) 2% g it
Q

<C (// |div(p(z) Vo) Pe™ 3¢ dx dt + // SN |2Pe 2% do dt) . (DC,)
Q Qu

Observacion 3.1.2. La existencia de la funcién i) que cumpla (3.7) se prueba en [FI196],
y es la que permite obtener los términos en la zona de observacién interna w. Como se
verd en la seccion 3.2, para obtener el caso de observaciones de borde, se debe elegir 1
con otras caracteristicas.

Observacion 3.1.3. El motivo por el cual usamos los pesos (3.5) y (3.6) en vez de los
clasicos para ecuaciones parabolicas, es que de este modo se tiene que (ver observacion
2.2.4)

3.1.2. Principales resultados
Antes de presentar el resultado de estabilidad, que es el resultado mas importante de este

capitulo, veremos un resultado que, interesante en si, serd de gran utilidad en este y en el
capitulo 4.
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Lema 3.1.4. Consideremos la ecuacion
div(p(z)Vug) = g(z) Va € Q. (3.8)

Sean las funciones de peso (3.5) y (3.6) definidas a partir de 1)(z) € C?(Q) tal que cumple
(3.7). Sea 6 € (0,T) y supongamos que

ug € WH*(Q) N CH(Q)

|Vug - V| > pg > 0 c.t.p.en Q\ w.

Entonces, 3Ny > 0tal que Y\ > Xg,dsg = sg(A) > 0y C = C(\, s0,Q,w,ug) >
0 tal que Vs > sg

52/ Ip(x)[Pe" 2¢O dy < C / g(x)[>e= 2¢O dz
@ Q

Juo

+C's (z)? " e25¢(9)d:€+032/|p(x)|2e25@(9)dx. (3.9)

Ip
o0

Demostracion. Seguimos el mismo argumento que en la demostracién del Lema 2.4 en
[BIY08]: multiplicamos la ecuacién (3.8) por p(x)e~2¢(%) e integramos sobre €2 :

/diV(p(a:)Vuo)p(a:)e_%‘p(e)dx:/g(a:)p(ac)e_%ﬂe)dx.
Q Q

Integramos por partes para obtener:

— / p(x)Vug - V (plz)e 290 dz +/ p(w)Q%e_zw(e)dx =
0

0 on

/g(x)p(x)e_m(e)dx. (3.10)
Q
Desarrollamos el primer término en (3.10):
— / p(x)Vug - V (p(z)e2°9) dz =
Q

2s / p(x)?(Vug - V(6))e 2¢O dg — / p(2)Vp(x) - Vuge 2¢Oz,
@ 0
y notando que p(z)Vp(z) = %Vp(x)Q, obtenemos

— /Qp(:v)Vuo -V (p(x)e_%“’(e)) dx =

25/ p(x)*(Vuo - Vip(8) e 2? da — %/ Vp(x)? - Vuge 2¢O dz.
@ Q
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Integrando por partes nuevamente

- /P(:L‘)Vuo -V (p(:v)e_wa)) dr = 2s / p(2)*(Vug - Vgp(g))e—?w(@)dx
{ Q

1 1 P
+ 5 /()p(x)ZdiV(VU0€_28<p(0))dI — 5 /8Q p(m)2%6_25@(9)d:ﬁ’

y desarrollando

- /Qp(x)Vuo -V (p(x)e‘Qs“’(e)) dr =s /Qp(x)Q(VuO . Vw(g))e—%w(@)dx

1 1 0
+ 3 /Qp(x)zAuerS‘P(e)dx ~3 /Bﬂp(az)Z%eQw(eW:& (3.11)

Reemplazando (3.11) en (3.10), obtenemos:

S/Qp(;p)Q(VuO . Vgp(&))e_QW(e)dz — /Qg(ft)p(:v)e_%“”(e)dx

1 1 9
_ 5 /g;p(x)QAuoe—Qsﬁﬂ(e)dx — 5 /aS)p(x)Q%e—Qscp(G)dx’
y tomando médulo
S /Q\ p(q;)2<vu0 . V(p(@))e*%@(@)dx = /Qg(x)])(x)ezs“"(e)dx
- 5 /Qp(x)2AU0€_2s<p(0)dl‘ — 5 /'8Q p(x)2%6_2890(0)dx

~ s [ D) (Vuo - V@) s,

donde hemos dejado al lado izquierdo la parte de la integral donde |Vug - V)| > 9, y al
lado derecho el resto. De esto ultimo, obtenemos la siguiente desigualdad:

8/ p(x)?(Vug - Vio())e 27O dy
QN\w

<c / 9(2)lp(@)le 27O da
Q

duo o=25¢(0) g

(z)]”

b s / () [Vito - V()] 2O . (3.12)

+ C/ |p(m)|2|Au0|6_25‘p(9)dm +C
Q

p
o0

Notando que ug € W*°((Q), tenemos

/|p(x)|2|Au0|e_2W(9)dx§C/ Ip(x)2e= 22O d. (3.13)
Q Q
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Sea ahora € > 0. Se tiene que

[lslle>@ae = [ (e ) (vsplole?) do
< g/ |g(x)|26_2w(9)d:p+se/ Ip(x)2e7 2O de,  (3.14)
S Ja Q

donde la desigualdad viene dada por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Por otro lado, Vip(0) = —Vn(0) = = M\n(0)Vy y [Vug - Vip| > g en Q \ w. Para A\
suficientemente grande, podemos acotar el lado izquierdo en (3.12) de la siguiente forma

s/ p(x)?(Vug - Vip(0))e 22O dz| > C’S/ Ip(x)|2e 27O dy. (3.15)
QN\w Q\w

En efecto, notemos primero que

s/ p(x)2(Vug - Vip(0))e 27O dy
QN\w

S\ / n(0)p(2)2 (Vo - Vib)e 20z
QN\w

y llamemos

A:

s ug - —25¢(0)
A/Q\wn@ (2)* (Vo - Vib)e 2Oy

Observemos que si ug € C1(Q) y |[Vaug - Vib| > g > 0 en 2\ w, entonces Vg - Vi) no
cambia de signo en 2 \ w. De esta forma, si Vug - Vi > 0, es facil ver que

4
A:“/ 0(0)[p(2) 2 Vaty - Tiple %O dz > 1O / Ip(2) P29 da,
QNw 17 QN\w

4
donde hemos tomado A > 1y que (0, z) > T2 Vr € Q.

De forma similar, si Vug - Vi < 0,

A= |sA / O (T V)0

>0

B SA/ n(0)|p(x)*| Vo - Vple 27O dx

4
> s [ pto)fe 0

con lo que demostramos (3.15).
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Por (3.13), (3.14) y (3.15) en (3.12) obtenemos

Ce
s/ Ip(z)|2e” 27D dr < —/ \g(x)|2625‘p(9)dw+56/ Ip(x)2e= 22O dy
QN\w S Ja Q

= / p(@) ez +C [ |p(o)]? | 22| 250+ Cs / Ip(z)[2e 2¢O dz.
Q o9 on g

Sumando el término / 3|p(x)|2e_25‘ﬁ(9) a ambos lados en la ultima desigualdad, se

tiene

Ce
3/ p(x)?e 7 dx < —/ ]g(x)|2e_23"9(9)dm+se/ Ip(z)2e~2° O dy
Q s Jo N
—l—C/ \p(a:)\Qe_QS“"(e)dx
Q

Oug

+C Ip(z)]? 01 e=25¢(0) gy + Cs/ |p(a:)|26_25“’(9)dx.
oN w

Fijando € suficientemente pequefio y tomando s grande, obtenemos (3.9). [

Corolario 3.1.5. Considerando las mismas hipétesis del Lema 3.1.4, mds ug € W>>(Q)N
CL(Q), se tiene que IN\g > 0 tal que Y\ > N\g,3sg = so(A) > 0y C = C(\, 50,2, w, ug) >
0 tal que Vs > s

82/ |Vp(x)|26—28<p(9)d;p§0/ |Vg( )| —2sp(0) dl’—l—C/ |p |2 —25<p(6d
Q

Ouo
on

+Cs |Vp(z)? e~ 2¢O dy 4 082/ IVp(z)|2e” 2¢O dz (3.16)
o0N w

Demostracion. Derivamos la ecuacién div(p(z)Vug) = g(x) con respecto a z;. Denota-
mos g;(z) = 0;p(z).

div(g;(x)Vug) = 0;9(z) — div(p(x)V(0;up))
= 0;9(z) — p(x)A(Jjue) — Vp(z) - V(djuo).
Si aplicamos el Lema 3.1.4 a ¢;, obtenemos

@ Q

+€ [ Ip@)PIa@ua) e Ode +C [ [Vpla) - V(o) eV
@ Q

—|—Cs/ lg;(z 8u0

e 2P0 g 1 082/ |qj(x)|26_28@(9)dx.
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Usando que uy € W3y luego sumando sobre j se obtiene

32/ |Vp(x)|26_2w(9)d$ < C’/ |Vg(x)|ze_25¥’(9)dx
@ Q

—l—C’/ |p(:c)|2623¢(9)da:+0/ IVp(z))?e 2¢O dx
0 0

0
+ Cs/ Vp(x)|? TL0) e=25000) gy 1 O's? / \Vp(z) e 29 dx,
oN on w
y para s suficientemente grande obtenemos (3.16). [

Corolario 3.1.6. Con las mismas hipotesis del Corolario 3.1.5, se tiene que 3Ny >
0 tal que YA > \g,3sg = so(A) > 0y C' = C (A, s0,Q,w,ug) > 0tal que Vs > sy

52/Q (|p(;)§')|2 + |Vp(93)|2) e~ 2520) 1 < C/Q (|g(93)|2 + |Vg(:v)|2) e~ 250(0) g

Oug

on
+CS2/ (Ip(@)|* + |Vp(2)[?) e 2°Odz. (3.17)

e 2520) 4y

yer /m (1p(@)Pdz + |Vp(z)?)

Demostracion. Simplemente hay que notar que al sumar (3.9) (Lema 3.1.4) y (3.16) (Co-
rolario 3.1.5), al tomar s suficientemente grande, el segundo término del lado derecho de
(3.16) se absorbe con el lado izquierdo de (3.9) y se obtiene (3.17). L]

El siguiente es el resultado principal de esta seccion:

Teorema 3.1.7. Sean o = o(x) € W**°(Q) un pardmetro desconocido y v = v(t,r) €
HY(0,T; H*(QY)) solucién de (3.1). Consideremos 5 = (x) y v = v(t, ) un pardmetro
y trayectoria de referencia regular de (3.1), y supongamos que cumple

IVo(0) - V| > g >0  ctp. enQ\w,

para 0 € (0,T) yw C Q. Entonces, se tiene que existe una constante C' = C(§, w) tal
que

lo = 2y < € (0 = Dgorizzn + 1000) = 560) ey + llo = o1l ) -
Mds aiin, si consideramos que 0 = ¢ en w, entonces
lo = Uy < € (0 = P oizazaey + 10(0) = 9Oy ) -

Demostracion del teorema 3.1.7. Por un asunto de orden, esta demostracion esta dividida
en pasos o etapas de célculo. Luego las juntaremos para llegar al resultado final.
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Paso 1

Utilizando el corolario 3.1.6 con el término div(p(z)V©(0)) presente en (3.4), tenemos
que

sz/Q (Ip(@))* + |Vp(2)[?) e 2¢O dz < C/Q Idiv(p(2)Vo(0))[2e 22O dx;

+C/ \Vdiv(p(x) Vo (0))|?e 2¢O dx
0

05 [ (P + Vs |

L oS / (Ip(@) + [Vp(2)P) e 2O da.

’ e 290 gy

Usando la condicién de borde de (3.2), se obtiene
s* /Q (Ip(@)? +|Vp(2)?) eV de < C /ﬂ [div(p(x)Vo(8))Pe > da
+ C/Q |Vdiv(p(z)V3(8))?e= 27O dz:
+ 082/ (Ip(x)|* + |Vp(2)[?) e 2¢O dz.
Mas aun, por (3.4):
# [ () +19p(a)) e 70 <

C/ \2(8)|2e_25“"(9)dx—|—0/ IV 2(0)2e=2°O) dy

+C/\d1v ) Vu(0))[Pe > dx+C’/|Vd1V o (z)Vu(9))[?e™ > dy

L o8 / (1p(@)2 + [Vp(2)P) e 2O,

82/ (|p(x)\2+|Vp(:c)|2) e 25¢(0) g SC/ |z(9>|2€—23¢(9)dx
@ Q

—l—C’/ (V2(0)2e=2°O) 4y

+0/ > [DIu(0)Pe>

|8]<3
+ 032/ (Ip(@)|* + [Vp(z)[?) e 2590 g,

Ahora nos concentramos en estimar los dos primeros términos del lado derecho de
esta ultima desigualdad.
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Paso 2:

Veremos que
C
/ 12(0))Pe2vOde < — - I,
Q S

En efecto, usando que |z(0)|2e=2¥()) = 0, y que

—‘ < C'n?, tenemos que

0
/3\z(9)|2 ~2s(0 dw—/ 9 (/ sz26_25‘pdaj> dt
0 ot
2 2890 —2
252z 2% — 2522 o ¢ ) dx dt

<C’// s|z||zle” 2S“’dxdt+C'// s*|z|*nPe 2% dx dt
<7

Q \V/51

|zt|e_s“0> (sy/sn|z|e™*?) dx dt
S1]

+C'// s%|z)*nPe” *?dx dt
Q
1
SC’// —|zt\2623“"d:cdt+0// s°n|zPe” > dx dt
Q 5N Q
+C// s*n?|zPe”*?dx dt,
Q

de donde, para s suficientemente grande,

/ s|z(0)Pe 20 < C - L.
Q

Paso 3:
Similar al Paso 2, veremos que

/ (V2(0))2e 2¢O dr < Cs - 1.
0

1
En efecto, de manera andloga al paso 2 se tiene, pues ——|Vz(0)[2e2#(0) = 0,

n(0)

0 1
/ |VZ( )|2e2500) — / 4 /—|Vz|26_28‘pdx dt
q s1(0 o dt \Jg sn

1 1
/ /(2 Vz- Vzte_2s“0——2@|Vz|2e_2s“’ 890\V %e _2S‘p> dx dt.
sn? Ot 77
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Integrando por partes en espacio,

o 1
/ ! |V 2(0))2e 2¢O dy < —2/ / zdiv (—VzeQ‘w) dx dt
a sn(0) 0o Jo S7]

0

1 0

/ —Zt—ze_25“’dx dt
o Joa sn  On

LG

Por la condicién de borde en (3.4), notando que

“v |2 —25@_,_ ’ ’|v ’2 —25@) dr dt.

9,
8_:5]' < Cn? y desarrollando, tenemos

que

/ \Vz( )|Pe 2@ dy < 2/ /—ztAze 250 da dt
a sn(9) Qs
/ /—zt (Vz-Vn)e 2S“Ddxdt—/ /—zt (Vz - V) e dx dt
—l—C// (;n!Vz[Qe_zs‘p+17\Vz]26_2w) dx dt.
Q

Notando que V) = MV y Vo = —AnV1), se tiene , considerando s > 1, que

/Q Sn1(9)

1
(0)?e 2¢O dyx <C —|z||Az|e”*?dx dt
Q 57

A
+C’// %|zt||Vz||V¢|e—2wdxdt+C’// Nz [ V2|V le 2 d dt
© Q

+C'// sn|Vz|2e % dx dt.
Q

_ 1 .
Ahora, como ) € C?(Q), V| es acotado en 2. Ademds, — es una funcién acotada
n

1 .
en @, por lo que podemos encontrar C' tal que — < C'. Con esto, se tiene que
ST

1
/ |V 2(0)2e=2°Ody < C’// —|z||Az]e”*%dx dt
a sn(0) Q SN

+ C’// Nz ||V 2|e 2% dx dt + C’// sn|VzPe 2 dz dt.
Q Q
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

1 1 1
V2z(0)[2e 2¢O dy <C // < z e_s“") (— Az e_s‘p> dx dt
|5 1v=0 (i) (51
1
—I—C// (— z 6_5“") M/sn|Vz|e %) dz dt
+C// sn|Vz|?e % dx dt
Q
1 1
< C’//—]zt|26_2s“0dxdt+0// — |Az|Pe”*?dx dt
Q5N Q 5N
1
+C’//—]zt|262wdxdt+0// sA? |V zPe 2% d dt
QSN Q

—i—C// sn|Vz|?e **%dx dt.
Q

Considerando s suficientemente grande y A > 1, obtenemos
1 1
/ IV2(0)2|e 2¢O dx <C / / —|z|Pe P dx dt
o s1(0) Q 57

1
—1—0// —|AzPe ?*dy dt
Q SN

—i—C’// sSA*|Vz|*e > dx dt
Q
<C-I,.

Notemos que

A (x
_ e 4 i
T2/4 = T? ’

n(0)

con lo que se tiene

4 1
V2(0)2e 2¢Oy < — MYl / —|V2(0)]Pe 2O dz dt < C's - I,.
1= el [ 19 0)

Juntando los pasos

Por el paso 1, tenemos que
52/ (Ip() P + |Vp(x)]?) e > Odx < C/ 12(8) 220 4
@ 0

+C/ |Vz(9)|2e_28‘p(9)dx+0/ S |DEu(0)Pe 24O da
? 2 151<3

+ 032/ (Ip(z)|* + |Vp(z)?) e—250(0) g
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3.1. Caso observaciones internas Capitulo 3

Por los pasos 2 y 3 obtenemos
C
# [ (P + Vb)) e 0e <S 1. C5 8
Q

+0/ > [DIu(0)[Pe>?

131<3

E / (Ip(@)]? + [Vp(x)P) e O da.

Aplicando la desigualdad de Carleman (DC,,):
32/ (Ip(2)* + |Vp(2)[?) e 2¢O dx §Cs/ |div(p(2)V,) [Pe”2?d dt
Q

+Cs// s°n3|z|2e” 2% dw dt

/Z | DPu(0)2e20) g

I81<3

+ 326’/ (Ip(z)|* + |Vp(z)]?) e 2520) .

Considerando la trayectoria de referencia suficientemente regular,

52/Q (Ip(z)* + [Vp(z)]?) e 290y <C's //Q (Ip(@)|* + |Vp(2)?) e **?da dt

(3.18)
—i—C// s'n?|z)%e 2P dw dt
+C/ > |Du(9)Pe 7 D da
1B1<3

+ 520/ (Ip(@)|* + [Vp(z)?) e 2520 d.

Por la observacion 3.1.3, se tiene que, V¢ € [0, T,

x)|? T e 2%dx d 2 e 25¢0) gy
//Q(|p< )P+ Vo)) t<// p(@)? + [Vp(a)?) .
7 /Q (Ip(@)]? + [Vp(@)P) e da.
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Usando esto dltimo en (4.25) obtenemos

s /Q (Ip()]* + |Vp(x)[?) e 2O dx <C's / (Ip(@) + |Vp(x)[?) e 2¢O d

—l—C// s'n3|z|2e 2 dw dt

+0/ > [DEu(0)[Pe>

131<3

4520 [ (pla)l + |Vpla) ) e 250

de donde, para s suficientemente grande
2 [+ [9p) > Oar <0 [ soplpeeara
Q w
+(J/ > [DEu()[Pe 2

181<3

+ 032/ (Ip(z)|* + [Vp(z)[?) e 25°0) q.

Mis atin, como 6 > 0, podemos acotar inferiormente e~2?() por una constante posi-
2M[9]] 0o
e

T2/4
una funcién acotada en Q, si lo es el producto n*e~2¢. Obtenemos as{

0132/9(|p(x)|2+\Vp( ) de <Cs* // |z|2+C/Z\D5 ) [2da

181<3

+8 [ (b + Vo)) do.

tiva, por ejemplo, por C; = exp (—23 > 0. Por otro la lado, si bien 1® no es

de donde, fijando s y A suficientemente grande, podemos concluir y completamos la de-
mostracién del teorema 3.1.7. [

Es posible encontrar una estimacién como la del teorema 3.1.7 en norma L?() de
D, pero para esto se necesitaria una desigualdad de Carleman para ecuaciones parabodlicas
con lado derecho en L?(0,T; H~*(2)). Esto permitirfa estimar pardmetros con menos re-
gularidad. En este caso particular, podriamos bajar la regularidad de 0 a W1°(Q) en lugar
de W?2°°(Q). En [IY03a] se encuentra una desigualdad de Carleman para una ecuacion
parabdlica con lado derecho en un espacio de Sobolev de orden negativo, en particular,
en L2(0,T; W;(Q)),1 € [0, 1]. Sin embargo, esta desigualdad no estima el término z; (ni
Az), el cual, para nuestro procedimiento, es esencial poder estimarlo mediante la energia
del sistema (ver paso 2 en la demostracion del teorema 3.1.7).
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3.2. Caso observaciones de borde Capitulo 3

3.2. Caso observaciones de borde

Consideramos el mismo sistema que en la seccion anterior. El problema inverso es ahora
recuperar el coeficiente o de (3.1) a partir de mediciones Dirichlet en una parte del borde
de €2, es decir, mediciones del tipo v|(,1)x~, donde v CC 0.

Al igual que antes, nos interesa encontrar la estabilidad Lipschitz asociada a este pro-
blema inverso. El procedimiento es esencialmente el mismo. La modificacién que permite
estimar el parametro por mediciones en vy es la eleccion de la funcién v para la desigual-
dad de Carleman.

3.2.1. Desigualdad de Carleman: observaciones en vy

Al igual que en el caso de observaciones internas, la siguiente proposicion es la desigual-
dad de Carleman para la ecuacion del calor (teorema 2.2.6) aplicada a la ecuacién (3.4)
para el caso de observaciones de borde.

Proposicion 3.2.1. Sean las funciones de peso (3.5) y (3.6) a partir de 1) € C?(Q) tal que
¢|8Q\7 = 07 IMW/ > O’ ‘V¢($)| >0 Vo € 57

donde v CC . Denotemos por ¥, = (0,T) x 7.

Existe Ao > 0 tal que Y\ > Ay, existe so = so(\) > 0y C = C (A, s0,9,7) > 0 tal que
Vs > sgy z solucion de (3.4) se tiene

// ( (|2e]* + |Az)?) + sA?n|Vz|* + 53)\4n3|2|2) e 2P dy dt

<C (/ |div(p(z)V,)|%e QWd:Udt+//
2

3.2.2. Principales resultados

AP 2?e P do dt> . (DC,)

~

Otro aspecto que cambia con esta funcién ¢, es el lema 3.1.4. Como |V (x)| > 0,Vx €
(2, es posible elegir ahora u tal que se cumpla |V - V| > 1o > 0 en todo €2, con lo
que no es necesario separar integrales del lado izquierdo de la desigualdad para evitar que
se anulen en alguna parte del dominio (ver demostracion del lema 3.1.4). Asi, tenemos los
siguientes resultados, consecuencia de esta observacion.

Lema 3.2.2. Consideremos las mismas hipdtesis que el lema 3.1.4, y supongamos ademds
que podemos elegir uy € W»*(Q) N CY(Q) tal que

|VU/O : V@/J| > o > 0en Q.
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3.2. Caso observaciones de borde Capitulo 3

Entonces, I\g > 0tal que VA > Xo,3dsg = so(A) > 0y C = C(A, s, Q,w,ug) >
0 tal que Vs > sg

Ou

—250(0) 1.
o e T

$ / p()2e 20 dz < C / 9(@)Pe 2O dz + Cs / Ip(@)]?
Q Q o0

Corolario 3.2.3. Considerando las mismas hipdtesis del Lema 3.2.2, mds ug € W*>(Q)N
CL(Q), se tiene que IN\g > 0 tal que Y\ > Ng,3sg = so(A) > 0y C = C(N, 50, Q,w,ug) >
0 tal que Vs > s

32/ |VP<$>|26_28¢(9)d$§0/ |Vg(x)|2e_23‘0(9)dx+0/ Ip(x)2e= 27O dy
Q Q Q

Ouo

on

e 2520 dy .

+Cs [ |Vpla)f?
o0

Corolario 3.2.4. Con las mismas hipotesis del Corolario 3.2.3, se tiene que 3Ny >
0 tal que YA > \g,3sg = so(A) > 0y C = C (A, s0,Q,w,ug) > 0tal que Vs > s

32/Q (Ip(2)|* + [Vp(z)[?) e 2590) gy < C/Q (lg(@)[dz + |Vg(x)]?) o—259(0)

Oug

on

e 290y

L0 /8 (@) + Vp(a))

Con estas variaciones de los resultados de la seccion 3.1, y usando la desigualdad de
Carleman (DC)) en lugar de (D (), podemos obtener el siguiente

Teorema 3.2.5. Sean o = o(z) € W**°(Q) un pardmetro desconocido y v = v(t,z) €
HY(0,T; H*(Y)) solucién de (3.1). Consideremos o = (x) y v = v(t,x) un pardmetro
y trayectoria de referencia regular de (3.1), supongamos que

IVo(0) - Vab| > g > 0 en 0,

para 0 € (0,T)y seay C 0). Entonces, se tiene que existe una constante C = C(€,)
tal que

lo =&l < C <||v = llz 01020 F 10(0) — @(9)”?{3(@) '

Una idea més completa de la demostracion del teorema 3.2.5 se puede ver en la de-
mostracion del teorema 4.3.1 en el capitulo 4.
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Capitulo 4

Determinacion del coeficiente principal
en la ecuacion biestable

Este es el capitulo principal de esta memoria. Se obtiene la estabilidad para la recupera-
cion de la conductividad en la ecuacion biestable, el cual es el resultado més importante y
original de este trabajo. Esto se logra por medio del método de Bukhgeim-Klibanov y una
nueva desigualdad de Carleman, la cual se utiliza en conjunto con la desigualdad usual
para la ecuacion del calor.

4.1. La ecuacion biestable

Sea 2 un dominio con frontera regular, 7' > 0y denotemos ) = (0,7) x Q, ¥ =
(0,7) x 0f). Consideremos el sistema

vy —div(o(z)Vv) = f(v) en@Q

@ =0 sobreX 4.1)
on
v(0) =vy enfQ.

donde f(v) = a(x)v(1 — v)(v — a(x)) es el término no lineal. La ecuacion gobernante
de (4.1) se llama ecuacion biestable. Esta ecuacion se puede considerar como el modelo
mas simple para la propagacion de voltaje normalizado en un corazon aislado.

El objetivo de este capitulo es obtener la estabilidad Lipschitz del siguiente problema
inverso: recuperar 0 = o(z) a partir de mediciones de borde tipo Dirichlet en (0,7") x ~,
donde v C 0f). La estrategia serd la misma empleada en el capitulo 3: usar desigualdades
de Carleman. La novedad en este caso es la aparicidn de una desigualdad especifica para
esta ecuacion no lineal.

En [BGOO09] se obtiene la estabilidad Lipschitz asociada al problema inverso de recu-
perar los parametros a y « a partir de mediciones internas en (0,7") X w, considerando
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4.1. La ecuacion biestable Capitulo 4

o = 1. En nuestro caso, a y « serdn parametros conocidos y regulares, tales que

a € Wh(Q), 0 < ap < a(z), c.t.p.x € Qy [lafwie < an,

4.2
a € Whe(Q),0< ay < a(z), ctp.x €Qy |la|wie < ai. *2)

Al igual que en el capitulo anterior, consideramos un sistema de referencia, en torno
al cual estimaremos el parametro. Sea

vy — div(a(z) Vo) = f(0) en ()

9 =0 sobre ¥ (4.3)
on

0(0) = 1y en ().

y definamos u = v — vy p = 0 — . Restando (4.1) y (4.3) se encuentra que u satisface:

u — div(o(x)Vu) = div(p(z) Vo) + f(v) — f(0) en ()

u =0 sobre Y 4.4)
on
u(0) = vg — 7o en Q).

Como f es una funcién ctibica en v, podemos usar un desarrollo de Taylor en torno a
v, y de esta forma expresarla exactamente como

L@, P 00

v o 2 o 6
Asi, el lado derecho de (4.4) depende s6lo de u y v. Llamemos
of(w) — *f()v

9(177“7“2): v u+ 02 ?

=a(2(a+ 1) — a — 30%)u + ala + 1 — 30)u?, (4.5)

f(v) = f(v)

y podemos escribir (4.4) como

uy — div(o(2)Vu) + au® = div(p(z)Vo) + g = G en Y

u _ 0  sobreX (4.6)
on
u(0) = vy — Uy = o en ().

Para (4.6) se ha encontrado en [BGO09] una desigualdad de Carleman especifica en el
caso de observaciones internas y de borde, pero sélo para ¢ = 1. Sin embargo, se puede
extender este resultado para el caso o no constante, pero regular. La demostracién de esta
extension se desarrolla en la siguiente seccion.
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuacion biestable

En esta seccion se presenta la demostracion de una desigualdad de Carleman para la ecua-
cion (4.6) tanto para el caso de observaciones internas y de borde. Estos resultados son
una adaptacion de los encontrados en [BGO09] para el caso o0 = 1.

En lo que sigue, consideraremos €2 un dominio regular, 7 > 0, @ = (0,7) x €,
Y =(0,T)x 00 G e L*Q), up € L*(Q) y

a € WH(Q), 0 < ag < a(a), ctp.z € Qy llallwre < ar

o € WH(Q),0 < 0p <o(x), ctp.z €Ny |o|lwie <oy

para constantes ag, a1, 0g, 7.

4.2.1. Caso de observaciones en (0,7") x w

Sea w C 2 un abierto no vacio. Consideremos una funcién 7 en €2 tal que

e C*HQ), v >0inQ, v =00n0Q, |[Vi)| > 0in Q\ o',
donde w’ CC w. Recordemos que la existencia de tal funcion se prueba en [F196]. A partir
de ¢ se definen las funciones de peso (3.5) y (3.6).

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Existe A y C dependiendo sélo de ) y w tales que, para cualquier X > ),
s >35=C(QwT,ag,a)e*MV= para cualquier G € L*(Q) y uy € L*(Q), la solucion
u de (4.6) satisface

// _259" ]ut|2 + | Aul?) + a?|ul® + sA\?n|Vul® + M0 |u)? + 82)\2n2|u|4> dx dt

<C (// 2SN |l + 2N |ult) da dt + // adlels dwdt)
0.7)x

(DCBsw)

Demostracion. La demostracion sigue la misma idea que para la desigualdad de Carleman
para la ecuacion del calor. Los términos extras vienen del término no lineal.

Consideremos la ecuacion

w—ocAu+a® =G enQ

Ou =0 sobreX 4.7)
on

u(0) =uo enf).

Demostraremos el resultado para la ecuacion (4.7), y veremos que se extiende facilmente
para (4.6).
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuacion biestable Capitulo 4

Una desigualdad con términos de borde

Sea
w = e *“u.

Si u satisface (4.7), w es solucidén de
Pi(w) + Py(w) = H(w) 4.8)
donde ;
Pi(w) = —oAw — s X’n°o| VY| *w + spw + Zaem"wg’,
Py(w) = w; + 28Ano Ve - Vw + 250*na| V| *w + %62&%}37
H(w) = e *°G — shnoAyw + sA\’no|Vip[2w.

Para obtener esta ecuacion, hemos usado que
Vi = =AViyn, Vi = AVn, Ap = =\Ayn — N|V|*n.

La descomposicion es similar a la descomposicion estandar para la ecuacion del calor en
[F196], excepto por los términos cubicos w?. El producto interno de este término en Py (w)
y Py(w) hard aparecer el término |u|® en (DCgg.,).

Procedemos entonces como en [F196]: tomamos la norma L?(Q) de (4.8)
1P (w)[72q) + 1P2(w) T2y + 2(Pr(w), Pa(w))r2@) = 1 H(w)ll2q),  (4.9)
y calculamos el término (P (w), Po(w)) r2(q):
4
(Pl(w), PQ(UJ))LZ(Q) = Z Iija
ij=1

donde I;; es el producto escalar entre el i-ésimo término de P (w) y el j-ésimo término de
P5(w). Ahora, calculamos cada una de estas integrales, con el objetivo de obtener términos
positivos grandes que logren absorber los demds términos para s y A suficientemente
grandes. Definamos los siguientes términos principales:

Ay = s\ // P lw|? do dt, Ay = s\? // n|Vw|? dz dt,
Q Q

(4.10)
Az = s*)\? // e |\w|* dx dt, Ay = // e**?a?|w|® dx dt.
Q Q

Primero, integrando por partes en espacio

IH:—// aAwwtdxdt:—// an'nwtdadt—i-//(VU'Vw)wtdxdt,
Q z Q
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pues w(0,x) = w(T,z) = 0, Va € Q. El segundo término se absorbe con A, tomando
A > C(Q,w). En este punto, no usamos las condiciones de borde para hacer célculos
generales validos para condiciones de borde Dirichlet o Neumann. Luego,

Iy = —2sA //Q no* AwV - Vw dx dt

= —25A//Ena2yvu;-n\2w~ndadt+sA//Enaﬂvu;y?w.ndadt
—s\? //Qna2|Vw\2lvw\2dxdt
+2s)\2//Q7702|Vw~V¢]2da;dt—s/\//Qn02|Vw|2A1pd:cdt

+2sA // no*Vw - D*Vw dx dt

+4sA jna(VU -Vw)(Vy - Vw) dx dt,
Q

donde D?i es la matriz Hessiana. Para el primer término de borde, hemos usado que,
como 1) = 0 sobre 0F2, Vi) = (V1 - n)n sobre 0. El tercer término se quedara en el
lado izquierdo, el cuarto término es positivo y los tdltimos tres términos se absorben con
Ay tomando A > C(Q,w).

L3 = —25)\° // no Aw|Vy|*w dx dt
Q
= —2s\? // no*Vw - n|Vy[*w do dt + 25\ // no?|Vw|*|Vy|? dz dt
by Q
+25\3 // no*Vw - V|V |w dx dt + 2s\? // no*Vw - V(|V | )w dz dt
Q

+4s\? jT]O'VO' - Vw|Vy[Pw dz dt.
Q

Los ultimos tres términos se absorben con A; y A, tomando s > C(Q, w).

1
Iy =—- // e**?caAww?® dz dt
Q

4
1 1
= —= // e**?gaVw - nw® do dt — s\ // e***aan|w|*V - ndo dt
4 ) s 8 s

1
+Z // Y owVa - Vw dx dt

3
+— /j e***oa|Vw|*w? dz dt
4/ Jq

1
+§s/\ // e***nlw|*(Aoa| V> + cal) + oVa - Vi) + aVo - Vi) dx dt

1 1
——52\? 7/ 2P a |V Palw|* do dt + - // aVo - Vwe*Pw? dx dt.
4 Q 4JJq
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El tercer y ultimo término se absorbe con Ay y Ay para s > C(ag, a1, 09, 01), el cuarto
término es positivo y el quinto término se absorbe con A3 tomando s > C(Q,w, ay,071).

Iy = —s*)\? // o |V Pww, dz dt = s*\? // o | V| |w|? da dt.
Q Q

Como || < C(T)n?, este término se absorbe con A; tomando s > C(Q,w, T, 01).
Iy = —25°\? //Q n’o* VY [PwVy - Vo da dt
= -5\ // n°o? |V |*V - n|w|? do dt
+5°\? // oV - (IVY|°V) jw|? do dt + 3s°\* // o? |V |w|* dz dt
+253\3 //Qn o|Vy|*Vo - Vi|wl|?.

El segundo y ultimo término se absorbe tomando A > C(Q, w).

I3 = —2s3\1 // n*o?| V| w|? dz dt.
Q

1
Q

I3 = s// prwwy dx dt = —f// o |w]? da dt.
Q 2/ Jq

Como |y | < O(T)e2M¥llp3 esta integral se absorbe con A, paras > C(Q,w, T)e? ¥,
I3o = 25°\ //Q nopwVi - Vw dx dt = 32)\//Z now, Vi - n|w|* do dt
—s*\ //Q no Ay w|® do dt + s*\? //Q o |V lw|? dx dt
—s%\? //Q now| Vi |?|lw|? dv dt — 32)\//62 ne:Vo - Viplw|*dx dt.

Como |¢,| < C(T)e*M¥llp?, todos los términos excepto el primero se absorben con A;
paras > C(Q,w, T, op)e ¥l

I35 = 25*)\? // now| Vi |*|w|? dx dt.
Q

Esta integral también se absorbe con A; para s > C(Q,w, T, ;)e* ¥ll=_ Tenemos

1
I3y = =5 // 2 pyalw|* dx dt
4 JJq
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3 3
Iy =~ // > aww, dr dt = ——3// e**?paw dx dt.
4 JJg 8 JJo

Estas dos integrales se absorben con Az para s > C(Q,w, T, ap)e?¥lle,

Iy = gs)\ // e***noaw’Vi - Vw dr dt = gs)\ // e***ano Vi - njw|* do dt
Q b
—gs)\ // e**?n (A\oa|VY|* + oaA + oVa - Vi + aVo - Vi) |w|* dz dt

3
—1-182)\2 / >0’ |Vip|Palw|* dz dt.
Q

El segundo término se absorbe con A3 para s > C(Q,w, ay,01).
3
Iy = §s>\2 // e**no|Vy|*aw dz dt.
Q

Este término se absorbe con A3 tomando s > C'(Q2, w, a;oy). Finalmente,

3
= —// e**?a?|w|® dx dt.
16 /.,

Denotamos por /5 los términos de borde obtenidos en el célculo de estas integrales

—// an-nwthdt—Qs)\// no?|Vw - n|*Vip - ndo dt
s s

+sA // no?|Vw|*Vp - ndo dt
—25\ // no*Vw - n|Vi[*w do dt — i//Z e***caVw - nw® do dt
——s)\ e**?aan|w|*V - ndo dt

—s2\? 7 o?| V|V - n|w|? do dt + s>\ //2 nopVy - nlw|* do dt

—l— s)\ /:QS‘Paanvw n|w|* do dt
E

Juntando todas estas integrales y reemplazando H (w) por su definicion, (4.9) se convierte
en, para A > C(Q,w)y s > C(Q,w, T, ag, a1, 0g, 01 )e2M¥l=

HPl(w)H%Z —i—HPg(w)H%Q(Q)+53)\4 // 0P lw|* dx dt + sA\? // n|Vw|? dx dt
Q

Q
452\ // 2S“’|w|4dacdt+// e**?a’lw|®dz dt +2Ig < C (// e 2?|G|? dx dt
Q

// ( NP w]? + sAn|Vw]® + > XnPe*?lwl?) do dt)
(0.7 xw
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La dltima parte de esta etapa es similar a la prueba para la ecuacion del calor. Para em-

pezar, las primeras dos normas permiten obtener estimaciones para w; y Aw. En efecto,
para s > C(Q, w, T)ePWll,

// —o’|Awf*dvdt < C (”Pl( )Hiz(Q) + A+ // e**a?|w|® dxdt)
Q
1
// §|wt|2 dxdt < C (||P2(w)\|%2(@ + A+ Ay + // e**?a?|w|® dx dt) :
@ Q

Por lo tanto, tenemos

1
// —(|Aw|* + |wt|2)dxdt+83)\4// n*lw|? dx dt + s\ // n|Vw|? dz dt
Q Q
+5%\? // QSW\w\‘LdQJdt—l—// e**¢a?|w|® dr dt +2Ip < C (// e 2?|G|* dx dt
Q

// (S*A'P|w]? + sAPn|Vw]® + 2 n*e**?|lwl*) do dt)
(0,7)xw’

Ahora, podemos eliminar el término en Vw en la integral sobre (0,7') x w’ en el lado
derecho de esta desigualdad. Para esto, tomemos una funcion p, que satisface

po € C?(w), pp=1lenw' y0 < py <1,

Notamos que, luego de algunas integraciones por parte,

A2 // n|Vw|* do dt < s\? // npoVw - Vw dz dt
(0,7)xw! (0,T)xw

= —s\? // npoAww dz dt
(0,7)xw

—s)\? // nwVpo - Vw do dt — sA\3 // npowVy - Vw dx dt
(0,T)xw (0,T) xw

1
_e// —|Aw|2dxdt—|—C’€// SN lw|? d dt,
Q S (0,7)xw

para cualquier ¢ > 0. Asi, obtenemos la siguiente desigualdad, para A > C(Q,w) y
s> C(Qw,T, ag,ay, oy, o )e ¥l

// (|Aw|? 4 |wy|?) dx dt 4 s> \* // 0P lw|* dx dt + s\? // n|Vw|? dz dt
+5%\? // n er“”\w\‘ldxdt—F// e**?a’|w|® dx dt +2Ig < C (// e”2?|G|? dx dt
Q Q Q

+// (S°X'nP|w|* + s*Nn*e*?|w|!) dx dt>
(0,7)xw
4.11)

El siguiente paso es deshacerse de los términos de borde.
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuacion biestable Capitulo 4

Los términos de borde

Para deshacerse de los términos de borde en el caso de condiciones de borde Neumann ho-
mogéneas, procedemos como en [FI96]. Definimos nuevas funciones de peso y hacemos
los mismos calculos que antes. Sean, para todo (¢, x) € @

B Moo _ =M@ o N(x)
t,z) = At x) = .

Con estos pesos, se tiene Vo = AVyny Vi = —AV¢n. Definimos también
W = e *%u.

Asi, w es solucion de

Py() + Po() = H()
donde
Pi(@) = —o @ = $* X0 | VY "0 + 55 + 316 P,
Py(@) = @ — 25\ijo Vo) - Vi + 25N 7o | VY[ + 4625<Pw3
f‘j(w) — e PG + sAo AW + s\ o | VY|P o

Procediendo exactamente como en la primera parte, obtenemos para A > C(Q,w)y s >
C(Q,w, T, ag, ar, og, oy )M Vll

1
// —~(|Aﬁ|2+|at12)d:cdt+s3A4// ?]3]117]2dxdt+5>\2// NVl dr dt
+52)\2// 23“”\w\4dxdt+// ¢*?a?|w|® da dt + 21 < 0(// e |G )? du dt

// (NP |w]? + s* NP w[*) dxdt)
(07w

donde

(4.12)

- // oVw - nw; do dt + 2s\ // no? |V - n|*Vip - ndo dt
s s
—SA // no? |V >V - ndo dt
L oo~ - 1 5 o
—25\? 7/ no*Nw - n|Vy*w do dt — 1 // e**?0aVw - nw® do dt
>

+= s)\//: 2520an|w|* Vi - ndo dt

+53\3 7 o?| VPV - n|w|? do dt — s>\ // nop: VY - n|w|? do dt
>
——s)\ /; *PoanVe - n|w|* do dt.

Z
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuacion biestable Capitulo 4

Sobre 052, como 1) = 0, se tiene que w = w. Mas ain, como Vu - n = 0,
Vw-n=s\ne Vi -nuy Vo -n = —s\ije *?V - nu.

Luego, Vw-n = —Vw-n sobre 3. Notamos también que Vw -7 = e **Vu-71y Vw -7 =
e **Vu - 1, por lo que |Vw| = |Vw|. Gracias a estas férmulas sobre 3, obtenemos que

Ig + Ip = 0. Ahora, sumando (4.11) y (4.12) deducimos que, para A > C(Q,w) y
S Z C<Q7 W, T7 ap, a1, 00, O'1>62>‘”'¢’”oo

1
// —(|Aw|2+|wtl2)dmdt—l—s3)\4// nglwlzd;ﬁdt—I—s}\Q// n|Vw|* dz dt
Q SN Q Q

s2\? // n*e**?|w|* dx dt+// e**?a’lw|®dz dt < C <// (e72%% 4+ e 29)|G|? d dt
Q Q Q

+
+ // (MNP lw]? + 7P @)*) + 2N’ (n°e? |lw|* + 7?e*?|w|!)) du dt) .
(0,7)xw

(4.13)
Para el lado derecho, notamos que, como 77 < 7, ¢ > ¢y w < w, se tiene

(6—25@ _|_e—2s<5)|G|2 S 26—2sap‘G|2

Pl + PP < 20 o, Pl PR < 2P

La desigualdad (4.13) se convierte asi en

1
// —(|Aw|2+|wt|2)da7dt+s3)\4// 773|w|2d:vdt+s)\2// n|Vw|? dz dt
QSN Q Q
+52\? // n*e**?|w|? dxdt—l—// e a*lw|®dxdt < C (// e 2?|G|? dx dt
Q Q Q

+// (AP |w]? + A7 e**w|?) do dt) :
(0,T)xw
(4.14)

Fin de la demostracion

Sélo falta volver a la variable original u y recuperar la desigualdad para u solucién de
(4.6). Notemos que

sA’ne | Vul? < C (sAn|Vw]* + AP lwl?)

e—ZSQD

1 2 1
> < C (—|wt|2 + 2 er) <C (—rwth + sn3\w\2) ,
ST Ssn n ST

672590

1
|Au* < C (—]Aw\2 + s\ Vw|? + 53>\47]3]w]2) :
sn 81
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Con esto, se tiene la desigualdad (D C'zg,,) para u solucién de (4.7). Ahora notemos que
div(cVu) = Vo - Vu + cAu.

Asi, la descomposicion de (4.8) queda como

Pi(w) = —cAw — s* N0 |V |*w + spaw + %Tae?s‘pw‘?,
Py(w) = w; + 25Ana V1) - Vw + 2s\°na |V [*w + 3628%13,
H(w) = e %G — sAnoApw + sN\’no|Vy[>w + Vo - Vw — sAnVo - Viw,

donde hemos usado que Vu = e**Vw — sA\ne®**Vipw para obtener los dos términos
extras. Estos términos se absorben con A; y A, para s > C(Q,w, 0¢, 01). Esto verifica la
desigualdad (D(C'zg.,) para (4.6) y concluye la demostracion del teorema 4.2.1. [

4.2.2. Caso de observaciones en (0,7") X

Consideramos el caso de observaciones de borde Dirichlet y una funcién v en 2 tal que
Y € C*(Q), v = 0sobre 92\ v/, ¥ > 0sobre v/, [Va)| > 0in Q,

donde ' CC v C 092. Sea £, = (0,T") x ~ y las funciones de peso (3.5) y (3.6). Se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2. Existe \ y C dependiendo sélo de )y y tales que, para cualquier X > ),
s >3 =C(Q7,T, a0, ai,00,01)ePWl< para cualquier G € L*(Q) y uy € LZ(Q) la
solucion u de (4.6) satisface

// _25@ |u [* + [Aul’) + @?[ul” + sX*n|Vul + A uf* + 32>\2n2|u|4> dx dt
<C (// e 2SN 3 ul? + S2N20P |ul*) da dt + // e 29|GIP da dt)
5, ;
(DCBS'y)

Demostracion. La demostracion es la misma que para el caso de observaciones internas.
Sélo cambia la forma en que se manejan los términos de borde.

Si repetimos los pasos anteriores, obtenemos las siguientes desigualdades:

1
// —(JAw[* + Jw[?) dazdt+s3>\4// 0’ |w|? dx dt + s\ // n|Vwl|? dz dt
Q 5N Q Q

+5%\? // 772625“0|w|4dxdt+// e**?a’|w|® dz dt + 215 < C// e 2?|G|? dx dt
Q Q Q
(4.15)
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1 ~ ~ 3 ~ e~
// §(|Awl2+\wtl2) dxdt+$3>\4// ngleda:dt—i—s)\Q// N Vw|? dr dt
Q Q Q
+5%\? // ﬁ262s§5|ﬁ|4dacdt+// ePa?|w|° da dt 4 21 < C’// e % |G)? du dt
Q Q

Q
(4.16)

con los términos de borde

Ip =— //EUVw -nwy do dt — 25)\//27702]Vw >’V - ndo dt

+sA g no?|Vw|*Vp - ndo dt

—2s)\? // no*Vw - n|Vi 2w do dt — i//Z e***oaVw - nw® do dt
—%s)\ //2628¢0an|w|4v¢ -ndodt

—s3\? /7 n*o? VY [*Vip - n|w|* do dt + s> //2 nowVy - nlwl* do dt
—l—gs)\ //:ezwacmvw -njw|* do dt

Iy = —// aV@-n@tdadt—i-Qs)\// no? |V - n*Vip - ndo dt
2 2
—s)\// no? | V>V - ndo dt

1 _
—2s\? 7/ no*NVw - n|Vy|*w do dt — 2 // e**?0aVw - nw® do dt
s

1 _
+-5A /ers@aafﬂﬁ]‘le/J -ndodt

8
+5°A? /7 77302]V1M2V¢~n\@\2dadt—32)\// nop: VY - n|w|* do dt
P
3 . _
—gs)\//:ezwaaﬁvw-n\w|4d0dt.
%

Notemos que como no se tiene que 1) = 0 sobre todo J€2, no podemos asegurar que /5 +
Ip = 0 como en el caso anterior. Como ¢ = 0 sobre 0f2 \ 7/, separamos estas integrales

]gﬁ\v” jﬁQ\v/

en los bordes 092 \ 7' y /. Las llamamos gyl 73/, I ;’ respectivamente. De esta
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B I =0,

forma, se tiene que [
<a—w’wt + a—w'wt) do dt

[’Y
/é RiCroe -

—28)\// ( e VT V2T ngww Vw) do dt

—i—s/\// o? = (n\Vw|2 nVa|®) do dt
~2s )\2// ‘%( w + T )dadt
Ton
2s Ow o257 073
—= oa —e P 4 —— 3 Pw” | dodt
, n

——5>\ / Uaaw (ne?*?|w|* — ne**?|w|*) do dt

s [ / &”rvw (P hol? = 1) do d

0
32)\// 0% (npw]® — 1@ w|?) do dt
3 1 v, .
_§S>‘// gaz- (ne®*?|w[* — ne**?|w|*) do dt.

ou )
Notemos que como I 0, se tiene
n

ow Aa_w 8w__)\0_w~
on anY o T MY

Si enumeramos los términos anteriores por [;, ¢ = 1...9, encontramos las siguientes
expresiones:

I, = —s\ // 08_¢ (nww, — nuw,) do dt
L on

SA oY 9 9
—— — — do dt
2//27,0% (ngptul? - T5p1a) do
SA 0 i~
=5 //zw/ a% (mew|* — me|@]?) do dt.
Usando que sobre 7' se cumple que

o
V@Z) an n—f—E'T,
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8&7

oY ow
- 2_ R
I, = 28)\///08”(7] 071 )dadt
owow _O0w ow
_28)\//, ( Tonar ~ Ton 87‘)dgdt
= —25°\3 // o? (—¢) (n*|w]* = 7°|w]?) do dt
5 OV OY _, 0w
242
)\// 8n87< 87’w+?7 or )dadt

2

y como se tiene que

owl* |owl? owl* |owl|?
2 el 2 el
Vel =500 Flarl 0 V=g Tlar]
Iy =s\ o do dt
370 // 8n 7
2
+s)\ 22—¢ o s aw )dadt
233)\3 ( (n*|w]? — 7°|w|?) do dt
~2
+3A —¢ ow )dadt
8 T

I, = —25%)\3 //

= ——s)\// aa— (ne®*?|w[* — ne?*?|w|") do dt.

Asi, sumando (4.15) y (4.16) obtenemos que

1
// —(|Aw|* + |wt]2)dxdt+s3)\4// n’lw|? dx dt + s\ // n|Vw|? dz dt
Q 57 Q Q

452\ // 772628‘P|w|4dxdt+// e**?a®|w|® dx dt < C’// (e72%% 4 729)|G|? du dt
Q Q Q

+0// (X’ |w|2+17 |@[2) + sA(ne*?|w]* + 7e*?|@]*)) do dt

v ff ISA( 2o ) ot
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuacion biestable Capitulo 4

Ahora, antes de volver a la variable original, debemos estimar los términos con derivada
tangencial. Para ello, tomemos una funcién p € C*°(€2) tal que

p = 1sobre ', p=0sobre 9N\ v, 0 < p < 1 sobre 9.

y definamos w = pw y notemos que

ow_ ow op
or  Por Toar"
Con esto, tenemos que
2 2
)\s// 8_ do dt §)\s//p2 8— do dt
5! Y
|2 o2
<Chs [[ 52| dodt+Cxs PV lwpPdo dt.  (4.17)
» T

Para tratar el primer término en (4.17), debemos usar un argumento de interpolacion.
Notemos que

a_EQ

dU dt S ASH@H%Q(Hl(aQ))

Usando un teorema de interpolacion [AF03], tenemos que

1/3 2/3
HU)HLQ(H1 (09)) < CHwHL/Q(LQ Q) ”w”L/Z (H3/2(8%))"

De esta forma, tomando € > 0, tenemos que

—_114/3
dO’ dt <C)\S||w||L2 L2(60)) || ||L/2 H3/2(00Q))

$5/3 2/3 €2/3 s
~C (NIl ) (S oy
< (N a2 + )2
> 2 L2(L2(09) T L2(H3/2(8Q0)) | »

donde hemos usado la desigualdad de Young en la dltima desigualdad. Usando que w = 0
sobre (0,7") x 02\ vy el teorema de trazas, obtenemos de esta tltima desigualdad que

a_w2

CUN €.
it <C (NS0l + S )

0
Volviendo a (4.17), junto con el hecho de que 9pr _ 0 sobre 012 \ -, obtenemos

or
)\3//

55 €
v

55 €
v
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4.3. Un resultado de estabilidad Capitulo 4

Tomando e suficientemente pequefio, podemos absorber el término HwH%Q(HQ(Q)). Los
otros términos pasan a ser parte del término de observacion.

Ahora, comon <1, > pyw < w, se tiene

(e—2s<p + 6—255)’G|2 < 26—2390‘671’2

nlw® +Plo)* < 2n’fwl?, P lult + P?e*Plalt < 27wl

con lo que se tiene que

1
// %(|Aw|2+|wt|2)d:vdt+s3)\4// n?|w|? dx dt + sA\? // n|Vwl|? dz dt
Q Q Q
+52\? // 772625“"]w]4d3:dt+// e***a?|w|® dr dt < C// e %G du dt
Q Q Q

+C // (> AP |w]? + sAne®?|w|*) do dt.
Xy

Volviendo a la variable original de la misma forma que en la demostracion del teorema
4.2.1, se concluye la demostracion del teorema 4.2.2 0

4.3. Un resultado de estabilidad

El resultado principal de este capitulo es el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1. Sean 0 = o(x) € W?>(Q) un pardmetro desconocido y v = v(t,x)
solucion de (4.1) y supongamos que se cumple (4.2). Consideremos ¢ = &(x) y v =
v(t, x) un pardmetroy trayectoria de referencia regular de (4.1), y supongamos que

(Vo(0) - Vib| > g > 0 en 0,

para 0 € (0,T)y seay C 0. Entonces, se tiene que existe una constante C = C(€,)
tal que

o = &l < € (o = Bl @z + 1o = 313000
+0(8) = 50) sy + 10(6) — 2(0) ey ) -
Observacion 4.3.2. Es posible obtener un teorema similar para el caso de observaciones

internas gracias al teorema 4.2.1. Sin embargo, por efecto del lema 3.1.4, seria necesario
suponer conocido el pardmetro o en la zona de observacion.
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Demostracion. La demostracion es muy similar a la del teorema 3.1.7, pero aplicada al
caso de observaciones de borde. Muchos de los calculos los extraeremos de esa demos-
tracion.

Usando el método de Bukhgeim-Klibanov, definimos w = w,. Derivando (4.6) con
respecto a t, tenemos que

—div(o(7)Vw) = —3au*w + div(p(x)Vy) + g = H  enQ
w(0) = div(o(z)Vu(8)) — au’(0) + div(p(z)V(0)) + g(8) en Q
ow
an
Para esta ecuacion consideraremos la desigualdad de Carleman usual para la ecuacion del
calor DC’,. Al igual que antes, dividimos la demostracién en etapas:

(4.18)
=0 sobre X.

Paso 1

Utilizando el Corolario 3.2.4 con el término div(p(z)Vv(0)) en (4.18) y usando que

0v(0)
on

52/Q (p(g(;)2 + |Vp(x)|2) e=25%0) 1y < C’/Q |div(p(x)V@(9))‘26—23@(9)611_

+C / \Vdiv(p(x)V5(0))|2e 2¢O dz. (4.19)
Q

= 0 (por condicién de borde en (4.3)), se tiene

Debemos acotar ahora los términos del lado derecho de (4.19).

Paso 1.a

Primero, por (4.18):
/ div(p(x) Vo (8)) Pe >0 dr < © / w(6)[2e 2Oz + C / [u(6)[ P2
Q Q Q
i C/ [div(o(2)Vu(9))Pe 2O ds + C / 19(0)2e=2# O dz.
Q2 Q
Por la definicién de g en (4.5) y por la regularidad de o, a y «, se tiene que
/ |div(p 5(0))|?e 2 dy <C/ lw(8)2e~ 2¢O da + C/ [u(6)|5e= 220 dy

+C [ Y IDMu(0) e dx

2 1<8<2

+C/|u —2s¢ G)dx+C'/ lu(9)[*e 2¢O dz.  (4.20)
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Paso 1.b
Veamos ahora que
Vdiv(p(z)Vo(0)) = Vw(8) + 3au®(0)Vu(f) + u*(0)Va — Vdiv(o(z)Vu(d)) — Vg(8),
de donde
/ |Vdiv(p(z)Vi(0))?e 2¢O dx <C/ |Vw(6)|2e 27O dy
—l—C’/Q |u(0)|Ce 2500 dx+C/Q (Ju(0))* + [Vu(®)[*) e 2O dx
—l—C/Q \Vdiv(o(z)Vu(h))[2e 2¢O dz + C’/Q (Vg (6)|2e 2¢O dy.
Notemos que

Vg =Val2(a+ 1) —a—30*)u+ Vala + 1 — 30)u?
+a(2Vav + 2(a+ 1)Vo — Va — 60Vo)u + a(Va — 3Vo)u?
+a(2(a+1)0 — a — 30%)Vu + 2a(a + 1 — 30)uVau.

Asi, se tiene que

/ [Vdiv(p(a) Vo (0)) e da < C / [V (0)e>#Ode
Q

+C/ |u(6’)|66_25‘p(9)dx+0/ Z |D5 ))|2e25¢ ) doe
Q Q

1<3<3

+C/ ([u(0))* + [Vu(@)* + [u(®)[*) e >*Ddz.  (4.21)
Q
Usando (4.20) y (4.21) en (4.19), y usando que

/ u(0)[fe=20 gy < & ( / u(0)[2e 2¢O dy + / |u(6)[Ce25¢ )
Q 2 Q

tenemos finalmente
E / (p(2)® + |Vp(2)2) e 2 Odz <C / (WO + [Vw(@)P) e >?Ode  (4.22)
Q

—I—C/ u(0)|0e=25¢0) dx—l—C/ Z |DPu(8))Pe= 22O dy.

1B1<3
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Paso 2:

Este paso es andlogo al paso 2 de la demostracion del teorema 3.1.7. Se tiene la siguiente
estimacion:

C C
/ lw(8)2e= 2O dx < " // |H|?e™*%dx dt + " // s*n?lwlPe”*?do dt,
0 Q 2,

que se obtiene usando para la ecuacion (4.18) la desigualdad de Carleman usual para la
ecuacion del calor.

Paso 3:

Asi como para el paso anterior, recuperamos el cdlculo hecho en el paso 3 de la demos-
tracion del teorema 3.1.7:

w e rz <CU's e zat+ Cs s |lw|e odt.
\VRIL. 2 2390(0)d C H 2 2s<pd d C 3,3 2 2s<pd d
Q Q 2,y

OJ

Notemos que los pasos 2 y 3 entregan una estimacion del lado derecho de (4.22) en
funcién de H, la que viene dada por la expresion

H = — 3av’w + div(p(z)V,) + a(2(a + 1), — 600, )u
+a2(a+ 1o — a — 30H)w — 3avu® + 2a(a + 1 — 0)uw.

Tenemos asi que
// |H|?e~2% SC’// lw|?e ?dx dt + C// (Jul® + |u]*) e7***dz dt
Q Q Q
+C'// |div(p(2)V,) [Pe”**?d dt,
Q

lo que nos entrega una estimacién de p en funcién de normas de u en todo el espacio ().
Sin embargo, el objetivo es obtener estimaciones con normas locales (en Y., y ent = 6). El
paso 4 muestra como lograrlo mediante la combinacion de las desigualdades de Carleman.
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Paso 4:

Retomando la desigualdad anterior, tenemos

C C
// |H|?e ?%dx dt <— // s|lw|?e”*?dx dt + —// (s|ul® + s|ul*) e ***dx dt
Q 5 JJe 5 JJq

+C// |div(p(2) V1) [Pe”2?da dt.
Q

Usando Carleman usual para w (teorema 2.2.6) y (D('pg,) para u, tenemos, para s
suficientemente grande,

// |H|?e™*?dx dt Sg // |H|*e™*%dx dt + ¢ // s*nlwlPe”*?do dt
Q 5 JJQ s JJs,
¢ 2 —2s ¢ 330,12 1 2.2(0,[4) o—250
—I—; |G|%e “’d:):dt+; (s°n*ul® + s°n*lu]?) e **?do dt
Q N

+ C// (Ip(2)]* + |Vp(a)?) e ***da dt. (4.23)
Q

Notemos que gracias al factor s~!, podemos absorber el primer término del lado de-
recho de la desigualdad con el lado izquierdo. Sin embargo, hay una integral de G que
trae los mismos problemas que . Para deshacernos de tal término, debemos, de forma

C
similar, estimar el término — // |G |26_25‘p. De (4.6) y (4.5), se tiene que
S
Q

g// |G|?e**%dx dt Sg// |div(p(z)V)|2e*%dx dt
s JJg s JJqQ
¢ 2 4\ —2s
+ — (Jul® + [u]*) e **?dx dt
s JJQ
¢ : —\|2 _,—2s
=— |div(p(x)Vo)|Ze”***dx dt
s JJQ
C 20,12 2,14\ —2s
+ = (s°|ul® + $*|u]!) e **dx dt.
S
Q
Usando (DCpg,) para u, tenemos que
C 2 _ —2s C 2 2 —2s
< |G| e **dx dt 3; (Ip(@)* + |Vp(z)|?) e **?dx dt
Q Q

—|—€ |Gle™***dz dt + ¢ (s°n°|ul? + $*n*|u|!) e **?do dt,
83 0 53 s,
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y para s suficientemente grande

S iepereasar <C [[ (pwP + [9pw)P) e *sdsat
s JJQ s JJQ

C
+ —3// (837']3|U|2 +S2T]2|U|4) 6—25¢pd0_dt' (424)
S %,

Por (4.24) en (4.23), y para s suficientemente grande, se tiene finalmente que

C
// |H|*e™*?dx dt <— // s*nlw|?e **?do dt
Q s 2,
¢ 3,30, 12 1 o220, [4) =28
+— (s°n*ul® + °n?lu|*) e **Pdo dt
S s,

+ C//Q (Ip(@)|* + |Vp()?) e **?da dt.

Juntando los pasos

Finalicemos la demostracion recopilando los pasos seguidos. Por el paso 1, tenemos que
82/ (p(x)Q + |Vp(;1:)’2> e—25¢0) 1 SC/ (|w<9)|2 + ]Vw(&)ﬁ) 02500
Q
+O/ |u( 25@0(9 dr + O/ E |DB 2590(0)dx'
Q

18]<3

Por los pasos 2 y 3 obtenemos

s” / (Ip(@)]?> + |Vp(z)?) e > dz <C's / / |H|2e 2% dz dt
Q Q

+C's // s*ndlwPe”*?do dt

+C/ () |6e= 2 dx—l—C’/ Z |DPu(6))2e=2° O dy.

131<3
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Por el paso 4,

82/ (‘p(l‘)P + |Vp(ac)|2) 672S<p(9)dx SC// (53773\10\2 +83773|u|2) 6728<‘Dd0'dt
Q PN

—I—C’// s*n?|ulte **?do dt + C's // n*lw|Pe*?do dt
<,

+C's // (Ip(2)]* + |Vp(2)|?) e **?dx dt (4.25)
+C/ |u(0)|Ce250 dz—l—C/ Z |DPu(6))|?e 2@ dy.
1B1<3

Por la observacion 3.1.3 del capitulo anterior, se tiene que

// (@) + [Vp()?) e < // p(@) + [Vp(@)2) 2%, Vi e [0,T]

T / (Ip@) + [Vp(x)2) 2570,

Usando esto ultimo en (4.25) obtenemos

32/(|p(a7)|2+|Vp(x)|) “25600) gy <! // ([l + Juf?) e%do dt
Q PO

+ C's? // n?|u|te *?do dt
E’Y

+ C’s/ (Ip(@)|* + |Vp(2)[?) e 2O dx
Q
+C / u(6)|°e*#% 4 C / > |D2u(B))Pe ¢ dz,
Q

181<3

de donde, para s suficientemente grande y recordando que w = u;

# [ (@ £ 1p@F) e <Ot [ (uf ) 2o
Q

+ C's? // n’|ul*e™*?do dt

—l—C’/ lu(0)|%e —2s(0 +C’/ Z |Dﬁ DIRE —259(0) .

181<3

Mis atin, como @ > 0, podemos acotar inferiormente e~2*¢(%) por una constante posi-
e2MPlloo

T2 / 4
funciones acotadas, por lo que obtenemos asi finalmente que

tiva, por ejemplo, por C' = exp < 28 ) > 0. Ademads, n’e~2%? y n®e=2%% son

Iplline) < € (Ilullmsoszee + lulsiraacy + 1@ lsa + 1u@)lm@)

finalizando la demostracion. O]
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Capitulo 5

Conclusiones

A continuacién se presentan las conclusiones de este trabajo de memoria, y se mencio-
nan posibles trabajos futuros. Para demarcar claramente el trabajo realizado, veamos un
resumen de los resultados obtenidos para los dos problemas abordados.

5.1. Problema lineal

Para el problema lineal

vy —div(o(z)Vv) = g(z) enQ = (0,7) x 2

g—z =0 sobre X = (0,7) x 02
v(0) = vy enQ,

donde g es una fuente, 7" > 0y €2 es un dominio acotado de frontera regular, se estudi6 el
problema inverso de recuperar el coeficiente principal o en el caso de observaciones inter-
nas y de borde de tipo Dirichlet. En adicién a estas observaciones, se debe también medir
la solucién en todo €2 para un tiempo fijo ¢ > 0. En ambos casos, se demostro estabilidad
Lipschitz local en torno a una solucién regular (de referencia) con norma H'(2) para los
parametros y una norma adecuada para las mediciones. La demostracion de estabilidad
estd basada en el método de Bukhgeim-Klibanov y la desigualdad de Carleman para la
ecuacion del calor, suponiendo o regular. En el caso de observaciones internas, es nece-
sario suponer conocido este pardmetro para lograr un resultado estandar de estabilidad,
esto es, que el lado derecho de la desigualdad sélo dependa de mediciones locales de la
solucion y no del parametro. En el caso de observaciones de borde, tal supuesto no es
necesario para lograr el resultado buscado gracias a la funcién de Carleman.

Se obtuvieron los lemas 3.1.4 y 3.2.2, cuya utilidad estd dada en ponderar con un
término s* al pardmetro en el lado izquierdo de las desigualdades, hecho que es muy util
en este tipo problemas donde se trata de absorber términos positivos basados en el orden
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del exponente de los pardmetros s y A. Como se veria luego, estos lemas serian de gran
utilidad para el capitulo 4.

Debido a la regularidad que se le pidi6 a o (y que también repercute en que la norma
de la medicion debe ser en un espacio mds regular, H3(f2) en este caso), queda como
posible trabajo futuro estudiar el caso menos regular y obtener la estabilidad Lipschitz en
norma L?(Q2) para los parametros. Para esto, como primer enfoque, es necesario obtener
una desigualdad de Carleman para lados derechos en H (), lo cual no se ha logrado
aun para la regularidad que deseamos de las soluciones de la ecuacién en cuestion.

5.2. Problema ecuacion no lineal biestable

Para la ecuacion biestable

v —div(o(z)Vv) = f(v) en@Q

0
% =0 sobre X

v(0) =vg enf).

donde f(v) = a(z)v(l — v)(v — a(x)), se estudid la recuperacion de la conductividad o,
que se supone regular, a partir de mediciones tipo Dirichlet en una parte del borde de 2
y en un tiempo fijo > 0 en todo 2. Para este problema inverso, se obtuvo estabilidad
Lipschitz local en torno a una solucién regular con norma H'({2) para los pardmetros y
una norma similar al caso lineal para las mediciones. La demostracion sigue la misma
estrategia que para el caso lineal, pero con una desigualdad de Carleman nueva para la
ecuacion no lineal, utilizada en conjunto con la desigualdad usual para la ecuacién del
calor.

El lema 3.2.2 juega un papel muy importante en la obtencion del resultado de estabi-
lidad, pues gracias al factor s? es posible absorver términos para obtener las estimaciones
buscadas.

Un gran aporte en esta parte del trabajo es la demostracién de la nueva desigualdad
de Carleman en el caso de observaciones de borde. Se explicitaron los célculos que en
la literatura son dificiles de encontrar debido a que generalmente s6lo se menciona como
extension del caso de observaciones internas, el cual es mas simple de obtener.

Al igual que en el caso lineal, para la ecuacion biestable se puede estudiar el caso en
que la conductividad o tiene menos regularidad. Sin embargo, los resultados obtenidos
aqui motivan sin duda la extension a los modelos de Fitzhugh-Nagumo (1.2) y Aliev-
Panfilov (1.3). Aunque, como se vi6 en el capitulo 1, existen trabajos en estos modelos,
no existen, a nuestro conocimiento, resultados de estabilidad usando desigualdades de
Carleman, por lo que seria un trabajo original.
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5.3. Comentarios finales

Aunque no constituye uno de los objetivos principales de esta memoria, se hizo un anali-
sis cualitativo y numérico de la ecuacion biestable en una dimension. Con o constante,
se obtuvo una solucion explicita para el caso de dominio no acotado, de la cual es po-
sible encontrar formulas para la recuperacion de los pardmetros presentes en la parte no
lineal, asi como también de 0. Mediante pruebas numéricas se vié que estas férmulas son
sensibles a pequeilos errores en las mediciones.

En el caso de o variable, se realizaron simulaciones mediante el método de diferencias
finitas para comparar el comportamiento de la solucién con la onda viajera correspondien-
te a o constante. Se confirmé numéricamente que la onda se retrasa cuando pasa por una
zona de baja conductividad, la cual simula un tejido cardiaco muerto.

La recuperacion de la conductividad es un tema que amerita un trabajo mas profundo
en el aspecto numérico, al igual que simulaciones en dimensiones mayores.

Como comentario final, se puede decir que este trabajo servird como un primer acerca-
miento a quienes se interesen por los problemas inversos en EDP, en especial si se quiere
aprender como se aplican las desigualdes de Carleman a estos problemas.
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