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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE

INGENIERO CIVIL MATEMATICO
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FECHA: 20/04/2010

PROF. GUIA: HECTOR ARIEL RAMIREZ CABRERA

IMPLEMENTACION DE UN METODO DE PROGRAMACION SEMIDEFINIDA
USANDO COMPUTACION PARALELA

En el presente trabajo se estudio y redisefio una implementacion existente del algorit-
mo Filter-SDP, el cual resuelve problemas de programacion semidefinida no lineal de la
forma:

min f(z)
sa h(x)=0 (1)
G(z) 20

donde f : R — R, h: R" — RP y G : R — S™ son funciones de clase C? y S™
denota el espacio lineal de las matrices simétricas de m x m dotado del producto interno
A-B = Z:.Z:l A;i;B;;. El algoritmo resuelve en cada iteracién una aproximacion lo-
cal representada por un problema de programacién semidefinida lineal, y adicionalmente
se utiliza un esquema de penalizacion multi-objetivo, en el cual se minimiza la funcion

objetivo y una funcion de mérito utilizando un filtro.

Se estudid la introduccién de cédlculo paralelo en partes especificas del algoritmo, con
el objetivo de disminuir el tiempo de ejecucion. Se reimplement6 el algoritmo utilizando
el lenguaje C y la libreria de cédlculo paralelo MPI. Esa nueva implementacion se com-
paré con un desarrollo ya existente, realizado sobre la plataforma MATLAB, y se midi6 su
speedup en los problemas mds pesados de una bateria de tests escogida. Como apoyo al
desarrollo del algoritmo, se disefiaron nuevas fases de restauracion sobre la plataforma
MATLAB, con el objetivo de mejorar la calidad de las soluciones obtenidas. Se disefiaron
4 nuevos métodos para la fase de restauracion del algoritmo, cuyas principales areas de
influencia son la restauracion inexacta, el disefio de controladores retroalimentados de
salida estética y el posicionamiento de polos.

Dentro de los resultados obtenidos, se logré visualizar las ventajas de la nueva imple-
mentacion con respecto al desarrollo ya existente, asi como demostrar el beneficio que se
obtiene en el speedup para problemas pesados. También se realizé una comparacion entre
los métodos disefiados para la fase de restauracion, con la cual se llegé a conclusiones que
pueden abrir nuevas dreas de investigacion y trabajo a futuro.

Finalmente, se aprendi6 a utilizar una herramienta de algebra lineal que funciona sobre
ambientes de cdlculo paralelo, ScaLAPACK, y se perfeccion¢ el proceso de desarrollo de
software que ya se tenia sobre este tipo de plataformas.
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Capitulo 1

Introduccion

El tema central del presente trabajo consiste en estudiar la implementacion existente
de un algoritmo de programacion semidefinida no lineal y proponer una nueva aplicacion
que utiliza célculo paralelo. Se escogi6 el algoritmo Filter-SDP, desarrollado en [GR06],
el cual resuelve el siguiente problema de programacién semidefinida no lineal:

min f(z)
sa  h(z)=0 (1.1)
G(z) 20

donde f : R — R, h: R" — RPy G : R® — S™ son funciones de clase C? y S™
denota el espacio lineal de las matrices simétricas de m x m dotado del producto interno
A-B= 223:1 A Bj.

El algoritmo Filter-SDP resuelve en cada iteracion una aproximacion local represen-
tada por un problema de programacion semidefinida lineal (LSDP), muy parecido a lo que
ocurre en la programacién no lineal con el algoritmo de programacion cuadrdtica suce-
siva (SQP). Adicionalmente se utiliza un esquema de penalizacion multi-objetivo, el cual
minimiza la funcidn objetivo y una funcién de mérito (la cual es igual a cero si el punto
evaluado es factible y mayor que cero en caso contrario) de manera separada utilizando
un filtro F, que permite discriminar puntos a ser evaluados en cada etapa por el método
subyacente, revisando si un punto candidato aumenta o disminuye las funciones objetivo
y de penalizacién, y escogiendo aquellos que mejoran ambas simultineamente.

El algoritmo escogido realiza diversas operaciones en las cuales se estudia la apli-
cacion de célculo paralelo con el objetivo de disminuir el tiempo de ejecuciéon y ademds
se exploran nuevos métodos para algunos pasos del algoritmo Filter-SDP, en particular,
nuevas fases de restauracion.

La implementacion desarrollada aborda el siguiente problema, proveniente del 4drea de
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control de sistemas:

mil’lpeRpxr7Q7VESn TT((Cl -+ DlgFC)Q(Cl + D12FC)T)

s.a (A+ BFC)Q+ Q(A+ BFC)' + B Bf 0 (12)
(A+ BFC)V 4+ V(A+ BFC)' +1 0 ‘
Vi o= 0

Como tema secundario se plantea la exploracién de una metodologia de trabajo para
transformar algoritmos desarrollados en sistemas no orientados al cdlculo paralelo, en par-
ticular MATLAB © [Inc97], hacia sistemas netamente orientados, en particular ANSI C
[KR78] y MPI [Pac96]. Esta metodologia se describe utilizando como base los comentar-
10s de desarrolladores expertos y la experiencia personal adquirida.

1.1. Contexto

Los principales conceptos utilizados en este trabajo son la programacién semidefinida,
los métodos de filtro y la computacion paralela. A continuacién se presenta una introduc-
cion breve de cada una junto con su contexto histdrico.

1.1.1. Programacion Semidefinida

La programacion semidefinida (SDP) es una rama de la programacion matemaética
cuyo objetivo es minimizar la funcién lineal ¢’z donde ¢,z € R™, con ¢ constante y x
variable, bajo la restriccion:

i=1
donde Fy, ..., F,, € S" son matrices reales simétricas constantes. El problema SDP lineal
primal se plantea de la forma:

min clr

zeRm - (1.3)
sa Fo+> " v F; =0

Esta area de investigacion se mantuvo sin llamar mayormente la atencion hasta finales
de la década de los 80’s y principios de los 90’s, época en la que se introdujeron métodos
tedricamente eficientes y que funcionaban muy bien en la praictica.

Junto al crecimiento explosivo de algoritmos eficientes para su resolucion, el mode-
lamiento de diversos problemas provenientes de una gran cantidad de dreas contribuy6 de
manera significativa a la investigacion en programacion semidefinida. Algunas de esas
areas son la optimizacién combinatorial ([Lov79], [GW95], [Ali95]), la teoria de control
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de sistemas ([BEFB93)), el disefio estructural ([BTe93]) y la estadistica ((BW80], [Fle81],
[Fle85], [Sha82]).

Ejemplos, aplicaciones y algoritmos de resolucion para la programacion semidefinida
se revisardn con mayor detalle en el capitulo Antecedentes.

1.1.2. Métodos de Filtro

El problema general de la programacion no lineal general se plantea de la forma

iy /@) (1.4)
sa c(z) <0

con f: R" — Ryc:R" — R de clase C?. La mayoria de los métodos que resuelven
(1.4) estan basados en el método de Newton y son iterativos, es decir, dado un punto xy, se
resuelve una aproximacion lineal o cuadrética de (1.4) para obtener un nuevo punto x .
Cuando se esté lo suficientemente cerca del 6ptimo x*, la convergencia estd garantizada,
pero en caso contrario la sucesion {x;} puede no converger.

Para mejorar lo anterior se pueden utilizar funciones de penalizacion que se contruyen
como combinacion lineal de la funcidn objetivo y una funcién de mérito que mide la
factibilidad del punto z, por ejemplo, f(x) + ph(c(x)), con h(c(x)) igual a cero si z
satisface ¢(x) < 0 y mayor que cero en caso contrario.

Otro enfoque posible consiste en considerar la minimizacién de ambas funciones f(x)
y h(c(z)) por separado utilizando un enfoque multi-objetivo, con énfasis en la mini-
mizacién de h(c(x)) (para garantizar la factibilidad). Un filtro F se define como una
coleccién de puntos {(f(xr), h(c(zy)))}i, donde ningtn elemento domina a otro. Un
punto (f(xy), h(c(zx))) domina a un punto (f(z;), h(c(z;))) si'y sélo si

for) < fw)y hle(ar)) < hlc(a))

Observando la figura 1.1 se puede ver que un punto domina a todos aquellos que estan mds
arriba siguiendo por el eje de f(x) y mds a la derecha siguiendo por el eje de h(c(z)).

El filtro es una herramienta que permite discriminar puntos x; antes de ser utiliza-
dos en alguna fase interna del algoritmo de minimizacién subyacente. S6lo se escogen
los puntos que mejoran la funcién objetivo o la funcion de mérito, comparando con la
coleccion de puntos que ya se encuentran almacenados en el filtro.

La idea central de los métodos de filtro fue introducida por primera vez en [FLO2]
por Fletcher y Leyffer, donde se utiliz6 como herramienta para probar la convergencia
global de algoritmos de resolucién para (1.4), pero prontamente fue utilizada en dis-
tintas ideas para programacion no lineal. Por ejemplo, se establecieron resultados de
convergencia global para métodos de filtro en SQP utilizando una regioén de confianza
([FGL*02, FLT02]), convergencia local para métodos de filtro particulares en SQP con

3
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VEVN

' h(e(x)

Figura 1.1: Ejemplo de un filtro asociado a una funcién de mérito ([FLO2])

region de confianza que evitan el efecto Maratos ([Ulb0O4]), convergencia global y local
en algoritmos de filtro en SQP usando bisqueda lineal ((WBO05b, WB05a]) y también han
sido utilizados con éxito en métodos de punto interior ([BSV02, UUV04]).

En el capitulo Antecedentes se detallan algoritmos que utilizan filtros en reemplazo
de los métodos de penalizacion cldsica y se verd su adaptacion al algoritmo Filter-SDP.

1.1.3. Computacion Paralela

Los conceptos de computacion paralela o cdlculo paralelo se refieren a la utilizacién
de uno o varios procesadores destinados a resolver una tarea con la esperanza de reducir
el tiempo de computo original. En este trabajo se estudiaron los principales avances en la
introduccion de célculo paralelo dentro de la programacion semidefinida, donde se utilizan
conceptos bastante interesantes desde el punto de vista tanto tedrico como préctico. La
principal implementacién estudiada fue CSDP ([Bor99]), debido a su versatilidad y a que
su codigo es abierto.

En este trabajo se reviso el enfoque orientado a la memoria distribuida. En el capitulo
Antecedentes se explicard con mayor detalle este enfoque y en que partes del algoritmo
Filter-SDP se utilizara.

1.2. Motivacion

La principal motivacion para desarrollar este trabajo fue estudiar y experimentar el
proceso de desarrollo de una aplicacion cientifica desde su disefo, realizado en MATLAB
©, hasta su implementacién en un sistema de célculo paralelo, realizado en C y MPL

MATLAB © es uno de los software mas populares utilizado para el disefio de algorit-
mos, sin embargo, trasladar la implementacion realizada en ese lenguaje a un sistema de
produccién o desarrollo, como lo es un sistema de célculo paralelo, es una tarea dificil.

4
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Tipicamente se disefa el algoritmo utilizando MATLAB © y luego manualmente se con-
vierte a C u otro lenguaje para ponerlo en produccion. Este proceso es largo y propenso
a errores, y a pesar de que existen herramientas de conversion automaética de codigo entre
ambos sistemas, la utilizacion de calculo paralelo hace atin mds compleja esa conversion,
por lo cual se debe realizar de forma manual.

Otro elemento que motivo este trabajo fue la investigacion de sistemas que utilicen
computacion paralela para resolver problemas de programacion semidefinida. Debido a la
reciente expansion de los sistemas de cdlculo paralelo dentro del Centro de Modelamiento
Matematico de la Universidad de Chile, se opt6 por investigar un drea poco explorada, y
realizar un aporte para futuros proyectos e investigaciones realizadas.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

El objetivo general de este trabajo consiste en estudiar y reimplementar el algorit-
mo Filter-SDP utilizando elementos de la computacion paralela. Se revisaran las oportu-
nidades de paralelizacion del algoritmo y se disefiaran nuevos métodos para fases especifi-
cas del algoritmo, en particular, para la fase de restauracion. Finalmente se realizarén prue-
bas numéricas de las nuevas fases disefiadas utilizando una bateria de problemas prove-
nientes del drea de control de sistemas.

1.3.2. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos de este trabajo son los siguientes:

1. Estudio de herramientas de célculo paralelo aplicables en el algoritmo Filter-SDP.
2. Estudio del algoritmo Filter-SDP y reimplementacién utilizando C y MPL

3. Disefio e implementacion de nuevas fases de restauracion para el algoritmo Filter-
SDP.

4. Realizacion de pruebas numéricas para las nuevas fases de restauracion utilizando
la bateria de problemas COMPIleib [Lei04].

Adicionalmente, se plantea como objetivo secundario generar guias de uso y manuales
sobre la instalacion y utilizacion de distintos sistemas de célculo paralelo asociados a la
programacion semidefinida y el dlgebra lineal.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Programacion semidefinida

La programacion semidefinida ha unificado varios problemas en programacidén matematica,
los cuales pueden ser expresados como casos particulares de SDP. También ha permiti-
do modelar problemas aplicados provenientes de diversas dreas de la ingenieria. En esta
secciln se revisaran primero sus principales aplicaciones, luego algunas nociones bdsicas
sobre dualidad y posteriormente dos algoritmos de resolucion para SDP: punto interior
y paquete espectral, debido a que presentan implementaciones que utilizan computacion
paralela, lo cual se estudiard en la seccidn 2.4.

2.1.1. Aplicaciones

Programacion lineal

El problema de programacién lineal conc € R", b € Ry A = [a4] ... |a,] € R™*"
se escribe de la forma
min 'z
zERn (2.1)

sa Arx+b>0
y utilizando la siguiente propiedad

U1
Propiedad 2.1.1. Parav € R", v > 0 si'y sélo si diag(v) = = 0.

el problema se puede formular como un problema SDP:

min cx
z€R™ ) (22)
s.a diag(Ax +0) =0

6
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o equivalentemente

min cx

reR?

s.aa diag(b) + > x;diag(a;) = 0 (2.3)
——— ——

Fg Fi

Programacion cuadratica

Los problemas de programacion cuadratica también se pueden expresar como un
SDP. Para c € R",b,g € R",d € R,A, H € R™*", con H = [hy]...|h,)], el problema
se escribe

min  (Az +b0)"(Az +b) — 'z —d
zER™ 2.4)
sa Hr+g>0

acotando la funcion objetivo por una variable auxiliar ¢ se obtiene

min ¢
zeR™ teR
sa  (Az+b)T(Az+b) -z —d <t (2.5)
Hx+¢g>0

y utilizando la siguiente propiedad

. A B
Propiedad 2.1.2. Para U = ( BT C

U»>0siysélosiC — BTA™'B = 0. A la matriz C — BTA7'B se le llama complemento
de Schur de A en U.

) con A, C simétricas y A > 0, se tiene que

el problema se puede formular como un problema SDP:

min t
zeR™ teR
Ly Ax+b
mxm - (2.6)
(Az+b)" Tz +d+t =0

diag(Hz +¢) = 0

S.a

Para agrupar las dos restricciones semidefinidas se utiliza la siguiente propiedad

Propiedad 2.1.3 (Criterio de Sylvester). A > 0 si'y sélo si todo menor principal (di-
agonal) de A (submatriz que se obtiene como resultado de eliminar filas de indices I y
columnas de indices J a la matriz A, con I = J) es semidefinido positivo.

con lo cual el problema queda de la forma

min ¢
zeR™ teER
]glxnl Ax +b (2:7)
s.a (Az+b)" Tz +d+t =0
diag(Hz + g)
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En este caso,

]ﬁmxnz b
FO == bT d
I diag(g)
-Omxwz Omxl
F = O1xm 1
| Onwxnm
-Omxm Q;
Fi—l—l = aiT C; ,7::1,...,77/
diag(%;)

donde F{ es la matriz constante, F; estd asociada a la variable ¢t y F;,; estd asociada a z;,
con:=1,...,n.

Programacion de conos de segundo orden

Otro ejemplo se refiere a la programacion de conos de segundo orden. Para ¢ €
R"™ b e R™ A € R™*", el problema se puede escribir de la forma

min ¢’z
zeRn+1
sa Ax=1» (2.8)
7] < o
donde T = (z1,...,x,) y * = (xo, 7). Usando la siguiente propiedad
. _ Zo fT
Propiedad 2.1.4. ||Z|| < z( siy sélo si | _ >~ 0.
x0]n><n

el problema se puede formular como un problema SDP:

min ¢z
zeRn+1
Zo fT 0
T :BOIan o
L —A b
Transformando la restricciéon Az = b en FRE: + | b > 0, el problema queda
de la forma
min  c'z
zeRn+1

(
sa [ 4 } T ( Y ) >0 2.10)
{ 0
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o equivalentemente

min ¢z
reRnt1

s.a  diag ({ _AA } x + ( _bb )) =0 (2.11)

=T
|:.C130 Xz :|>_0

T xOIan -

y utilizando la propiedad 2.1.3 se tiene que

min ¢z
xeRn+1
g A b
g\l o4 [P 2 (2.12)
s.a - =T =0
x xOIan
Y en este caso,
[ b
R = diag ( b )
L 0n+1><n+1
diag( _aal )
- 1
o= 1 O
L 0n><1 In><n
dlag < _aC'Li-i-l )
F, = B . Li=1,...,n
L €; 0n><n

con e; € R™ el vector de ceros con un 1 en la posicion i-ésima, y donde Fj es la matriz
constante, F} estd asociada a la variable z( y F;;, estd asociadaa z;,coni =1,...,n.

Optimizacion combinatorial y no-convexa

El problema de asignacion cuadrética para variables 1 y —1 se puede plantear de la

forma:

min 2" Az + 2b"x

zeR? ] (213)

sa xe{-1,1},i=1,....n
Este problema es NP-duro, por lo tanto la obtencién de cotas inferiores para su valor
optimo es de utilidad para métodos de tipo ramificaciéon y acotamiento. Utilizando pro-
gramacion semidefinida se puede construir una relajacion que entrega como resultado una
cota inferior de (2.13).
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La restriccién x; € {—1,1} se puede escribir como z? = 1 e introduciendo la matriz
de variables X = XT = 22T € S™ de tal manera que

v Az = Tr(X A)
el problema (2.13) se puede formular de la siguiente manera

min  Tr(XA) +2b'x

z€ER™
S.a X”:L izl,...,n (214)
X =z2"

El problema anterior posee la restriccion X = zaT la cual se puede relajar considerando
a la matriz X como una variable independiente de x e imponiendo X > xzT. Bajo esa
suposicion podemos utilizar el complemento de Schur visto en la propiedad 2.1.2 con-
siderando A = 1, B = x y C' = X, con lo cual el problema se plantea de la forma
min Tr(XA) +2b"z
z€R" X eSn

s.a Xgy=11=1,...,n (2.15)

Acotando la funcién objetivo por una variable auxiliar, transformando la restriccion de
igualdad en una restriccion semidefinida y juntando todas las restricciones en una sola
gran restriccion semidefinida se obtiene la formulaciéon SDP que entrega cotas inferiores
para el problema (2.13).

Se puede generalizar el resultado visto para el problema de asignacion cuadratica, de
la siguiente forma. Supongamos que el problema a resolver es el siguiente:

min 2T Agx + ZbEx + ¢
weRn T (2.16)
sa x Ar+2,x4+¢<0,1=1,...,n

donde las matrices A;,7 = 0, ..., n no necesariamente son definidas positivas. Este prob-
lema es no convexo y NP-duro, e incluye a los problemas de optimizaciéon con funcién
objetivo polinomial y restricciones polinomiales. El problema (2.16) se puede escribir

como un SDP:

m]%n Tr(X Ap) + 2byx + co
zeR™

sa Tr(XA)+2bjz+c¢<0,i=1,...,n (2.17)
X = za”

y realizando la misma relajacién del problema (2.15), el problema (2.16) relajado que
entrega cotas inferiores queda de la forma

min Tr(X Ag) + 2byx + co
z€R?, X eSn

s.a Tr(XA;) +2bjz+¢;<0,i=1,...,n (2.18)
X = zxT

10
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o equivalentemente:

min _ Tr(X A4g) + 2byz + co

z€ER™, X eESn
sa  Tr(XA)+2bjz+¢<0,i=1,...,n (2.19)
{ X w } =0
2 1|~

Valores propios

Diversos problemas asociados a la minimizaciéon o maximizacién de funciones de
valores propios de matrices simétricas se pueden representar como SDP’s.

Por ejemplo, para minimizar el maximo valor propio de una matriz X € S", A4 (X),
primero consideremos la siguiente restriccion con ¢ € R:

tl, — X =0

Los valores propios de la matriz t/,, — X serdn exactamente ¢ menos los valores propios
de X y al imponer que ¢/, — X > 0 se tiene que ¢ mayora a todos los valores propios de
X y ademds t — Apsx(x) > 0, luego, el problema que minimiza el maximo valor propio

de X es
min ¢
teR (2.20)
sa tl,—X >0

Andlogamente, si se desea maximizar el valor propio minimo, la formulacién es la
siguiente

max t
teR 2.21)
sa X—tI,>=0

Un resultado similar se obtiene para un caso particular de valores propios generaliza-
dos, aquellos valores A € R que satisfacen Ax = ABx, donde A, B € Sy B > 0.
Utilizando la raiz cuadrada de B, de la forma B = B'/2B'/? y resolviendo el polinomio
cardcteristico de AB — A se obtiene

det(AB—A):O PN det(B1/2<)\[n_B*l/QABfl/Q)Bl/Z):O
o det(BY?)det(\I, — B"2AB/?)det(BY?) = 0
 det(\, — B~Y2AB7Y/?) =0

Con lo anterior, se tiene que los valores propios generalizados de Az = ABx corre-
sponden exactamente a los valores propios de la matriz B~/2AB~'/? y utilizando las
formulaciones (2.20) y (2.21) se puede minimizar el valor propio maximo o maximizar el
valor propio minimo.

Si se tiene que
M (X) > Xa(X) > LA (X)

11
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la suma de los primeros  valores propios de una matriz X € S”, S(X) = S5 Ai(X),

se puede representar como una restriccion semidefinida positiva para las variables Z € S”
yseR:

t—ks—Tr(Z) > 0 (2.22)
Z = 0 (2.23)
Z—-X+sl, = 0 (2.24)

donde ¢ € R acota a la suma de la forma Si(X) < ¢. Lo anterior se demuestra con la
siguiente propiedad:

Propiedad 2.1.5. Dado un par (X,t) € S* xR, entonces existen (Z, s) € S™ xR solucion
de (2.22)-(2.23)-(2.24) si'y solo si Sp(X) < t.

Suponiendo que (X, ¢, Z, s) es solucidn de (2.22)-(2.23)-(2.24), se tiene que X < 7+
sI,, por (2.24). Recordando que el vector de valores propios A(X) = (A (X), ..., A, (X))T
es »-mondtono, es decir, si X, X’ € S”, entonces X = X' — A(X) > A\(X’), se obtiene

MX) < AZ+sl,)

= MNZ)+s

y por lo tanto

Sp(X) < Sp(Z) + sk
Como Z = 0 por (2.23), se tiene que Si(X) < Tr(Z) + sk y por (2.22) se obtiene
Sk(X) < t. Ahora, suponiendo Si(X) < ¢, sea s = A\x(X). Entonces la matriz X — s/,
tendrd a los mayores & valores propios no negativos y a los n — k restantes no positivos,
es decir, \;(X — sI,,) > Oparai < ky \(X — sl,,) < Oparai > k.Si X = EDE™,
sea Z € S" de la forma

)\1(X - S]n)

)\k(X — S[n)

0

Con lo anterior, Z y s satisfacen (2.23) y (2.24) pues por construccién Z = 0y Z — X +
sl, = 0. Ademads se satisface (2.22) pues Tr(Z) = Si(X) — sk luego t — sk — Tr(Z) =
t — Sk(X) > 0.

12
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2.1.2. Dualidad

El problema dual de (1.3) es el siguiente:

x —Tr(FoZ
piy —Th2)

sa Tr(FZ)=c,i=1,...m (2.25)
Z =0

Para ejemplificar, recordemos que la formulacién SDP para el problema de programacién
lineal (2.1) es:

min 'z

zeR™ . . (2.26)
s.a  diag(b) + > ., x;diag(a;) = 0

Luego, el problema dual es de la forma:

mdx —Tr(diag(b)2)

sa  Tr(diag(a;)Z) = ¢, i=1,...m (2.27)
Z =0

Como diag(a;)Z y diag(b)Z son matrices diagonales de la forma diag(l;z;; : i = 1, ..., m),
podemos considerar Z como una matriz diagonal, con lo cual el problema coincide con el
dual de la programacion lineal:

mix —blz
zeR™
sa alz=c,i=1,...m (2.28)

z>0

Un concepto importante en programacion matematica es la caracterizacion del salto
de dualidad o gap de dualidad entre v y Z. Sean x primal factible y Z dual factible, el
salto de dualidad 7 se caracteriza de la forma:

n = ca— (-Tr(F2))

= Y e+ Tre(FpZ)

i=1
= ) TH(FZ)z + Tr(Fy2)
i=1
= Tr(F(z)Z)
donde F(z) = Fy + Y-, ;F;. Utilizando la siguiente propiedad:

Propiedad 2.1.6. Si A, B son matrices simétricas semidefinidas positivas, entonces Tr(AB) >
0.

13
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se tiene que 7 > 0.

En programacion lineal los valores optimales del problema primal y dual siempre eran
iguales, excepto en el caso donde ambos eran infactibles. En el caso SDP, pueden ocurrir
situaciones donde no existan soluciones 6ptimas atin cuando los valores optimos sean
finitos, o donde ambos valores 6ptimos son finitos pero el salto de dualidad es mayor que
cero.

Dos teoremas importantes asociados a los valores dptimos primal y dual, donde se
caracterizan las particularidades de SDP, son los siguientes:

Teorema 2.1.7 (Dualidad débil). Si p* y d* son valores optimos para el problema primal
y dual, se tiene que p* > d* o equivalentemente el salto de dualidad n satisface n > 0.

Teorema 2.1.8 (Dualidad fuerte). Si p* y d* son valores optimos para el problema primal
y dual, se tiene que p* = d* si se satisfacen:

1. 3x tal que F(x) - 0
2. 3Ztalque Z =Z" = 0y Tr(F;Z) = ¢;i = 1,...,m

Por ejemplo, el siguiente problema no respeta las condiciones para que se cumpla la
dualidad fuerte:

min
r€ER3

0z 0 (2.29)
s.a T, Ty 0 =0

0 0 T+ 1

El conjunto de soluciones factibles es {(z1,x2) : 1 = 0,25 > 0}, por lo tanto p* = 0. El
dual es el siguiente:

max —Z33
Zes3
S.a Zo1 + 212 + 233 = 1 (230)
Z99 = 0
Z =0
o equivalentemente:
max —zs3
ZeS3 .
—2Z,
Z11 5 213
s.a 1_—2‘233 0 203 | =0 (2.31)
<31 232 233
N -~ o
z

La restriccién anterior es equivalente a que los menores principales (diagonales) sean
semidefinidos positivos, es decir:

max —233
ZeS3 )
1_
s.a (1) >0 (2.32)
2117233 — Z13231 > 0
293732 >0

14
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Como Z es simétrica:

max —Z33
Zes? ,
1—
sa () , 20 (2.33)
z11233 — 213 >0
23 >0
luego d* = 1, pues 233 = —1 maximiza la funcién objetivo respetando la restriccion

s\ 2 .
(1%) > 0. En este caso p* # d*, y esto ocurre pues no se cumplen las condiciones de
dualidad fuerte.

Suponiendo que existen x, Z factibles tales que c'z = p* = —Tr(FyZ) = d*, el salto
de dualidad en este caso es = 0, luego, Tr(F'(z)Z) = 0. Recordando que F'(x) = Oy
Z = 0, se tiene que

F(x)Z =0
Este resultado se denomina condicion de holgura complementaria.

Para caracterizar los puntos Optimales del problema primal y dual, se tiene el siguiente
resultado:

Proposicion 2.1.9. El punto x € R" es primal-ptimo si'y sélo si existe Z € S™ tal que
Fz) = 0
Z = 0
Tr(FZ) = c¢,i=1,..m
Fx)Z = 0

2.1.3. Algoritmos de resolucion
Punto interior

Los métodos de punto interior se basan en las condiciones optimales descritas en el
teorema (2.1.9), reemplazando la condicion de holgura complementaria por una condicion
perturbada. Usando una variable de holgura S € S”, las condiciones de optimalidad de la
proposicion 2.1.9 se pueden escribir de la forma

Flz)+S5=0 S*>0
Tr(FZ)=c,i=1,...m Z=0
SZ =0

Al suponer que se satisfacen las condiciones de dualidad fuerte (factibilidad estricta), el
siguiente sistema perturbado tiene solucién dnica para cada p > 0:

Flx)+S=0 S>0
Tr(FZ)=c,i=1,..m Z>0
S7Z = ul,
15
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Es posible probar que el conjunto {(x,,S,,Z,) : p > 0} define una curva regular
parametrizada por i, la cual usualmente se denomina camino central.

El objetivo es calcular (Az, AS, AZ) de manera que S+ AS = 0y Z + AZ = 0.
Ignorando las restricciones S, Z > 0 y denotando
TI'(F1Z)
F(Z) = :
Tr(F,2)

, para obtener una solucion del sistema perturbado se debe resolver el sistema

F(z)+ S
Tu(2,8,2) = F*(Z)—c | =0 (2.34)
SZ — ul,

Utilizando el método de Newton-Raphson se construye el sistema

Jr, (2,8, Z)(Ax, AS,AZ) = =T,(x,5, Z) (2.35)
donde
Jr,(x,S,Z)(Azx,AS,AZ) := F*(AZ) (2.36)
ASZ + SAZ
con lo cual el sistema (2.35) queda de la forma:
Yo Az Fy+ AS —F(x)-S
F*(AZ) = c—F*(2) (2.37)
ASZ + SAZ ul, —SZ

En este sistema, se requiere que las matrices AS y AZ sean simétricas, pues se utilizaran
como direcciones de descenso. En el caso de AS, por la primera ecuacién de (2.37), se
tiene la simetria, pues Y " | Az, F; + F(x) + S es simétrica. El caso de AZ no es directo.
Para solucionar lo anterior, en [Zha98] se propone realizar una simetrizacién, cambiando
la tercera ecuacion de (2.37) por

donde Hp es una transformacioén lineal definida de la forma
1
Hp(N) = 3 (PNP~ '+ (PNPHT) (2.38)

para una matriz N € R™*" cualquiera y una matriz no singular P € R"*". Las elecciones
mds populares para la matriz P son 3:

= AHO: P = I ([AHO96])
16
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» HKM: P = Z'/? ([HRVW96, KSH97, Mon97])

1/2

» NT: P = (X V2(XY2ZXY2)2X-1/2) 77 (INT97))

En resumen, la direccion (Az, AS, AZ) en el punto (z, S, Z) satisface

TI'(FzAZ> = T’Z‘,’L.:]_,...7m
Hp(ASZ) + Hp(SAZ) = H

donde Ry r; se definen de la forma
R = —Fo—zl'iFi_S
=1

r, = ¢—To(FZ),i=1,....m
H = upl,— Hp(SZ)
y definiendo los operadores lineales £ : S — S" y F : S" — S" como
E(E)=Hp(EZ), F(FE)= Hp(SE)
, se puede reescribir el sistema (2.39):
YA F,+AS = R

TI'(FzAZ> = ri,izl,...,m
E(AS)+F(AZ) = H

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Usando el siguiente lema ([MZ99]) se construye el sistema final que debe ser resuelto en

cada iteracion:

Lema 2.1.10. Sean £ : S* — S"y F : S" — S" operadores lineales definidos en (2.40)
y tal que & es invertible y sean (r, R, H) € R" x S" x Sy F; € S",i = 1,...,m dados.

Sean
V, = ENFEFEY),j=1,...,m
V = &YFR)-H)
M;; = Tr(FV;),i,7=1,...,m
hi = r+Tr(F;V),i=1,...,m

(2.42)
(2.43)
(2.44)
(2.45)

Entonces (Ax, AS, AZ) satisface el sistema (2.41) si'y solo si Az satisface el sistema

MAx =h
y (AS, AZ) estdn dados por

AS = ) AzV;-V
j=1

i=1

En particular, si la matriz M es invertible, el sistema (2.41) tiene solucion unica.

17

(2.46)

(2.47)

(2.48)



2.1. Programacion semidefinida CAPITULO 2. Antecedentes

Teniendo en consideracidn este esquema, a continuacion se explicard un método primal-
dual predictor-corrector desarrollado por Mehrotra en [Meh92]. Este método es de espe-
cial importancia pues es el que se encuentra implementado en las herramientas computa-
cionales utilizadas en este trabajo para resolver problemas de programacion semidefinida
lineal (CSDP, [Bor99]).

En el esquema predictor-corrector se calculan 2 direcciones en cada iteracion, una
direccién de escalamiento afin (Axz®, AS®, AZ®) solucién del sistema (2.41) con p = 0,

es decir, H = —Hp(SZ). Luego se calcula un pardmetro o € [0, 1) de la forma
Tr ((Z + a5 AZ%) (S + a%ASY))]?
= 2.49
7 Tr(ZS) (249)
con
ap = min{l,mix{a>0:S5+ aAS* > 0}} (2.50)
af, = min{l,mix{a >0: 7 +aAZ* = 0}} (2.51)

Este pardmetro se utiliza para calcular la direccién de correccion (Ax®, AS¢, AZ€) re-
solviendo el sistema
Yo AxEE, +ASC = 0
Tr(F;AZ°) = 0,i=1,....m (2.52)
E(AS)+ F(AZ°) = opl, — Hp(AZ*AS?)

Trzs)

con p := ===, Esta soluci6n es de la forma:
AZ° = =) Az“F (2.53)
i=1
AS¢ = Ve —EYF(AZY)) (2.54)
con V¢ =E Y Hp(AS*AZ*) — oul). Utilizando el lema (2.1.10) y considerando
h =r;+Te(FVe),i=1,...,m (2.55)

se deben resolver dos sistemas M Az® = h'y MAxz® = h para obtener las direcciones
(AZ*, AS*)y (AZ°¢, AS). La direccion final se contruye sumando ambas direcciones y
ponderando por escalares de la forma

T x + ap(Ax® 4+ Az®) (2.56)
S = S+ap(AS*+ ASY) (2.57)
Z = Z+ap(AZ°+ AZ°) (2.58)
con
ap = min{l,max{a >0:S5+ a(AS*+ AS°) = 0}} (2.59)
ap = min{l,max{a >0: 7+ a(AZ°+ AZ°) = 0}} (2.60)

Se repite el proceso para el nuevo punto (Z, S , Z ) tomando como condicién de parada
Tr(SZ) < e para e suficientemente pequefio. Todos los pasos del método se pueden ver
en el algoritmo 1.

18
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Algoritmo 1 Punto Interior Primal-Dual Predictor-Corrector
1: (INPUT) Punto inicial (0, Sy, Zy), con Sy, Zy > 0; tolerancia € > 0.
2: (INICIALIZACION) k = 0.
3: while Tl‘(ZkSk) > edo
4:  Para o = 0, construir direccion de escalamiento afin:

»  Calcular M y h descritas en (2.44) y (2.45).
= Resolver MAx® = h.
= Calcular AZ*y AS*usando (2.48) y (2.47).

5:  Calcular o y los valores a% y af usando (2.49), (2.50) y (2.51).

Tr(z;.5k)

6: Parap= , construir direccidn de correccion:

s Calcular h°¢ descrita en (2.55).
= Resolver M Ax® = h°.
s Calcular AZ¢y AS¢ usando (2.53) y (2.54).

Calcular los valores a% y af, usando las férmulas (2.50) y (2.51) con AS“y AZ°.
Sumar las direcciones de escalamiento afin y de correccion para obtener
(Az, AS, AZ).

9:  Actualizacion:

Tpe1 = X+ apAx
Skr1 = Sk + apAS
Zk+1 = Zk + OéDAZ

con ap y ap calculados segun (2.59) y (2.60).
10 k—k+1
11: end while
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Paquete espectral

Otro método desarrollado para la resolucion de SDP’s trata directamente con el prob-
lema (2.25) agregando una restriccion sobre la traza de las variables. En esta parte se
utilizard la notacion definida en [HROO] para conservar la limpieza de los resultados.

Para C, A; € S",1 = 1,...,ny b € R™, el problema primal con traza constante
Tr(X) = 1 se escribe de la forma:

max (C, X)

Xesn
(X, 1) =1
X >0

<A1> X>
donde (C, X) =Tr(CX)y AX = : . El problema dual asociado es
(Am, X)

min Yo + by
ZeSn yeR™ yoER

s.a 7 =yl + Ay — C (2.62)
Z =0

donde ATy = >~ y;A;. De la condicién de holgura complementaria, las soluciones
primal y dual satisfacen XZ = 0, por lo tanto conmutan y son simultdneamente diago-
nalizables, es decir, X = PAxPTy Z = PA,P". Si se impone que X # 0, luego,

/\min(AZ) =0= /\min(Z)
Entonces:

= Amn(2)
= Ayl + Ay — C)
0 = %o+ dm(A'y —O)
Yo = _)‘min(-ATy - C)
Yo = Amax(C — ATy)

El problema dual se puede plantear de forma irrestricta de la siguiente manera:

min - Apa(C — ATy) + b7y (2.63)

yeR™
sin perdida de generalidad, al cambiar los signos de C', A; y b, se tiene:

min - Apax(A'y — C) = by (2.64)

yER™
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La idea a continuacién es minimizar la funcion f(y) = Apax(ATy — C) — by uti-
lizando el método del paquete proximal. En la iteracion k-ésima de este método, se debe
calcular un subgradiente g, de f evaluado en un punto xy, es decir, gx € 0f(yx), el cual
se almacena en un paquete G, = {g;} UGx_1 y se utiliza en la resolucién de un subprob-
lema:

k
i { s 100+ (o0 |+ 1y el 265

yeER™ | geGk

Fur)

g, se utilizan

O(f ()l + 1)

donde p* > puin, CON P UN parametro fijo. Las soluciones de (2. 65)
para actualizar el paquete y verificar el criterio de parada f(y;) — f ()
para ¢ suficientemente pequefio.

gy
<

El primer paso consiste en calcular un subgradiente de A4, (ATy — C') — b'y. Para
ello, conviene usar la siguiente caracterizacion:

Amix(Z) = méx{(q, Zq) : |lq| = 1} (2.66)
= max{(qq", Z) : ||| = 1} (2.67)
= max{(U,Z): U € S", Tr(U) = 1,U = 0} (2.68)

La ultima igualdad se debe al siguiente resultado ([Ove92]):
conv{ww' :w € R"|w|| =1} = {U:U €S, Tr(U)=1,U =0} (2.69)

donde conv{ A} representa la envoltura convexa del conjunto A.

El subdiferencial O\ ,4(Z) se caracteriza de la forma ([HUY95], teorema 3.1):

Omax(Z) ={W € ST : Tr(W) = 1, (W, Z) = Ausx(2)} (2.70)

En términos numéricos, puede resultar dificil obtener un subgradiente, por lo cual
el e-subdiferencial O A\pmax(Z) es de mayor utilidad al entregar estabilidad a los calculos
realizados:

Odmix(Z) = {W € ST Te(W) = 1, (W, Z) > Anax(Z) — ¢} @.71)

Si € es suficientemente pequeiio, el e—subdiferencial aproxima al subdiferencial. Para
calcular el e—subdiferencial de f(y) = Apax(ATy—C)—0b"y, se procede como en [HROO],
usando [HUL96], proposicion XI.1.3.1:

O (Amax(ATy = C) = bly) = A(FAmsx(A'y — C)) — {b}
= {AW—b W e Sn,Tr(W) - ]-7
<VV, ATy - C> 2 )\méX(ATy - C) - 6}

Para calcular un elemento del e—subdiferencial, tomando v € R, ||v|| = 1 tal que

(A — O)v = Apax(ATy — C)v
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se tiene que W = vo! satisface vo' € S}, Tr(vo") = |Jv]| = 1 y adems:

(", Ay —C) = (v,(Ay — C)v)
= (0, Amax(A"y — C)v)
= Anax(A'y — O)
> Aax(ATy —C) — €

luego, Avv™ — b € 9, (Amax(ATy — C) — b'y).

De esta manera, en cada iteracion del método se debe encontrar un par (6, v), valor

propio y vector propio maximal asociado de la matriz A%y, —C, con yy, el punto asociado a
la iteracion k-ésima. Como se utiliza el e—subdiferencial, se desea encontrar un par (6, v)
lo suficientemente maximales, es decir, con e suficientemente pequeiio. En la practica,
basta con que la pareja (6, v) estén cercanos a los maximales, y para ello se puede utilizar
el método de Lanczos ([Par87]), el cual resuelve precisamente este problema, y con un
buen comportamiento numérico si A; y C' son ralas.

Todos los pasos del método se pueden ver en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Paquete Espectral

1: (INPUT) Funcién objetivo f(y) = Ausx(ATy — C') — bTy; punto inicial y,; pardmetro

B LN

10:

12:
13:

D A

de mejoramiento my, € (0,1/2); pardmetro de término § > 0; peso p° > pin > 0.
. (INICIALIZACION) & = 0; ¢° € 0f (y); G° = {¢°}.
: while £ =0,1,2,... do

(SUBPROBLEMA) Resolver

k
, , P 2
+ < —Yp >+ —=|ly —
peRm {g’ggﬁjf(yk) 9:Y — Yk } 5 ly — vl

N

Fur)

y obtener y, g 6ptimos.
if f(y) < f(yk) + mo(f(y) — f(yx)) then
Yk+1 = U (paso en serio)
else
Yr+1 = Yx (paso nulo)
end if X
if f(yx) — f(¥) < ([f(yx)| + 1) then
(OUTPUT) Retornar § = y; como la solucién aproximada de min{y € R™ :
f(y)}. PARAR.
end if
(UPDATE) Agregar § y un nuevo elemento g de 9f (%) a G* para obtener G**1,
Actualizar p* para obtener p**1 > p . k — k + 1.

14: end while
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2.2. Meétodos de Filtro

Como se menciond en el capitulo introductorio, los métodos de filtro tiene por obje-
tivo realizar una minimizacién multi-objetivo de la funcién f (funcidn objetivo) y de una
funcion de mérito h (medida de la infactibilidad). En esta seccion se describe formalmente
el concepto de filtro y se verd una aplicacion a la programacién no lineal, utilizando como
referencia el articulo de Fletcher, Leyffer y Toint ([FLTO02]).

Primero algunas definiciones basicas:
Definicion 2.2.1 (Dominancia). Un punto (f(xy), h(c(xy))) domina a un punto ( f(x;), h(c(x;)))
si se satisface
fr) < fw) y hle(zr)) < h(e(a))

Definicion 2.2.2 (Filtro). Un filtro F se define como una coleccion de puntos

{(f (@), hle(ze)) ez

, con N > 1, donde ningtin elemento domina a otro.

Definicion 2.2.3 (Aceptabilidad). Un punto T se dice aceptable por un filtro F = {(f;, h;)}}2,
sipara el par (f,h) := (f(T), h(c(T))) se satisface paratodo j = 1,... N:

h<Bhéf+yh<f 2.72)
donde 0 < v < 3 < 1. El par (f, h) también se dice aceptable por el filtro F.

Definicion 2.2.4 (Actualizacion del filtro). Sea (f,h) aceptable por un filtro F. Si se
agrega (f, h) al filtro, se dice que se realiza una actualizacién del filtro F al eliminar de
él todos los pares (f;, h;) que son dominados por el nuevo elemento (f, h).

Como primer resultado, se presenta el lema fundamental y su corolario aplicado al
filtro, cuyas demostraciones se pueden revisar en [FLT02], asociado a la convergencia de
la funcién de mérito en un filtro:

Lema 2.2.5. Sean las sucesiones {hy} y { f} tales que h;, > 0y fi es mondtona decre-
ciente e acotada inferiormente. Sean [3 y y tales que 0 < v < 3 < 1. Si para todo k se
satisface

hiy1 < Bhy 6 fro — frr1 = Yhia (2.73)

, entonces hy, — 0.

Corolario 2.2.6. Sea {(hg, fx) }ren una sucesion de pares aiiadidos a un filtro F, donde
hi. > 0y {fx} esta inferiormente acotada. Entonces hy — 0.
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El corolario anterior garantiza la convergencia de la funcién de mérito a cero lo que
significa que para una sucecién de puntos {x } ren aceptables por un filtro, en el limite se
satisface la factibilidad del problema (2.74).

Para ejemplificar la utilizacién de estos métodos, en esta seccion se revisara su apli-
cacion en el algoritmo Filter-SQP descrito en [FLTO02], el cual resuelve el problema de
programacion no lineal con restricciones de igualdad y desigualdad:

mﬁ’%n f(z)

TER™

sa c(r)=0,1€& (2.74)
ci(x) <0,ieZ

donde £ y 7 son los indices de las restricciones respectivas. Este algoritmo sirve como
base para el desarrollo del algoritmo Filter-SDP, el cual se explicard en detalle en la
seccion 2.3.

Primero conviene definir el problema cuadratico QP(zy, p):

min  ¢(d) :== V f(z)"d + 3d"Byd

deR™
sa  c¢lzg) + Vel(zg)d=0,i€ & (2.75)
ci(zp) + Ve(zp)'d <0,i €T
ldlloe < p

donde By, € S" y la funcién de mérito h(c(x)):

hc(z)) =Y max{0,¢;(z)} + Y c}(x) (2.76)

1€l €€

La idea principal consiste en resolver en cada iteracion el problema QP(xy, p) para p > 0,
obteniendo una solucion d; € R"™ o verificando que no hay factibilidad. En caso de no
haber factibilidad se ingresa el punto (h(c(z)), f(xx)) al filtro F, se actualiza el filtro
JF y se inicia una nueva iteracién. En caso de existir solucion, se verifica si d = 0, en
ese caso se satisfacen las condiciones KKT para el punto zy, por lo tanto se reporta esa
solucion y se detiene el algoritmo. Si dj. # 0, se ajusta esa solucién hasta que se satisfagan
condiciones que garantizan la convergencia y ademds xj, + dj sea aceptable para el filtro
F.

Previo a la resolucion de QP(zy, p), se debe verificar que el punto x; sea aceptable por

el filtro F, por lo tanto se tienen 2 condiciones fundamentales para el éxito del algoritmo:

= 1 es aceptable para F

» QP(zy, p) es factible para algiin p > p,

El proceso para obtener un punto x; que satisface las restricciones anteriores se denom-
ina fase de restauracion y tiene un papel fundamental en el rendimiento del algoritmo
(implementacion y desempefio) asi como su convergencia.
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Para simplificar la notacién, se denota:

Afe = flae) — flan +dy)

El algoritmo 3 describe los pasos del algoritmo Filter-SQP.

La convergencia del algoritmo se demuestra en el siguiente teorema, cuya demostracion
se detalla en [FLTO02]:

Teorema 2.2.7 (Convergencia Filter-SQP). Si se cumplen las siguiente suposiciones:

1. Todos los puntos xj. obtenidos por el algoritmo pertenecen a un conjunto X no
vacio, cerrado y acotado.

2. Las funciones f(x)y c¢;(x),i € T UE son de clase C* en un abierto que contiene a

X.

3. Existe M > 0 tal que las matrices By, satisfacen || By||2 < M para todo k.
Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(A) La fase de restauracion falla al no encontrar un punto x que sea aceptable por el
filtro y factible para QP(x, p) para algiin p > p,.

(B) Se encuentra un punto KKT del problema (2.74) (d = 0 resuelve QP(xy, p) para
algiin k).

(C) Existe un punto de acumulacion factible para (2.74) el cual puede ser un punto
KKT o bien no satisfacer las condiciones de Mangasarian-Fromovitz.
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Algoritmo 3 Filter-SQP

1: (AINICIALIZACION) k « 1, F° = {(u,—00)}, dy « oo™, 3 € (0,1),7 €

(0,8),u>0,0 € (0,1),p > 0, pinicial > P> Max_iteraciones > 1.

2: while £ < max_iteraciones do

3:

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

D A A

(FASE RESTAURACI()N) Encontrar z; y piniciat => p > p tales que:
Al (h(c(xy)), f(xr)) es aceptable para F*—1.
Bl QP(xy,p) es factible.

p = p.
(PROBLEMA TANGENCIAL) Resolver Q P(xy, p).
if ||dk|| < 400 (QP(xk, p) es factible) then
if ||dx|| < € then
Fin del algoritmo. Solucién: xy.
end if
if (h(c(xy, +dy)), f(zx + di)) no es aceptable por F*~1 U {(h(c(xr)), f(zx))}
then
p— £
Ir a PROBLEMA TANGENCIAL.
else
if Afk < O'Aqk y Aqk > ( then
p—&
Ir a PROBLEMA TANGENCIAL.
else
if Ag;. > 0 then
FF— Add((h(c(zy)), f(zy)), F*~1) Iteracion tipo h
else
FF «— F*=1 Iteracién tipo f
end if
Tyl < T +di, kK — k+ 1.
P < Pinicial
Ir a PROBLEMA TANGENCIAL.
end if
end if
else
FF — Add((h(c(zy)), f(zx)), F*~1) Iteracion tipo h
k—k+1
Ir a FASE RESTAURACION.
end if

33: end while
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2.3. Filter-SDP

2.3.1. Algoritmo

En esta seccion se describe en detalle el algoritmo Filter-SDP desarrollado en [GRO6].
Como se menciond en el capitulo introductorio, este algoritmo resuelve problemas del
siguiente tipo:

min f(z)
s.a  h(z)=0 2.77)
G(r) <0

donde f : R — R, h : R" — RPy G : R® — S™ son funciones de clase C? y S™
denota el espacio lineal de las matrices simétricas de m x m dotado del producto interno
A-B=Tr(AB) = 2?3:1 A Bj.

En la seccién anterior se describe el algoritmo Filter-SQP, aplicado a problemas de
programacién no lineal, el cual sirve como base para desarrollar Filter-SDP, pues se
utiliza un filtro para prejuiciar los puntos a ser evaluados, una fase de restauracion y un

subproblema lineal con una regién de confianza.

En esta parte, se denota Dh(z) := [82"—1@] como la matriz Jacobiana de tamafio
J Zj

p x n asociada a h. Ademds, para operadores lineales Ay := > " y;A; con 4; € S™,
como es el caso de DG (), se define su operador adjunto A" :

ATZ =(A-Z,...,A,-2)", VYZeS" (2.78)

_ Primero se deben escribir condiciones de optimalidad para este problema. Se dird que
(A, Y') es un multiplicador de Lagrange asociado al punto Z, si (Z, A, Y) € R x RP x ™
satisface las siguientes condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

V.L@Z NY)" =Vf@)" +Dh@) '\ +DGI)'Y =0, (2.79a)
G(@)Y =0, (2.79b)
G(T) =2 0,h(T) =0,Y =0, (2.79¢)
donde L : R™ x R? x S™ — R es el Lagrangiano del problema (2.77):
L(z,\,Y) = f(x) + h(z) "N+ Y - G(). (2.80)

Tambien se debe establecer una calificacion de las restricciones. Para ello se utiliza la
calificacién de Robinson [Rob76] definida en un punto factible = de (2.77) como:

oewf(§2)(52)=-(5)) e

donde Int(C') denota el interior topologico del conjunto C', y S = {A € S™ | A < 0}.
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Se puede probar que la calificacién de Robinson (2.81) es equivalente a la calificacién
de Mangasarian-Fromovitz:

{Vh;(@)}i_, son linelmente independientes, y (2.82a)
Dh(T)d =0

and G(7) + DG(7)d < 0. (2.82b)

3d € R"s. a. {
Ademads, se puede mostrar que bajo la calificacién (2.81) el conjunto de multiplicadores
de Lagrange A(T) es no vacio y acotado [Kur76]. Més atin, cuando T es una solucién local
de (2.77), la calificacién (2.81) es equivalente a que A(T) sea no vacio y acotado.

El siguiente lema relaciona las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker y
la calificacion de restricciones de Mangasarian-Fromovitz:

Lema 2.3.1. Sea * un punto factible para (2.77) y que satisface las condiciones de
Mangasarian-Fromovitz (2.82). Si T no es punto critico (2.77), entonces existe un vec-
tor unitario § € RP y un real 1 > 0 tales que para todo n € (0, 7] se cumple

Vf(T)s <0, (2.83a)
Dh(Z)5 = 0, (2.83b)
G(T) +nDG(T)s < 0 (2.83¢)

El lema anterior permite construir un subproblema cuya solucién entrega informacion
sobre las condiciones de optimalidad de punto evaluado. En el algoritmo se resuelven
iterativamente aproximaciones semidefinidas locales (trust region local semidefinite ap-
proximation):

1
P : mi d+ =d"Bd
QP(z,p): min Vf(x)d+ g
s.a. h(x)+ Dh(z)d =0
G(z)+ DG(x)d <0
e < p
donde la matriz B contiene informacién de segundo orden para el problema 2.77. En
el problema QP(x, p) se obtiene como solucién un vector d, el cual puede ser distinto
de cero si el punto x; no es punto critico, y serd igual a cero si lo es. Adicionalmente

se mantiene un filtro F de puntos (0(x), f(z)), donde §(z) cuantifica la factibilidad del
punto x de la siguiente forma:

() = [h(2)]2 + max{0, \ (G (x))} (2.84)

donde \; (A) es el méximo valor propio de la matriz A. Si f(z) = 0, entonces x es factible.
Para que el filtro F = {(6;, f;)} Y, acepte un nuevo punto (6, f), se debe satisfacer alguna
(o ambas) de las siguientes condiciones:

30; (2.85)
i (2.86)

<l I
IA A

f+y
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con 3 € (0,1)y~ € (0,3). Al aceptar un nuevo punto, se debe actualizar el filtro, como
se menciono en la definicién 2.2.4.

Todos los pasos del método Filter-SDP se pueden ver en el algoritmo 4.

Con respecto a la convergencia global del método, primero se debe suponer que se
satisfacen las siguientes hipdtesis:

1. Los puntos generados por el algoritmo pertenecen a un conjunto X C R" compacto
no vacio.

2. Se satisfacen las condiciones de Mangasarian-Fromovitz en cada punto factible de
(2.77) que pertenece al conjunto X.

3. Existe una constante M > 0 tal que || B*||; < M para todo k.

Este conjunto de hipdtesis se denotara (H). Sin pérdida de generalidad se puede supon-
er que las cantidades |V f(z)l2. [|D*f(2)l2, [ Dhi()ll2. [|D*hi(2)ll2, DG (@)l y
| D*G(x)|| p, estén acotadas por M en un convexo compacto suficientemente grande con-
tenido en X.

El principal resultado que garantiza la convergencia global es el siguiente, cuya de-
mostracion se puede revisar en [GRO6]:

Teorema 2.3.2. Si se tiene que las hipotesis (H) son verdaderas, entonces dada una suce-
sion {xy} generada por el algoritmo Filter-SDP, una y sélo una de las siguientes situa-
ciones puede ocurrir:

(A) La fase de restauracion falla en encontrar un punto xy, que satisfaga (Al)y (BI).

(B) Un punto critico de (2.77) es encontrado, es decir, d = 0 resuelve el problema
auxiliar QP(xy, p) para algin k.

(C) Existe un punto de acumulacion de la sucesion {xy} que es un punto critico de
(2.77).

Como se menciond en la seccion 2.2, las etapas mds importantes del algoritmo son la
fase de restauracion y el subproblema QQ P(x, p). Ambas partes se estudian en el capitu-
lo Trabajo realizado, poniendo enfasis en su resolucion secuencial y utilizando célculo
paralelo.

2.3.2. Implementacion en MATLAB ©

La implementacién existente fue realizada el afio 2006 por Gabriela Briones, para el
articulo [GRO6], y en la cual se utilizan los toolbox SeDuMi [Stu99] y YALMIP [LO4].
En esta parte se revisara a grandes rasgos la implementacion y sus puntos principales.
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Algoritmo 4 Filter-SDP

1: (AINICIALIZACION) k « 1, F° = {(u,—00)}, dy « oo™, 3 € (0,1),7 €

(0,8),u>0,0 € (0,1),p > 0, pinicial > P> Max_iteraciones > 1.

2: while £ < max_iteraciones do

3:

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

D A A

(FASE RESTAURACI()N) Encontrar z; y piniciat => p > p tales que:
Al (O(zy), f(xy)) es aceptable para F*1,

Bl QP(xy,p) es factible.

p = p.
(PROBLEMA TANGENCIAL) Resolver Q P(xy, p).
if ||dk|| < 400 (QP(xk, p) es factible) then
if ||dx|| < € then
Fin del algoritmo. Solucién: xy.
end if
if (0(zy, + di), f(zx + di)) no es aceptable por F*~1 U {(0(zy), f(x1))} then
p—5.
Ira P2ROBLEMA TANGENCIAL.
else
then
p—§
Ir a PROBLEMA TANGENCIAL.
else
if V f(21,)"di + 3d{ Bdj, > 0 then
FF — Add((0(x), f(zy)), F*~1) Iteracion tipo 0
else
FF — F*=1 Iteracién tipo f
end if
Tyl < T +di, k — k+ 1.
P < Pinicial
Ir a PROBLEMA TANGENCIAL.
end if
end if
else
FF — Add((0(zy), f(z)), FE~1) Iteracion tipo 0
k—k+1
Ir a FASE RESTAURACION.
end if

33: end while
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Para esta revision, sélo se utilizé el problema de la forma (1.2), y en este caso, la
variable z se representa de la forma z = (F,Q,V) con F' € RP*"y Q,V € §", y se
utilizardn las siguientes funciones:

f(F,Q,V) = Tr(CrQCEH) (2.87)
0(F,Q,V) = [ArQ+ QAL + B B]|| (2.88)
+|ApV + VAL + 1| (2.89)
+ méx{\ (=V),0} (2.90)

donde Ap = A+ BFC, Cp = C) + D1oFC, \(A) = max; \;(A) y las matrices
A, B, By, C, C1, Dy representan a la planta LTI:

2(t) = Ax(t)+ Byw(t) + Bu(t)
2(t) = Ciz(t) + Dou(t) (2.91)
y(t) = Cx(t)

con x(t) el estado, u(t) el control de entrada, y(t) la observacion de salida, z(¢) la salida
regulada y w(t) el ruido de entrada. La descripcion de este problema y su derivacion para
ser formulado en el formato de Filter-SDP se revisara en el capitulo Resultados.

En la figura 2.1 se puede ver el grafo de dependencias de cada funcion. En él se
puede observar que la funcidn raiz corresponde a corredor.m, el cual contiene las
instrucciones bésicas para su ejecucion.

La aplicacion se encuentra instalada actualmente en el servidor euler del Departa-
mento de Ingenieria Matematica. El modo de uso es el siguiente:

[18:33 0.07] [euler] % matlab08 -nodisplay -nosplash -r "corredor ('REALl’);"

En este caso, REA1 corresponde al cdigo del problema a resolver, proveniente de la
libreria COMPIeib, descrita en el capitulo 4.

A continuacion se describe cada funcion:

= corredor.m: realiza la carga de datos desde la libreria COMPIleib y selecciona
el tipo de problema a resolver, de la forma (1.2). La carga de datos desde la libreria
COMPIeib se realiza de la siguiente manera, desde MATLAB:

>> [A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx,nw,nu,nz,ny] = COMPleib (’REAL’);

De esta forma se almacenan las matrices y dimensiones asociados al problema
(291), donde A € R™* ™ By € R B ¢ R™ ™ () € R™"™, Dy €
anan D12 E RHZX’H,U C E RnyXTLZ y D21 E Rnyxnw.

= algmodificado.m: implementa los pasos del algoritmo. Es el archivo principal
pues todos los pasos del algoritmo se encuentran implementados aqui.

» theta ff.m: calcula la funcién 6(xy) descrita en (2.88).
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corredor

algmodificado

model

) _

f_obj

Figura 2.1: Funciones en MATLAB © para implementacion de Filter-SDP
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= Addd.m: agrega al filtro F; un punto zy, realizando las actualizaciones internas
necesarias.

= aceptable.m: verifica que un punto z; sea aceptable por el filtro Fy, segtn las
reglas (2.72).

= outputer.m: escribe en pantalla la evolucion del algoritmo.

» busca_FL.m: busca un punto que minimice la funcién de mérito 6(zy), partiendo
de alguin punto incial entregado como input.

= QP_nsdp.m: resuelve el problema Q) P(zy, p) descrito en (D.8).
» genera_punto.m: entrega un punto inicial para el algoritmo.
= func_obj.m: calcula la funcién f(xy) descrita en (2.87).

» simetriza.m: funcion auxiliar que realiza la simetrizacion de una matriz, es
decir, (A + AT).

= conv_m.m: funcion auxiliar que convierte un vector en matriz.

= conv_vec.m: funcién auxiliar que convierte una matriz en un vector.

2.4. Computacion Paralela

En esta seccion se presenta un resumen de las principales arquitecturas asociadas a la
computacion paralela. El t€érmino computacion paralela (o célculo paralelo) se refiere a la
situacion en la que al menos 2 procesadores cooperan intercambiando informacién mien-
tras trabajan en diferentes partes de uno o mas problemas. Existen diferentes clasifica-
ciones de computadores que permiten realizar calculo paralelo, dependiendo del numero
de procesadores, el acceso de los procesadores a la memoria, las redes que comunican a
los procesadores entre si, etc. Mayores detalles sobre las arquitecturas de cédlculo paralelo
se pueden revisar en [Dun90].

2.4.1. Memoria Compartida

Las arquitecturas de memoria compartida se pueden representar mediante un esquema
como se presenta en la figura 2.2. En este esquema, se cuenta con /N procesadores conec-
tados mediante un bus de datos, el cual permite el envio de datos hacia/desde la memoria
central y entre los procesadores. Cuando un procesador almacena un dato en la memo-
ria, al ser Uinica, ningln otro procesador puede utilizar ese espacio para almacenamiento
(memoria local), pero si puede hacer uso del dato ya almacenado por el otro procesador.
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@noria |

A

[Bus de datos]

3

[Procesador 1) [Procesador 2] oy [Procesador NJ

Figura 2.2: Esquema de computador con memoria compartida

Lo anterior permite una comunicacién mucho mas rdpida entre los procesadores, y si
ademds se cuenta con un bus de datos eficiente o disefiado especialmente para la arqui-
tectura utilizada, hace que la computacién usando memoria compartida sea la opcién mds
rapida a utilizar.

Sus desventajas radican en que si se desea escalar (aumentar el numero de proce-
sadores) se debe redisefiar la arquitectura o comprar un nuevo sistema independiente del
que ya se tiene, pues en muchos casos no es posible modificar el sistema, debido a las
optimizaciones de fébrica con las que vienen los sistemas.

Los sistemas de memoria compartida usualmente se utilizan para resolver problemas
donde la distribucién de la informacién es uniforme y hay una minima cantidad de ella que
debe ser compartida. Aplicaciones de lo anterior son multiplicaciones y descomposiciones
de matrices, resolucion de sistemas lineales, aplicaciones de procesamiento grafico, entre
otras.

Una libreria para programar en sistemas de memoria compartida se llama OpenMP
[ope]. En ella se utilizan pragmas para definir partes del cédigo que se distribuiran entre
los procesadores (concurrencia). Se basa en la creacion de threads de ejecucion paralelos
compartiendo las variables del proceso padre que los crea.

En el codigo 2.1 se observa un ejemplo de utilizacion de la libreria. Se puede observar
la utilizacién de pragmas para definir variables privadas para cada proceso (linea 6), asi
como variables compartidas y la utilizacion de sincronizacion (linea 10).
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Cddigo 2.1: Hola Mundo para OpenMP

#include <omp.h>
#include <stdio.h>

int main (int argc, char =argv[]) {
int th_id, nthreads;
#pragma omp parallel private(th_id)
{
th_id = omp_get_thread_num ();
printf(”Hello_.World_from_thread . %\n”, th_id);
#pragma omp barrier
if ( thoid == 0 ) {
nthreads = omp-get_num_threads ();
printf(”There_are_%_threads\n”,nthreads);
}
}
return O;

}

2.4.2. Memoria Distribuida

En este enfoque, se utilizan procesadores que no comparten una memoria central,
como se muestra en el esquema de la figura 2.3, cada uno tiene su propia memoria conec-
tada, por lo tanto es necesario enviar mensajes entre los procesos para coordinar la tareas
a través de una red. La comunicacion entre los procesos se puede realizar mediante diver-
sos protocolos o librerias (MPI [For94], PVM [pvm], entre otros), pero todos tienen en
comiin a la coordinacién de las comunicaciones de los procesos como eje central.

La principal desventaja de esta arquitectura radica en la utilizacion de una red de co-
municacion entre los procesadores. Si bien existen redes de comunicacién de alta veloci-
dad y baja latencia, como Myri-10G [myr] o Infiniband [inf], es dificil competir con las
velocidades de los buses de datos instalados en el hardware, como ocurre con los sistemas
de memoria compartida.

Su ventaja mds importante es la posibilidad de escalar. Si se desea aumentar el niimero
de procesadores en el sistema, el rendimiento de las aplicaciones escalard de manera di-
recta. Al estar conectados a través de una red (LAN), se pueden agregar procesadores
seglin se necesiten, siempre que no se superen umbrales que perjudiquen la comunicacién
permitida por la red. En los sistemas de memoria compartida sélo es posible escalar si se
conecta por red otro sistema (en ese caso seria un sistema hibrido de memoria compartida
y distribuida, lo cual requiere de mayor sincronizacién al aumentar la complejidad de las
comunicaciones) o se cambia el conjunto de procesadores existente por otro con un mayor
nimero. En este ultimo caso pueden producirse problemas de capacidad fisica de la placa
utilizada o de distribucion de energia dentro del sistema (cuando se agrega un numero
grande de nuevos procesadores).

Una de las librerfas para programar en sistemas de memoria distribuida estudiadas
en este trabajo se llama MPI [For94, Pac96]. Esta libreria también sirve para sistemas
de memoria compartida pero inicialmente se disefio para sistemas distribuidos. En ella
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Figura 2.3: Esquema de computador con memoria distribuida

se utilizan mensajes para comunicar a los procesos que se encuentren trabajando. Las
comunicaciones bdsicas son:

= MPI_Send: Permite enviar un mensaje ubicado en la direccion buf de tamafio
count y de tipo datatype, al proceso dest a través del comunicador comm

con la etiqueta tag.

int MPI_Send( void =*buf,

int count,
MPI_Datatype datatype,
int dest,

int tag,

MPI_Comm comm ) ;

= MPI_Recv: Permite recibir un mensaje en la direccion bu f de tamafo count y de
tipo datatype enviado por el proceso source a través del comunicador comm
con la etiqueta t ag guardando en status el estado de la recepcion.

int MPI_Recv ( void =*buf,

int count,
MPI_Datatype datatype,
int source,

int tag,

MPI_Comm comm,
MPI_Status =*status );

= MPI Bcast: Permite enviar un mensaje ubicado en la direccién bu f fer de tamaiio
count y tipo datatype, desde el proceso root hacia el resto de los procesos a
través del comunicador comm.
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Cddigo 2.2: Hola Mundo para MPI

#include <stdio .h>
#include “mpi.h”

int main(int argc, char ==zargv){
int my_rank;
int p;
MPI_Init(&argc ,&argv);
MPI_Comm_rank (MPLCOMM_WORLD,& my _rank ) ;
MPI_Comm_size (MPLCOMM_WORLD,&p ) ;
printf (”Hello!_.I_am.process.%.of_% _processes\n” ,my_rank,p);
MPI_Finalize ();

int MPI_Bcast ( void xbuffer,
int count,
MPI_Datatype datatype,
int root,
MPI_Comm comm ) ;

= MPI _Barrier: Bloquea a los procesos a través del comunicador comm hasta que
todos hayan llegado al punto donde se realiza la llamada a la instruccién.

int MPI_Barrier( MPI_Comm comm ) ;

En el c6digo 2.2 se observa un ejemplo de utilizacion de la libreria. Se puede observar
la inicializacién del esquema de paso de mensajes (linea 7), la obtencién de variables
globales (lineas 8 y 9) y la finalizacion del esquema (linea 11).

2.4.3. Speedup

Con las principales arquitecturas de calculo paralelo ya mencionadas, conviene men-
cionar una definicién del concepto llamado speedup, extraida de [Pac96]:

Definicion 2.4.1 (Speedup). El speedup de una aplicacion se define como la razon entre el
tiempo secuencial que ésta demora y el tiempo en paralelo, utilizando miiltiples procesos.
Mads precisamente, si T, es el tiempo secuencial y r € [0, 1] corresponde a la fraccion
de la aplicacion que se puede paralelizar de manera optima, con lo cual el tiempo en
paralelo utilizando P procesos es T, = (1 —r)T, + %, entonces el speedup utilizando
P procesos es

15
S = T (2.92)

T,
— o 2.93
(1—7)T, + L= (259
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En términos précticos, mientras mayor sea el speedup logrado por una aplicacién que
corre sobre multiples procesos, menor serd el tiempo que demora su ejecucion. Lo que
se busca son aplicaciones que posean un speedup creciente como funcion del nimero de
procesos involucrados.

Estudiar el speedup tedérico de una aplicacion tiene una importancia crucial debido a
que existen aplicaciones que no son susceptibles a ser paralelizadas o que tienen una cota
superior en términos del nimero de procesos que la pueden abordar, y poder detectar a
tiempo una aplicacion asi ayuda a enfocar los esfuerzos en otras alternativas o no destinar
mads recursos a la paralelizacion.

La Ley de Amdahl, segun [Pac96], entrega una cota superior para el speedup de una
aplicacion. Si el speedup (visto como funcion del nimero de procesos P) estd dado por

T.
S(P) = = r)zf,, e (2.94)
conr € [0, 1], eliminando T,, queda
S(P) = o (2.95)
T-n+3
Derivando con respecto a P se obtiene
% - (1 - T;P +7)? (2.96)

La férmula anterior es positiva para todo P, luego S(P) es una funcién creciente cuyo
limite cuando P tiende a oo es

(2.97)

Debido a esto, existe una cota superior para el speedup que se puede obtener, incluso
utilizando cientos de miles de procesos. Por ello es importante calcular una cota apriori
del speedup (siempre que sea posible) para ver si conviene invertir en la incorporacién de
mas procesos en el cilculo de la aplicacion.

2.4.4. Calculo paralelo en SDP

En esta parte se revisardn las principales areas de paralelizacion del algoritmo de punto
interior presentado en la seccion 2.1.3. Como se vi6 en el lema (2.1.10), siguiendo el
esquema de Mehrotra, en cada iteracion se deben resolver 2 sistemas de la forma M Az =
h (ver ecuacion (2.46)) para las direcciones de escalamiento afin y correccion.
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Construccion de la matriz M

Una primera tarea paralelizable consiste en calcular de manera distribuida la matriz
M descrita en (2.46) donde

Mij = Te(BETN(F(F)))), 4,5 =1,....m (2.98)

donde los operadores lineales £ : S” — S" y F : 8" — S" se definen como

E(E)=Hp(EZ), F(E)= Hp(SE) (2.99)
con 1
Hp(N) = 3 (PNP~ '+ (PNPHT) (2.100)

para una matriz N € R™*" cualquiera y una matriz no singular P € R™*". Se revisar4 el
caso HKM donde P = Z'/2, es decir,

Hyp(N) == (ZVANZ72 (22N Z7V)T (2.101)

N —

con lo cual
M =Te(FH ., (Hp(SE))Z), 4,5 =1,...,m (2.102)

Z1/2
y se puede probar, simplificando términos, que las entradas de la mafriz se calculan de la

forma:
Mij:Tr(FiS—l‘FjZ)v i,jzl,...,m (2103)

Se debe observar que la matriz M es simétrica pues F;, S~', F; y Z son simétricas y tienen
las mismas dimesiones, por lo tanto las multiplicaciones internas conmutan, obteniendose
la simetria.

Suponiendo que se cuenta con /N procesos, denotados Fy, ..., Py_1, se revisaran 3
distribuciones para el cdlculo de la matriz M (solamente basta con calcular la parte trian-
gular inferior, pues es simétrica), distribucion unidimensional ciclica por filas, distribu-
cion unidimensional ciclica por bloques de filas y distribucion bidimensional ciclica por
bloques de filas.

En la distribucion unidimensional ciclica por filas, cada proceso calcula una fila de la
parte triangular inferior de M, de manera separada. Cuando todos los procesos ya se han
asignado (cuando se han calculado N — 1 filas), los procesos se vuelven a asignar de igual
manera, es decir, al proceso F se le asigna la fila IV, al P se le asigna la fila V + 1, etc.
En la figura 2.4 se puede observar la distribucion de filas por cada proceso. La férmula
para determinar que proceso debe calcular cada fila es la siguiente:

fila: — proceso P, (2.104)

mod N

39



2.4. Computacion Paralela CAPITULO 2. Antecedentes

1 m

m|P

Figura 2.4: Distribucién unidimensional ciclica por filas para calculo de matriz M

En la distribucion unidimensional ciclica por bloques de filas, cada proceso calcula un
bloque de filas de tamafio n;, < m de la parte triangular inferior de M, de manera separada.
Cuando todos los procesos ya se han asignado a sus respectivos bloques, andlogo al caso
anterior, se vuelven a asignar de igual manera, es decir, al proceso F, se le asigna un
nuevo bloque ubicado entre las filas (N — 1)n, + 1y Nny, al P; se le asigna el bloque
ubicado entre las filas Nn, + 1y (N + 1)n, etc. Se debe observar que en este caso, el
ultimo bloque puede tener un tamaio diferente al de los bloques anteriores,

m
m — \‘—J Ty
Ty
~———
k

En la figura 2.5 se puede observar la distribucion de bloques de filas por cada proceso. La
féormula para determinar que proceso debe calcular cada fila es la siguiente:

(2.105)

filai — proceso PLLJ mod

b
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Figura 2.5: Distribucién unidimensional ciclica por bloques de filas para cdlculo de matriz
M

Una vez distribuida la informacidn necesaria en cada proceso, se procede a calcular
los términos M;; para cada fila ¢ = 1,...,m de la matriz segin la formula (2.103) y
realizando los siguientes pasos:

1. Calcular £;S~! una sola vez.
2. Paraj=1,...,1,calcular F;Z.

3. Paraj =1,...,1,calcular Tr(F;S™'F; Z).

Otro enfoque equivalente es el siguiente (utilizando la propiedad de la traza descrita en
(D.2.1)):

1. Calcular ZF;S~! una sola vez.

2. Paraj =1,...,i,calcular Tr((ZF;S™1)F)).

Se puede ver que cada proceso trabaja de manera independiente y no necesita sincronizar
su informacion con el resto.

El software CSDP [Bor99] utiliza una distribucion unidimensional ciclica por bloques
de filas y los dos enfoques de calculo para los valores de M;;, intercambiando dinamica-
mente dependiendo de la densidad de las matrices F; involucradas.
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Descomposicion de Cholesky de la matriz M/

El siguiente paso consiste en realizar una descomposicion de Cholesky de la matriz
M. Recordemos que la descomposicién de Cholesky dice que si A € S™ es una matriz
simétrica y definida positiva existe una matriz L. € R"*" triangular inferior con valores
estrictamente positivos en la diagonal tal que A = LLT. Se revisaran 2 implementaciones
de la descomposicion: gaxpy y producto externo (|[GL96]). Estas implementaciones se uti-
lizan en el enfoque utilizado por el software CSDP, donde se utiliza la funciéon PDPOTRF
de la libreria ScaLAPACK [BCC196], la cual implementa una descomposicién hacia la
derecha utilizando una particion por bloques de la matriz.

Las implementaciones gaxpy y producto externo se pueden ver en los algoritmos 5
y 6. En ambos algoritmos se sobreescribe el factor de Cholesky L en la parte triangular
inferior de la matriz A.

Algoritmo 5 Gaxpy-Cholesky
1: forj=1,...,ndo
2:  if j > 1 then

3 A(in,g)— A :n,j)— A :n,1: (G —1)AG,1: (G —1)T
4 end if
s AG i)« A=A n,)
J:7)
6: end for

Algoritmo 6 Producto Externo-Cholesky
1: fork=1,...,ndo
20 Ak, k) — JA(k, k)
32 A((k+1):nk) — mA((lﬁ—i—l) :n, k)
4. ifj=k—+1,...,nthen
5 AGing) — AG n,g) — A R)AGE)
6
7

end if
: end for
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Figura 2.6: Descomposicion de Cholesky hacia la derecha de la matriz M utilizando una
particién por bloques

Ahora, con respecto a la descomposicion hacia la derecha usando una particién por
bloques, asumiendo que se estd en el paso k-ésimo de la descomposicion, la matriz M
estd particionada como en la figura 2.6. En la figura, L es la parte del factor L que ya se
ha calculado previamente y M es el bloque simétrico de my, x my, que resta por factorizar.
Si M se particiona de la forma:

[ — =T
M o= | Mn My, (2.106)

i M21 M22
pp— —T =T

= — — _ 2.107
| Lo1 Lo 0 L;Q ( )
[ — =T — =T

L1 L L1 L

= |zt s (2.108)

| LanLyy Loalgy + Log Loy

donde las matrices M, y L1; son de tamafo my, X my, Moy y Loy de tamaiio (my, —my) X
my y Moy de tamaio (my — my) X (my — my), con m;, > 1 el nimero de columnas del
bloque.

Las operaciones a realizar en la k-ésima iteracién de la descomposicion son:
1. Calcular la descomposicién de Cholesky del bloque diagonal M, usando las es-

trategias gaxpy o producto externo descritas anteriormente. Se obtiene L;; como
resultado.

2. Calcular Lo; de la forma: Loy = Moy (LT,) ™%

3. Actualizar el resto de la matriz M hacia la derecha: ]\Zgg = Moy — Loy L;.

En este caso, la distribucion de los datos sobre los procesos que se requiere se llama
distribucion bidimensional ciclica por bloques, como se muestra en la figura 2.7, y es
fundamental para el 6ptimo rendimiento del esquema utilizado.
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En la distribucion bidimensional ciclica por bloques de filas los P procesos se dis-
tribuyen en una grilla rectangular de P, x P, celdas, indexadas por (p,,p.) con p, €
{0,..., P, —1},p. € {0,..., P. — 1}. Si las dimensiones de los bloques rectangulares
son r filas por ¢ columnas, y se tienen M elementos, indexados por 0 < m < M, el m-
ésimo elemento se almacenard en la i-ésima locacion en el bloque b a través del proceso

p donde:
(p, b, i) == <L%J mod P, {%J ,m mod r> (2.109)

Ahora bien, si se desea distribuir una matriz de datos, el elemento (m, n)-ésimo se alma-
cenard en la (7, j)-ésima locacion en el bloque (b, d) a través del proceso (p, ¢) donde:

{(p, ), (0,d), (i,5)) = (([7] mod P, [%] mod F.),

(11 |52) mmosrmmi)

Por ejemplo, en la figura 2.7, los pardmtros son P, = P, = r = ¢ = 2y el elemento a5y,
cuyos indices serian m = 4 y n = 1, estd indexado de la siguiente manera:

(p.q) = (EJ mod 2, EJ m0d2) (2.111)
= (0,0) (2.112)
(b,d) = QL—;JJ{%D (2.113)
= (1,0) (2.114)
(i,7) = (4mod2,1mod?2) (2.115)
= (0,1) (2.116)

Es decir, al elemento a5, de la matriz se le asigna la ubicacién (1,2) en el bloque (2, 1)
para el proceso (0, 0) como se muestra en la figura.
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Figura 2.7: Distribucién bidimensional ciclica por bloques para descomposicion de
Cholesky de matriz M (a la izquierda la distribucién de los datos en los bloques, a la
derecha la distribucion de los datos en los procesos)

Un problema recurrente que surge en este punto se refiere a la distribucion de los
datos a utilizar. Como se mencioné anteriormente, para calcular la matriz M, el software
CSDP utiliza una distribucién unidimensional ciclica por bloques de filas. Ahora, si se
quiere utilizar la funcién PDPOTREF de la libreria ScaLAPACK, se deben redistribuir los
datos y utilizar una distribucién bidimensional ciclica. Esta redistribucién de los datos
puede generar cuellos de botella en el rendimiento y perjudicar el tiempo de ejecucion
de la aplicacion en estudio. Debido a esto, en [IK07] se plantean diversos esquemas para
mapear el conjunto de procesos desde una distribucion hacia otra de manera biyectiva. La
implementacion realizada en [IKO7], llamada PCSDP, sirve como base para la utilizacién
de CSDP en un ambiente de computacién con memoria distribuida.

Resolucion del sistema M Az = h

Para resolver el sistema M Ax = h se utiliza la descomposicién de Cholesky M =
LL" y se resuelven 2 sistemas triangulares de manera directa:

LAz = h (2.117)
LAz = Az (2.118)
La funcién que realiza esta tarea se llama PDPOTRS de la libreria ScaLAPACK, la cual

recibe como inputs a la matriz M y al vector h e internamente realiza la descomposicion
de Cholesky con la funcién PDPOTREF, y resuelve los sistemas (2.117) y (2.118).

2.4.5. Calculo paralelo en Filter-SDP

En esta parte se presentan las principales dreas de posible paralelizacion del algoritmo
Filter-SDP presentado en la seccion 2.3. Estas dreas son solamente potenciales, pues este
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trabajo se trata sobre el estudio de ellas y su evaluacién. A continuacién se detallan los
pasos y las posibles estrategias para paralelizar:

Calculo de (zy,)

Un punto donde se puede introducir célculo paralelo es la obtencién de 6(z), pues
requiere calcular A\ (G(x)), lo cual puede ser costoso si n y m son grandes. Una im-
plementacion posible se encuentra en la libreria ScaLAPACK [BCC'96], bajo la rutina
PDSYEVX, la cual calcula el valor propio maximo realizando primero una reduccion a
una forma tridiagonal, luego se encuentran los valores propios y finalmente se transfor-
man inversamente esos valores. La inclusion de esta aplicacion requiere aprender a utilizar
ScaLAPACK de forma eficiente junto con la conexién correcta con otras aplicaciones.

Resolucion de Q) P(zy, p)

Como el problema Q(x, p) se puede expresar de manera semidefinida lineal (funcién
objetivo lineal y restricciones semidefinidas lineales), se puede utilizar la libreria CSDP
[Bor99] y sus versiones paralelas implementadas con OpenMP [BY07] y MPI [IK07],
donde se realiza una implementacion de un método de punto interior primal-dual en par-
alelo. El desafio consiste en la inclusion Ooptima de esta implementacion en el marco de
este trabajo.

Operaciones algebraicas

Para reducir el tiempo de calculo de las operaciones algebraicas realizadas, se propone
utilizar ScaLAPACK [BCC'96] junto a las librerias de Intel MKL [mKI].
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Capitulo 3

Trabajo realizado

En este capitulo se revisara el trabajo realizado, el cual se puede dividir en 3 partes:

= Estudio de sistemas de cdlculo paralelo.
» Implementacién de algoritmo Filter-SDP utilizando cédlculo paralelo.

= Disefio e implementacion de distintas fases de restauracion.

Cada parte intenta reflejar el proceso experimentado, pues al comienzo del trabajo se
estudiaron las herramientas de cédlculo paralelo y se comenz6 a implementar la aplicacién
en C y MPI, sin embargo, habia un aspecto del algoritmo que impedia su funcionamiento
correcto, la fase de restauracion. Esta fase no se encontraba plenamente estudiada para
los problemas particulares que se pretendia resolver (COMPleib), por lo tanto, se deci-
di6 disefiar e implementar diferentes fases en MATLAB ©, con el objetivo de mejorar
la convergencia del algoritmo y definir cual seria la fase definitiva a implementar en el
sistema de cdlculo paralelo. Cuando la fase de restauracion estuviera bien definida, se
procederia a implementarla en C y MPI, sin embargo por motivos de tiempo, solo se
implement6 la fase de restauracion basica, la cual utiliza el método de Nelder-Mead sim-
plex (andlogo a la implementacion desarrollada en MATLAB), lo que no impide seguir
trabajando en esa édrea a futuro.

A continuacidn se revisara cada area en detalle.

3.1. Estudio de sistemas de calculo paralelo

El primer paso para la construccion de un sistema de cdlculo paralelo para el algo-
ritmo Filter-SDP, consistié en estudiar en profundidad dos herramientas, las librerias de
algebra lineal para alto desempefio y la version paralelizada del solver de programacion
semidefinida CSDP, PCSDP [IK07] (memoria distribuida).
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3.1.1. Algebra lineal para alto desempeiio

A continuacién se detallan las librerfas estudiadas para la utilizacion de rutinas de
algebra lineal sobre plataformas de célculo de alto desempefio. Se detallan las librerias
basicas mas conocidas y referenciadas en articulos del drea, las cuales son BLAS, LA-
PACK, BLACS y ScalLAPACK. Adicionalmente se incluy6 un apéndice donde se explica
la utilizacion de cada una de ellas, mediante ejemplos simples.

BLAS

Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS) es la API de facto utilizada para publicar
librerias que desarrollan operaciones de algebra lineal tales como multiplicacion de vec-
tores y matrices. Los subprogramas se publicaron por primera vez en 1979 [LHKK79],
y han sido utilizados para construir librerias mds grandes tales como LAPACK. Su uti-
lizacién en el area del HPC es inmensa e implementaciones optimizadas de BLAS han
sido desarrolladas por empresas vendedoras de hardware tales como Intel o AMD.

Los subprogramas se dividen en 3 niveles:
= Nivel 1: operaciones vectoriales de la forma:
Yy<—ar+y
asi como distintas versiones de productos punto y normas vectoriales, entro otros.

= Nivel 2: operaciones entre vectores y matrices de la forma:
y — aAx + [y
asi como operaciones para resolver 7'z = y para  con 7 triangular, entre otros.

= Nivel 3: operaciones entre matrices de la forma:
C — aAB+ pC

asi como operaciones para resolver B < a7 ~!'B para matrices T triangulares,
entre otros. Este nivel contiene una operaciéon ampliamente usada llamada General
Matrix Multiply.

En A.2 se puede observar un ejemplo completo para la utilizacion de la rutina DGEMM,
la cual realiza la multiplicacion entre 2 matrices.
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LAPACK

Linear Algebra PACKage (LAPACK) es la libreria de software para algebra lineal
mas utilizada en aplicaciones cientificas. Provee rutinas para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales y minimos cuadrados lineales, problemas de valores y vectores propios,
y descomposiciones a valores singulares. También incluye rutinas para realizar factor-
izaciones de matrices, como LU, QR, Cholesky y descomposicién de Schur. LAPACK
fue escrita originalmente para el lenguaje FORTRAN 77 y actualmente para Fortran 90
[ABD90].

LAPACK se puede entender como el sucesor de las rutinas de resolucién de sistemas
lineales y minimos cuadrados LINPACK [DMBS79] y de las rutinas de resolucién de
problemas de valores propios EISPACK [SBD*76, GBDM77]. LINPACK fue disefiado
para correr sobre computadores vectoriales con memoria compartido, modernos para su
época. LAPACK, en cambio, depende de la linreria BLAS para explotar las capacidades
de las arquitecturas actuales, y de esa forma correr a magnitudes mayores que LINPACK,
dada una implementacién eficiente de BLAS. LAPACK también ha sido extendido para
correr sobre sistemas computacionales de memoria compartida en paquetes posteriores,
llamados ScaLAPACK y PLAPACK.

En A.3 se puede observar un ejemplo completo para la utilizacién de la rutina DPOTRF,
la cual realiza la descomposicion de Cholesky para una matriz definida positiva.

BLACS

Basic Linear Algebra Communication Subprograms (BLACS) [DW95] es una libreria
de paso de mensajes entre procesadores con memoria distribuida orientada a problemas de
algebra lineal. Funciona como una capa intermedia entre el sistema local de comunicacion
entre procesadores y las aplicaciones de dlgebra lineal que corran sobre ese sistema. Per-
mite desarrollar aplicaciones de manera més facil y con mayor portabilidad. Por ejemplo,
la libreria ScaLAPACK [BCC"96] utiliza BLACS para realizar la conexién entre MPI
[For94] y las librerias de 4lgebra lineal bases de ScaLAPACK.

ScaLAPACK

Scalable Linear Algebra Package (ScaLAPACK) [BCC196] es una libreria con ruti-
nas para resolucion de problemas de dlgebra lineal disefiada para maquinas con memoria
distribuida con soporte para PVM [pvm] y MPI [For94]. Es la continuacion del proyecto
LAPACK [ABD'90], el cual funciona en mdquinas con memoria compartida (mono o
multi procesador). Ambas librerias contienen rutinas para resolver sistemas lineales de
ecuaciones, problemas de minimos cuadrados y problemas célculo de valores y vectores
propios. Ambos proyectos tienen como caracteristicas su eficiencia, escalabilidad, confi-
abilidad, portabilidad, flexibilidad y facilidad de uso.
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Scal APACK
Parallel
BLAS
GLOBAL
LOCAL
Sequential
ELES BLACS
Message
Passing
Primitves
MPI P

Figura 3.1: Esquema de libreria ScaLAPACK

Para la utilizacion de estas librerias, se requiere tener instaladas las librerias BLAS
y BLACS, las cuales son un estandar utilizado en diversas aplicaciones numéricas. LA-
PACK se puede utilizar en cualquier maquina con BLAS instalado, y ScaLAPACK en
cualquier maquina con BLAS y BLACS instalados. El diagrama de la estructura de las
librerias utilizadas por ScaLAPACK se puede ver en la figura 3.1.

En A.4 se puede observar dos ejemplos completos para la utilizaciéon de las rutina
PDPSYEV y PDSYEVX, las cuales calculan la totalidad y el mayor de los valores propios
de una matriz real respectivamente.
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3.1.2. CSDP para memoria distribuida

CSDP [Bor99] es un software de cédigo abierto licenciado bajo Common Public Li-
cense Version 1.0 disefiado para la resolucion de problemas de programacion semidefini-
da (paquete Debian: coinor-csdp). El algoritmo que utiliza es una version predictor-
corrector del método primal-dual propuesto por Helmberg, Rendl, Vanderbei y Wolkowicz
en [HRVW96, KSH97, Mon97]. Su descripcidn se puede ver en la seccion 2.1.3.

El lenguaje utilizado para su implementacion es C, debido a su eficiencia y portabili-
dad. En sistemas con multiples procesadores (memoria compartida y distribuida), CSDP
puede correr en paralelo debido a que existen versiones que utilizan OpenMP en su c6digo
con el objetivo de paralelizar diversos loops y rutinas de cdlculo, y MPI con el objetivo de
paralelizar operaciones algebraicas. El cédigo fue disefiado de tal manera que las librerias
BLAS, LAPACK y ScaLAPACK se puedan utilizar de manera facil y eficiente.

Algunos aspectos de CSDP hacen que su uso sea particularmente flexible. Puede
manejar matrices generales o simétricas con relativa simplicidad, definiendo estructuras
de bloques dentro de las matrices. Tambien maneja las restricciones lineales semidefinidas
de forma estructurada. Este disefio hace que la resolucion de problemas se desarrolle de
manera eficiente y se haya escogido utilizar como herramienta central, frente a otros sis-
temas similares, como SDPA [YFF105], desarrollado en C++ y cuyo c6digo no se en-
contraba abierto al momento de comenzar este trabajo. Ademads de lo anterior, se real-
iz6 una busqueda de benchmarks para ambos sistemas encontrandose que el tiempo de
CPU utilizado para resolver los problemas test de SDPLIB [Bor98] fue de aproximada-
mente 155000 y 99000 segundos para SDPA y CSDP respectivamente, y el mejor tiempo
obtenido en SDPA fue 3 veces més rapido que el mas lento, mientras que en CSDP fue 15
veces mds rapido que el més lento (revisar [Bor99]).

El sistema resuelve problemas del tipo:
max Tr(CX)
A(X)
X

a 3.1

Y
o

donde
Tr(AlX)
Ax) = | TAX) (3.2)
Tr(A,,X)
donde todas las matrices A;, X y C se asumen reales y simétricas. El dual del problema
anterior es

min a'y
Aty)—-C = Z (3.3)
Z = 0
donde .
AT(y) = yiAs (3.4)
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El formato de entrada de un problema es mediante un archivo basado en el sistema
SDPA, llamado SDPA sparse. Por ejemplo se desea resolver el siguiente problema:

donde

max tr (CX)
tr AlX

tr AQX

X

_ N
N —

Q

I
_ O W
O N O

—= W
w =

N

o

I
o oo
oo o

o O
o O

N
[\V)
I
_ O W
O = O

Y |l

O =

)

[\

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

En este problema, X, Z, A;, As y C son matrices de 3 bloques. El primer bloque es
una matriz de 2 x 2, el segundo bloque es una matriz de 3 x 3 y el tercero es un bloque
diagonal de 2 entradas. El problema escrito en formato SDPA sparse es el siguiente:

1

O OO O, N WD

1
1
2

3 -2
.000000000000000000e+00 2.000000000000000000e+00
2.

1

1
2
1

1

2
2
1

1
2
3

000000000000000000e+00

.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
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.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00
.000000000000000000e+00

MNP R PO OO
W NDNDNDDNDNDNNWERREREDNDDDDDND
NP WDNMNRE PR WD
N W W DNhDEFE RPN E WDNDW
R PR o> WEFE Wk WwwNeE

El 2 en la primera linea indica que el problema tiene 2 restricciones. El 3 en la segunda
linea indica que hay 3 bloques en las matrices X y Z. La tercera linea entrega el tamafio
de cada bloque (negativo si es un bloque diagonal). La cuarta linea indica los valores del
lado derecho para cada restriccion. Las lineas restantes contienen los valores de las celdas
para las matrices C', A; y A,. El primer nimero indica el nimero de la matriz, con C
igual a 0. El segundo indica el bloque al cual pertenece, el tercero y cuarto son su fila 'y
columnas con respecto a ese bloque y el quinto nimero es el valor de la celda.

Despues de resolver el problema, la solucién se puede almacenar en un archivo de la
siguiente forma:
99999999674811235e-01 9.999999995736339464e-01
2.500000018710683558e-01
-2.500000000325189320e-01
2.500000018710683558e-01
6.895272851149165827e-10
-4.263660251297748376e-10
.000000000263161049e+00
.999999999836795217e+00
.500000019361059422e-01
.000000001542258765e+00
.250000001467082567e-01
.249999992664581755e-01
.250000001467082567e-01
.666669670820890570e-01
—-4.518334811445142147e-07
2.200629338637236883e-10
2.200635108933231998e-10
5.868341556035494699e-10
4.401258478508541047e-10

NN NDNDNDNNNRERRRRRPRRP P B J
AR P RO N

49999
111
112
12 2
211
213
2 2 2
2 33
311
322
111
112
12 2
211
213
2 2 2
2 33
311
322
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En este caso, en la primera fila estdn los valores de y. Las lineas que empiezan con 1,
corresponden a los valores de Z, y las lineas que empiezan con 2 corresponden a X.

Como las matrices son simétricas, s6lo se necesita almacenar la parte triangular su-
perior de la matriz. De esta forma, la solucién 6ptima del problema es (redondeando al
tercer decimal):

y=10,75 1,00 ] (3.9)
0,25 —0,25 1
-0,25 0,25
0 0 0
7 = 0 2,00 0 (3.10)
0 0 2,00
0,75
I 1,00 |
[ 0,125 0,125 ]
0,125 0,125
0,667 0 0
X = 000 (3.11)
000
0
- 0_

Este software posee una implementacion para sistemas de memoria distribuida llama-
da PCSDP [IKO07], la cual utiliza la librerias MPI, BLAS, LAPACK y ScalLAPACK, y
estd basada en la version 5.0 de CSDP. Las partes paralelizadas de este sistema se pueden
ver en detalle en 2.4.4, las cuales incluyen la obtencion de la matriz complemento de
Schur M, su descomposicion de Cholesky y la resolucion de un sistema lineal, dividiendo
los célculos por proceso y utilizando las rutinas de ScaLAPACK PDPOTRF y PDPOTRS
respectivamente.

En B se puede ver la instalacion, ejecucion y pruebas realizadas con este sistema.
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3.2. Implementacion utilizando calculo paralelo

La implementacion realizada, llamada £nlsdp, se bas6 en un trabajo previo desar-
rollado en MATLAB © para el articulo [GRO6]. Para este trabajo se estudio esa imple-
mentacion, se desarrollaron funciones equivalentes a las desarrolladas en MATLAB ©
(valor propio maximo y calculo del problema ()P), se implementé una fase de restau-
racion y se implementd una versioén en C del algoritmo, con el fin de servir como base
para una aplicacion de alto desempefio. En esta seccion se revisaran los principales aspec-
tos con respecto a la implementacion realizada, se detallan las experiencias adquiridas,
los problemas que se presentaron y la manera en que se resolvieron.

3.2.1. Consideraciones basicas

El primer paso para el desarrollo de la aplicacién era la extraccién de los datos de
COMPIleib desde MATLAB © hacia archivos de texto, para ser leidos desde C. El script
desarrollado en lenguaje Perl se puede ver en el codigo 3.1.

La idea consiste en recorrer un listado de cédigos de problemas, codes . txt, de la
forma:

AC1
AC2
AC3
AC4
ACS
AC6
AC7
ACS8
AC9
HF2D14
HEF2D15
HF2D16
HE2D17
HF2D18

La lista completa se puede ver en [Lei04] y su descripcion en 4. De esta forma, se leen los
codigos de los problemas y se genera un script de MATLAB que realiza la extraccion de
los datos y su posterior escritura en un archivo de texto. El script generado se puede ver
en el cédigo 3.2, y la ejecucion completa de esta parte se realiza de la siguiente forma:

[22:30 0.00] [euler] % perl extractNames.pl > scriptCOMP.m
[22:30 0.01][euler] % matlab -nodisplay -nosplash -nodesktop -r "scriptCOMP;quit;"
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El resultado se guarda en un directorio llamado compleib_data, donde se almace-
nan los archivos en el siguiente formato:

<code>_A.dat
<code>_Bl.dat
<code> B.dat
<code>_Cl.dat
<code>_ C.dat
<code>_Dl1l.dat
<code>_Dl2.dat
<code>_D21.dat
<code>_dims.dat

donde <codes> es el cédigo de cada problema que aparece en codes . txt.

3.2.2. Estructura de la aplicacion

La estructura de la aplicacion, siguid el patrén de la estructura del software CSDP,
utilizado como base, y es la siguiente:

fnlsdp-1.0.1

| -—— Makefile

| —— data

| | -—— compleib_data
| ‘-— initial_points
| -— doc

| -— include

|-— 1lib

| —— solver

—-— src

El directorio data/compleib_data contiene a los archivos generados en la parte
anterior y el directorio data/initial_points contiene a los puntos iniciales utiliza-
dos por el algoritmo, en el mismo formato que las matrices de compleib_data. Por
ejemplo, para el problema REA1, las matrices Fy € R™ ™ (), € R™*" y 1, € R™**"*®
iniciales para el algoritmo, se almacenan de la forma:

[operedo@syntagma initial_points]$ 1s

REA1_01_FO.dat REA1_01_0QO.dat REA1_01_vO0.dat
[operedo@syntagma initial_points]$ cat REA1_01_FO0.dat
1.3473

2.9842

-1.7793

1.1992

0.1184
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Cddigo 3.1: Script en Perl de extraccion de datos COMPleib

#!/usr/bin/perl
Ivars=( "A” => "A”,
“B1” => "Bl1”,

"B” = "B”,
“C1” => "Cl1”,
"CY = "C”,

’D11” => D117,
"D12” = "DI2”,
D217 => ”D21”,
”dims” => "nx.nw.nu.nz.ny”);

open (IN, "<codes . txt”);
$actuallines =0;
$numlines=0;
while(<IN>){
$numlines=$numlines +1;

close (IN);

open (IN,”<codes . txt”);
print “import_java.io.PrintWriter;\n”;
print "import_java.io.FileWriter;\n”;
while(<IN>){
$actuallines=$actuallines +1;
$code=$_;
chomp ($code ) ;
$code="s/ //g;
print ”%saving.problem.”,$code,”_in_compleib_data._directory\n”;
print “disp ([’ saving.”,$code,”....... >, num2str (100« $actuallines/$numlines), /100°]);\n"
print “[A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx ,nw,nu,nz,ny].=_COMPleib(’”,$code,” *);\n”;
foreach S$key (sort keys %ars){
if ($key eq "dims”){
print “pw=java.io.PrintWriter (
__________ java.io.FileWriter (’compleib_data/” ,$code,”_”,$key,”.dat’)
uuuuuuuuuu );\n”;
print “line=num2str(nx);\n”;print “pw.println(line);\n”;
print “line=num2str(nw);\n”;print “pw.println(line);\n”;
print “line=num2str(nu);\n”;print “pw.println(line);\n”;
print “line=num2str(nz);\n”;print “pw.println(line);\n”;
print “line=num2str(ny);\n”;print “pw.println(line);\n”;
#print "end\n”;
print “pw. flush ();\n”;
print “pw.close ();\n"}
else{
print “pw=java.io.PrintWriter (
uuuuuuuuuu java.io.FileWriter (’compleib_data/”,$code,”_", $key,”.dat’)
uuuuuuuuuu );\n”;
print “for_index=1:size(”,$vars{$key},”,1)\n";
print “\tline=num2str( full (”,$vars{$key},” (index ,:)));\n”;
print “\tpw.println (line);\n”;
print “end\n”;
print “pw. flush ();\n”;
print “pw.close ();\n”

}

}

close (IN);
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Cadigo 3.2: Script generado para MATLAB de extraccion y escritura de datos COMPleib

import java.io.PrintWriter;
import java.io.FileWriter;
% saving problem ACI in compleib_data directory
disp ([ *saving.problem.ACl....... > ,num2str (100x1/169),°/100°1);
[A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx,nw,nu,nz,ny] = COMPleib( ACl");
pw=java.io.PrintWriter (java.io.FileWriter(’ compleib_data/ACI_A.dat’));
for index=1:size(A,1)
line=num2str ( full (A(index ,:)));
pw.println (line);
end
pw. flush ();
pw. close ();
pw=java.io.PrintWriter (java.io.FileWriter(’ compleib_data/ACI_B.dat’));
for index=1:size(B,1)
line=num2str ( full (B(index ,:)));
pw.println (line);
end
pw. flush ();
pw. close ();

pw=java.io.PrintWriter(java.io.FileWriter (’compleib_data/ACl1_D21.dat’));
for index=1:size (D21,1)
line=num2str ( full (D21 (index ,:)));
pw.println (line);
end
pw. flush ();
pw. close ();
pw=java.io.PrintWriter (java.io.FileWriter( compleib_data/ACl_dims.dat’));
line=num2str (nx);
pw.println (line);
line=num2str (nw);
pw. println (line);
line=num2str (nu);
pw.println (line );
line=num2str(nz);
pw.println (line );
line=num2str(ny);
pw.println (line );
pw. flush ();
pw.close ();
% saving problem AC2 in compleib_data directory
disp ([ *saving.problem.AC2....... > ,num2str (100%2/169),°/100°1);
[A,B1,B,C1,C,D11,DI12,D21,nx ,nw,nu,nz,ny] = COMPleib( AC2’);
pw=java.io.PrintWriter (java.io.FileWriter( compleib_data/AC2_A.dat’));
for index=1:size(A,1)
line=num2str ( full (A(index ,:)));
pw.println (line);

end
pw. flush ();
pw. close ();
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-0.3040

[operedo@syntagma initial_points]$ cat REA1_01_0Q0.dat
0.9557

0.116

-0.1798

0.09

0.116

0.9673

-0.0742

0.0985

-0.1798

-0.0742

.0771

.2301

.09

.0985

.2301

.6671

operedo@syntagma initial_points]$ cat REA1_01_vO0.dat

P O O OORFRF OO0OO0OO0ORFrRFR OO0OO0OO0OFr—OOOoOOoOOoOR®Rr

En este caso, nu = 2, ny = 3y nx = 4 y las matrices son respectivamente:

1,3473 —1,7793  0,1184

Fo = 2,9842  1,1992 —0,3040 (3.12)

0,9557 0,116 —0,1798 0,09

0,116  0,9673 —0,0742 0,0985
Qo= —0,1798 —0,0742  1,0771 0,2301 (3.13)

0,09 0,0985 0,2301 0,6671

1
1
Vo = . . (3.14)
1
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En el directorio doc se encuentra la documentacion de PCSDP y la generada con
Doxygen de las funciones para fnlsdp. En el directorio include se encuentran los
siguiente archivos:

[operedo@syntagma fnlsdp-1.0.1]1$ 1ls —-1lh include/
total 280K

—rwxrwxr—-x 1 operedo operedo OK Feb 1 2007 blockmat.h
—rwxrwxr—-x 1 operedo operedo 7K Mar 12 2009 declarations.h
—-rwxrwxr—-x 1 operedo operedo 1.2K Feb 1 2007 index.h
—rwxrwxr—-x 1 operedo operedo 836 Feb 1 2007 parameters.h
—rwxrwxr—-x 1 operedo operedo 29K Mar 12 2009 scalapack.h
—YW-r————— 1 operedo operedo 18K Mar 12 2009 PBblacs.h
—rw-r————-— 1 operedo operedo 29K Mar 11 2009 PBblas.h
—rw-r————-— 1 operedo operedo 21K Mar 11 2009 pblas.h
—rW-r————— 1 operedo operedo 53K Mar 11 2009 PBpblas.h
—rW-r————— 1 operedo operedo 83K Mar 11 2009 PBtools.h

Los archivos PBblacs.h,PBblas.h,PBpblas.h,PBtools.hypblas.h poseen
las declaraciones de las rutinas de las librerias BLAS y BLACS en su version paralela y
se descargan siguiendo las instrucciones descritas en el archivo INSTALL ubicado en
la carpeta inicial. Los archivos blockmat .h, index.h y parameters.h provienen
de la aplicacion PCSDP y no se deben modificar. El archivo declarations.h posee
las declaraciones de todas las funciones de PCSDP y fnlsdp, por lo tanto cada nueva
funcién que se desee agregar se debe actualizar en este archivo de encabezado.

El directorio src contiene a todos los archivos con las respectivas funciones de PCS-
DP y £fnlsdp. En este directorio se realiza la programacion de las funciones y su com-
pilaciéon como libreria llamable, bajo el nombre de 1ibfnlsdp.a.

El directorio solver contiene al archivo fnlsdp.c donde se realiza la seleccion
del problema a resolver y el punto inicial utilizado. También se encuentra un script de
ejemplo para ejecutar el programa usando un esquema SGE con encolamiento.

3.2.3. Resolucion de QP (xy, p)

Para implementar la funcién QP _nsdp . m se utiliz6 la aplicaciéon PCSDP que resuelve
en paralelo un problema SDP lineal. Los principales inconvenientes para utilizar PCSDP
fueron la incompatibilidad de formatos entre CSDP y COMPIleib, y la ejecucion utilizando
multiples procesos.

Un desafio mayor fue la construccion de un conector entre el formato de entrada
COMPIeib y la formulacién de Q P(zy, p), hacia un formato CSDP de la forma (3.1). En
el apéndice D se detalla el proceso de conversién de formato, junto a sus justificaciones y
propiedades utilizadas.
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Para realizar la paralelizacion de esta funcién, se utilizé la misma base de cédigo
que para PCSDP, es decir, se desarrollo fnlsdp sobre PCSDP, utilizando las mismas
funciones originales de PCSDP.

Se implementaron los siguientes archivos:

» fnlsdp_read. data.c: realiza la lectura de datos desde el directorio data y
contiene a las funciones que realizan lectura de matrices y datos en general.

» fnlsdp buildmats.c: construye las matrices C'y Ay,..., A, descritas en
(3.1), a partir de la formulacion (D.8) basada en las matrices que definen a la planta
LTI definida en (2.91). También contiene las funciones asociadas a la multiplicacién
de matrices.

» fnlsdp_print_mats.c:imprime informacion relativa a las matrices cargadas y
construidas en el codigo.

= fnlsdp_solve_gp.c: calcula la solucién del problema ()P (xy, p) definido en
(D.8).

Internamente, PCSDP utiliza principalmente dos rutinas de la libreria ScaLAPACK
para su funcionamiento: PDPORTF y PDPOTRS. Para ver su documentacién completa,
revisar:

http://www.netlib.org/scalapack/html/src/pdpotrf.f
http://www.netlib.org/scalapack/double/pdpotrs.f

El estudio del speedup obtenido de esta parte del codigo se puede revisar en el capitulo
Resultados. El detalle de 1a implementacion se puede revisar en el apéndice E.

3.2.4. Calculo de 0(xy)

El célculo de la funcion de mérito 6(zy) en el caso particular de la formulacién (1.2),
descrita en (2.88), requiere calcular la norma matricial de dos términos y el calculo del
valor propio maximo de una matriz simétrica.

Para implementar la funcion theta_f£f.m, la cual implementa la funcién 6(x;) en
MATLAB, se utiliz6 la rutina PDSYEVX proveniente de la libreria ScaLAPACK. El prin-
cipal incoveniente para utilizar esta rutina fue la dificultad en la utilizacién de la libreria.
Debido a la distribucion y balance de carga que deben tener los procesos con respecto a
las celdas de la matriz, este punto fue de especial dificultad.

La rutina PDSYEVX calcula el valor propio maximo de una matriz simétrica. En el
apéndice A.4 se muestra un ejemplo de ejecucion de la rutina PDSYEVX utilizando 4
procesos.

Para ver su documentacion completa, revisar:
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http://www.netlib.org/scalapack/double/pdsyevx.f
Se implementaron los siguientes archivos:

» fnlsdp_objective_theta.c: realiza el cdlculo de la funcién (2.88) asociada
a la formulacién (1.2). También se realiza el calculo de la funcién (2.87).

El estudio del speedup obtenido de esta parte del cddigo se puede revisar en el capitulo
Resultados. El detalle de 1a implementacion se puede revisar en el apéndice E.

3.2.5. Fase de restauracion

La implementacién de una fase de restauracién se encapsuld en una sola funcidn,
con el objetivo de probar diferentes alternativas. Por motivos de tiempo no se termind de
implementar todas las alternativas de fase de restauracion, pero quedara como trabajo a
futuro.

Para recordar qué se busca en la fase de restauracion, se tiene que un punto z, y un
real p es vélido para la fase de restauracion si:

Al (0(x), f(z)) es aceptable para F*~!

B1 QP(xy,p) es factible

El algoritmo utilizado es el mismo que utiliza la implementacion MATLAB ©, im-
plementado en la funcién nativa fminsearch, la cual implementa una version del al-
goritmo Nelder-Mead simplex (optimizacion sin derivadas) descrito en [NM65]. En este
algoritmo, se realiza una busqueda en el espacio utilizando un simplex, como se ve en la
figura 3.2 y los pasos del algoritmo se pueden ver en 7.

Se implementaron los siguientes archivos:
» fnlsdp_filter.c: contiene las funciones asociadas al manejo de los filtros Fy.

» fnlsdp_retoration.c: contiene las funciones asociadas a la obtencion de un
punto aceptable por un filtro F, y factible para el problema Q) P(zy, p). En particu-
lar, contiene la implementacion de método de Nelder-Mead simplex.

En esta parte del desarrollo no se utilizd calculo paralelo. El detalle de la imple-
mentacion se puede revisar en el apéndice E.
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Algoritmo 7 Algoritmo de Nelder-Mead simplex 6 Downhill

1: k<0
2: Escoger un punto inicial 7, € RY.
3: while £ =0,1,2,... 6 condicién de parada do
4:  Bscoger N + 1 puntos de RY alrededor de 7, formando un simplex:
1,2y, TNL1-
5: Calcular los valores de la function f en esos puntos, reindexando los puntos segin
el orden: f(r1) < f(x2) < ... < f(Tn41).
6:  Calcular x, centre de gravidad de todos los points salvo x 1.
7:  Calcular z, = 29 + (zg — xn+1) (reflexion de z 41 por encima de x).
8: if f(z,) < f(z1) then
9: Calcular z, = 29 + 2(z¢ — xy41) (estiramiento del simplex).
10: if f(xz.) < f(x,) then
11: Reemplazar x 1 por .
12: else
13: Reemplazar x4 por ;.
14: end if
15: Ir al paso 4.
16:  end if
17.  if f(x,) < f(z,) then
18: Calcular z. = x4 + %(xo — xn41) (contraccion del simplex).
19: if f(z.) < f(x,) then
20: Reemplazar x5 por z..
21: Ir al paso 4.
22: end if
23:  end if
24:  if Se alcanza un equilibrio en el orden de los puntos (f(z1) = -+ = f(2,41)) then
25: T < Lo + %(Tk — l’l).
26: k—k+1
27: Ir al paso 4.
28:  end if

29: end while
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Figura 3.2: Esquema del algoritmo Nelder-Mead simplex

3.2.6. Operaciones algebraicas

Todas las operaciones algebraicas utilizan las funciones de BLAS y LAPACK de-
scritas en 3.1. En particular, la principal rutina utilizada es DGEMM, pertenenciente al nivel
3 de BLAS y la cual realiza la operacion:

C — aAB + C

Para utilizar célculo paralelo, se debe utilizar la rutina PDGEMM, la cual realiza la multi-
plicacion distribuyendo la carga de las filas y columnas segtn las distribuciones descritas
en2.4.4.

En esta parte del desarrollo no se utilizé cdlculo paralelo. La documentacién de la
rutina PDGEMM se puede ver en:

http://www.netlib.org/scalapack/pblas_gref.html#PvGEMM

3.2.7. Compilacion y ejecucion

Para la compilacion de la aplicacion, primero se debe editar el archivo solver/Makefile
de la siguiente manera. Primero se deben ubicar las lineas:

MKLLIB=/opt/intel/mk1/10.0.3.020/1ib/64
BLAS= —-1mkl_lapack -1lmkl_ipf -lguide -lpthread -lgfortran
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Se puede observar que se estd utilizando la versién 10.0.3.020 de la libreria Intel MKL en
su modalidad para arquitecturas IA-64. Para la modalidad para arquitecturas Intel 64 se
deben modificar las lineas de la siguiente forma:

MKLLIB=/opt/intel/mk1/10.0.3.020/1ib/em64t
BLAS= —-1mkl_lapack -1lmkl_em64t -lguide —-lpthread -lgfortran

La compilacioén se realiza ejecutando el Makefile de la forma:

[operedo@syntagma fnlsdp-1.0.1]1$ make

Para la ejecucion de la aplicacion, se debe especificar en archivo solver/params. fnlsdp

el codigo del problema y el identificador de los puntos iniciales a utilizar (pueden haber
diferentes puntos inciales a utilizar, generados con distintos métodos). Por ejemplo, para
ejecutar la aplicacidn con 4 procesos:

[operedo@syntagma fnlsdp-1.0.1/solver]$ mpirun -np 4 ./fnlsdp

Si se estd utilizando una sistema de colas tipo SGE, se debe revisar el archivo script.sh

para revisar el modo de uso. Su ejecucion en este caso es:

[operedo@syntagma fnlsdp-1.0.1/solver]$ gsub script.sh

Y la revision de su estado (todos los procesos que estan encolados y en ejecuciéon dentro
del servidor) se realiza con gstat:

[operedo@syntagma fnlsdp-1.0.1/solver]$ gstat

job-ID prior name user state submit/start at queue slots
152035 0.55500 fcab-test fcab r 02/25/2010 17:02 all.g@compute-1-1 2
152037 0.55500 fcab-test fcab r 02/25/2010 17:57 all.g@compute-1-3 2

3.3. Diseno de distintas fases de restauracion

Debido a que la implementacién en MATLAB © no siempre convergia, se decidio es-
tudiar en profundidad una parte critica del algoritmo, la fase de restauracion, y proponer
algiin método para reemplazar la fase existente.

Se estudiaron diferentes fases de restauracion para el algoritmo Filter-SDP. Conviene
recordar que la fase de restauracion del algoritmo es la siguiente:

Encontrar x, y p > p tales que:
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Al (0(x), f(z)) es aceptable para F*~!

B1 QP(xy,p) es factible

Se revisararan 3 enfoques, ademds del enfoque original utilizado en la implementacién
existente.

Conviene recordar que el problema a resolver tiene la forma (1.2) y la variable x se
representa de la forma x = (F,Q,V) con F' € RP*" y Q,V € S, y se utilizaran las
funciones f(z) y 6(z) descritas en (2.87) y (2.88).

3.3.1. Enfoque original

El enfoque original que se encontraba implementado consistia en obtener un punto x;,
minimizando la funcién de mérito #(x) con un algoritmo nativo de MATLAB ©. Una vez
minimizada esa funcion se verificaba si la solucidén obtenida admitia la factibilidad del
problema Q) P(zy, p). El algoritmo se puede ver en 8 y el c6digo asociado en C.1.

Algoritmo 8 Fase de restauracion original
1: N «— numero de veces que se realiza la busqueda
Pmax < radio maximo de la region de confianza de QP (xy, p)
p (07 pméx)
x) < punto inicial o proveniente de la iteracién k£ — 1
while ((x), no es aceptable para Fj_1) V (QP(xg, p) no es factible))
A paso < N do

6: x < fminsearch(f(-),xy)

7. if x;, es aceptable para Fj_; then

8: while (QP(zy, p) no es factible) A (p < pmax) do

9: p—2%p

10: dr, — QP (xy, p) (si QP(xy, p) no es factible, d;, queda indefinido)
11: end while

12:  endif

13:  paso < paso + 1
14: end while

La funcion nativa de MATLAB ©, fminsearch(é(-), z), implementa una version
del algoritmo Nelder-Mead simplex (optimizacion sin derivadas) descrito en [NM65].

La principal desventaja de esta implementacion es que en el caso de no encontrar
un punto aceptable por el filtro y factible para () P(xy, p), solamente se evalua una nue-
va minimizacién con fminsearch partiendo del mismo punto. Al estar realizando una
nueva minimizacién partiendo del mismo punto, lo mds probable es que se obtenga como
solucién ese mismo punto, quedando estancado el algoritmo. Lo que se hizo en el desar-
rollo anterior fue obtener puntos factibles para el problema, utilizando métodos externos,
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perturbarlos y utilizarlos como puntos iniciales en el algoritmo. De esta forma, siempre
se partia de puntos cercanos a algin 6ptimo local.

Lo anterior motivé la investigacion de otros métodos donde se exploran diferentes
puntos en caso de llegar a estancamientos. En las siguiente partes se detallan esos méto-
dos.

3.3.2. Retauracion inexacta

En [SMO8] se detalla una fase de restauracion para el problema de programacion no
lineal
min f(x)
ci(x) <0,i=1,...,m

El algoritmo propuesto se compone de 2 fases, una de factibilidad y otra de optimalidad.
La fase de factibilidad resuelve el siguiente problema para un punto z, factible o no
factible:

(3.15)

LP(zg) : 5161]%711 > iy Vei(zy)td
s.aa. Vei(zg)'d+ ei(xy) <0,i € J*

donde J son las restricciones no satisfechas y J* las satisfechas. La solucién d se utiliza
como direccién para definir un punto z;, = x;, + ad el cual debe satisfacer una condicién
de mayor factibilidad que el punto xj, en el sentido de minimizacion de la funcion de

mérito h(z) = || Y°1", max{0, ¢;(z)}|:
h(zr) < (1 = 7)h(zk) (3.17)

(3.16)

y ademds se exige que el punto z; sea aceptable por el filtro F;. En caso contrario, se
reduce el valor de « hasta que se llega a una cierta tolerancia o hasta que el punto z; es
aceptado por el filtro y satisface (3.17).

Si el punto z; pasé con exito la fase de factibilidad anterior, el paso siguiente consiste
en resolver una fase de optimalidad para z:

QP(z) : Crlg{% V f(zk)d + Ld"V2L(z, \r)d

(3.18)
s.aa. Ve(zp)Td+ci(zg) <0

La solucién d se utiliza para definir el punto z,1 = 2, + ad, el cual debe satisfacer una
condicién de mayor optimalidad que el punto z;, minimizando la funcién objetivo f(z):

f(@r) < (1 —7)f(z) (3.19)

y ademas se exige que el punto x;, sea aceptable por el filtro Fj.

La adaptacion realizada para el problema (3.20):

min f(z)

s.a  h(x)=
G(x) =
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consiste en definir las restricciones pertenecientes a J y J*, primero revisando h(z). Si
|hi(x)|| < eror, entonces i € J*, y si ||hi(z)| > eror, entonces i € J. Luego se
analizan los valores propios de G(z). Suponiendo que G(z) = PDP~T, con P la matriz
de vectores propios y D valores propios, ordenados de manera descendente, se escoge
i € J*si \i(G(x)) < 0. De esta manera, todos los valores propios de Gi(z) son negativos,
positivos o existe  tal que 7 < ¢ implica i € J* y ¢ > i implica ¢ € J. Llamando a ambos
conjuntos de indices J y J respectivamente, el problema LP(x) descrito en (3.16) se
escribe de la forma:

LP(xy): min Z‘J ! Xi(G(zx) + DG(xy)d)

deR™
+0 3 ey 1hi(wx) + Dhy(ay)d|? (3.21)
S.a hj($k> + Dh](l‘k)d = O, j e J*
E"(G(zp) + DGz)d)E < 0

donde E' es la matriz cuyas columnas son los vectores propios asociados a los indices J;.

Para resolver el problema (3.21), se utiliza el siguiente programa semidefinido, cuya
construccion se detalla en los algoritmos 10y 11:

min t1 + ots
t1,t2,5€R, dER™, ZES
s.a h](ZL‘k) + Dh; (ZL’k) = 0,5eJ"
EY(G(zy) + DG(xk) VE <0
ty —1rs — Tr(Z > 0 (3.22)
ty — ||(hy(l‘k) + Dh; (xk) )jesll = 0
Z = 0

donde r es el indice asociado a Jg ,es decir, r = |JZ§ |. Para la deduccién de este programa
se utilizaron resultados asociados a valores propios vistos en 2.1.1. Los c6digos asociados
se pueden ver en C.2, C.3,C4y C.5.

Con esto, se tiene un método para minimizar la funciéon de mérito partiendo de un pun-
to zj. La solucidn del programa (3.22) se utiliza de la forma 2, = x;, + ad, analogamente
a lo que se describe para el caso no lineal. Este método pretende ser una alternativa a la
utilizacién de la funcién fminsearch, sin embargo, no produjo buenos resultados de-
bido a que tambien se produce estancamiento si es que no se cuenta con un método para
revisar distintas areas de la region factible (o cercanas a la region factible), utilizando
puntos iniciales cada vez que el método se quede estancado. Debido a esto, se estudiaron
métodos de generacion de puntos iniciales para el problema SOF, el cual se detalla en el
capitulo Resultados.
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Algoritmo 9 Fase de restauracion inexacta

1:

° *®

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

N R e

g e (0,1)
v € (0,8)
N «— nuimero de veces que se realiza la bisqueda
Pmax < radio maximo de la region de confianza de Q P(zy, p)
P (0, Pmax)
x) <— punto inicial o proveniente de la iteracién k — 1
while ((z;, no es aceptable para Fy_1) V (QP(xy, p) no es factible))
A paso < N do
Ty — lSdp(e()7 T, Fka ﬁa ’y)
if x;, es aceptable para F;_, then
while (QP(zy, p) no es factible) A (p < pmax) do
pe—2xp
dr, — QP (xy, p) (si QP(xy, p) no es factible, d;, queda indefinido)
end while
end if
paso «— paso + 1
end while

Algoritmo 10 Funcién 1sdp para restauracion inexacta (version 1)

1:

—_— = = = =
2R 22

D A A

INPUT: 2, Fi1, 3,7

a «— =*1 (elegir el signo del descenso)
ac — 0
€« 107
Contruir problema (3.22) para el punto xy.
Obtener d solucion de (3.22).
while ac = 0 A |a| > edo
z=u1x+ ad
if z es aceptable por Fj,_; A 6(z;) > 6(z) then
ac 1
else
a—
end if
: end while
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Algoritmo 11 Funcién 1 sdp para restauracion inexacta (version 2)

1:

A A

INPUT: LTk, ./Tk_l, B, Y

a «— *1 (elegir el signo del descenso)

ac <0

€« 107*

Contruir problema (3.22) para el punto x.

Agregar restricciones asociadas al filtro para d = (Fy, Qq, V) € RP*" x S™ x §™:

1—
t— 59 > 0 (3.23)
donde 6 se define como: B
= min 6
(0, fi)EFr—1

7: Obtener d solucion de (3.22).

10:
11:
12:
13:
14:
15:

while ac = 0 A |a| > edo
z =z +ad
if = es aceptable por Fj,_; A 0(xy) > 6(z) then
ac «— 1
else
a— 3
end if
end while
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3.3.3. Soluciones SOF suboptimales

Un enfoque diferente se utilizé tomando como base el trabajo realizado en [Mos08],
donde se detalla un método para encontrar soluciones suboptimales del problema asociado
a los controladores de salida estatica con retroalimentacion (Static-Output Feedback). Este
tipo de problemas consiste en encontrar una matriz F' tal que u(t) = F'y(t), que minimiza
el funcional J(F'):

J(F) :=E ( /O T (Ot + u(t)TRu(t))dt> (3.25)

con @ > 0y R > 0, sujeto a la siguiente dindmica:

2'(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.26)
z(0) = x (3.27)
y(t) = Cx(t) (3.28)

Usando (3.28) y u(t) = Fy(t), se puede reemplazar u(t) por F'Cz(t) en (3.26), y suponien-
do que F' permite que el sistema sea asintéticamente estable, es decir

a(A+ BFC) :=max{Re(\;(A+ BFC(C))} <0 (3.29)
la solucién del sistema 2/(t) = (A + BFC)x(t),2(0) = x¢ serd z(t) = eATBFO? y ge

puede reemplazar dentro del funcional J(F') obteniendose:

J(F):=Tr | P / eWHBFO CTETREC + Q)eAHBFOt gy (3.30)
0

[\ J/

L(F)

con P = E(zyz}). Recordando el teorema que caracteriza a la solucién de la ecuacion de
Lyapunov (revisar demostracién en [Che70]):

Teorema 3.3.1. Si a(A) < 0, entonces para toda matriz N existe una vinica matriz M
que satisface la ecuacion
ATM +MA+N =0 (3.31)

y ademds

M = / At NeAtdt (3.32)
0

, se tiene que la matriz L(F') es solucién de la ecuacién de Lyapunov siguiente:

L(F)(A+ BFC)+ (A+ BFC)'L(F)+ C"F'TRFC +Q =0 (3.33)
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y considerando a la variable L(F") independiente de F, el problema (equivalente) que se
resuelve entonces es:

min Tr(PL)
(F,L)eSpxRnxn (3.34)
s.a L(A+ BFC)+ (A+BFC)'TL+ C"FTRFC+Q =0

donde Sp = {F : (A + BFC) < 0}.
El método propuesto en [Mos08] minimiza el siguiente problema perturbado:
min Tr(PL(F, i) + ou?
(F,u)esk - - (3.35)
sa  L(F,p)A, + AzL(F, w)+CTFTRFC +Q =0

donde A, = A — ul + BFC, Sk = {(F,p) : a(A,) < 0}y 0 > 0 es un pardmetro de
penalizacion. La idea es realizar una minimizacidn irrestricta reduciendo progresivamente
g.

En [Mos08] se demuestra que las condiciones de primer orden para la funcion
JR(F, 1) = Te(PL(F, 1)) + o (3.36)

son las siguientes:

ViJE(F,pu) :=2(B"L(F,p) + REC)K (F,1)C" = 0 (3.37)
Vi dp(F, ) o= 2(Te(L(F, p) K (F, p)) +op) = 0 (3.38)
L(F,11)Apy + Ap  L(F, 1) + C"FTRFC+Q = 0 (3.39)
ApK(Fp) + K(F,p)AL, +P = 0 (3.40)

donde K(F,u) es una variable auxiliar, solucién de (3.40). Ademds, se demuestra una
caracterizacion para la matriz /', conociendo Ly K:

Lema 3.3.2. Sean (F, ) € S% solucion del problema (3.35). Suponiendo que la matriz
C es de rango completo y que S% es no vacio, entonces

F(L,K)=-R'B'"LKC"(CKC")™* (3.41)

Utilizando P = Q) = I,,xn, y R = I,«,, se obtiene una solucién para la ecuacion:
ApyK + KAL , + I =0 (3.42)

la cual proviene de la ecuacién (3.40). Esta ecuacion coincide con la tercera restriccion
de la formulacion (1.2), por lo tanto el método permite encontrar una matriz factible para
esa restriccion. Para encontrar la matriz que satisface la primera restriccion de (??), se
resuelve independientemente una ecuacion de Lyapunov de la forma:

ApL + LA} + BB} =0 (3.43)
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De esta forma, se intenta obtener una solucion factible para el problema (1.2), la cual
servird como punto inicial para el algoritmo Filter-SDP.

Con las consideraciones anteriores, el algoritmo en detalle se puede ver en 12 y su
codigo en C.6. Lo que se espera de este método es obtener puntos iniciales cuya funcién
de mérito 0 (ver (2.88)) sea menor (mayor factibilidad) que con el enfoque original, el
cual usaba puntos a priori cercanos a un Optimo local. En este caso, partiendo de un
punto cualquiera, se espera llegar a un punto inicial de mayor factibilidad para comenzar
a realizar las iteraciones del algoritmo global.

Algoritmo 12 Célculo de controladores SOF suboptimales usando penalizacién
1: Calcular pq tal que (Fy, 1) = (0, 1) € S% y resolver (3.39) y (3.40) para obtener
Lg Yy KU.
2: Escogen pardmetros iniciales 0 < 7 < %, a>1,b>0,7€(0,1), €sap < 1,60 >0y
oo > 0.

3: forj=0,1,... do

4 k=0

s: while min{||V i (Fy, ) ||, Vi (B, i) |} > €5 do

6: Calcular 1% | = —aijTr(LkKk).

7 Calcular F,, = —R™'BTL, M, C"(C M, C")~1.

8 =0

9: while a(AFkH,HZL) > 0do

10: Fyr1 = Fp +7'7(Fea — Fy)

11: if v'7 < €445 then

12: Parar.

13: end if

14: 1=1+1

15: end while

16: Dados Fjyi1y ,LLZfH resolver las ecuaciones (3.39) y (3.40) para obtener Ly y
M.

17: =k+1

18:  end while

19: Escoger 011 € (O, ClO'j) Y€1 € (O, Ej).
20: F.‘jJrl = Fk, Hit1 = Uk

21: end for

3.3.4. Posicionamiento de polos
El método de soluciones SOF suboptimales se inicializa con F{, igual a la matriz cero

con dimensiones apropiadas (etapa 1 del algoritmo 12). Para mejorar el desempefio del
algoritmo 12, se busco algun método que entregara una matriz F' dando como entrada
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Algoritmo 13 Fase de restauracion SOF
1: N «— numero de veces que se realiza la busqueda
Pmax < radio maximo de la regién de confianza de Q P(zy, p)
P (0, Pmax)
if £ = 0 then
Tp < pen
else
x) < punto inicial o proveniente de la iteracién k — 1
end if
while ((x) no es aceptable para Fj_1) V (QP(xg, p) no es factible))
A paso < N do
10:  zp < fminsearch(0(-),zx) 6 x; «— 1sdp(8(-), xk, Fr, B,7)
11:  if x; es aceptable para F;_; then

R e A A S

12: while (QP(zy, p) no es factible) A (p < pmax) do

13: p—2%p

14: dy — QP(xy, p) (si QP(xy, p) no es factible, dy, queda indefinido)
15: end while

16:  end if

17:  paso < paso + 1
18: end while

los valores propios que debe tener la matriz A + BF'C. Este problema, llamado posi-
cionamiento de polos, se describe de la siguiente forma: para las matrices A € R™*",
B € R™my C € RP*", y el vector \? € C™, encontrar la matriz ' € R™? tal que
MA + BFC) = AP, con \(A) el vector de valores propios asociado a la matriz A.

La idea de este método es utilizar una matriz A+ B Fj,C' de tal forma que al calcular las
ecuaciones de Lyapuov del método SOF de la parte anterior, (3.39) y (3.40), haya mayor
chance de obtener soluciones Ly1 y M1, pues el sistema estard mejor condicionado,
en el sentido que se obtiene una estabilidad asintética del sistema con a(A + BF;,C) < 0
y se satisface la condicion del teorema (3.3.1) desde las primeras iteraciones del método
de soluciones SOF suboptimales.

El algoritmo estudiado se describe en [YOO7]. En €1 se resuelve un problema de mini-
mos cuadrados de la siguiente forma:

minpegmer  f(F) = H|A(A+ BFC) — AP|2 (3.44)

La funcion f(F') se puede escribir de la forma:

n

f(F) = % Z\(Ai(A + BFC) — )\?)*\(Ai(A + BFC) — A?Z (3.45)

ri(F) ri(F)

Las condiciones necesarias para que exista una solucién a este problema son la (A, B)-
controlabilidad y la (A, C')-observabilidad. Una condicion suficiente es la siguiente: mp >
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n ([Wan92]).

Para resolver (3.44), en [YOO7] se utiliza un método de region de confianza que min-
imiza iterativamente una aproximacion local cuadratica:

minpepr  mi(p) = fxx) + Vf(2x)'p + p" Bip

3.46
sa [pll < Ay (3.46)

La matriz Bj, se puede construir usando informacién de primer o segundo orden. Si se usa
informacién de primer orden, el método se llama Levenberg-Marquardt [Mar63]:

By, = J(x1) " J () (3.47)

con J(x) la matriz Jacobiana de la funcién r(z) = (ri(z),...,7,(2))T, asociada a la
funci6n objetivo f(z) = 3 >_" , rf(2)r;(x). Si se usa informacién de segundo orden, el
método recibe el nombre de region de confianza de Newton [NW99]:

By = J(xp)  J(2p) + 2”: ri(2k) V2ri(z1) (3.48)

i=1

Ahora, como la funcién involucra valores propios, conviene recordar el siguiente re-
sultado ([Kat82], seccion 2.5.7), relativo a las derivadas de los valores propios de una
matriz:

Teorema 3.3.3. Considere una funcién matricial A : RN — R™ ™. Si A(z) es k veces
continuamente diferenciable en una vecindad () de x, y ademds en cada punto T de )
A(Z) tiene distintos valores propios, entonces los valores propios de A(x) son k veces
continuamente diferenciables en ().

Con este teorema en mente, si ); denota el i-ésimo valor propio de A(x), D =
A1y, )Ty X € C™" tal que A(z)X = XD, se tiene que:

on _,10A(z)
ory (X B X) (3.49)
D\ L 0?A(x) " PuQii -+ PiyiQys
= (X! ijaji T ity .
8xk8xl ( axkaxlX)“ - Z )\z . >‘j (3 50)

j=1,j#i

donde P = X~ 18‘4 X Q=X 18A X En este caso, la funcién objetivo es (3.45),
al derivar se obtlene

Of (F) o 0y ON(A+ BFC)
5F, Re {;(AZ(A + BFC) — \P) 3F, (3.51)

O*f(F) "L (ON(A+ BFC)\" [O\(A+ BFO)
'/ — R .52
OF0F,, © ; < OF ) ( OF,, ) (322

& O*\i(A+ BFQ)
D\ * ?

+ 3 i(A+ BFC) =)= FudE, } (3.53)
(3.54)
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En este caso, A(z) = A + BFC, luego:

J(A+ BFC)
—————— = B.(}. 3.55

oF, xCl, (3.55)
Con los calculos anteriores, el algoritmo se puede ver en 15 y su cédigo combinado

con el enfoque SOF en C.7. Las funciones originales descritas en [YO07] se pueden ver
en los cédigos C.8, C.9, C.10,C.11y C.12.

En el algoritmo 16 se puede observar que en el caso de que no se encuentren puntos
aceptables y factibles, se realiza una nueva bisqueda de un punto incial con el algoritmo
de posicionamiento de polos (lineas 19 y 20), ya que utiliza una componente aleatoria
que permite explorar nuevas areas de la region factible, con la esperanza de encontrar
nuevos puntos que sean soluciones de la fase de restauracion. Esa componente aleatoria se
describe en el algoritmo 14, en €l se calcula el tamafio de la matriz A mediante una funcién
de su norma (la rdiz de su norma en este caso) y se construye un vector \” ajustado a las
dimensiones del problema. Posteriormente se escala, restandole a cada componente de \”
el factor max;(Re{\”}) para obtener sélo valores negativos y ademds se les resta un valor
0 que corresponde a un valor input asociado al nimero de intentos por encontrar un nuevo
punto aceptable y factible. La idea es que mientras mds intentos se han realizado, mds
negativos serdn los polos en los cuales estoy posicionando la matriz F}, con el objetivo
de forzar la extraccion de puntos mds factibles (para obtener matrices A + BF,C que
satisfagan a(A 4+ BF,C) < 0).

Algoritmo 14 Aleatoriedad del algoritmo de Posicionamiento de polos
1: 0 = 0,75 - (# de intentos) + 0,1
2: tam = +/||A||r
3: AP = \(—tam - 1,,,, + (2 - tam) - randn,, )
4: AP — AP — miax;(Re{A\P}) - 1yx1 — 6+ Ly
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Algoritmo 15 Posicionamiento de polos
1: A>0,17€[0,1/4)
2: k<« 0
3: F} « random (matriz aleatoria)
4 Ay € (0, A)
5: fork=0,1,2,... do
6:  Obtener p; resolviendo (aproximadamente o exactamente) (3.46) con el pardmetro
Ay, y donde p; eventualmente es una matriz de las mismas dimensiones que F.
7. Evaluar py, = £UE) ~f (P +pr.)

mg(0)—mg(pr) *
8 if p, < { then

: Apy1 = }lAk
10:  else
11: lfpk > % VAN ||pk||2 = Ak then
12: Ak—i—l = min{QAk, A}
13: else
14: Ak+1 = Ay
15: end if
16:  end if
17:  if pi, > 7 then
18: Fip1 — Fy + py
19: else
20: Fk+1 «— Fy
21:  end if
22: end for
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Algoritmo 16 Fase de restauracion Posicionamiento de polos

1:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

D A AN A

N «— numero de veces que se realiza la busqueda
Pmax < radio mdximo de la region de confianza de Q P(zy, p)
p— (07 pmax>
if £ = O then

xy < polos(k)
else

X} < punto inicial o proveniente de la iteracién k — 1
end if
while ((z;, no es aceptable para Fy_1) V (QP(xy, p) no es factible))
A paso < N do

x) < fminsearch(f(),xy) 6 xy — 1sdp(6(-), zx, Fr, 5,7)

if x;, es aceptable para F;_, then

while (QP(xzy, p) no es factible) A (p < pmax) do
p—2%p
dy «— QP(xg, p) (si QP(xg, p) no es factible, dy, queda indefinido)
end while

end if

paso «— paso + 1
end while
if paso > N then

xy < polos(k)

Ir al paso 9.
end if
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Capitulo 4

Resultados

4.1. COMPleib

Para realizar una comparacion del desempend de las fases de restauracion propuestas
y de las implementaciones existentes, se utilizard la bateria de problemas COM Pl.ib,
COnstrained Matrix-optimization Problem library, ([Lei04], [LLO04],[LLO3]). Los prob-
lemas contenidos en C'OM Pl.ib pertenecen a las siguientes areas:

Programas semidefinidos lineales

Programas semidefinidos no lineales

Minimizacién de funciones espectrales

Ecuaciones de Lyapunov y Riccati

Problemas de disefio de sistemas de control y matrices relacionadas

La versiéon 1.0 posee 124 problemas y la version 1.1, 168 problemas. Las categorias de
problemas y los distintos tipos de aplicaciones de donde provienen son las siguientes:

= Static Output Feedback

= Flyjo de calor 2D
= Modelos de segundo orden

m Control de orden reducido

En las siguiente seccidn se revisaran brevemente cada categoria, definiendo el tipo de
problema que se intenta resolver.
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4.1.1. Categorias de problemas
Static Output Feedback

Una planta LTI se define como un sistema para A € R"™>*"™ B, € R™"™ B ¢
Rnwxnu’ Cl e RHZXTLCC’ Dll e RHZXTL’UI’ D12 6 RTLZXRU’ O E Rnyxnz y D21 e Rnyxnw’ de
la forma:

(t) = Ax(t) + Biw(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Daw(l)

con x estado, u control de entrada, y salida observada, z salida regulada y w ruido de
entrada. El control retroalimentado por la salida observada se define:

u(t) = Fy(t) (4.2)
con F'una matriz de ganancia desconocida. De (4.1) y (4.2) se deduce la siguiente relacion:
u(t) = F(Cz(t) + Dyw(t)) 4.3)

Reemplazando (4.3) en (4.1), se obtiene:

Z : { x(t) = (A + BFC)iL‘(t) + (Bl -+ BFDQl)w(t> (4.4)

Z(t) = (Cl + DlgFC)SL’(t) + (DH + D12FD21>’LU(t>

cl

El objetivo de este tipo de problemas es calcular /' tal que el sistema ), sea asintética-
mente estable y ademds se minimice la norma Hs o H, del sistema. Estas normas se
definen de la forma:

1o L
ISl =0 (55 [ HGw G0 ) donde

H(s)=C(s[ —A)'B+D
es la funcidn de transferencia para el sistema

©(t) = Ax(t)+ Bw(t
2(t) = Cuz(t) + Dw(

v [ D0, 11 = méxy, omax(H (jw)), donde 0,4, (A) representa el valor singular méxi-
mo de la matriz A.

Para construir la formulacion semidefinida, conviene escribir el teorema de Lyapunov:

Teorema 4.1.1 (Lyapunov). Son equivalentes:

1. Existe F tal que A(F) = A+ BFC es Hurwitz, es decir, R(\;(A(F))) < 0.
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2. Para cada W, existe F tal que la ecuacion de Lyapunov tiene solucion vinica X :
AFY'X + XA(F)+W =0
siW = 0(W = 0) entonces X = 0(X = 0).
3. Existe F' matriz’y V matriz simétrica tales que
AFY'V +VAF)+1=0,V =0

Con este teorema, las formulaciones que se presentan son las que se plantean a con-
tinuacion.

Formulacion H,

Problema 4.1.2. Suponga que D11 = 0y Doy = 0. Dadas las matrices reales A, B, C,
By, C4, D15 y un entero 0 < n, < n, encontrar una ganancia F de orden n.. tal que la
matriz A(F) = A+ BFC es Hurwitz y la norma H, del sistema Y, es minimal.

La norma H, de ), se puede escribir equivalentemente como:

1Y 13, = Tr(C(F)QC(F)T) 4.5)

donde C(F') = C + D12 FC'y () simétrica satisface la ecuacion de Lyapunov,
A(F)Q + QA(F)" + BiBl =0

Juntando la tercera equivalencia del Teorema de Lyapunov y la definicién de la norma H,
segln (4.5), se tiene el siguiente problema NLSDP:

Formulacion 4.1.3.
minRQy T?"((Cl + DlgFC)Q(Cl + DlgFO)T)
sa (A+BFC)Q+ Q(A+ BFC)' + BB = 0

(A+ BFC)V+V(A+ BFC)' +1
V = 0

(4.6)

)

Formulacion H.,

Problema 4.1.4. Dadas las matrices reales A, B, C, By, C1, D11, D12, Do1 y el entero
0 < n. < ng, encontrar una ganancia I' de orden n., una matriz simétrica Py v > 0 tal
que para un -y minimo, la tripleta (F, P, ) satisface la ecuacion de Riccati

A(F)'P + PA(F) + %C(F)TC(F)

1
+;M(F,P,7)R(F,7)‘1M(F,P,V)T =0
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donde

R(F,y) = I—=~"D(F)"D(F)
M(F,P,y) = PB(F)+~ 'C(F)'C(F)

también se cumple

R(F,7) = 0,P =0
y ademds A(F, P,~) = A(F) + v 'B(F)R(F,~v) *M(F, P,v)" es Hurwitz.

La formulacién SDP para este problema es la siguiente:

Formulacion 4.1.5.

mii’lﬂp’[/{/ﬁ Y
s.a A(F)'P + PA(F )+771C'(F)TC( )+
Y IM(F, Py)R(F, ) "M(F,P,y)" = 0
A(F,P,W)V+VA( Py)T +1 =0 @7
R(F,v) = 0 '
W > 0
P =0
v > 0
Flujo de calor 2D

Se quiere controlar un modelo de flujo de calor 2D. Usando diferencias finitas, se
obtiene un gran sistema de control, donde las matrices son ralas (£ invertible):

Ei(t) = (A+0A)x(t)+ G(x(t)) + Biw(t) + Bu(t)

Z(t) = C’lx(t) + Dlgu(t)

y(t) = Cx(t) (4.8)
u(t) = Fy(t)

z(0) = x

En este modelo, = es la aproximacion de la temperatura, u es el control de entrada, y
denota la observacion, w es el ruido de entrada y z la salida regulada.

Si se considera G(x(t)) = 0, el modelo es el siguiente:

i(t) = E ' (A+64)z(t)+ E'Byw(t) + E'Bu(t)

A B B
yt) = Ca(t) @9
u(t) = Fy(t)
z(0) = xo

La formulacién del problema es la correspondiente a SOF-H, (4.6).
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Modelos de segundo orden

El modelo es de la forma:

~

M+ Dj+Sq = Bu (4.10)

con M masa, D amortiguacion y S rigidez.
Utilizando los siguientes cambios, se obtiene un sistema de primer orden:

I 0 I N
T {q]’A'_ { ~M~'D —M—ls}’B'_ [Mlé]

La formulacién del problema es la correspondiente a SOF-Hs, (4.6).

Control de orden reducido

Estos problemas no son directamente estabilizables por un control SOF, sin embargo
se pueden replantear utilizando una técnica de aumento de las dimensiones del sistema:
0 B

F T R R R RO P L ol
} +Dypw(t)+[ 0 Dy | [ ‘ZC“) }

zo(t) 0 T

% jc(Zt)) % _ F { zo(t) ] [ D21 }

u(t)

La formulacién del problema es la correspondiente a SOF-H, (4.6).

|
| — |
Qo
O~
_ 1

;Ilﬁ'—|

8]
=2
= e+

4.1.2. Formato de entrada

Desde MATLAB, se llama a la funcién COMP 1 e ib, pasando como argumento el iden-
tificador del problema:

[A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx,nw,nu,nz,ny] =
COMPleib ("AC1");

La manera de extraer los datos desde MATLAB es la siguiente, en este caso, para el
problema de codigo AC1:

>> [A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx,nw,nu,nz,ny] = COMPleib ("AC1l’);
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Cédigo 4.1: Script en Perl de chequeo de controlabilidad y observabilidad de datos COM-
Pleib

#!/usr/bin/perl
Jovars=( "A” => A",

”B1” => ”B1”,

”B” = ”"B”,

”Cl1” => ”Cl1”,

”C” = "C”,

”D11” => ”DI11”,

”DI12” => ”DI12”,

”D21” => D217,

”dims” => "nx.nw.nu.nz.ny”);
open (IN,”’<codes . txt”);
$actuallines =0;
$numlines=0;
while(<IN>){

$numlines=$numlines+1;

close (IN);

open (IN,”<codes. txt”);

while(<IN>){
$actuallines=%$actuallines +1;
$code=$_;

chomp ($code ) ;

$code="s/ //g;

print ”%checking._problem.”,$code,” in_compleib_data_directory\n”;

print “[A,B1,B,C1,C,D11,DI12,D21,nx,nw,nu,nz,ny].-=_COMPleib(’”,$code,” *);\n”;
print “r=rank (ctrb(A,B));\n”;

print “r2=rank (obsv(A,C));\n”;

print "if_r==nx &&_r2==nx;._disp((>>>>>>>",$code,”_is_asymp.._stable!’]);end;\n";

close (IN);

4.1.3. Seleccion de problemas

Para realizar la comparacion, se decidio revisar la estabilidad de cada problema, re-
visando la (A, B)-controlabilidad y la (A, C')-observabilidad. Si un problema no es asintética-
mente estable (condicion necesaria es que sea (A, B)-controlable y (A, C')-observable),
entonces no se utilizard para la comparacion.

Para realizar ese chequeo, se utilizé un script en lenguaje Perl, cuyo codigo se puede
ver en 4.1, y que genera un script de MATLAB © que entrega los problemas que cumplen

las condiciones. El script generado se puede ver en el cédigo 4.2, y la ejecucion completa
de esta parte se realiza de la siguiente forma:

[22:30 0.00] [euler] % perl checkctrbobsv.pl > scriptCTRBOBSV.m
[22:30 0.01][euler] % matlab -nodisplay -nosplash -r "scriptCTRBOBSV;quit;"

La lista de los problemas (54 en total) a revisar se puede ver en 4.1 y 4.2.
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4.1. COMPleib CAPITULO 4. Resultados

Cédigo 4.2: Script generado para MATLAB de chequeo de controlabilidad y observabili-
dad de datos COMPleib

[A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx ,nw,nu,nz,ny] = COMPleib(’AC1");

r=rank(ctrb (A,B));

r2=rank (obsv(A,C));

if r==nx && r2==nx; disp ([ >>>>>>>HF2D17._is.asymp..stable!’]);end;

[A,B1,B,C1,C,D11,D12,D21,nx ,nw,nu,nz,ny] = COMPleib( HF2D18");
r=rank(ctrb (A,B));

r2=rank (obsv (A,C));

if r==nx && r2==nx; disp ([ >>>>>>>HF2DI8_is.asymp..stable!’]);end;

Cédigo | n, | ny, | ny | Estructura de A | Categoria
AC1 51313 densa SOF
AC2 51313 densa SOF
AC3 5121 4 densa SOF
ACS5 4 | 212 densa SOF
AC6 712 | 4 densa SOF

AC11 | 5 2 | 4 densa SOF
AC12 | 4 | 3 | 4 densa SOF
ACI5 | 4 | 2 | 3 densa SOF
ACl6 | 4 | 2 | 4 densa SOF
AC17 | 4 | 2| 2 densa SOF
AC18 [10] 2 | 2 densa SOF
HE1 4 1211 densa SOF
HE2 4 | 212 densa SOF
HE3 84| 6 densa SOF
HE4 84| 6 densa SOF
HES5S 8 | 4| 2 densa SOF

REA1 | 4 | 2 | 3 densa SOF

REA2 | 4 | 2 | 2 densa SOF
DIS1 8|1 41| 4 densa SOF
DIS2 31212 densa SOF
DIS3 6 | 4| 4 densa SOF
DIS4 6 | 4|6 densa SOF
DIS5 4 | 212 densa SOF

Cuadro 4.1: Problemas pertenecientes a COMPleib para realizar la comparacion (parte 1)
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4.1. COMPleib CAPITULO 4. Resultados

Cdédigo | n, | ny, | ny, | Estructura de A Categoria
BDT1 [ 11| 3 | 3 rala SOF
MFP 4 | 312 densa SOF
EB1 10 | 1 1 rala SOF
EB2 10 | 1 1 rala SOF
EB3 10 | 1 1 rala SOF
TF1 712 | 4 densa SOF
PSM 71213 densa SOF
NNI1 3 1|2 densa SOF
NN2 2 1 1 densa SOF
NN3 4 1 1 densa SOF
NN4 4 1213 densa SOF
NN5 71112 densa SOF
NNS 312 |2 densa SOF
NN9 513 |2 densa SOF
NNIO | 8 | 3 | 3 densa SOF
NNI2 | 6 | 2 | 2 densa SOF
NNI13 | 6 | 2 | 2 densa SOF
NN14 [ 6 | 2 | 2 densa SOF
NNI5 | 3| 2| 2 densa SOF
NN16 | 8 | 4 | 4 densa SOF
NN17 | 3 | 2 1 densa SOF
T™MD | 4 | 2 | 2 densa Segundo orden
FS 51113 densa Segundo orden
DLR1 [ 10| 2 | 2 densa Segundo orden
ROC1 | 9 | 2 | 2 densa Orden reducido
ROC3 (11| 4 | 4 densa Orden reducido
ROC4 | 9 | 2 | 2 densa Orden reducido
ROC6 | 5 |3 | 3 densa Orden reducido
ROC7 | 5|2 |3 densa Orden reducido
ROC8 | 9 | 4 | 4 densa Orden reducido
ROC9 | 6 | 3 | 3 densa Orden reducido

Cuadro 4.2: Problemas pertenecientes a COMPleib para realizar la comparacion (parte 2)
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4.2. Comparacién entre £nlsdp e implementacion MATLAB CAPITULO 4. Resultados

4.2. Comparacion entre £nlsdp e implementacion MAT-
LAB

Para comparar el rendimiento de ambos sistemas, se corrieron los tests pertenecientes
a la bateria de problemas COMPleib descritos en la seccién anterior, para el problema
tipo (1.2) y utilizando el método SOF mds posicionamiento de polos, descrito en 3.3.4
para generar los puntos iniciales (ambos sistemas parten del mismo punto incial).

Los resultados obtenidos en ambos sistemas se pueden ver en las tablas 4.3, 4.4 y 4.5,
donde hq(z), hao(x) y A1(V) representan la primera, segunda y tercera restricciones en
(1.2).

Para analizar los resultados, se calcul6 el porcentaje de ocaciones en las que alguno de
los métodos tenia mejor desempeiio que el otro. Para ello, se contaron sélo los problemas
donde alguno de los métodos entreg6 resultados. Si uno entregd resultados (se identifica
con un *) y el otro no, se considera a todos los valores del que no entreg6 resultados como
+o00. La informacion obtenida es la siguiente:

= Enel 78 % de los casos el tiempo de ejecucion entregado por £nlsdp tuvo un valor
menor al entregado por la implementacion MATLAB.

= En el 68 % de los casos, el punto entregado por fnlsdp tuvo un valor de ||dz||
menor al entregado por la implementacion MATLAB.

= En el 83 % de los casos, el valor de la funcién objetivo f(z) entregada por fnlsdp
tuvo un valor menor al entregado por la implementacion MATLAB.

m En el 81%, 79% y 69 % de los casos, los valores entregados por fnlsdp de
|hi(z)]], [|h2]| y A1(V) respectivamente, fueron menores a los valores entregados
por MATLAB.

B

= El nimero de problemas donde ||dz|| < 0,1 fue de 5 para MATLAB y 1 para
fnlsdp. Esto indica que el nimero de problemas resueltos adecuadamente fue
muy pequefio en ambos métodos, con MATLAB obteniendo una ligera ventaja. Esto
se puede deber a que la fase de restauracion en cada método no esta completamente
desarrollada (se estdn usando versiones del método Nelder-Mead simplex en ambas
implementaciones).

» El método £nlsdp obtuvo el 76 % de los casos donde el valor de la funcién 6(x)
(como se describe en (2.88)) es menor a 0,01.

En base a esta informacion, se puede deducir que el método fnlsdp tiene resulta-
dos mejores en términos del valor de la funcién objetivo y de mérito, sin embargo no se
puede asegurar nada con respecto a la terminacién del algoritmo, pues sélo en 1 caso se
llegé a una solucién donde ||dz|| ~ 0 (valor de la norma de la solucién del problema
tangencial Q P(zy, p)). Se espera que lo anterior pueda mejorar al introducir nuevas fases
de restauracion, lo cual quedard como trabajo a futuro para la implementacion £nlsdp.
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4.2. Comparacién entre £nlsdp e implementacion MATLAB CAPITULO 4. Resultados

’ Prob. \ Sistema \ Tiempo \ Iter. \ fr |ldz]] \ f(zx) \ [y (2)]] \ e (z)]] \ A (V) \ Tipo ‘
ACl1 matlab 11.15 4 0 0.01 1.06 0 0 0 e
fnlsdp 7.13 9 2 7.13 -42.45 0 0 0 h
AC2 matlab 13.73 3 3 0.01 1.35 0 0 0 h
fnlsdp 10.23 6 9 8.62 -48.46 0 0 0 h
AC3 matlab * 3k * k * * 3k 3k £
fnlsdp 8.7 8 2 3.2 -17.89 0 0 0 h
ACS matlab * ES * £ * * £ * ES
fnlsdp * Ed * £ * * 3k * Ed
AC6 matlab * *k * * k * *k k *
fnlsdp 17.62 2 2 17.18 -100136.49 | 311762.8 | 784.64 0.03 w
ACl11 matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 12.43 7 9 6.93 -5.05 0 0.01 0.29 h
AC12 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * 3k * k *k * k 3k k
AC15 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 3245 14 | 2 | 390.54 | -9633684.91 13.51 38.02 0 h
AC16 | matlab 4.22 1 0 112.43 3853.01 1.98 0.01 0 e
fnlsdp 8.8 16 2 12.19 -786.27 0 0 0 h
AC17 | matlab 3.86 2 0 | 193.12 57777.29 1.26 0 0 e
fnlsdp 1.19 1 2 19.31 0.17 0 0 0 w
AC18 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * ES * % * * 3k *k Ed
HEl matlab * * * * * * k * *
fnlsdp 9.15 6 2 161.3 -167.69 0.13 1.63 0 h
HE2 matlab % k % k *k % k k *
fnlsdp 2.61 3 2 19.64 -1.27 0 0 0 h
HE3 matlab * ES * £ * * k * Ed
fnlsdp * 3k * * 3k 3k k
HE4 matlab * * * k * * k * *
fnlsdp | 102.62 9 2| 3997 18.22 0 0.03 0.42 h
HE5 matlab * * % * * * k * *
fnlsdp 138.33 4 5 | 3475.25 -3343.22 12.5 35.63 0.33 h
REA1 | matlab 5.11 3 0 0.77 25.11 0.02 0.04 0 e
fnlsdp 1.71 1 2 5.14 -0.09 0 0 0.09 w
REA2 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 2.48 5 2 5.34 30.71 0 0 0 h
DIS1 matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 5091 10 2 4.71 -31.39 0 0.01 0 h
DIS2 matlab 2.98 1 0 7.04 41.37 1.5 0 0 e
fnlsdp 1.69 5 2 4.05 -3.35 0 0 0 h
DIS3 | matlab 14.54 2 0 4.3 326.8 1.23 0.08 0 e
fnlsdp 16.99 7 2 4.4 12.34 0 0 0 h
DIS4 matlab 27.75 4 0 0.72 8.36 0.41 0.98 0 e
fnlsdp 31.49 7 5 1.95 2.59 0 0.01 0 h
DIS5 matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * * * * * * k *k *

Cuadro 4.3: Comparacion de ambos sistemas para bateria de problemas COMPleib (parte

1)
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4.2. Comparacién entre £nlsdp e implementacion MATLAB CAPITULO 4. Resultados

| Prob. [ Sistema | Tiempo [ Iter. [ fr [ [dzf [ f(z) [ [[ha(@)] [ [h2(2)]] | Ar(V) [ Tipo |

BDT1 | matlab | 29.87 2 10 0 -0.2 0 0 0 h
folsdp | 234.7 4 | 5| 386.01 | 0.02 0 0.68 0.01 h

MFP matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 6.6 3 2| 31.89 | -73.78 1.15 2.75 0 w

EB1 | matlab | 70245 | 6 | 0 | 087 | 477.29 0 0.01 0 e
fnlsdp * * * * * * * * *

EB2 | matlab | 123.9 4 10| 0.06 35.81 0 0 0 e
fnlsdp *® k * k k % % % *

EB3 matlab 39.79 2 3 0.02 54.38 0.19 0.03 0 f
fnlsdp * % * %k % k *k *k *

TF1 matlab & * * * * * * * *
fnlsdp 18.7 5 2 | 6592 -1.1 0 0 0 h

PSM matlab * k * k k k *k k *
folsdp 8.59 4 | 2] 9.05 0.04 0 0 0.04 h

NNI | matlab 5.27 1 | 036321 | 166.38 1.73 0.02 0 e
fnlsdp 2.13 7 | 2| 17.06 | -7739.5 0 0 0 h

NN2 | matlab 3.55 3 0 0.53 3.25 0.11 0.09 0 e
fnlsdp * * * * * * * * *

NN3 matlab * k * k k * *k * *
fnlsdp * * * * * * * * *

NN4 mat]ab * % * %k % k *k k *
fnlsdp 2.04 2 |2 279 2.63 0 0 0 h

NN5 matlab * * * ES * * * * *
fnlsdp * * * * * * * * *

NNS8 | matlab 4.09 3 0 3.26 170.87 0.16 0.11 0 e
fnlsdp 1.47 4 2 4.11 -15.66 0 0 0 h

NN9 matlab * k * %k k k % k *
fnlsdp 13.3 9 | 5] 96.19 | -210.79 0 0 0 h

NNIO | matlab * S . * * * * *
fnlsdp *® % * k k % *k % *

NNI2 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * * * kS * * * * &

NNI13 | matlab * LR * * * * * *
fnlsdp 219 11 | 2 | 54.64 38.19 0.01 0 0.03 h

NNI4 | matlab * koL ow * * * * * *
folsdp | 21.92 11 | 2 | 54.64 | 39091 0.01 0 0.03 h

NN15 | matlab 8.52 1 0 | 333.19 0.02 4.89 2.18 0.24 e
fnlsdp 0.8 7 |0 0 0.02 0 0 0 e

NNI16 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 2431 6 2 | 18.88 0.58 0 0 0 h

NNI17 | matlab 5.44 6 |0 1.1 366.05 0.01 0 0 e
fnlsdp * * * k * *k * *

TMD | matlab * * * ) * * * * *
fnlsdp 7.29 4 | 2] 2902 | -0.01 0 0 0 h

FS matlab * * * * * * * *
fnlsdp * * * *k * * * *

Cuadro 4.4: Comparacion de ambos sistemas para bateria de problemas COMPleib (parte
2)
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4.3. Calculo paralelo CAPITULO 4. Resultados

| Prob. [ Sistema | Tiempo | Iter. [ fr [ [lda]| [ f(z) [ [[ha(@)] | [[h2(@)]] [ A(V) | Tipo |
DLRI | matlab * * * * #* * * * *
fnlsdp * * * * * * * * *
ROC1 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * * * * * * * * *
ROC3 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * * * * * * * * *
ROC4 | matlab * * * * * * * * %
fnlsdp * * * * * * * * *
ROC6 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp * * * * * * * * *
ROC7 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 3.66 3 2| 512 0 0 0 0 h
ROCS8 | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 795.1 9 | 9| 164.73 | -39235.63 0.01 0.01 0 h
ROCY | matlab * * * * * * * * *
fnlsdp 13.13 8 2| 3052 -184.91 0 0 0 h

Cuadro 4.5: Comparacion de ambos sistemas para bateria de problemas COMPIleib (parte
3)

4.3. Calculo paralelo

Para revisar el speedup obtenido por la aplicaciéon £nlsdp, se deben realizar pruebas
midiendo el tiempo de ejecucion. Las pruebas se debian realizar con problemas de tamaiio
grande provenientes de las tablas 4.1 y 4.2. Debian ser de tamafio grande, pues de lo con-
trario no se podrian observar las ventajas en el speedup. La variable de decision utilizada
en este caso fue el tiempo de ejecucion secuencial. Se consideraron aquellos tests de la
seccidn anterior cuyos tiempos de ejecucion fueran mayor a 100 segundos.

También se decidi6 desarrollar pruebas de speedup para las componentes paralelizadas,
cada una por separado. Estas componentes son: la resolucion del problema Q P(xy, p) y
el célculo de 0(z).

El ambiente de trabajo utilizado fue un cluster de 4 servidores Linux, cada uno con
8 procesadores y una memoria compartida de 16GB para cada servidor. La red utilizada
fue de 100 mbps, por lo que se decidié utilizar s6lo 8 procesos, para no perjudicar a las
pruebas realizadas con mayor cantidad, pues la velocidad de la red (mucho menor que la
velocidad del bus de datos interno de cada servidor) perturba sus resultados.

4.3.1. Speedup: £nlsdp

Los problemas utilizados para medir el speedup de la aplicaciéon £nlsdp fueron los
siguientes (sus tiempos de ejecucion secuencial supera los 100 segundos): HE4, HES,
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4.3. Calculo paralelo CAPITULO 4. Resultados

Problema | 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos
HE4 102.62 100.97 119.42 1153.21
HES 138.33 222.38 248.03 858.92

BDTI1 234.70 211.07 187.33 436.45
ROCS 795.10 814.02 653.07 2095.69

Cuadro 4.6: Tiempos de ejecucion de fnlsdp

Problema | 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos
HEI 1 0.98 1.16 11.24
HES 1 1.61 1.79 6.21
BDTI1 1 0.89 0.79 1.86
ROCS 1 1.02 0.82 2.63

Cuadro 4.7: Speedup de fnlsdp

BDT1 y ROCS. Los tiempos de ejecucion se pueden ver en la tabla 4.6, y el speedup de
las pruebas en la tabla 4.7.

Se observa que el speedup con 8 procesos no sigue la continuidad esperada. Para
tener mas informacion sobre las partes de la aplicacion que pueden producir las discon-
tinuidades, se decidio estudiar el speedup de las partes por separado. El speedup con 4
procesos presenta los mejores resultados para los problemas de mayor tamafio (requieren
mayor tiempo de ejecucion secuencial).

4.3.2. Speedup: resolucion de Q) P(xy, p)

Para testear el speedup de la resolucién del subproblema, se decidié verificar que
el solver PCSDP funcionara correctamente y entregara un incremento en el speedup cre-
ciente con el niimero de procesos involucrados. Se escogio testear problemas provenientes
de la bateria SDPLIB [Bor98]. La libreria se puede descargar del sitio:

http://euler.nmt.edu/~brian/sdplib/sdplib.zip

Los tiempos de ejecucion obtenidos para algunos problemas de dimensiones represen-
tativas se pueden ver en la tabla 4.8. En este caso, m representa el nimero de matrices
simétricas involucradas en el problema (matrices A; segin la formulacién (3.1)) y n es la
dimensién de esas matrices.

El speedup obtenido en cada prueba se puede ver en la tabla 4.9.

Se puede observar que para los problemas de tamafio grande, controll0, equalG11
y qap10, salvo qpG51, se obtuvo un speedup menor que 1, lo que significa una mejora
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4.3. Calculo paralelo

CAPITULO 4. Resultados

Problema | m n 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos
truss4 12 19 0.153 1.172 1.24 1.485
truss3 27 31 0.18 1.184 1.242 2.489

qap5 136 | 26 0.22 1.22 1.244 1.38

gppl24-1 | 125 | 124 0.68 1.711 1.744 2.945
arch0 174 | 335 4.847 4.493 3.909 6.731

gpp250-1 | 250 | 250 3.802 16.233 5.433 5.075

gpp500-1 | 501 | 500 36.909 92.411 27.557 50.493

equalGl1 | 801 | 801 | 168.734 132.221 143.258 137.585
qap10 1021 | 101 3.558 3.632 2.976 3.002

control10 | 1326 | 150 | 171.367 120.690 91.213 109.806
gpG51 | 1000 | 2000 | 299.713 311.123 301.104 446.001

Cuadro 4.8: Tiempos de ejecucién de PCSDP
Problema | m n 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos
truss4 12 19 1 7.66 8.1 9.71
truss3 27 31 1 6.58 6.9 13.83
qap5 136 | 26 1 5.55 5.65 6.27
gppl24-1 | 125 | 124 1 2.52 2.56 4.33
arch0 174 | 335 1 0.93 0.81 1.39
gpp250-1 | 250 | 250 1 4.27 1.43 1.33
gpp500-1 | 501 | 500 1 2.5 0.75 1.37
equalG11 | 801 | 801 1 0.78 0.85 0.82
qap10 1021 | 101 1 1.02 0.84 0.84
control10 | 1326 | 150 1 0.7 0.53 0.64
gpG51 | 1000 | 2000 1 1.04 1 1.49

Cuadro 4.9: Speedup de PCSDP
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4.3. Calculo paralelo

CAPITULO 4. Resultados

| Problema | Dimensién | 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos |

sherman1 1000 0.714214 1.545932 1.490187 1.610511

1shp1009 1009 0.651241 1.550980 1.499325 2.543561

rajat02 1960 5.032212 3.890884 2.629093 3.685942
ex14 3251 26.976499 | 16.496059 | 10.672434 | 11.024562
c-26 4307 58.171369 | 35.130799 | 25.281388 | 26.590259
c-30 5321 100.305306 | 64.575935 | 47.436703 | 47.751464
besstk17 10974 850.734038 | 534.985589 | 384.939793 | 456.559349

Cuadro 4.10: Tiempos de ejecuciéon de PDSYEVX

en el tiempo de resolucion. Para los casos medianos, archO y gpp500-1, no se obtuvo un
speedup menor que 1 en ninguna prueba, salvo para 4 procesos. Para gpp124-1 y gpp250-
1 no hubo resultados con speedup menor que 1. Para los casos pequeiios, el speedup es
mayor que 1 en todos los casos, lo que indica que no mejora el tiempo de ejecucion.

El speedup con mejor rendimiento se genera al utilizar 4 procesos, con 5 casos de
éxito. Esto se puede deber a que como las matrices son cuadradas, el balance de carga
optimo se produce al asignar igual cantidad de bloques de la matriz a cada proceso. Tam-
bién influye en el speedup la densidad de las matrices A; involucradas en el problema.

4.3.3. Speedup: calculo de 6(zy,)

Para testear el speedup del calculo de la funcion, se decidi6 verificar que la rutina
PDSYEVX funcionara correctamente y entregara un incremento en el speedup creciente
con el niimero de procesos involucrados. Se escogid testear el calculo del valor propio
méximo de una matriz simétrica. Las matrices se obtuvieron del sitio:

http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/list_by_dimension.html

Los tiempos de ejecucion obtenidos para algunas matrices de dimensiones represen-
tativas se pueden ver en la tabla 4.10.

El speedup obtenido en cada prueba se puede ver en la tabla 4.11.

Se puede observar que el speedup con mejor rendimiento se genera al utilizar 4 proce-
sos, al igual que en las pruebas para PCSDP. Igualmente, esto se puede deber a que como
las matrices son cuadradas, el balance de carga 6ptimo se produce al asignar igual canti-
dad de bloques de la matriz a cada proceso. Tambien se observa que para los problemas
pequeios no hay ganancia en el speedup, es decir, no se obtuvo un speedup menor que 1.
Para los problemas grandes si se obtuvo un speedup menor que 1, lo que indica que si se
obtiene una ganancia en tiempo de ejecucion al utilizar multiples procesos.
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4.4. Fases de restauracion CAPITULO 4. Resultados

| Problema | Dimension | 1 proceso | 2 procesos | 4 procesos | 8 procesos |

shermanl 1000 1 2.16 2.09 2.25
1shp1009 1009 1 2.38 2.3 3.91
rajat02 1960 1 0.77 0.52 0.73
ex14 3251 1 0.61 04 041
c-26 4307 1 0.6 0.43 0.46
c-30 5321 1 0.64 0.47 0.48
bcsstk17 10974 1 0.63 0.45 0.54

Cuadro 4.11: Speedup de PDSYEVX

4.4. Fases de restauracion

Cada problema se testeé usando 4 métodos, como se describen en el capitulo 3.3:

Método 1: fminsearch (original) + SOF

Meétodo 2: fminsearch (original) + posicionamiento de polos

M¢étodo 3: 1sdp (restauracién inexacta) + SOF

Método 4: 1 sdp (restauracion inexacta) + posicionamiento de polos

Los resultados se pueden ver en la tabla 4.17. Resulta interesante observar que la
mayoria de las pruebas terminaron en pocas iteraciones. Este hecho es de consideracion,
sin embargo, varios problemas llegaron a la solucién en ese nimero de iteraciones, lo cual
supone que el punto inicial, generado automaticamente (y aleatoria segin el método de
posicionamiento de polos) , es sumamente bueno o cercano al éptimo.

Se pueden calcular algunas estadisticas sobre estos resultados. Contando los casos
ganadores en cada columna, y sumando en ambos métodos en caso de empate, se obtienen
los siguientes resultados:

= 10 de 54 problemas se resolvieron con éxito, llegando a la condicion de parada de
|dz|| < €, cone=1073.

= 40 de 54 problemas terminaron su ejecucion entregando un valor en al menos un
método. El resto no se detuvo o fall6 en su fase de restauracion.

= Enun 35 % de los problemas que terminaron, el método 3 obtuvo un menor valor de
||dz||, 1a solucién del problema Q) P(xy, p), utilizada como condicion de parada si
||dz|| < €. Le sigue el método 1 con un 28 %, el método 4 con un 21 % y el método
2 conun 16 %.
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4.4. Fases de restauracion CAPITULO 4. Resultados

= En un 50 % de los problemas que terminaron, el método 3 obtuvo un menor valor
de f(x), la funcién objetivo del problema, seg’un la férmula (2.87). Le sigue el
método 1 con un 43 %, el método 2 con un 7 % y el método 4 con un 0 %.

= Enun 33 % de los problemas que terminaron, el método 3 obtuvo un menor valor de
||hi1(z)]|, 1a norma de la primera restriccion del problema (1.2). Le sigue el método
2 con un 27 %, el método 1 con un 24 % y el método 4 con un 16 %.

= Enun 38 % de los problemas que terminaron, el método 3 obtuvo un menor valor de
||h2(z)]|, 1a norma de la segunda restriccién del problema (1.2). Le sigue el método
1 con un 24 %, el método 4 con un 23 % y el método 2 con un 14 %.

= Enun 29 % de los problemas que terminaron, el método 1 obtuvo un menor valor de
A1(V), el mayor valor propio de la matriz V, segun el tercer sumando de la férmula
(2.88). Le sigue el método 4 con un 27 %, el método 2 con un 23 % y el método 3
con un 21 %.

De estos datos, se infiere que el método 3 posee mejor rendimiento en comparacion
con las otras fases, sin embargo, conviene tambien analizar la calidad de los puntos de
parada, para ver si el valor de ||dz|| es cercano a cero, analizar los valores de la fun-
cién objetivo y los valores de las componentes de la funcion de mérito. Las estadisticas
obtenidas en este caso se pueden ver en las tablas 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 y 4.16. Estas
tablas entregan la siguiente informacion:

= [.os métodos 1 y 4 entregan mejores resultados (promedio mds cercano a cero y con
menor desviacion estandar) en el valor de ||dx||, sin embargo, todos los métodos
estan alejados en promedio del valor de tolerancia, es decir, la condicién de parada
al encontrar un punto 6ptimo no se alcanzé en promedio.

= El método 2 entrega los mejores resultados para la minimizacién de la funcion obje-
tivo, sin embargo, posee una alta desviacion estandar. Le sigue el método 3, bastante
alejado, pero con una desviacion estindar pequeiia.

= El método 4 entrega los mejores resultados para el valor de || (x)]|| (cercano a cero
en promedio y con baja desviacion estdndar). El método 1 le sigue con resultados
similares.

= El método 1 entrega los mejores resultados para el valor de ||h2(x)]|| (cercano a cero
en promedio y con baja desviacion estdndar). El método 4 le sigue con resultados
similares.

= El método 1 entrega los mejores resultados para el valor de A\;(V') (cercano a cero
y con baja desviacion estandar). Le sigue el método 4 con resultados levemente
peores.
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| Método 1 | Método 2 | Método 3 | Método 4 |

# casos 24 40 38 22
Promedio | 18.6960 | 121.5108 | 72.3756 | 18.6809
Desv. Estdndar | 33.5783 | 328.9834 | 142.9171 | 30.9918

Cuadro 4.12: Estadisticas para ||dx

, por método

| Método 1 | Método 2 | Método 3 | Método 4 |

# casos 24 40 38 22
Promedio | 87.4881 | -3326.1257 | 12.2544 | 82.5667
Desv. Estandar | 118.6212 | 14674.9903 | 39.8084 | 290.6753

Cuadro 4.13: Estadisticas para f(x), por método

Utilizando estos datos, se puede llegar a una conclusion sobre que método conviene
implementar en C y MPI para mejorar la implementacion paralela. Ciertamente falta de-
sarrollo del algoritmo en si, pero es un avance con respecto a una nueva fase de restau-
racion, que sirve como alternativa en caso de que la fase original no funcione. Esta meta
quedard como trabajo a futuro, sin embargo, los resultados que se pueden obtener pueden
ser de gran alcance, pues se podran abordar problemas de mayor tamafio y provenientes
de otros ambitos, no sélo de la bateria COMPIeib.

| Método 1 | Método 2 | Método 3 | Método 4 |

# casos 24 40 38 22
Promedio 1.0795 | 623.7996 | 14.5255 | 0.7825
Desv. Estdndar | 1.4921 | 3197.5112 | 52.1860 | 1.0009

Cuadro 4.14: Estadisticas para || (x)]|, por método
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CAPITULO 4. Resultados

| Método 1 | Método 2 | Método 3 | Método 4 |

# casos 24 40 38 22
Promedio 0.0048 52.1308 0.1845 0.0132
Desv. Estandar | 0.0123 231.3172 0.7846 0.0283

Cuadro 4.15: Estadisticas para ||h2(x)]|, por método

| Método 1 | Método 2 | Método 3 | Método 4 |

# casos 24 40 38 22
Promedio 0.1842 11.0617 19.3023 0.3867
Desv. Estandar | 0.8656 29.8066 62.4200 1.1233

Cuadro 4.16: Estadisticas para A;(V"), por método
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4.4. Fases de restauracion

CAPITULO 4. Resultados

Cédigo | Método | iter | f(z*) Wha(z )| | [[h2(x®)] | A (V)
AC1 1 1 4.3866 0.1164 0.1852 0.0000 2.8727
ACl1 2 1 0.8340 6.3492 0.0496 0.0000 0.0000
AC1 3 1 4.3866 0.1164 0.1852 0.0000 2.8727
AC1 4 1 0.8340 6.3492 0.0496 0.0000 0.0000
AC2 1 1 1.6901 0.1119 0.0491 0.0031 0.7892
AC2 2 4 0.0103 0.3979 0.0000 0.0000 0.0000
AC2 3 1 1.6942 0.1129 0.0828 0.0000 0.7911
AC2 4 1 1.0602 13.7624 0.1305 0.0000 0.0000
AC3 1 2 2.6576 78.1688 0.2928 0.0094 0.0000
AC3 2 1 98.2309 41.9975 2.2135 0.0000 0.0000
AC3 3 1 43.4506 2.7724 2.1833 0.0000 6.3104
AC3 4 1 33.8421 242.8459 21717 0.0000 0.0000
AC6 1 2 1.7083 244.4431 0.6714 0.0018 0.0000
AC6 3 2 1.2899 76.7079 1.6399 0.0315 0.0000

ACI11 1 1 15.1268 2.0034 2.0823 0.0000 5.9381
ACI1 3 1 19.6708 1.7942 2.0518 0.0000 6.8002
ACI1 4 1 | 127.7429 5.3683 2.2187 0.0000 0.0000
ACI12 1 2 | 20.8187 29.3325 1.6609 31.5109 | 0.0000
AC12 3 1 | 3752711 0.1439 0.1155 0.0000 | 374.2121
ACI15 1 3 | 162.6017 | -54143.1469 | 3972.3096 | 596.4333 | 0.0000
ACI15 3 1 | 519.1385 1.3216 1.9961 0.0000 | 49.6278
ACI15 4 1 5.7748 285.5207 1.6791 0.0000 0.0000
ACl16 1 1 | 122.5108 -0.2739 1.9808 0.0000 65.8394
ACI16 2 1 10.8867 1390.7171 0.9247 0.0150 0.0000
ACI16 3 1 | 79.6824 1.8682 1.9750 0.0000 3.8055
ACI16 4 1 9.3886 403.7466 1.6424 0.0000 0.0000

Cuadro 4.17: Resultados comparacion de métodos para COMPIleib (parte 1)
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CAPITULO 4. Resultados

Cadigo | Método | iter |||l f*) | Jh(@®)] | |ha(z)|| | A (V)
AC17 1 4 0.3259 | 28.8093 | 0.0046 0.0045 0.0000
AC17 2 4 0.1378 17.2703 | 0.0078 0.0078 0.0000
AC17 3 4 0.3184 | 39.3730 | 0.0012 0.0012 0.0000
AC17 4 3 0.2214 | 22.8899 | 0.0099 0.0042 0.0000
AC18 1 * s * i s s
AC18 2 * s * i s s

HE1 1 1 12.3812 1.4779 0.1471 0.0871 7.3372
HE1 2 3 0.0010 0.0710 0.0000 0.0000 0.0000
HE1 3 3 0.0004 0.0267 0.0000 0.0000 0.0000
HE1 4 4 0.0019 0.0309 0.0000 0.0000 0.0000
HE?2 1 I | 24.0194 | 2.2934 1.4070 0.0186 0.0000
HE2 3 3 0.5167 | 149.9490 | 0.0295 0.0339 0.0000
HE2 4 1 | 118.5320 | 2.3308 1.9833 0.0000 0.0000
HE3 1 1 | 157.9239 | 0.1297 1.2161 0.4461 | 100.5195
HE3 4 * s * * s s
HE4 1 i s i i s s
HES5 1 * s * * * *
HES 2 * s * i s s
HES 3 * s * i i s

REA1 1 1 5.4040 0.8369 1.8793 2.4567 0.0000
REA1 2 2 1.1118 | 74.6705 | 0.2813 0.0051 0.0000
REA1 3 3 1.6303 1.2185 1.0537 0.0000 0.7669
REA1 4 2 1.8836 | 35.4145 | 0.5399 0.0413 0.0000
REA2 1 1 9.1555 0.7186 1.0038 0.0000 0.7124
REA2 2 1 8.6059 3.1552 1.2317 0.0000 2.3928
REA2 3 1 4.0832 -1.0982 1.2531 0.0000 2.5744
REA2 4 3 18.2908 | 11.8250 1.8964 0.0000 0.0000
DIS1 1 3 11.7021 2.1781 3.5936 0.0640 6.2139
DIS1 3 1 6.1180 1.7997 3.4764 0.0000 0.0000
DIS1 4 g

Cuadro 4.18: Resultados comparacion de métodos para COMPleib (parte 2)
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CAPITULO 4. Resultados

Cédigo | Método | iter | |[du]] @) TG The@) T M)
DIS2 I T | 3.1093 | -2.2073 | 0.1528 | 0.0000 | 0.8466
DIS2 2 1 6.4714 21.8346 1.5006 0.0000 | 0.0000
DIS2 3 1 3.8367 -1.2159 1.1554 0.0000 | 2.9398
DIS2 4 1 1.4680 23.1539 0.3506 0.0107 | 0.0000
DIS3 1 2 | 42485 | 853857 | 1.0167 | 0.0358 | 0.0000
DIS3 | 2 1 | 43.0401 | 63.0160 | 23938 | 0.0000 | 0.0000
DIS3 3 1 13.0010 0.2299 2.2669 0.0000 | 3.8068
DIS3 4 1 2.8132 171.5497 | 0.5748 0.0000 | 0.0000
DIS4 1 2 19.2898 -15.2208 | 3.6008 4.1959 | 0.0000
DIS4 | 2 1| 113.9877 | 97626 | 2.4282 | 0.0000 | 0.0000
DIS4 | 3 1 | 165108 | -26.2749 | 4.8688 | 4.3600 | 0.0000
DIS4 4 1 7.4186 3.9286 2.1599 0.0000 | 0.0000
BDT1 2 2 0.0000 -0.0123 0.0000 0.0000 | 0.0000
MFP 1 2 | 3.0211 |355.6885| 0.0793 | 0.0002 | 0.0000
MFP | 2 | 2 | 312628 |257.5035 | 0.0317 | 0.0308 | 0.0000
MFP 3 2 5.0481 159.5406 | 0.1969 0.0010 | 0.0000
MFP 4 1 23.8421 | 255.3249 | 0.0515 0.0500 | 0.0000
EB1 1 1 12008.7962 | 0.0267 2.4192 0.0000 | 7.8641
EBI 3 3| 00059 | 3.6418 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EB2 1 1 710.3949 -0.3467 2.3848 0.0000 | 9.8252
EB2 2 4 0.0638 35.6053 0.0000 0.0000 | 0.0000
EB2 3 3| 00040 | 1.2860 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EB2 4 | 4| 00642 | 359487 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EB3 1 2 0.0002 0.8964 0.0000 0.0000 | 0.0000
EB3 3 2 0.0002 0.7890 0.0000 0.0000 | 0.0000
TF1 1 2 | 1522033 | 0.0537 | 0.1159 | 30.1364 | 0.0000
TF1 3 2 17.7844 0.0279 0.0566 2.5073 | 0.0000

Cuadro 4.19: Resultados comparacion de métodos para COMPleib (parte 3)
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CAPITULO 4. Resultados

Cadigo | Método | iter || .|| f(z*) || (z*)]] |ho(z*)]| | A1 (V)
PSM 1 2 | 33.1951 -1.2402 9.7687 3.8840 0.0000
PSM 2 3 0.0045 2.4821 0.0000 0.0001 0.0000
PSM 3 4 0.4200 6.2828 0.0597 0.0685 0.0000
PSM 4 4 0.0754 3.1696 0.0023 0.0056 0.0000
NN1 1 1 | 195.2775 -1.1856 1.3770 0.7739 9.3955
NNI1 2 1 18.4685 103.7321 1.3412 0.0002 0.0000
NNI1 3 1 | 618.5051 1.8081 1.6388 0.0000 9.1050
NNI1 4 1 38.9023 110.0768 1.6886 0.0000 0.0000
NN2 1 3 0.1101 2.5360 0.0016 0.0008 0.0000
NN2 2 3 0.6063 7.3500 0.0230 0.0155 0.0000
NN2 3 4 0.2390 5.6421 0.0010 0.0009 0.0000
NN2 4 4 0.2481 13.0989 0.0002 0.0002 0.0000
NN4 1 1 5.7558 1.0458 1.6808 0.0000 1.6554
NN4 2 1 6.3570 9.4184 1.2566 0.0106 0.0000
NN4 3 1 13.8776 0.8754 1.8483 0.0000 6.0786
NN4 4 1 5.6259 14.5298 1.6975 0.0000 0.0000
NN8 1 35 | 0.0009 5.1971 0.0000 0.0000 0.0000
NN8 2 3 1.3400 30.5314 0.0823 0.0571 0.0000
NN8 3 1 30.1128 -0.5495 1.0561 0.0000 2.4466
NN8 4 3 0.3150 8.1234 0.0040 0.0029 0.0000
NNO9 1 2 | 159.0649 | -79626.6575 | 20466.2561 | 1394.4496 | 0.0000
NNO9 3 1 | 130.2842 1.6699 44.4547 0.0000 4.4442

Cuadro 4.20: Resultados comparacion de métodos para COMPleib (parte 4)
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CAPITULO 4. Resultados

Cédigo | Método | iter | [|du] F@) [T | The@[ | M)
NNI3 | 1 1 | 148.9382 | -13.0810 | 235.0481 | 0.2278 | 0.6892
NN13 3 1 86.7877 | -63.7041 | 232.5441 | 0.0000 0.2206
NN14 1 1 50.8780 | -82.2349 | 223.3093 | 1.3485 0.1814
NN14 3 1 83.4662 | 83.0369 | 241.0373 | 0.0000 0.2509
NN15 1 4 0.0002 0.0479 0.0000 0.0000 0.0000
NNIS | 2 | 2 | 00006 | 03081 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000
NNIS | 3 2 | 00001 | 00086 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
NNI15 4 3 0.0001 0.3075 0.0000 0.0000 0.0000
NN16 1 1 148.9903 | 0.0714 2.8060 0.1322 60.4053
NNI6 | 3 2 | 15911 | 19.0031 | 0.5648 | 0.0086 | 0.0000
NN17 1 1 4.0421 -3.3646 0.0714 0.1632 1.1563
NN17 2 3 9.7076 0.2253 0.0003 0.1312 1.0723
NN17 3 1 | 321.3220 | -3.4302 1.9707 0.0000 41.0302
NN17 4 4 1.1487 | 333.7756 | 0.0026 0.0008 0.0000
TMD 1 1 | 134962 | 05847 | 03050 | 0.0000 | 3.6368
TMD 3 1 187.8849 | -0.5205 0.3452 0.0000 | 105.7353
DLR1 1 3 0.0229 0.3522 0.0000 0.0000 0.0000
DLRI | 3 3| 00080 | 02266 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Cuadro 4.21: Resultados comparacion de métodos para COMPleib (parte 5)
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Cédigo | Método | iter | ||d.| @) [T T T M)
ROC6 | 1 1 | 263493 | -0.8178 | 6.4408 | 0.0000 | 1.1556
ROC6 | 2 1 | 59.8519 | -259.9164 | 3.4495 | 0.0180 | 5.0435
ROC6 4 1 49.2123 96.6433 7.0554 0.0000 44215
ROC7 1 1 |526.7379 | -0.0074 1.0299 0.0000 | 151.0282
ROC7 | 3 | 4 | 00129 | 12261 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
ROCS8 1 2 79.8849 2.9700 5.4419 18.8520 0.0000
ROCS8 3 1 | 148.0863 | -0.9942 0.9821 0.0000 | 102.0155
ROCY | 1 1| 142141 | 07213 | 0.1958 | 0.0000 | 4.4063
ROC9 3 1 14.2343 0.9556 0.8810 0.0000 7.6559

Cuadro 4.22: Resultados comparacion de métodos para COMPleib (parte 6)
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo a futuro

S.1.

Conclusiones

Las conclusiones obtenidas a partir de los resultados son las siguientes:

La utilizacion de calculo paralelo en la implementacion realizada tiene utilidad s6lo
si el problema a abordar es de grandes dimensiones. Las pruebas de speedup real-
izadas muestran, en particular para el solver PCSDP, que el tiempo de ejecucién no
necesariamente disminuye al aumentar el nimero de procesos en el cédlculo. Con
respecto al cdlculo del valor propio méiximo, el escalamiento en los valores del
speedup sigue un patron similar, pero con mejores resultados.

Se debe definir con exactitud la fase de restauracion que se implementard en C
y MPI. Para ello se realizaron las pruebas de comparacion entre los 4 métodos
propuestos.

Los métodos 1 y 4, que proponen realizar fases de restauraciéon con la funcién
fminsearch (Nelder-Mead simplex) mas soluciones SOF suboptimales, y con
la funciéon 1sdp (restauracién inexacta) mas posicionamiento de polos, entregan
los mejores rendimientos estadisticos con respecto a la bateria de prueba COM-
Pleib. Sin embargo, el método 1 entrega mejores resultados para la funcién objetivo
que el método 4, por lo que se conluye que tiene un comportamiento superior a los
otros.

Conviene tener varias fases de restauracion activas simultineamente, pues en varios
casos, un método obtuvo una solucion y los otros no.

Para cada tipo de problema a resolver con el algoritmo Filter—SDP, se debe
realizar un estudio de las fases de restauracion posibles. En este caso, se trabajé con
problemas provenientes del control de sistemas (Static Output Feedback), y las fases
de restauracion propuestas utilizaban métodos y teoremas provenientes de esa drea.
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Las conclusiones obtenidas a partir del proceso de trabajo realizado son las siguientes:

= En este trabajo se intentd desarrollar una aplicacién que implementaba un algoritmo
proveniente del drea de la Optimizacion, en particular la Programacion semidefinida
y los métodos de filtro. Esa aplicacion debia utilizar célculo de alto desempefio en
areas especificas del cédigo y utilizar librerias existentes para su funcionamiento.
Esos objetivos se lograron, sin embargo, el correcto funcionamiento del algoritmo,
en particular su fase de restauracion, hicieron muy dificil verificar la ventaja com-
parativa en tiempo que podia entregar la paralelizacion.

= Se aprendi6 a utilizar librerias cldsicas en el area del calculo de alto desempeiio.
Estas librerias son BLAS, LAPACK y ScaLAPACK. El valor de este aprendizaje
es muy alto, puesto que continuaré estudios de postgrado en esta misma darea, y
tener un aprendizaje en estas librerias es muy valioso para los proyectos en los que
participe en el futuro.

» E] 4rea de la programacion semidefinida tiene un potencial enorme en la resolucion
de problemas provenientes de mineria e investigacion de operaciones. Dado que
he trabajado en proyectos relacionados con esas dreas, he visto diferentes formu-
laciones y modelos mateméticos que abordan problemas industriales. Al conocer
la programacion semidefinida y su potencial en cuanto a velocidad de célculo, creo
que se le debe dar un mayor enfasis al momento de modelar y resolver un problema,
al menos dentro del Centro de Modelamiento Mateméatico (CMM). Las herramien-
tas estudiadas, instaladas y desarrolladas en este trabajo pueden facilitar la inclusién
de esta drea de la programacién matematica en los proyectos futuros que se aborden.

Como comentario final, conviene mencionar como es el proceso de desarrollo realiza-
do en un centro de estudios avanzados de calculo de alto desempefio, como lo es el Centro
de Supercomputacion de Espana (Barcelona Supercomputing Center, BSC) y compararlo
con el desarrollo realizado en este trabajo. En el BSC realizan 2 caminos para implemen-
tar una aplicacion en sus sistemas de alto desempfio. En el primero, una persona tiene un
codigo ya desarrollado en algtin lenguaje no orientado al célculo paralelo, por ejemplo
MATLAB ©. El equipo de desarrollo revisa ese c6digo y genera una nueva aplicacion
similar a la original, pero desarrollada en un lenguaje orientado al cdlculo paralelo, por
ejemplo C o Fortran. Junto con el desarrollo, se genera una cooperacion a nivel de traba-
jo, pues es valioso que la persona que originé el cddigo vea la estructura y los resultados
obtenidos, junto con las modificaciones implementadas para que pueda funcionar en alto
desempefio. En el segundo camino, hay una colaboracion mas profunda, se escribe c6digo
tipo maqueta, que sea correcto del punto de vista funcional y para el objetivo original del
codigo (por ejemplo, una aplicacion que resuelve problemas provenientes de la mecénica),
después se optimiza algoritmicamente, primero en version serial y despues paralela.

La manera mas eficiente de desarrollar una aplicacion ya implementada en un lenguaje
no orientado al célculo paralelo, es contar previamente con un framework que permita el
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desarrollo de aplicaciones en forma de médulos, donde los médulos centrales (o que estén
en la capa mas profunda del framework) realizan las operaciones de calculo paralelo, de
tal forma que el desarrollador no tiene que estar en contacto con esos mddulos y sélo se
concentra en implementar su aplicacion en este nuevo framework.

Este trabajo sirvié como una primera aproximacion al desarrollo de una aplicacién en
lenguaje no orientado al cdlculo paralelo, utilizando un framework de trabajo (y modifi-
candolo para una utilizacion futura), basado en la libreria CSDP. La manera de programar
las funciones y el encapsulamiento de las rutinas que realizan operaciones de alto de-
sempefio, intentd seguir el esquema descrito en el parrafo anterior.

5.2. Trabajo a futuro

El trabajo a futuro que genero este desarrollo fue el siguiente:

= Implementacion de una fase de restauracion en C y MPI que garantice la convergen-
cia y buen funcionamiento de la aplicaciéon £nlsdp. Este aspecto qued6 pendiente
debido a que no se alcanz6 a implementar una fase de restauracion correcta en
este sistema. Se implement6 el mismo algoritmo que utilizaba la implementacion
original, sin embargo no se obtuvieron buenos resultados. Se requiere mayor inves-
tigacion y desarrollo en esta drea.

= Disefio de otras fases de restauracion, o modificacion de las ya existentes. Por ejem-
plo, la funcién 1sdp , perteneciente al método de restauracion inexacta, posee di-
versas formulaciones posibles, y en este trabajo solo se reviso una.

= Depuracion de la aplicacion £nlsdp para generar resultados utilizando problemas
mas grandes y verificar el speedup obtenido. Una vez que la aplicacion esté com-
pleta, se pueden generar diversos tipos de pruebas, por ejemplo, utilizando distintos
solvers de programacién semidefinida (SDPARA, [YFF105]) o distintas formas de
célculo de valores propios (P_ARPACK, [SM96]).

= Estructuracion de la continuacién de este proyecto, pero con objetivos acotados
(realizacion de cierto tipo de pruebas, implementacion de determinadas fases de
restauracion, etc.), para aprovechar las instalaciones del BSC y del nuevo centro de
célculo del CMM, y poder realizar pruebas con mayor nimero de procesos.
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Apéndice A

Utilizacion de librerias para algebra
lineal

A.1. Introduccion

En este capitulo se revisaran ejemplos sobre aplicaciones que utilizan las librerias
BLAS, LAPACK, BLACS y ScaLAPACK en un ambiente con sistema operativo Linux.
Se detalla la manera de programar, compilar y ejecutar los ejemplos en lenguaje C, uti-
lizando la libreria asociada a arquitecturas Intel, Intel MKL Library.

A.2. BLAS

En este ejemplo se compilard una aplicacion que realiza la multiplicacién de 2 ma-
trices utilizando las librerias provistas por Intel MKL. La estructura del ejemplo es la
siguiente:

minimal

| —— Makefile

| —— examples

| | —— Makefile

| ‘—— test.c

| -— include

| ‘—— minimal.h

‘—— 1lib
| —— Makefile
‘—— mat_mult.c

Primero revisemos la carpeta include. El contenido del archivominimal . h se puede
ver en el cédigo A.1.
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Cdédigo A.1: Archivominimal . h para ejemplo BLAS

void mat_mult_raw (int n, double scalel , double scale2, double *A, double *B, double =C);
void print_matrix (int n,double =A);

#ifdef CAPSBLAS
#ifdef NOUNDERBLAS
void DGEMM();
#else

void DGEMM._();
#endif

#else

#ifdef NOUNDERBLAS
void dgemm();
#else

void dgemm_();
#endif

#endif

El las primeras lineas se observa la declaracion de las funciones mat mult_raw
y print matrix, las cuales realizan la multiplicacion de matrices segtin la funcién
DGEMM de BLAS, la cual se declara en las lineas siguientes de distintas formas segiin sea
la implementacién de BLAS utilizada (en este caso la implementacion provista por Intel
MKL Library), y la impresion por la salida estandar de la matriz resultado.

En la carpeta 1ib se encuentran las fuentes que conformarén la libreria a compilar, la
cual s6lo contiene las 2 funciones declaradas en minimal . h. La fuente contenida en la
carpeta 1ib es el archivo mat_mult . cy su contenido se puede ver en el codigo A.2. El
archivo Makefile se puede ver en el codigo A.3.

En las lineas 15, 17, 21 y 23 de A.2 se realiza el llamado a la funcién DGEMM, la cual
realiza operaciones de multiplicacion entre matrices de la forma:

C «— aAB + pC

donde o, 3 € R, A € R™* B € R*" y ' € R™*", La especificacién completa de la
funcidn se puede revisar aca:

http://www.netlib.org/blas/dgemm. f

La carpeta examples contiene al archivo test . ¢ cuyo cddigo se puede ver en A.4.
En él se realiza el link (al momento de compilar) con la libreria generada que contiene a
las funciones declaradas y se implementa un ejemplo de ejecucion.

El la linea 3 del archivo Makefile de la carpeta examples se puede observar la
ruta a la libreria Intel MKL en su versién 10.0.3.020 para arquitecturas de 64 bits. En la
linea 4 se observa la ruta y el link con la libreria de ejemplo que contiene a la funcién para
multiplicar matrices. Y en la linea 5 se realizan los links con la libreria BLAS (-1mk1).

La ejecucion del ejemplo test . c entrega como resultado lo siguiente:
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A.2. BLAS CAPITULO A. Utilizacién de librerias para algebra lineal

Cddigo A.2: Archivo mat mult . c para ejemplo BLAS

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include “minimal.h”

void mat_mult_raw(n,scalel ,scale2 ,ap,bp,cp)
int n;
double scalel;
double scale?2;
double =ap;
double xbp;
double =cp;

#ifdef NOUNDERBLAS
#ifdef CAPSBLAS

DGEMM( ”N” ,”N”,&n,&n,&n,&scalel ,ap,&n,bp,&n,&scale2 ,cp,&n);
#else

dgemm(”N” ,”N” ,&n,&n,&n,&scalel ,ap,&n,bp,&n,&scale2 ,cp,&n);
#endif
#else
#ifdef CAPSBLAS

DGEMML_(”N” ,”N”,&n,&n,&n,&scalel ,ap,&n,bp,&n,&scale2 ,cp,&n);

#else
dgemm_(”N” ,”N”,&n,&n,&n,&scalel ,ap,&n,bp,&n,&scale2 ,cp,&n);
#endif
#endif
}
void print_-matrix (int n,double =A){

int i=0,j=0;
for (i=0;i<n;i++){
for (j=0;j<n;j++)
printf (" H\t” ,A[i+j=n]);
printf (”\n”);

Coédigo A.3: Archivo Makefile de carpeta 1ib para ejemplo BLAS

CC=gcc
CFLAGS= —g —O00 —I ../ include —DBIT64
libexample.a: mat_mult.o

ar cr libexample.a mat_mult.o
clean:

rm —f =*.0
rm —f libexample.a
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A.2. BLAS CAPITULO A. Utilizacién de librerias para algebra lineal

Codigo A.4: Archivo test . c para ejemplo BLAS

#include “minimal.h”

double A[]={
3,1,3,
1,5.,9,

2,6,5

}s

double B[]={
1,0,0,
0,2,0,

0,0,3

}s

double C[]={
0,0,0,
0,0,0,

0,0,0

}s

int main(){
int n=3;
double scalel =1.0;
double scale2=1.0;

mat_mult_raw (n, scalel ,scale2 ,A,B,C);

print_matrix (n,C);

return 0;

Cédigo A.5: Archivo Makefile de carpeta examples para ejemplo BLAS

CC=gcc

CFLAGS= —g —00 —I ../ include —DBIT64
MKLLIB=—L /opt/intel/mkl/10.0.3.020/1ib/64
LIBS=—L../1lib —lexample

BLAS= —Imkl —lIguide —Ipthread

LIBLM= —Im

test: test.o
$(CC) $(CFLAGS) test.o $(LIBS) $(MKLLIB) $(BLAS) $(LIBLM) —o test
rm —f x.0

clean:

m —f x.0%
rm —f x.ex
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A.2. BLAS
[operedol@syntagma examples]$ ./test
3.000000 2.000000 6.000000
1.000000 10.000000 18.000000
3.000000 18.000000 15.000000
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A.3. LAPACK CAPITULO A. Utilizacién de librerias para dlgebra lineal

Codigo A.6: Archivominimal . h para ejemplo LAPACK

int chol_raw(int n,int lda,double *A);
void print_matrix (int n,double =A);

#ifdef CAPSLAPACK
#ifdef NOUNDERLAPACK
void DPOTRF();

#else

void DPOTRF_();
#endif

#else

#ifdef NOUNDERLAPACK
void dpotrf ();

#else

void dpotrf_();
#endif

#endif

A.3. LAPACK

En este ejemplo se compilard una aplicacion que realiza la descomposicion de Cholesky
de una matriz utilizando las librerias provistas por Intel MKL. La estructura del ejemplo
es la siguiente:

minimal
| —— Makefile
| —— examples
| | -—— Makefile
| ‘-— test.c
| -—— include
| ‘—— minimal.h
‘—— 1lib
| -—— Makefile
‘-— chol.c

Primero revisemos la carpeta include. El contenido del archivo minimal . h se puede
ver en el codigo A.6.

El las primeras lineas se observa la declaracion de las funciones chol _rawyprint matrix,

las cuales realizan la descomposicién de Cholesky segiin la funcion DPOTRF de LA-
PACK, la cual se declara en las lineas siguientes de distintas formas segun sea la imple-
mentacion de BLAS utilizada (en este caso la implementacion provista por Intel MKL
Library), y la impresion por la salida estandar de la matriz resultado.

En la carpeta 1ib se encuentran las fuentes que conformaran la libreria a compilar,
la cual sélo contiene las 2 funciones declaradas en minimal . h. La fuente contenida en
la carpeta 1ib es el archivo chol.c y su contenido se puede ver en el codigo A.7. El
archivo Makefile se puede ver en el codigo A.8.
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A.3. LAPACK CAPITULO A. Utilizacién de librerias para algebra lineal

Cédigo A.7: Archivo chol . c para ejemplo LAPACK

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include “minimal.h”

int chol_raw (n,lda ,A)
int n;
int Ida;
double *A;

{
int info;
int i;
int j;

info=0;

#ifdef NOUNDERLAPACK
#ifdef CAPSLAPACK
DPOTRF(”U”,&n ,A,&1da ,&info);
#else
dpotrf (”U”,&n,A,&lda,&info);
#endif
#else
#ifdef CAPSLAPACK
DPOTRF_(”U”,&n ,A,&lda,&info);
#else
dpotrf_(”U”,&n,A,&lda ,&info);
#endif
#endif

if (info != 0)

return (1);
}s
return (0);

}

void print_matrix (int n,double =A){
int i=0,j=0;
for (i=0;i<n;i++){
for (j=0;j<n;j++)
printf (7 9%\t” ,A[i+j=n]);
printf (”\n”);

Codigo A.8: Archivo Makefile de carpeta 1ib para ejemplo LAPACK

CC=gcc
CFLAGS= —g —O0 —I../include —DBIT64
libexample.a: chol.o

ar cr libexample.a chol.o
clean:

rm —f *.0
rm —f libexample.a
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A.3. LAPACK CAPITULO A. Utilizacién de librerias para dlgebra lineal

Codigo A.9: Archivo test . c para ejemplo LAPACK

#include ”minimal.h”

double A[]={

25,15,-5,

15,18,0,

—5,0,11

}s

int main(){
int n=3;
int lda=3;

chol_raw(n,lda ,A);

print_matrix (n,A);

return 0;

Codigo A.10: Archivo Makefile de carpeta examples para ejemplo LAPACK

CC=gcc

CFLAGS= —g —00 —I ../ include —DBIT64
MKLLIB=—L /opt/intel/mkl/10.0.3.020/1ib/64
LIBS=—L../1lib —lexample

BLAS= —Imkl_lapack —Imkl —lguide —lpthread
LIBLM= —Im

test: test.o
$(CC) $(CFLAGS) test.o $(LIBS) $(MKLLIB) $(BLAS) $(LIBLM) —o test
rm —f *.0
clean:
rm —f .03
rm —f x.ex

En las lineas 15, 17, 21 y 23 de A.7 se realiza el llamado a la funcién DPOTRF,
la cual realiza una descomposicion de Cholesky de la matriz entregada como input. La
opcién U”guarda la parte triangular superior de la descomposicién y la sobreescribe en
la memoria de la matriz input. La especificacion completa de la funcién se puede revisar
aca:

http://www.netlib.org/lapack/double/dpotrf.f

La carpeta examples contiene al archivo test . c cuyo cédigo se puede ver en A.9.
En €l se realiza el link (al momento de compilar) con la libreria generada que contiene a
las funciones declaradas y se implementa un ejemplo de ejecucion.

El la linea 3 del archivo Makefile de la carpeta examples se puede observar la
ruta a la libreria Intel MKL en su version 10.0.3.020 para arquitecturas de 64 bits. En la
linea 4 se observa la ruta y el link con la libreria de ejemplo que contiene a la funcién
para multiplicar matrices. Y en la linea 5 se realizan los links con las librerias LAPACK
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y BLAS (-1mk1l_lapack —1mkl). La ejecucion del ejemplo test . c entrega como
resultado lo siguiente:

[operedo@syntagma examples]$ ./test

5.000000 3.000000 -1.000000
15.000000 3.000000 1.000000
-5.000000 0.000000 3.000000
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A.4. BLACS y ScaLAPACK  CAPITULO A. Utilizacién de librerias para dlgebra lineal

Codigo A.11: Archivo minimal.h para ejemplo ScaLAPACK

#include “mpi.h”
#include ”PBblacs.h”

extern int descinit_(int =xdesc, int sm, int =n, int s«mb, int =xnb, int =xirsrc ,
int xicsrc, int =xictxt, int x11d, int =xinfo);
extern int numroc_( int %n, int =nb, int =iproc, int =isrcproc, int =xnprocs);
extern int pdelset_( double =a, int =ia, int =%ja, int xdesca, double =xalpha);
extern int pdsyev_( char =xjobz, char =xuplo, int %n, double xa, int =xia, int =xja,
int xdesca, double xw, double xz__, int xiz, int =xjz,
int xdescz, double xwork, int xlwork, int =xinfo);
extern int pdsyevx_( char =#jobz, char =xrange, char =uplo, int =n, double =a,
int =xia, int xja, int =xdesca, double xvl, double =xvu,
int %il, int *iu, double xabstol, int #m, int xnz, double =xw,
double =xorfac, double #z__, int =xiz, int %jz, int =descz,
double sxwork, int =Iwork, imt =xiwork, inmt =xliwork, int =xifail ,
int xiclustr , double xgap, int =xinfo);

A4. BLACS Yy ScaLAPACK

En este ejemplo se compilardn dos aplicaciones que realizan el célculo de valores
propios de una matriz utilizando las librerias provistas por Intel MKL. La primera rutina
calcula la totalidad de los valores propios y la segunda calcula el mayor. La estructura del
ejemplo es la siguiente:

minimal
| -—— Makefile
| —— examples
| | —— Makefile
| | —— pdsyev.c
| | —— pdsyevx.c
| ‘—-— script.sh
‘-— include
| -—— minimal.h
‘-— PBblacs.h

Primero revisemos la carpeta include. El contenido del archivominimal . h se puede
ver en el codigo A.6.

El la primera linea del c6digo A.11 se observa la utilizacién del header de MPI, la
libreria que permite la comunicacion entre procesos a bajo nivel. Luego se observa la
inclusion de PBblacs.h que contiene los prototipos de las funciones de BLACS, las
cuales realizan la comunicacion de procesos a alto nivel, trabajando con el mapeo de
datos entre las matrices y los procesadores involucrados. El archivo PBblacs . h se puede
encontrar en la instalacién de ScaLAPACK bajo la ruta

$ (PATH_TO_SCALAPACK) /PBLAS/SRC/PBblacs.h.
116



A.4. BLACS y ScaLAPACK  CAPITULO A. Utilizacién de librerias para dlgebra lineal

Las 5 funciones declaradas (descinit, numroc, pdelset, pdsyev, pdsyevx)
provienen de la libreria ScaLAPACK. Las funciones descinit, numrocypdelset

se utilizan para gestionar la comunicacién con BLACS. Las funciones pdsyevy pdsyevx
calculan la totalidad de los valores propios y el valor propio maximo de una matriz. Ambas
utilizan la distribucion de datos sobre los procesos realizada por BLACS para disminuir
el tiempo de cdlculo de su ejecucion. Las versiones secuenciales (mono-procesador) de
ambas funciones, dsyev y dsyevx, se encuentran en la libreria LAPACK. El detalle de
las funciones en FORTRAN se puede ver en los siguientes enlaces:

m http://www.netlib.org/scalapack/tools/descinit.f

» http://www.netlib.org/scalapack/tools/numroc.f

http://www.netlib.org/scalapack/tools/pdelset.f

http://www.netlib.org/scalapack/double/pdsyev.f

http://www.netlib.org/scalapack/double/pdsyevx.f

En la carpeta example, el contenido del archivo pdsyev . c se puede ver en el codi-
go A.12. En este ejemplo se utilizan 4 procesadores para calcular los valores propios de
una matriz de 4 x 4. La distribucién realizada es la siguiente (ver explicacién de distribu-
cion ciclica por bloques de la subseccion 2.4.4):

0011
0011
2 2 3 3
2 2 3 3

En la linea 20 se puede observar la definiciéon de los parametros r,c, P, y F.. En las
lineas 16 y 22 a 25, se inicia la paralelizacion con MPI y se observan las instrucciones de
inicializacion de la grilla de procesos utilizando BLACS. En las lineas 27 y 28 se calcula
el nimero de filas y columnas que tendrd la submatriz utilizada por el proceso, segin la
formula (2.110) y en la linea 30 se pide memoria para almacenar localmente la submatriz.
En las lineas 36, 37 y 38 se copia la submatriz desde la matriz global a la memoria local.
En las lineas 42 y 47 se ejecuta la rutina para calcular los valores propios. Se ejecuta 2
veces pues en la primera corrida se calcula el tamafio de ciertos pardmetros de ejecucién
y en la segunda se ejecuta el calculo verdadero. en las lineas 53, 54 y 55 se cierra la grilla
y se finaliza el ambiente de paralelizacion. El archivo pdsyevx. c se puede ver en el
codigo A.13, y su funcionamiento es analogo al explicado para el ejemplo pdsyev.c.
El archivo Makefile se puede ver en el codigo A.14

El la linea 6 del archivo Makefile de la carpeta examples se puede observar
la ruta a la libreria Intel MKL en su version 10.0.3.020 para arquitecturas de 64 bits.
En la linea 8 se realizan los links con las librerias LAPACK y BLAS (-1mk1l_lapack
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A.4. BLACS y ScaLAPACK  CAPITULO A. Utilizacién de librerias para dlgebra lineal

Codigo A.12: Archivo pdsyev. c para ejemplo ScaLAPACK

#include <stdio.h>

#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#include <sys/time.h>

#include ”minimal.h”

#define N 4

double a[NJ[N]={{2,1,1,1},{1,4,1,1},{1,1,2,1},{1,1,1,2}};

int main(int argc, char =x argv){
int iam, nprocs, myrank_mpi, nprocs_mpi;
int ictxt, prow, pcol, myrow, mycol, brow, bcol, info, lwork, i, j, n, LDA, LDB;
int desca[9],descz[9];
double xa0, %z0, =*wO0,*work;
int izero=0, ione=1;
char jobz, uplo;
MPI_Init(&argc , &argv);
MPI_Comm_rank (MPLCOMM_WORLD, & myrank_mpi );
MPI_Comm _size (MPLCOMM_WORLD, &nprocs_mpi);
n=N;
brow=2;bcol=2;prow=2;pcol=2;
jobz="N’; uplo="L";
Cblacs_pinfo(&iam, &nprocs);
Cblacs_get(—1,0,&ictxt);
Cblacs_gridinit(&ictxt ,”Row” ,prow, pcol);
Cblacs_gridinfo (ictxt , &prow,&pcol, &myrow, &mycol);
// Compute the size of the local matrices
LDA=numroc_(&n, &brow, &myrow, &izero , &prow);
LDB=numroc_(&n, &bcol, &myrow, &izero , &pcol);
//allocat space for A, Z and W
a0=(double =) malloc (LDA+«LDB«sizeof (double));
wO0=(double =) malloc(n«sizeof (double));
z0=(double *) malloc (LDA+*LDBx*sizeof (double));
//initialize the array descriptor
descinit_(desca, &n, &n, &brow, &bcol, &izero, &izero, &ictxt , &DA, &info);
descinit_(descz, &n, &n, &brow, &bcol, &izero, &izero, &ictxt , &DA, &info);
//distribute matrix to grid
for(j=1;j<n+1;j++)
for(i=l;i<n+1;i++)
pdelset_(a0,&i,&j ,desca,&a[i—1][j —1]);
work=(double =x)malloc(l«sizeof(double));
lwork=—1;
pdsyev_(&jobz , &uplo, &n, a0 , &ione, &ione, desca, w0, z0, &ione, &ione,
descz, work, &lwork, &info);
Iwork=(int)work [0];
free (work);
work=(double =x)malloc(lwork«sizeof (double));
pdsyev_(&jobz , &uplo, &n, a0, &ione, &ione, desca, w0, z0, &ione, &ione,
descz, work, &lwork, &info);
if (myrow==0 && mycol==0){
printf (7el=%f\n_e2=%f\n_e3=%f\n_ed4=%f\n”, wO[0], wO[1], wO[2], wO[3]);

free (work); free (w0); free (a0); free (z0);
Cblacs_gridexit (0);

Cblacs_exit(1);

MPI_Finalize ();

exit (0);
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Codigo A.13: Archivo pdsyevx. c para ejemplo ScaLAPACK

1 [#include <stdio.h>

2 |#include <string .h>

3 |#include <stdlib.h>

4 |#include “minimal.h”

5 |#define N 4

6 |double a[N][N]={{2.,1,1,1}.,{1.,2,1,1},{1,1,2,1},{1.,1,1,2}};

7

8 |int main(int argc, char =% argv){

9 int iam, nprocs, myrank_mpi, nprocs_mpi;

10 int ictxt, prow, pcol, myrow, mycol, brow, bcol, info, lwork, liwork;

11 int i, j, n=N, LDA, LDB, izero=0, ione=1;

12 int desca[9], descz[9], =queryiwork, =iwork, =ifail , xiclustr;

13 double a0, *z0, =w0, =querywork, =work, =gap, mone=—1.0, dzero=0.0;

14 char jobz, uplo, range;

15 MPI_Init(&argc, &argv);

16 MPI_Comm _size (MPLCOMM_WORLD, &nprocs_mpi);

17 brow=2;bcol=2;prow=2;pcol=2;

18 jobz="N’;uplo="U";range="1";

19 Cblacs_pinfo(&iam, &nprocs);

20 Cblacs_get(0,0,&ictxt);

21 Cblacs_gridinit(&ictxt ,”Row” ,prow, pcol);

22 Cblacs_gridinfo (ictxt , &prow,&pcol, &myrow, &mycol);

23 // Compute the size of the local matrices

24 LDA=numroc_(&n, &brow, &myrow, &izero , &prow);

25 LDB=numroc_(&n, &bcol, &mycol, &izero, &pcol);

26 //allocat space for A, Z and W

27 a0=(double =) malloc (LDA*LDB«sizeof (double));

28 w0=(double %) malloc(nxsizeof (double));

29 z0=(double =) malloc (LDA*LDB«sizeof (double));

30 //initialize the array descriptor

31 descinit_(desca, &n, &n, &brow, &bcol, &izero, &izero, &ictxt , &DA, &info);
32 descinit_(descz, &n, &n, &brow, &bcol, &izero, &izero, &ictxt , &DA, &info);
33 //distribute matrix to grid

34 for(j=1;j<n+1;j++)

35 for(i=1l;i<n+1;i++)

36 pdelset_(a0,&i,&j ,desca,&al[i—1][j —1]);

37 char cmach = 'U’; double abstol=-—1.0;

38 querywork=(double x)malloc(l*sizeof (double));lwork=—1;

39 queryiwork=(int =x)malloc(lxsizeof (int));liwork=—1;

40 ifail=(int =x)malloc(n=xsizeof(int));

41 iclustr=(int =)malloc (2«prowspcol=sizeof (int));

42 gap=(double =x)malloc(prowsxpcolxsizeof (double));

43 int found=0;int nz=0;

44 pdsyevx_(&jobz , &range, &uplo, &n, a0, &ione, &ione, desca, &dzero, &dzero,
45 &n, &n, &mone, &found, &nz, w0, &mone, z0, &ione, &ione, descz,
46 querywork , &lwork, queryiwork, &liwork, ifail , iclustr, gap, &info);
47 Iwork=((int)querywork [0]); liwork=((int)queryiwork [0]);

48 iwork=(int =)malloc( liwork % sizeof(int));

49 work=(double =x)malloc( Iwork«sizeof (double));

50 pdsyevx_(&jobz, &range, &uplo, &n, a0, &ione, &ione, desca, &dzero, &dzero,
51 &n, &n, &mone, &found, &nz, w0, &mone, z0, &ione, &ione, descz,
52 work , &lwork, iwork, &liwork, ifail, iclustr, gap, &info);

53 if (myrow==0 && mycol==0){ printf (”el=%f\n", wO[0]);}

54 MPI_Barrier (MPLCOMM_WORLD ) ;

55 free (querywork ); free (queryiwork ); free (gap); free (iclustr); free(ifail);

56 free (iwork ); free (work); free (w0); free (a0 ); free (z0); free (desca); free (descz);
57 Cblacs_gridexit(ictxt);

58 MPI_Finalize ();

59 return (0);
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Codigo A.14: Archivo Makefile de carpeta examples para ejemplo ScaLAPACK

CC=mpicc

F77=mpif77

CFLAGS= —Wall —g —00 —I../include —DBIT64
FFLAGS=

MKLLIB=/opt/intel /mkl/10.0.3.020/1ib/64

LIBS=—L/home/operedo/pcsdp/pcsdpl .0gplR1/1ib —Isdp —L$(MKLLIB)

SCALAPACKLIB= —Imkl_scalapack_1p64 —Imkl_blacs_openmpi-lp64 —Imkl_lapack —Imkl —Iguide
—Ipthread

BLAS=

LIBLM= —Im —1g2c¢

pdsyev: pdsyev.o
$(CC) $(FFLAGS) pdsyev.o $(LIBS) $(SCALAPACKLIB) $(BLAS) $(LIBLM) —o pdsyev
rm —f *x.0

pdsyevx: pdsyevx.o
$(CC) $(FFLAGS) pdsyevx.o $(LIBS) $(SCALAPACKLIB) $(BLAS) $(LIBLM) —o pdsyevx
rm —f *x.0

clean:

rm pdsyev pdsyevx
rm —f .0

m —f =x.ex
rm —f
—f =

—1mk1).Y enla misma linea se realizan los links con las librerias ScaLAPACK y BLACS
(-1mkl_scalapack_1lp64 —-1mkl_blacs_openmpi_lp64).

La ejecucion del ejemplo se realiza ejecutando el archivo script . sh ubicado en
la carpeta examples. En este caso, se ejecuta bajo el sistema SGE que permite encolar
trabajos a una lista de ejecucion. El script es el siguiente:

La ejecucion y salida es la siguiente:

[operedo@syntagma examples]$ gsub script.sh

Your job 151846 ("out_test_scalapack") has been submitted
[operedo@syntagma examples]$ gstat

job-ID prior name user state submit/start at queue
151846 0.00000 out_test_s operedo gw 02/03/2010 20:22:15
[operedo@syntagma examples]$ gstat

job-ID prior name user state submit/start at queue
151846 0.55500 out_test_s operedo r 02/03/2010 20:22:27 all.q
[operedo@syntagma examples]$ gstat

[operedo@syntagma examples]$ cat out_test_scalapack.o0l151846
running pdsyev...

el=1.000000

e2=1.000000

e3=2.267949

e4=5.732051

running pdsyevx...
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Cdédigo A.15: Archivo script . sh de carpeta examples para ejemplo ScaLAPACK

#!/bin/bash

#$ —cwd

# —j y

#$ —N out_test_scalapack
#$ —pe openmpi 4

#$ —S /bin/bash

## Nodos (queues) donde funciona ok la libreria Intel MKL
#$ —q all.q@compute—I1—1
#$ —q all.q@compute—1—4
#$ —q all.q@compute—1-5
#$ —q all.q@compute—1—6
#$ —q all.q@compute—1-7
#$ —q all .q@compute—1—8
#$ —q all .q@compute—1-9
#$ —q all.q@compute—1—10
#$ —q all.q@compute—1—11
#$ —q all.q@compute—1—13

MPI=/opt/ofed /mpi/intel /openmpi —1.2.6/bin/mpirun

”»

echo ”running.pdsyev...
$MPI —np $NSLOTS —machinefile $TMPDIR/machines ./pdsyev

echo “running._pdsyevx...”
$MPI —np $NSLOTS —machinefile $TMPDIR/machines ./pdsyevx

el=5.000000

121



Apéndice B

Utilizacion de PCSDP

En este capitulo se explicard la instalacion y ejecucion del software CSDP, en su ver-
sidn para memoria distribuida, llamada PCSDP. Tambien se explicard el modo de uso del
sistema con un ejemplo.

El ambiente de trabajo utilizado fue:

m 32 (4 servidores con 8 cada uno) Procesadores Intel(R) Xeon(R) CPU E5405 @
2.00GHz.

= 64 bits.

= 16 GB de memoria RAM por procesador (cada servidor tiene su propia memoria,
es decir, cada grupo de 8 tiene memoria compartida).

= Red intraservidor de 1 Gbps.

= Red interservidor de 100 Mbps.

B.1. Descarga e instalacion

Se debe descargar la dltima version del software desde el link
http://www.st.ewi.tudelft.nl/~ivanov/pcsdpl.OgplRl.tar.gz

Para la instalacion, se deben seguir los pasos detallados en el archivo INSTALL y README.
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B.1. Descarga e instalacion CapiTuLO B. Utilizacién de PCSDP

Cddigo B.1: Archivo Makefile para ejemplo PCSDP

#

# Use this line to specify the C and Fortran compilers.

#

CC=mpicc

F77=mpif77

#

# Use this line to specify options for the C compiler. You’ll_probably
# want to turn on optimizations. You may also have to use some of the
# following flags:

#

# —DCAPSBLAS if BLAS routine names are capitalized.

# —DCAPSLAPACK if LAPACK routine names are capitalized.

# —DNOUNDERBLAS if BLAS routine names have no underscore.

# —DNOUNDERLAPACK if LAPACK routine names have no underscore.

# —DBIT64 For I32LP64 systems.

CFLAGS= —g —00 —I ../ include —DBIT64

# Use this line to specify options for the Fortran compiler. In fact

# Fortran is used only to link the code with the external libraries.

# In case you expirience problems as second-underscore in the filenames
# of you BLAS, LAPACK or ScaLAPACk libraties it is a good idea to

# use the option —fno—second—underscore.

#

FFLAGS= #—fno—second—underscore

Use this line to specify where the SDP and linear algebra libraries are
to be found.

—L../1ib look in the ../1lib directory

—lsdp get libsdp.a

—Ilapack get liblapack.a

—lblas get libblas.a

—Im Get C math library .

It ’s.extremely.likely._that_.you’ll have to change the LIBS= line for

your particular system.

BLACS library might have slightly different names than the specified here,
so use the proper names available on your cluster. Please, pay attention
on the order of ScaLAPACK and BLACS libs.

FH o o H W H K W oH R R W W

MKLLIB=/opt/intel /mkl/10.1.0.015/1ib/em64t

LIBS=—L../1ib —lsdp —L$(MKLLIB)

SCALAPACKLIB= —Imkl_scalapack_-1p64 —Imkl_blacs_openmpi_-lp64 —Imkl_lapack
—Imkl —lguide —Ipthread

BLAS=

LIBLM= —Im

#

# This builds the pcsdp program.
#

pcsdp: pesdp.o
$(CC) $(CFLAGS) pcsdp.o $(LIBS) $(SCALAPACKLIB) $(BLAS) $(LIBLM) —o pcsdp
m —f .0

#
# To clean out the directory:
#
clean:
rm —f x.0%
m —f x.ex
rm —f s.pox
rm —f =.pesx
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B.2. Compilacion

Se realiz6 la compilacion con las librerias Intel MKL, como se ve en el archivo Makefile
del directorio solver, cuyo codigo es B.1.

Para la compilacion sélo se necesita ejecutar make en la linea de comandos.

B.3. Ejecucion

Para ejecutar la aplicacion en un ambiente sin SGE, se realiza lo siguiente:

[operedo@leloo solver]$ mpirun -np 4 pcsdp testprob/controll0l.dat-s

Iter: O Ap: 0.00e+00 Pobj: 1.3636364e+04 Ad: 0.00e+00 Dobj: 0.0000000e+00
Iter: 1 Ap: 9.57e-01 Pobj: 1.4178644e+04 Ad: 9.60e-01 Dobj: 1.8138155e+05
Iter: 2 Ap: 8.91e-01 Pobj: 1.5238147e+04 Ad: 9.62e-01 Dobj: 2.0350437e+05
Iter: 3 Ap: 7.45e-01 Pobj: 1.1670090e+04 Ad: 1.00e+00 Dobj: 2.6289699e+05
Iter: 4 Ap: 9.07e-01 Pobj: 1.1277979e+03 Ad: 1.00e+00 Dobj: 2.6949224e+05
Iter: 5 Ap: 7.72e-01 Pobj: 4.4576374e+02 Ad: 1.00e+00 Dobj: 1.9014982e+05
Iter: 6 Ap: 7.8le-01 Pobj: 2.1412945e+02 Ad: 1.00e+00 Dobj: 5.3126968e+04
Iter: 7 Ap: 7.28e-01 Pobj: 1.0939944e+02 Ad: 1.00e+00 Dobj: 2.6194609e+04
Iter: 8 Ap: 7.23e-01 Pobj: 6.3980919e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 9.1985255e+03
Iter: 9 Ap: 7.02e-01 Pobj: 3.6437813e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.7330116e+03
Iter: 10 Ap: 8.32e-01 Pobj: 1.8581541e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 1.3107333e+03
Iter: 11 Ap: 7.15e-01 Pobj: 1.1254154e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.3532671e+02
Iter: 12 Ap: 8.54e-01 Pobj: 6.0812516e+00 Ad: 1.00e+00 Dobj: 1.2609641e+02
Iter: 13 Ap: 1.00e+00 Pobj: 5.5519139e+00 Ad: 9.84e-01 Dobj: 5.2875895e+01
Iter: 14 Ap: 3.75e-01 Pobj: 2.0172361le+01 Ad: 5.45e-01 Dobj: 6.4867227e+01
Iter: 15 Ap: 5.46e-01 Pobj: 2.3478729e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 4.9079672e+01
Iter: 16 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.1424294e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 4.2846017e+01
Iter: 17 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.5248006e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.9365557e+01
Iter: 18 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.7434806e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8663207e+01
Iter: 19 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8243104e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8558215e+01
Iter: 20 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8477625e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8537653e+01
Iter: 21 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8524166e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533864e+01
Iter: 22 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8531906e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533178e+01
Iter: 23 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8532664e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533100e+01
Iter: 24 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8532919e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533060e+01
Iter: 25 Ap: 1.00e+00 Pobj: 3.8533007e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533042e+01
Iter: 26 Ap: 1.31le-01 Pobj: 3.8533002e+01 Ad: 6.88e-01 Dobj: 3.8533038e+01
Iter: 27 Ap: 9.16e-01 Pobj: 3.8533050e+01 Ad: 1.00e+00 Dobj: 3.8533036e+01

Stuck at edge of primal feasibility, giving up.

Partial Success: SDP solved with reduced accuracy

Primal objective wvalue: 3.8533050e+01

Dual objective value: 3.8533036e+01

Relative primal infeasibility: 1.86e-07

Relative dual infeasibility: 1.45e-09

Real Relative Gap: -1.74e-07

XZ Relative Gap: 9.44e-08

DIMACS error measures: 1.86e-07 0.00e+00 6.39e-09 0.00e+00 -1.74e-07 9.44e-08
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Para ejecutar la aplicacion en un ambiente con SGE, se debe proceder de la misma
manera como se describe en la subseccion 3.2.7.
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Apéndice C

Implementacion de fases de
restauracion

Todos los codigos de este capitulo estan escritos en lenguaje M perteneciente al soft-
ware MATLAB.

C.1. Enfoque original

El cédigo correspondiente al algoritmo 8 se puede observar en C.1.

C.2. Restauracion Inexacta

Los codigos correspondientes al algoritmo 9 se puede observar en C.2 y con su funcién
l1sdpenC.3,C4,CS5.

C.3. SOF

Los cédigos correspondientes al algoritmo 13 se puede observar en C.6.

C.4. Posicionamiento de polos

Los cddigos correspondientes al algoritmo 16 se puede observar en C.7 y con su fun-
cién generatePoleplaceenC.8,C.9, C.10,C.11, C.12.
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracién

Cddigo C.1: Enfoque para fase de restauracion: Original

if (step==1)
ac=0; fr=100; step-busca=0;
% la solucion debe ser factible y aceptable
while ((fr>0 | ac==0) & step-busca<=step_1_fail)
if (very_first_step==1)
very_first_step=0;
if (no_start_point)
step_-x=genera_punto (num-.iter );
else
step-x=x0;
end ;
else
if step_busca==
nada=outputer (1, output_info);
X_inicial=x_current;
else
step_-x=genera_punto (ceil (step_busca));
X_-inicial=step-x;
end ;
step-x=busca_FL (itera , x_inicial);
end
filter_cand=tetha_ff(step_-x);
t=filter_cand.t;
f=filter_cand.f;
ac=aceptable (Fil ,t,f,betta ,gamma);
display ([ "ac=",num2str(ac)]);
ro=1;
if (ac==1) Y%i es aceptable, entonces es necesario ver si es factible
display (’encontro._un_punto._aceptable’);
while (fr >0 & ro<romax)
ro=2%ro;
[step-dx , fr]=QP_nsdp(step-x ,ro,nf_ob);
display ([ "ro=",num2str(ro),’ ,.fr=",num2str(fr)]);
end
end
display ([ *step-busca=",num2str(step_busca)]);
step_busca=step_busca+1;
end
if (fr>0 | ac==0)
Yfprintf(’FAILS OF STEP 1 (RESTORATION)\n’);
nada=outputer (2,output_info);
stop=1;
else
X_current=step_x
step_x =[]:
dx=step._dx
step-dx =[];
end;
if stop="1
cont=cont+1;
paso=1;
output_info.alg_data_numerical=[num_.iter; fr;ro];
output_info. filter_cand=filter_cand;
output_info.alg_data_char=tipo_iter;
output_info.iterate=x_current;
output_info.iterate_deriv=dx;
nada=outputer (3,output_info);
step=3;
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracién

Cddigo C.2: Enfoque para fase de restauracion: Inexacta

if (step==1)

ac=0; fr=100; step-busca=0;
% la solucion debe ser factible y aceptable
while ((fr>0 | ac==0) & step-busca<=step_1_fail)
if (very_first_step==1)
very_first_step=0;
if (no_start_point)
step_-x=genera_punto (num-.iter );
else
step-x=x0;
end ;
else
if step_busca==
nada=outputer (1, output_info);
X_inicial=x_current;
else
step_-x=genera_punto (ceil (step_busca));
X_-inicial=step-x;
end ;
step-x=Isdp (itera ,x_-inicial , Fil ,betta ,gamma);
end
filter_cand=tetha_ff(step_-x);
t=filter_cand.t;
f=filter_cand.f;
ac=aceptable (Fil ,t,f,betta ,gamma);
display ([ "ac=",num2str(ac)]);
ro=1;
if (ac==1) Y%i es aceptable, entonces es necesario ver si es factible
display (’encontro._un_punto._aceptable’);
while (fr >0 & ro<romax)
ro=2%ro;
[step-dx , fr]=QP_nsdp(step-x ,ro,nf_ob);
display ([ "ro=",num2str(ro),’ ,.fr=",num2str(fr)]);
end
end
display ([ *step-busca=",num2str(step_busca)]);
step_busca=step_busca+1;
end
if (fr>0 | ac==0)
Yfprintf(’FAILS OF STEP 1 (RESTORATION)\n’);
nada=outputer (2,output_info);
stop=1;
else
X_current=step_x
step_x =[]:
dx=step._dx
step-dx =[];
end;
if stop="1
cont=cont+1;
paso=1;
output_info.alg_data_numerical=[num_.iter; fr;ro];
output_info. filter_cand=filter_cand;
output_info.alg_data_char=tipo_iter;
output_info.iterate=x_current;
output_info.iterate_deriv=dx;
nada=outputer (3,output_info);
step=3;
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracion

Cadigo C.3: Enfoque para fase de restauracion: Inexacta (parte 1)

function xO=Isdp(iter ,x_inicial ,Fil ,betta ,gamma)
global p r n A Bl B C NLSDP_problem
alpha=—1;
nn=size (Fil ,1);
mintheta=100000;
i=1
while (j<=nn)
if ((mintheta>=bettaxFil(j,1)))
mintheta=bettaxFil(j,1);
end
j=i+l

end
var_mat=conv_m( x-inicial);
FFO=var_mat.varl; QQO=var_mat.var2; VVO=var_mat.var3;
QQ0=(QQ0+QQ0’)/2; VVO=(VV0+VV0’)/2;
AF=A+B+FF0%C; MFI1=AF+QQ0+QQ0+AF’+B1xB1’; MF2=AF+VV0+VV0=«AF +eye(n,n); G=—VVO0;
dF=sdpvar(p,r,’ full’,’real’);
dQ=sdpvar(n,n, ’symmetric’,’ real’);
dV=sdpvar(n,n,’symmetric’,’real’);
tl=sdpvar (1,1, full’, real’);
t2=sdpvar (1,1, full’,’real’);
t3=sdpvar (1,1, full’, real’);
s=sdpvar (1,1, full’, real’);
Z=sdpvar(n,n, ’symmetric’,’real’);
constFill=set (t3 <=0.3smintheta ); constFil2=set(t3*eye(n,n)+dV>=0);
sigma=10; tol=le—4; const=[]; numConst=0;
t10k=0; t20k=0;
if norm(MFl, ’ fro’)<=tol && norm(MF2, ’ fro’)>tol
constl=set (AF+xQQ0+QQ0+AF’ + Bl1xB1’ + BxdF*=CxQQ0
+ QQO0+C’xdF’*B’+AF+dQ+dQ=+AF’==0);
const2=set (t2>=norm (AFxVV0+VV0+AF’ + eye(n,n) +
BxdF+C+VV0 + VV0xC’+dF’+«B’+AF«dV+dV=AF’));
Const=constl+const2+constFill+constFil2;
t20k=1;
else if norm(MF2,’ fro’)<=tol && norm(MFl, ’fro’)>tol
constl=set (AF«VV0O+VVO0+AF’ + eye(n,n) + BxdF«xCxVV0
+ VV0xC’ % dF’ B’ +AF+dV+dV+AF’ ==0);
const2=set (t2 >=norm (AFxQQ0+QQ0=AF’ + B1xB1’ +
BxdF*«C+QQ0 + QQO0xC’+dF’%B’+AF+dQ+dQ=AF’));
Const=constl+const2+constFill+constFil2;
t20k=1;
else if norm(MF2,’ fro’)<=tol && norm(MFl, ’fro ’)<=tol
constl=set (AF+QQ0+QQ0+AF’ + B1xB1’ + BxdFxCxQQO0
+ QQ0«C’+dF’*B’+AF+dQ+dQ*AF’ ==0);
const2=set (AF«VV0+VVO0+AF’ + eye(n,n) +
BxdF+C+VV0 + VV0xC’#dF’+B’+AF«dV+dV*AF’ ==0);
Const=constl+const2+constFill+constFil2;
t20k =0;
else if norm(MF2,’ fro’)>tol && nmorm(MF1, ’fro’)>tol
constl=set (t2>=norm (AF+«VV0+VV0+AF’ + eye(n,n) +
BxdF#C+VV0 + VV0xC’«dF’+«B’+AF«dV+dV=AF’));
const2=set (t2 >=norm (AF+xQQ0+QQ0=AF’ + B1xB1’ +
BxdF=C+QQ0 + QQO0xC’xdF’%B’+AF+dQ+dQ=AF’));
Const=constl+const2+constFill+constFil2;
t20k=1;
end; end; end; end;
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracién

Cdédigo C.4: Enfoque para fase de restauracion: Inexacta (parte 2)

[P,D]=eig(G);
[pp,idx]=esort(diag(D));
D=diag (pp):
P=P(:,idx);
GG=P#Dx*inv (P);
E=[1;
eigsPositive=0; negative=0; allNegative=0; allPositive=0;
for i=1:size(D,1)
if D(i,i)<=0
eigsPositive=i—1; negative=1;
if i==1
allNegative=1;
end
break ;
end
end
E=P(:,eigsPositive+1:size(P,2));
if negative
const3=set (E’*(G-dV)*E<=0);
numConst=3;
if allNegative==
constd=set (tl—eigsPositivexs—trace (Z)>=0);
constS=set (Z—(G—dV)+s=eye(n,n)>=0);
constb=set (Z2>=0);
Const=Const+const3+const4d+const5+const6;
t10k=1;
else
Const=Const+const3;
t10k=0;
end
else
constd=set(tl—n=xs—trace (Z)>=0);
constS5=set (Z—(G—dV)+s=eye(n,n)>=0);
const6=set (Z>=0);
Const=Const+constd4d+const5+const6 ;
t10k=1;
end
options=sdpsettings (’solver’,’csdp’,’savesolveroutput’,l,’verbose’,1, debug’ ,1);
if t10k && t20k
Obj_function=tl+sigmas=t2;
else if t10k==0 && t20k
Obj_function=sigmas=t2;
else if t10k && t20k==0
Obj_function=tl;
else if t10k==0 && t20k==0
Obj_function=0;
end; end; end; end;

sol=solvesdp (Const, Obj_function ,options );
ttl=double(tl);
tt2=double (t2);
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracion

Cadigo C.5: Enfoque para fase de restauracion: Inexacta (parte 3)

ac=0;
while (ac==0 && abs(alpha)>=10e—12)
dFF=FF0+alpha=double (dF); dQQ=QQ0+alphaxdouble (dQ); dVV=VV0+alphasxdouble (dV);
mat.varl=dFF; mat.var2=dQQ; mat.var3=dVV;
step_-x=conv_vec (mat);
filter_cand=tetha_ff(step_-x);
t=filter_cand .t; f=filter_cand.f;
ac=aceptable (Fil ,t,f,betta ,gamma);
x0=step_x;

H1x=(A+B+FF0+C)*QQ0+QQ0 (A+B+FF0+C)’+B1%B1";
H2x=(A+B+FF0+C)*VV0+VV0*(A+B+FF0+C)’+eye(n,n);
vpmix=max (0 ,max(eig(—VV0)));

hx=norm (HIx, ’fro’)+norm(H2x, ’ fro’)+vpmix;

H1z=(A+B:*dFF*C) *dQQ+dQQ* (A+BxdFF*C) *+B1xB1 " ;
H2z=(A+B+dFF*C)*dVV+dVV % (A+B«dFF+C)’+eye(n,n);
vpmiz=max (0 ,max(eig(—dVV)));

hz=norm(HIlz, ’ fro’)+norm(H2z, ’fro’)+vpmiz;

Hl=norm (HIx, ’fro’)—norm(Hlz, ’ fro’);
H2=norm (H2x, ’ fro ’)—norm(H2z, ’ fro’);
vpmi=vpmix—vpmiz ;

if ac==1 && H1>0 && H2>0 && vpmi>=0
ac=1; break;

else
ac=0; alpha=alpha/2;

end
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C.4. Posicionamiento de polos

CAPIiTULO C. Implementacién de fases de restauracién

Cédigo C.6: Enfoque para fase de restauracion: SOF

function [F,LL,K,mu] = penl

end

global p r n A Bl B Cl1 C DIl DI2 D21 NLSDP_problem
tau=0.4; gamma=0.8; estab=10e—5;
a=19; b=0.1; e0=0.9; sigma0=1.5;
F=zeros(p,r);
mu=1;
Amu=A—muxeye (n,n);
while max(real (eig(Amu)))>=0
mu=1.5%mu; Amu=A-muxeye(n,n);
end
Abarra=A+B«FxC;
Q=eye(n,n); P=eye(n,n); R=eye(p,p);
L=lyap (Abarra’ ,C’*F’«R«F«C+Q); K=lyap (Abarra ,P);
j=0; sigma=sigmaO;
Fj=F; muj=mu;

for j=1:100
cont=1; stop=0;
k=1;

while cont>0
mu=(—1/sigma)=trace (L’ %K);
Fk=F;
Fkplusl=—inv (R)*B’«L#K«C’+inv (CxK=C’);
Abarrak=A—musxeye (n,n)+BxFkpluslxC;
i=0;
while max(real (eig(Abarrak)))>=0
gammai=power (gamma, i );
Fkplus1=Fk+gammaixtau = (Fkplusl—Fk);
if gammaixtau<=estab
stop=1;break;
else
Abarrak=A—musxeye (n,n)+BxFkplusl «C;
i=i+1;
end
end
if stop
break;
end
% calcular LO y KO
Abarra=A—muxeye (n,n)+BsFkplus1=C;
Q=eye(n,n); P=eye(n,n); R=eye(p,p);

Lkplusl=lyap (Abarra’ ,C’* Fkplusl *«R*Fkplus1+C+Q);

Kkplusl=lyap (Abarra ,P);
N1=2%(B’* Lkplusl+R«Fkplus1*C)* Kkplusl«C”’;
N2=2x(trace (Lkplusl '+ Kkplusl))+2=*(sigmas=mu)
if max(normal ,norma2)<=e0
cont=0;break;
end
F=Fkplusl; L=Lkplusl; K=Kkplusl;
k=k+1;
end
sigma=axsigma0; e0=bxe0;
Fj=F; muj=mu;
if stop || cont==0
break;
end
end
LL=lyap (A+B*F«C,B1%B1’); LL=LL/norm(LL,’fro’);
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracion

Cdédigo C.7: Enfoque para fase de restauracion: Polos

function [F,LL,K,mu] = penl(pert)
global p r n A Bl B C1 C DIl DI2 D21 NLSDP_problem
tau=0.4; gamma=0.8; estab=10e—35;
a=19; b=0.1; e0=0.9; sigma0=1.5;
addpath (genpath(’ ../ poles/pole’));
delta=0.75«pert+0.1;
[dd,F]=generateFpoleplace (A,B,C,n, delta);
mu=1;
Amu=A—muxeye(n,n);
while max(real (eig (Amu))) >=0
mu=1.5%mu; Amu=A—muxeye(n,n);
end
Abarra=A+B«Fx=C;
Q=eye(n,n); P=eye(n,n); R=eye(p.p);
L=lyap (Abarra’ ,C’*F’«R«F«C+Q); K=lyap (Abarra,P);
j=0; sigma=sigma0;
Fj=F; muj=mu;

for j=1:100
cont=1; stop=0;
k=1;

while cont>0
mu=(—1/sigma)=trace (L’ *K);
Fk=F;
Fkplusl=—inv (R)#*B’*L#K«C’xinv (CxK«C");
Abarrak=A—musxeye (n,n)+BxFkpluslxC;
i=0;
while max(real(eig(Abarrak)))>=0
gammai=power (gamma, i );
Fkplus1=Fk+gammaixtau x(Fkplusl—Fk);
if gammaixtau<=estab
stop=1;break;
else
Abarrak=A—mu=xeye (n,n)+BxFkplusl «C;
i=i+l;
end
end
if stop
break ;
end
% calcular LO y KO
Abarra=A—muxeye (n,n)+Bs«FkpluslxC;
Q=eye(n,n); P=eye(n,n); R=eye(p.p);
Lkplusl=lyap (Abarra’ ,C’ = Fkplusl *#R«Fkplus1+C+Q);
Kkplusl=lyap (Abarra ,P);
N1=2x%(B’* Lkplus1+R#Fkplus1*C)x Kkplusl«C”’; normal=norm (N1, " fro’);
N2=2x(trace (Lkplusl *+« Kkplusl))+2*(sigmasmu) ; norma2=abs(N2);
if max(normal ,norma2)<=e0
cont=0;break ;
end
F=Fkplusl; L=Lkplusl; K=Kkplusl;
k=k+1;
end
sigma=axsigma0; e0=bxe0;
Fj=F; muj=mu;
if stop || cont==
break ;
end
end
LL=lyap (A+B*F+C,B1%B1’); LL=LL/norm(LL, ’fro’);

end
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Cddigo C.8: Algoritmo de Posicionamiento de polos (interfaz)

function [dd,K]=generateFpoleplace(A,B,C,n,delta)
tam=sqrt (norm(A, ’fro’));
dd=eig(—tam=ones(n,n)+(2*tam).*randn(n));
dd=dd—max(real (dd))—delta;
KO=randn(size (B,2),size(C,1));
iters =2000;
epsilon=1le—3;
Newton=0;
time=cputime;
[K, normhist]=poleplace (A,B,C,dd,KO, iters ,epsilon ,Newton);
time=cputime—time ;
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C.4. Posicionamiento de polos CAPITULO C. Implementacion de fases de restauracion

Cédigo C.9: Algoritmo de Posicionamiento de polos (c6digo central)

function [K,normhist]=poleplace(A,B,C,dd,KO0,iters ,epsilon ,Newton)
% [K, normhist]=poleplace (A,B,C,dd,KO0, iters ,epsilon , Newton);

%

% This is a MATLAB based implementation of the algorithms described in

%
% K. Yang and R. Orsi.

% Static output feedback pole placement via a trust region approach.
% To appear in IEEE Transactions on Automatic Control.

%

% Inputs :

% A,B,C : system matrices

% dd : vector of desired eigenvalues (order of entries does

% not matter)

% KO :initial condition for K

% iters : maximum number of iterations

% epsilon : termination parameter (i.e., desired accuracy)

% Newton : 0 indicates use the Levenberg—Marquardt based algorithm ,
% ;1 indicates use the trust region Newton based algorithm.

Deltahat=4; Delta=Deltahat/2; eta=0.2;
x=KO0(:);
[f,g,H]=calc_f_.g_H(A,B,C,dd,x,Newton);
normhist=sqrt(f);
step-taken=0;
for k=1:iters ,

if step_taken

[f,g.H]l=calc_f_.g_-H(A,B,C,dd,x,Newton);

end

if norm(g)<le—8
disp (’gradient.is._approx..zero’);
disp ([ iters-=.", num2str(k)]);
break

end

[p,lambda]=exacttrust (g,H, Delta ,Newton);
fnew=calc_f(A,B,C,dd,x+p); % Find cost at x+p

pred_change=—g’ *p—0.5%p *«Hxp;
if pred_change <=0

break
end
rho=(f—fnew )/ pred_change;
if rho <0.25

Delta=0.25%Delta;

if Delta<le—30

break

end

else

9% Find

the current cost,

if (rho>0.75)&(abs(norm(p)—Delta)<0.01«Delta)

Delta=min(2+ Delta , Deltahat);

end
end
if rho>eta
X=X+p;

normhist=[normhist; sqrt(fnew)];
step_-taken=1;
if normhist(end)<epsilon
break
end
else
normhist=[normhist; sqrt(f)];
step-taken=0;
end

end
K=reshape (x,size (B,2),size(C,1));

135

grad and Hess



[o BN B e R R N S
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Cédigo C.10: Algoritmo de Posicionamiento de polos (cdlculo de primera y segunda
derivadas)

function [f,g,H]=calc_f_g_H(A,B,C,dd,x,Newton)
n=size (A,1); m=size(B,2); p=size(C,1);
K=reshape (x,m,p);
[V,d]=eig (A+BxKxC);
d=diag(d);
dtemp=pp_hungarian(dd,d);
W=matchlsq (dtemp ,[d, V']);
d=W(:,1);
V=W(:,2:n+1)’;
eigdiff=d—dd;
f=abs(eigdiff "«eigdiff);
g=zeros (m,p);
G=zeros (n,m«p); 9%oq’th column of G is the eig derivatives wrt
9% the q’th entry of vec(K)
invVB=inv (V)«B;
CV=CxV;
if “Newton
for j=1:p,
for ii=1:m,
G(:,(j—D#m+ii)=invVB (:,ii).*(CV(j,:). " );
end
end
else
Z=invVB (:)*reshape(CV.’ ,1,p=%n);
for j=1:p,
for ii=1:m,
G(:,(j—1#=m+ii)=diag(Z(n=(ii —1)+1l:nxii ,n*(j —1)+1:n%j));
9% Same as above but calculated using Z
end
end
end
g=2xreal (G’ xeigdiff);
H=G’ *G;
if Newton
H2=zeros (size (H));
for j=1:p,
for ii=1:m,
P=Z(n=(ii —1)+1:n*ii ,n*x(j —1)+1l:n%j); %k P=invVB(:,ii)=CV(j,6:);
for J=1:p,
for II=1:m,
if ((J—1Dsm+I1)<=((j —1)=m+ii)
v=zeros(n,l);
Q=Z(nx(IT —1)+1:nxII ,nx(J—1)+1:nxJ); %o Q=invVB(:,11)«CV(J,:);
for k=1:n,
for t=[1:k—1,k+1:n],
v(k)=v(k)+(Q(k, t)«P(t,k)+Q(t,k)«P(k,t))/(d(k)—d(t));
end
end
H2((J—1)sm+1II ,(j —Dsm+ii)=eigdiff "*v;
end
end
end
end
end
H2=H2+H2’—diag (diag (H2));
H=H+H2;
end
H=2xreal (H);
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Cadigo C.11: Algoritmo de Posicionamiento de polos (calculo de solucidn region de con-
fianza)

function [p,lambda]=exacttrust(g,B,Delta,Newton)
9% Implementation of nearly exact solutions to trust region problem
9% Nocedal & Wright, p78—.
9% Currently does not deal with the ’hard case
I=eye(size(B,1));
[V.D]=eig(B);
if Newton,
d=min(diag(D));
if d>0
lambda=0;
elseif d>—le—12
lambda=0.000001;
else
lambda=—dx1.0000001;

B

end
else
d=max (min(diag (D)) ,0);
lambda=0;
end
for j=1:20,
if (lambda+d)<=0
if d™=0
lambda=—d*1.0000001;
else
lambda=0.000001;
end
end
p=—V=((V'xg)./(diag(D)+lambda)); % p=—E\g;
q=((diag (D)+lambda)."( —0.5)).«(V’«p); 9 q=R’\p;
zl=norm(p)—Delta;
z2=q’+q=Delta;
if (abs(zl)<le—60)|(abs(z2)<le—60)
break
end
lambda=lambda+(p’*p)=xz1/z2;
lambda=max (0 ,lambda);

end
end
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Cdédigo C.12: Algoritmo de Posicionamiento de polos (cdlculo de funcién objetivo)

function f=calc_f(A,B,C,dd,x)
m=size (B,2); p=size(C,1);
K=reshape (x,m,p);
d=eig (A+B+K=C);
d=pp-hungarian(dd,d);
f=abs ((d—dd) *«(d—dd));
end ;

function v2s=pp_hungarian(vl,v2)

9% This code matches v2 to vi.

9% It is based on hungarian.m
n=length (vl);
vones=ones(n,1);
vil=vl.’;
M=abs(vll(vones ,:) — v2(:,vones));
M=M. «M;
sigma=hungarian (M);
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Apéndice D

Conversion CSDP/COMPleib

D.1. Introduccion

Se desarrollo un conversor de formato desde Compleib hacia CSDP/PCSDP para re-
solver linealizaciones de los problemas provenientes de Compleib usando el solver CSD-
P/PCSDP directamente en ANSI C. El formato que acepta CSDP/PCSDP es el siguiente:

max Tr (CX)
AX) = a (D.1)
X =0
donde
tr (AlX)
AX) = | TEAX) (D.2)
tr (A, X)

X > 0 significa que X es semidefinida positiva. Todas las matrices A;, X y C se asumen
reales y simétricas. El dual del problema anterior es

T

min ay
AT(y)—-C = Z (D.3)
Z = 0
donde .
AT(y) = A (D.4)

=1
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D.1. Introduccion CAPITULO D. Conversién CSDP/COMPleib

El problema semidefinido nolineal a resolver en COMPleib es el siguiente (su deduccion
se realiza en el capitulo Resultados):

( minRQ,V TT((Cl + D12FC> Q(C1 + D12FC)T)

—_——

Cr
T T _
(COMP) s.a (A+ BFC)Q+Q(A+ BFC)" + BiB] =0 D.5)
Ap
(A+ BFC)V4+V(A+BFC)'+1 =0

L V >0

con F' € R ™ y ),V € R"™*"_ Este problema se describe por primera vez en la
ecuacion (1.2) perteneciente a la Introduccidén. En nuestro algoritmo debemos resolver
una linealizacién del problema anterior, de la forma:

HlfndeRn Vf(l'k)Td -+ %dTBd
s.a h(zr) + Dh(zg)d =0
(Q(z1, p)) G(zx) + DG(z)d < 0
o < p

(D.6)

La linealizacion de (COM P) se obtiene derivando la funcion objetivo, cada fila de las
restricciones de igualdad y la restriccion semidefinida positiva(negativa), con respecto a
las variables en las matrices F’, (), V. Para ello, se considerara un vector de variables de la
siguiente forma:

d = [vec(Fy); vec(Qq); vec(Vy)] (D.7)
donde Fy, QQq, V; representan las matrices variables en (COM P) y vec(A) representa al
vector de las columnas de la matriz A € R™*", es decir, si A = [a4] .. . |a,], entonces

a1
vec(A) = | :
Qn

Con esto, d € RY, con N = n,n, + 2n,n, y el problema queda:

( mingepy Tr((D12FaC)QrCE,)
+TT(CFdeCFk)
+TT(CFka(D12Fd ) )
+Tr(FTFy) + Tr(QYQq) + Tr(VEVy)
s.a Ap,Qr + QrAL, + B1B]
+(BF,0)Qr, + Qr(BF,C)"
(Qcomp(wkv 10)) ‘|‘AFde + QdAka =0
Ap Vi + VAL +1
+(BF,C)Vj, + Vi (BF,C)T
+ApVa+ VaAL, =0
—Vi—Vy; <0
ldll <p

(D.8)
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D.2. Funcién objetivo CAPiTULO D. Conversién CSDP/COMPIeib

A continuacién, debemos desglosar cada elemento de este problema, para dejarlo en
el formato de CSDP/PCSDP.

D.2. Funcion objetivo

La funcién objetivo a desglosar es la siguiente:

Tr((D12FaC)QuCE,)
—FTT(CFka(DledC)T)
—FTT(FdTFd) —+ TT(Qde) + TT’(VdTVd)

(D.9)

Primero conviene recordar algunas propiedades del operador traza:
Lema D.2.1. Sean A, B y C matrices de dimensiones compatibles. Entonces se tiene:
Tr(ABC) =Tr(BCA) =Tr(CAB)
Tr(A)=Tr(A"), A e R™"

Con esto la funcidn objetivo se puede escribir:

QTT(CQICC%; Dlng)
+T7(F] Fa) + Tr(Q4Qa) + Tr(V{ Va)

Utilizando otra propiedad del operador traza, se puede desglosar ain més:

Lema D.2.2. Sean A, B y C matrices de dimensiones compatibles. Se tiene:
Tr(ABC) = vec(AT)' (I ® B)vec(C)

con ® el producto de Kronecker. Como consecuencia,

Tr(AC) = vec(AT) vec(C)

La funcién objetivo queda:

2vec(DI,CrQCT) vec(Fy)
+vec(CrCE) T vec(Qq) (D.11)
+d'd

En lo anterior se utilizo

Tr(Ff Fa) + Tr(QqQa) + Tr(VyVy) = d"d
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pues

d'd = [vec(Fy);vec(Qq); vec(Vy)]* [vec(Fy); vec(Qq); vec(Vy)]
= vec(Fy) vec(Fy) + vec(Qq)  vec(Qq) + vec(Vy) T vec(Vy)
= Tr(F]Fy) +Tr(QiQq) + Tr(V/ V)

Con esto, la funcién objetivo se puede representar como una funcién cuadrética para el
vector d: -
[2vec(D1],Cr, QxC™); vee(Cr,CF,); 0] d+ d"Id

Abhora, para transformar el término cuadrético, se utilizara la siguiente propiedad:

Lema D.2.3. Si se tiene el problema

min  (Apx + bo)T (Aoz + bo) — cdx — do

entonces una formulacion equivalente es la siguiente
min ¢
I Aol‘ + bo = 0
(Agz + b))t clo+doy+t | — (D.13)
— =
[ (A + b)) Iz +d; } = 0, p=1...,L
Usando la propiedad anterior, nuestra funcién objetivo se puede escribir:
min ¢
vec(Fy)
I vec(Qq)
vec(Vy) =0
vec(Fy)Tvee(Qq)Tvec(Vy)T  (2vec(DL,Cr,QrCT); vee(Cr,CF ); O)T d+t
(D.14)

D.3. Primera restriccion matricial

La primera restriccion matricial es la siguiente:

ApQr + QpAL + BiBf +(BF,C)Qy + Qk(BFdC):C—I—AFde + Q4AL, =0 (D.15)

M(ELQr) U(Fy) V(Qa)

El término M (F}, Qx) € R™ "= es constante, por lo tanto no entra en el analisis. Anal-
icemos la ecuacion por columnas, para la columna j € {1,...,n,}:

U(F).; + V(Qd).; = —M(Fr, Qi) (D.16)
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La primera componente de la ecuacion D.16 se puede escribir de la forma:

((BF,C)Qr).; + (Qu(BF,C)).; = (BFngg)-,j + (QCT FIBT).

¢ cr
= BF,C;+C"F{B",
(Fa)1a (Fa)1,n,
= BCy; : +---+ BC,, :
(Fd)ntul (Fd)nuyny
(Fa)i, (F)na,1
+C" By, : +--+C"B] :
(Fd)Lny (Fd)nu,ny
De esta manera, los términos se pueden expresar de la siguiente manera:
(Fa)1a
(Fd)nu71
BFdC.J‘ — B~,101,j e B.muCl’j e B-,lcny7j e B',nuo’ﬂy,j
(Fd)l,ny
le (Fd)nlnny
(D.17)
(Fa)1a
(Fd)nu71
C'FiBL,=| ¢iBf, ... ¢iBL ,|...| Ch Bf, ... CT Bl . :
(Fd)l,ny
TZJ (Fd)nuyny
(D.18)
La segunda componente de la ecuacion D.16 se puede escribir de la forma:
(AR Qa)-j + (QuAR)-; = An(Qa)-j + Qu(AR)-;
= (Ap)-1(Qa)r; + - + (AR). . (Qa)n,.j
(Qa)11 (Qa)1n.
+ : (Ap)ja+ -+ : (AR, )jn.
(Qd)nz,l (Qd)nz,nz
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D.3. Primera restriccion matricial CAPITULO D. Conversién CSDP/COMPleib

De esta manera, los términos se pueden expresar de la siguiente manera:

(Qa)1a
(Qd)nz,l
(Qa)1j
AFk(Qd),j = OnxXnm “e . AFk N OnJ;XTLx E (D.19)
Tg (Qd)l,nz
(Qd)nz,nz
(Qa)1a
(Qd)nz,l
(Qd)l,nw
(D.20)
Con esto, el problema se escribe:
Tll + T21 T31 + T41 Onzmg VGC(Fd)
: : : vec(Qa) | = vec(=M(Fy, Qx))  (D.21)
Tlnz + T2nz T3nz + TAILI Onwxni VeC(Vd>
o equivalentemente:
T+ | T3+ T | Oupxnz | ]
TP 4 T | TP 4+ TP | Op ::gggd)) +( vee(M (Fy, Qr)) ) .-
d = U2n2x1
7111 + T21 T31 + 7111 Onyxni VGC(‘/d) VCC(—M(Fk, Qk)) )
L e+ 15 | T3 + Ty O, xn2 i

(D.22)
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D.4. Segunda restriccion matricial CAPiTULO D. Conversién CSDP/COMPIleib

D.4. Segunda restriccion matricial

La segunda restriccion matricial es la siguiente:

Ap Vi + Vi A, +T" + (BEC)Wi, + Vi(BF,C)"' + ApVa+ VyAp, = (D.23)
M/ (FosVe) U'(Fa) V/(Qa)

El término M'(Fy, V) € R"**"= es constante, por lo tanto no entra en el analisis.

Esta restriccion es analoga a la primera y las matrices quedan de la forma (con ' =
CVk)

(Fa)11

B 5 R B 5 (Fd)nuyl
BFdO/J - B710{7] . e B'7nuC:/l,j e B710,:,Ly7‘7 ... B'ynuC;’Ly,j E
(Fd)l,ny
(T'); (Fa)nun,
(D.24)

(Fa)1a

(Fa)na
~T T T T RT T RT T T T T .
C'F;B,=| ¢iBf, ... ¢iBL ... ¢ Bf, ... C% Bl ;
(Fa)1.n,

(T,)% (Fd)nuﬂly
(D.25)
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(Vi)
(‘/d>nz 1
(‘/3)1]
Ap, (Vy).; = Onpxng |- |Ar, | -+ | Onpxng : (D.26)
(Vd)l,nz
(‘/d)nryn:r
(Va1
(Vd)n171
(Vd)an
(‘/d>nzynz
(D.27)
Con esto, el problema se escribe:
(T + (T2 | Onoxenz | T5 + T vec(Fy)
: : : vec(Qq) | = vec(—M'(Fg, Vi) (D.28)
(T/)Tllz + (T/)gz Onzxni T31 + T41 VeC(Vd)
o equivalentemente:
[ (T,)% + (T/)é Onmxni Tsl + T41 |
(T)y + (T")5 | 0 o | T AT vee(Fy) /
1 2 nexn? | 13 + 14 vec(Qq) +( vec(M (/Fk,Vk)) ) >0
()} 4+ (T | Oz | T3 + T3 vt ) e s V) ) 2
N (T,)?m + (T,)gm Onzxni TB1 + T41 i

(D.29)
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D.5. Restriccion semidefinida positiva CAPiTULO D. Conversién CSDP/COMPIleib

Abhora, juntando las restricciones D.22 y D.30, se tiene:

TH+T) | T4 4+T) |0y xn2

T+ I3 | T3+ 15 | O ||
Tll + T21 T31 + T41 Onz><n§J

B : : E vec(M (Fy, Qr))
Ng N N N F

TP+ T3 | T3 + 15 | Ot ::g((Qd% | vee(=M(F, Q)

(THY + (T 0, xn2 T+ T} Vech) vec(M'(Fy, Vi)

: : : d vec(—M'(Fy,, Vi)

(T/)rlzz + (T’)gz Oann% T31 —+ T41 |
(T1+ (T | Opoxn2 | T3 + T}

L (T,)TlLl + (T,)gl Onzxni T31 + T41 i

(D.30)
La matriz del lado izquierdo tiene dimensiones 4n2 x (n,n, + 2n2) y el vector constante
tiene dimensiones 4n2 x 1.

Recordemos que una restriccion lineal afin de la forma Az + b > 0 se puede escribir
de la siguiente manera:

Az > b < diag(Az + b) = diag(b) + Y _ x;diag(A.;) = 0 (D.31)
j=1

De esta manera, usando D.31 se obtiene la restriccion en el formato CSDP/PCSDP.

D.5. Restriccion semidefinida positiva

La restriccion semidefinida positiva(negativa) a desglosar es la siguiente:

Vi —=V; =<0 (D.32)
o equivalentemente:
Vi+Va=0 (D.33)
Utilizando el vector d descrito en D.7:
nuny iy +ng nuty+n3+nd
Vit Vam 06 Vit Y dilpsn, + > dilnpn, + Y diE; = 0 (D.34)
i=1 i=nyny+1 i=nyny+n2+1

con Ej, € R"=*"= |a matriz que satisface (parai = (k — 1%n,) + 1y j = L’“_lJ +1):

Ny

diag(ei) 1=
E, = { o R (D.35)
P it

147

>

(

OZn% x1
02713: x1

)



D.6. Restriccion region de confianza CAPIiTULO D. Conversién CSDP/COMPIleib

para ¢; € R" y(PP),; =1sip=iANg=756p=jAqg=riy (II"),; = 0encaso
contrario.

D.6. Restriccion region de confianza

La restriccion asociada a la region de confianza es la siguiente:
ldl| < p (D.36)

con d descrito en D.7. Elevando al cuadrado ambos lados, se obtiene:

2

vec(Fy
<

(
(vec(Fy)T, vec(Qq)T, vec(Vy)T) VCC((

Utilizando el lema D.2.3, se obtiene:

vec(Fy)
I vec(Qq)
vee(Vy) =0 (D.37)

vec(Fy)Tvec(Qq) T vec(Vy)T 0*

D.7. Formulacion final

Finalmente, hay que juntar las restricciones D.38, D.30, D.40 y D.37 y dejarlas en
el formato CSDP/PCSDP como aparece en la formulacion D.3. Primero escribamos la
restriccion D.38 en formato CSDP/PCSDP:

min ¢
I(n ny+2n2) X (nyny+2n2) O(n ny+2n2)x1 :| nuny+2n2 |: O(n ny+2n2) X (nyny+2n2)  €j
u Ty, T u Tty T u x + z Y x d ullty x ullty x J
|: le(nuny+2n§) 0 Z] ! ! 6? i
+t |: O(nuny+2n§)x(nuny+2n%) O(nuny+2n%)><1 :| =0
le(nuny—‘rQn%) 1
(D.38)
donde v = (2vec(D],Cr, QrCT); vec(Cp,CF, ); 0). La restriccion D.30 se puede escribir
de la forma:

nuneran3
diag(b) + Y d;diag(A. ;) =0 (D.39)
——— o ———
4n2 x4n2 4n2 x4n2
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D.7. Formulacion final CAPITULO D. Conversién CSDP/COMPleib

donde

vec(M (Fy, Qr))
VCC( (Fk, k))
vec(M'(Fy, Vi)
vec(—M'(Fy, Vi)

T} + T} TS +T) 0, xn2

Ty + T3 | T3+ T | O |
T AT | TE+TE | O

Ty 4 T3 | T3+ T3 | Oy
(T,)% + (T,)% Onzxni T31 + T41

(T/)?z + (T/)gm- Onmxnﬁ T31 + T41 ]
(T/H + (T/)% Onzxn% T31 + T41

(T) 4+ (15" | Onosnz | Ts + T

La restriccion D.40 se escribe de la forma:

Ny Ny Nuny+n2 nuny+n+n?2
(Vidnasns + 3 @i0nsn, + > dilnsn, + > di(Bi)npxn, = 0 (D.40)
i=1 i=nyny+1 i=nyny+n2+1

, . L . 2
con E; € R"™*" |a matriz que satisface vec(E;) = e;, con e; vector canénico en R"=. La
restriccién D.37 se escribe de la forma:

nuny—l—Qn
|: I(nuny+2n%)><(nuny+2n%) O(nuny+2n Z d O(nuny+2n£)x(nuny+2n§) €;
01>< (nuny+2n2) p 6? 0
(D.41)
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Apéndice E
Documentacion de £nlsdp

Para revisar la documentacién completa de la aplicacidn, visitar:
http://www.dim.uchile.cl/~operedo/ma69f/fnlsdp/doc

Esta documentacion esta en continua actualizacion, por lo cual se debe enviar un
correo a operedo en dim.uchile. cl para saber el estado actual de la aplicacion.
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