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ESTIMACION DE MEDIDAS DE RIESGO FINANCIERO. UN ENFOQUE BASADO EN
EL FENOMENO DE CONCENTRACION DE MEDIDAS EMPIRICAS

El objetivo principal de esta memoria es construir, a partir de informacién histérica, in-
tervalos de confianza no asintéticos y no paramétricos para una familia de medidas de riesgo
financiero. El enfoque utilizado se basa en teoremas recientes sobre concentracion de procesos
empiricos y busca llegar a resultados explicitos, que eventualmente puedan ser aplicados en
la practica financiera.

Un segundo objetivo metodolédgico, es estudiar la aplicabilidad de resultados tedricos co-
nocidos de concentraciéon de procesos empiricos a problemas de estimacion en general, y en
particular al problema de estimacion de medidas de riesgo financiero a partir de informacién
histoérica.

Esta memoria comienza con una introduccion a las medidas de riesgo financiero. Luego se
revisan la convergencia de leyes de probabilidad y diferentes métricas en el espacio de leyes de
probabilidad. Después se estudian las desigualdades de Talagrand y en especial se estudian
caracterizaciones integrales para ellas. Con estos elementos se presentan resultados conocidos
recientemente de concentracion para procesos empiricos, poniendo énfasis en determinar todos
los pardmetros que aparecen en ellos a partir de los datos del problema.

En la ultima parte de esta memoria se aplican los resultados presentados previamente, y
se obtienen nuevos resultados que permiten construir intervalos de confianza no asintéticos
y no paramétricos para distintas medidas de riesgo financiero y activos que toman valores en
todo R. Mas precisamente, se obtiene un resultado para el Value at Risk, dos resultados para
medidas de riesgo espectrales y dos resultados para el Ezpected Shortfall.

Los resultados obtenidos para el Ezpected Shortfall extienden a situaciones més generales
resultados recientes para activos con leyes a soporte compacto, y son por lo tanto, una
innovacion en el tema estudiado.
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Capitulo 1

Introduccion

Medir el riesgo asociado a un activo financiero no es una idea nueva, naci6 al menos hace 50
anos, cuando Harry Markowitz, en su trabajo acerca de seleccién 6ptima de portafolios [31],
puso en evidencia la necesidad de cuantificar el riesgo asociado a una posicion financiera. Sin
embargo, fue necesario que pasara el tiempo y recién a finales de los anos 90 surgi6é una teoria
axiomatica del riesgo, en los trabajos de Artzner et al. [4] y [5].

En esta teorfa axiomatica del riesgo financiero, el mercado se modela como un conjunto
de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (€2, F,P), donde {2 representa
los distintos estados del mercado y cada variable aleatoria X representa las ganancias o
pérdidas debidas al mantenimiento de una posicién financiera. En este contexto, una medida
de riesgo financiero es una funcién que asigna un numero real a una variable aleatoria. Si
esta asignacion satisface ciertas propiedades, que estudiaremos més adelante, se dice que la
medida de riesgo es coherente. Uno de los ejemplos mas importantes de este tipo de medidas,
es el expected shortfall, que para una variable aleatoria X denotamos como ES,(X).

Generalmente, cuando se define una medida de riesgo, se hace suponiendo un conocimiento
exhaustivo del mercado, es decir, se asume que se conocen todos los posibles escenarios del
mercado y la probabilidad de ocurrencia de cada uno. Sin embargo, en la practica no se dis-
pone de tal informacién, lo que durante los ltimos anos ha motivado a diversos autores ha
estudiar el impacto de esta incertidumbre en por ejemplo, modelos de precios para derivados
complejos [13] o en la optimizacion de portafolios [12| y [36]. Una caracteristica comtn de
los trabajos en esta area es buscar resultados cuantitativos y no sélo cualitativos. El trabajo
desarrollado en esta memoria va en la misma linea de los articulos anteriores, aunque en al-
guna medida con objetivos mas modestos. A lo largo de esta memoria buscaremos cuantificar
el error que se comete al estimar el riesgo de un activo financiero a través de informacion
historica.

Un hecho clave en el desarrollo que presentaremos, que ya habia sido notado, por ejemplo,
por Pflug y Wozabal en [36], es que si X es un activo financiero con ley de probabilidad , del
que tenemos una muestra de tamano N y llamamos iV a la ley empirica de dicha muestra,



entonces bajo condiciones muy generales

—~ N 1 R
|ES, (X)—ES,(X)| < EW(/%MN),

donde E/STQN(X ) corresponde al estimador empirico o histérico de ES,(X) y W es una
distancia apropiada en el espacio de medidas de probabilidad. Lo que hace a esta desigualdad
especialmente atractiva, es el hecho de que como veremos en el capitulo 5, existen resultados
que permiten acotar P(W (u, i) > ¢) para todo ¢ > 0. Y luego, a partir de dichos resultados
es posible construir intervalos de confianza para ES,(X). Resultados similares a los que
encontraremos ya fueron establecidos por Brown en [10] y mejorados por Wang y Gao en [21],
pero s6lo en el caso de que X toma valores en un intervalo compacto. En esta memoria se
levanta esta hipotesis y se establecen resultados para X con valores en R, y ademés, para
una familia general de medidas de riesgo, entre las que se cuenta el ES,.

En términos generales, esta memoria se desarrolla de la siguiente manera: primero se intro-
ducen las medidas de riesgo coherente que serén el contexto teérico en el que trabajaremos.
Luego se desarrollan las herramientas matematicas que utilizaremos y por tltimo se aplican
estas herramientas al problema especifico de estimacién de medidas de riesgo.

Para terminar esta introduccién, una breve descripciéon de los capitulos que siguen.

En el capitulo 2 se estudia el contexto tedrico para medidas de riesgo financiero. Para ello,
es necesario introducir primero las funciones cuantil y mostrar algunas de sus propiedades mas
importantes. Luego, con las funciones cuantil se construyen las medidas de riesgo espectrales,
y finalmente se caracterizan a las medidas coherentes que pertenecen a esta familia.

En el capitulo 3 primero se estudia la convergencia de sucesiones de medidas de probabili-
dad y se introduce una clase especial de sucesiones, denominadas medidas empiricas. Después
se introducen distintas métricas para el espacio de medidas de probabilidad y se estudia su
relacion con la convergencia ya mencionada.

En el capitulo 4 se introducen las desigualdades de Talagrand, que corresponden a de-
sigualdades funcionales para medidas de probabilidad, y estan relacionadas con el fenémeno
de concentracion de dichas medidas.

En el capitulo 5 se estudia el comportamiento de la cantidad P(d(u, i) > ¢), donde d
corresponde a alguna de las métricas definidas en el capitulo 3. En particular, se presentaran
resultados dados por Bolley, Guillin y Villani en [8], por Dudley en [17] y por Gozlan y
Léonard en [23]. Estos resultados establecen que existe Ny € N, tal que para todo N > Ny

P(d(p, i) > €) < f(N,e),

donde f es una funciéon explicita que para cada ¢ tiende a cero cuando N crece a infinito.
Esta ultima desigualdad entrega un control cuantitativo y no asintético para la probabilidad
de tener desvios mayores a un tamano dado.

El capitulo 6 esta dividido en tres secciones. En la primera se introducen los estimadores
historicos y se argumenta a favor de su uso en la practica financiera. En la segunda se discute



el comportamiento asintético de estos estimadores, y en particular se presentan resultados
ya conocidos acerca de su convergencia casi segura. Finalmente, en la tercera secciéon de este
capitulo, se construyen intervalos de confianza no asintéticos para distintas medidas de riesgo
en torno a sus estimadores historicos. Estos resultados son el producto final de esta memoria
y al menos uno de ellos, representa una verdadera innovaciéon en el tema.

En el capitulo 7, que corresponde a la conclusiéon de esta memoria, se hace un repaso de
los principales resultados obtenidos, se discuten sus alcances y limitaciones, y se plantean
algunas direcciones para el trabajo futuro.



Capitulo 2

Medidas de Riesgo Financiero

Antes de comenzar con el estudio de las medias de riesgo financiero, se introducen las
funciones cuantil, las que como se vera en el desarrollo del capitulo, son un bloque fundamental
en las construcciones que se realizaran.

2.1. Funciones Cuantil

En esta seccién se presentara un conjunto de resultados conocidos para las funciones cuantil.
La mayoria de ellos se puede encontrar en el Apéndice A.3 de [20]. Mientras que la Proposicion
2.1.8 se puede encontrar en [2].

2.1.1. Definiciones y Propiedades Basicas

En lo que sigue, por funcién distribuciéon acumulada de una variable aleatoria real X,
definida en un espacio de probabildad (€2, F,P), siempre nos referiremos a la funcion

Fx(z) =P(X < z).

Definicion 2.1.1. Sea X una variable aleatoria real y Fx su funcion de distribucion acu-
mulada. Se define respectivamente el cuantil inferior y superior de Fx de orden o como:

¢x(a) =mf{z e R: Fx(z) > a} y

¢k () =inf{z e R: Fx(z) > a}.

Notemos que las funciones:



2.1. Funciones Cuantil

son crecientes y por lo tanto medibles. Ademés, para todo a € (0,1), ¢%(a) > ¢x(a). Sin
embargo, ¢ (o) = ¢x(a) para casi todo a € (0,1), pues si ¢%(a) > gy (), entonces gx(*)
tiene una discontinuidad en o, y como ¢y (+) es una funcion creciente y medible en un intervalo
acotado, puede tener a lo més una cantidad numerable de discontinuidades.

Proposicion 2.1.2. Para toda variable aleatoria real X la funcion qx(-) es continua por la
izquierda y g3 (+) es continua por la derecha.

Demostraciéon: Sea X una variable aleatoria real, queremos probar que si {ay,}m>1 €s una
sucesion que converge a « por la izquierda, entonces

lim gy (an) = gx(a).

n—oo

Como ¢y (-) es creciente, basta con probar que para todo € > 0, existe un ny € N tal que si
n > ng. Entonces

ax(an) > gx(a) —e.

Sea € > 0, por la definicion de ¢y (o) tenemos que Fx(gy(a) —¢) < a. Luego, como {a,}
converge a «, existe un ng € N tal que para todo n > ny,

Fx(gx(a) —¢) < a, < a.

Asi se tiene,
Vn>ng: gyla) —e < gylay),
que es lo que querfamos demostrar. La prueba de que ¢%(-) es continua por la derecha es

similar.

g.e.d.

Definicién 2.1.3. Sea F : (a,b) — R una funcion creciente (no necesariamente estricta-
mente creciente). Sea

c:=1lim F(z) d:=1limF(z).
lim F(z) lim F'(z)
Una funcion q : (¢,d) — (a,b) es una inversa generalizada para F' si

Fq(s)=) <s < F(q(s)+) Vs € (¢, d).

Proposicién 2.1.4. Las funciones cuantil inferior y superior de una variable aleatoria X
son inversas generalizadas para Fx.

Demostraciéon: Empecemos por notar que Fy esta definida en (—o00,c0) y toma valores en
[0,1]. Dado un s € [0, 1], probemos que

Fx(gx(s)—) <s < Fx(gx(s)+).

Notemos que de la definicién de gy (s), tenemos que si z > gy (s) entonces F'(z) > s, de
donde es directo que Fx(qy(s)+) > s. De la misma manera, si x < ¢x(s) entonces F'(x) < s,
de donde se sigue que Fy(gx(s)—) < s. La demostracion para ¢3(-) es similar.

5



2.1. Funciones Cuantil

q.e.d.

Lema 2.1.5. Sea X wuna variable aleatoria real, entonces Fx es una inversa generalizada
para las funciones cuantil inferior y cuantil superior.

Demostraciéon: Probemos que Fx es una inversa generalizada para ¢y (-), es decir
ix (Fx(r)—) <2 < qx(Fx(2)+), V2 e R

Por la definicién del cuantil inferior, si s < Fiy(x) entonces ¢y (s) < x, de donde es directo
que gy (Fx(x)—) < z. Por otro lado, si s > Fy(x), nuevamente por definicion de gy (-) se
tiene que gy (s) > z de donde es directo que = < ¢x(Fx(z)+). La demostracion para ¢¥(-)
es similar.

q.e.d.

Lema 2.1.6. Consideremos una variable aleatoria X con funcion distribucion Fx y U, una
variable aleatoria Uniforme(0,1) no necesariamente definida en el mismo espacio de proba-
bilidad que X. Si gy (u) es la funcion quantil inferior de Fx entonces Z = qx(U) tiene la
misma distribucion que X, te. Fy = Fx.

Demostraciéon: Para empezar notemos que como Fx(-) y ¢, () son inversas generalizadas,
satisfacen

Ix(Fx(s)) = gx(Fx(s)=) < s < Fx(qx(s)+) = Fx(qx(s)),

de donde concluimos que
(0, Fx(t)) € {s € (0,1) : qx(s) < t} (0, Fx(t)].
Entonces,
P(U € (0, Fx(t)) <P(U € {s € (0,1) : qx(s) < t}) < P(U € (0, Fx (1)),
y como U tiene distribucién uniforme en [0, 1], se sigue que
P(U € {s € (0,1) : gx(s) < t}) = Fx(t).

Pero

Fp(t) =P(Z <t) =P(qx(U) < t) =P(U € {s € (0,1) : x(s) < t}) = Fx (1),

lo que concluye la demostracion.



2.1. Funciones Cuantil

2.1.2. Integrales de cuantiles

Definicion 2.1.7. Se define el promedio de la cola izquierda de nivel o como

T = —/ qx (u)du.
0

Proposicion 2.1.8. Sean X eY dos variables aleatorias tales que E(X ™) < oo y E(Y ™) < oc.
Entonces, st Z = X +Y, tenemos que

(o) Z T(a) + Y(a)-
Demostracion: Comencemos por definir:

(a) Lix<a}(t) siP(X =) =0,
IL{X<gc}(t) =931 B a—P(X<z) ¢ L P(X — 0
= (x<a}(t) + Fx=p) Lix=o}(t) siP(X =z)>

Ahora notemos que:

(a)
1. Vt, ]l{XSq;{(a)}(t) € [0, 1].
() —
2. E(]]'{ng;((a)}) = a.
-1 (@) —
3. « IE(XII{XS%;(Q)}) = Z(q)-

Probemos estas tres afirmaciones:

1. Notemos que esto es directo si P(X = ¢y(a)) = 0, pues en este caso la funcién
&Lq,( )}(-) corresponde a una indicatriz. Si P(X = ¢y (a)) > 0, el Gnico punto en que
<gx(a
la cota indicada no es trivial es cuando evaluamos en ¢ = gy (). Notemos que en ese
punto
1@ (q—(a))zl_'_O‘_P(XSq)_((a)) :1_P(X§q;((oz))—a
Cesagp % P(X = 45 (@) POY = gz (a))

Para probar que esta cantidad esté entre [0, 1] basta con notar que el cuociente que
aparece a la derecha corresponde al cuociente entre el trazo negro y el trazo verde de
la figura 2.1.1, que como se aprecia en la misma figura, tiene un valor entre 0 y 1. Con

) (@) _
esto es directo que ]l{XSq;((a)}(qX(a)) € [0,1].

2. Separemos por casos:

a) SiP(X = ¢y(a)) =0, entonces

E(ﬂgsg{(a)ﬂ =E(L{x<gz (o) =P(X < gx(a)) = o



2.1. Funciones Cuantil

Figura 2.1.1: Funcién de Distribucién Discontinua. En azul la funciéon distribucion de
X. La linea continua roja representa el nivel «, mientras que la linea punteada roja muestra

q; (o). El trazo verde corresponde a P(X = ¢, («)) y el trazo negro corresponde a P(X <
¢, (@) — .

b) Si P(X = gx(«)) > 0, es importante notar que P(X < gx(«)) > a. Con eso en
mente, se obtiene

o a—P(X < gx(a
B o) = E(Lixegzn) + 1@()(E — q;(q(oz()) ))E(l{hqx(a)})
@ — (X < g5()
P(X = gx(a))

= P(X <gx(a)) +

= Q.

P(X = gx(a))

3. Nuevamente separamos en casos:

a) Si P(X = ¢y(a)) = 0, recordemos que entonces P(X < gy(a)) = a. Luego se
tiene

E (Xyayin) +ax(0) (0 = POX < gx(0))]
:E (X ﬂxgq;((cw)]
_E (Xlggﬁ;((a)})} ’

8

L) =

QIR+



2.1. Funciones Cuantil

b) Si P(X = gx(a)) > 0, entonces

a —P(X < gx(a))

() _
E<Xﬂ{X§q;(a)}) - E(XB{XS%?(a)} +X P(X = ¢x(a)) 1{X=q§(a)})
_ o= PX < gy(a))
= B Lixegzon T s () @)
_ a—PX < gx(a)) -
= E(X1xep-(an) + ax(a = P(X = gx(a

= E(XI{x<e; () T dx(@)(a —P(X < gx(a)))

= Oz:E(a).

Ahora podemos demostrar que Z,) > Z(a) + ¥(a). En efecto

~ B B - (@) (a) (@)
a(Z(@) = T(@) — ) = E (Z Lzcaz@y = X ixcagoy ~ YH{YS@(O‘)})
B (@) (@ (a) (@)
= B (X (Lrczon ~ Lixzazen) Y Lzeg 1{Y§q§<a)})) ’

Ahora notemos que si X < gy («) entonces

(@) @ _ @ e
H{ZSQE(Q)} H{XSQ;}(Q)} H{ZSQE(Q)} 1<0,
pues 1'% € [0, 1]. Luego

(Z<q; ()}
(a) (@ o - <<a> (@) )
X <l{zgq5<a>} H{XSq;}(a)}) Z dx (@) (L oy~ Lixeozion) -

(@)

Por otro lado si X > ¢y (o) entonces 1 =0, y se tiene

(X <qx (@)}
() _q@ _ @ S
Lizezon ™ Yxzapen = Yzzg ey =V

Entonces
(@) @ - ( (a) @ )
X <1{zgqg(a>} ﬂ{xs%;(a)}) = 0x () (Lizer oy ~ Yxeazon )
de donde concluimos que
(@) (@) > 0= < (a) (e >
X <l{zgq5<a>} H{XSq;}(a)}) > 0x () (Lizer oy ~ Yxzazon) -
Anéalogamente, se obtiene
(a) (@) > o= ( (a) g )
Y (H{Zng(a» 1{Y§q;(a)1»> = 4y (a) IL{ZSzzg(a>} IL{YSq;(a)} ’
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2.2. ;Coémo medir el riesgo financiero?

de donde se sigue que

_ — _ . (@) (a) (o)
Z@) = T ~U@) = B2l -y X @y ~ Y Lo @)

_ () _ q(a) () _ 1@
- E(X(H{Zﬁqg(a)} H{Xﬁq;}(a)}) + Y(H{Zﬁqg(a)} Il{YSq‘}(a)}))

— (@) () - (o) (o)
> _ —_
= qX(O‘)E(l{ZSqE(a)} Il{)(Sq;{(a)}) Ty (Q)E(H{ZSQE(G)} H{Yﬁq{f(a)}))
= qx(a)(a—a)+ g (a)(a—a)
= 0.

q.e.d.

2.2. ;Como medir el riesgo financiero?

Sin duda esta pregunta es antigua y a lo largo del desarrollo de las finanzas matematicas ha
tenido distintas respuestas. Una respuesta, que es la de Markowitz, es utilizar la varianza de
los retornos de los activos. Sin embargo, la varianza como medida de riesgo tiene un problema:
“castiga” tanto movimientos a la baja como movimientos al alza en el precio de un activo,
como se ve en el ejemplo que aparece en la tabla 2.2.1. En esta tabla aparecen los retornos
de dos activos en un mundo con dos posibles estados de la naturaleza que son equiprobables.
Notemos que sin importar el estado de la naturaleza el activo B tiene retornos mejores o
iguales que el activo A, lo que indica que el activo B es menos riesgoso que el activo A. Sin
embargo si calculamos la varianza de estos activos nos encontraremos de que el activo B tiene
mayor varianza, lo que equivocadamente nos lleva a concluir que el activo B es mas riesgoso.

‘ ‘ Probabilidad ‘ Activo A ‘ Activo B ‘

Estado 1 0,5 —1,0 0,0
Estado 2 0,5 5,0 10,0
Media 2 5
Varianza 9 25

Cuadro 2.2.1: Ejemplo para mostrar las falencias la varianza como medida de riesgo.
Una alternativa a la varianza como medida de riesgo que se hace cargo de que los movi-
mientos que hay que castigar son los movimientos a la baja es el VQR,,.

Definicion 2.2.1. Sea X la variable aleatoria que representa los retornos de un activo dado,
se define el Value at Risk de nivel alfa del activo X como

VAR,(X) = —qgx(a).

10



2.2. ;Coémo medir el riesgo financiero?

El VQR, de un activo representa una cota para las pérdidas que podria tener el activo
para un nivel de confianza «. Por ejemplo, si para a« = 5% el VQR,, de un activo es igual a
$1 000 000, esto significa que con un 95 % de probabilidad las pérdidas del activo no superaran
dicha cantidad.

Podemos volver al ejemplo de la tabla (2.2.1) y encontramos que en este caso para a = 5%
se tiene que:

0 =V@QR,(Activo B) < VQR,(Activo A) = 1.

Resultado que estéd de acuerdo con la intuicion de que el Activo A es mas riesgoso que el
activo B.

Observacion 2.2.2: Algunos autores definen el VQR,(X) = —¢%(«). Es importante notar
que las dos definiciones no son equivalentes, a menos que ¢y (-) sea continua en .

A pesar de que el VQR,, es sin duda una de las medidas de riesgo mas populares en Chile
y el mundo, tiene el defecto fundamental de no tomar en cuenta los efectos de diversificacion
de una cartera. El efecto de diversificacion de una cartera puede entenderse de la siguiente
manera: si en una cartera tengo dos activos, en el peor de los casos se presenta simultanea-
mente el peor escenario de cada activo, luego las pérdidas totales no pueden ser mayores a
la suma de las pérdidas de cada activo. De esta manera, el riesgo de una cartera siempre es
menor o igual a la suma de los riesgos de sus componentes. Con el siguiente ejemplo podemos
ver que el VQR, no satisface siempre esta propiedad.

Ejemplo 2.2.3: Consideremos un mercado con dos activos A y B, donde existen cuatro
estados de la naturaleza, que se describen en la tabla 2.2.2. A partir A y B, se elabora el
activo C' = A+ B.

‘ ‘ Probabilidad ‘ Activo A ‘ Activo B ‘ Activo C ‘

Estado 1 0,02 —20 —12 —32
Estado 2 0,02 —10 -1 -11
Estado 3 0,02 -1 —2 -3
Estado 4 0,94 2 1 3

11
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

En este caso, tenemos para o = 5 %:

V@R, (Activo A) = 1,
VQR,(Activo B) = 1,
V@R, (Activo C) = 3.

Luego, tenemos que VAR, (Activo C') > VQR,(Activo A) + VQR,(Activo B). Lo que nos
muestra que VQR,, no es siempre subaditivo.

2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

En esta seccion se dard un conjunto de axiomas que definen a las medidas coherentes
de riesgo. Se darédn ejemplos de ellas y se estudiard una familia particular: las medidas
espectrales. Las ideas y desarrollos que siguen fueron extraidos de [1] y del Capitulo 4 de [20].

Para lo que sigue, la tnica suposicién que haremos es que existe un espacio medible (2, F)
que representa los escenarios del mercado y consideraremos:

L ={X:X esv.a.en (Q F)},

donde X € L representa una ganancia o pérdida debida al mantenimiento de un portafolio
hasta un horizonte especificado.

Definicién 2.3.1. Sea V C L° un cono convexo que contiene a las constantes. Una medida
de riesgo monetaria p, corresponde a una funcion p:V — R tal que:

1. p es mondtona decreciente, es decir

VX, Y €V) X(w) <Y(w), VweQ = p(Y) < p(X).

2. p es invariante por traslaciones, lo que significa
VX eV)VeceR) p(X +c¢)=p(X) —c

Ejemplo 2.3.2: El VQR,, es una medida monetaria de riesgo.

Las medidas de riesgo monetarias pueden interpretarse como requerimientos de capital
para una posicion dada. Por ejemplo, si para un agente de inversiones su cartera tiene un
V@R, = $1000000, entonces la entidad reguladora correspondiente podria exigirle al agen-
te tener en una cuenta de respaldo la totalidad o un porcentaje del VQR, de su cartera,
en orden de estar segura de que el agente podra responder a sus clientes en la eventualidad
de que la cartera pierda su valor. Lo mismo es cierto si se utiliza otra medida monetaria de
riesgo distinta al VQR,,.
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Definicion 2.3.3. Una medida monetaria de riesgo p se dird distribucion-dependientel si

Ejemplo 2.3.4: Partiendo de la definicion de q(f)(oz) es trivial que si Flxy = Fy entonces
VQR,(X)=VQR,(Y). Luego el VQR,(-) es una medida distribucion dependiente.

Definicion 2.3.5. Si p es una medida de riesgo monetaria, una posicion financiera X se
dice aceptable con respecto a p si p(X) < 0. Se define el conjunto de aceptacion de p como

A, ={X eV :p(X) <0}

Si sabemos que p es una medida de riesgo monetaria ;Qué propiedades satisface A,7.
Reciprocamente, si consideramos un conjunto A C L° de aceptacion y definimos el funcional

pa: L’ — RU{—o0,+oc0}
pa(X) = mf{teR: X +1t1 e A},

donde 1 representa a la variable aleatoria constante igual a 1. Es natural preguntarse cuales
son las condiciones a imponer sobre A, para que p4 sea una medida de riesgo monetaria. Las
respuestas a estas preguntas las contestaremos un poco mas adelante.

Ahora pasamos a definir las medidas coherentes de riesgo.

Definiciéon 2.3.6. (Axiomas de Coherencia) Una medida de riesgo monetaria p, definida
como antes, es coherente si:

1. p es mondtona decreciente

VX, Y €V) X(w) <Y(w), YweQ = pY) < p(X).

2. p es invariante por traslaciones

VX eV)VeceR) p(X +c¢)=p(X) —c
3. p es homogenea positiva
VX eV)VAeR,) p(AX) = Ap(X).

4. p es subaditiva
VX, Y eV) p(X+Y) <p(X)+p(Y).

Cada uno de estos axiomas, o bien sintetiza un principio financiero (axiomas 1 y 4) o bien
una hipotesis de como asumimos se comporta el riesgo financiero (axiomas 2y 3). Veamos
cada axioma por separado:

!Esta notacion fue introducida por Cont et al. en [14] para reemplazar el termino “invariante en ley” usado
por otros autores, que segun los primero, puede llevar a confusion.
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

1. El principio capturado por este axioma es simple. Si un activo, bajo cualquier escenario
es mejor que otro, entonces es menos riesgoso.

2. Notemos que si p satisface este axioma, entonces p(X + p(X)) = p(X) — p(X) = 0. Es
decir, p(X) es exactamente el minimo valor que hay que agregar a X para convertirla
en una posicion aceptable. Este axioma refuerza la idea de p(X') como un requerimiento
de capital.

3. Este axioma es dificil de interpretar y no esta exento de criticas, ya que suponer que
el riesgo de una posicion crece linealmente con su tamano tiende a subestimar el riesgo
de liquidez que tiene una posicion muy grande en un activo.

4. Este axioma captura un principio financiero fundamental. Desde el popular refran que
dice que no hay que poner todos los huevos en la misma canasta, el concepto de que
diversificar disminuye el riesgo esta presente. En la direcciéon contraria, si debido a la
forma en que se cuantifica el riesgo, la suma del riesgo de las partes fuera menor que
el riesgo del todo, las grandes companias podrian dividirse en un grupo de pequenas
filiales y de este modo reducir el riesgo que reportan a las agencias supervisoras.

Observacion 2.3.7: Sin perder mucha generalidad, se puede suponer la condicién de nor-
malizacion

p(0) = 0.

Notemos que si p satisface el tercer axioma de coherencia, esta condicién equivale a
p(0) < oo. La interpretacion de esta normalizacion es que no hay riesgo en no hacer
nada.

Observacion 2.3.8: Notemos que si p satisface los axiomas tres y cuatro de coherencia,
entonces p es una funcion convexa. Si bien la reciproca no es cierta, si p es una funcién convexa
entonces también captura la idea de que al diversificar el riesgo no aumenta. Consideremos
por ejemplo que de nuestra inversion total destinamos un porcentaje A a un activo X y el
resto a un activo Y. Entonces si p es convexa tendremos que

POMX + (L= NY) < Ap(X) + (1= N)p(Y),

es decir, el riesgo no se incrementa al diversificar. Supongamos que p ademés de convexa esta

normalizada. Entonces:
p(AX)

p(AX)

pues si A € [0, 1] se puede considerar la combinacion convexa entre X y 0y obtener la primera
desigualdad, mientras que si A > 1 entonces X' = 1/A € [0,1] y si consideramos X' = AX
podemos obtener la segunda desigualdad a partir de la primera. Estas dos desigualdades
capturan mejor como aumenta o disminuye el riesgo de liquidez de una posicién al cambiar
su tamano.

M(X) siAeo1],

<
> Mp(X) siA>1.
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Las ideas contenidas en la ultima observacion nos llevan a considerar las medidas de riesgo
convexas.

Definicion 2.3.9. Una medida convexa de riesgo es una medida de riesgo monetaria convexa.

La relacion entre una medida monetaria p y su conjunto de aceptacion A, y la relacion
entre un conjunto dado y la medida construida a partir de él, estan caracterizadas por las
siguientes proposiciones, cuyas demostraciones se pueden encontrar en el Capitulo 4 de [20].

Proposiciéon 2.3.10. Supongamos que p: V C L° — R es una medida monetaria de riesgo
con conjunto de aceptacion A,, entonces se tiene:

a) A, es no vacio y satisface

inf{m eR:mle A,} > —oo, (2.3.1)
XeA,YeVY>X = YecA,

Mads ain, A, satisface la siguiente propiedad de clausura: St X € A, yY € V entonces

{Ae0,1] : AX + (1 —-N)Y € A,} es cerrado en [0, 1]. (2.3.3)

b) p se puede recuperar a partir de A, como

p(X)=mf{meR: X+mleA,l

c¢) p es una medida de riesgo convexa si y solo si A, es convezo.

d) p es homogenea positiva si y sélo si A, es un cono. En particular, p es coherente si y
sélo si A, es un cono convezo.

Proposicién 2.3.11. Asumamos que A es un subconjunto no vacio de L° que satisface
(2.3.1) y (2.3.2). Entonces el funcional

pa(X)=mf{t e R: X +t1 € A},

satisface las siguientes propiedades:

a) pa es una medida monetaria de riesgo.
b) Si A es convexo, entonces py es una medida de riesgo convexa.

c) Si A es un cono, entonces py es homogenea positiva. En particular si A es un cono
convezo, entonces py es coherente.

d) A es un subconjunto de A,, y si A satisface la propiedad de clausura (2.3.3) entonces
A, = A
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Ejemplo 2.3.12: Consideremos la siguiente medida de riesgo:

pmax(X) = — inf X(w)

weN

Notemos que P (X) < 0 siy s6lo si X > 0, es decir el conjunto de aceptacion de ppqq
corresponde al cono convexo de las variables aleatorias positivas. Luego, de la proposicion
2.3.10, tenemos que P4 €s una medida coherente de riesgo. Notemos que si p es cualquier
otra medida monetaria de riesgo normalizada, entonces:

p(X) < p(inf X(w)) = — inf X(w) = prma(X),

weN we

de donde es claro que pyq.. €s la medida de riesgo més conservadora que se puede considerar.

Ejemplo 2.3.13: Supongamos que dotamos a (€2, F) de una medida de probabilidad P.
Consideremos el conjunto:

Ay={XeL’:P(X <0) <)},
llamemos py a pa,. Entonces

p(X) = mf{meR:P(X+m<0)<A)}
= mf{-meR:P(X <m)<\)}
= —sup{meR:P(X <m) <))}

—inf{m e R: P(X <m) > \)}
= —qx(N)
= VQR,.

Recordemos que del ejemplo 2.2.3 sabemos que el VQR, no es subaditivo, luego como
si se tiene que es homogeneo positivo, entonces V@QR, no puede ser convexo, luego por la
proposiciéon 2.3.11 tenemos que A, no puede ser un conjunto convexo.

Gracias al analisis convexo, existe una rica teoria de representaciones duales para las me-
didas de riesgo convexas que se puede encontrar en el Capitulo 4 de [20] y en el Capitulo 1
de [39].

A continuacién, y antes de pasar a las medidas espectrales, estudiemos un ejemplo de
una medida coherente de riesgo, que sera el bloque fundamental para la construcciéon de las
medidas espectrales.
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2.3.1. Expected Shortfall: El ejemplo central de medida coherente
de riesgo

Antes de definir el expected shortfall veamos, con un ejemplo, la motivaciéon para introducir
esta medida de riesgo. Una vez més supongamos un mercado con dos activos A y B y cuatro
estados de la naturaleza, que se resumen en la tabla 2.3.1. En este ejemplo se ve explicitamente
como el VQR,, ignora el tamano de las pérdidas posibles en el peor a% de los casos, pues
si bien ambos activos tienen el mismo VQR,,, es claro que el activo A tiene pérdidas mucho
mas severas que el activo B en el peor a % de los casos.

‘ ‘ Probabilidad ‘ Activo A ‘ Activo B ‘

Estado 1 0,02 —20 -2
Estado 2 0,02 —10 -3
Estado 3 0,02 —1 —1
Estado 4 0,94 2 1
VarR, 1 1

Cuadro 2.3.1: Ejemplo para mostrar como el VQR,, puede subestimar las pérdidas de una
posicion. En este ejemplo se considera a = 0,05

Para solucionar esta falencia conceptual del VQR,, distintos autores han definido diversas
medidas de riesgo que se basan en el promedio de las pérdidas més alla del VQR,,. Si bien
dichas medidas son parecidas y coinciden bajo determinados supuestos acerca de la distribu-
cién de X, para lo que haremos nos quedamos con el expected shortfall. Para una discusion
acerca de otras medidas similares se puede consultar [2].

Definicion 2.3.14. Se define el Expected Shortfall de nivel alfa para un activo X como:

1
ESa(X) = = [E (X1yey ) +ax(0) (0 = B(X < g3()))]

El ES, es simplemente el promedio de las pérdidas que son més severas que el VQR,,.
Notemos que en caso de que la funcion distribucion de X tenga una discontinuidad en ¢y («),
es decir en caso de que P(X = ¢y (a)) > 0, se tiene que Fx(gy(a)) > o, como se aprecia en
la figura (2.3.1). Luego el segundo término de la derecha corresponde a una correccion para
tomar en cuenta este “sobrepeso” que se le estd dando al punto ¢y ().

Para probar que el ES, es una medida coherente de riesgo, nos serd muy tutil la siguiente
representacion.

Proposicion 2.3.15. Si X es una variable real definida en (2, F,P) con E(X~) < o0 y
a € (0,1) es fijo, entonces:

1 (e}
BS,(X) =~ = = [ ax(wdu
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Figura 2.3.1: Funcién de Distribucién Discontinua. En azul la funciéon distribucion de
X. La linea continua roja representa el nivel «, mientras que la linea punteada roja muestra
gy (a). El trazo verde corresponde a P(X = ¢y (a)) y el trazo negro corresponde a P(X <

qx(a)) — .

Antes de probar esta proposicion, notemos que a partir de esta representacion para el ES,,
es claro que esta medida no depende de la definiciéon de cuantil que se considere. En efecto,
basta recordar que si fijamos X, entonces gy (-) = ¢% () c.t.p en [0, 1].

Demostracion: Consideremos una variable aleatoria U Uniforme(0,1). Por el lema 2.1.6,
sabemos que ¢y (U) tiene la misma distribucion que X. Notemos ademas que como la funciéon
u — gy (u) es no decreciente, se tiene lo siguiente:

{U<a} c {ax(U) < gx(a)}, (2.3.4)
{U>a}n{gx(U) <gx(a)} = {U>a}n{gx(U) =qx(a)}. (2.3.9)

Ahora notemos que:

/ gx(wdu = E(¢x(U)Lza)
0
= E(x )z 0rc5001) ~ B (R0 Lwsani @)

= E <X1{Xﬁq;{v(a)}> - ]E (q)_((U)]]‘{U>a}ﬂ{q;<(U)SQ;((a)}> ’

18
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donde la ultima igualdad se obtiene porque X y g5 (U) tienen la misma distribucién. Ahora
notemos que de la ecuacion (2.3.5)

/0 Gx(u)du = E<X1{X§q§(a)} ‘E(‘b?(U)H{Um}n{q;((m:q;(a)})
(
(
(

)P (U >a,qx(U) = qx(a))

La ultima igualdad se tiene porque U tiene una distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].
Finalmente dividiendo por « la ultima ecuacion

1 /Oa qx (u)du = é (E (XIL{XS[];{(Q)Q — gy(a) (P(X < gy(a)) — a)) .

«

q.e.d.

La ultima proposicién nos permite probar que ES,(-) es una medida coherente de riesgo.
En efecto,

1. El ES, es monétono: Si X < Y, entonces ¢y(a) < ¢y(a), de donde es directo
T(a) < Y(a)- Esto a su vez implica que ES,(Y) < ES,(X).

2. El ES,, es invariante por traslaciones: Sea Y = X +c, entonces como ¢y () = ¢y (a)+c,
se tiene que §) = Z(a) + ¢. Con lo que se concluye que ES,(X +c¢) = ES,(X) —c.

3. El ES, es homogeneo positivo: Sea Y = AX, A > 0. Entonces como ¢y (o) = A\gx (@),
se tiene que §o) = AZ(a). Con esto que se concluye que ES,(AX) = AES,(X).

4. El ES, es subaditivo: La prueba de la subaditivadad del ES,(:) se desprende direc-
tamente de la proposicion 2.1.8 y la representacion que se probd en la proposicion
anterior.

2.3.2. Medidas de Riesgo Espectrales

Una medida de riesgo espectral es una medida de la forma:

1
polX) = = | ax(wolu)du, (236)

0
donde ¢ es un elemento de L' tal que fol ¢ = 1. Notemos que ps depende de X soélo a través

de ¢x(+), luego todas las medidas de riesgo espectrales son distribucion dependientes. Ade-
més, como ¢y () = ¢%(-) c.t.p. en [0,1], tenemos que las medidas de riesgo espectrales no
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dependen de la definicién de cuantil que se use.

Notemos que el ES, es una medida de riesgo espectral con ¢ = éﬂ[o,a] y abusando un
poco del lenguaje, podriamos decir que el V@R, también corresponde a una medida de
riesgo espectral con ¢ = d,. A continuacion caracterizaremos las medidas espectrales que son
coherentes. Para esto pasaremos por varias etapas previas, la primera de ellas corresponde a
aprender a generar nuevas medidas de riesgo coherentes a partir de una familia de medidas
coherentes.

Proposicion 2.3.16. Sea p; una medida de riesgo coherente para i = 1,...,n. Entonces
cualquier combinacion de la forma p =" Bip; con 5; >0y > .0 =1 es una medida de
riesgo coherente. Andlogamente, si pg es una familia paramétrica de medidas de riesgo para

B € [a,b] y 1 es una medida de probabilidad en [a,b] entonces p = f; padu(B) es una medida
de riesgo coherente.

Demostracion: Dado que la demostraciéon de ambas afirmaciones es muy similar s6lo hare-
mos la del caso continuo. Consideremos entonces: una familia paramétrica pg para 5 € [a, b],

p una medida de probabilidad en [a,b] y p = f; padp(B) vy probemos que p satisface las
condiciones de una medida de riesgo coherente. En lo que sigue X y Y representan variables
aleatorias reales, ¢ una constante real y A una constante positiva.

1. p es monotona decreciente. Supongamos que X < Y. Entonces

pa(Y) < pa(X) VB € [a,],
de donde es directo que p(Y) < p(X).

2. p es invariante por traslaciones. En efecto,
b b
p(X 40 = [ pa(X - e)dn(8) = [ (oa(X) = ) du(B) = plX)
3. p es homogénea positiva. En efecto,
b b
p0X) = [ 0aOX)du(3) = [ (pa(X)) di(3) = Ao(X).

4. p es subaditiva. Notemos que Va € [a,b], po(X +Y) < po(X) + pa(Y). Integrando a
ambos lados de la desigualdad se obtiene lo deseado.

Notemos que extendiendo la definiciéon de E'S,, al caso a = 0 como

ESy(X) = —essinf{X},
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

tenemos una familia paramétrica de medidas de riesgo coherentes para a € [0,1]. A partir
de esto, usando la proposicién anterior, tenemos que para cualquier medida de probabilidad
pen [0, 1],

pu(X) = /0 ESo(X)dp(e),

es una medida coherente de riesgo. Sin embargo, nos restringiremos a las medidas m que
ademas satisfacen la condiciéon de normalizacion

/01 am(da) =1,

es decir la medida am es también una medida de probabilidad. Pues en este caso, la medida

pn(X) = / 0 ESo(X)dm(a),

es una medida coherente de riesgo y también una medida espectral. En efecto,

Pm = /OlozESa(X)dm(oz)

-/ 1 (- [ oxtwan) mido)
_ _/01 ax () /ul m(da)du

- - [ ax(wotudu

0

donde ¢ corresponde al espectro ¢ = ful m(da). Este satisface:

o(u) > 0 Vuel0,1]

o(+) es decreciente y
1
/ d(u)du = 1.
0

La ultima condicién viene de la condicién de normalizaciéon impuesta para m. En efecto,

/Olﬁb(u)alu:/Ol/ulalm(a)alu:/01 (/Oadu) dm(a)Z/Oladm(a):L

Supongamos ahora que tenemos una funcién ¢ que satisface las condiciones anteriores, es
decir, positividad, decrecimiento y normalizacién jpodemos construir una medida coherente
de riesgo a partir de ¢?
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Antes de responder la ultima pregunta, notemos que més que conocer ¢ punto a punto,
necesitamos conocer sus propiedades como elemento de L'([0, 1]). Sin embargo, las nociones
de positividad y decrecimiento en el sentido clasico no son directamente transferibles a ¢ €
L([0,1]) . Por esto consideremos las siguientes definiciones.

Definicion 2.3.17. Sea ¢ un elemento de L*([a,b], dz).
1. Diremos que ¢ es positivo si¥ I C [a,b

]
¢ > 0.
I

2. Diremos que ¢ es decreciente si ¥V q € [a,b], yV e >0, tal que [¢ —e,q+ €] C |a, b]

[o=]"

Definicion 2.3.18. Un elemento ¢ € L'([0,1]) se dice espectro de riesgo admisible si:

1. ¢ es positivo.
2. ¢ es decreciente.

3. ol = 1.

Teorema 2.3.19. Sea p, definida como

po(X) = — / 0 (W) d(w)du,

con ¢ € L'. Entonces ps es una medida coherente de riesgo si y solo si ¢ es un espectro
admisible.

Demostraciéon: Probemos primero que si py es una medida de riesgo coherente entonces ¢
es un espectro admisible. Para esto probaremos la contrareciproca, es decir que si ¢ no es
admisible, entonces py no es medida coherente.

Probemos primero que si ¢ no es positiva entonces ps; no es monétona. Supongamos que
existe I = [q1,q2] C (0, 1) tal que
[ ot <o.
I
Consideremos un mercado con tres posibles escenarios, representado por un espacio de pro-
babilidad (€2, F,P), donde Q = {w;,ws,ws}. Supongamos que tenemos dos activos en este
mercado, X e Y. Supongamos ademas que P esta definida como se ve en la siguiente tabla:

22



2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

|w ]| Pw) | X(w) ] Y (w) |
w1 a1 Xy Yi=X; )
wr | 2—q1 | Xo |Yo=Xo+a

wy | 1—q X3 Y3 = X3

Supongamos también que se satisface X; < Xo < X3y Y] < Y5 < Y3y a > 0. Podemos
calcular entonces la funcion cuantil de de X e Y:

| x4k ]
pe(0,q] | Xu Yy
P € (q1, ) Xo Y,
peE (gl | Xj Y3

A partir de la tabla anterior es facil calcular:

po(Y) — pg(X) = —/0 (g, (p) — ax(p))9(p)dp = —a/ch(p)dp > 0.

Es decir, X <Y y ps(X) < ps(Y). Luego, ps no es monotona decreciente.

Veamos ahora que si ¢ no es decreciente, entonces p, no es subaditiva. Para esto suponga-
mos que 3¢ € (0,1) y e tal que [¢ —e,q+¢] C (0,1) y

[ o< [ otwan

Consideremos ahora un mercado con cuatro posibles escenarios, representado por un es-
pacio de probabilidad (€2, F,P), donde = {w;, ws,ws,ws}. Supongamos que tenemos dos
activos en este mercado, X e Y. Supongamos ademas que P esta definida como se ve en la
siguiente tabla:

lw]| Pw) [Xw)]|YWw)] Z(w) |
w1 q—¢ X Y Z1=X1+Y,
Wa € Xo Y3 | Zo=Xy+ Y3 |
ws € X3 Y, Z3 = X3+ Y,
wy | 1—q—e| Xy Y, Zy=X4+Y),

Supongamos también que se satisface X7 < Xo < X3 < Xy, VI <Yo<VY3<VYy, 721 < 25 <
Z3 < Zy, y ademés
Zo=Xo+ Y3 < Xg+ Yy, = Z3.

Con esto es podemos calcular las funciones cuantiles de X,Y y Z:
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

| p lax(®) [ 4, () [ ¢z (p) |
pE(O,q—&?]_[l X1 Yi Zl
€lg—eqd=hL| Xy Y, Zs
€ (q,q+el =13 X3 Ys Zs
pE(q+5 =1L | X4 Y, 7,
Luego,
Po(Z) — ps(X) = pe(Y) = —/0 (¢ (p) — ax(p) — q, (p))o(p)dp

- —Z [ == voolwas
_ _( [ == vetwan+ [ (2= xi-vijoto >dp)

I3

- _ <(X2 +Ys =Xy —Ys) [ é(p)dp
Iz
b+ Y= XY [ o)

— —i-m) ooip— | o)

> 0.

Es decir, py(X +Y) > ps(X) + ps(Y). Asi, si ¢ no es decreciente, p, no puede ser subaditiva.

Finalmente veamos que si |[¢|| = 1 entonces p, es invariante a traslaciones. Para esto
recordemos que si a € R, X es una variable aleatoria y consideramos Y = X + a entonces
q, (u) = qx(u) +aVu € [0,1]. Luego tenemos que

po(Y) = — / & (wW)d(u)du = — / (g5 () + @)d(w)du = p(X) — a / o(u)du

con lo que concluimos que
1
Po(X 4+ a) = py(X) — a < / o(u)du = 1.
0

Probemos ahora que si ¢ es un espectro admisible, entonces py es una medida coherente.
Empecemos por notar que si ¢ es un espectro admisible podemos encontrar un representante
positivo, decreciente, continuo a la derecha y que cumpla ¢(1) = 0. De este modo, si llamamos
p ala medida de Lebesgue-Stieltjes inducida por la funcion ¢(0) — (), tenemos por definicion

o - | ' (da),
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Entonces

pe(X) = —/0 ax(p)o(p)dp

- [ / (da)dp
= —/Ol/p1 qx (p)p(dar)dp

=/ /0 aqi(p)dpu(da)

= / ES,(X)au(da).

0

Asi, basta con probar que fol ap(a) = 1y por la proposicion (2.3.16) tendriamos que py es
una medida coherente de riesgo. En efecto,

[ oster = [ [ ato) = [ [ tatorip = [ otman =1

q.e.d.

Con esto tenemos que las medidas espectrales coherentes estan identificadas con los espec-
tros admisibles.

2.3.3. Espectros de riesgo como medidas cuantitativas de la aversiéon
al riesgo.

Notemos que ES, lo podemos representar como una medida espectral tomando como es-
pectro a ¢ = é]l[o,a} lo que nos muestra que esta medida de riesgo promedia los peores
resultados de un activo X ponderando de igual manera a todos los resultados que caen en
la cola izquierda de nivel a. Por otro lado, las medidas de riesgo espectrales promedian las
pérdidas con distintas ponderaciones segin el cuantil al que pertenecen. Notemos que las
condiciones de admisibilidad nos dicen que la suma de los ponderadores es uno, que se pon-
deran las pérdidas con pesos mayores o iguales que cero y que los peores casos se ponderan
con pesos mayores, condiciones que vistas asi parecen naturales. Pero, jpor qué se querria
ponderar los resultados con distintos pesos? Respondamos a esta pregunta con un ejemplo.

Ejemplo 2.3.20: Consideremos dos activos A y B en un mundo con seis estados de la
naturaleza. El comportamiento de los activos se resumen en la tabla 2.3.2. Los dos activos
que se consideran tienen el mismo retorno esperado y si medimos el riesgo con el ESy o5
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

‘ ‘ Probabilidad ‘ Activo A ‘ Activo B ‘

Estado 1 0,01 —1000 —210
Estado 2 0,01 —4 —205
Estado 3 0,01 -3 —204
Estado 4 0,01 —2 —203
Estado 5 0,01 —1 188
Estado 6 0,95 500 500
Retorno Medio 464.9 464.9
ESy 05 —202 —202

Cuadro 2.3.2: Ejemplo de como dos activos con el mismo retorno medio y el mismo ESj o5
son distintos para individuos con distinto grado de aversion al riesgo.

ambos activos parecen tener el mismo riesgo.

Sin embargo, json los dos activos equivalentes?. La respuesta a esta pregunta es “depende”.
Depende del grado de aversion al riesgo que tenga el inversionista que esta analizando estos
activos. En el caso de que el inversionista sea muy averso al riesgo, el activo A le parecera
més riesgoso, ya que hay un escenario donde las pérdidas del activo son mucho mayores a las
del activo B. Para este tipo de inversionista tiene mas sentido considerar ps, una medida de
riesgo, donde ¢ puede ser, por ejemplo,

1
2./ap

o(p) = Lo, (P)-

Notemos que en este caso pgs(A) = 448, 7 mientras que p,(B) = 205, 1. Luego esta medida
captura de mejor forma la aversion al riego de un inversionista conservador.

Con el ejemplo anterior, vemos que a través del espectro se puede capturar la actitud
hacia el riesgo de los inversores, que no es en todos igual. Es esta flexibilidad de las medidas
espectrales lo que las hace interesantes.
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Capitulo 3

Convergencia y Métricas en el Espacio de
Medidas de Probabilidad

Como ya se mencion6 en la introduccion, el objetivo de esta memoria es establecer cotas
cuantitativas para

P(|ES.(X) — ES,, (X)] > 2),

o0 mas en general para
P(|pg(X) — 75" (X)| > ¢), (3.0.1)

donde py4 es una medida de riesgo espectral y pA¢N es su estimador histérico, que corresponde
a aplicar la medida espectral p, a la distribucion empirica de X, como se detallard en el
capitulo 6.

Para establecer cotas como (3.0.1), nuestra principal herramienta seran los resultados de
concentracion que estudiaremos en el capitulo 5. Para poder establecer dichos resultados, es
preciso contar con tres objetos matemaéticos:

» Las medidas empiricas.
= Diferentes distancias para medidas de probabilidad.

= Desigualdades de Talagrand.
En este capitulo introduciremos los dos primeros puntos de esta lista. El tercero, lo dejamos

para el capitulo siguiente.

3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

En lo que sigue (X,d,B) sera un espacio polaco medible, es decir (X, d) es un espacio
métrico polaco dotado con su sigma algebra de Borel B. Llamamos P(X) al conjunto de
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3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

todas las medidas de probabilidad en X'. Notemos que P(X) es un subconjunto convexo de
(Cp(X))*, el dual topologico de las funciones continuas y acotadas definidas en X'

Se dota a P(X) de la topologia débil-* inducida por Cy(&X'), es decir si {py}ren C P(X)
es una sucesion de medidas de probabilidad y pu € P(&X), decimos que {p}ren converge
debilmente a pu, lo que denotamos g — p, si

(V6 € Co(X)) /X o) dpun(x) /X b(2)dp(z).

Existen varias caracterizaciones equivalentes para la convergencia débil de medidas de
probabilidad, las cuales quedan resumidas en el Teorema de Portmanteau, cuya demostracion
aparece en el Capitulo 1 de [6].

Teorema 3.1.1. (Portmanteau) Consideremos {fin}neny C P(X) y u € P(X), entonces
son equivalentes:

1o — .

2. lim,, [, fdp, = [, fdu para toda f: X — R acotada y uniformemente continua.
3. lim,, fx fdu, = fx fdu para toda f: X — R acotada y Lipschitz.

4. limsup,, p,(F') < u(F) para todo cerrado F.

5. liminf, 1, (G) > u(G) para todo abierto G.

6. lim,, p1,(A) = u(A) para todo A tal que p(0A) =0, donde DA es la frontera de A.

Recordemos que una medida de probabilidad p la podemos asociar a una variable aleatoria
X, definida en algun (2, F,P), tal que para todo A C X medible, u(A) = P(X € A). En el
caso de variables aleatorias reales, es méas usual trabajar con funciones de distribucién que con
leyes. Una consecuencia del teorema anterior y cuya demostracion aparece en el Capitulo 2
de [26] es el siguiente lema, que caracteriza la convergencia débil de medidas de probabilidad

en R.

Lema 3.1.2. Si {ji,}n>1 €s una sucesion de medidas de probabilidad en R y y1 es otra medida
de probabilidad en R, entonces

fn — 1< Fo(x) = F(z) para todo x punto de continuidad de F,

donde F,, es la funcion de distribucion asociada a p, y F' es la funcion de distribucion
asoctada a fi.

En lo que sigue nos seran de interés ciertas sucesiones de medidas de probabilidad, las que
llamamos medidas empiricas y que definimos a continuacion.
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3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

Definiciéon 3.1.3. Sea p € P(X). Consideremos una muestra de tamanio N de i, es decir:
Xi,..., XN variables aleatorias con valores en X independientes entre si e identicamente
distribuidas segun p. La medida empirica de la muestra corresponde a

N
1
~N .

donde para todo x € X, 0§, denota la masa de Dirac en x.

Notemos ahora que por la ley fuerte de los grandes nimeros, para cada ¢ € C,(X) se tiene
casi seguramente que

[ ot @) = 5 3 o050 X [ ot)into)

Sin embargo, no es inmediato deducir que casi seguramente ¥ — p, pues el conjunto donde
la integral converge depende de ¢. No obstante lo anterior, se tiene el siguiente teorema, cuya
demostracion se puede encontrar en el Capitulo 11 de [18|.

Teorema 3.1.4. [Varadarajan| Sea (X,d) un espacio métrico separable y pn una medida
de probabilidad de Borel en X. Entonces, casi sequramente i~ — .

Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado que se debe a V.I. Glivenko y
F.P. Cantelli, cuya demostracion se encuentra en el Capitulo 11 de [18].

Teorema 3.1.5. [Glivenko-Cantelli] Sea i una ley de probabilidad en R con funcion dis-
tribucion F'. Sea Fy la funcion distribucion empirica de una muestra {Xy, ..., Xy} i.1.d. con
ley p. Es decir,

N
1
.mmzﬁgmm@
Entonces, casi sequramente, Fy(-) — F uniformemente en R cuando N — oc.

Si bien estos teoremas nos dan la convergencia casi segura de la medida empirica, nada nos
dicen acerca de la velocidad de dicha convergencia. Mas adelante se estudiara esta velocidad
bajo distintos supuestos sobre la medida limite.

A continuacién se introducirdn tres métricas para el espacio P(X): la distancia de Lévy-
Prokhorov, la distancia dual de funciones Lipschitz acotadas y la distancia de Wasserstein.
Las dos primeras son compatibles con la topologia de la convergencia débil, mientras que la
tercera induce una topologia ligeramente més fuerte.

Por su importancia en el trabajo realizado durante esta memoria se le darda un especial
énfasis a la distancia Wasserstein.
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

3.2.1. Distancia de Lévy-Prokhorov dp

Comencemos por definir la distancia de Lévy, que se puede considerar un caso particular
de la distancia de Lévy-Prokhorov para medidas definidas en R.

Definicion 3.2.1. La distancia de Lévy d(-,-) entre dos medidas de probabilidad en R, las
que identificamos con sus funciones de distribucion F y G, estd dada por:

dp(F,G):=mf{e >0: F(x —¢) —e < G(z) < F(z+¢) +¢ Vz € R}.

Graficamente v/2dy(F,G) corresponde a la maxima distancia entre los graficos de F'y G
medida en la direccion del vector (—1,1).

Figura 3.2.1: La distancia de Lévy corresponde a la maxima distancia entre F'y G medida
en la direccion del vector (—1,1) y escalada for el factor v/2 .

La caracteristica mas importante de la distancia de Lévy es que sirve para metrizar la con-
vergencia débil de medidas de probabilidad en R. Para ver la demostracion de este resultado
se puede consultar el Capitulo 2 de [26].

Antes de definir la distancia de Lévy-Prokhorov, necesitamos definir para A C X el e- en-
grosamiento de A, que notamos A°, y esta dado por:

A*={r € X :d(x,y) < e paraalgin y € A}.
Definicion 3.2.2. Sean u,v € P(X), se define la distancia de Lévy-Prokhorov como:

dp(p,v) =inf{e > 0: u(F) < v(F°) + ¢ para todo cerrado F C X}.

Asi como en el caso real, para X un espacio polaco general, también se tiene que la distancia
de Lévy-Prokhorov metriza la convergencia débil. La prueba de este resultado también se
puede encontrar en el Capitulo 2 de [26].
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

Para terminar veamos la relacion entre la distancia de Lévy y la distancia de Lévy-
Prokhorov. Sean p,r medidas de probabilidad en R y sean F' y G sus funciones de dis-
tribucién, entonces:

di(F,G)=nf{e >0: F(zr —¢) —e < G(x) < F(x +¢)+¢ VreR},

dp(p,v) =mf{e > 0: u(F) < v(F°) + ¢ para todo cerrado F' C S}.

Luego, si € > 0 es tal que para todo F cerrado se tiene que u(F) < v(F*) 4 ¢ en particular
tenemos que p((—o0,z]) < v((—oo,x +¢]) + ¢ es decir F(z) < G(x + ¢€) + ¢ para todo x en
R, de lo que concluimos

dL(:u’ V) < dP(:u> V)'

3.2.2. Distancia Dual de Funciones Lipschitz Acotadas BL

Comencemos por definir L, (X, d), el conjunto de todas las funciones Lipschitz acotadas en
X. Dotemos a Ly(X,d) de la norma || f||., = ||f||oc + ||| donde:

7 lle = sup 7|y 1l = sup HE

Trivialmente L,(X,d) C Cy(X), pero cuando X es compacto se tiene que esta inclusion es
densa para la norma || - ||c-

Definiciéon 3.2.3. Sean pu,v € P(X), se define la distancia de las funciones Lipschitz aco-

tadas como:
BL(p,v) = sup {/ fd,u—/fdl/}.
£, <1 UJx x

Se puede probar que esta distancia también metriza la convergencia débil de medidas de
probabilidad. Ver por ejemplo, el ya mencionado Capitulo 2 de [26], o el Capitulo 11 de [18§].

3.2.3. Distancias de Wasserstein IV,
En lo que sigue se hard una breve discusion acerca del problema de transporte optimal de

masa y de como este induce una nocion de distancia sobre el espacio de probabilidades. La
discusion historica que sigue es un resumen de las ideas que aparecen en el Capitulo 3 de [43].

El problema de Monge - Kantorovich

Supongamos que estamos en la playa construyendo un castillo de arena y que para ello
necesitamos tomar arena desde posiciones ’s y llevarla hasta posiciones y's. Si consideramos
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que existe un costo asociado al traslado de la arena desde una posicion a otra, naturalmente
surge la pregunta acerca de si la transferencia de arena puede realizarse de manera 6ptima.
Otra version del mismo problema es la de repartir bienes desde un niimero determinado de
bodegas, cada una con oferta dada, a un nimero determinado de tiendas, cada una con una
demanda especifica. Cada tienda puede ser atendida por cualquier bodega, sin embargo, es
natural buscar una manera 6ptima de realizar el despacho.

En 1781 el matematico francés Gaspard Monge publico sus investigaciones acerca del pro-
blema de transportar la arena, en las cuales consideraba que el costo asociado a mover un
grano de arena, estaba dado por el producto entre su masa y la distancia entre sus posiciones
inicial y final. Un punto importante en la formulaciéon de Monge es que los granos que com-
parten una posiciéon desde donde son extraidos no pueden separarse durante su traslado, es
decir que todo lo que esta en la posicion x debe ir a parar a s6lo una posicion y. Esta condi-
cion nos dice que las formas de mover el material, a las que llamaremos planes de transporte,
seran funciones deterministas de la posicién inicial. Con todo esto en mente, este problema
lo podemos modelar suponiendo que el espacio desde donde sacaremos la arena corresponde
a un conjunto X y la distribucion de la arena en en este conjunto estd dada por una medida
finita p, que sin pérdida de generalidad podemos suponer que es de probabilidad. Por otro
lado, el espacio donde queremos construir el castillo corresponde a un conjunto ), donde
la demanda por arena estd dada por v, que es otra medida de probabilidad. Por ultimo, el
plan de transporte lo modelamos como una funcién medible 7" : X — ) que para cada x
indica el destino del material contenido en dicha posiciéon. De esta forma, sic: X x Y — R,
representa una funcién de costo, que en particular podria ser una distancia, el problema de
Monge se puede escribir como

fnf { /X c(w, T(x))dp(z) : Typ = y}, (PM)

donde Ty es la medida inducida por T en Y a partir de p, es decir Typ(A) = p(T71(A))
para todo A C ) medible.

Es facil notar que el problema (PM) puede estar mal puesto. Por ejemplo, si y es una masa
de Dirac y v no lo es, no existird un plan de transporte 7' tal que Txp = v, ya que en X la
masa esta concentrada en un solo punto, luego para satisfacer cualquier distribucién de masa
en ) que no esté concentrada en un punto, serd necesario separar masa que comparte una
posicion en X' lo que viola una de las restricciones del problema.

En 1942, en [27], el matematico ruso Leonid Vitaliyevich Kantorovich propone y da con-
diciones de existencia para la solucién del problema, que ¢l llamo, “de traslaciéon de masas™.
Dicho problema aborda la misma pregunta que el problema de Monge, pero permite que masa
que comparte posicién en el conjunto de origen X pueda separarse en el conjunto de destino
Y. Luego, en esta formulacion, los planes de transporte ya no serdn funciones medibles, si no
couplings que definimos a continuacion.

!Originalmente publicado en ruso, la referencia es a la traduccién al inglés realizada por A. N. Sobolevskii.
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Figura 3.2.2: El problema propuesto por Monge en 1781: Trasladar de manera 6ptima el
material desde el conjunto de la izquierda al conjunto de la derecha.
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Figura 3.2.3: Otra version del problema de Monge. Los circulos representan bodegas y las
estrellas representan tiendas. El tamano de las figuras representa el tamano de su oferta o
demanda. Las lineas entre figuras representan una forma de trasladar bienes.

Definicion 3.2.4. Sean X' e Y espacios métricos polacos, diremos que una medida de probabi-
lidad ™ en X XY es un coupling entre i1 y v medidas de probabilidad en X e ) respectivamente,
si para todo A C X medible se tiene que m(A x V) = u(A) y para todo B C Y medible se
tiene que (X x B) = v(B). Llamaremos 11,,,, al conjunto de todos los couplings entre j1 y
v. Notemos que Il , es siempre no vacio ya que p @ v €11,

Con esta definicion el problema de Kantorovich, también llamado de Monge-Kantorovich
se escribe como:

in { /X ety e HW} | (PMK)

Notemos que en (PMK) el funcional que se quiere minimizar es lineal en 7 y ademas el
conjunto I, , es convexo, lo que hace que este problema sea mucho maés facil de resolver que
(PM), en donde el funcional a minimizar depende no linealmente de los planes de transporte.
A continuacion se enuncia el teorema que caracteriza la existencia de soluciones para (PMK).
Su demostracion se puede encontrar en el Capitulo 4 de [43].

Teorema 3.2.5. Sea X', Y dos espacios métricos polacos y pu, v medidas de probabilidad en
X e Y respectivamente. Sean a : X — RU{—o0} yb: Y — RU{—o0} dos funciones
semicontinuas superiores tales que a € L'(p) y b € L' (v). Sea ¢ : X x Y — RU {+c0} una
funcion semicontinua inferior que satisface c(x,y) > a(x) + b(y) para todo x € X ey € Y.
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

Entonces existe un coupling de p y v, @ tal que:

[ cteira) =at{ [ denaren)imen,,].

Observacion 3.2.6: Notemos que (PMK) se puede formular en términos de variables alea-
torias como:

inf {E(c(X,Y)) :ley(X) =p y ley(Y) =v}. (PMK')
A los pares de variables aleatorias (X, Y) que participan de este infimo se les llamara coupling

de p y vy, abusando un poco de la notacion, escribiremos (X,Y) € II,, .

Para lo que queremos hacer, el caso que nos interesa es cuando X = ) = R. En este caso,
los planes de transporte optimal quedan caracterizados por el siguiente teorema que aparece
en el Capitulo 6 de [3].

Teorema 3.2.7. Sean i y v medidas de probabilidad en R con p-ésimo momento finito y sea
c(x,y) = h(x —y), con h >0 convexa y h(u) < A+ BuP. Entonces:

1. Se tiene que
1
min {/ clz,y)dn(x,y): 7€ H,W} = / c(q, (), q, (s))ds.
R? 0

2. St pu no tiene dtomos, entonces g, (F,) es un plan de transporte optimal y es el unico
st h es estrictamente conveza.

El espacio de Wasserstein

En lo que sigue, consideraremos (X, d) un espacio métrico polaco y notaremos como P(X)
al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre X. Para ver la demostraciéon de los
resultados que aqui se enuncian, se puede consultar el Capitulo 6 de [43].

Definicién 3.2.8. Sea p € [1,00), la distancia de Wasserstein entre p y v de orden p,
W,(p,v) se define como:

W)=t ([ d(x,ywﬂ(x,y))l/p.

Se puede probar que W,(-, -) es una funcion simétrica, positiva, que es igual a cero si y s6lo
si ambos argumentos son iguales y que satisface la desigualdad triangular. Sin embargo, con
el grado de generalidad que estd definida, es posible que W, (1, v) = +00. Para evitar esto,
restringimos W,(-, -) al subconjunto de P(X) x P(&X') donde toma valores finitos, lo que nos
lleva a la definiciéon 3.2.12, que se da méas abajo.
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

Observacion 3.2.9: Notemos que

Wp(p,v) = inf  (E(d(X, y)p)l/p :

(X,)Y)ell,,,

y entonces, si queremos acotar superiormente W,(u, ), basta con acotar E(d(X,Y)?) para
algan (X,Y) €11, ,.

Observaciéon 3.2.10: En lo que sigue, para simplificar la notacion, llamaremos W a Wj.

Para W se tiene la siguiente caracterizacion dual, que corresponde a un caso particular
de la dualidad de Kantorovich para el problema de transporte optimal. La prueba de esta
caracterizacion se puede encontrar en el Capitulo 11 de [18]|, mientras que la prueba del
teorema general se puede encontrar el Capitulo 5 de [43].

Teorema 3.2.11. Férmula de Kantorovich-Rubinstein Si u, v € P(X), entonces

Wu,v)= mf EdX,Y)) = sup {/¢ Vdp(x /w )dv(y }

(X Y)elluw ll$llL<1

siempre que el supremo de la derecha sea finito.

Notemos que a partir de este teorema, tenemos trivialmente la siguiente relaciéon entre la
distancia dual de funciones Lipschitz acotadas y W,

Vp,v € P(X), BL(p,v) < W(p,v).

Definicion 3.2.12. Se define el espacio de Wasserstein de orden p, como

P) = {n e P)s [ dlonaauto) < +oo).

donde xo € X.

Observacion 3.2.13: Notemos que en esta definicion, x( es arbitrario, pero gracias a la
desigualdad triangular, el espacio P,(X’) no depende de la eleccion de .

El siguiente resultado esta contenido en el Teorema 6.18 y la Observacion 6.19 que aparecen
en [43|, donde se puede encontrar su demostracion.

Teorema 3.2.14. (P,(X),W,) es un espacio métrico polaco. Ademds si X es compacto,
P,(X) también lo serd.

Observacion 3.2.15: Gracias a la desigualdad de Hélder, se tiene que p < ¢ = W, < W,.
Luego, W es la métrica mas débil.
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

En cuanto a la topologia generada por la distancia de Wasserstein, esta resulta ser mas
fuerte que la topologia de la convergencia débil. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado
que relaciona ambas convergencias.

Teorema 3.2.16. Sea {ji}ren una sucesion de medidas de probabilidad en P,(X) y sea
p € Py(X). Entonces
Wy (s, 1) = 0.
St y solo si
e — My

y para algin xo (y luego para todo xy), se tiene que

/X d(z, zo)Pdp(z) /X d(z, mo)Pdp(z).

Observacién 3.2.17: Gracias al teorema de Varadarajan 3.1.4, tenemos que si iV es la
medida empirica de una muestra i.i.d. de tamano N de variables aleatorias con ley u, entonces
casi seguramente

i = p.
Por otro lado, gracias a la Ley Fuerte de los Grandes Niumeros, también se tiene que casi
seguramente que

[ ey (@) =5 [ e aorduto)
X X
siempre que el lado derecho sea finito. En resumen, si p € P,(X), gracias al teorema 3.2.16,

se tiene que casi seguramente
N—oo

Wp(:&N> :U“) — 0.

Observacion 3.2.18: Nos interesa explicitar el caso X = Ry p € [1,4+00). Notemos que
gracias al teorema 3.2.7 tenemos que para u,v € P(R),

Wea) = [l (o) = g (o).

3.2.4. Relaciones entre las distintas Métricas

Relacion entre BL y dp:
En el Capitulo 2 de [26] aparece el siguiente resultado que relaciona la distancia de las
funciones Lipschitz acotadas y la distancia de Lévy-Prokhorov.

Teorema 3.2.19. Sea X' un espacio polaco medible. Si p,v € P(X) entonces

dP(:uv V)Z < BL(,u, V) < 2dP(:uv V)'
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3.2. Meétricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

Relacion entre BL y W:
En la seccién anterior, cuando se enunci6 la formula de Kantorovich-Rubinstein 3.2.11, se
mencion6 que para u, v € P(X) se tiene que

BL(p,v) < W(p,v).

En el caso de que X tenga diametro finito D, se tiene que W(u,v) < (1 4+ D)BL(u,v). En
efecto, sea ¢ una funciéon Lipschitz. Se define

folx) = ¢(x) = d(o),
entonces se tiene que [|fy[|oc < D[l ¥ [[follz = [|¢]]L, con lo que se concluye

1 folle, < (1 + D)l

Luego,

¢ ¢
sup / ¢dlu / del/} — sup { d v
1+D ¢L<1{ x o<t Wy 1+ D w1+ D

= e, U Aﬁ“}

1+D

- s [

1+D

= oyt {/X Fop = /X fdy}'

En resumen, si X tiene didmetro finito D, entonces para p,v € P(X) se tiene que

BL(p,v) < W(p,v) < (14 D)BL(,v).

Relacion entre las distintas métricas en el caso real:
A partir de todas las relaciones anteriores, en el caso X = R tenemos que si p y v son
medidas de probabilidad, entonces

dp(p,v)? < dp(u,v)? < BL(p,v) < W(u,v). (3.2.1)

Si suponemos que p, ¥ tienen soporte compacto de didmetro D, entonces también se tiene:

Wi, v) < (1+ D)BL(p,v) <2(1+ D)dp(u,v). (3.2.2)

Estas desigualdades nos permiten deducir las siguientes cotas

P(dy(p, (i) > ) < P(dp(p, i™)* > €%) < IP)(W(u i) > ey (3.2.3)
P(W (u, i) > €) <P(BL(pt, i) > /(D + 1)) < P(dp(p, i) > e/2(D + 1)),  (3.2.4)

las que serén ttiles para traducir resultados de concentracion obtenldos para una métrica en
resultados de concentracion para otra métrica.
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Capitulo 4

Desigualdades de Talagrand 7(\)

Las desigualdades de Talagrand son el ultimo objeto que necesitamos introducir antes
de pasar a los resultados de concentracion del capitulo 5. Son desigualdades funcionales que
relacionan la distancia de Wasserstein con la entropia relativa entre medidas de probabilidad.
En este capitulo se introducen estas desigualdades y se dan algunos ejemplos de medidas que
las satisfacen. Después se presenta un primer resultado, dado por Marton, que relaciona las
desigualdades de Talagrand con el fenémeno de concentracion de medidas. Y por ultimo, se
enuncian dos criterios integrales que nos sirven para caracterizar estas desigualdades en un
caso particular pero importante.

4.1. Definiciones

Sea X un espacio polaco medible. Se define el funcional de entropia relativa de v con
respecto a p como
dv dv
H(vlp) = J 4 log (du> dp v << p,
+00 ~ .
Definicién 4.1.1. Sea A > 0, p > 1 y p € P(X). Se dice que u satisface la desigualdad de
Talagrand o de transporte T,(\), st para toda v € P(X)

2
Wy ) <\ SH () (4.1.1)
Se dice que p satisface una desigualdad T,, si satisface T,(\) para algin X > 0.
Recordemos ademéas que si ¢ < p, entonces W, (v, ) < W,(v, ). Luego, si p satisface

(A), también satisface T}y (\) para todo p’ € [1,p]. Notemos también que si p satisface
(A), entonces también satisface T,(\') para A" < A.

T

p

T

p
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4.1. Definiciones

Ejemplo 4.1.2: En [41] Talagrand muestra que la ley normal multivariada estandar N, (0, I,,)
satisface T5(1) en R™ dotado de la métrica euclidiana, lo que en particular nos dice que
N,(0, I,,) satisface también T (1).

Ejemplo 4.1.3: Sean p, v € P(X) y sea ||u—v||ry su distancia en variacion total. Siv << p,
entonces

Hu—u\\w:/ - Lldp,
X

donde f es la derivada de Radon-Nicodym de v con respecto a pu.

Por otro lado, para todo x > 0,
3(x —1)? < (4 + 2z)(vlog(x) — x4+ 1).

Gracias a esta desigualdad, tenemos que

= vy = %/X\@If—udu

< %/}(\/4+2f\/flog(f)—f+1du
1/2 1/2
< %(/Xuzfdu) (/Xflog(f)—fﬂdu)

= V2JH(up)—1+1.
En resumen, hemos probado la desigualdad de Csiszar-Kullback-Pinsker
(Vv € P(X)) |l —vllev < V2H(v|p). (CKP)

Por otro lado, se puede probar que si en X se considera la distancia trivial do(z,y) = 1,2,
entonces

1
W) = gl vl
Luego, la desigualdad (CKP) la podemos interpretar como que toda medida boreliana pu
satisface T1(4) en (X, dp), pues si v es otra medida de probabilidad,

W) < 4/ 5 H )

Si bien estos ejemplos nos muestran que existen medidas que satisfacen una desigualdad
de transporte, en general es dificil probar que una medida satisface alguna. Al final de este
capitulo estudiaremos criterios integrales que caracterizan a las medidas que satisfacen T} (\).

El siguiente resultado fue establecido por K. Marton en [32], y es el primer resultado que

nos muestra la relacion entre las desigualdades de transporte y el fenémeno de concentracion
de medidas de probabilidad:
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4.2. Criterio Integral para 7.

Proposicion 4.1.4. Si p es una medida de probabilidad que satisface Ti(\) entonces para
todo A C X medible, tal que u(A) > 1/2 se satisface que

A(r—rg)?

Vor>ry, wA)>1—e 2 |
donde 1o = \/210g(2) /A y A, ={z € X : d(z, A) < r}.

Demostracion: Consideremos A C X y definamos p4 a través de su derivada de Radon-
Nikodym dps/dp := 14/u(A). Para B = X\ A, definimos pp de manera anéloga. Notemos
que para todo z € A e y € B se tiene que d(z,y) > r. Luego, para todo coupling (X,Y’) de
pa con pp tenemos que E(d(X,Y)) > r, y entonces r < W(ua, ug). Por lo tanto, gracias a
la desigualdad triangular y a que p satisface T1(\), tenemos que

r S W(MA7MB)
< Wi(pa,p) +W(n, ps)
< \/HNAW \/H,UB|N

% og(1/u(A)) + /% og(1/u(B).

Entonces,

(r—r)? < Slos(1/u(B)) + 5 (108(2) + 2/ Toa(a(A)] 108 (1 — u(A))
—2/og(u(A)) Tog(1/2) — 2+/Tog(1 — () log(1/2) — log(su(4)) ).

Luego, si se tiene que u(A) > 1/2 el término entre paréntesis del lado derecho es negativo y
entonces

(r—r)? <

og(1/u(B)),

>0

de donde se concluye el resultado.
q.e.d.
Es este vinculo entre el fenémeno de concentraciéon de medidas de probabilidad y las de-

sigualdades de transporte, el que ha impulsado el estudio de estas tltimas. Para un estudio
detallado de este tema se pueden consultar [24] y [33].

4.2. Criterio Integral para 7.

El objetivo de esta seccién es presentar caracterizaciones integrales para Tj(\). La im-
portancia practica de estas caracterizaciones es enorme, ya que probar que una medida p
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4.2. Criterio Integral para 7.

satisface (4.1.1), es mucho mas dificil que probar que

/ Jadp < 400, (4.2.1)
X

para f, en una familia de funciones apropiada y o un parametro.

Los resultados que mostraremos relacionan, para una familia { f,}, particular, los valores
de a para los cuales se tiene (4.2.1) con los valores de A para los cuales p satisface T7(A).
Antes de pasar a dichos resultados, veamos que si u satisface T7(\) entonces tiene momentos
exponenciales cuadréticos finitos.

Lema 4.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico medible y p una medida de probabilidad que
satisface Ty(\) en (X,d) y a € (0,A/2), entonces

E, = / ™ @20) () < 400, para algin Ty € X.
x

Para probar este, haremos uso de un resultado encontrado por Bobkov y Gotze en [7] y
que enunciamos a continuacion.

Teorema 4.2.2. [Bobkov y Gotze. (1999)] u satisface T1(N) en (X,d) si y sélo si para
toda funcion Lipschitz f: X — R, f es u—integrable y

2
/ ea(f_<f’“>)d,u < exp (%Hf”%) VaeR, (4.2.2)
X

donde < f,u >= fx fduw y || - |lr es la seminorma para funciones Lipschitz definida en el
capitulo 3.

Demostracion: del lema 4.2.1. Sea v a la ley de una variable aleatoria normal estandar

en R, entonces
ts _ )2
/e dy(s) =e"/=.
R

En particular, tenemos que para xg, x € X se tiene que

po(ea0)? _ / V205 gy (5).
R

Y entonces, integrando a ambos lados de la igualdad con respecto a

e anta) = [ [ emtemrarsaua) = [ [ e
X RJX

donde la segunda igualdad se tiene gracias al teorema de Tonelli. Entonces,

/ea z,%0) d,u( // V2as(d(z,x0)—<d(-,x0),u>+<d(-,x0),u>) d,u( )d’y(S),
X
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con lo que tenemos
/ 0 gy () = =T / / o VERs(dea0) = <dtan) )y )y ).
X RJX

Gracias al teorema anterior, podemos acotar la integral con respecto a p y obtener

/e“d(x’x())zdu(x) < ea<d(w~’vo>vu>2/eai2 dv(s).
X

R

Pero la integral de la derecha es menor que infinito siy sélo si /A < 1/2. Es decir si v < A/2.
En resumen, si p satisface T7(\) entonces tiene momento exponencial cuadrético E, finito
para a € (0,)\/2).

q.e.d.

Los criterios que se dan a continuacién, nos muestran que la implicancia reciproca también
es cierta.

4.2.1. Criterio de Djelleout, Guillin y Wu.

El resultado principal de esta secciéon corresponde a explicitar la cota para A\ dada en el
Teorema 2.3 de [16]. Si bien esta cota resulta ser bastante gruesa, tiene la ventaja que de
que el criterio que encontramos es sumamente facil de usar. Comenzamos por enunciar el
resultado de Djelleout, Guillin y Wu.

Teorema 4.2.3. [Djelleout, Guillin y Wu. (2004)] Una medida de probabilidad 1 en
(X, d) satisface Ty para algin A\ > 0 si y sélo si para algin « > 0 se tiene que

/X/Xeo‘dz(w’y)du(x)du(y) < +00. (4.2.3)

Ademds se satisface que

% = gi@f (Elz{;;?;)k [ /X /Xead%’y)du(x)du(y)} %- (4.2.4)

Observacion 4.2.4: La desigualdad (4.2.4) nos dice que si se tiene (4.2.3) para «, entonces
p satisface T7(\) para algin A en [f(«),00) donde

o= (G () [ fooremmmm] ) s

Pero si p satisface la desigualdad T,(\) también satisface T,(\') VN € (0,)), y entonces
tenemos que si p cumple (4.2.3) para «, se tiene que p satisface 177 (f(a)).
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Observacion 4.2.5: Para tener la condicion (4.2.3) es suficiente que
/ 20 @) g () < 400 Para algin zo € X. (4.2.6)
X

En efecto,

I R I R I )
EJE EJE

2
= (i)
E

/ PP (@70 1 (1) < o0,
E

Asi podemos concluir que si

entonces p satisface T1(f(8/2)).

Observacién 4.2.6: Sea

- (W)

Cle)= [ [ e dua)auty).

con

Notemos que si queremos encontrar una expresion explicita para f(«) debemos calcular
supxs; ax. En lo que sigue calcularemos este supremo, pero primero veamos una recurrencia
que satisface a;. Se tiene

k Cla)k!?
A _ (2K)!
1T C@G=1?
k—1 Tk—2)
B k
o 4k -2
y entonces
k
k k—
L
de donde

N
W= ((4k—2)ak_1> =1

b (k-2 \#r\
(4k—2<0(a)(k_1)!2) ) Q1.

~
mp
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Luego, se tiene que a; < ag_; si y solo si my, < 1. Estudiemos la sucesion {myg }r>o.

o< 1
gy \FT)*
k 2k—2)! -
= (4k—2 (C(a)(k—l)!2> ) < 1
1
_ k-1 _
= (cﬁﬁki)f)!z) Lo e
o\ 2k —2)!
<4k—2) Gone < ¢
dy

Asi tenemos que ay < ag_1 si solo si dy < C'(a).

Por otro lado, se tiene que {d}r>2 es decreciente, pues

dypr ([ k+1 4k —2\" ktl K
dp  \4k+2 k Ak +2 "4k -2

Resumiendo: {dj}r>2 es decreciente, do = 2/3 y C(a) > 1. Con esto concluimos que dj <
C(«) para todo k& > 2, lo que sumado a todo el andlisis previo, nos dice que {ay}r>1 es
decreciente y por lo tanto

supag = a; = ——=. (4.2.7)
k>1 2

Con esto finalmente,

A partir de la observacion anterior, nos damos cuenta de que podemos reescribir el teorema
4.2.3 de la siguiente manera.

Teorema 4.2.7. Si pu es una medida de probabilidad en (X, d) tal que

/ / e dp(x)dp(y) < +oo, (4.2.8)
entonces p satisface Ty (o /C(av)).

Antes de ver un ejemplo numérico del uso de este teorema, veamos un corolario que puede
ser util.

Corolario 4.2.8. Supongamos que X tiene didmetro finito D. Entonces toda medida de
probabilidad pu en X satisface Ty (1/eD?).
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Demostraciéon: Sabemos que p satisface T (a/C(«)) con

::jal[;e““@yfdu(x)du(y%
//axydu Vdu(y //“Ddu )dp(y) =

de donde concluimos que g(a) := ae™*P* < a/C(a). Luego, tenemos que para todo o > 0,
satisface T (g(«)). En particular podemos tomar a* que maximiza g(«). Para encontrar o
calculamos

pero en este caso

_ 2 _ 2
g/(Oé):e aD —OZD2€ aD’

igualando a 0 se obtiene a* = 1/D? y g(a*) = 1/eD? de donde se concluye el resultado del
lema.

Ejemplo 4.2.9: Consideremos X =Ry d=|-|y

es decir, p es la ley inducida por una variable aleatoria normal de media 0 y varianza 1. En
este caso, tenemos que si 0 < o < 1/4

//a(“d“ Jduly) = m<+"o’

fla) = av1 —4da.

En el grafico 4.2.1 encontramos f(«) para « en (0, 1/4), notemos que para todos los puntos
(a, ) que pertenecen al grafico p satisface T7(\). En particular podemos tomar el valor de
a que maximiza f(«), que en este caso podemos encontrar analiticamente calculando f'(«).

de donde tenemos

20
V1—4da’

Y entonces f'(a*) =0sia* =1/6y f(1/6) = 0,09623. Luego la ley normal estandar satisface
71(0,09623).

() =V1—4da —

Sin embargo, es conocido que la ley normal estandar satisface T;(1). Lo que nos indica que
la cota que nos da este teorema podria no ser muy eficiente.
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Valores f(a) para la ley Normal N(0,1)
T T

0.09F J
0.08F 1
0.07F J
0.06 1

E o005 g
0.04- 1
0.03F J
0.02F .

0.011

Figura 4.2.1: Valores de f(a) para ley A/(0,1)

4.2.2. Criterio de Bolley, Gozlan y Villani
Como se mostré con el ejemplo anterior, el criterio que aparece en el teorema 4.2.7 puede
ser muy poco eficiente. Existe otro criterio integral para T}, explicitado por N. Gozlan en [22],

a partir de un resultado de F. Bolley y C. Villani que aparece en [9]. Este criterio resulta ser
més eficiente, aunque tampoco es 6ptimo.

Lema 4.2.10. [Bolley, Gozlan y Villani. (2006)] Si i es una medida de probabilidad en
(X, d) tal que para algin y € X y algin o € R

/ @ (z) < 400, (4.2.9)
x

entonces p satisface Ty (\) para

— ‘ 1 ad(w,y)? B
s (e o))

Al igual que antes, como corolario de este criterio, podemos obtener un resultado para el
caso en que X tiene diametro finito.

Corolario 4.2.11. Supongamos que X tiene diametro finito D. Entonces toda medida de
probabilidad p en X satisface Ty(4/D?).
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4.2. Criterio Integral para 7.

Demostracién: Comencemos por notar que como X tiene didmetro finito D, entonces

2 2
6ad(m,y) < eaD ’

de donde tenemos que

’ 1 ad(z,y)? ’ 1 / aD?
) < _ .
ye}({l£>0 { 2a (1 +log /X ‘ dnlz) - ye}({l£>0 2a L+log X e du(z)

Pero notemos que

’ 1 aD? , 1 D2 D2
Xf{@ (1 “0%/; dﬂm)} = 331%{@ * 7} =7

]. d 2 -1 4
; ad(z,y) >
’ <y€-;1YI71£>0 { 2 (1 - lOgA ‘ du(x)) }> - D? ‘

Pero recordemos que si u satisface T7(\), entonces también satisface T7(\) para todo X < A.
Luego, aplicando el lema 4.2.10 se obtiene el resultado.

y entonces

q.e.d.

Notemos que la cota que nos da este corolario es del orden de 10 veces mejor que la dada
por el corolario 4.2.8. Veamos ahora un ejemplo numérico del uso del lema 4.2.10.

Ejemplo 4.2.12: Consideremos una vez més la ley normal estandar en R. En este caso

tenemos que
2

2 1 z2 el-2a
/eo‘(x_y) —e 2dr = ———.
R V2T vV1-—-2«a
Entonces nuestro problema de optimizacion a resolver esta dado por

1 y? 1
inf — + — —log(1 — 2a) ¢. 4.2.10
yER, a€(0,1/2) {2@ 2—4a 4o & )} ( )
En este caso podemos encontrar el minimo de la funcién calculando el gradiente e igualando
a cero, con lo que se encuentran las siguientes condiciones para (y*, a*) , el punto donde se
alcanza el 6ptimo:

y* =0,

2 —6a”

1—2a*

La segunda ecuaciéon la podemos resolver numéricamente utilizando Matlab y encontramos

log(1 —2a*) =

2

( y 1
: 20 — —log(1 —2a) ¢ ~ 0,38901816
yER, ;2(0,1/2) {2a + 2 _ 4o 4da og( a)} , ’

de donde deducimos que la ley normal estandar en R satisface T;(\) para A ~ 0,88785474,
valor que es mucho més cercano al valor 6ptimo conocido que es 1.
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4.2. Criterio Integral para 7.

En defensa del teorema 4.2.7 podemos decir que si bien la cota que da puede ser bastante
gruesa, puede ser ttil cuando el problema de optimizaciéon que hay que resolver para encon-
trar la cota dada por 4.2.10 es dificil. Para terminar veamos otro ejemplo para el lema 4.2.10.

Ejemplo 4.2.13: Consideremos en R la ley Weibull simetrizada de parametros (a, 2), cuya

densidad esta dada por
_ =] -

fx) =

La funcion densidad de esta distribucion se puede observar en el siguiente grafico para dis-
tintos valores del parametro a.

22
o2
a?

Funcion densidad de la distribucién Weibull de parametros (a,2) para distintos valores de a.

0.4 T T T T T
a=1
a=2
0.35- a=3
a=4
a=10
0.3F e
0.251 -
g o2t :
0.15| e
0.1 =
0.051 -
0 i J/ j \ \ i
-30 -20 -10 0 10 20 30

X

Figura 4.2.2: Densidad de la ley Weibull simetrizada de parametros (a,2) para distintos
valores de a.

Con esto se tiene que
/ @V’ 4y (z) = / ea(w_yyme_z_;dx.
X R a?
Notemos que el lado derecho es finito si a@ < 1/a?. Para estos valores de a se puede calcular

2 2
e eV /2o

T 11— ad? y 1 — aa?

/ ead(m,y)2 du(a:)
X
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4.2. Criterio Integral para 7.

donde ® corresponde a la funciéon distribucion acumulada de la ley normal estdndar,

@ a aa®

T1-aar 77 2(1 — aa?) T T e

C

Luego el problema de optimizaciéon a resolver es

1 eV’ aeCV’\2ra?
nf | 1+1 2 1 .
y€eR, 0[12(071/0‘2) { 20[ < + 08 + [ (?/,U/U) ]

Yy
1 — aa? 1 — «aa?
Para resolver numéricamente este problema es necesario fijar un valor para a, consideraremos
a = 4, lo que corresponde a la funcién en color negro en el grafico 4.2.2. Utilizando Matlab
encontramos

tnf L
in — 0
yeR, ae(0,1/16) | 2a &

Con lo que concluimos que la distribucion de Weibull(4, 2) satisface 77(0,07946111).

2 2
e N aeCY /2o
)
1 — aa? 1 — aa?

20 (yp/o) — 1]]) } ~ 25,16954576.

Observacion 4.2.14: La desigualdad T, ha sido relacionada con otras desigualdades fun-
cionales, ver por ejemplo [35]. Sin embargo, por ahora no hay resultados que liguen T3 con
condiciones de integrabilidad.
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Capitulo 5

Concentracion de la Medida Empirica

En este capitulo se estudiard, para distintas métricas en el espacio de probabilidades, la
concentracion de la medida empirica iV en torno a la ley de la muestra . Mas precisamente,
se estudiaran condiciones para tener desigualdades del tipo

P(d(p, i) > €) < f(N,e),

con e >0, N> Nyy f una funcién que tiende a cero con N.

La motivacion para buscar desigualdades como esta es la siguiente: supongamos que 6 es
un parametro que desconocemos de pu, o el valor de una funciéon de p, y que el error de
estimacion de 6 a partir de una muestra de tamano N, es una funcién Lipschitz con respecto
a la distancia entre pu y V. Es decir,

|0 — §N| < Ld(p, i), para cierta constante L.
Entonces, tenemos que para todo N > N
P(6 —6Y| > ¢) < P(d(u, i) > ¢/L) < f(N.&/L),

lo que nos permite construir un intervalo de confianza para 6 con NNV finito, sin conocer ni hacer
hipotesis acerca de la distribucion de 6. Nuestro objetivo final es aplicar esta metodologia a
las medidas de riesgo espectrales, ya que gracias a la observacion 3.2.18 y a la desigualdad
de Holder, més adelante probaremos que

106" (X) = ps(X)] < N1l Wy (h, 7).

Sin embargo, para llevar esta idea a la practica es fundamental contar con resultados
explicitos, donde cada constante que aparezca esté claramente identificada. Este capitulo se
ha desarrollado con este principio, y se han rehecho todas las demostraciones necesarias para
lograr que cada teorema que se presenta lo cumpla.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto
alW

Para lo que sigue consideramos z una medida de probabilidad en R y 4V la medida empirica
generada a partir de {X3,..., Xy} una muestra i.i.d. de p.

5.1.1. Teorema de Bolley, Guillin y Villani

En [8] se prueba el siguiente resultado de concentracion de la media empirica al rededor
de la ley de la muestra, para la distancia de Wasserstein de orden p.

Teorema 5.1.1. [Bolley, Guillin y Villani. (2007)] Sea p € [1,2] y sea p una medida
de probabilidad en R que satisface T,()\). Entonces para todo N < X\ y d' > d, existe una
constante Ny que depende sdlo de N, d' y de un momento exponencial cuadrdtico de yu, tal
que para todo e >0 y N > Nyméax{e~(@+2) 1},

P (W, i) > £) < e WM, (5.1.1)
donde
_J! pell2)
Tl 3-2v2 p=2

Como ya se comento en el inicio de este capitulo, para utilizar el resultado anterior ne-
cesitamos conocer explicitamente Ny, lo que no esta hecho en la demostraciéon dada por los
autores del teorema. Después de un arduo trabajo se calcul6 el valor de Vy para el caso p = 1,
que es el que mas nos interesa, y se encontré que la cantidad de observaciones necesarias para
que el teorema fuera cierto era muy grande y que ademaés, al calcular el valor numérico del
lado derecho de (5.1.1) evaluado en dicho N, era practicamente cero. Es decir, la cota tenia
un comportamiento que en la practica es binario: antes de un umbral la cota no es cierta,
después de dicho umbral el lado derecho de la desigualdad se anula.

Una de las explicaciones para el comportamiento binario de la desigualdad propuesta por
el teorema anterior, es que para lograr la cota que se propone es necesario hacer varias elec-
ciones arbitrarias de parametros y utilizar desigualdades que finalmente resultan poco finas.
Una forma de evitar dichas elecciones de parametros es quedarse con un resultado que esta
implicito en la demostracion original del teorema, y que si bien es menos elegante, se com-
porta mucho mejor en la practica.

Teorema 5.1.2. Sea p una medida de probabilidad en R y X\ > 0 tal que p satisface T1(N),
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

entonces para todo Ay <X\, N € N, ne€ (0,1) ya; <a < \/2,

2R
16eR\ (75) 2 (2
P(W (1, i) > ¢) < beht exp [ —N ﬁ& — E,e ok ﬂEaf? +2) )+
615 2 )\ - )\1
exp (—N [?(1 —1n)e — e(o‘l_o‘)mEa}) :
(5.1.2)
con 01 lo suficientemente pequeno y R lo suficitentemente grande para que
(= (n—d1)e — 2E,Re™" >0, (C1)
QITR(l —n)e — el IR, >0, (C2)
AL o —or? [ 2MA 9
—("— E,e @ E, 2 )
QC e <)\—)\1 R°+2)>0 (C3)
R> - (C4)
V2«
! 1 0,7968
2> =1 i :
R > aog( E. ) (C5)

Para hacer més facil de seguir la demostracion de este resultado, se probaran varios lemas
intermedios que juntos prueban el teorema que acabamos de enunciar.

Para lo que sigue consideremos R > 0, B = [-R, R] C Ry u € P1(R) que satisface T;(\).

Definamos
]]-BR:U“

1(Br)

Consideremos el conjunto de variables aleatorias {X*}& | que son i.i.d. y que tiene ley p
y el conjunto de variables {Y*}¥_ también i.i.d. que se distribuye segtin pz. Supongamos
ademas, que ambos conjuntos de variables son independientes entre si. Definamos

[ig = (5.1.3)

k : k
XI,%:{X si [ X*| <R (5.1.4)

Yk si | XE| > R.

Por tltimo llamamos " a la medida empirica asociada a p y iy a la medida empirica
asociada a pg.

Lema 5.1.3. X% tiene ley pig.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Demostracion: En efecto, si A C R es un conjunto medible, entonces

P(Xkec A) = P(XEecA/|IX" < RP(X* <R)+P(Xk e A/|IXF| > RP(|X*| > R)
= P(X" € A/|X*| < R)yu(Bg) +P(Y" € A/|X"| > R)u(By)
= pr(A)p(Br) +P(Y* € A)u(Bf)
= pur(A)p(Br) + pr(A)u(Bg)
= ur(A),

donde la primera igualdad se tiene por la regla probabilidades totales, la segunda por defini-
cion y la tercera por independencia.

g.e.d.

Lema 5.1.4. Para todo o < \/2 y R > 1/v/2« tenemos que
W, pg) < 2Re % E,,.

Demostracion: Consideremos X' y X}, definidas como antes. Del lema anterior sabemos
que X}, tiene ley pg. Luego, por definicion de la distancia de Wasserstein

W(p pr) < E(X'—Xg|)
= E(|X' = Y'1yxi>ny)
< 2E(| XM 1yx1sny)-

Es decir
W (i, i) < 2 / 2]du(z). (5.1.5)

{IX'|>R}

Por otro lado, sabemos que si p satisface T7(\), entonces para o < A/2, tenemos que

E, = / e dp(z) < oo.
R

Pero, si R > 1/+/2a se tiene que

y entonces

eor R . R
oldue) = [ ol dnte) € g [ e duta) < B
/{|X1>R} (xisry € e Jixisry et

Introduciendo esta ultima desigualdad en (5.1.5) obtenemos

IN

W, pr) < 2Re % E,.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

q.e.d.

Lema 5.1.5. Para todo oy < o, 0 >0, >0y R >20/ay se tiene que
P(W (i, i) > ¢) < exp (—N [95 . e<al—a>R2Ea]) . (5.1.6)

Demostracion: Recordemos que las medidas empiricas estan dadas por

1 & 1 &
ﬂNZN;dxk y ﬂ%:N;cSX;.

1 N

Entonces, un posible coupling entre i y iy esta dado por = %>,

la definiciéon de la distancia de Wasserstein se tiene que

O(xk xk)- Luego, por

| XE — X*.

M =

N . 1

POV(AN, i) > ¢) < P %izk»)
k=1
= P ie(z’f—spo)
k=1
= P|exp (iH(Zk—E)) >1>
< E|exp (iﬁ(Zk—a)>),

donde la ultima desigualdad corresponde a la desigualdad de Markov y el pardmetro 6 absorbe
el factor 1/N. Ahora notamos que las variables {Z*}; son i.i.d., con lo que se tiene que

POW (N, 4) > ) < (E[exp {6(2' —2)}])"

= (exp(—@e)E [GXP {921}})]\[
= exp (—N [98 — 10gEeXp(QZI)D )

para todo @ > 0. Acotemos ahora el término Eexp(6Z'). Para ello, notemos primero que
para todo ay < a si R > 20/, entonces se tiene

20R < oy R?,
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y entonces
Eexp(@Zl) < Eexp (Oé1|X1|2]l{|X1|>R})

= / exp (12 L{jz>ry) dp() +/ exp (a12”L{jz>ry) dp()
z|<R

|z|>R

< 14 / e dpi(x)
|z|>R

< 1l / e dp(x)
|z|>R
< 1+e(a1_°‘)R2Ea.

Con esto concluimos que
2

logEexp(021) < el |

de donde finalmente, si R > 20/a; , se tiene que
P(W (i, i) > ¢) < exp (—N [95 - e(al‘a)RzEa]) . (5.1.7)

q.e.d.
Lema 5.1.6. Sea v con soporte en Br y absolutamente continua con respecto a . Entonces
H(v|pg) — H(v|p) > —2E.e %, (5.1.8)

Demostracion: Es directo que v << up. Por otro lado

ov ov
H(v|p) = ——log (@) dp

— @1% (ﬂﬁﬂ_}z) d

ov ov ov 8,113)
= [ Prog ( XNV ap+ | Prog (22 a
Br O g(amz) S g(ﬁu !

ov ov \ Ougr / ov < 1z )
= lo du + —1lo E_ ) d
Br OlR g(f’)‘uR) on " Br OH S\ uBr)) "

%
= H(v|pgr) — log(u(Br)) 5,
Br O

Es decir,
H(v|pr) — H(v|p) = log(u(Br)).-

Por otro lado notemos que
uBg) = [ adprs [ e mu) < oo,
|z|>R |z|>R
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y entonces se tiene
2
w(Bg) > 1 — Ee .

Ademas si x < 0,7968 entonces log(1 — x) > —2x. Entonces si

5 g <0,7968) |
«

Eq

se tiene ,
log(u(Bgr)) > —2F e %

con lo que finalmente concluimos
H(v|ur) — H(v|p) > —2E,e ™%

q.e.d.

Lema 5.1.7. Para todo x,y € R y a € (0,1) se tiene que:

(z—y)? > az® — (1 ¢ ) 2. (5.1.9)

—a
Demostracion: Consideremos la funcion f(z) = (1 —a)2? — 2z + 1/(1 — a). Notemos que
f'(z) =2(1—a)z — 2.
Luego, el minimo de f(z) se alcanza en z* = 1/(1 — a) y toma el valor

R 2 1
) =g 1=at1=a "

Entonces f(z) > 0 para todo z € R. Siy # 0 entonces podemos tomar z = z/y y encontramos

2
T T 1
l—a) (=) —2% >
( a><y) y+1—a_0’

de donde multiplicando por 3? y reordenando términos se obtiene la desigualdad deseada. El
caso y = 0 es trivial.

q.e.d.
Lema 5.1.8. Sea i que satisface Ty(\) y Ay < A. Entonces para toda v con soporte en Br

A 201\
H(v|ug) > éWQ(uR, V) — E,e o (ﬁEOCR2 + 2) : (5.1.10)
— A1
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Demostraciéon: Como p satisface T7()), gracias a la desigualdad triangular se tiene que

Hvl) > SW2(1,0) >

DO | >

(Wpr,v) = W (g, 1)* -

Introduciendo esto en (5.1.8) encontramos que

Hlun) > 5 (W () = W (g, 0)? = 2Ene (5.111)

Gracias al lema anterior para todo a € (0, 1) se tiene que

Aa

o 2 _2Ea —aRQ'
2(1 _a)W (M’/’LR) e

A
H(vlpin) > SaW(jin, ) -

Pero del lema 5.1.5, W2(u, pug) < 4E2R%e720% < 4E2R?°F’ 1o que agregado a lo
anterior, nos dice que YA; < A

20
A=\

Hv|ug) > %Wz(,u}g, V) — Epe o ( E,R* + 2) :

q.e.d.

A continuacion, dado B un boreliano en P(Bg), queremos encontrar una estimacion para
P(jiy € B)
R .

Lema 5.1.9. Si B es convexo y compacto, entonces
P(ily € B) < exp (—N inlng(VmR)) : (5.1.12)
ve

Demostracion: Comencemos por notar que para toda ¢ : Bg — R continua y acotada se
tiene )
P(iy € B) <E <exp -N <1’nf pdv —/ qsd,zg)D .
L R Br

veB B

En efecto,

E<exp [—N(inf qsdu—/ qsdgg)) = E
veB Br Br ]

v
&=

vV
!
—
=

—~
=
o]
m
=
=
~—
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donde la primera desigualdad se obtiene porque el integrando es positivo y la segunda porque

inf/ ¢dv — | pdjiy < 0si gy € B,
R Br

veB B

Por otro lado, tenemos que { Xk} es una muestra i.i.d. con ley ug, de donde

P(ik € B) < E (exp {—N (inf <;5d1/—/ ¢dgg)])
veB Br Br
IS TRORCIIRD)
N
= exp (—N irellff /BR gbdl/) E (exp (kzzo qb(X}k%)))

— exp (-Niglfg/ qbdu) E (exp (¢(X})))"

- exp< [mf / ¢dv — log /B ) %luRD

= exp | —N inf ddv — log / e?dur| | .
veB Br Br

Asi, se ha probado que para cualquier funcién ¢, continua y acotada en Bp, se tiene que

log P(
_w > {nf [ ddy — log/ efbduR} ‘

Luego, podemos tomar supremo sobre el conjunto de funciones continuas y acotadas en Bpg,
al que denotamos como C,(Bg), y encontramos que

P(ah € B) < exp (—N sup inf l ody — log/ e¢du3}> )
Bpr Br

¢eCy(Br) VEB

Ahora notemos que si definimos:

I: BXCb(BR) — R
(Vv ¢) - fBR ¢dV—10ngR e(bd:U’Rv

I es lineal continuo en v y céncavo con respecto a ¢.! Luego, si asumimos que B es convexo y
compacto, entonces por el teorema de minimax de Sion que aparece en el anexo A.1 se tiene
que

sup inf [/ gbdu—log/ ‘bd,uR} = inf sup [ gbdl/—log/ e¢duR] .
¢€Cy(Br) VEB Br veB pecy,(Br) L/ Br Br

ILas propiedades de I se discuten en el anexo A.2.1.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Por ultimo notamos que el supremo que aparece en el lado derecho de esta tltima igualdad
es justamente la representacion dual de la entropia, que aparece en el anexo A.2.1. Con lo
que concluimos

B(i) € B) < exp (—N fggH<u|uR>) .

q.e.d.
Demostraciéon: del Teorema 5.1.2. Comencemos por notar que para R dadoy n € (0,1)

P(W (u, i) > ¢) P(W (1, pir) + W (r, i) + W (i, i) > €)

+ IN A
Pac}
=
=
T
_|._
=
&
>
=235
V
3
o

P(W (i ™) > (1 = n)e).
Gracias al lema 5.1.4, tenemos que si R > 1/v/2a entonces

W, pr) < 2Re™ B,

mientras que gracias al lema 5.1.5 tenemos que
P(W(/:LN7 :&g) > 8) S €xXp <_N [96 - e(al_a)RQEa]> 9
para R > 26/a;. Entonces,

P(W (, i) > &) <+ P(W (g, fify) > ne — 2Re " E,)

exp (—N [9(1 —n)e — e(al—a)mEa]) ‘ (5.1.13)

Sea A un subconjunto medible de P(Bg) y 6 > 0. Definimos As, el engrosamiento de
tamano ¢ de A, como

As ={v e P(Bgr): 3v, € A) W(v,v,) <d}.

Sea N/ el ntimero minimo de bolas de tamafio §/2 necesarias para recubrir A. Llamemos
(Bi){fl‘ al conjunto de dichas bolas. Notemos cada uno de los conjuntos B; es convexo y
compacto. En efecto, del teorema 3.2.14, sabemos que P,(Bg) es un espacio métrico polaco
y compacto. Ademaés, gracias al Corolario 6.11 de [43|, sabemos que W), es una funcién
continua en P,(Bg) x P,(Bg). Luego, cada B; es un subconjunto cerrado de un espacio
métrico compacto, y por lo tanto compacto. Para probar la convexidad de B;, basta llamar
; al centro de la bola y tomar vy, v € B;. Sean m; y my los couplings 6ptimos de (p;, v1) y
(1, o) respectivamente. Entonces, para todo v € (0, 1), tenemos que m = ymy + (1 —y)ms es
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un coupling para (u;, yv1 + (1 — v)vn) y entonces

W (s yn + (1 — ) < / & — yldn(z, )
BRXBR

y / & — yldm(z,y) + (1= ) / 2 — yldma(z, y)
BrXxBpr BrXxBr

= AW (i, 1) + (1= )W (1, 12)
< 4/2,

de donde se concluye que B; es un conjunto convexo. Luego, podemos aplicar (5.1.12) a cada
B; y obtenemos

NA
P(iy € A) < P|ayel B
i=1

IA

NA
SB (i < B)
i=1

VAN
@
>
o}
/T\
=
T,_,\
=
Y
=
AN
=
T
~__

VAN
N
D
5
iS)
/T\
=
t)—l\
=
Lo )
=
<
=
&
N———

pues para todo i, B; C As.

Consideremos ahora el conjunto
A= {I/ € P(Bgr) : W(v, ug) > ne — 2EaRe_°‘R2} .
Entonces, por desigualdad triangular, se tiene para toda medida v € A;
W (v, pig) > ne — 2E,Re™ % — ¢,
pero como W (-,-) > 0, tenemos que
W (v, ur) > max <n5 —2E,Re %" _3, O) =: (.

Gracias al lema 5.1.8, sabemos que up satisface una desigualdad de Talagrand modificada,

2
H(v|pr) = ﬁmﬂ(uR, V) — Eye Au) E,R*+2),
2 A=\
y entonces
2
Hivlur) > 222 — B (222 B R? 1 2).
2 A=A

60



5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Notemos que esta cota es independiente de v, luego tenemos que

20
A=\

inf H(v|ugr) > %@ — Bye o <

veAs

E,R* + 2) ,
y, por lo tanto,

P(iY € A) = P (W(ﬂg r) > e — 2EaRe‘aR2)

< NAexp | =N ﬁ&-Eae—aRQ 20 E.R?+2])|).
2 A=\

Ahora supongamos que § = d;€ con 9, lo suficientemente pequeno de modo que

(=ne— 2EaRe_°‘R2 —he=(n—0b1)e — 2EaRe_°‘R2.

Gracias al teorema A.2.3, tenemos que paratodo R >0y 0<d < R

NA < (16§R)(2§)‘

Con esto finalmente vemos que

PW (. i) > ¢) < (16€R) (5) exp (—N [%& _ Beo? ( 220 gy Q)D 4

(516

exp (—N [%(1 —1n)e — e(o‘l_a)RQEa}) :

A=\

si 01 lo suficientemente pequeno y R lo suficientemente grande para que

¢ =(n—0)e—2E,Re % >0,

%(1 - 77)5 - e(al_a)RQEa > 07
Al o a2 [ 2MA 9
—(*—FE, e @ E, R +2 0,
5 ¢ e (A N +2] >
R>_ L
2a
Y 1 0,7968
2 > __1 ?
R - 0g< N )
q.e.d.



5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Aplicacién del teorema 5.1.2 en la practica

Para poder aplicar el teorema anterior queda pendiente encontrar una forma sistemética
de calcular R y 67, de modo que satisfagan las condiciones (C1)-(C5). Ademés notemos que
si bien el teorema es cierto para todo n € (0,1), A\ < Ay a; < a < A\/2, nos interesa escoger
estos parametros de forma que el Ny minimo necesario para hacer la cota no trivial sea lo
menor posible.

Comencemos por notar que Ny crece con R, el que debido a las condiciones (C4) y (C5)
explota cuando « se acerca a cero. Por ello fijamos « tan grande como sea posible, lo que a
su vez también fija el valor de E,. Resta fijar n, d;, A\; v ay. Para ello seguimos el siguiente
procedimiento:

1. Definimos Ry como el minimo R que satisface (C4) y (C5).
2. Se discretiza el intervalo (0, 1) generando un vector (ny,...,nn,).
3. Parak=2,..., Ny:

a) Para n = n; se fija Ry como el minimo R que satisface (C2). Notemos que con
todos los otros parametros fijos, independientemente del signo que tenga el lado
izquierdo de (C2), ay se puede fijar de modo que dicha cantidad sea maxima. Se
escoge de esta manera.

b) Paraj=1,....k—1:

1) Para n = n, y 61 = n; se calcula Ry como el minimo R que satisface las
condiciones (C1) y (C3) simultaneamente. Notemos que al igual que a; en
(C2), el parametro \; se puede escoger de manera que el lado izquierdo de
(C3) sea maximo cuando todos los otros parametros estan fijos.

2) Definimos Ry; = max{Ry, R1, Ro} y calculamos Nj;, el minimo N que hace la
cota del teorema significativa cuando se considera n = ng, 0y = n;, R = Ri; y
los parametros a; y Ay escogidos de manera 6ptima como se menciond antes.

4. Fijamos los parametros 1 = g+ y 6; = ;- donde

Npjo=min{Ny; k=2, Ny,j=1,.. . k—1}.

Para desarrollar los ejemplos que se presentan a continuacion el procedimiento anterior fue
programado en Matlab.

Ejemplo 5.1.10: En este ejemplo estudiaremos la cota obtenida con el teorema 5.1.2 cuando
p es igual a la ley de una variable aleatoria normal estdandar N'(0,1). En este caso tenemos
que p satisface T1(1) y que E, = 1/4/1 — 2a y es finito para a € [0,1/2). Para empezar, en
la tabla 5.1.1 aparece el comportamiento de W (u, i) para distintos N. Para cada nimero
de observaciones se generaron 100 muestras y se estim¢ la distancia promedio, el maximo de
la distancia y la probabilidad de que W (u, i’¥) > € para distintos valores de .
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

PN (W (u, ™) > €)

N | prom{W (p, p™)} | méxW(p, V) [e=0,01]e=0,05]ec=01]e=05] e=1
10 0,4125 0,8327 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,2000 | 0,0000
20 0,2788 0,5756 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0200 | 0,0000
50 0,1781 0,4235 1,0000 | 1,0000 | 0,9700 | 0,0000 | 0,0000
100 0,1213 0,3616 1,0000 | 1,0000 | 0,6600 | 0,0000 | 0,0000
200 0,0925 0,2039 1,0000 | 0,9900 | 0,2900 | 0,0000 | 0,0000
1000 0,0405 0,0819 1,0000 | 0,2200 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
2000 0,0302 0,0696 1,0000 | 0,0700 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
5000 0,0178 0,0383 0,9300 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
10000 0,0126 0,0308 0,6600 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
50000 0,0056 0,0131 0,0200 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
100000 0,0041 0,0102 0,0100 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
500000 0,0019 0,0059 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

Cuadro 5.1.1: Comportamiento de W (u, i) para distintos N. Para cada ntimero de ob-
servaciones se generaron 100 muestras y se calcularon los estadisticos que aparecen en las
columnas.

La distancia de Wasserstein entre la medida empirica de cada muestra y la ley de la muestra,
se calculdé numéricamente haciendo uso de la féormula integral dada en la observacion 3.2.18,
para lo cual primero se calcul6 la funcién cuantil empirica, también de forma numérica.

El teorema 5.1.2 nos dice que si se satisfacen ciertas condiciones en los parametros que en

él aparecen, entonces
P(W (p, i) > €) < e® N0 4 e,

donde a, b, ¢ son constantes que dependen entre otras cosas de €. Notemos que si bien esta
cota es valida para todo N, es significativa a partir de un Ny tal que el lado derecho sea
menor o igual que 1. En la tabla 5.1.2 aparece el valor de a, b, ¢, ( y Ny para distintos valores
de €. Notemos que b, c y ¢ son las cantidades a las que se les exigia ser positivas para que el
teorema fuera cierto.

el o [ b | ¢ | ¢ | N |
0,01 | 4,521e + 04 | 5,067e — 06 | 5,905e — 05 | 6,400e — 03 | 8,922¢ + 09
0,05 | 7,118e + 03 | 1,157e — 04 | 2,486e — 04 | 3,200e — 02 | 6,151e + 07
0,1 | 3,166e + 03 | 4,422¢ — 04 | 4,523e — 04 | 6,400e — 02 | 7,161e + 06
0,5 | 4474e+ 02 | 9,420e — 03 | 1,679¢ — 03 | 3,150e — 01 | 4,749¢ + 04
1 11,901e+02 | 3,512e — 02 | 2,758¢e — 03 | 6,300e — 01 | 5,412¢ + 03

Cuadro 5.1.2: Valores para a,b,c,( y Ny para distintos valores de ¢ utilizando el teorema

0.1.2.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Comparando los resultados de las tablas 5.1.1 y 5.1.2, nos damos cuenta de que el teorema
es bastante ineficiente, ya que por ejemplo, para P(W (u, i¥) > 1) < 1 se requiere del orden
de 5400 datos, sin embargo para N = 10 observamos que la estimacion de P(W (u, i) > 1)
que aparece en la tabla 5.1.1 es 0. Uno de los posibles caminos que exploramos intentando
de mejorar el resultado fue considerar el corolario 4.2.11, el cual aplicado a nuestro caso nos
dice que pp satisface Tj(1/R?), si utilizamos este resultado en la demostracion del teorema
5.1.2 en lugar del lema 5.1.8, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.1.11. Sea p una medida de probabilidad en R y A > 0 tal que p satisface T (),

es decir
2
Wy, u) < \[SH @),

entonces para todo N € N, ne (0,1) ya; < a < A\/2

2R 16eR N
P T < ) _ 2 2
(W (ks )>€)_exp<<51€> og( 5 ) Ve )+

exp (—N {QITR(I —n)e — e(o‘l_o‘)R2Ea}) :

(5.1.14)

con 01 lo suficientemente pequeno y R lo suficientemente grande para que

C=(n—20)e—2E,Re % >0,

—a;R(l —1n)e — e(o‘l_o‘)R2Ea >0,
1
R>
T V2«
/ 1 0,7968
R*> ——log | = ) .
Qo E,

Demostracion: Es exactamente la misma que la del teorema 5.1.2, salvo que cuando se
introduce el resultado del lema 5.1.8, ahora hay que usar el corolario 4.2.11.

q.e.d.

Ejemplo 5.1.12: En este ejemplo estudiaremos la cota obtenida con el teorema 5.1.11 al
igual que antes consideramos p igual a la ley de una variable aleatoria normal estandar

N(0,1).

Comparando los resultados de las tablas 5.1.2 y 5.1.3, encontramos que los resultado em-
peoran al utilizar el teorema 5.1.11. La razén para esto pareciera ser que el criterio integral
para encontrar A tal que upg satisface T7(\) es muy poco eficiente y resulta ser mejor utilizar
el lema 5.1.8.
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‘ € ‘ a b c ‘ ¢ Ny ‘
0,01 | 3,769¢ + 04 | 5,943e — 07 | 1,440e — 05 | 6,300e — 03 | 6,341e + 10
0,05 | 6,076e + 03 | 1,657e — 05 | 7,171e — 05 | 3,150e — 02 | 3,668¢ + 08
0,1 | 2,738¢+03 | 6,973¢ — 05 | 1,431e — 04 | 6,300e — 02 | 3,927¢ 4 07
0,5 | 4,019e + 02 | 1,922e — 03 | 7,113e — 04 | 3,100e — 01 | 2,091e 4 05

1 | 1,722e + 02 | 8,07le — 03 | 1,888¢e — 03 | 6,100e — 01 | 2,134e + 04

Cuadro 5.1.3: Valores para a,b,c,( y Ny para distintos valores de ¢ utilizando el teorema

5.1.11.

Ejemplo 5.1.13: Consideremos en R la ley Weibull simetrizada de pardmetros (4,2), a la

que llamaremos p. Sabemos que p satisface T7(0,07946111). Ademas

1

E, = [ e du(z) =
/f pla) = e

con esto podemos aplicar el teorema 5.1.2 y encontrar las estimaciones que aparecen en las
tablas 5.1.4 y 5.1.5. Al igual que en el ejemplo para la variable normal estandar podemos
apreciar que el teorema es ineficiente en el sentido de que requiere de mucha mas informacion
que la que es realmente necesaria para entregar una cota significativa.

el o [ b 1 e | & | N |
0,01 | 1,516e + 05 | 1,730¢ — 07 | 2,208¢ — 05 | 6,400 — 03 | 8,760e + 11
0,05 | 2,448¢ + 04 | 4,002¢ — 06 | 1,009¢ — 04 | 3,200¢ — 02 | 6,116¢ + 09
0,1 | 1,104 + 04 | 1,541c — 05 | 1,886¢ — 04 | 6,400¢ — 02 | 7,165 + 08
0,5 | 1,630¢ + 03 | 3,370c — 04 | 7,770c — 04 | 3,150¢ — 01 | 4,837 + 06
1| 7,113¢+ 02 | 1,279¢ — 03 | 1,389¢ — 03 | 6,300¢ — 01 | 5,562¢ + 05

Cuadro 5.1.4: Valores para a,b,c,( y Ny para distintos valores de ¢ utilizando el teorema
5.1.2.

| N | prom{W(u, ™)} | méxW(p, oY) [e=0,01]e=005][e=01]e=05] e=1 |

10 1,4257 4,7966 1,0000 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,7200
100 0,4635 1,1656 1,0000 1,0000 | 1,0000 | 0,3100 | 0,0300
200 0,3281 0,8411 1,0000 1,0000 | 1,0000 | 0,0900 | 0,0000
5000 0,0674 0,1376 1,0000 0,7100 | 0,1000 | 0,0000 | 0,0000

Cuadro 5.1.5: Comportamiento de W (u, i) para distintos N. Para cada nimero de ob-
servaciones se generaron 100 muestras y se calcularon los estadisticos que aparecen en las
columnas.
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5.1.2. Teorema de Gozlan y Léonard

En esta seccion estudiaremos tres resultados obtenidos por Gozlan y Léonard en [23],
que permiten obtener desigualdades de concentracion para medidas empiricas. El argumento
utilizado por los autores es distinto a los presentados por Bolley et al. en [8] y pasa por
las propiedades de tensorizacion de las desigualdades de transporte. Gracias a lo explicito
de los resultados de Gozlan y Léonard, no es necesario rehacer la demostraciones de dichos
resultados para poder usarlos en el contexto que queremos.

Por tltimo, la version original de los resultados que presentaremos aborda una clase mas
grande de desigualdades de transporte. Sin embargo, nos quedamos con una versién un poco
més particular, pero que incluye todas las aplicaciones que nos interesan.

Lema 5.1.14. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X, d) un espacio métrico po-
laco. Sea p > 1 y p € P,(X) que satisface T,(\). Consideremos Z : X~ — R una funcion
N=YVP_Lipschitz con respecto a la métrica

N 1/p
(z,y) = <de($i,yi)) :
i=1
Entonces, para todo t > 0
RN QN AN 2
K Z(Xla"'>XN)2 Z(xl>"'>xN)dM +1 SGXp _Tt
XN

Teorema 5.1.15. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X,d) un espacio métrico
polaco y sea G un conjunto de funciones 1—Lipschitz, pu una medida de probabilidad en X

y {X1,..., XN} una muestra i.i.d. de la ley p. Llamamos proceso empirico a la variable
aleatoria
XN
Z9 =supl |— ) (X, —/qbdu .
G = {\N Sor- [

Si € Pi(X) y satisface Ty(N), entonces
AN
P(Z5, > E(Z§) + 1) < exp (—7#) , Vt>0.

Teorema 5.1.16. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X,d) un espacio métrico
polaco y p una medida de probabilidad en X. Sea {Xy,..., Xy} una muestra i.i.d. de la ley
p. Sip € Py(X) y satisface T,(X), entonces

AN
POV, ) > B 00+ 0) < exp (=25 ) . ve o
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Los dos teoremas que se acaban de enunciar son consecuencias més o menos directas del
lema 5.1.14. En ambos casos la demostracién pasa por probar que alguna funciéon es N /-
Lipschitz con respecto a la métrica definida en el lema. Por ejemplo, en el caso del teorema
5.1.16, consideremos la funcién

Ly : XY - R
1 N
r = W, (ﬁ dict 5%7#) :

Gracias a la desigualdad triangular para W,(-,-), tenemos que

1 N 1 N
|Ly(z) — Ln(y)| < W, (N ;5xw N ;5%) :

.., . . . 1 N
Por la definicion de W), (-, -), si consideramos el coupling ™ = % > ;" 0(z,.4,), entonces tenemos
que

1 1Y 1 & 1
Ln(2) ~ L(w) < W, (NZ%,NZ%) < (dem,yi)) ,
=1 =1 =1

con lo que concluimos que Ly es una funcion N~Y/P-Lipschitz para la métrica que estamos
considerando, lo que agregado al lema 5.1.14 prueba el teorema 5.1.16.

Los teoremas que acabamos de enunciar los queremos utilizar para acotar P(W,(u, i) > ¢)
y P(Z§ > €). Para lograr esto necesitamos contar con estimaciones para E(W, (i, i) y para
E(Z%,). Estas estimaciones las encontramos en las proximas dos secciones.

Estimacién de E(W3(u, oY)

En esta secciéon se estudiara el caso particular para dimensiéon 1 del Teorema 10.2.1 que
aparece en [37] (volumen 2). Dicho resultado establece una cota para la velocidad de con-
vergencia a cero de E(WZ(u, i)). Con esta cota, utilizando el teorema 5.1.16, se deduce un
resultado de concentracion para la medida empirica con respecto a W, con p € [1,2].

Antes de enunciar el teorema principal de esta seccion se enuncian tres lemas que nos seran
utiles en la demostracion de dicho teorema. Comenzamos por una version de la desigualdad
de Carlson, establecida primero para series de ntimeros reales en [11], y luego extendida a
funciones medibles. En [29] aparecen demostraciones alternativas y también generalizaciones.

Lema 5.1.17. [Carlson| Sea g una funcion medible y no negativa en R, entonces

/Rg(x)dx < \/W/R(l—i-x2)g(x)2d:c.
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Demostracion:

/ﬁmg( %) )

(o) = ([
: /1+x2/ 1+
[

du/ 1+x 2dx
w/2

= W/R(1+:c )g(z)*dx

q.e.d.

Lema 5.1.18. Sean f, g densidades de probabilidad en R, tales que

/R:cz(f(:c) + g(z))dz < .

Consideremos pu y v definidas por du(z) = f(x)dx y dv(z) = g(x)dz. Entonces

W2(uv) <3 / 2|f(2) — ga)|d.

Demostracién: La prueba de este lema consiste en proponer un coupling en particular y
demostrar que dicho coupling satisface la estimacién que se propone. Consideremos 7 el
coupling definido para ¢ una funcién medible y acotada como

|etwmartan) = = [ [ et = ra@la— f ng))dsdy
+ /Rso(ff,x)f/\g(x)dx,

donde A = fR f A g(z)dz. Para ver que efectivamente 7 € II,,, basta con probar que para
todo B C R medible se tiene que 7(B x R) = u(B) y que 7(R x B) = v(B). Para ello
podemos considerar ¢(z,y) = lpxr(z,y) = Lp(x) y entonces

(B xR) = /}R2 Lp(z)dm(z,y)
— ﬁ 15(2)(f - f Ag)(x)dx/ (9—fNg)y)dy

R R

+ /RllB(x)f/\g(:c)d:c

I
%\
=

&
8
SN—
kh
I
kh
>
s
s
SN—
<Y
)
+
%\
=
>
=2
=
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De manera similar se prueba que 7(R x B) = v(B). Ahora que ya sabemos que m € II,,,
tenemos que

W) < [ (o= yPdrta,n)

Ahora basta con probar que el lado derecho de la tltima desigualdad satisface la cota deseada.
En efecto

/RQ(Q:—y)?dW(:E,y) = // r—y — A9 @) g — [ Ag)(y))dady
- // o = 2wy + ") (f = f A g)(2)(g = [ A g)(y))dudy
B A (9 FAgy dy/RHSQf fAg)(x)de

]__
n 1_1 (f FAg)(x d:c/szg f A g)y)dy
_ % [ ylg = F AWy | 3(f = Ag)a)ds
:/ 2(f = fAg)(z)da +/y2(g fAg)(y)dy
R
_ & [ (g =T N o))y [ o(f = 1 A g)(a)de

Ahora recordamos que |z — y| = = +y — 2x Ay, donde x Ay es el minimo entre z e y. Con
esto tenemos que

/Rz (z —y)dn(z,y) = /sz|f—g\(x)dx

- 2 [vta- F gy [ a(f~ f A g)wda

1—

Por otro lado, gracias a la desigualdad de Holder

< ([ 1 ralo ) ([1r-rnle >dx)1/2
< ([ w2\f—g|(x)dw)l/2(1—A)W,

/R 2(f — £ A g)(a))da
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con lo que finalmente

2
+ —

- A /Ry(g—f/\g)(y))dy/Rx(f—ng)(a:)dg;
< [ -glahdo+2 [ 217 - gl(alda

- 3 / 2|f — gl(x)d.

q.e.d.

Llamemos P, a la medida de probabilidad de una variable aleatoria normal de media cero
y varianza o2 y sea ¢, su densidad. Sea g una medida de probabilidad en R, definimos
1’ = ® x p la convolucion de ¢ con p. Notemos que p” tiene densidad dada por ¢, * .

Lema 5.1.19. Si u € Py(R) entonces W (u%, u) < o?.

Demostracion: Sean X e Y dos v.a. con leyes p y &, respectivamente. Entonces el par
(X, X +Y) es un coupling de p con u°. Luego, tenemos que

W2, 1) SE((X +Y — X)?) =E(Y?) = 0.

q.e.d.

Teorema 5.1.20. Supongamos que p tiene momento de orden 6 finito, es decir

Mg = / 28du(r) < oo.
R

Entonces, para todo N € N,

N D
E(W3 (2", 1) < <75
donde -
D=6 (\/47r (61 + 32M6)) .
Demostracién: Consideremos X7, ..., Xy una muestra ii.d. de ley p y llamemos iV a la

medida empirica. Notemos que gracias a la desigualdad triangular y al lema 5.1.19, tenemos
que

W3 (s, i) 2 (W3 (™, (a™)7) + W3 (e, (™)) + W3 (u”, 1))

2 (0? + W3 (u7, (i™)7) + 0*)
(

VAN VAR VAN
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de donde tenemos

E(W2(1, i) < 40° + 2BWE(e, (i)7)). (5.1.15)

Por otro lado, gracias al lema 5.1.18 se tiene que:
W, (1)) <3 [ 217 (a) = gR(@)lda,
R

donde hemos llamado ¢° a la densidad de p° y ¢% a la densidad de (4")°. Ahora podemos
aplicar el lema de Carlson a la funciéon g = 2%|¢g°(z) — g% ()| y obtenemos

W3 (u, (0N)7) < 3\/7T/(1+$2)$4(9“($)—9?v($))2d$ (5.1.16)

< \/27r/ 1+ 26)(g°(z) — g% (2))2dx. (5.1.17)

Notemos que g% es una variable aleatoria en el espacio de las densidades en R. En efecto

1 N
=¥ Z‘ba(w _
1=1

Ademas, se tiene que

BU6R () = 37 3 Elorle = X0) = Elorle = X)) = [ 6= shuls) = (2,
y también
E((9% (z) — g7 (x))?) = Var(g%(x ZVar bo(x — X;)) = Var(%ﬁ\ﬂi - X))

Pero, por otro lado

Var(éo(z — X3)) < E(6o(z — X; /cb z - y)du(y),

y entonces

B((05(a) — 97 (@)) < 7 | 42— 0)dn(o)

Luego si calculamos esperanzas en (5.1.17), aplicamos la desigualdad de Jensen y el teorema
de Tonelli para intercambiar la esperanza y la integral, tenemos que

(W2, (iV)7)) < 3\/% / (1+ 2)E((g7 (x) — g5 (x))?)do.
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Incorporando los calculos anteriores, esto se transforma en

E(W2 (17, (#)7)) < 3\/% [ e [ o=t

Ahora notemos que

e = (Ggmew (7))

C (e oy
Viaro? \/QW(U/\/ﬁ)Q 2(0/v/2)?
1

m¢a/\/§($_y)a

con lo que tenemos

A(1+x6)4¢3(x—y)du(y)dx= \/Z;T?/R(l+x6)/R¢U/\/§(x—y)du(y)dx.

Pero

[+ [ bate—ndutnie = 1+ [ [ @406, pla)doduty)
< 142 [ [ @300 aloddrduty)
= 1432 (/Rxﬁgba/ﬁ(x)dxjt/Rdeu(y))
= 1+32(§0’6+M6).

Fijando o < 1 se tiene que

2/ o (~N\o 2r 1 _ - 12 1
E(W2(u, (i) ))ss\/WW@H?ﬂMﬁ)—3(f<61+32M6>) VoS

Incorporando la desigualdad anterior a (5.1.15), concluimos que

12 1
V/No'

E(W2(u, i) < 40® + 6 (/7 (61 + 32Ms))

En particular para ¢ = 1/N'/5 tenemos

12 1 D

2 ~N

+ 6 (/7 (61 + 32Mj))

N2/5
donde
D =6 (v/7 (61 +32M;)) ">
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

q.e.d.

Directamente del teorema anterior y del teorema 5.1.16, se puede obtener el siguiente
resultado, que corresponde al Corolario 8 de [23], aunque en este articulo no se da el valor
explicito de la constante D.

Corolario 5.1.21. Sea pi una medida de probabilidad en R que satisface T,(\) para algin
p € [1,2]. Entonces, para todo p' € [1,p):

) N DY\
P(Wp/(,u,,uN) > 6) < exp (—7 (5 - N1/5) )

para todo € > 0, N > D%?2/e> y
D =6 (/7 (61 + 32Mg)) "%

Demostraciéon: Consideremos p una medida de probabilidad en R que satisface T,,(\) para
p € [1,2]. Sea p’ € [1,p], por la desigualdad que satisfacen las distancias de Wasserstein,
tenemos las siguientes desigualdades

B(Wy (i) 2 ) < B(Wy(u, i) =€) y (5.1.18)
E(W,(u, i) < E(Walui)). (5.1.19)

Ademés, gracias a la desigualdad de Jensen y al teorema anterior, tenemos que

- - D D1/2
E (\/ W22(/~LN,/~L)) < \EWE (1, aN)) <y N5 - N5

Luego, gracias a (5.1.19) tenemos que

D1/2

E (Wp(ﬂaﬂN)) < N5

(5.1.20)
Como p satisface T),(\), gracias al teorema 5.1.16, tenemos que
B(W, (1, i) > €) < exp (—%N (e — E[Wy(u, ﬂN)DQ) Ve > B (Wl i)
Notemos que para ¢ > D2 /N'/5 gracias a (5.1.20), tenemos que
2
exo (22 (e~ B W0 i)) < (—%N (-2 ) |
Luego, para ¢ > DY2/N'/5 tenemos que

. AN DY\ ?
P(W,(p, i) > €) < exp (—7 <€ - N1/5) ) :

Introduciendo esta tultima desigualdad en (5.1.19) se concluye el resultado.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

q.e.d.

Una pregunta bastante natural es que dado que tenemos un control para la esperanza
de Wa(u, V) podriamos obtener una cota para P(Wa(u, V) > €) simplemente aplicando la
desigualdad de Markov. Eso lo hacemos a continuacién y después mostramos que el resultado
obtenido por Gozlan y Léonard es mucho mejor.

Corolario 5.1.22. Para todo p € [1,2] y todo N > 1 se tiene que:

N D1/2
PWy(p, ) =€) < N5

Demostraciéon: Como vimos en la demostracion del corolario anterior, para p € [1,2] se

tiene que
N D1/2
EW2(", 1)) < 5775

P(W, (s, i) > &) < P(Walp, i) > €).

Aplicando la desigualdad de Markov, concluimos que

P(Wp(p, i) > &) < P(Walu, i) > €) <

q.e.d.

Observacion 5.1.23: Notemos que para ambos corolarios, el niimero critico de observaciones
necesarias para que la cota que proponen sea valida o significativa, est4 dado por D*?2 /<5, Sin
embargo, como lo muestra el siguiente ejemplo, la cota dada por la desigualdad de Markov
decae a cero mucho mas lento.

Ejemplo 5.1.24: Consideremos p igual a la ley normal estandar A/(0,1). En este caso es
conocido que p satisface T5(1) y que Mg = 15. En el grafico (5.1.1) se muestra el compor-
tamiento de las cotas dadas por los corolarios previos para € = 0,1. Se observa claramente
como la cota de Gozlan y Léonard decae mucho mas réapido a cero.

Considerando p’ = 1, en el resultado de Gozlan y Léonard, podemos comparar para distin-
tos valores de ¢ los resultados que nos da este corolario con los resultados obtenidos con el
teorema de Bolley et al.; en su version modificada que se mostré anteriormente. En la tabla
5.1.6 aparece dicha comparacién en la que se aprecia que el resultado de Bolley et al., fun-
ciona mejor en la practica. Sin embargo, a favor del resultado de Gozlan y Léonard podemos
argumentar que en la medida de que se cuente con mejores estimaciones para E(Wo(u, V),
la cota propuesta por estos autores puede mejorar tanto como mejore la estimacion de esta
altima cantidad.
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura 5.1.1: En rojo la cota dada por Gozlan y Léonard, en azul la cota dada por la de-
sigualdad de Markov. En el grafico superior se utilizo escala logaritmica en el eje de las
x.

No
€ Cota Bolley et al. ‘ Cota Gozlan y Léonard
0,01 8,922¢ + 09 4,705e + 15
0,05 6,151e + 07 1,506e + 12
0,1 7,161e 4 06 4,705e + 10
0,5 4,749e + 04 1,506e + 7
1 5,412¢ + 03 4,705e + 5

Cuadro 5.1.6: Comparacion de los distintos Ny’s obtenidos. Podemos ver la version que se
presentd del resultado de Bolley et al. es la mejor alternativa para todo valor de €.

Estimacion de E(Z%)

Recordemos que para (X, d) un espacio métrico polaco y G un conjunto de funciones
1—Lipschitz, 1 una medida de probabilidad en X y {Xj,..., Xy} una muestra i.i.d. con ley
1. El proceso empirico asociado a p corresponde a

N

1

28 =sup |5 >0l — [ oda
N $EG {‘N ; X

En esta seccion consideraremos un proceso empirico en particular, el cual corresponde

al caso G = {f € Ly(X.d) : ||f|lz, < 1}, donde L; corresponde al conjunto de funciones

)



5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Lipschitz acotadas definido en el capitulo 3. Notemos que con esta eleccién tenemos

75 = BL(u, i™).

En [17], el autor nos propone el siguiente teorema para acotar la esperanza de E(BL(u, i)).

Teorema 5.1.25. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Llamamos N(u,e,d) al minimo
numero de conjuntos de didmetro menor o igual a 2 necesarios para cubrir X salvo un
conjunto de medida §. Suponga que para algin real k > 2 existe una constante K de modo
que

N(p, e, "2y < Ke*, (5.1.21)

cuando 0 < € < 1. Entonces para todo N € N
E(BL(u, i) < M(k, K)N /%,

donde

1
Mk, K)=1+ )+27K1/2 (1+3(87).

gk/(k+2) _ 3k/(k+2 k-2)/2 _ 1

Gracias a este teorema y al teorema 5.1.15, podemos encontrar el siguiente corolario.

Corolario 5.1.26. Sea p una medida de probabilidad en Py (X) que satisface Ty (). Entonces,
para todo € > 0

para todo € > 0, N > M(k, K)*/e* y M(k, K) es la constante del teorema 5.1.25.

Para poder utilizar este teorema, nos hace falta un criterio que nos permita obtener los
valores de k y K en (5.1.21) de modo de poder calcular M(k, K). A continuacion presentamos
un criterio dado por Dudley en [17].

Proposicion 5.1.27. Consideremos X = R y sea u una medida de probabilidad en R y
k > 2. Supongamos que para 5 = k/(k —1)(k —2) se tiene

Mg = / lz|Pdp(z) < oo,
R

entonces 18
M
k/(k—2) B
N(p,e,¢e ) < ok
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5.1. Concentracion de la Medida Empirica con respecto a W

Demostracion: Sea € € (0,1] y v > 1. Escojamos r > 0 tal que
p([—r, 7)) <2 < p([=r/y, /7)),

lo que podemos lograr fijando

r=sup{y : p([—y/7,y/]) > /ED}.

Entonces

A B
T r _
Mg = / || Pdpu(z) 2/ || Pdpu(z) Z/ (_) du(z) > (_) ok (k=2)
R [=r/7.r/]¢ [—r /7, /41 \Y y

Por otro lado el intervalo [—7,r| lo podemos recubrir con /e bolas cerradas de radio e.
Luego

L/B _k/B(k—2) 1/B
N(p,e, ety < L < M5 /e _ M .

k
€ € €

Para terminar basta notar que el lado izquierdo de la dltima desigualdad no depende de v,
por lo que podemos tomar v \, 1 y concluir.

q.e.d.

Observacion 5.1.28: Es 1til conocer k en funciéon de S para la dltima proposicion. Ya que
en la mayoria de los casos lo que conocemos a priori son los momentos de p. Es facil probar
que

_3+1/B+/1+68+1/8
5 :

Ejemplo 5.1.29: Consideremos una vez mas u, la ley normal estandar en R. En este caso
Mgj es finito para todo 3, luego podemos buscar aquel 5 que minimice M (k(3), Mﬁl/ﬁ)k(ﬁ).
Heuristicamente, 5 = 6 parece un buen candidato. Con el encontramos que

k(B) = 2,2953,
M(k(B), My'") = 1,5597¢ + 04.

k(5)

En la tabla 5.1.7 aparece Ny, el valor minimo de N para que el corolario 5.1.26 sea valido.
Recordemos que BL(p, i) < W (u, iV), luego tenemos

P(BL(p, i) > &) <P(W (u, i) > ¢),

con lo que se tiene que los resultados que encontramos antes para concentraciéon de la medida
empirica con respecto a la distancia de Wasserstein son también validos para la distancia BL.
En la tabla 5.1.7 también aparece el minimo N necesario para que fuera valido el teorema
5.1.2, de modo de poder comparar que resultado es mas eficiente. Nuevamente encontramos
que el teorema de Bolley et al. es mucho mejor que el corolario encontrado con el resultado
Gozlan y Léonard y la cota para E(BL(u, ")) dada por Dudley. Aunque, si se contara con
una cota mas fina que la de Dudley probablemente se podria mejorar el resultado del corolario
5.1.26.
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

No
e | Cota Gozlan y Léonard ‘ Cota Bolley et al.
0,01 1,641e + 14 8,922¢ + 09
0,05 4,080¢e 4 12 6,151e + 07
0,1 8,313e + 11 7,161e + 06
0,5 2,067e 4+ 10 4,749¢ 4 04
1 4211e + 09 5412¢ + 03

Cuadro 5.1.7: Comparaciéon del comportamiento Ny para distintos valores de ¢.

5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a
la distancia de Lévy-Prokhorov

En esta seccidon estudiaremos un resultado de concentracion de la medida empirica con
respecto a la distancia de Prokhorov propuesto por Dudley en [17].

En lo que sigue (X, d) es un espacio métrico separable, p una medida de probabilidad en
X v i la medida empirica asociada a una muestra i.i.d. de p de tamano N.

2

1

N

m

2) < @, (5.2.1)

Proposicién 5.2.1. Sea T' un subconjunto medible de X y sea {S;}7L, una particion medible
de T, entonces:
( (1 — iV)(S}))
j
D o= i™)(S))

<'1 |> < (m’“L(T))I/2. (5.2.2)

E
E
N

Demostracion: Empecemos por notar que para A, un subconjunto medible de X, se tiene
que

E(3¥(A) = E(%Zaxim))
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

Asi también

B(i7 (A7) — E(%Za&(m)

i#j i=1
= % Y P(X; € AP(X; € A) + % Y P(X; € A)
i#j i=1
1 S
= ;u(fl) + 573 ;u(fl)
_ W= D4 | p(4)
N N’
de donde concluimos
(1 — i) (A)?) = E(Y (4) — E(" (4)))? = M A

Entonces

j=1 N
(T - 5 ()
N N
_uD)
- N

Luego, gracias a la desigualdad de Cauchy también tenemos

E(ZKu—ﬂN)(Sj)I) = ZE(l(M—ﬂN)(SJ)D

VAN
VR
Nk
—_
[\
~
=
R
E
=
=
|
>
Z
<
=
N~
=
(Y]

IA
™~
=
==
=
~_



5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

q.e.d.

Dado un § > 0, notaremos como N(u,d) al minimo nimero de conjuntos de didmetro
menor o igual a 20 que son necesarios para recubrir a S salvo por un conjunto de p-medida
menor o igual que d. Por ejemplo, si consideramos S = R y p la ley de una normal estandar
N (0, 1), tenemos que N (u, 0,05) < 40, pues con 40 intervalos de largo 0,1 se cubre el intervalo
[—2,2] y el conjunto u([—2,2]°) < 0,05. En lo que sigue denotaremos

) log N (1, 6)
k(u) =1 o8V 9)
(1) Tt Tog(1/0)

Teorema 5.2.2. Para todo € > 0 existe un Ny € N tal que V N > Ny
E(dp(,u, ﬂN)) < 3N—1/(k(,u)+2+6).
Demostraciéon: Empecemos por notar que

log N log N
k(u) = lim sup 08 VI 9) (2, 9) = lfm sup 08 VLT )

oo log(1/d) N0 log(l/n)
luego para todo £ > 0 tenemos que existe un dy > 0 de modo que

log N (1, 6)
log(1/6)

Es decir, para todo € > 0 existe un ¢ suficientemente pequeno tal que

k() + &> V5 € (0, 5).

1
N(p,0) < {WJ =: Nop.

Consideremos N = |1/6*W+2¢| y notemos que existe una coleccién de conjuntos medibles
Ay, ..., An, con diam(A;) < 26 y un conjunto Ay con p(Ag) < 6 tales que:

X = U Aj,
j=0

y notemos que considerando By = Ag\U; A;, By = A1 y By = Apia\ U’ Aj, tenemos que
la coleccion { B, };V:Ol es una particion y satisface

diam(B;) <24, j=1,..., Ny, u(By) <.
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

Sea F' C X un cerrado y sea J = {j > 1: B; N F # ()} entonces

aV(F) < @MU By) + N (Bo)

< @V By) + 1™ (Bo) + u(| By) — ) By) + 6 — 1u(Bo)
jed jed jeJ

< wlJB)+6+ > 1(a" — n)(B;)]
jeJ 7=0

< p(FP)+6+ 10N — p)(By)]

J=0

< u(FT)+

con §* = 20 + Z;V:OO |(4™ — w)(B;)|. Entonces dp(u, o) < §*.
Finalmente, gracias a la proposiciéon 5.2.1 tenemos

N /2
E(dp(p, ™)) < 26 + (WO) — 3§ < 3N~ V(kw+2+e)

q.e.d.

Observaciéon 5.2.3: Notemos que N no puede ser muy pequeno, ya que N = Ll / 5k(“)+2+€J
y 0 esta acotado superiormente.

Corolario 5.2.4. Si para k, K € R, tenemos que N(u,0) < K6=* para § € (0,1], entonces
para todo N € N

X 24 K'/?
E(dp(p, i) < NG

Demostraciéon: Consideremos § = 1/N/*+2) y notemos que § € (0, 1] para todo N. Enton-
ces, por hipotesis se tiene

K
N(p, 0) < 5 = KNk (k42

Siguiendo el mismo razonamiento que antes podemos llegar a que

N
E(dp(p, 1)) < NGy N N2

2 (KNk/(k+2)>1/2 2—|—K1/2
q.e.d.

Analicemos ahora el caso X = R. Empecemos por establecer condiciones para la existencia
de una cota como la que aparece en la hipotesis del corolario anterior.
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

Proposicién 5.2.5. Supongamos que X =R, entonces:

Ml/ﬁ

_ B B
M= [ feldua) <0 = Niuo) < i

Demostracion: Sea ¢ € (0,1], v > 1y r > 0 tal que

p([=r,r]%) < e < p(l=r/v,7/7),
para lo cual basta fijar
r=sup{y : u([=y/v,y/7]°) = €}.

Entonces

N\ P N\ P
o= [P [ ez [ (D) a2 (L)
R [=r/v,r/v]¢ [=r/v,m/v]¢ 9 Y

Por otro lado, notemos que el intervalo [—r, r| lo podemos recubrir con r/e bolas cerradas
de radio . Luego
- ’yMﬁl/ﬁ/{gl/B ’}/Mﬁl/ﬁ
N(,U/,&T)SES c = cl1+1/B8 "
Para terminar basta notar que el lado izquierdo de la tdltima desigualdad no depende de 7,
por lo que podemos tomar v \, 1 y concluir.

q.e.d.

Del capitulo 3 sabemos que si X =R y u, v € P(R) entonces

dL(:U’v V) < dP(:uv V)v

de donde tenemos que {dr(u, i) > €} C {dp(p, i) > €} y entonces aplicando la desigual-
dad de Markov, concluimos que

B(dp (1, i)

P(dr(p, i) > &) < P(dp(p, i) > €) < .

Con todo lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema de concentracion para medidas
empiricas en R con respecto a la distancia de Lévy.

Teorema 5.2.6. Supongamos que p es una medida de probabilidad en R tal que:

M; = [ laldulz) < .
R
entonces para todo N € N

2+ MY
~N B
P (dum, i) 2 €) < —r7Grs
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

Observacion 5.2.7: Notemos que este teorema deja de ser trivial para

94 Ml/QB 3+1/8
N (7ﬁ> |
€

Ejemplo 5.2.8: Consideremos p la ley de una variable aleatoria normal estandar N (0, 1).
En este caso Mg es finito para todo 3. Si consideramos 5 = 12 y € = 0,045, tenemos que:

) 771149

Notemos que esta ultima cota es significativa para N > 6,5868e + 05. En la figura 5.2.1 se
observa el comportamiento de P (dL(u, i) > 5) para los valores mencionados.

Figura 5.2.1: Comportamiento de la cota para PP (dL(u, Ny > 5) cuando N es grandey 8 = 12
y € = 0,045. En el grafico se observa el lento decaimiento hacia cero.

5.2.1. Concentracién exponencial para la distancia de Lévy.

En lo que se acaba de hacer, se mostr6 que existe una concentraciéon polinomial para la
distancia de Lévy. Sin embargo, gracias a la relaciéon que existe entre las distancias de Lévy,
de Lévy-Prokhorov y de Wasserstein en R, los resultados de concentraciéon obtenidos para
esta ultima en el capitulo anterior pueden aplicarse para la distancia de Lévy. En efecto,
recordemos que

P(dp(p, (i) > ) < P(dp(p, i) > €*) <P(W(p, i) > €%).

Si bien tenemos varios resultados de concentracion para W, nos quedamos con el mejor,
que corresponde al teorema 5.1.2, el cual traducimos a este contexto.
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5.2. Concentracion de la medida empirica con respecto a dp

Teorema 5.2.9. Sea p1 una medida de probabilidad en R y X\ > 0 tal que p satisface T1(\),
entonces para todo \y <X\, N e N, ne€ (0,1) y 51 <fB < \/2

16er (5122) . (2
P(dy(p, i) > €) < < 66R) ' exp <—N [%Cz — Ege PR <£E5R2 + 2)}) +

5182 A — )\1
exp (—N [%(1 —n)e? — e(Bl_B)RQEB}) ,
(5.2.4)
con 01 lo suficientemente pequeno y R lo suficientemente grande para que
¢ =(n—20)e® —2E3Re " > 0, (C1)
%(1 —n)e? — 6(51_5)R2Eg > 0, (C2)
A 20
?1@ — Ege P (A IA EsR? + 2) > 0, (C3)
— A1
1 /
R> NGTE (C4')
! 1 0,7968
2 g (M05) o

Ejemplo 5.2.10: Consideremos una vez més la ley normal estandar, la que sabemos satisface
T1(1). Utilizando e = 0, 045 como en el ejemplo anterior, encontramos que el Ny minimo para
que el teorema 5.2.9 sea valido es Ny = 1,2231e + 12, el cual es mucho mas grande que el N
necesario para que el lado derecho de (5.2.3) sea menor o igual que 1.

El ejemplo anterior nos muestra que este tltimo resultado es en la practica muy poco ttil,
sin embargo se incluyo para dejar constancia de todos los resultados que se encontraron.
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Capitulo 6

Estimacion de Medidas de Riesgo
Financiero

El objetivo de este capitulo es construir intervalos de confianza no asintoticos para el VQR,,
y las medidas de riesgo espectrales al rededor de sus estimadores histéricos. Para lograr este
objetivo utilizaremos los resultados de concentracion obtenidos en el capitulo anterior.

Con el fin de dar un contexto mas completo en cuanto a la estimacion de medidas de riesgo,
también hemos incluido resultados acerca del comportamiento asintotico de los estimadores,
en particular acerca de las condiciones que se deben tener para que el estimador historico
converja casi seguramente cuando el tamano de la muestra tiende a infinito.

Una hipotesis importante que se asume implicitamente en este capitulo, es que los valores
historicos de los retornos de un activo son independientes entre si, lo que en la préctica se
sabe que no es cierto. Sin embargo, esta hipotesis se hace sistematicamente en la literatura.
Ver por ejemplo [10], [12], [14], [21].

El capitulo se divide en tres partes. En la primera se da una definicién precisa al término
estimador historico y se discuten las razones para centrarnos en ellos. En la segunda parte
se estudia el comportamiento asintético y en la tercera se construyen intervalos de confianza
no asintoticos bajo distintas hipotesis.

6.1. Estimadores histéricos para medidas de riesgo espec-
trales

Consideremos una medida de riesgo p distribuciéon dependiente. Dada una muestra i.i.d.
{Xi, Xs,..., XN} de una variable X que representa las ganancias y pérdidas de un activo
financiero, el estimador de riesgo histérico pV asociado a p es el estimador obtenido al aplicar

85



6.1. Estimadores historicos para medidas de riesgo espectrales

p a Fy, la distribucion empirica de la muestra, es decir,
(6.1.1)

P (X) = p(Fw).

Si p es una medida de riesgo espectral, con espectro ¢, entonces p™ (X) estéa dado por
(6.1.2)

N
PV (X) = p(Fy) = —szv,iX(i),
=0

donde X, es el i-ésimo elemento de { X }1_; ordenada de menor a mayor y wy,; = |, (ZZ/ 1)/N o(u)du
parai = 1,...,N. Esta formula se deduce facilmente si observamos que si F' = Fy es una

distribuciéon empirica entonces qEN(~) tiene la forma que se observa en la figura 6.1.1.

Funciéon cuantil empririca

Ip, (U
X(n) Gc—e
X(3) c—e
X(2) c—e
X —e
1 2 3 N—-1
N N N ~ 1 u

Figura 6.1.1: Funcion gz (u) v.s. u para Fy una distribucion empirica.
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

Ejemplo 6.1.1: Aplicando las ecuaciones (6.1.1) y (6.1.2) podemos obtener facilmente los
estimadores historicos para:

1. Value at Risk(VQR,,):

_—_ N
VaR, (X) = _X([Na])-
2. Expected Shortfall(ES,):

1 [Na

— N
ES, (X) = —m Z X(i) + X([Na])(NOz - LNO(J)
=1

En ambas formulas [z] corresponde al cajon superior de z, el menor entero que es mayor o
igual que x.

{Por qué estimadores historicos?

Los estimadores historicos son sélo una de las posibles alternativas para estimar medidas de
riesgo, y sin embargo, en esta memoria s6lo nos ocupamos de ellos. Es natural preguntarse por
qué. La respuesta tiene que ver con los conceptos de robustez y sensibilidad estudiados por
Cont et al. en [14], que basicamente apuntan a cuantificar el error de estimacion producido por
errores en los datos. Una de las conclusiones de dicho articulo es que los estimadores historicos
son menos sensibles a estos errores. Fue esta robustez la que nos motivo a concentrarnos en
ellos.

La razon subyacente de la robustez de los estimadores histéricos, es que son estimadores
no paramétricos, por lo que las hipotesis que se requieren para obtener sus propiedades son
bastante generales y, en particular, no es necesario suponer que la distribuciéon de la cantidad
que se esta estimando es alguna en particular.

6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

N

6.2.1. Convergencia de VQR,

_—_N
Para estudiar la convergencia de VQR,, , contamos con dos resultados clasicos de la teorfa
estadistica que aparecen en el Capitulo 21 de [42].

Teorema 6.2.1. Para toda sucesion de funciones de distribucion Fy(-), si {qy}n>1 son sus
funciones cuantil inferior entonces se tiene que {Fy}n>1 converge puntualmente a F' en todo
punto de continuidad de F si y solo st {qy}n>1 converge puntualmente a qp en todo punto
de continuidad de qp.
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

Consideremos una sucesion de variables aleatorias { X, },>1 i.i.d. con funcion de distri-
bucion F. Sea {Fy}ny>1 la sucesion de funciones de distribucién empiricas asociada a las
primeras N variables y ¢y (+) las funciones cuantil inferior de dichas muestras. Gracias al teo-
rema de Glivenko-Cantelli 3.1.5, tenemos que casi seguramente Fy converge uniformemente
a F'. En particular, Fly converge puntualmente a F' en todos los puntos de continuidad de F'.
Esto sumado al teorema anterior, nos dice que casi seguramente, la funciéon cuantil empirica
¢y(+) converge puntualmente a g (-) en todos los puntos de continuidad de esta tltima. En
otras palabras, para todo a € [0, 1] tal que a es un punto de continuidad de ¢n (), gy (@)
es un estimador consistente para g () en el sentido usual de la teoria de estimadores. (Ver
por ejemplo [30]).

También contamos con un resultado acerca de la distribucion asintotica de ¢y (), el cual
enunciamos a continuacion.

Teorema 6.2.2. Sea 0 < a < 1. Si F es una funcion distribucion y es diferenciable
en qp () con derivada positiva f(qp(a)), si llamamos qy() a la funcion cuantil inferior
empirica, entonces v/n(qy(a) — qr(@)) es asintdticamente normal con media 0 y varianza

a(l —a)/f*(qp(a)).

Observaciéon 6.2.3: Este resultado nos permite construir intervalos de confianza asintéticos
para los cuantiles, pero tiene el defecto de que requiere que conozcamos la densidad de X en
¢r (@), lo que en la practica es desconocido.

Podemos reescribir los teoremas anteriores ahora en un lenguaje financiero, con lo que
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Consideremos una muestra Xy, ..., Xy i.i.d de un activo financiero X con
funcion distribucion F'. Entonces:

1. Para todo « tal que VQR,(X) es continuo en « se tiene que casi sequramente
_—_N
VQR, (X)— VQR,(X).

2. Para todo « tal que F es diferenciable en VQR,(X) con derivada positiva. Se tiene
_—— N
que vVN (V@Ra (X)— V@RQ(X)> es asintoticamente normal con media 0 y varianza
a(l—a)/(F'(VAR,(X))).

Demostracion: Aplicacion directa de los teoremas 6.2.1 y 6.2.2.

Observacion 6.2.5: Recordemos que V@R, (X) tiene una discontinuidad en « si
[Py ({o)] > 1,
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

es decir, si existe un intervalo donde Fx es constante e igual a «. Luego, si F'x es diferenciable
en VQR,(X) con derivada positiva, entonces VAQR,(X) es continuo en a. Por otro lado, si

P(X = V@R,(X)) > 0,

entonces F'y no sera diferenciable en V@R, (X) y no sera posible utilizar el resultado anterior
para construir un intervalo de confianza al rededor de este punto.

Observacién 6.2.6: Como ya lo notaron Acerbi y Tashe en [2], en términos de convergencia,
el punto 1 del teorema anterior es el mejor resultado que se puede obtener. Esto, en el sentido
de que si gy (a) < g% (), entonces la sucesion {X(|yaj+1)}n>1 10 converge con probabilidad
1. Para ver esto podemos citar el Teorema 1 de [19], en el cual se prueba que:

P(X(|NaJ+1) < ¢x(a) infinitas veces) = P(X(|naj+1) > ¢%(c) infinitas veces) = 1.

6.2.2. Convergencia de pAd,N

Recordando las observaciones 3.2.17 y 3.2.18, podemos enunciar el siguiente teorema para
la convergencia casi segura de gy (X) a pg(X).

Teorema 6.2.7. Sea X un activo financiero con ley p. Si para p € [0,00), E(|X|?) < oo,
entonces para toda ¢ € LI((0,1),dx) con 1/p+1/q =1 se tiene con probabilidad 1 que

P (X) = po(X).

Demostracion: Comencemos por notar que

- [ strtspas

donde gy (+) es la funcién cuantil asociada a la medida empirica de la muestra . Gracias a
la observacion 3.2.18, tenemos que
1
— [ g = an(o)ras.
0

A partir de esta igualdad y de la desigualdad de Holder, tenemos que

37X = 0] = | [ stohts - [ otoraz)as

< lllse ( / 45 (5) — g (s )|pds) !

= [lolleaWy(p, i)

Para concluir, recordemos que en la observacion 3.2.17, se probo que W,(u, i) converge a
cero para toda p que tiene momento p-ésimo finito.
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

q.e.d.

A partir del teorema anterior podemos deducir directamente el siguiente corolario para el
estimador historico del expected shortfall.

Corolario 6.2.8. Sea X un activo financiero. Si E(]X|) < 0o, entonces para todo o € (0,1)
se tiene que con probabilidad 1

ES (X) = ES.(X).

6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

6.3.1. Intervalos de confianza en muestras finitas para el VQR,

Para encontrar intervalos de confianza en muestras finitas para el VQR,,, primero nece-
sitamos establecer el siguiente teorema, que nos dice que la probabilidad de que el cuantil
empirico de la muestra esté lejos del verdadero valor, estd acotada por la probabilidad de que
la distancia de Lévy entre la funcién distribuciéon empirica de la muestra y la real sea grande.

Teorema 6.3.1. Consideremos F una funcion distribucion y {Xi,...,Xn} una muestra
i.i.d. de F. Si Fy es la funcion distribucion empirica de la muestra y qy(-) es la funcion
cuantil empirica, entonces

P(g7(a) < gy (a — 8) — 8) < P(d(F, Fx) > 6). (6.3.1)

Si ademds I es continua en ¢ (). Entonces

P(gp(a) ¢ [ay(a —0) =0, qy(a+6) +6]) < P(dL(F, Fy) = 0). (6.3.2)
Demostracion: Supongamos que
dL(F, FN) < (5,
entonces para todo x € R
F(x) Fy(z4+0)+4d vy

Fy(gp(a)+0)+6 y (6.3.3)
F(qp(a)) + 0. (6.3.4)

>
=
“:J_\I
L
IA A

Recordemos que si g~ es una inversa generalizada de g, con g continua por la derecha y
g~ continua por la izquierda, entonces tenemos que g(g~(s)) > sy g (g(s)) < s. Aplicando
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

estas desigualdades, primero con F' en el rol de g y luego con Fy en el rol de g, se obtiene a
partir de (6.3.3), que

qy(a—06) =0 < qp(a), (6.3.5)

donde gy (+) es la funcién cuantil empirica. Recapitulando, hemos probado que
dL(F, Fy) < 8 = qy(a —6) = 6 < gz(a),

lo que es equivalente a
qy(a—=06) =6 > qp(a) = d(F, Fy) > 6,

de donde (6.3.1) se sigue trivialmente.

Para probar (6.3.2), supongamos que F' es continua en gz (), lo que implica que

Flgp(a)) = o
Entonces,
Fn(gp(a) —0) < a+4, (6.3.6)
a—0 < Fn(gp(a)+9). (6.3.7)

Con estas desigualdades y argumentos muy similares a los utilizados para obtener (6.3.5),
encontramos que

En resumen, tenemos que
di(F, Fy) <6 = qp(a) € [ay(a = 9) =3, gy (a +9) + 4],
o0, lo que es equivalente,
qp(a) ¢ lay (o = 0) = 0, qy(a +0) + 0] = dL(F, Fy) 2 6,

de donde concluimos directamente (6.3.2).
g.e.d.

Gracias a este resultado y el teorema 5.2.6, se tiene el siguiente resultado para el VAR, (X).

Teorema 6.3.2. Sea X1,..., Xy una muestra i.i.d, de un activo financiero X con funcion
distribucion F', tal que para [ > 1

Mg :=E(|X]?) < oco.
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Entonces para todo N € N y § € (0,«) se tiene que

P(V@RQ(X) > V@Ra_(;(X) + 5) < W (638)
Si ademds F es continua en VQR,, entonces
P(VQR,(X) ¢ [V@R(a+5)+(X) -4, VAR, ;(X)+4]) < (6.3.9)

— JNVB+1/B)”

Demostracion: Recordemos que bajo las hipotesis que se tienen, el teorema 5.2.6 nos dice
que
1/28
2+ Mg
eN1/(B+1/8)"

/\N
Luego, como VAR, (X) = —q¢y(a) y VQR,_5(X) = —qy(a — 0), gracias a (6.3.1) se tiene
que

P(d(F, Fn) > ¢€) <

_—_ N
P(VQR,(X) > VQR, s(X)+06) < P(d,(F, Fy) > 6).
Con esto se concluye (6.3.8).

Para obtener (6.3.9) los argumentos son muy similares. La tnica sutileza esta en notar que
para toda funcion distribucion F, y para x € (0,1) se tiene gz (z+) = g5 (x). En efecto, para
todo 2’ > z, tenemos que g (z') < ¢ (2’), de donde es directo que gx (z+) < ¢f(z+) = ¢ (2),
porque la funcién cuantil superior es continua por la derecha. Para la otra desigualdad basta
notar que para ' > x, ¢ (z') > ¢t (), luego tomando 2/ — x tenemos ¢ (z+) > ¢f-(z). Con
esto qy(+) = ¢ (x), lo que nos permite reescribir (6.3.2) en términos de gy () y concluir
igual que antes.

g.e.d.

Observacion 6.3.3: Notemos que el teorema deja de ser trivial para

3+1
<2+M;/25> Y
= s ’

Este ntimero puede ser bastante grande. Por ejemplo, cuando consideramos que la ley de
la muestra es la de una variable aleatoria normal estdndar, § = 12 y § = 0,045, tenemos que
N =~ 658 690.

6.3.2. Intervalos de confianza en muestras finitas para p,;

Como ya vimos en el teorema 6.2.7, es posible acotar el error de estimacion historico
|ps(X) — 3 (X)| por la distancia de Wasserstein entre la ley de X y la ley empirica de una
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

muestra i.i.d. de X. Especificamente se mostr6 que si para p € [1,00) E(|X|?) < oo, entonces
para todo espectro admisible ¢ € L?((0,1),dx) con 1/p+1/q = 1, tenemos

105" (X) = po(X)] < [l Wy (s, 27)-
Por otro lado, en la seccion 5.1, vimos que para N € Ny € > 0, se tiene
P (Wp(:uvl[l’N) > 5) S T(Nv 8)7

para una funcién adecuada r, decreciente a cero y que explicitamos en dicha seccién. Juntando
ambas desigualdades, concluimos que

P (15" (X) — pol(X)] > £) < r(N.2/|[¢l]1s).

El teorema 5.1.2 y el corolario 5.1.21 nos dicen, para distintas hipotesis, cual es la funcion
r que debemos considerar y nos permiten establecer los resultados que siguen.

Teorema 6.3.4. Sea X un activo financiero con ley de probabilidad i, que suponemos sa-
tisface Ty(X). Llamemos Eg = [g e du(x). Entonces para todo Ay < A, N € N, n € (0,1),
f1<B<AN2yo¢e L>®(0,1),dz), espectro de riesgo admisible, se tiene que

_ 16eR|| 6|0\ (FHE=) A 2 [ 20\
P <‘p¢N(X) - ,o¢,(X)( > 5) < <%> exp <—N [7142 — Ege PR (A _lAlEng + 2>D
+ exp <—N [ﬁli(l —n)e — 6(51_5)R2E5:|> ,

2[|¢lloo
(6.3.10)
con 01 lo suficientemente pequeno y R lo suficientemente grande para que
€ _
(=~ 61)W — 2B5Re " > 0, (C1)
BiR ~
Wg —n)e — eI R, > 0, (C2)
A 20 A
71@ — Ege T ( : _1 AlEBR2 + 2) > 0, (C3)
1
R>—— /28 (C4)
! 1 0,7968
> - ( ) (C5)

=@ |

93



6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Teorema 6.3.5. Sea X un activo financiero con ley p1, que suponemos satisface T,(\) para
algin p € [1,2]. Entonces, para todo espectro admisible ¢ € L1((0,1),dx), con ¢ > p/(p—1),
se tiene que

N[ & DV
P (|ps™N(X) — ps(X)] > €) < ex ——<7——)
(}p¢ (X) = po( )‘ = ) > p( 5 119]| 1 N1/5 )
para todo ¢ > 0 y N > D%2||¢||3,/€°, donde

D =6 (v/7 (61 +32My)) ">

Observacion 6.3.6: Notemos que en el caso de que p satisfaga To()\), este teorema nos
permite controlar el error de estimacién para espectros admisibles en L?((0,1), dx).

Observacion 6.3.7: En los ultimos dos teoremas, el valor de Ny, la cantidad minima de
observaciones para que las desigualdades que proponen dichos teoremas sean validas o infor-
mativas, puede ser muy grande. Esto se puede apreciar en la siguiente tabla, donde aparecen
el valor de Ny para estos dos teoremas cuando se considera que la muestra tiene ley normal
estandar.

‘ € ‘ Ny Teorema 6.3.4 ‘ Ny Teorema 6.3.5 ‘

001 8,097¢+ 13 1,5057¢ + 22
0,05| 6,396 + 11 18183¢ + 18
0,1 7.565¢ + 10 1,5057¢ + 17
0,5 5,260¢ + 08 138183¢ + 13

1 6,151c + 07 1,5057¢ + 12

Cuadro 6.3.1: Comparacion de los valores obtenidos para Ny por los teoremas 6.3.4 y 6.3.5.

En la préactica, una desigualdad que requiera de més de 61000000 de datos es inutiliza-
ble. Estos resultados nos llevaron buscar otros caminos para establecer desigualdades que
requirieran menos observaciones para ser validas. En las secciones que siguen se presenta el
resultado de dicha biisqueda.

6.3.3. Teorema de Brown, Gao y Wang de concentraciéon para
—_— N
CVGR, (X)
Antes de presentar los resultados de esta seccion, introducimos el Conditional Value at

Risk de un activo.

Definiciéon 6.3.8. Sea X un activo tal que E(X~) < oo y a € [0,1]. Llamamos Conditional
Value at Risk de nivel o de X a la cantidad

CV@R.(X) = E(—X|— X > VAR, (X)).
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El Corolario 4.49 que aparece en el Capitulo 4 de [20], nos dice que si
P(X < q¢x(a)) =,

entonces CVQAQR,(X) = ES,(X). Notemos que la condicion anterior se tiene si la distribu-
cién de X es continua.

Un resultado que hasta ahora no hemos mencionado, pero que es muy 1til en el contexto
de optimizacion de portafolios, es la siguiente representacion dual para el Ezpected Shortfall
dada por Rockafellar y Uryasev en [38|. La version que se presenta a continuacion, es un caso
particular a la dada por estos autores y corresponde a la que aparece en el Capitulo 4 de [20]
(Lema 4.46).

Lema 6.3.9. Para todo o € (0,1) y X tal que E(X ™) < oo, se tiene que

ES.(X) = fnf{M —s}.

seR (6]

En lo que sigue, a menos que se indique explicitamente lo contrario, supondremos que X
tiene una funcién distribucién continua. En este caso

CV@R,(X) = fnf {M _ s}.

seR (6]

Utilizando esta representacion, D. Brown propone en [10], el siguiente estimador historico

para el CVQR,(X):

N
— N 1
— m _ — X\t —
CV@QR, (X)= rsrgﬂg{ N ; (s — X;) s},
y prueba el resultado de concentracion para este estimador al rededor de CV@QR,, (X)) cuando
X toma valores en un intervalo compacto.

Teorema 6.3.10. [D. Brown.(2007)]. Sea X una variable aleatoria con soporte contenido
en el intervalo [a,b], con a y b nimeros reales. Entonces, para todo € > 0,

— N 0l e 2
P(CVQR, (X)<CVQR,(X)—¢)<3e s(5) W

(213

— N 2
P(CV@R, (X)> CV@R,(X)+¢) <e2(5)N,

El resultado de Brown se basa en una desigualdad clasica de concentracién propuesta por
Mec Diarmid en [34]. Esta desigualdad se puede encontrar también en el Capitulo 5 de [33].

95



6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Observaciéon 6.3.11: Notemos que la primera desigualdad de Brown acota la probabilidad
de estar subestimando el CV@QR,(X), mientras que la segunda acota la probabilidad de
estar sobreestimando el CVQR,(X). La importancia de cada una de estas desigualdades
depende del agente que las esté utilizando. Para una entidad reguladora serd més importante
acotar la probabilidad de subestimar el CV@QR,,(X), mientras que para un inversor seré mas
grave sobreestimar el CV@QR, (X ), ya que una sobreestimacion del riesgo de un activo puede
llevarlo a construir un portafolio subéptimo.

_——_ N
A continuacion veremos que el problema de minimizacion que define a CVQR,, (X) tiene
solucién explicita. Llamemos

| X
:m; , s,

y §* = X([na)), donde [z] es el cajon superior de x. Entonces, el minimo de f se alcanza en
s*. En efecto, notemos que para h > 0 suficientemente pequeno se tiene que

[Na]—-1 N
. . 1 1
fls"+h) = f(s) = = Y (Xqnvapy +h=Xe)" + 5= Y Xgwap +h— X))*
Na — Na e
—X([Na]) = h
1 [Na]-1 1 N
—— X(na)) — X))t — ~— X(ina)) — X))t
v 2 (Xave) = X) NQ'Z (X(na)) = X)
1=1 1=[Na]
+X(1Na))
1 & h([Nal—1) h

—h

= o 2o Kwvay = Xay) +
1=1
1 [No]
52 2 X(way — Xp)
i=1

h[Ncﬂ — Na
Na

Na +Na

Z 07

donde se us6 el hecho de que los valores de la muestra son todos distintos, pues la ley de la
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muestra no tiene atomos. Por otro lado,

[Nal-1
* * 1
f8"=h) = f(s) = &~ > (KXo —h—X@)" = X(nap + b
=1
1 [Nal-1
- > Xval) — X@)* + X(rva)

i=1
hNa +1—[Na]
Na

>

A partir de estos célculos se concluye que s* es un minimo local para f. Pero como f es
una funcién convexa, se sigue que en realidad s* es un minimo global. Con esto, se tiene que

N
CV@\RQN(X) = min {N— Z (S — Xi)+ — S} = f(X((Na]))-

Es decir
[Na|

_—— N 1
CVQR, (X) =~ ; X+ (Na = [Na|)X(1xa))

Utilizando la expresion anterior para el estimador historico del CVQR,(X), F. Gaoe Y.
Wang, encontraron el siguiente resultado que corresponde al Teorema 3.1 de [21].

Teorema 6.3.12. [F. Gao e Y. Wang.(2010)]. Sea X una variable aleatoria con soporte
contenido en el intervalo [a,b], con a y b nimeros reales. Entonces, para todo € > 0,

VaRr. ~2(55)°N
P(CV@R, (X)<CV@R,(X)—¢) <3¢ (i

P(CV@R, (X) > CV@R.(X) +¢) < 3¢~ (5%)N,

Observacion 6.3.13: La diferencia entre el resultado de Brown y el resultado de Gao y
Wang, es la desigualdad para la probabilidad de sobreestimar el CVQR,(X). En el caso de
que « sea pequeno la cota de Gao y Wang es mejor, por el contrario si & no es muy pequeno,
es mejor el resultado de Brown. Mas precisamente, la desigualdad propuesta por Brown es
més ajustada que la propuesta por Gao y Wang , si

Nag? 1
> [ — —
log(3) > b—a) (11 2a),

lo que se cumple para todo N si a > 1/22. Si por el contrario, a < 1/22, la cota de Brown
serd més ajustada para
11(b — a)?

il S/ S
S Ge(1 — 220y 08
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mientras que después de este umbral, la cota de Gao y Wang sera mejor.

Notemos que parab—a =1, = 0,05 y a = 0,01, tenemos que el lado derecho de la dltima
desigualdad vale aproximadamente 619730. Resultados similares se pueden obtener para
otros valores de o € (0,1/22). Esto nos indica que para muestras pequenas la desigualdad de
Brown es competitiva con la desigualdad de Gao y Wang para cualquier valor de a.

Si bien estos resultados son atractivos por su simplicidad, y porque dados «, ¢, a y b,
no es necesario tener un N muy grande para que las cotas sean significativas, tienen una
limitacion importante al ser validos s6lo para variables aleatorias que toman valores en un
intervalo compacto. Notemos que en la préctica, la hipoétesis de que a y b son conocidos, es
una hipotesis dificil de sostener. Si se conoce el valor de la méxima pérdida que puede tomar
un activo, inmediatamente se conoce el maximo riesgo que se enfrenta, sin siquiera necesitar
una muestra. Por otro lado, en los articulos mencionados de Brown y de Gao y Wang, no se
especifica un criterio de truncamiento para medidas que tomen valores en R, y notemos que
establecer un criterio para ello no es facil, ya que el CV@QR,, de un activo, depende justamente
de la cola izquierda de la distribucién de un activo, que es lo que se quiere truncar.

En la siguiente presentamos una forma de combinar los resultados anteriores con algunas
ideas de concentracion de la medida empirica que vimos en el capitulo anterior, de modo
de extender los teoremas de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias con valores en R.
Pero antes, explicitemos un corolario de los resultados anteriores para variables aleatorias
con distribucion continua y que toman valores en el intervalo [—R, R]. Notemos que en este
caso el conditional value at risk y el expected shortfall coinciden.

Corolario 6.3.14. Sea X una variable aleatoria que toma valores en el intervalo [—R, R] y
cuya funcion distribucion es continua. Entonces

P ()ESQ(X) . E\SQN(X)‘ > 5) < W(a,e, R, N),

donde

Nae? ) Nae? —Na?e?
U(a,e,R,N) = 3exp <—m) + min {3 exp <—FR2) , €Xp <27R2) } . (6.3.11)

6.3.4. Extension del resultado de Brown, Gao y Wang a variables
aleatorias con valores en R.

El objetivo de esta seccion es presentar el siguiente teorema, donde se extiende el resultado
de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias con valores en R. Ademaés, a través de un
ejemplo, se compara el desempefio de esta extension con el desempenio del teorema (6.3.4).

Teorema 6.3.15. Sea X una activo financiero con ley p. Supongamos que p no tiene dtomos
y satisface T1(N). Consideremos n € (0,1) y sean 5 y By tales que 1 < B < \/2. Llamemos
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Eg = fR eﬁ$2du(x), y sea R > 0 que satisface las siguientes condiciones:

2

ne — aRe_BRQEB > 0, (D1)

1 —
—51R( 5 njas — e(ﬁl_B)RQEB >0y (D2)

1
> —25 (D3)
Entonces, para todo N € N se tiene que
P (‘ESQ(X) - EN(X)) > g <a, ne — —Re‘ﬁRQEg) R, N)

(
—I—exp( N[ﬁlRl_ A _ 6~ “EBD,

donde VU es la funcion definida en (6.3.11).

Demostraciéon: En esta demostracion procederemos como en la demostracion del teorema
5.1.2. Consideremos ug, i y jiy como en dicho teorema. Sean gy, (-), qz(-), av(-) ¥ dy (")
las funciones cuantil de dichas leyes. Entonces:

a1 e
s [Caeas e [
_l/a S(s)ds + 1/& ()ds_é/QQRN( )ds

/|qu gn(s)lds + ~ /|qRN ) — gy (s)lds

o [ antsis =2 [t

1 1 . — N
= EW(%NR>+EW(NN i) + ‘ESa(NR)_ESa (r)]| -

ES.(X) - BS, (X)| =

IN

Gracias al lema 5.1.4, para § < A/2y R > 1/4/2 se tiene que
W (1, pur) < 2R By,

y entonces se cumple que
_—~ N — N
ES.(X)—ES, (X)|< Re‘ﬁRZEg + W(u N 4+ |ESa(ur) — ESy ()] -
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Por otro lado, gracias al lema 5.1.5, para todo 8; < fy € > 0, se tiene que

R
BV Y. ) > <) < exp (8 [ 245 ey ).

Luego, para todon € (0,1) y 81 < 3,

p(|Esu(x) - B85, ()| =¢) < B (%Re—ﬁRzEg F LW, i)+ | BSalun) — B8 (um)| 2 a>
< 2 (|BSatun) - 55" un)| 2 02 - 2R )
P (W(EN, i) > (1 - )ac)
< P ((ESa(uR) ~ ES, (MR)‘ > ne — %R6_6R2E5>

+exp <—N [—ﬁlR(lg mas _ e(ﬁl_ﬁ)RzEﬁ]> .

En este punto hay que notar que pg es la ley de una variable aleatoria que toma valores en
[—R, R] y que no tiene atomos, pues u no los tiene. Asi podemos aplicar el corolario 6.3.14 y
encontramos que

(‘ES (ug) — ES, (MR)‘ > ne — —Re_BRZEB) < @( ( £ — —Re_BRZEg) R, N)

Resumiendo, para todo f; < f < A/2,n € (0,1) y N € N. Se tiene que
o 2
P (‘ESQ(X) . ESQN(X)’ > 5) < <a, <7)5 . —Re‘ﬁR2E5> R, N)
a

+ exp (—N [—61}3(12_ nas — e(ﬁl_ﬁ)R2E5}> .

Con R lo suficientemente grande de modo que satisfaga las condiciones

ne — 236_6R2Eﬁ >0, (b1)
w _BARE S0y (D2)
R> \/Lz_ﬁ (D3)

q.e.d
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Ejemplo 6.3.16: Consideremos o = 0,05. En este caso

Ne? —N¢?
U(a,e, R, N) = 3exp (—m> + exp (m) ,

luego, si X es una variable aleatoria normal estandar, 51 < § < 1/2 y R > 0 satisface las
condiciones (D1), (D2) y (D3) que se indican en el teorema anterior, se tiene

2 0\
(na - aRe_BR Eg) )

—N 2 2
+eXp (W (7}6 — aRe BRQEB) )

+exp (—N l%{;n)g _ 6(61—6)R2E4) ’

P(‘ESQ(X)—EN(X)P@) < 3exp (-40](;;%2

para para todoe > 0,1 € (0,1) y N € N. Es decir, para ¢; y ¢s constantes adecuadas tenemos
que

P (‘ESQ(X) — E/S?QN(X)‘ > a) < 3exp(—Ney) + exp (%cl) +exp (—Ney) .

En la tabla 6.3.2 aparece el valor de las distintas constantes ¢y, co vy Ny para distintos
valores de epsilon.

e[| a [ o [ N |
0,01 | 6,348¢ — 09 | 4,815e — 07 | 2,628¢ + 08
0,05 | 1,744e — 07 | 3,596e — 06 | 9,564¢ + 06
0,1 | 7,296e — 07 | 7,181e — 06 | 2,287¢ + 06
0,5 | 2,042e — 05 | 3,574e — 05 | 8,482¢ + 04
1 |8,611le =05 | 7,132e — 05 | 2,269¢ + 04

Cuadro 6.3.2: Resumen comportamiento Ny para una variable normal estandar y a = 0,05.

Una pregunta interesante que se planted en el desarrollo de esta memoria, es qué tan buena
estrategia es acotar el error de estimacion del expected shortfall de una variable aleatoria X,
por la distancia de Wasserstein entre la ley de X y su aproximacién empirica. Es decir, aplicar

—_ N 1 ~ N
ESa(X) = ES. (X)] < EW(/’LX7ILLX)' (6.3.12)
Para cuantificar que tan gruesa es esta cota, en la tabla 6.3.3, se compara el nimero

minimo de observaciones necesarias para que las cotas dadas por los teoremas 6.3.4 y 6.3.15
sean significativas.
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

‘ € ‘ Ny Teorema 6.3.4 ‘ Ny Teorema 6.3.15 ‘

0,01 8,997¢ + 13 2,628¢ + 08
0,05 6,396¢ + 11 9,564¢ + 06
0,1 7.565¢ + 10 2,287¢ + 06
0,5 5,260¢ + 08 8,482¢ + 04

1 6,151¢ + 07 2,269¢ + 04

Cuadro 6.3.3: Comparacion de los valores obtenidos para Ny por los teoremas 6.3.4 y 6.3.15.

Como se observa en la tabla 6.3.3, el teorema 6.3.15 es mucho més eficiente que los que se
han presentado previamente. La razon para ello es que la desigualdad (6.3.12) es demasiado
gruesa, por lo que para lograr mejores resultados se deberian buscar otras estrategias.

— N
6.3.5. Una nueva estimacion para las desviaciones de ES, (X)

En esta secciéon, utilizando la representacion dual del ES, y aplicando el lema 5.1.14,
encontraremos una cota para

P(ES, (X) > BS.(X) + <),

valida para variables aleatorias que toman valores en R, cuya ley satisface T7. Para establecer
este resultado, nos basaremos en dos lemas que presentamos a continuacion.

Lema 6.3.17. Sea X un activo financiero, entonces
E(ES, " (X)) < ES.(X).
Demostracion: Comencemos por recordar que
— N 1 &
ES, (X):arsl’él]él{ﬁg s}.

Luego, para todo s

y entonces

E(ES, (X)) € 5= D E((s— X)F) —s = =2 =,

Tomando infimo sobre s, en el lado derecho de la tltima desigualdad, obtenemos la desigual-
dad deseada.
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

q.e.d.

Este lema nos dice que en promedio el estimador historico tiende a subestimar el verdadero
valor de ES,(X). Es importante notar que este lema ya fue utilizado en las demostraciones
de Brown y de Gao y Wang.

Ahora un pequeno lema técnico.

Lema 6.3.18. Sea f : RY — R, definida como
| XN
— i Nt
f(x)_lsnelél{ﬁz;(s_xl) as}.
Entonces f es una funcion 1/N-Lipschitz con respecto a la métrica di(x,y) = Zé\f:l |z — i

Demostracion: Notemos que para todo s € R la funciéon (s — -)* es 1-Lipschitz en (R, |- |),
luego para todo s € R tenemos que

L N LN . N LN
<N;(8_$Z) —as)—(N;(s—yi) ) Ez:s—xl (s —vs) SN;

Luego para todo s la funcién

1N
_N; s—x;)" — as,

es 1/N-Lipschitz. Ahora notemos que para todo s’ € Ry z,y € RV

inf fu(2) — fuly) < fule) — fuly) < (),

seR
de donde tenemos

inf f,(1) — od(r,9) < fuly).

Tomando infimo sobre s’ en la tltima desigualdad y reordenando términos, obtenemos

inf fo(e) — fuf fo(y) < d(z.v).

'eR
A partir de esta ultima desigualdad, intercambiando los roles de x e y, concluimos que f es
1/N-Lipschitz.
q.e.d.

Teorema 6.3.19. Sea X un activo financiero, con ley p que satisface Ty (\). Entonces

—)\Na252)

P (E@N(X) > ES.(X) —|—6> < exp < 5
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6.3. Intervalos de confianza no asintoticos

Demostracion: Gracias al lema 6.3.17, tenemos que
P (B8, (%) > BS.(X) +¢) <P (B8, (X) > B(FS," (X)) +¢).
Ademas,
— N — N
p(E5,"(X) > E(ES," (X)) +2) = P(f(X1..... Xx) > E(/(X1..... Xn)) +ac).

donde f es la funcion definida en el lema 6.3.18. Como p satisface T1(\) y f es 1/N-Lipschitz,
gracias al lema 5.1.14, concluimos que para todo € > 0,

P(f(Xy,. . X)) 2 E(f(Xy, ..., X)) + ag) <exp <_)\N#a262> .

q.e.d.

Notemos que gracias al corolario 4.2.11, tenemos que si p tiene soporte contenido en el
intervalo [a, b], entonces u satisface T7(4/(b — a)?). Luego, gracias al tltimo teorema se tiene
el siguiente corolario, que corresponde a la cota encontrada por Brown.

Corolario 6.3.20. Si X es un activo cuya distribucion tiene soporte en el intervalo |a,b].

Entonces
—2Na?e? )

W (6.3.13)

P (E/S\’QN(X) > ES,(X) +6> < exp <

En la observacion 6.3.13, se discutié bajo que condiciones esta cota es mejor a la encontrada
posteriormente por Gao y Wang.
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Capitulo 7

Conclusion

En esta memoria de ingenieria se ha propuesto y estudiado una metodologia para cuantifi-
car el error de estimacion de medidas de riesgo espectrales. El producto final de este trabajo
de investigacion son los resultados del capitulo anterior, en los que se establecen intervalos de
confianza no asintéticos para los estimadores histéricos de las medidas de riesgo espectrales,
que dada la generalidad de las hipotesis con que se construyen, vienen a extender los resul-
tados hasta ahora conocidos. Ademas de los resultados concretos, en esta memoria se avanzo
en comprender como influye la existencia de una representaciéon dual para una medida de
riesgo, en el comportamiento de su estimador historico.

7.1. Andlisis de resultados obtenidos

En un principio, aprovechando la desigualdad

1p6(X) = ™ (X)] < @l 2a Wi (e, 1), (7.1.1)

vy los resultados de concentracion conocidos para W,(ux, i¥), quisimos establecer resultados
generales para ps(X), con ¢ un espectro de riesgo admisible, tan general como fuera posible.
Si bien este objetivo fue logrado, en el sentido de que establecimos resultados explicitos
para ¢ en L*((0,1),dx) cuando la ley de X satisface T1(\) (teorema 6.3.4) y para ¢ en
L*((0,1),dz) cuando la ley de X satisface Tp(\) (teorema 6.3.5), nos hubiera gustado que
la cantidad de datos necesaria para que las desigualdades que proponen los teoremas fueran
significativas fuera menor, de modo que los resultados que encontramos fueran realmente
utilizables en la practica financiera. Por ejemplo, el niimero de observaciones necesarias para
utilizar el teorema 6.3.4 es del orden 61 510 000. Es decir, necesitariamos mas de 200 000 anos
de informacion histérica para poder aplicar este resultado. Sin embargo, un punto a favor de
estos desarrollos es que son inmediatamente aplicables a cualquier estimador que satisfaga
la desigualdad (7.1.1). Por esto, en un contexto donde haya una gran cantidad de datos
disponibles, como al trabajar con simulaciones, nuestros resultados pueden ser directamente
aplicados.
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7.1. AnAlisis de resultados obtenidos

A lo largo del desarrollo de esta memoria, pudimos identificar dos razones para que los
resultados mencionados en el parrafo anterior no funcionen todo lo bien que nos gustaria. La
primera es que en algunos casos la cota (7.1.1) es demasiado gruesa. Por ejemplo, en el caso
del ES,, tenemos que ¢ = 1/al q y entonces

— 1 [t
IllomW . i) = |ESa(X) = B8, 001 2 2 [ lax(o) — ax(s)lds,

donde se observa que a medida que « se acerca a 0, la cota se hace més y méas gruesa. La
segunda razon por la que la metodologia anterior no es ¢ptima, es que en los resultados de
concentracion utilizados P(W (u, i) > €) converge a cero mucho mas lento de lo que se
observa en experimentos numéricos para algunas distribuciones conocidas.

Para evitar los problemas mencionados en el parrafo anterior, intentamos dos cosas. La
primera fue combinar el resultado de Brown, Gao y Wang con algunas ideas de la demos-
tracion del teorema de Bolley, Guillin y Villani (teorema 5.1.2) para la concentracion de la
medida empirica con respecto a la distancia de Wasserstein. Esto produjo el Teorema 6.3.15
que en la practica se comporta mucho mejor que los resultados encontrados previamente.

El segundo cambio de estrategia, que fue motivado por los trabajos de Brown [10] y de
Gao y Wang [21], fue tratar de obtener resultados mejores para la estimacion de ES,(X)
aprovechando su representacion dual. El producto de esta estrategia es el Teorema 6.3.19, que
generaliza el resultado de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias que toman valores en R,
es significativo para todo N, y en el caso de que se utilice para variables que toman valores
en un intervalo compacto, recupera el resultado de Brown. Estos resultados nos indican que
tratar de establecer teoremas generales pasando por acotar el error de estimacion por la
distancia de Wasserstein, quizas no sea el mejor camino.

Dada la importancia que tiene el VQR,, como medida de riesgo, e inspirados en la desigual-
dad (7.1.1), buscamos una desigualdad similar para esta medida de riesgo. Encontramos que
era posible acotar el error de estimacion del V@R, (X), controlando la distancia de Lévy
entre la ley de la muestra y la ley empirica de la muestra, lo que sumado a un resultado de
concentracion para la distancia de Prokhorov, nos permitioé establecer el teorema 6.3.2 que

entrega intervalos de confianza no asintoticos para el VQR,,(X) bajo distintas hipotesis para
la ley de X.

Un punto importante que queda pendiente en esta memoria, es establecer tests estadisticos
que permitan contrastar la hipotesis: “La ley de la variable aleatoria X satisface Ti(\)”. En
la seccion 4.2 se present6 un resultado que dice que una ley p satisface T7(A) si y sélo si para
algin g > 0,

//eBdQ(””’y)d,u(x)du(y) < +o00.
xJx

Sin embargo, no es claro a priori como se pueden realizar tests sobre esta condicién, pues
para una muestra finita el momento exponencial cuadratico empirico sera finito para todo f3.

Para terminar, podemos resumir nuestras conclusiones en los siguientes puntos
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= Se pueden establecer resultados muy generales, pero en la practica pueden ser poco
utiles por la gran cantidad de observaciones necesarias para que sean validos.

s La desigualdad (7.1.1) puede ser extremadamente gruesa, pero podria ser util para
medidas espectrales cuyo espectro tenga un soporte més grande en (0, 1).

= Los resultados de concentraciéon para las medidas empiricas pueden ser enganosos, no
siempre un decaimiento exponencial nos asegura un buen comportamiento en la préac-
tica.

» Existen resultados de concentraciéon para funcionales de la medida empirica que son
aplicables a estimadores de medidas de riesgo.

7.2. Trabajo Futuro

En cuanto a trabajo futuro, existen varias direcciones que se pueden tomar. Una direccion
apunta a levantar la hipétesis de independencia entre las variables que componen la muestra
con que se construye la medida empirica. Para esto, seria posible considerar el caso Marko-
viano, para el cual desigualdades de concentracion similares a las establecidas por Gozlan y
Léonard fueron desarrolladas por Guillin et al. en [25].

Otra direccion es tratar de mejorar las cotas para P(W (u, i) > ¢). En esta memoria
presentamos desigualdades de la forma

PW (i, i) > €) < Are N 4 Age 2V,

y encontramos que las constantes A; resultaban ser muy grandes, mientras que las tasas de de-
crecimiento b; resultaban ser muy pequenas. Tal vez, si abandonamos las cotas exponenciales,
podamos encontrar desigualdades de la forma

P(W (p, i) > ) < OLN™% 4 CoN~ %,

donde las constantes C; no son tan grandes como las constantes A;, de modo que para
muestras pequenas esta cota es més ajustada que la cota exponencial.

Una tercera posibilidad, que parece bastante prometedora en el corto plazo, es tratar de
extender el Teorema de Brown, Gao y Wang. Recordemos que ellos descubrieron las siguientes
cotas para variables que toman valores en un intervalo compacto

P (CV@\}zaN(X) < CVOR,(X) —¢) < 34 (5%)'N

P (OV@QN(X) > CVOR,(X) +¢) < min {36—%(ﬁ)2N, (5 )} .
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Con el teorema 6.3.19, ya hemos extendido la segunda cota a variables aleatorias con valores
en R, por lo que s6lo nos falta extender la primera desigualdad. Esto seria una verdadera
innovacion, ya que hasta ahora el mejor resultado disponible en la literatura es el de Brown,
Gao y Wang.

Por tltimo, en la secciéon 5.1.2 se presentaron tres resultados de Gozlan y Léonard para
la concentraciéon de funcionales de la medida empirica. Como se mencion6 en dicha seccién,
los resultados presentados por los autores en [23] son méas generales. En particular, permiten
considerar otras hipdtesis de integrabilidad sobre la ley de la muestra y obtener otras cotas
de concentracion. Esta flexibilidad en los resultados de Gozlan y Leonard plantean la posibi-
lidad de extender los resultados encontrados a medidas que satisfagan otras condiciones de
integrabilidad.
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Apéndice A

Resultados pendientes en la
demostracion del Teorema 5.1.2

A.1. Teorema de Sion para Minimax

En este anexo se enuncia y prueba un teorema de minimax dado por Maurice Sion en [40].
La demostraciéon que se presenta no corresponde a la dada en el articulo mencionado, si no a
la dada por Hidetoshi Komiya en [28]. Antes de enunciar y probar el teorema se procedera a
dar algunas definiciones y a probar dos lemas técnicos que nos seran ttiles en la demostracion
del teorema principal.

Definicion A.1.1. Consideremos X un espacio vectorial topoldgico y f : X — R diremos
que:

» [ es cuasi-convexa en X si para todo A € R el conjunto Sy = {z € X : f(z) < A} es
un conjunto convexo.

= [ es cuasi-concava en X si para todo A € R el conjunto S* = {x € X : f(z) > A} es
un conjunto convexo.

Proposicion A.1.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Entonces f : X — R es cuasi-
concava st Yy solo st

Vr,y € X,Vy € [0,1], f(yx+ (1 —7)y) >min{f(z), f(y)}.

Demostracién: (=) Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f(z) < f(y), de donde
se tiene que y € S¥®) pero como este conjunto es convexo y trivialmente z € Sf®) | tenemos
que Vv € [0,1] el punto vz + (1 — )y € S¥@. Es decir,

fyr+ (1 =7)y) > f(z) = min{ f(z), f(y)}.
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A.1. Teorema de Sion para Minimax

(<) Sea A € Ry z,y € S* se quiere probar que Vv € [0,1] vz + (1 — )y € S*. Notemos que

fyz + (1 —=7)y) > min{f(x), f(y)} > A,

luego v + (1 — )y € SN
q.e.d.

En lo que sigue se considerara X es un subconjunto conexo y compacto de un espacio vec-
torial topoldgico y que Y es un espacio vectorial topolégico. Se considerard f : X x Y — R
que satisface:

1. f(z,-) es semicontinua superior (s.c.s.) y cuasi-concava en Y,Vz € X.

2. f(+,y) es semicontinua inferior (s.c.i.) y cuasi-convexa en X ,Vy € Y.

A estas condiciones nos referiremos como las hipotesis H.

Lema A.1.3. St X,Y y f satisfacen las hipdtesis H, entonces Vyi,y» € Y y Va € R que
satisface

a < ;g{ méax{ f(z,y1), f(z,y2)},

existe yo € Y que satisface:
a < inf f .
aex (% o)

Demostracién: Por contradiccion supongamos que Ja € R tal que

a < ;/2; méx{f(x,yl), f(l’, y2)} = C(ylay2)7

pero que para todoy € Y

o
a > mf f(z.y).

Sea (3 tal que a < B < c(y1,y2). Denotemos por [y1,ya] = {yy1 + (1 —7)y2 : v € [0,1]}.
Definimos para z € [y, yo] los conjuntos:

Cz={xeX:f(r,z)<a} vy C'z={xeX: f(zx,2) <}

Sea A = C'y; v B = C"ys. Entonces se tiene lo siguiente:

1. CzC C'z, pues a < 5.

[\)

. Cz,C"z son cerrados, pues f(-, z) es s.c.i.
3. C'z, "z son no vacios, ya que por hipotesis de contradiccion Vy € Y a > inf.cx f(z,y).

4. Cz,C"z son convexos pues f(+, z) es cuasi-convexa.
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A.1. Teorema de Sion para Minimax

5. Cz,C"z son conexos, directo de lo anterior.

6. ANB =10. Sixy € AN B, entonces max{ f(xo, y1), f(zo,y2)} < By luego 8 > c(y1, y2),
pero por construccion 3 < ¢(yp, ya).

7. C'z C AU B. En efecto si x € C'z entonces como f(x,-) es cuasi concava se tiene

que min{ f(x,11), f(x,y2)} < f(z,2) < B luego f(x,y1) < BV f(z,y2) < B, es decir
re€AVzr e B, luegor € AUB.

Como A y B son conjuntos disjuntos y cerrados, y C'z C AU B es conexo, se tiene que

CzcCzcA Vv Czc(C'zcC B.

Ademas, si Cz C A(resp. B), entoces C'z C A (resp. B).
Sean:
I={z€y,y):CzCA} v J={z€y,y):Cz C B}.

Entonces INJ =0, I UJ = [y1,ya]. Luego si probamos que I y J son conjuntos cerrados
tendremos una contradiccion con la conexidad de [y1, 2] v la prueba estaria completa. Pro-
bemos que [ es cerrado:

Sea {z,} C I una sucesion convergente. Como [y, ys] es cerrado tenemos que z, — z €
[y1, y2]. Queremos probar que z € I, para esto tomaremos x € C'z y probaremos que x € A,
luego C'z C A y entonces por definicion z € I. Como x € C'z, entonces f(x,z) < « y enton-
ces como f(z,-) es s.c.s. se tiene que limsup,, f(x,z,) < a < . Entonces Im € N tal que
f(z,zy) < B esdecir x € C'z, C Apues z, € I,luegor € A= CzC A= z¢€ . Luego I
es cerrado. Para J es totalmente anédlogo.

g.e.d.

Lema A.1.4. Si X.Y y [ satisfacen las hipotesis H, entonces para todo conjunto finito
{y1,-.,yn} CY yVa € R tal que

o < fnf méx f(z,y),

entonces existe yo € Y tal que:
a < inf f .
sex (% o)

Demostraciéon: Por inducciéon en n. Notemos que para n = 1 el lema es trivial, basta
considerar yg = y;. Supongamos ahora que el resultado es cierto para n — 1 y probemos que
se tiene también para n. Sea X' = {z € X : f(x,y,) < a} como f(-,y,) es cuasi-convexa y
s.c.i. en X tenemos que X’ es un subconjunto compacto y convexo de X. Podemos ademas
suponer que X’ es no vacio, ya que si lo fuera basta con considerar yg = y, vy se tendria el
resultado.

Notemos que:

a < inf méx f(z,y;) < inf max f(z,y;) = nf méx f(z, ),

zeX 1<i<n reX’1<i<n reX’1<i<n—1
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A.1. Teorema de Sion para Minimax

donde la primera desigualdad se tiene de la hipotesis, la segunda porque se esta tomando
infimo sobre un conjunto méas pequeno y la tltima igualdad se tiene porque para x € X/,
f(z,yn) < o mientras que maxi<;<, f(z,y;) > «, y entonces el maximo se alcanza en y;« con
1 €1,...,n—1. Luego tenemos que

inf A i)
o<l )

Ahora notemos que si consideramos la restriccion de f a X' XY, entonces X', Y y f satisfacen
las hipotesis H. Luego podemos aplicar la hipotesis de induccion y encontramos que existe
Yy € Y tal que
a < inf f(z,yp).
rzeX’ f( ’y(])

Pero notemos que en X\ X’ se tiene que f(x,y,) > «, luego tenemos que
a < fnf max{f(z,yp), (%, yn)}.
BAS
Finalmente, por el lema anterior existe yq € Y tal que

inf .
a < ;gxf(x,yo)

q.e.d.

Teorema A.1.5. St X,Y y f satisfacen las hipotesis H, entonces

inf sup f(x,y) = sup 1nf f(z,y).
reX yeY yeY xTE

Demostracién: Dado que la desigualdad

inf sup f(x,y) > sup 1nf flx,y),
zeX yeY yeEY e

es siempre cierta, solo es necesario probar la desigualdad en la otra direccion. Para esto sea
a tal que

a < 1nf sup f(z,y). (A.1.1)
yEY

Definamos como X, = {z € X : f(x,y) < a}. Entonces Vy € Y, X, es convexo y compacto,
pues f(+,y) es cuasi-convexa y s.c.i.. Notemos ademas que como « satisface (A.1.1) se tiene
que Nyey X, = 0. Pero X es compacto, luego existen {yi,...,y,} € Y tales que

m?:lei = (2)7

lo que es equivalente a que

f
«< /o)
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y entonces por el lema anterior existe yo € Y de modo que

a < 1nf f(z,90) < sup 1nf f(z,y).
yEYI

Para concluir consideremos ahora {a, }, C R una sucesion creciente que satisface

ay / inf sup f(z,y),

reX yey
entonces Vn € N tenemos que

o, <sup inf f(z,y).
yey reX

Con lo que finalmente concluimos que

inf sup f(x,y) < sup 1nf flx,y)
zeX yeY yeY xE

q.e.d.

A.2. Entropia

A.2.1. Representacion Dual de la Entropia

Sea X un espacio métrico polaco. Recordemos que P(X) es el espacio de medidas de
probabilidad en X y Cy(X) es el conjunto de funciones continuas y acotadas en X.

Lema A.2.1. Sea pp € P(X). Se define: A : Cp(X) — R como

A(g) = log ( / e%lu)

A(p) = sup, {<v,0>—-H(v[p} (A2.1)

Entonces

En particular A(+) es una funcion convexa y semicontinua inferior.

Lema A.2.2. Sea 1 € P(X) y llamemos P,(X) al conjunto de medidas de probabilidad
absolutamente continuas con respecto a ji. Entonces para toda v € P,(X) se tiene que

Holw = sup { [ o~ o)}

La demostracion de estos resultados se puede encontrar en [15].
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A.2.2. Entropia Métrica en (P(X), W,(-,-))
Teorema A.2.3. Sea (E,d) un espacio métrico con diametro finito D. Para todo r > 0, sea
N(E,r) como el numero minimo de bolas de radio r necesarias para cubrir E. Entonces,

para todop > 1 y 6 € (0, D), el espacio de medidas de probabilidad sobre E, P(E) puede ser
recubierto por Ni,(E, 6) bolas de radio 6 para la distancia W, con

PN(E,5/2)
Ny(E,9) < (?)

Demostraciéon: La demostracion de este teorema se encuentra en el anexo A de [§].
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