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ESTIMACIÓN DE MEDIDAS DE RIESGO FINANCIERO. UN ENFOQUE BASADO EN
EL FENÓMENO DE CONCENTRACIÓN DE MEDIDAS EMPÍRICAS

El objetivo principal de esta memoria es construir, a partir de información histórica, in-
tervalos de confianza no asintóticos y no paramétricos para una familia de medidas de riesgo
financiero. El enfoque utilizado se basa en teoremas recientes sobre concentración de procesos
empíricos y busca llegar a resultados explícitos, que eventualmente puedan ser aplicados en
la práctica financiera.

Un segundo objetivo metodológico, es estudiar la aplicabilidad de resultados teóricos co-
nocidos de concentración de procesos empíricos a problemas de estimación en general, y en
particular al problema de estimación de medidas de riesgo financiero a partir de información
histórica.

Esta memoria comienza con una introducción a las medidas de riesgo financiero. Luego se
revisan la convergencia de leyes de probabilidad y diferentes métricas en el espacio de leyes de
probabilidad. Después se estudian las desigualdades de Talagrand y en especial se estudian
caracterizaciones integrales para ellas. Con estos elementos se presentan resultados conocidos
recientemente de concentración para procesos empíricos, poniendo énfasis en determinar todos
los parámetros que aparecen en ellos a partir de los datos del problema.

En la última parte de esta memoria se aplican los resultados presentados previamente, y
se obtienen nuevos resultados que permiten construir intervalos de confianza no asintóticos
y no paramétricos para distintas medidas de riesgo financiero y activos que toman valores en
todo R. Más precisamente, se obtiene un resultado para el Value at Risk, dos resultados para
medidas de riesgo espectrales y dos resultados para el Expected Shortfall.

Los resultados obtenidos para el Expected Shortfall extienden a situaciones más generales
resultados recientes para activos con leyes a soporte compacto, y son por lo tanto, una
innovación en el tema estudiado.
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Capítulo 1

Introducción

Medir el riesgo asociado a un activo financiero no es una idea nueva, nació al menos hace 50
años, cuando Harry Markowitz, en su trabajo acerca de selección óptima de portafolios [31],
puso en evidencia la necesidad de cuantificar el riesgo asociado a una posición financiera. Sin
embargo, fue necesario que pasara el tiempo y recién a finales de los años 90 surgió una teoría
axiomática del riesgo, en los trabajos de Artzner et al. [4] y [5].

En esta teoría axiomática del riesgo financiero, el mercado se modela como un conjunto
de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), donde Ω representa
los distintos estados del mercado y cada variable aleatoria X representa las ganancias o
pérdidas debidas al mantenimiento de una posición financiera. En este contexto, una medida
de riesgo financiero es una función que asigna un número real a una variable aleatoria. Si
esta asignación satisface ciertas propiedades, que estudiaremos más adelante, se dice que la
medida de riesgo es coherente. Uno de los ejemplos más importantes de este tipo de medidas,
es el expected shortfall, que para una variable aleatoria X denotamos como ESα(X).

Generalmente, cuando se define una medida de riesgo, se hace suponiendo un conocimiento
exhaustivo del mercado, es decir, se asume que se conocen todos los posibles escenarios del
mercado y la probabilidad de ocurrencia de cada uno. Sin embargo, en la práctica no se dis-
pone de tal información, lo que durante los últimos años ha motivado a diversos autores ha
estudiar el impacto de esta incertidumbre en por ejemplo, modelos de precios para derivados
complejos [13] o en la optimización de portafolios [12] y [36]. Una característica común de
los trabajos en esta área es buscar resultados cuantitativos y no sólo cualitativos. El trabajo
desarrollado en esta memoria va en la misma línea de los artículos anteriores, aunque en al-
guna medida con objetivos más modestos. A lo largo de esta memoria buscaremos cuantificar
el error que se comete al estimar el riesgo de un activo financiero a través de información
histórica.

Un hecho clave en el desarrollo que presentaremos, que ya había sido notado, por ejemplo,
por Pflug y Wozabal en [36], es que si X es un activo financiero con ley de probabilidad µ, del
que tenemos una muestra de tamaño N y llamamos µ̂N a la ley empírica de dicha muestra,
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entonces bajo condiciones muy generales

|ÊSα
N
(X)−ESα(X)| ≤ 1

α
W (µ, µ̂N),

donde ÊSα
N
(X) corresponde al estimador empírico o histórico de ESα(X) y W es una

distancia apropiada en el espacio de medidas de probabilidad. Lo que hace a esta desigualdad
especialmente atractiva, es el hecho de que como veremos en el capítulo 5, existen resultados
que permiten acotar P(W (µ, µ̂N) > ε) para todo ε > 0. Y luego, a partir de dichos resultados
es posible construir intervalos de confianza para ESα(X). Resultados similares a los que
encontraremos ya fueron establecidos por Brown en [10] y mejorados por Wang y Gao en [21],
pero sólo en el caso de que X toma valores en un intervalo compacto. En esta memoria se
levanta esta hipótesis y se establecen resultados para X con valores en R, y además, para
una familia general de medidas de riesgo, entre las que se cuenta el ESα.

En términos generales, esta memoria se desarrolla de la siguiente manera: primero se intro-
ducen las medidas de riesgo coherente que serán el contexto teórico en el que trabajaremos.
Luego se desarrollan las herramientas matemáticas que utilizaremos y por último se aplican
estas herramientas al problema específico de estimación de medidas de riesgo.

Para terminar esta introducción, una breve descripción de los capítulos que siguen.

En el capítulo 2 se estudia el contexto teórico para medidas de riesgo financiero. Para ello,
es necesario introducir primero las funciones cuantil y mostrar algunas de sus propiedades más
importantes. Luego, con las funciones cuantil se construyen las medidas de riesgo espectrales,
y finalmente se caracterizan a las medidas coherentes que pertenecen a esta familia.

En el capítulo 3 primero se estudia la convergencia de sucesiones de medidas de probabili-
dad y se introduce una clase especial de sucesiones, denominadas medidas empíricas. Después
se introducen distintas métricas para el espacio de medidas de probabilidad y se estudia su
relación con la convergencia ya mencionada.

En el capítulo 4 se introducen las desigualdades de Talagrand, que corresponden a de-
sigualdades funcionales para medidas de probabilidad, y están relacionadas con el fenómeno
de concentración de dichas medidas.

En el capítulo 5 se estudia el comportamiento de la cantidad P(d(µ, µ̂N) > ε), donde d
corresponde a alguna de las métricas definidas en el capítulo 3. En particular, se presentarán
resultados dados por Bolley, Guillin y Villani en [8], por Dudley en [17] y por Gozlan y
Léonard en [23]. Estos resultados establecen que existe N0 ∈ N, tal que para todo N ≥ N0

P(d(µ, µ̂N) > ε) ≤ f(N, ε),

donde f es una función explícita que para cada ε tiende a cero cuando N crece a infinito.
Esta última desigualdad entrega un control cuantitativo y no asintótico para la probabilidad
de tener desvíos mayores a un tamaño dado.

El capítulo 6 está dividido en tres secciones. En la primera se introducen los estimadores
históricos y se argumenta a favor de su uso en la práctica financiera. En la segunda se discute
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el comportamiento asintótico de estos estimadores, y en particular se presentan resultados
ya conocidos acerca de su convergencia casi segura. Finalmente, en la tercera sección de este
capítulo, se construyen intervalos de confianza no asintóticos para distintas medidas de riesgo
en torno a sus estimadores históricos. Estos resultados son el producto final de esta memoria
y al menos uno de ellos, representa una verdadera innovación en el tema.

En el capítulo 7, que corresponde a la conclusión de esta memoria, se hace un repaso de
los principales resultados obtenidos, se discuten sus alcances y limitaciones, y se plantean
algunas direcciones para el trabajo futuro.
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Capítulo 2

Medidas de Riesgo Financiero

Antes de comenzar con el estudio de las medias de riesgo financiero, se introducen las
funciones cuantil, las que como se verá en el desarrollo del capítulo, son un bloque fundamental
en las construcciones que se realizarán.

2.1. Funciones Cuantil

En esta sección se presentará un conjunto de resultados conocidos para las funciones cuantil.
La mayoría de ellos se puede encontrar en el Apéndice A.3 de [20]. Mientras que la Proposición
2.1.8 se puede encontrar en [2].

2.1.1. Definiciones y Propiedades Básicas

En lo que sigue, por función distribución acumulada de una variable aleatoria real X,
definida en un espacio de probabildad (Ω,F ,P), siempre nos referiremos a la función

FX(x) = P(X ≤ x).

Definición 2.1.1. Sea X una variable aleatoria real y FX su función de distribución acu-
mulada. Se define respectivamente el cuantil inferior y superior de FX de orden α como:

q−X(α) = ı́nf{x ∈ R : FX(x) ≥ α} y

q+X(α) = ı́nf{x ∈ R : FX(x) > α}.

Notemos que las funciones:

α → q+X(α) y

α → q−X(α),

4



2.1. Funciones Cuantil

son crecientes y por lo tanto medibles. Además, para todo α ∈ (0, 1), q+X(α) ≥ q−X(α). Sin
embargo, q+X(α) = q−X(α) para casi todo α ∈ (0, 1), pues si q+X(α) > q−X(α), entonces q−X(·)
tiene una discontinuidad en α, y como q−X(·) es una función creciente y medible en un intervalo
acotado, puede tener a lo más una cantidad numerable de discontinuidades.

Proposición 2.1.2. Para toda variable aleatoria real X la función q−X(·) es continua por la
izquierda y q+X(·) es continua por la derecha.

Demostración: Sea X una variable aleatoria real, queremos probar que si {αn}m≥1 es una
sucesión que converge a α por la izquierda, entonces

ĺım
n→∞

q−X(αn) = q−X(α).

Como q−X(·) es creciente, basta con probar que para todo ε > 0, existe un n0 ∈ N tal que si
n ≥ n0. Entonces

q−X(αn) ≥ q−X(α)− ε.

Sea ε > 0, por la definición de q−X(α) tenemos que FX(q
−
X(α)− ε) < α. Luego, como {αn}

converge a α, existe un n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0,

FX(q
−
X(α)− ε) < αn < α.

Así se tiene,
∀ n ≥ n0 : q

−
X(α)− ε < q−X(αn),

que es lo que queríamos demostrar. La prueba de que q+X(·) es continua por la derecha es
similar.

q.e.d.

Definición 2.1.3. Sea F : (a, b) → R una función creciente (no necesariamente estricta-
mente creciente). Sea

c := ĺım
xցa

F (x) d := ĺım
xրb

F (x).

Una función q : (c, d) → (a, b) es una inversa generalizada para F si

F (q(s)−) ≤ s ≤ F (q(s)+) ∀s ∈ (c, d).

Proposición 2.1.4. Las funciones cuantil inferior y superior de una variable aleatoria X
son inversas generalizadas para FX .

Demostración: Empecemos por notar que FX está definida en (−∞,∞) y toma valores en
[0, 1]. Dado un s ∈ [0, 1], probemos que

FX(q
−
X(s)−) ≤ s ≤ FX(q

−
X(s)+).

Notemos que de la definición de q−X(s), tenemos que si x ≥ q−X(s) entonces F (x) ≥ s, de
donde es directo que FX(q

−
X(s)+) ≥ s. De la misma manera, si x < q−X(s) entonces F (x) < s,

de donde se sigue que FX(q
−
X(s)−) ≤ s. La demostración para q+X(·) es similar.
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2.1. Funciones Cuantil

q.e.d.

Lema 2.1.5. Sea X una variable aleatoria real, entonces FX es una inversa generalizada
para las funciones cuantil inferior y cuantil superior.

Demostración: Probemos que FX es una inversa generalizada para q−X(·), es decir

q−X(FX(x)−) ≤ x ≤ q−X(FX(x)+), ∀ x ∈ R.

Por la definición del cuantil inferior, si s < FX(x) entonces q−X(s) ≤ x, de donde es directo
que q−X(FX(x)−) ≤ x. Por otro lado, si s > FX(x), nuevamente por definición de q−X(·) se
tiene que q−X(s) > x de donde es directo que x ≤ q−X(FX(x)+). La demostración para q+X(·)
es similar.

q.e.d.

Lema 2.1.6. Consideremos una variable aleatoria X con función distribución FX y U , una
variable aleatoria Uniforme(0, 1) no necesariamente definida en el mismo espacio de proba-
bilidad que X. Si q−X(u) es la función quantil inferior de FX entonces Z = q−X(U) tiene la
misma distribución que X, ie. FZ = FX .

Demostración: Para empezar notemos que como FX(·) y q−x (·) son inversas generalizadas,
satisfacen

q−X(FX(s)) = q−X(FX(s)−) ≤ s ≤ FX(q
−
X(s)+) = FX(q

−
X(s)),

de donde concluimos que

(0, FX(t)) ⊂ {s ∈ (0, 1) : q−X(s) ≤ t} ⊂ (0, FX(t)].

Entonces,

P(U ∈ (0, FX(t)) ≤ P(U ∈ {s ∈ (0, 1) : q−X(s) ≤ t}) ≤ P(U ∈ (0, FX(t)]),

y como U tiene distribución uniforme en [0, 1], se sigue que

P(U ∈ {s ∈ (0, 1) : q−X(s) ≤ t}) = FX(t).

Pero

FZ(t) = P(Z ≤ t) = P(q−X(U) ≤ t) = P(U ∈ {s ∈ (0, 1) : q−X(s) ≤ t}) = FX(t),

lo que concluye la demostración.

q.e.d.
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2.1. Funciones Cuantil

2.1.2. Integrales de cuantiles

Definición 2.1.7. Se define el promedio de la cola izquierda de nivel α como

x̄(α) =
1

α

∫ α

0

q−X(u)du.

Proposición 2.1.8. Sean X e Y dos variables aleatorias tales que E(X−) <∞ y E(Y −) < ∞.
Entonces, si Z = X + Y , tenemos que

z̄(α) ≥ x̄(α) + ȳ(α).

Demostración: Comencemos por definir:1(α)
{X≤x}(t) =

{ 1{X≤x}(t) si P(X = x) = 0,1{X≤x}(t) +
α−P(X≤x)
P(X=x)

1{X=x}(t) si P(X = x) > 0.

Ahora notemos que:

1. ∀ t, 1(α)

{X≤q−X(α)}(t) ∈ [0, 1].

2. E(1(α)

{X≤q−X(α)}) = α.

3. α−1E(X1(α)

{X≤q−X(α)}) = x̄(α).

Probemos estas tres afirmaciones:

1. Notemos que esto es directo si P(X = q−X(α)) = 0, pues en este caso la función1(α)

{X≤q−X(α)}(·) corresponde a una indicatriz. Si P(X = q−X(α)) > 0, el único punto en que

la cota indicada no es trivial es cuando evaluamos en t = q−X(α). Notemos que en ese
punto 1(α)

{X≤q−X(α)}(q
−
X(α)) = 1 +

α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
= 1− P(X ≤ q−X(α))− α

P(X = q−X(α))
.

Para probar que esta cantidad está entre [0, 1] basta con notar que el cuociente que
aparece a la derecha corresponde al cuociente entre el trazo negro y el trazo verde de
la figura 2.1.1, que como se aprecia en la misma figura, tiene un valor entre 0 y 1. Con
esto es directo que 1(α)

{X≤q−X(α)}(q
−
X(α)) ∈ [0, 1].

2. Separemos por casos:

a) Si P(X = q−X(α)) = 0, entonces

E(1(α)

{X≤q−X(α)}) = E(1{X≤q−X(α)}) = P(X ≤ q−X(α)) = α.
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Figura 2.1.1: Función de Distribución Discontinua. En azul la función distribución de
X. La línea continua roja representa el nivel α, mientras que la línea punteada roja muestra
q−x (α). El trazo verde corresponde a P(X = q−x (α)) y el trazo negro corresponde a P(X ≤
q−x (α))− α.

b) Si P(X = q−X(α)) > 0, es importante notar que P(X ≤ q−X(α)) > α. Con eso en
mente, se obtiene

E(1(α)

{X≤q−X(α)}) = E(1{X≤q−X(α)}) +
α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
E(1{X=q−X(α)})

= P(X ≤ q−X(α)) +
α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
P(X = q−X(α))

= α.

3. Nuevamente separamos en casos:

a) Si P(X = q−X(α)) = 0, recordemos que entonces P(X ≤ q−X(α)) = α. Luego se
tiene

x̄(α) =
1

α

[
E

(
X1X≤q−X(α)

)
+ q−X(α)

(
α− P(X ≤ q−X(α))

)]

=
1

α

[
E

(
X1X≤q−X(α)

)]

=
1

α

[
E

(
X1(α)

{X≤q−
X
(α)}

)]
.
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b) Si P(X = q−X(α)) > 0, entonces

E(X1(α)

{X≤q−X(α)}) = E(X1{X≤q−X(α)} +X
α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
1{X=q−X(α)})

= E(X1{X≤q−X(α)} + q−X(α)
α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
1{X=q−X(α)})

= E(X1{X≤q−X(α)}) + q−X(α)
α− P(X ≤ q−X(α))

P(X = q−X(α))
P(X = q−X(α))

= E(X1{X≤q−X(α)}) + q−X(α)(α− P(X ≤ q−X(α)))

= αx̄(α).

Ahora podemos demostrar que z̄(α) ≥ x̄(α) + ȳ(α). En efecto

α(z̄(α) − x̄(α) − ȳ(α)) = E

(
Z1(α)

{Z≤q−Z (α)} −X1(α)

{X≤q−X(α)} − Y 1(α)

{Y≤q−Y (α)}

)

= E

(
X(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}) + Y (1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{Y≤q−Y (α)})
)
.

Ahora notemos que si X < q−X(α) entonces1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)} = 1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1 ≤ 0,

pues 1(α)

{Z≤q−Z (α)} ∈ [0, 1]. Luego

X
(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X (α)}

)
≥ q−X(α)

(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}

)
.

Por otro lado si X > q−X(α) entonces 1(α)

{X≤q−X(α)} = 0, y se tiene1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)} = 1(α)

{Z≤q−Z (α)} ≥ 0.

Entonces

X
(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X (α)}

)
≥ q−X(α)

(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}

)
,

de donde concluimos que

X
(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X (α)}

)
≥ q−X(α)

(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}

)
.

Análogamente, se obtiene

Y
(1(α)

{Z≤q−
Z
(α)} − 1(α)

{Y≤q−
Y
(α)}

)
≥ q−Y (α)

(1(α)

{Z≤q−
Z
(α)} − 1(α)

{Y ≤q−
Y
(α)}

)
,
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de donde se sigue que

α(z̄(α) − x̄(α) − ȳ(α)) = E(Z1(α)

{Z≤q−
Z
(α)} −X1(α)

{X≤q−
X
(α)} − Y 1(α)

{Y≤q−
Y
(α)})

= E(X(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}) + Y (1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{Y≤q−Y (α)}))

≥ q−X(α)E(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{X≤q−X(α)}) + q−Y (α)E(1(α)

{Z≤q−Z (α)} − 1(α)

{Y ≤q−Y (α)}))

= q−X(α)(α− α) + q−Y (α)(α− α)

= 0.

q.e.d.

2.2. ¿Cómo medir el riesgo financiero?

Sin duda esta pregunta es antigua y a lo largo del desarrollo de las finanzas matemáticas ha
tenido distintas respuestas. Una respuesta, que es la de Markowitz, es utilizar la varianza de
los retornos de los activos. Sin embargo, la varianza como medida de riesgo tiene un problema:
“castiga” tanto movimientos a la baja como movimientos al alza en el precio de un activo,
como se ve en el ejemplo que aparece en la tabla 2.2.1. En esta tabla aparecen los retornos
de dos activos en un mundo con dos posibles estados de la naturaleza que son equiprobables.
Notemos que sin importar el estado de la naturaleza el activo B tiene retornos mejores o
iguales que el activo A, lo que indica que el activo B es menos riesgoso que el activo A. Sin
embargo si calculamos la varianza de estos activos nos encontraremos de que el activo B tiene
mayor varianza, lo que equivocadamente nos lleva a concluir que el activo B es más riesgoso.

Probabilidad Activo A Activo B

Estado 1 0,5 −1, 0 0, 0
Estado 2 0,5 5, 0 10, 0
Media 2 5

Varianza 9 25

Cuadro 2.2.1: Ejemplo para mostrar las falencias la varianza como medida de riesgo.

Una alternativa a la varianza como medida de riesgo que se hace cargo de que los movi-
mientos que hay que castigar son los movimientos a la baja es el V@Rα.

Definición 2.2.1. Sea X la variable aleatoria que representa los retornos de un activo dado,
se define el Value at Risk de nivel alfa del activo X como

V@Rα(X) = −q−X(α).

10



2.2. ¿Cómo medir el riesgo financiero?

El V@Rα de un activo representa una cota para las pérdidas que podría tener el activo
para un nivel de confianza α. Por ejemplo, si para α = 5% el V@Rα de un activo es igual a
$1 000 000, esto significa que con un 95% de probabilidad las pérdidas del activo no superarán
dicha cantidad.

Podemos volver al ejemplo de la tabla (2.2.1) y encontramos que en este caso para α = 5%
se tiene que:

0 = V@Rα(Activo B) ≤ V@Rα(Activo A) = 1.

Resultado que está de acuerdo con la intuición de que el Activo A es más riesgoso que el
activo B.

Observación 2.2.2: Algunos autores definen el V@Rα(X) = −q+X(α). Es importante notar
que las dos definiciones no son equivalentes, a menos que q−X(·) sea continua en α.

A pesar de que el V@Rα es sin duda una de las medidas de riesgo más populares en Chile
y el mundo, tiene el defecto fundamental de no tomar en cuenta los efectos de diversificación
de una cartera. El efecto de diversificación de una cartera puede entenderse de la siguiente
manera: si en una cartera tengo dos activos, en el peor de los casos se presenta simultánea-
mente el peor escenario de cada activo, luego las pérdidas totales no pueden ser mayores a
la suma de las pérdidas de cada activo. De esta manera, el riesgo de una cartera siempre es
menor o igual a la suma de los riesgos de sus componentes. Con el siguiente ejemplo podemos
ver que el V@Rα no satisface siempre esta propiedad.

Ejemplo 2.2.3: Consideremos un mercado con dos activos A y B, donde existen cuatro
estados de la naturaleza, que se describen en la tabla 2.2.2. A partir A y B, se elabora el
activo C = A+B.

Probabilidad Activo A Activo B Activo C

Estado 1 0,02 −20 −12 −32

Estado 2 0,02 −10 −1 −11

Estado 3 0,02 −1 −2 −3

Estado 4 0,94 2 1 3

Cuadro 2.2.2: Ejemplo para mostrar la no subaditividad del V@Rα.
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En este caso, tenemos para α = 5%:

V@Rα(Activo A) = 1,

V@Rα(Activo B) = 1,

V@Rα(Activo C) = 3.

Luego, tenemos que V@Rα(Activo C) ≥ V@Rα(Activo A) + V@Rα(Activo B). Lo que nos
muestra que V@Rα no es siempre subaditivo.

2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

En esta sección se dará un conjunto de axiomas que definen a las medidas coherentes
de riesgo. Se darán ejemplos de ellas y se estudiará una familia particular: las medidas
espectrales. Las ideas y desarrollos que siguen fueron extraídos de [1] y del Capítulo 4 de [20].

Para lo que sigue, la única suposición que haremos es que existe un espacio medible (Ω,F)
que representa los escenarios del mercado y consideraremos:

L0 = {X : X es v.a. en (Ω,F)},

donde X ∈ L0 representa una ganancia o pérdida debida al mantenimiento de un portafolio
hasta un horizonte especificado.

Definición 2.3.1. Sea V ⊂ L0 un cono convexo que contiene a las constantes. Una medida
de riesgo monetaria ρ, corresponde a una función ρ : V → R tal que:

1. ρ es monótona decreciente, es decir

(∀X, Y ∈ V ) X(ω) ≤ Y (ω), ∀ω ∈ Ω ⇒ ρ(Y ) ≤ ρ(X).

2. ρ es invariante por traslaciones, lo que significa

(∀X ∈ V )(∀ c ∈ R) ρ(X + c) = ρ(X)− c.

Ejemplo 2.3.2: El V@Rα es una medida monetaria de riesgo.

Las medidas de riesgo monetarias pueden interpretarse como requerimientos de capital
para una posición dada. Por ejemplo, si para un agente de inversiones su cartera tiene un
V@Rα = $1 000 000, entonces la entidad reguladora correspondiente podría exigirle al agen-
te tener en una cuenta de respaldo la totalidad o un porcentaje del V@Rα de su cartera,
en orden de estar segura de que el agente podrá responder a sus clientes en la eventualidad
de que la cartera pierda su valor. Lo mismo es cierto si se utiliza otra medida monetaria de
riesgo distinta al V@Rα.
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Definición 2.3.3. Una medida monetaria de riesgo ρ se dirá distribución-dependiente1 si
FX = FY ⇒ ρ(X) = ρ(Y ).

Ejemplo 2.3.4: Partiendo de la definición de q−(·)(α) es trivial que si FX = FY entonces
V@Rα(X) = V@Rα(Y ). Luego el V@Rα(·) es una medida distribución dependiente.

Definición 2.3.5. Si ρ es una medida de riesgo monetaria, una posición financiera X se
dice aceptable con respecto a ρ si ρ(X) ≤ 0. Se define el conjunto de aceptación de ρ como

Aρ = {X ∈ V : ρ(X) ≤ 0}.

Si sabemos que ρ es una medida de riesgo monetaria ¿Qué propiedades satisface Aρ?.
Recíprocamente, si consideramos un conjunto A ⊂ L0 de aceptación y definimos el funcional

ρA : L0 → R ∪ {−∞,+∞}
ρA(X) = ı́nf{t ∈ R : X + t1 ∈ A},

donde 1 representa a la variable aleatoria constante igual a 1. Es natural preguntarse cuáles
son las condiciones a imponer sobre A, para que ρA sea una medida de riesgo monetaria. Las
respuestas a estas preguntas las contestaremos un poco más adelante.

Ahora pasamos a definir las medidas coherentes de riesgo.

Definición 2.3.6. (Axiomas de Coherencia) Una medida de riesgo monetaria ρ, definida
como antes, es coherente si:

1. ρ es monótona decreciente

(∀X, Y ∈ V ) X(ω) ≤ Y (ω), ∀ω ∈ Ω ⇒ ρ(Y ) ≤ ρ(X).

2. ρ es invariante por traslaciones

(∀X ∈ V )(∀ c ∈ R) ρ(X + c) = ρ(X)− c.

3. ρ es homogenea positiva

(∀X ∈ V )(∀λ ∈ R+) ρ(λX) = λρ(X).

4. ρ es subaditiva
(∀X, Y ∈ V ) ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

Cada uno de estos axiomas, o bien sintetiza un principio financiero (axiomas 1 y 4) o bien
una hipótesis de como asumimos se comporta el riesgo financiero (axiomas 2y 3). Veamos
cada axioma por separado:

1Esta notación fue introducida por Cont et al. en [14] para reemplazar el termino “invariante en ley” usado
por otros autores, que según los primero, puede llevar a confusión.
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1. El principio capturado por este axioma es simple. Si un activo, bajo cualquier escenario
es mejor que otro, entonces es menos riesgoso.

2. Notemos que si ρ satisface este axioma, entonces ρ(X + ρ(X)) = ρ(X)− ρ(X) = 0. Es
decir, ρ(X) es exactamente el mínimo valor que hay que agregar a X para convertirla
en una posición aceptable. Este axioma refuerza la idea de ρ(X) como un requerimiento
de capital.

3. Este axioma es difícil de interpretar y no está exento de críticas, ya que suponer que
el riesgo de una posición crece linealmente con su tamaño tiende a subestimar el riesgo
de liquidez que tiene una posición muy grande en un activo.

4. Este axioma captura un principio financiero fundamental. Desde el popular refrán que
dice que no hay que poner todos los huevos en la misma canasta, el concepto de que
diversificar disminuye el riesgo está presente. En la dirección contraria, si debido a la
forma en que se cuantifica el riesgo, la suma del riesgo de las partes fuera menor que
el riesgo del todo, las grandes compañías podrían dividirse en un grupo de pequeñas
filiales y de este modo reducir el riesgo que reportan a las agencias supervisoras.

Observación 2.3.7: Sin perder mucha generalidad, se puede suponer la condición de nor-
malización

ρ(0) = 0.

Notemos que si ρ satisface el tercer axioma de coherencia, esta condición equivale a
ρ(0) < ∞. La interpretación de esta normalización es que no hay riesgo en no hacer
nada.

Observación 2.3.8: Notemos que si ρ satisface los axiomas tres y cuatro de coherencia,
entonces ρ es una función convexa. Si bien la recíproca no es cierta, si ρ es una función convexa
entonces también captura la idea de que al diversificar el riesgo no aumenta. Consideremos
por ejemplo que de nuestra inversión total destinamos un porcentaje λ a un activo X y el
resto a un activo Y . Entonces si ρ es convexa tendremos que

ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ),

es decir, el riesgo no se incrementa al diversificar. Supongamos que ρ además de convexa está
normalizada. Entonces:

ρ(λX) ≤ λρ(X) si λ ∈ [0, 1],
ρ(λX) ≥ λρ(X) si λ ≥ 1.

pues si λ ∈ [0, 1] se puede considerar la combinación convexa entre X y 0 y obtener la primera
desigualdad, mientras que si λ ≥ 1 entonces λ′ = 1/λ ∈ [0, 1] y si consideramos X ′ = λX
podemos obtener la segunda desigualdad a partir de la primera. Estas dos desigualdades
capturan mejor como aumenta o disminuye el riesgo de liquidez de una posición al cambiar
su tamaño.
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Las ideas contenidas en la última observación nos llevan a considerar las medidas de riesgo
convexas.

Definición 2.3.9. Una medida convexa de riesgo es una medida de riesgo monetaria convexa.

La relación entre una medida monetaria ρ y su conjunto de aceptación Aρ y la relación
entre un conjunto dado y la medida construida a partir de él, están caracterizadas por las
siguientes proposiciones, cuyas demostraciones se pueden encontrar en el Capítulo 4 de [20].

Proposición 2.3.10. Supongamos que ρ : V ⊂ L0 → R es una medida monetaria de riesgo
con conjunto de aceptación Aρ, entonces se tiene:

a) Aρ es no vacío y satisface

ı́nf{m ∈ R : m1 ∈ Aρ} > −∞, (2.3.1)

X ∈ Aρ, Y ∈ V, Y ≥ X ⇒ Y ∈ Aρ. (2.3.2)

Más aún, Aρ satisface la siguiente propiedad de clausura: Si X ∈ Aρ y Y ∈ V entonces

{λ ∈ [0, 1] : λX + (1− λ)Y ∈ Aρ} es cerrado en [0, 1]. (2.3.3)

b) ρ se puede recuperar a partir de Aρ como

ρ(X) = ı́nf{m ∈ R : X +m1 ∈ Aρ}.

c) ρ es una medida de riesgo convexa si y sólo si Aρ es convexo.

d) ρ es homogenea positiva si y sólo si Aρ es un cono. En particular, ρ es coherente si y
sólo si Aρ es un cono convexo.

Proposición 2.3.11. Asumamos que A es un subconjunto no vacío de L0 que satisface
(2.3.1) y (2.3.2). Entonces el funcional

ρA(X) = ı́nf{t ∈ R : X + t1 ∈ A},

satisface las siguientes propiedades:

a) ρA es una medida monetaria de riesgo.

b) Si A es convexo, entonces ρA es una medida de riesgo convexa.

c) Si A es un cono, entonces ρA es homogenea positiva. En particular si A es un cono
convexo, entonces ρA es coherente.

d) A es un subconjunto de AρA y si A satisface la propiedad de clausura (2.3.3) entonces
AρA = A.
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Ejemplo 2.3.12: Consideremos la siguiente medida de riesgo:

ρmax(X) = − ı́nf
ω∈Ω

X(ω).

Notemos que ρmax(X) ≤ 0 si y sólo si X ≥ 0, es decir el conjunto de aceptación de ρmax
corresponde al cono convexo de las variables aleatorias positivas. Luego, de la proposición
2.3.10, tenemos que ρmax es una medida coherente de riesgo. Notemos que si ρ es cualquier
otra medida monetaria de riesgo normalizada, entonces:

ρ(X) ≤ ρ( ı́nf
ω∈Ω

X(ω)) = − ı́nf
ω∈Ω

X(ω) = ρmax(X),

de donde es claro que ρmax es la medida de riesgo más conservadora que se puede considerar.

Ejemplo 2.3.13: Supongamos que dotamos a (Ω,F) de una medida de probabilidad P.
Consideremos el conjunto:

Aλ = {X ∈ L0 : P(X ≤ 0) < λ},

llamemos ρλ a ρAλ
. Entonces

ρλ(X) = ı́nf{m ∈ R : P(X +m ≤ 0) < λ)}
= ı́nf{−m ∈ R : P(X ≤ m) < λ)}
= − sup{m ∈ R : P(X ≤ m) < λ)}
= − ı́nf{m ∈ R : P(X ≤ m) ≥ λ)}
= −q−X(λ)
= V@Rλ.

Recordemos que del ejemplo 2.2.3 sabemos que el V@Rλ no es subaditivo, luego como
sí se tiene que es homogeneo positivo, entonces V@Rλ no puede ser convexo, luego por la
proposición 2.3.11 tenemos que Aλ no puede ser un conjunto convexo.

Gracias al análisis convexo, existe una rica teoría de representaciones duales para las me-
didas de riesgo convexas que se puede encontrar en el Capítulo 4 de [20] y en el Capítulo 1
de [39].

A continuación, y antes de pasar a las medidas espectrales, estudiemos un ejemplo de
una medida coherente de riesgo, que será el bloque fundamental para la construcción de las
medidas espectrales.

16



2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

2.3.1. Expected Shortfall: El ejemplo central de medida coherente
de riesgo

Antes de definir el expected shortfall veamos, con un ejemplo, la motivación para introducir
esta medida de riesgo. Una vez más supongamos un mercado con dos activos A y B y cuatro
estados de la naturaleza, que se resumen en la tabla 2.3.1. En este ejemplo se ve explícitamente
como el V@Rα ignora el tamaño de las pérdidas posibles en el peor α% de los casos, pues
si bien ambos activos tienen el mismo V@Rα, es claro que el activo A tiene pérdidas mucho
más severas que el activo B en el peor α% de los casos.

Probabilidad Activo A Activo B

Estado 1 0,02 −20 −2
Estado 2 0,02 −10 −3
Estado 3 0,02 −1 −1
Estado 4 0,94 2 1
V@Rα 1 1

Cuadro 2.3.1: Ejemplo para mostrar como el V@Rα puede subestimar las pérdidas de una
posición. En este ejemplo se considera α = 0,05

Para solucionar esta falencia conceptual del V@Rα distintos autores han definido diversas
medidas de riesgo que se basan en el promedio de las pérdidas más allá del V@Rα. Si bien
dichas medidas son parecidas y coinciden bajo determinados supuestos acerca de la distribu-
ción de X, para lo que haremos nos quedamos con el expected shortfall. Para una discusión
acerca de otras medidas similares se puede consultar [2].

Definición 2.3.14. Se define el Expected Shortfall de nivel alfa para un activo X como:

ESα(X) = − 1

α

[
E

(
X1X≤q−X(α)

)
+ q−X(α)

(
α− P(X ≤ q−X(α))

)]
.

El ESα es simplemente el promedio de las pérdidas que son más severas que el V@Rα.
Notemos que en caso de que la función distribución de X tenga una discontinuidad en q−X(α),
es decir en caso de que P(X = q−X(α)) > 0, se tiene que FX(q

−
X(α)) > α, como se aprecia en

la figura (2.3.1). Luego el segundo término de la derecha corresponde a una corrección para
tomar en cuenta este “sobrepeso” que se le está dando al punto q−X(α).

Para probar que el ESα es una medida coherente de riesgo, nos será muy útil la siguiente
representación.

Proposición 2.3.15. Si X es una variable real definida en (Ω,F ,P) con E(X−) < ∞ y
α ∈ (0, 1) es fijo, entonces:

ESα(X) = −x̄(α) = − 1

α

∫ α

0

q−X(u)du.

17



2.3. Medidas Coherentes de Riesgo
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Figura 2.3.1: Función de Distribución Discontinua. En azul la función distribución de
X. La línea continua roja representa el nivel α, mientras que la línea punteada roja muestra
q−X(α). El trazo verde corresponde a P(X = q−X(α)) y el trazo negro corresponde a P(X ≤
q−X(α))− α.

Antes de probar esta proposición, notemos que a partir de esta representación para el ESα,
es claro que esta medida no depende de la definición de cuantil que se considere. En efecto,
basta recordar que si fijamos X, entonces q−X(·) = q+X(·) c.t.p en [0, 1].

Demostración: Consideremos una variable aleatoria U Uniforme(0, 1). Por el lema 2.1.6,
sabemos que q−X(U) tiene la misma distribución que X. Notemos ademas que como la función
u→ q−X(u) es no decreciente, se tiene lo siguiente:

{U ≤ α} ⊂ {q−X(U) ≤ q−X(α)}, (2.3.4)

{U > α} ∩ {q−X(U) ≤ q−X(α)} = {U > α} ∩ {q−X(U) = q−X(α)}. (2.3.5)

Ahora notemos que:
∫ α

0

q−X(u)du = E
(
q−X(U)1{U≤α}

)

= E

(
q−X(U)1{q−X(U)≤q−X(α)}

)
− E

(
q−X(U)1{U>α}∩{q−X (U)≤q−X(α)}

)

= E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− E

(
q−X(U)1{U>α}∩{q−X (U)≤q−X(α)}

)
,
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

donde la última igualdad se obtiene porque X y q−X(U) tienen la misma distribución. Ahora
notemos que de la ecuación (2.3.5)

∫ α

0

q−X(u)du = E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− E

(
q−X(U)1{U>α}∩{q−X (U)=q−X(α)}

)

= E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− q−X(α)P

(
U > α , q−X(U) = q−X(α)

)

= E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− q−X(α)P

(
α < U < FX(q

−
X(α))

)

= E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− q−X(α)

(
FX(q

−
X(α))− α

)
.

La última igualdad se tiene porque U tiene una distribución uniforme en el intervalo [0, 1].
Finalmente dividiendo por α la última ecuación

1

α

∫ α

0

q−X(u)du =
1

α

(
E

(
X1{X≤q−X(α)}

)
− q−X(α)

(
P(X ≤ q−X(α))− α

))
.

q.e.d.

La última proposición nos permite probar que ESα(·) es una medida coherente de riesgo.
En efecto,

1. El ESα es monótono: Si X ≤ Y , entonces q−X(α) ≤ q−Y (α), de donde es directo
x̄(α) ≤ ȳ(α). Esto a su vez implica que ESα(Y ) ≤ ESα(X).

2. El ESα es invariante por traslaciones: Sea Y = X+c, entonces como q−Y (α) = q−X(α)+c,
se tiene que ȳ(α) = x̄(α) + c. Con lo que se concluye que ESα(X + c) = ESα(X)− c.

3. El ESα es homogeneo positivo: Sea Y = λX, λ > 0. Entonces como q−Y (α) = λq−X(α),
se tiene que ȳ(α) = λx̄(α). Con esto que se concluye que ESα(λX) = λESα(X).

4. El ESα es subaditivo: La prueba de la subaditivadad del ESα(·) se desprende direc-
tamente de la proposición 2.1.8 y la representación que se probó en la proposición
anterior.

2.3.2. Medidas de Riesgo Espectrales

Una medida de riesgo espectral es una medida de la forma:

ρφ(X) = −
∫ 1

0

q−X(u)φ(u)du, (2.3.6)

donde φ es un elemento de L1 tal que
∫ 1

0
φ = 1. Notemos que ρφ depende de X sólo a través

de q−X(·), luego todas las medidas de riesgo espectrales son distribución dependientes. Ade-
más, como q−X(·) = q+X(·) c.t.p. en [0, 1], tenemos que las medidas de riesgo espectrales no
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

dependen de la definición de cuantil que se use.

Notemos que el ESα es una medida de riesgo espectral con φ = 1
α
1[0,α] y abusando un

poco del lenguaje, podríamos decir que el V@Rα también corresponde a una medida de
riesgo espectral con φ = δα. A continuación caracterizaremos las medidas espectrales que son
coherentes. Para esto pasaremos por varias etapas previas, la primera de ellas corresponde a
aprender a generar nuevas medidas de riesgo coherentes a partir de una familia de medidas
coherentes.

Proposición 2.3.16. Sea ρi una medida de riesgo coherente para i = 1, . . . , n. Entonces
cualquier combinación de la forma ρ =

∑n
i=1 βiρi con βi ≥ 0 y

∑
i βi = 1 es una medida de

riesgo coherente. Análogamente, si ρβ es una familia paramétrica de medidas de riesgo para

β ∈ [a, b] y µ es una medida de probabilidad en [a, b] entonces ρ =
∫ b
a
ρβdµ(β) es una medida

de riesgo coherente.

Demostración: Dado que la demostración de ambas afirmaciones es muy similar sólo hare-
mos la del caso continuo. Consideremos entonces: una familia paramétrica ρβ para β ∈ [a, b],
µ una medida de probabilidad en [a, b] y ρ =

∫ b
a
ρβdµ(β) y probemos que ρ satisface las

condiciones de una medida de riesgo coherente. En lo que sigue X y Y representan variables
aleatorias reales, c una constante real y λ una constante positiva.

1. ρ es monotona decreciente. Supongamos que X ≤ Y . Entonces

ρβ(Y ) ≤ ρβ(X) ∀ β ∈ [a, b],

de donde es directo que ρ(Y ) ≤ ρ(X).

2. ρ es invariante por traslaciones. En efecto,

ρ(X + c) =

∫ b

a

ρβ(X + c)dµ(β) =

∫ b

a

(ρβ(X)− c) dµ(β) = ρ(X)− c.

3. ρ es homogénea positiva. En efecto,

ρ(λX) =

∫ b

a

ρβ(λX)dµ(β) =

∫ b

a

(λρβ(X)) dµ(β) = λρ(X).

4. ρ es subaditiva. Notemos que ∀α ∈ [a, b], ρα(X + Y ) ≤ ρα(X) + ρα(Y ). Integrando a
ambos lados de la desigualdad se obtiene lo deseado.

Notemos que extendiendo la definición de ESα al caso α = 0 como

ES0(X) = −ess ı́nf{X},
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

tenemos una familia paramétrica de medidas de riesgo coherentes para α ∈ [0, 1]. A partir
de esto, usando la proposición anterior, tenemos que para cualquier medida de probabilidad
µ en [0, 1],

ρµ(X) =

∫ 1

0

ESα(X)dµ(α),

es una medida coherente de riesgo. Sin embargo, nos restringiremos a las medidas m que
además satisfacen la condición de normalización

∫ 1

0

αm(dα) = 1,

es decir la medida αm es también una medida de probabilidad. Pues en este caso, la medida

ρm(X) =

∫ 1

0

αESα(X)dm(α),

es una medida coherente de riesgo y también una medida espectral. En efecto,

ρm =

∫ 1

0

αESα(X)dm(α)

=

∫ 1

0

(
−
∫ α

0

q−X(u)du

)
m(dα)

= −
∫ 1

0

q−X(u)

∫ 1

u

m(dα)du

= −
∫ 1

0

q−X(u)φ(u)du,

donde φ corresponde al espectro φ =
∫ 1

u
m(dα). Este satisface:

φ(u) ≥ 0 ∀ u ∈ [0, 1],

φ(·) es decreciente y∫ 1

0

φ(u)du = 1.

La última condición viene de la condición de normalización impuesta para m. En efecto,

∫ 1

0

φ(u)du =

∫ 1

0

∫ 1

u

dm(α)du =

∫ 1

0

(∫ α

0

du

)
dm(α) =

∫ 1

0

αdm(α) = 1.

Supongamos ahora que tenemos una función φ que satisface las condiciones anteriores, es
decir, positividad, decrecimiento y normalización ¿podemos construir una medida coherente
de riesgo a partir de φ?
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

Antes de responder la última pregunta, notemos que más que conocer φ punto a punto,
necesitamos conocer sus propiedades como elemento de L1([0, 1]). Sin embargo, las nociones
de positividad y decrecimiento en el sentido clásico no son directamente transferibles a φ ∈
L1([0, 1]) . Por esto consideremos las siguientes definiciones.

Definición 2.3.17. Sea φ un elemento de L1([a, b], dx).

1. Diremos que φ es positivo si ∀ I ⊂ [a, b]

∫

I

φ ≥ 0.

2. Diremos que φ es decreciente si ∀ q ∈ [a, b], y ∀ ε > 0, tal que [q − ε, q + ε] ⊂ [a, b]

∫ q

q−ε
φ ≥

∫ q+ε

q

φ.

Definición 2.3.18. Un elemento φ ∈ L1([0, 1]) se dice espectro de riesgo admisible si:

1. φ es positivo.

2. φ es decreciente.

3. ||φ|| = 1.

Teorema 2.3.19. Sea ρφ definida como

ρφ(X) = −
∫ 1

0

q−X(u)φ(u)du,

con φ ∈ L1. Entonces ρφ es una medida coherente de riesgo si y sólo si φ es un espectro
admisible.

Demostración: Probemos primero que si ρφ es una medida de riesgo coherente entonces φ
es un espectro admisible. Para esto probaremos la contrarecíproca, es decir que si φ no es
admisible, entonces ρφ no es medida coherente.

Probemos primero que si φ no es positiva entonces ρφ no es monótona. Supongamos que
existe I = [q1, q2] ⊂ (0, 1) tal que ∫

I

φ(p)dp < 0.

Consideremos un mercado con tres posibles escenarios, representado por un espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,P), donde Ω = {ω1, ω2, ω3}. Supongamos que tenemos dos activos en este
mercado, X e Y . Supongamos además que P está definida como se ve en la siguiente tabla:
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

ω P(ω) X(ω) Y (ω)

ω1 q1 X1 Y1 = X1

ω2 q2 − q1 X2 Y2 = X2 + a
ω3 1− q2 X3 Y3 = X3

.

Supongamos también que se satisface X1 < X2 < X3 y Y1 < Y2 < Y3 y a > 0. Podemos
calcular entonces la función cuantil de de X e Y :

p q−X(p) q−y (p)

p ∈ (0, q1] X1 Y1
p ∈ (q1, q2] X2 Y2
p ∈ (q2, 1] X3 Y3

.

A partir de la tabla anterior es fácil calcular:

ρφ(Y )− ρφ(X) = −
∫ 1

0

(q−y (p)− q−X(p))φ(p)dp = −a
∫

I

φ(p)dp > 0.

Es decir, X < Y y ρφ(X) < ρφ(Y ). Luego, ρφ no es monotona decreciente.

Veamos ahora que si φ no es decreciente, entonces ρφ no es subaditiva. Para esto suponga-
mos que ∃q ∈ (0, 1) y ε tal que [q − ε, q + ε] ⊂ (0, 1) y

∫ q

q−ε
φ(p)dp <

∫ q+ε

q

φ(p)dp.

Consideremos ahora un mercado con cuatro posibles escenarios, representado por un es-
pacio de probabilidad (Ω,F ,P), donde Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}. Supongamos que tenemos dos
activos en este mercado, X e Y . Supongamos además que P está definida como se ve en la
siguiente tabla:

ω P(ω) X(ω) Y (ω) Z(ω)

ω1 q − ε X1 Y1 Z1 = X1 + Y1
ω2 ε X2 Y3 Z2 = X2 + Y3
ω3 ε X3 Y2 Z3 = X3 + Y2
ω4 1− q − ε X4 Y4 Z4 = X4 + Y4

.

Supongamos también que se satisface X1 < X2 < X3 < X4, Y1 < Y2 < Y3 < Y4, Z1 < Z2 <
Z3 < Z4, y además

Z2 = X2 + Y3 < X3 + Y2 = Z3.

Con esto es podemos calcular las funciones cuantiles de X, Y y Z:
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2.3. Medidas Coherentes de Riesgo

p q−X(p) q−y (p) q−z (p)

p ∈ (0, q − ε] ≡ I1 X1 Y1 Z1

p ∈ (q − ε, q] ≡ I2 X2 Y2 Z2

p ∈ (q, q + ε] ≡ I3 X3 Y3 Z3

p ∈ (q + ε, 1] ≡ I4 X4 Y4 Z4

.

Luego,

ρφ(Z)− ρφ(X)− ρφ(Y ) = −
∫ 1

0

(q−z (p)− q−X(p)− q−y (p))φ(p)dp

= −
4∑

i=1

∫

Ii

(Zi −Xi − Yi)φ(p)dp

= −
(∫

I2

(Z2 −X2 − Y2)φ(p)dp+

∫

I3

(Z3 −X3 − Y3)φ(p)dp

)

= −
(
(X2 + Y3 −X2 − Y2)

∫

I2

φ(p)dp

+ (X3 + Y2 −X3 − Y3)

∫

I3

φ(p)dp

)

= −(Y3 − Y2)

(∫

I2

φ(p)dp−
∫

I3

φ(p)dp

)

> 0.

Es decir, ρφ(X+Y ) > ρφ(X)+ρφ(Y ). Así, si φ no es decreciente, ρφ no puede ser subaditiva.

Finalmente veamos que si ||φ|| = 1 entonces ρφ es invariante a traslaciones. Para esto
recordemos que si a ∈ R, X es una variable aleatoria y consideramos Y = X + a entonces
q−y (u) = q−X(u) + a ∀u ∈ [0, 1]. Luego tenemos que

ρφ(Y ) = −
∫ 1

0

q−y (u)φ(u)du = −
∫ 1

0

(q−X(u) + a)φ(u)du = ρ(X)− a

∫ 1

0

φ(u)du,

con lo que concluimos que

ρφ(X + a) = ρφ(X)− a⇐⇒
∫ 1

0

φ(u)du = 1.

Probemos ahora que si φ es un espectro admisible, entonces ρφ es una medida coherente.
Empecemos por notar que si φ es un espectro admisible podemos encontrar un representante
positivo, decreciente, continuo a la derecha y que cumpla φ(1) = 0. De este modo, si llamamos
µ a la medida de Lebesgue-Stieltjes inducida por la función φ(0)−φ(·), tenemos por definición

φ(p) =

∫ 1

p

µ(dα).
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Entonces

ρφ(X) = −
∫ 1

0

q−X(p)φ(p)dp

= −
∫ 1

0

q−X(p)

∫ 1

p

µ(dα)dp

= −
∫ 1

0

∫ 1

p

q−X(p)µ(dα)dp

= −
∫ 1

0

∫ α

0

q−X(p)dpµ(dα)

=

∫ 1

0

ESα(X)αµ(dα).

Así, basta con probar que
∫ 1

0
αµ(α) = 1 y por la proposición (2.3.16) tendríamos que ρφ es

una medida coherente de riesgo. En efecto,

∫ 1

0

αµ(α) =

∫ 1

0

∫ α

0

dpµ(α) =

∫ 1

0

∫ 1

p

µ(dα)dp =

∫ 1

0

φ(p)dp = 1.

q.e.d.

Con esto tenemos que las medidas espectrales coherentes están identificadas con los espec-
tros admisibles.

2.3.3. Espectros de riesgo como medidas cuantitativas de la aversión
al riesgo.

Notemos que ESα lo podemos representar como una medida espectral tomando como es-
pectro a φ = 1

α
1[0,α] lo que nos muestra que esta medida de riesgo promedia los peores

resultados de un activo X ponderando de igual manera a todos los resultados que caen en
la cola izquierda de nivel α. Por otro lado, las medidas de riesgo espectrales promedian las
pérdidas con distintas ponderaciones según el cuantil al que pertenecen. Notemos que las
condiciones de admisibilidad nos dicen que la suma de los ponderadores es uno, que se pon-
deran las pérdidas con pesos mayores o iguales que cero y que los peores casos se ponderan
con pesos mayores, condiciones que vistas así parecen naturales. Pero, ¿por qué se querría
ponderar los resultados con distintos pesos? Respondamos a esta pregunta con un ejemplo.

Ejemplo 2.3.20: Consideremos dos activos A y B en un mundo con seis estados de la
naturaleza. El comportamiento de los activos se resumen en la tabla 2.3.2. Los dos activos
que se consideran tienen el mismo retorno esperado y si medimos el riesgo con el ES0,05
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Probabilidad Activo A Activo B

Estado 1 0,01 −1000 −210
Estado 2 0,01 −4 −205
Estado 3 0,01 −3 −204
Estado 4 0,01 −2 −203
Estado 5 0,01 −1 188
Estado 6 0,95 500 500

Retorno Medio 464,9 464,9
ES0,05 −202 −202

Cuadro 2.3.2: Ejemplo de como dos activos con el mismo retorno medio y el mismo ES0,05

son distintos para individuos con distinto grado de aversión al riesgo.

ambos activos parecen tener el mismo riesgo.

Sin embargo, ¿son los dos activos equivalentes?. La respuesta a esta pregunta es “depende”.
Depende del grado de aversión al riesgo que tenga el inversionista que esta analizando estos
activos. En el caso de que el inversionista sea muy averso al riesgo, el activo A le parecerá
más riesgoso, ya que hay un escenario donde las pérdidas del activo son mucho mayores a las
del activo B. Para este tipo de inversionista tiene más sentido considerar ρφ, una medida de
riesgo, donde φ puede ser, por ejemplo,

φ(p) =
1

2
√
αp

1[0,α](p).

Notemos que en este caso ρφ(A) = 448, 7 mientras que ρφ(B) = 205, 1. Luego esta medida
captura de mejor forma la aversión al riego de un inversionista conservador.

Con el ejemplo anterior, vemos que a través del espectro se puede capturar la actitud
hacia el riesgo de los inversores, que no es en todos igual. Es esta flexibilidad de las medidas
espectrales lo que las hace interesantes.
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Capítulo 3

Convergencia y Métricas en el Espacio de
Medidas de Probabilidad

Como ya se mencionó en la introducción, el objetivo de esta memoria es establecer cotas
cuantitativas para

P(|ESα(X)− ÊSα
N
(X)| > ε),

o más en general para
P(|ρφ(X)− ρ̂φ

N(X)| > ε), (3.0.1)

donde ρφ es una medida de riesgo espectral y ρ̂φ
N es su estimador histórico, que corresponde

a aplicar la medida espectral ρφ a la distribución empírica de X, como se detallará en el
capítulo 6.

Para establecer cotas como (3.0.1), nuestra principal herramienta serán los resultados de
concentración que estudiaremos en el capítulo 5. Para poder establecer dichos resultados, es
preciso contar con tres objetos matemáticos:

Las medidas empíricas.

Diferentes distancias para medidas de probabilidad.

Desigualdades de Talagrand.

En este capítulo introduciremos los dos primeros puntos de esta lista. El tercero, lo dejamos
para el capítulo siguiente.

3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

En lo que sigue (X , d,B) será un espacio polaco medible, es decir (X , d) es un espacio
métrico polaco dotado con su sigma álgebra de Borel B. Llamamos P(X ) al conjunto de
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3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

todas las medidas de probabilidad en X . Notemos que P(X ) es un subconjunto convexo de
(Cb(X ))∗, el dual topológico de las funciones continuas y acotadas definidas en X .

Se dota a P(X ) de la topología débil-* inducida por Cb(X ), es decir si {µk}k∈N ⊂ P(X )
es una sucesión de medidas de probabilidad y µ ∈ P(X ), decimos que {µk}k∈N converge
debilmente a µ, lo que denotamos µk ⇀ µ, si

(∀φ ∈ Cb(X ))

∫

X
φ(x)dµk(x)

k−→
∫

X
φ(x)dµ(x).

Existen varias caracterizaciones equivalentes para la convergencia débil de medidas de
probabilidad, las cuales quedan resumidas en el Teorema de Portmanteau, cuya demostración
aparece en el Capítulo 1 de [6].

Teorema 3.1.1. (Portmanteau) Consideremos {µn}n∈N ⊂ P(X ) y µ ∈ P(X ), entonces
son equivalentes:

1. µn ⇀ µ.

2. ĺımn

∫
X fdµn =

∫
X fdµ para toda f : X → R acotada y uniformemente continua.

3. ĺımn

∫
X fdµn =

∫
X fdµ para toda f : X → R acotada y Lipschitz.

4. ĺım supn µn(F ) ≤ µ(F ) para todo cerrado F .

5. ĺım infn µn(G) ≥ µ(G) para todo abierto G.

6. ĺımn µn(A) = µ(A) para todo A tal que µ(∂A) = 0, donde ∂A es la frontera de A.

Recordemos que una medida de probabilidad µ la podemos asociar a una variable aleatoria
X, definida en algún (Ω,F ,P), tal que para todo A ⊂ X medible, µ(A) = P(X ∈ A). En el
caso de variables aleatorias reales, es más usual trabajar con funciones de distribución que con
leyes. Una consecuencia del teorema anterior y cuya demostración aparece en el Capítulo 2
de [26] es el siguiente lema, que caracteriza la convergencia débil de medidas de probabilidad
en R.

Lema 3.1.2. Si {µn}n≥1 es una sucesión de medidas de probabilidad en R y µ es otra medida
de probabilidad en R, entonces

µn ⇀ µ⇔ Fn(x) → F (x) para todo x punto de continuidad de F ,

donde Fn es la función de distribución asociada a µn y F es la función de distribución
asociada a µ.

En lo que sigue nos serán de interés ciertas sucesiones de medidas de probabilidad, las que
llamamos medidas empíricas y que definimos a continuación.
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3.1. Convergencia débil de medidas de probabilidad.

Definición 3.1.3. Sea µ ∈ P(X ). Consideremos una muestra de tamaño N de µ, es decir:
X1, . . . , XN variables aleatorias con valores en X independientes entre si e identicamente
distribuidas según µ. La medida empírica de la muestra corresponde a

µ̂N(A) =
1

N

N∑

i=1

δXi
(A) ∀A ∈ B,

donde para todo x ∈ X , δx denota la masa de Dirac en x.

Notemos ahora que por la ley fuerte de los grandes números, para cada φ ∈ Cb(X ) se tiene
casi seguramente que

∫

X
φ(x)dµ̂N(x) =

1

N

N∑

i=1

φ(Xi)
N−→
∫

X
φ(x)dµ(x).

Sin embargo, no es inmediato deducir que casi seguramente µ̂N ⇀ µ, pues el conjunto donde
la integral converge depende de φ. No obstante lo anterior, se tiene el siguiente teorema, cuya
demostración se puede encontrar en el Capítulo 11 de [18].

Teorema 3.1.4. [Varadarajan] Sea (X , d) un espacio métrico separable y µ una medida
de probabilidad de Borel en X . Entonces, casi seguramente µ̂N ⇀ µ.

Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado que se debe a V.I. Glivenko y
F.P. Cantelli, cuya demostración se encuentra en el Capítulo 11 de [18].

Teorema 3.1.5. [Glivenko-Cantelli] Sea µ una ley de probabilidad en R con función dis-
tribución F . Sea FN la función distribución empírica de una muestra {X1, . . . , XN} i.i.d. con
ley µ. Es decir,

FN (x) =
1

N

N∑

i=1

1{Xi≤x}.

Entonces, casi seguramente, FN(·) → F uniformemente en R cuando N → ∞.

Si bien estos teoremas nos dan la convergencia casi segura de la medida empírica, nada nos
dicen acerca de la velocidad de dicha convergencia. Más adelante se estudiará esta velocidad
bajo distintos supuestos sobre la medida límite.

A continuación se introducirán tres métricas para el espacio P(X ): la distancia de Lévy-
Prokhorov, la distancia dual de funciones Lipschitz acotadas y la distancia de Wasserstein.
Las dos primeras son compatibles con la topología de la convergencia débil, mientras que la
tercera induce una topología ligeramente más fuerte.

Por su importancia en el trabajo realizado durante esta memoria se le dará un especial
énfasis a la distancia Wasserstein.
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3.2. Métricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

3.2.1. Distancia de Lévy-Prokhorov dP

Comencemos por definir la distancia de Lévy, que se puede considerar un caso particular
de la distancia de Lévy-Prokhorov para medidas definidas en R.

Definición 3.2.1. La distancia de Lévy dL(·, ·) entre dos medidas de probabilidad en R, las
que identificamos con sus funciones de distribución F y G, está dada por:

dL(F,G) := ı́nf{ε > 0 : F (x− ε)− ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε ∀x ∈ R}.

Gráficamente
√
2dL(F,G) corresponde a la máxima distancia entre los gráficos de F y G

medida en la dirección del vector (−1, 1).

F

G

Figura 3.2.1: La distancia de Lévy corresponde a la máxima distancia entre F y G medida
en la dirección del vector (−1, 1) y escalada for el factor

√
2 .

La característica más importante de la distancia de Lévy es que sirve para metrizar la con-
vergencia débil de medidas de probabilidad en R. Para ver la demostración de este resultado
se puede consultar el Capítulo 2 de [26].

Antes de definir la distancia de Lévy-Prokhorov, necesitamos definir para A ⊂ X el ε- en-
grosamiento de A, que notamos Aε, y está dado por:

Aε = {x ∈ X : d(x, y) ≤ ε para algún y ∈ A}.

Definición 3.2.2. Sean µ, ν ∈ P(X ), se define la distancia de Lévy-Prokhorov como:

dP (µ, ν) = ı́nf{ε > 0 : µ(F ) ≤ ν(F ε) + ε para todo cerrado F ⊂ X}.

Así como en el caso real, para X un espacio polaco general, también se tiene que la distancia
de Lévy-Prokhorov metriza la convergencia débil. La prueba de este resultado también se
puede encontrar en el Capítulo 2 de [26].
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Para terminar veamos la relación entre la distancia de Lévy y la distancia de Lévy-
Prokhorov. Sean µ, ν medidas de probabilidad en R y sean F y G sus funciones de dis-
tribución, entonces:

dL(F,G) = ı́nf{ε > 0 : F (x− ε)− ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε ∀x ∈ R},

dP (µ, ν) = ı́nf{ε > 0 : µ(F ) ≤ ν(F ε) + ε para todo cerrado F ⊂ S}.
Luego, si ε > 0 es tal que para todo F cerrado se tiene que µ(F ) ≤ ν(F ε) + ε en particular
tenemos que µ((−∞, x]) ≤ ν((−∞, x + ε]) + ε es decir F (x) ≤ G(x+ ε) + ε para todo x en
R, de lo que concluímos

dL(µ, ν) ≤ dP (µ, ν).

3.2.2. Distancia Dual de Funciones Lipschitz Acotadas BL

Comencemos por definir Lb(X , d), el conjunto de todas las funciones Lipschitz acotadas en
X . Dotemos a Lb(X , d) de la norma ||f ||Lb

= ||f ||∞ + ||f ||L donde:

||f ||∞ = sup
X

|f(x)| y ||f ||L = sup
x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

.

Trivialmente Lb(X , d) ⊂ Cb(X ), pero cuando X es compacto se tiene que esta inclusión es
densa para la norma || · ||∞.

Definición 3.2.3. Sean µ, ν ∈ P(X ), se define la distancia de las funciones Lipschitz aco-
tadas como:

BL(µ, ν) = sup
||f ||Lb

≤1

{∫

X

fdµ−
∫

X
fdν

}
.

Se puede probar que esta distancia también metriza la convergencia débil de medidas de
probabilidad. Ver por ejemplo, el ya mencionado Capítulo 2 de [26], o el Capítulo 11 de [18].

3.2.3. Distancias de Wasserstein Wp

En lo que sigue se hará una breve discusión acerca del problema de transporte optimal de
masa y de cómo este induce una noción de distancia sobre el espacio de probabilidades. La
discusión histórica que sigue es un resumen de las ideas que aparecen en el Capítulo 3 de [43].

El problema de Monge - Kantorovich

Supongamos que estamos en la playa construyendo un castillo de arena y que para ello
necesitamos tomar arena desde posiciones x′s y llevarla hasta posiciones y′s. Si consideramos

31



3.2. Métricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

que existe un costo asociado al traslado de la arena desde una posición a otra, naturalmente
surge la pregunta acerca de si la transferencia de arena puede realizarse de manera óptima.
Otra versión del mismo problema es la de repartir bienes desde un número determinado de
bodegas, cada una con oferta dada, a un número determinado de tiendas, cada una con una
demanda específica. Cada tienda puede ser atendida por cualquier bodega, sin embargo, es
natural buscar una manera óptima de realizar el despacho.

En 1781 el matemático francés Gaspard Monge publicó sus investigaciones acerca del pro-
blema de transportar la arena, en las cuales consideraba que el costo asociado a mover un
grano de arena, estaba dado por el producto entre su masa y la distancia entre sus posiciones
inicial y final. Un punto importante en la formulación de Monge es que los granos que com-
parten una posición desde donde son extraídos no pueden separarse durante su traslado, es
decir que todo lo que está en la posición x debe ir a parar a sólo una posición y. Esta condi-
ción nos dice que las formas de mover el material, a las que llamaremos planes de transporte,
serán funciones deterministas de la posición inicial. Con todo esto en mente, este problema
lo podemos modelar suponiendo que el espacio desde donde sacaremos la arena corresponde
a un conjunto X y la distribución de la arena en en este conjunto está dada por una medida
finita µ, que sin pérdida de generalidad podemos suponer que es de probabilidad. Por otro
lado, el espacio donde queremos construir el castillo corresponde a un conjunto Y , donde
la demanda por arena está dada por ν, que es otra medida de probabilidad. Por último, el
plan de transporte lo modelamos como una función medible T : X → Y que para cada x
indica el destino del material contenido en dicha posición. De esta forma, si c : X ×Y → R+

representa una función de costo, que en particular podría ser una distancia, el problema de
Monge se puede escribir como

ı́nf

{∫

X
c(x, T (x))dµ(x) : T#µ = ν

}
, (PM)

donde T#µ es la medida inducida por T en Y a partir de µ, es decir T#µ(A) = µ(T−1(A))
para todo A ⊂ Y medible.

Es fácil notar que el problema (PM) puede estar mal puesto. Por ejemplo, si µ es una masa
de Dirac y ν no lo es, no existirá un plan de transporte T tal que T#µ = ν, ya que en X la
masa está concentrada en un sólo punto, luego para satisfacer cualquier distribución de masa
en Y que no esté concentrada en un punto, será necesario separar masa que comparte una
posición en X , lo que viola una de las restricciones del problema.

En 1942, en [27], el matemático ruso Leonid Vitaliyevich Kantorovich propone y da con-
diciones de existencia para la solución del problema, que él llamó, “de traslación de masas”1.
Dicho problema aborda la misma pregunta que el problema de Monge, pero permite que masa
que comparte posición en el conjunto de origen X pueda separarse en el conjunto de destino
Y . Luego, en esta formulación, los planes de transporte ya no serán funciones medibles, si no
couplings que definimos a continuación.

1Originalmente publicado en ruso, la referencia es a la traducción al inglés realizada por A. N. Sobolevskii.

32



3.2. Métricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

x

y

T

Figura 3.2.2: El problema propuesto por Monge en 1781: Trasladar de manera óptima el
material desde el conjunto de la izquierda al conjunto de la derecha.

Figura 3.2.3: Otra versión del problema de Monge. Los círculos representan bodegas y las
estrellas representan tiendas. El tamaño de las figuras representa el tamaño de su oferta o
demanda. Las lineas entre figuras representan una forma de trasladar bienes.

Definición 3.2.4. Sean X e Y espacios métricos polacos, diremos que una medida de probabi-
lidad π en X×Y es un coupling entre µ y ν medidas de probabilidad en X e Y respectivamente,
si para todo A ⊂ X medible se tiene que π(A × Y) = µ(A) y para todo B ⊂ Y medible se
tiene que π(X × B) = ν(B). Llamaremos Πµ,ν al conjunto de todos los couplings entre µ y
ν. Notemos que Πµ,ν es siempre no vacío ya que µ⊗ ν ∈ Πµ,ν.

Con esta definición el problema de Kantorovich, también llamado de Monge-Kantorovich
se escribe como:

ı́nf

{∫

X×Y
c(x, y)dπ(x, y) : π ∈ Πµ,ν

}
. (PMK)

Notemos que en (PMK) el funcional que se quiere minimizar es lineal en π y además el
conjunto Πµ,ν es convexo, lo que hace que este problema sea mucho más fácil de resolver que
(PM), en donde el funcional a minimizar depende no linealmente de los planes de transporte.
A continuación se enuncia el teorema que caracteriza la existencia de soluciones para (PMK).
Su demostración se puede encontrar en el Capítulo 4 de [43].

Teorema 3.2.5. Sea X , Y dos espacios métricos polacos y µ, ν medidas de probabilidad en
X e Y respectivamente. Sean a : X → R ∪ {−∞} y b : Y → R ∪ {−∞} dos funciones
semicontinuas superiores tales que a ∈ L1(µ) y b ∈ L1(ν). Sea c : X × Y → R ∪ {+∞} una
función semicontinua inferior que satisface c(x, y) ≥ a(x) + b(y) para todo x ∈ X e y ∈ Y.
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Entonces existe un coupling de µ y ν, π∗ tal que:

∫

X×Y
c(x, y)dπ∗(x, y) = ı́nf

{∫

X×Y
c(x, y)dπ(x, y) : π ∈ Πµ,ν

}
.

Observación 3.2.6: Notemos que (PMK) se puede formular en términos de variables alea-
torias como:

ı́nf {E(c(X, Y )) : ley(X) = µ y ley(Y ) = ν} . (PMK′)

A los pares de variables aleatorias (X, Y ) que participan de este ínfimo se les llamará coupling
de µ y ν y, abusando un poco de la notación, escribiremos (X, Y ) ∈ Πµ,ν .

Para lo que queremos hacer, el caso que nos interesa es cuando X = Y = R. En este caso,
los planes de transporte optimal quedan caracterizados por el siguiente teorema que aparece
en el Capítulo 6 de [3].

Teorema 3.2.7. Sean µ y ν medidas de probabilidad en R con p-ésimo momento finito y sea
c(x, y) = h(x− y), con h ≥ 0 convexa y h(u) ≤ A+Bup. Entonces:

1. Se tiene que

mı́n

{∫

R2

c(x, y)dπ(x, y) : π ∈ Πµ,ν

}
=

∫ 1

0

c(q−µ (s), q
−
ν (s))ds.

2. Si µ no tiene átomos, entonces q−ν (Fµ) es un plan de transporte optimal y es el único
si h es estrictamente convexa.

El espacio de Wasserstein

En lo que sigue, consideraremos (X , d) un espacio métrico polaco y notaremos como P(X )
al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre X . Para ver la demostración de los
resultados que aquí se enuncian, se puede consultar el Capítulo 6 de [43].

Definición 3.2.8. Sea p ∈ [1,∞), la distancia de Wasserstein entre µ y ν de orden p,
Wp(µ, ν) se define como:

Wp(µ, ν) = ı́nf
π∈Πµ,ν

(∫ ∫
d(x, y)pdπ(x, y)

)1/p

.

Se puede probar que Wp(·, ·) es una función simétrica, positiva, que es igual a cero si y sólo
si ambos argumentos son iguales y que satisface la desigualdad triangular. Sin embargo, con
el grado de generalidad que está definida, es posible que Wp(µ, ν) = +∞. Para evitar esto,
restringimos Wp(·, ·) al subconjunto de P(X )×P(X ) donde toma valores finitos, lo que nos
lleva a la definición 3.2.12, que se da más abajo.
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Observación 3.2.9: Notemos que

Wp(µ, ν) = ı́nf
(X,Y )∈Πµ,ν

(E(d(X, Y )p)1/p ,

y entonces, si queremos acotar superiormente Wp(µ, ν), basta con acotar E(d(X, Y )p) para
algún (X, Y ) ∈ Πµ,ν .

Observación 3.2.10: En lo que sigue, para simplificar la notación, llamaremos W a W1.

Para W se tiene la siguiente caracterización dual, que corresponde a un caso particular
de la dualidad de Kantorovich para el problema de transporte optimal. La prueba de esta
caracterización se puede encontrar en el Capítulo 11 de [18], mientras que la prueba del
teorema general se puede encontrar el Capítulo 5 de [43].

Teorema 3.2.11. Fórmula de Kantorovich-Rubinstein Si µ, ν ∈ P(X ), entonces

W (µ, ν) = ı́nf
(X,Y )∈Πµ,ν

E(d(X, Y )) = sup
||ψ||L≤1

{∫

X
ψ(x)dµ(x)−

∫

X
ψ(y)dν(y)

}
,

siempre que el supremo de la derecha sea finito.

Notemos que a partir de este teorema, tenemos trivialmente la siguiente relación entre la
distancia dual de funciones Lipschitz acotadas y W ,

∀µ, ν ∈ P(X ), BL(µ, ν) ≤W (µ, ν).

Definición 3.2.12. Se define el espacio de Wasserstein de orden p, como

Pp(X ) =

{
µ ∈ P(X ) :

∫

X
d(x0, x)

pdµ(x) < +∞
}
,

donde x0 ∈ X.

Observación 3.2.13: Notemos que en esta definición, x0 es arbitrario, pero gracias a la
desigualdad triangular, el espacio Pp(X ) no depende de la elección de x0.

El siguiente resultado está contenido en el Teorema 6.18 y la Observación 6.19 que aparecen
en [43], donde se puede encontrar su demostración.

Teorema 3.2.14. (Pp(X ),Wp) es un espacio métrico polaco. Además si X es compacto,
Pp(X ) también lo será.

Observación 3.2.15: Gracias a la desigualdad de Hölder, se tiene que p ≤ q ⇒ Wp ≤ Wq.
Luego, W es la métrica más débil.
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En cuanto a la topología generada por la distancia de Wasserstein, esta resulta ser más
fuerte que la topología de la convergencia débil. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado
que relaciona ambas convergencias.

Teorema 3.2.16. Sea {µk}k∈N una sucesión de medidas de probabilidad en Pp(X ) y sea
µ ∈ Pp(X ). Entonces

Wp(µk, µ)
k−→ 0.

Si y sólo si
µk ⇀ µ,

y para algún x0 (y luego para todo x0), se tiene que

∫

X
d(x, x0)

pdµk(x)
k−→
∫

X
d(x, x0)

pdµ(x).

Observación 3.2.17: Gracias al teorema de Varadarajan 3.1.4, tenemos que si µ̂N es la
medida empírica de una muestra i.i.d. de tamaño N de variables aleatorias con ley µ, entonces
casi seguramente

µ̂N ⇀ µ.

Por otro lado, gracias a la Ley Fuerte de los Grandes Números, también se tiene que casi
seguramente que ∫

X
d(x, x0)

pdµ̂N(x)
N→∞−→

∫

X
d(x, x0)

pdµ(x),

siempre que el lado derecho sea finito. En resumen, si µ ∈ Pp(X ), gracias al teorema 3.2.16,
se tiene que casi seguramente

Wp(µ̂
N , µ)

N→∞−→ 0.

Observación 3.2.18: Nos interesa explicitar el caso X = R y p ∈ [1,+∞). Notemos que
gracias al teorema 3.2.7 tenemos que para µ, ν ∈ P(R),

W p
p (µ, ν) =

∫ 1

0

|q−ν (s)− q−µ (s)|pds.

3.2.4. Relaciones entre las distintas Métricas

Relación entre BL y dP :
En el Capítulo 2 de [26] aparece el siguiente resultado que relaciona la distancia de las

funciones Lipschitz acotadas y la distancia de Lévy-Prokhorov.

Teorema 3.2.19. Sea X un espacio polaco medible. Si µ, ν ∈ P(X ) entonces

dP (µ, ν)
2 ≤ BL(µ, ν) ≤ 2dP (µ, ν).

36



3.2. Métricas en el Espacio de Medidas de Probabilidad

Relación entre BL y W :
En la sección anterior, cuando se enunció la fórmula de Kantorovich-Rubinstein 3.2.11, se

mencionó que para µ, ν ∈ P(X ) se tiene que

BL(µ, ν) ≤W (µ, ν).

En el caso de que X tenga diámetro finito D, se tiene que W (µ, ν) ≤ (1 +D)BL(µ, ν). En
efecto, sea φ una función Lipschitz. Se define

fφ(x) = φ(x)− φ(x0),

entonces se tiene que ||fφ||∞ ≤ D||φ||L y ||fφ||L = ||φ||L, con lo que se concluye

||fφ||Lb
≤ (1 +D)||φ||L.

Luego,

1

1 +D
sup

||φ||L≤1

{∫

X
φdµ−

∫

X
φdν

}
= sup

||φ||L≤1

{∫

X

φ

1 +D
dµ−

∫

X

φ

1 +D
dν

}

= sup
||φ||L≤ 1

1+D

{∫

X
φdµ−

∫

X
φdν

}

= sup
||φ||L≤ 1

1+D

{∫

X
fφdµ−

∫

X
fφdν

}

≤ sup
||f ||Lb

≤1

{∫

X
fdµ−

∫

X
fdν

}
.

En resumen, si X tiene diámetro finito D, entonces para µ, ν ∈ P(X ) se tiene que

BL(µ, ν) ≤W (µ, ν) ≤ (1 +D)BL(µ, ν).

Relación entre las distintas métricas en el caso real:
A partir de todas las relaciones anteriores, en el caso X = R tenemos que si µ y ν son

medidas de probabilidad, entonces

dL(µ, ν)
2 ≤ dP (µ, ν)

2 ≤ BL(µ, ν) ≤W (µ, ν). (3.2.1)

Si suponemos que µ, ν tienen soporte compacto de diámetro D, entonces también se tiene:

W (µ, ν) ≤ (1 +D)BL(µ, ν) ≤ 2(1 +D)dP (µ, ν). (3.2.2)

Estas desigualdades nos permiten deducir las siguientes cotas

P(dL(µ, µ̂
N) > ε) ≤ P(dP (µ, µ̂

N)2 > ε2) ≤ P(W (µ, µ̂N) > ε2) y (3.2.3)

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ P(BL(µ, µ̂N) > ε/(D + 1)) ≤ P(dP (µ, µ̂
N) > ε/2(D + 1)), (3.2.4)

las que serán útiles para traducir resultados de concentración obtenidos para una métrica en
resultados de concentración para otra métrica.
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Capítulo 4

Desigualdades de Talagrand Tp(λ)

Las desigualdades de Talagrand son el último objeto que necesitamos introducir antes
de pasar a los resultados de concentración del capítulo 5. Son desigualdades funcionales que
relacionan la distancia de Wasserstein con la entropía relativa entre medidas de probabilidad.
En este capítulo se introducen estas desigualdades y se dan algunos ejemplos de medidas que
las satisfacen. Después se presenta un primer resultado, dado por Marton, que relaciona las
desigualdades de Talagrand con el fenómeno de concentración de medidas. Y por último, se
enuncian dos criterios integrales que nos sirven para caracterizar estas desigualdades en un
caso particular pero importante.

4.1. Definiciones

Sea X un espacio polaco medible. Se define el funcional de entropía relativa de ν con
respecto a µ como

H(ν|µ) =
{ ∫

dν
dµ

log
(
dν
dµ

)
dµ ν << µ,

+∞ ∼ .

Definición 4.1.1. Sea λ > 0, p ≥ 1 y µ ∈ P(X ). Se dice que µ satisface la desigualdad de
Talagrand o de transporte Tp(λ), si para toda ν ∈ P(X )

Wp(ν, µ) ≤
√

2

λ
H(ν|µ). (4.1.1)

Se dice que µ satisface una desigualdad Tp, si satisface Tp(λ) para algún λ > 0.

Recordemos además que si q ≤ p, entonces Wq(ν, µ) ≤ Wp(ν, µ). Luego, si µ satisface
Tp(λ), también satisface Tp′(λ) para todo p′ ∈ [1, p]. Notemos también que si µ satisface
Tp(λ), entonces también satisface Tp(λ′) para λ′ ≤ λ.
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Ejemplo 4.1.2: En [41] Talagrand muestra que la ley normal multivariada estándar Nn(0, In)
satisface T2(1) en Rn dotado de la métrica euclidiana, lo que en particular nos dice que
Nn(0, In) satisface también T1(1).

Ejemplo 4.1.3: Sean µ, ν ∈ P(X ) y sea ||µ−ν||TV su distancia en variación total. Si ν << µ,
entonces

||µ− ν||TV =

∫

X
|f − 1|dµ,

donde f es la derivada de Radon-Nicodym de ν con respecto a µ.

Por otro lado, para todo x > 0,

3(x− 1)2 ≤ (4 + 2x)(x log(x)− x+ 1).

Gracias a esta desigualdad, tenemos que

||µ− ν||TV =
1√
3

∫

X

√
3|f − 1|dµ

≤ 1√
3

∫

X

√
4 + 2f

√
f log(f)− f + 1dµ

≤ 1√
3

(∫

X
4 + 2fdµ

)1/2(∫

X
f log(f)− f + 1dµ

)1/2

=
√
2
√
H(ν|µ)− 1 + 1.

En resumen, hemos probado la desigualdad de Csiszár-Kullback-Pinsker

(∀µ, ν ∈ P(X )) ||µ− ν||TV ≤
√

2H(ν|µ). (CKP)

Por otro lado, se puede probar que si en X se considera la distancia trivial d0(x, y) = 1x 6=y,
entonces

W (µ, ν) =
1

2
||µ− ν||TV .

Luego, la desigualdad (CKP) la podemos interpretar como que toda medida boreliana µ
satisface T1(4) en (X , d0), pues si ν es otra medida de probabilidad,

W (µ, ν) ≤
√

1

2
H(ν|µ).

Si bien estos ejemplos nos muestran que existen medidas que satisfacen una desigualdad
de transporte, en general es difícil probar que una medida satisface alguna. Al final de este
capítulo estudiaremos criterios integrales que caracterizan a las medidas que satisfacen T1(λ).

El siguiente resultado fue establecido por K. Marton en [32], y es el primer resultado que
nos muestra la relación entre las desigualdades de transporte y el fenómeno de concentración
de medidas de probabilidad:

39



4.2. Criterio Integral para T1.

Proposición 4.1.4. Si µ es una medida de probabilidad que satisface T1(λ) entonces para
todo A ⊂ X medible, tal que µ(A) ≥ 1/2 se satisface que

∀ r ≥ r0, µ(Ar) ≥ 1− e−
λ(r−r0)

2

2 ,

donde r0 =
√

2 log(2)/λ y Ar = {x ∈ X : d(x,A) ≤ r}.

Demostración: Consideremos A ⊂ X y definamos µA a través de su derivada de Radon-
Nikodym dµA/dµ := 1A/µ(A). Para B = X\Ar definimos µB de manera análoga. Notemos
que para todo x ∈ A e y ∈ B se tiene que d(x, y) ≥ r. Luego, para todo coupling (X, Y ) de
µA con µB tenemos que E(d(X, Y )) ≥ r, y entonces r ≤ W (µA, µB). Por lo tanto, gracias a
la desigualdad triangular y a que µ satisface T1(λ), tenemos que

r ≤ W (µA, µB)

≤ W (µA, µ) +W (µ, µB)

≤
√

2

λ
H(µA|µ) +

√
2

λ
H(µB|µ)

=

√
2

λ
log(1/µ(A)) +

√
2

λ
log(1/µ(B)).

Entonces,

(r − r0)
2 ≤ 2

λ
log(1/µ(B)) +

2

λ

(
log(2) + 2

√
log(µ(A)) log(1− µ(A))

−2
√

log(µ(A)) log(1/2)− 2
√
log(1− µ(A)) log(1/2)− log(µ(A))

)
.

Luego, si se tiene que µ(A) ≥ 1/2 el término entre paréntesis del lado derecho es negativo y
entonces

(r − r0)
2 ≤ 2

λ
log(1/µ(B)),

de donde se concluye el resultado.

q.e.d.

Es este vínculo entre el fenómeno de concentración de medidas de probabilidad y las de-
sigualdades de transporte, el que ha impulsado el estudio de estas últimas. Para un estudio
detallado de este tema se pueden consultar [24] y [33].

4.2. Criterio Integral para T1.

El objetivo de esta sección es presentar caracterizaciones integrales para T1(λ). La im-
portancia práctica de estas caracterizaciones es enorme, ya que probar que una medida µ
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4.2. Criterio Integral para T1.

satisface (4.1.1), es mucho más difícil que probar que
∫

X
fαdµ < +∞, (4.2.1)

para fα en una familia de funciones apropiada y α un parámetro.

Los resultados que mostraremos relacionan, para una familia {fα}α particular, los valores
de α para los cuales se tiene (4.2.1) con los valores de λ para los cuales µ satisface T1(λ).
Antes de pasar a dichos resultados, veamos que si µ satisface T1(λ) entonces tiene momentos
exponenciales cuadráticos finitos.

Lema 4.2.1. Sea (X , d) un espacio métrico medible y µ una medida de probabilidad que
satisface T1(λ) en (X, d) y α ∈ (0, λ/2), entonces

Eα =

∫

X
eαd

2(x,x0)dµ(x) < +∞, para algún x0 ∈ X .

Para probar este, haremos uso de un resultado encontrado por Bobkov y Götze en [7] y
que enunciamos a continuación.

Teorema 4.2.2. [Bobkov y Götze. (1999)] µ satisface T1(λ) en (X , d) si y sólo si para
toda función Lipschitz f : X → R, f es µ−integrable y

∫

X
eα(f−<f,µ>)dµ ≤ exp

(
α2

2λ
||f ||2L

)
∀ α ∈ R, (4.2.2)

donde < f, µ >=
∫
X fdµ y || · ||L es la seminorma para funciones Lipschitz definida en el

capítulo 3.

Demostración: del lema 4.2.1. Sea γ a la ley de una variable aleatoria normal estándar
en R, entonces ∫

R

etsdγ(s) = et
2/2.

En particular, tenemos que para x0, x ∈ X se tiene que

eαd(x,x0)
2

=

∫

R

e
√
2αd(x,x0)sdγ(s).

Y entonces, integrando a ambos lados de la igualdad con respecto a µ
∫

X
ed(x,x0)

2

dµ(x) =

∫

X

∫

R

e
√
2αd(x,x0)sdγ(s)dµ(x) =

∫

R

∫

X
e
√
2αsd(x,x0)dµ(x)dγ(s),

donde la segunda igualdad se tiene gracias al teorema de Tonelli. Entonces,
∫

X
eαd(x,x0)

2

dµ(x) =

∫

R

∫

X
e
√
2αs(d(x,x0)−<d(·,x0),µ>+<d(·,x0),µ>)dµ(x)dγ(s),
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4.2. Criterio Integral para T1.

con lo que tenemos
∫

X
eαd(x,x0)

2

dµ(x) = eα<d(·,x0),µ>
2

∫

R

∫

X
e
√
2αs(d(x,x0)−<d(·,x0),µ>)dµ(x)dγ(s).

Gracias al teorema anterior, podemos acotar la integral con respecto a µ y obtener
∫

X
eαd(x,x0)

2

dµ(x) ≤ eα<d(·,x0),µ>
2

∫

R

e
αs2

λ dγ(s).

Pero la integral de la derecha es menor que infinito si y sólo si α/λ < 1/2. Es decir si α < λ/2.
En resumen, si µ satisface T1(λ) entonces tiene momento exponencial cuadrático Eα finito
para α ∈ (0, λ/2).

q.e.d.

Los criterios que se dan a continuación, nos muestran que la implicancia recíproca también
es cierta.

4.2.1. Criterio de Djelleout, Guillin y Wu.

El resultado principal de esta sección corresponde a explicitar la cota para λ dada en el
Teorema 2.3 de [16]. Si bien esta cota resulta ser bastante gruesa, tiene la ventaja que de
que el criterio que encontramos es sumamente fácil de usar. Comenzamos por enunciar el
resultado de Djelleout, Guillin y Wu.

Teorema 4.2.3. [Djelleout, Guillin y Wu. (2004)] Una medida de probabilidad µ en
(X , d) satisface T1 para algún λ > 0 si y sólo si para algún α > 0 se tiene que

∫

X

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x)dµ(y) < +∞. (4.2.3)

Además se satisface que

1

λ
≤ 2

α
sup
k≥1

(
(k!)2

(2k)!

) 1
k
[∫

X

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x)dµ(y)

] 1
k

. (4.2.4)

Observación 4.2.4: La desigualdad (4.2.4) nos dice que si se tiene (4.2.3) para α, entonces
µ satisface T1(λ) para algún λ en [f(α),∞) donde

f(α) =

(
2

α
sup
k≥1

(
(k!)2

(2k)!

) 1
k
[∫

X

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x)dµ(y)

] 1
k

)−1

. (4.2.5)

Pero si µ satisface la desigualdad Tp(λ) también satisface Tp(λ′) ∀λ′ ∈ (0, λ), y entonces
tenemos que si µ cumple (4.2.3) para α, se tiene que µ satisface T1(f(α)).
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4.2. Criterio Integral para T1.

Observación 4.2.5: Para tener la condición (4.2.3) es suficiente que
∫

X
e2αd

2(x,x0)dµ(x) < +∞ Para algún x0 ∈ X . (4.2.6)

En efecto,
∫

E

∫

E

eαd
2(x,y)dµ(x)dµ(y) ≤

∫

E

∫

E

e2α(d
2(x,x0)+d2(y,x0))dµ(x)dµ(y)

=

(∫

E

e2αd
2(x,x0)dµ(x)

)2

.

Así podemos concluir que si
∫

E

eβd
2(x,x0)dµ(x) <∞,

entonces µ satisface T1(f(β/2)).

Observación 4.2.6: Sea

ak =

(
(k!)2

(2k)!
C(α)

) 1
k

,

con

C(α) =

∫

X

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x)dµ(y).

Notemos que si queremos encontrar una expresión explícita para f(α) debemos calcular
supk≥1 ak. En lo que sigue calcularemos este supremo, pero primero veamos una recurrencia
que satisface ak. Se tiene

akk
ak−1
k−1

=

C(α)k!2

(2k)!

C(α)(k−1)!2

(2k−2)!

=
k

4k − 2
,

y entonces

akk =
k

4k − 2
ak−1
k−1,

de donde

ak =

(
k

(4k − 2)ak−1

) 1
k

ak−1

=

(
k

4k − 2

(
(2k − 2)!

C(α)(k − 1)!2

) 1
k−1

) 1
k

︸ ︷︷ ︸
mk

ak−1.
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4.2. Criterio Integral para T1.

Luego, se tiene que ak < ak−1 si y sólo si mk < 1. Estudiemos la sucesión {mk}k≥2.

mk < 1

⇔
(

k
4k−2

(
(2k−2)!

C(α)(k−1)!2

) 1
k−1

) 1
k

< 1

⇔
(

(2k−2)!
C(α)(k−1)!2

) 1
k−1

< 4k−2
k

⇔
(

k

4k − 2

)k−1
(2k − 2)!

(k − 1)!2︸ ︷︷ ︸
dk

< C(α).

Así tenemos que ak < ak−1 si sólo si dk < C(α).

Por otro lado, se tiene que {dk}k≥2 es decreciente, pues

dk+1

dk
=

(
k + 1

4k + 2

4k − 2

k

)k
y

k + 1

4k + 2
<

k

4k − 2
.

Resumiendo: {dk}k≥2 es decreciente, d2 = 2/3 y C(α) ≥ 1. Con esto concluimos que dk <
C(α) para todo k ≥ 2, lo que sumado a todo el análisis previo, nos dice que {ak}k≥1 es
decreciente y por lo tanto

sup
k≥1

ak = a1 =
C(α)

2
. (4.2.7)

Con esto finalmente,
f(α) =

α

C(α)
.

A partir de la observación anterior, nos damos cuenta de que podemos reescribir el teorema
4.2.3 de la siguiente manera.

Teorema 4.2.7. Si µ es una medida de probabilidad en (X , d) tal que

C(α) =

∫

X

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x)dµ(y) < +∞, (4.2.8)

entonces µ satisface T1(α/C(α)).

Antes de ver un ejemplo numérico del uso de este teorema, veamos un corolario que puede
ser útil.

Corolario 4.2.8. Supongamos que X tiene diámetro finito D. Entonces toda medida de
probabilidad µ en X satisface T1(1/eD

2).
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4.2. Criterio Integral para T1.

Demostración: Sabemos que µ satisface T1(α/C(α)) con

C(α) =

∫

X

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x)dµ(y),

pero en este caso

C(α) =

∫

X

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x)dµ(y) ≤
∫

X

∫

X
eαD

2

dµ(x)dµ(y) = eαD
2

,

de donde concluimos que g(α) := αe−αD
2 ≤ α/C(α). Luego, tenemos que para todo α > 0, µ

satisface T1(g(α)). En particular podemos tomar α∗ que maximiza g(α). Para encontrar α∗

calculamos
g′(α) = e−αD

2 − αD2e−αD
2

,

igualando a 0 se obtiene α∗ = 1/D2 y g(α∗) = 1/eD2, de donde se concluye el resultado del
lema.

Ejemplo 4.2.9: Consideremos X = R y d = | · | y

dµ(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)
dx,

es decir, µ es la ley inducida por una variable aleatoria normal de media 0 y varianza 1. En
este caso, tenemos que si 0 < α < 1/4

C(α) =

∫

R

∫

R

eα(x−y)
2

dµ(x)dµ(y) =
1√

1− 4α
< +∞,

de donde tenemos
f(α) = α

√
1− 4α.

En el gráfico 4.2.1 encontramos f(α) para α en (0, 1/4), notemos que para todos los puntos
(α, λ) que pertenecen al gráfico µ satisface T1(λ). En particular podemos tomar el valor de
α que maximiza f(α), que en este caso podemos encontrar analíticamente calculando f ′(α).

f ′(α) =
√
1− 4α− 2α√

1− 4α
.

Y entonces f ′(α∗) = 0 si α∗ = 1/6 y f(1/6) = 0,09623. Luego la ley normal estándar satisface
T1(0,09623).

Sin embargo, es conocido que la ley normal estándar satisface T1(1). Lo que nos indica que
la cota que nos da este teorema podría no ser muy eficiente.
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Figura 4.2.1: Valores de f(α) para ley N (0, 1)

4.2.2. Criterio de Bolley, Gozlan y Villani

Como se mostró con el ejemplo anterior, el criterio que aparece en el teorema 4.2.7 puede
ser muy poco eficiente. Existe otro criterio integral para T1, explicitado por N. Gozlan en [22],
a partir de un resultado de F. Bolley y C. Villani que aparece en [9]. Este criterio resulta ser
más eficiente, aunque tampoco es óptimo.

Lema 4.2.10. [Bolley, Gozlan y Villani. (2006)] Si µ es una medida de probabilidad en
(X , d) tal que para algún y ∈ X y algún α ∈ R

∫

X
eαd

2(x,y)dµ(x) < +∞, (4.2.9)

entonces µ satisface T1(λ) para

λ = 2

(
ı́nf

y∈X , α>0

{
1

2α

(
1 + log

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x)

)})−1

.

Al igual que antes, como corolario de este criterio, podemos obtener un resultado para el
caso en que X tiene diámetro finito.

Corolario 4.2.11. Supongamos que X tiene diámetro finito D. Entonces toda medida de
probabilidad µ en X satisface T1(4/D

2).
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4.2. Criterio Integral para T1.

Demostración: Comencemos por notar que como X tiene diámetro finito D, entonces

eαd(x,y)
2 ≤ eαD

2

,

de donde tenemos que

ı́nf
y∈X , α>0

{
1

2α

(
1 + log

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x)

)}
≤ ı́nf

y∈X , α>0

{
1

2α

(
1 + log

∫

X
eαD

2

dµ(x)

)}
.

Pero notemos que

ı́nf
y∈X , α>0

{
1

2α

(
1 + log

∫

X
eαD

2

dµ(x)

)}
= ı́nf

α>0

{
1

2α
+
D2

2

}
=
D2

2
,

y entonces

2

(
ı́nf

y∈X , α>0

{
1

2α

(
1 + log

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x)

)})−1

≥ 4

D2
.

Pero recordemos que si µ satisface T1(λ), entonces también satisface T1(λ′) para todo λ′ ≤ λ.
Luego, aplicando el lema 4.2.10 se obtiene el resultado.

q.e.d.

Notemos que la cota que nos da este corolario es del orden de 10 veces mejor que la dada
por el corolario 4.2.8. Veamos ahora un ejemplo numérico del uso del lema 4.2.10.

Ejemplo 4.2.12: Consideremos una vez más la ley normal estándar en R. En este caso
tenemos que

∫

R

eα(x−y)
2 1√

2π
e−

x2

2 dx =
e

αy2

1−2α

√
1− 2α

.

Entonces nuestro problema de optimización a resolver esta dado por

ı́nf
y∈R, α∈(0,1/2)

{
1

2α
+

y2

2− 4α
− 1

4α
log(1− 2α)

}
. (4.2.10)

En este caso podemos encontrar el mínimo de la función calculando el gradiente e igualando
a cero, con lo que se encuentran las siguientes condiciones para (y∗, α∗) , el punto donde se
alcanza el óptimo:

y∗ = 0,

log(1− 2α∗) =
2− 6α∗

1− 2α∗ .

La segunda ecuación la podemos resolver numéricamente utilizando Matlab y encontramos

ı́nf
y∈R, α∈(0,1/2)

{
1

2α
+

y2

2− 4α
− 1

4α
log(1− 2α)

}
≈ 0,38901816,

de donde deducimos que la ley normal estándar en R satisface T1(λ) para λ ≈ 0,88785474,
valor que es mucho más cercano al valor óptimo conocido que es 1.
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4.2. Criterio Integral para T1.

En defensa del teorema 4.2.7 podemos decir que si bien la cota que da puede ser bastante
gruesa, puede ser útil cuando el problema de optimización que hay que resolver para encon-
trar la cota dada por 4.2.10 es difícil. Para terminar veamos otro ejemplo para el lema 4.2.10.

Ejemplo 4.2.13: Consideremos en R la ley Weibull simetrizada de parámetros (a, 2), cuya
densidad esta dada por

f(x) =
|x|
a2
e−

x2

a2 .

La función densidad de esta distribución se puede observar en el siguiente gráfico para dis-
tintos valores del parámetro a.

−30 −20 −10 0 10 20 30
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

f(
x)

Funcion densidad de la distribución Weibull de parámetros (a,2) para distintos valores de a.

 

 
a=1
a=2
a=3
a=4
a=10

Figura 4.2.2: Densidad de la ley Weibull simetrizada de parámetros (a, 2) para distintos
valores de a.

Con esto se tiene que
∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x) =

∫

R

eα(x−y)
2 |x|
a2
e−

x2

a2 dx.

Notemos que el lado derecho es finito si α < 1/a2. Para estos valores de α se puede calcular

∫

X
eαd(x,y)

2

dµ(x) =
eαy

2

1− αa2
+ y

αeCy
2
√
2πσ2

1− αa2
[2Φ(yµ/σ)− 1] ,
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donde Φ corresponde a la función distribución acumulada de la ley normal estándar,

C =
α

1− αa2
, σ =

a√
2(1− αa2)

y µ =
αa2

1− αa2
.

Luego el problema de optimización a resolver es

ı́nf
y∈R, α∈(0,1/a2)

{
1

2α

(
1 + log

[
eαy

2

1− αa2
+ y

αeCy
2
√
2πσ2

1− αa2
[2Φ(yµ/σ)− 1]

])}
.

Para resolver numéricamente este problema es necesario fijar un valor para a, consideraremos
a = 4, lo que corresponde a la función en color negro en el gráfico 4.2.2. Utilizando Matlab
encontramos

ı́nf
y∈R, α∈(0,1/16)

{
1

2α

(
1 + log

[
eαy

2

1− αa2
+ y

αeCy
2
√
2πσ2

1− αa2
[2Φ(yµ/σ)− 1]

])}
≈ 25,16954576.

Con lo que concluimos que la distribución de Weibull(4, 2) satisface T1(0,07946111).

Observación 4.2.14: La desigualdad T2 ha sido relacionada con otras desigualdades fun-
cionales, ver por ejemplo [35]. Sin embargo, por ahora no hay resultados que liguen T2 con
condiciones de integrabilidad.
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Capítulo 5

Concentración de la Medida Empírica

En este capítulo se estudiará, para distintas métricas en el espacio de probabilidades, la
concentración de la medida empírica µ̂N en torno a la ley de la muestra µ. Más precisamente,
se estudiaran condiciones para tener desigualdades del tipo

P(d(µ, µ̂N) > ε) ≤ f(N, ε),

con ε > 0, N ≥ N0 y f una función que tiende a cero con N .

La motivación para buscar desigualdades como esta es la siguiente: supongamos que θ es
un parámetro que desconocemos de µ, o el valor de una función de µ, y que el error de
estimación de θ a partir de una muestra de tamaño N , es una función Lipschitz con respecto
a la distancia entre µ y µ̂N . Es decir,

|θ − θ̂N | ≤ Ld(µ, µ̂N), para cierta constante L.

Entonces, tenemos que para todo N ≥ N0

P(|θ − θ̂N | > ε) ≤ P(d(µ, µ̂N) > ε/L) ≤ f(N, ε/L),

lo que nos permite construir un intervalo de confianza para θ conN finito, sin conocer ni hacer
hipótesis acerca de la distribución de θ. Nuestro objetivo final es aplicar esta metodología a
las medidas de riesgo espectrales, ya que gracias a la observación 3.2.18 y a la desigualdad
de Hölder, más adelante probaremos que

∣∣ρ̂φN(X)− ρφ(X)
∣∣ ≤ ||φ||LqWp(µ, µ̂

N).

Sin embargo, para llevar esta idea a la práctica es fundamental contar con resultados
explícitos, donde cada constante que aparezca esté claramente identificada. Este capítulo se
ha desarrollado con este principio, y se han rehecho todas las demostraciones necesarias para
lograr que cada teorema que se presenta lo cumpla.
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5.1. Concentración de la Medida Empírica con respecto

a W

Para lo que sigue consideramos µ una medida de probabilidad en R y µ̂N la medida empírica
generada a partir de {X1, . . . , XN} una muestra i.i.d. de µ.

5.1.1. Teorema de Bolley, Guillin y Villani

En [8] se prueba el siguiente resultado de concentración de la media empírica al rededor
de la ley de la muestra, para la distancia de Wasserstein de orden p.

Teorema 5.1.1. [Bolley, Guillin y Villani. (2007)] Sea p ∈ [1, 2] y sea µ una medida
de probabilidad en Rd que satisface Tp(λ). Entonces para todo λ′ < λ y d′ > d, existe una
constante N0 que depende sólo de λ′, d′ y de un momento exponencial cuadrático de µ, tal
que para todo ε > 0 y N ≥ N0máx{ε−(d′+2), 1},

P
(
Wp(µ, µ̂

N) > ε
)
≤ e−γp

λ′

2
Nε2 , (5.1.1)

donde

γp =

{
1 p ∈ [1, 2)

3− 2
√
2 p = 2.

Como ya se comento en el inicio de este capítulo, para utilizar el resultado anterior ne-
cesitamos conocer explícitamente N0, lo que no está hecho en la demostración dada por los
autores del teorema. Después de un arduo trabajo se calculó el valor de N0 para el caso p = 1,
que es el que más nos interesa, y se encontró que la cantidad de observaciones necesarias para
que el teorema fuera cierto era muy grande y que además, al calcular el valor numérico del
lado derecho de (5.1.1) evaluado en dicho N , era prácticamente cero. Es decir, la cota tenía
un comportamiento que en la práctica es binario: antes de un umbral la cota no es cierta,
después de dicho umbral el lado derecho de la desigualdad se anula.

Una de las explicaciones para el comportamiento binario de la desigualdad propuesta por
el teorema anterior, es que para lograr la cota que se propone es necesario hacer varias elec-
ciones arbitrarias de parámetros y utilizar desigualdades que finalmente resultan poco finas.
Una forma de evitar dichas elecciones de parámetros es quedarse con un resultado que está
implícito en la demostración original del teorema, y que si bien es menos elegante, se com-
porta mucho mejor en la práctica.

Teorema 5.1.2. Sea µ una medida de probabilidad en R y λ > 0 tal que µ satisface T1(λ),
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entonces para todo λ1 < λ, N ∈ N, η ∈ (0, 1) y α1 < α < λ/2,

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤
(
16eR

δ1ε

)(

2R
δ1ε

)

exp

(
−N

[
λ1
2
ζ2 − Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)])
+

exp

(
−N

[
α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα

])
,

(5.1.2)

con δ1 lo suficientemente pequeño y R lo suficientemente grande para que

ζ = (η − δ1)ε− 2EαRe
−αR2

> 0, (C1)

α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα > 0, (C2)

λ1
2
ζ2 − Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
> 0, (C3)

R ≥ 1√
2α

(C4)

y

R2 ≥ − 1

α
log

(
0,7968

Eα

)
. (C5)

Para hacer más fácil de seguir la demostración de este resultado, se probaran varios lemas
intermedios que juntos prueban el teorema que acabamos de enunciar.

Para lo que sigue consideremos R > 0, BR = [−R,R] ⊂ R y µ ∈ P1(R) que satisface T1(λ).
Definamos

µR =
1BR

µ

µ(BR)
. (5.1.3)

Consideremos el conjunto de variables aleatorias {Xk}Nk=1 que son i.i.d. y que tiene ley µ
y el conjunto de variables {Y k}Nk=1 también i.i.d. que se distribuye según µR. Supongamos
además, que ambos conjuntos de variables son independientes entre sí. Definamos

Xk
R =

{
Xk si |Xk| ≤ R
Y k si |Xk| > R.

(5.1.4)

Por último llamamos µ̂N a la medida empírica asociada a µ y µ̂NR a la medida empírica
asociada a µR.

Lema 5.1.3. Xk
R tiene ley µR.
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Demostración: En efecto, si A ⊂ R es un conjunto medible, entonces

P(Xk
R ∈ A) = P(Xk

R ∈ A/|Xk| ≤ R)P(|Xk| ≤ R) + P(Xk
R ∈ A/|Xk| > R)P(|Xk| > R)

= P(Xk ∈ A/|Xk| ≤ R)µ(BR) + P(Y k ∈ A/|Xk| > R)µ(Bc
R)

= µR(A)µ(BR) + P(Y k ∈ A)µ(Bc
R)

= µR(A)µ(BR) + µR(A)µ(B
c
R)

= µR(A),

donde la primera igualdad se tiene por la regla probabilidades totales, la segunda por defini-
ción y la tercera por independencia.

q.e.d.

Lema 5.1.4. Para todo α < λ/2 y R ≥ 1/
√
2α tenemos que

W (µ, µR) ≤ 2Re−αR
2

Eα.

Demostración: Consideremos X1 y X1
R definidas como antes. Del lema anterior sabemos

que X1
R tiene ley µR. Luego, por definición de la distancia de Wasserstein

W (µ, µR) ≤ E(|X1 −X1
R|)

= E
(
|X1 − Y 1|1{|X1|>R}

)

≤ 2E(|X1|1{|X1|>R}).

Es decir

W (µ, µR) ≤ 2

∫

{|X1|>R}
|x|dµ(x). (5.1.5)

Por otro lado, sabemos que si µ satisface T1(λ), entonces para α < λ/2, tenemos que

Eα =

∫

R

eαx
2

dµ(x) <∞.

Pero, si R ≥ 1/
√
2α se tiene que

r

eαr2
≤ R

eαR2 ,

y entonces
∫

{|X1|>R}
|x|dµ(x) =

∫

{|X1|>R}
|x|e

αx2

eαx2
dµ(x) ≤ R

eαR2

∫

{|X1|>R}
eαx

2

dµ(x) ≤ R

eαR2Eα.

Introduciendo está última desigualdad en (5.1.5) obtenemos

W (µ, µR) ≤ 2Re−αR
2

Eα.
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q.e.d.

Lema 5.1.5. Para todo α1 < α, θ > 0, ε > 0 y R ≥ 2θ/α1 se tiene que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤ exp
(
−N

[
θε− e(α1−α)R2

Eα

])
. (5.1.6)

Demostración: Recordemos que las medidas empíricas están dadas por

µ̂N =
1

N

N∑

k=1

δXk y µ̂NR =
1

N

N∑

k=1

δXk
R
.

Entonces, un posible coupling entre µ̂N y µ̂NR está dado por π = 1
N

∑N
k=1 δ(Xk ,Xk

R). Luego, por
la definición de la distancia de Wasserstein se tiene que

W (µ̂N , µ̂NR ) ≤
1

N

N∑

k=1

|Xk
R −Xk|.

Pero |Xk
R −Xk| ≤ 2|Xk|1{|Xk|>R} =: Zk, y entonces para todo θ > 0, se tiene que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤ P

(
1

N

N∑

k=1

Zk > ε

)

= P

(
N∑

k=1

θ(Zk − ε) > 0

)

= P

(
exp

(
N∑

k=1

θ(Zk − ε)

)
> 1

)

≤ E

(
exp

(
N∑

k=1

θ(Zk − ε)

))
,

donde la última desigualdad corresponde a la desigualdad de Markov y el parámetro θ absorbe
el factor 1/N . Ahora notamos que las variables {Zk}k son i.i.d., con lo que se tiene que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤
(
E
[
exp

{
θ(Z1 − ε)

}])N

=
(
exp(−θε)E

[
exp

{
θZ1

}])N

= exp
(
−N

[
θε− logE exp(θZ1)

])
,

para todo θ > 0. Acotemos ahora el término E exp(θZ1). Para ello, notemos primero que
para todo α1 < α si R ≥ 2θ/α1, entonces se tiene

2θR ≤ α1R
2,
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y entonces

E exp(θZ1) ≤ E exp
(
α1|X1|21{|X1|>R}

)

=

∫

|x|≤R
exp

(
α1x

21{|x|>R}
)
dµ(x) +

∫

|x|>R
exp

(
α1x

21{|x|>R}
)
dµ(x)

≤ 1 +

∫

|x|>R
eα1x2dµ(x)

≤ 1 + e(α1−α)R2

∫

|x|>R
eαx

2

dµ(x)

≤ 1 + e(α1−α)R2

Eα.

Con esto concluimos que
logE exp(θZ1) ≤ e(α1−α)R2

Eα,

de donde finalmente, si R ≥ 2θ/α1 , se tiene que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤ exp
(
−N

[
θε− e(α1−α)R2

Eα

])
. (5.1.7)

q.e.d.

Lema 5.1.6. Sea ν con soporte en BR y absolutamente continua con respecto a µ. Entonces

H(ν|µR)−H(ν|µ) ≥ −2Eαe
−αR2

. (5.1.8)

Demostración: Es directo que ν << µR. Por otro lado

H(ν|µ) =

∫

BR

∂ν

∂µ
log

(
∂ν

∂µ

)
dµ

=

∫

BR

∂ν

∂µ
log

(
∂ν

∂µR

∂µR
∂µ

)
dµ

=

∫

BR

∂ν

∂µ
log

(
∂ν

∂µR

)
dµ+

∫

BR

∂ν

∂µ
log

(
∂µR
∂µ

)
dµ

=

∫

BR

∂ν

∂µR
log

(
∂ν

∂µR

)
∂µR
∂µ

dµ+

∫

BR

∂ν

∂µ
log

( 1BR

µ(BR)

)
dµ

= H(ν|µR)− log(µ(BR))

∫

BR

∂ν

∂µ
dµ.

Es decir,
H(ν|µR)−H(ν|µ) = log(µ(BR)).

Por otro lado notemos que

µ(Bc
R) =

∫

|x|>R
1dµx ≤

∫

|x|>R
eα(x

2−R2)dµ(x) ≤ e−αR
2

Eα,
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y entonces se tiene
µ(BR) ≥ 1− Eαe

−αR2

.

Además si x < 0,7968 entonces log(1− x) ≥ −2x. Entonces si

R2 ≥ − 1

α
log

(
0,7968

Eα

)
,

se tiene
log(µ(BR)) ≥ −2Eαe

−αR2

,

con lo que finalmente concluimos

H(ν|µR)−H(ν|µ) ≥ −2Eαe
−αR2

.

q.e.d.

Lema 5.1.7. Para todo x, y ∈ R y a ∈ (0, 1) se tiene que:

(x− y)2 ≥ ax2 −
(

a

1− a

)
y2. (5.1.9)

Demostración: Consideremos la función f(z) = (1− a)z2 − 2z + 1/(1− a). Notemos que

f ′(z) = 2(1− a)z − 2.

Luego, el mínimo de f(z) se alcanza en z∗ = 1/(1− a) y toma el valor

f(z∗) =
1− a

(1− a)2
− 2

1− a
+

1

1− a
= 0.

Entonces f(z) ≥ 0 para todo z ∈ R. Si y 6= 0 entonces podemos tomar z = x/y y encontramos

(1− a)

(
x

y

)2

− 2
x

y
+

1

1− a
≥ 0,

de donde multiplicando por y2 y reordenando términos se obtiene la desigualdad deseada. El
caso y = 0 es trivial.

q.e.d.

Lema 5.1.8. Sea µ que satisface T1(λ) y λ1 < λ. Entonces para toda ν con soporte en BR

H(ν|µR) ≥
λ1
2
W 2(µR, ν)− Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
. (5.1.10)
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Demostración: Como µ satisface T1(λ), gracias a la desigualdad triangular se tiene que

H(ν|µ) ≥ λ

2
W 2(µ, ν) ≥ λ

2
(W (µR, ν)−W (µR, µ))

2 .

Introduciendo esto en (5.1.8) encontramos que

H(ν|µR) ≥
λ

2
(W (µR, ν)−W (µR, µ))

2 − 2Eαe
−αR2

. (5.1.11)

Gracias al lema anterior para todo a ∈ (0, 1) se tiene que

H(ν|µR) ≥
λ

2
aW 2(µR, ν)−

λa

2(1− a)
W 2(µ, µR)− 2Eαe

−αR2

.

Pero del lema 5.1.5, W 2(µ, µR) ≤ 4E2
αR

2e−2αR2 ≤ 4E2
αR

2e−αR
2
, lo que agregado a lo

anterior, nos dice que ∀λ1 < λ

H(ν|µR) ≥
λ1
2
W 2(µR, ν)− Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
.

q.e.d.

A continuación, dado B un boreliano en P(BR), queremos encontrar una estimación para
P(µ̂NR ∈ B).

Lema 5.1.9. Si B es convexo y compacto, entonces

P(µ̂NR ∈ B) ≤ exp

(
−N ı́nf

ν∈B
H(ν|µR)

)
. (5.1.12)

Demostración: Comencemos por notar que para toda φ : BR → R continua y acotada se
tiene

P(µ̂NR ∈ B) ≤ E

(
exp

[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])
.

En efecto,

E

(
exp

[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])
= E

(1{µ̂NR∈B} exp
[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])

+ E

(1{µ̂NR∈Bc} exp
[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])

≥ E

(1{µ̂NR∈B} exp
[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])

≥ E

(1{µ̂NR∈B}
)
,
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donde la primera desigualdad se obtiene porque el integrando es positivo y la segunda porque

ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR ≤ 0 si µ̂NR ∈ B.

Por otro lado, tenemos que {Xk
R} es una muestra i.i.d. con ley µR, de donde

P(µ̂NR ∈ B) ≤ E

(
exp

[
−N

(
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν −
∫

BR

φdµ̂NR

)])

= exp

(
−N ı́nf

ν∈B

∫

BR

φdν

)
E

(
exp

(
N

∫

BR

φdµ̂NR

))

= exp

(
−N ı́nf

ν∈B

∫

BR

φdν

)
E

(
exp

(
N∑

k=0

φ(Xk
R)

))

= exp

(
−N ı́nf

ν∈B

∫

BR

φdν

)
E
(
exp

(
φ(X1

R)
))N

= exp

(
−N

[
ı́nf
ν∈B

∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

])

= exp

(
−N ı́nf

ν∈B

[∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

])
.

Así, se ha probado que para cualquier función φ, continua y acotada en BR, se tiene que

− log P(µ̂NR ∈ B)
N

≥ ı́nf
ν∈B

[∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

]
.

Luego, podemos tomar supremo sobre el conjunto de funciones continuas y acotadas en BR,
al que denotamos como Cb(BR), y encontramos que

P(µ̂NR ∈ B) ≤ exp

(
−N sup

φ∈Cb(BR)

ı́nf
ν∈B

[∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

])
.

Ahora notemos que si definimos:

I : B × Cb(BR) → R

(ν, φ) →
∫
BR
φdν − log

∫
BR
eφdµR,

I es lineal continuo en ν y cóncavo con respecto a φ.1 Luego, si asumimos que B es convexo y
compacto, entonces por el teorema de minimax de Sion que aparece en el anexo A.1 se tiene
que

sup
φ∈Cb(BR)

ı́nf
ν∈B

[∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

]
= ı́nf

ν∈B
sup

φ∈Cb(BR)

[∫

BR

φdν − log

∫

BR

eφdµR

]
.

1Las propiedades de I se discuten en el anexo A.2.1.
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Por último notamos que el supremo que aparece en el lado derecho de esta última igualdad
es justamente la representación dual de la entropía, que aparece en el anexo A.2.1. Con lo
que concluimos

P(µ̂NR ∈ B) ≤ exp

(
−N ı́nf

ν∈B
H(ν|µR)

)
.

q.e.d.

Demostración: del Teorema 5.1.2. Comencemos por notar que para R dado y η ∈ (0, 1)

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ P(W (µ, µR) +W (µR, µ̂
N
R ) +W (µ̂NR , µ̂

N) > ε)

≤ P(W (µ, µR) +W (µR, µ̂
N
R ) > ηε)

+ P(W (µ̂NR , µ̂
N) > (1− η)ε).

Gracias al lema 5.1.4, tenemos que si R ≥ 1/
√
2α entonces

W (µ, µR) ≤ 2Re−αR
2

Eα,

mientras que gracias al lema 5.1.5 tenemos que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤ exp
(
−N

[
θε− e(α1−α)R2

Eα

])
,

para R ≥ 2θ/α1. Entonces,

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤+ P(W (µR, µ̂
N
R ) > ηε− 2Re−αR

2

Eα)

exp
(
−N

[
θ(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα

])
.

(5.1.13)

Sea A un subconjunto medible de P(BR) y δ > 0. Definimos Aδ, el engrosamiento de
tamaño δ de A, como

Aδ = {ν ∈ P(BR) : (∃ νa ∈ A) W (ν, νa) ≤ δ}.

Sea NA el número mínimo de bolas de tamaño δ/2 necesarias para recubrir A. Llamemos
(Bi)

NA

i=1 al conjunto de dichas bolas. Notemos cada uno de los conjuntos Bi es convexo y
compacto. En efecto, del teorema 3.2.14, sabemos que Pp(BR) es un espacio métrico polaco
y compacto. Además, gracias al Corolario 6.11 de [43], sabemos que Wp es una función
continua en Pp(BR) × Pp(BR). Luego, cada Bi es un subconjunto cerrado de un espacio
métrico compacto, y por lo tanto compacto. Para probar la convexidad de Bi, basta llamar
µi al centro de la bola y tomar ν1, ν2 ∈ Bi. Sean π1 y π2 los couplings óptimos de (µi, ν1) y
(µi, ν2) respectivamente. Entonces, para todo γ ∈ (0, 1), tenemos que π = γπ1 + (1− γ)π2 es
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un coupling para (µi, γν1 + (1− γ)ν2) y entonces

W (µi, γν1 + (1− γ)ν2) ≤
∫

BR×BR

|x− y|dπ(x, y)

= γ

∫

BR×BR

|x− y|dπ1(x, y) + (1− γ)

∫

BR×BR

|x− y|dπ2(x, y)

= γW (µi, ν1) + (1− γ)W (µi, ν2)

≤ δ/2,

de donde se concluye que Bi es un conjunto convexo. Luego, podemos aplicar (5.1.12) a cada
Bi y obtenemos

P(µ̂NR ∈ A) ≤ P


µ̂NR ∈

NA⋃

i=1

Bi




≤
NA∑

i=1

P
(
µ̂NR ∈ Bi

)

≤
NA∑

i=1

exp

(
−N ı́nf

ν∈Bi

H(ν|µR)
)

≤ NA exp

(
−N ı́nf

ν∈Aδ

H(ν|µR)
)
,

pues para todo i, Bi ⊂ Aδ.

Consideremos ahora el conjunto

A =
{
ν ∈ P(BR) : W (ν, µR) ≥ ηε− 2EαRe

−αR2
}
.

Entonces, por desigualdad triangular, se tiene para toda medida ν ∈ Aδ

W (ν, µR) ≥ ηε− 2EαRe
−αR2 − δ,

pero como W (·, ·) ≥ 0, tenemos que

W (ν, µR) ≥ máx
(
ηε− 2EαRe

−αR2 − δ, 0
)
=: ζ.

Gracias al lema 5.1.8, sabemos que µR satisface una desigualdad de Talagrand modificada,

H(ν|µR) ≥
λ1
2
W 2(µR, ν)− Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
,

y entonces

H(ν|µR) ≥
λ1
2
ζ2 − Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
.
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Notemos que esta cota es independiente de ν, luego tenemos que

ı́nf
ν∈Aδ

H(ν|µR) ≥
λ1
2
ζ2 −Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
,

y, por lo tanto,

P(µ̂NR ∈ A) = P

(
W (µ̂NR , µR) ≥ ηε− 2EαRe

−αR2
)

≤ NA exp

(
−N

[
λ1
2
ζ2 −Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)])
.

Ahora supongamos que δ = δ1ε con δ1 lo suficientemente pequeño de modo que

ζ = ηε− 2EαRe
−αR2 − δ1ε = (η − δ1)ε− 2EαRe

−αR2

.

Gracias al teorema A.2.3, tenemos que para todo R > 0 y 0 < δ < R

NA ≤
(
16eR

δ

)( 2R
δ )
.

Con esto finalmente vemos que

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤
(
16eR

δ1ε

)(

2R
δ1ε

)

exp

(
−N

[
λ1
2
ζ2 − Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)])
+

exp

(
−N

[
α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα

])
,

si δ1 lo suficientemente pequeño y R lo suficientemente grande para que

ζ = (η − δ1)ε− 2EαRe
−αR2

> 0, (C1)

α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα > 0, (C2)

λ1
2
ζ2 − Eαe

−αR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EαR

2 + 2

)
> 0, (C3)

R ≥ 1√
2α

(C4)

y

R2 ≥ − 1

α
log

(
0,7968

Eα

)
. (C5)

q.e.d.
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Aplicación del teorema 5.1.2 en la práctica

Para poder aplicar el teorema anterior queda pendiente encontrar una forma sistemática
de calcular R y δ1, de modo que satisfagan las condiciones (C1)-(C5). Además notemos que
si bien el teorema es cierto para todo η ∈ (0, 1), λ1 < λ y α1 < α < λ/2, nos interesa escoger
estos parámetros de forma que el N0 mínimo necesario para hacer la cota no trivial sea lo
menor posible.

Comencemos por notar que N0 crece con R, el que debido a las condiciones (C4) y (C5)
explota cuando α se acerca a cero. Por ello fijamos α tan grande como sea posible, lo que a
su vez también fija el valor de Eα. Resta fijar η, δ1, λ1 y α1. Para ello seguimos el siguiente
procedimiento:

1. Definimos R0 como el mínimo R que satisface (C4) y (C5).

2. Se discretiza el intervalo (0, 1) generando un vector (η1, . . . , ηN1).

3. Para k = 2, . . . , N1:

a) Para η = ηk se fija R1 como el mínimo R que satisface (C2). Notemos que con
todos los otros parámetros fijos, independientemente del signo que tenga el lado
izquierdo de (C2), α1 se puede fijar de modo que dicha cantidad sea máxima. Se
escoge de esta manera.

b) Para j = 1, . . . , k − 1:

1) Para η = ηk y δ1 = ηj se calcula R2 como el mínimo R que satisface las
condiciones (C1) y (C3) simultáneamente. Notemos que al igual que α1 en
(C2), el parámetro λ1 se puede escoger de manera que el lado izquierdo de
(C3) sea máximo cuando todos los otros parámetros están fijos.

2) Definimos Rkj = máx{R0, R1, R2} y calculamos Nkj, el mínimo N que hace la
cota del teorema significativa cuando se considera η = ηk, δ1 = ηj , R = Rkj y
los parámetros α1 y λ1 escogidos de manera óptima como se mencionó antes.

4. Fijamos los parámetros η = ηk∗ y δ1 = ηj∗ donde

Nk∗j∗ = mı́n{Nk,j : k = 2, . . . , N1, j = 1, . . . , k − 1}.

Para desarrollar los ejemplos que se presentan a continuación el procedimiento anterior fue
programado en Matlab.

Ejemplo 5.1.10: En este ejemplo estudiaremos la cota obtenida con el teorema 5.1.2 cuando
µ es igual a la ley de una variable aleatoria normal estándar N (0, 1). En este caso tenemos
que µ satisface T1(1) y que Eα = 1/

√
1− 2α y es finito para α ∈ [0, 1/2). Para empezar, en

la tabla 5.1.1 aparece el comportamiento de W (µ, µ̂N) para distintos N . Para cada número
de observaciones se generaron 100 muestras y se estimó la distancia promedio, el máximo de
la distancia y la probabilidad de que W (µ, µ̂N) > ε para distintos valores de ε.
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P̂N (W (µ, µ̂N ) > ε)

N prom{W (µ, µ̂N )} máxW (µ, µ̂N ) ε = 0,01 ε = 0,05 ε = 0,1 ε = 0,5 ε = 1

10 0,4125 0,8327 1,0000 1,0000 1,0000 0,2000 0,0000

20 0,2788 0,5756 1,0000 1,0000 1,0000 0,0200 0,0000

50 0,1781 0,4235 1,0000 1,0000 0,9700 0,0000 0,0000

100 0,1213 0,3616 1,0000 1,0000 0,6600 0,0000 0,0000

200 0,0925 0,2039 1,0000 0,9900 0,2900 0,0000 0,0000

1000 0,0405 0,0819 1,0000 0,2200 0,0000 0,0000 0,0000

2000 0,0302 0,0696 1,0000 0,0700 0,0000 0,0000 0,0000

5000 0,0178 0,0383 0,9300 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

10000 0,0126 0,0308 0,6600 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

50000 0,0056 0,0131 0,0200 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

100000 0,0041 0,0102 0,0100 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

500000 0,0019 0,0059 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Cuadro 5.1.1: Comportamiento de W (µ, µ̂N) para distintos N . Para cada número de ob-
servaciones se generaron 100 muestras y se calcularon los estadísticos que aparecen en las
columnas.

La distancia de Wasserstein entre la medida empírica de cada muestra y la ley de la muestra,
se calculó numéricamente haciendo uso de la fórmula integral dada en la observación 3.2.18,
para lo cual primero se calculó la función cuantil empírica, también de forma numérica.

El teorema 5.1.2 nos dice que si se satisfacen ciertas condiciones en los parámetros que en
él aparecen, entonces

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ ea−Nb + e−Nc,

donde a, b, c son constantes que dependen entre otras cosas de ε. Notemos que si bien esta
cota es válida para todo N , es significativa a partir de un N0 tal que el lado derecho sea
menor o igual que 1. En la tabla 5.1.2 aparece el valor de a, b, c, ζ y N0 para distintos valores
de ε. Notemos que b, c y ζ son las cantidades a las que se les exigía ser positivas para que el
teorema fuera cierto.

ε a b c ζ N0

0,01 4,521e+ 04 5,067e− 06 5,905e− 05 6,400e− 03 8,922e+ 09
0,05 7,118e+ 03 1,157e− 04 2,486e− 04 3,200e− 02 6,151e+ 07
0,1 3,166e+ 03 4,422e− 04 4,523e− 04 6,400e− 02 7,161e+ 06
0,5 4,474e+ 02 9,420e− 03 1,679e− 03 3,150e− 01 4,749e+ 04
1 1,901e+ 02 3,512e− 02 2,758e− 03 6,300e− 01 5,412e+ 03

Cuadro 5.1.2: Valores para a, b, c, ζ y N0 para distintos valores de ε utilizando el teorema
5.1.2 .
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Comparando los resultados de las tablas 5.1.1 y 5.1.2, nos damos cuenta de que el teorema
es bastante ineficiente, ya que por ejemplo, para P(W (µ, µ̂N) > 1) ≤ 1 se requiere del orden
de 5 400 datos, sin embargo para N = 10 observamos que la estimación de P(W (µ, µ̂N) > 1)
que aparece en la tabla 5.1.1 es 0. Uno de los posibles caminos que exploramos intentando
de mejorar el resultado fue considerar el corolario 4.2.11, el cual aplicado a nuestro caso nos
dice que µR satisface T1(1/R2), si utilizamos este resultado en la demostración del teorema
5.1.2 en lugar del lema 5.1.8, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.1.11. Sea µ una medida de probabilidad en R y λ > 0 tal que µ satisface T1(λ),
es decir

W (ν, µ) ≤
√

2

λ
H(ν|µ),

entonces para todo N ∈ N, η ∈ (0, 1) y α1 < α < λ/2

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ exp

((
2R

δ1ε

)
log

(
16eR

δ1ε

)
− N

2R2
ζ2
)
+

exp

(
−N

[
α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα

])
,

(5.1.14)

con δ1 lo suficientemente pequeño y R lo suficientemente grande para que

ζ = (η − δ1)ε− 2EαRe
−αR2

> 0,

α1R

2
(1− η)ε− e(α1−α)R2

Eα > 0,

R ≥ 1√
2α

y

R2 ≥ − 1

α
log

(
0,7968

Eα

)
.

Demostración: Es exactamente la misma que la del teorema 5.1.2, salvo que cuando se
introduce el resultado del lema 5.1.8, ahora hay que usar el corolario 4.2.11.

q.e.d.

Ejemplo 5.1.12: En este ejemplo estudiaremos la cota obtenida con el teorema 5.1.11 al
igual que antes consideramos µ igual a la ley de una variable aleatoria normal estándar
N (0, 1).

Comparando los resultados de las tablas 5.1.2 y 5.1.3, encontramos que los resultado em-
peoran al utilizar el teorema 5.1.11. La razón para esto pareciera ser que el criterio integral
para encontrar λ tal que µR satisface T1(λ) es muy poco eficiente y resulta ser mejor utilizar
el lema 5.1.8.
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ε a b c ζ N0

0,01 3,769e+ 04 5,943e− 07 1,440e− 05 6,300e− 03 6,341e+ 10
0,05 6,076e+ 03 1,657e− 05 7,171e− 05 3,150e− 02 3,668e+ 08
0,1 2,738e+ 03 6,973e− 05 1,431e− 04 6,300e− 02 3,927e+ 07
0,5 4,019e+ 02 1,922e− 03 7,113e− 04 3,100e− 01 2,091e+ 05
1 1,722e+ 02 8,071e− 03 1,888e− 03 6,100e− 01 2,134e+ 04

Cuadro 5.1.3: Valores para a, b, c, ζ y N0 para distintos valores de ε utilizando el teorema
5.1.11.

Ejemplo 5.1.13: Consideremos en R la ley Weibull simetrizada de parámetros (4, 2), a la
que llamaremos µ. Sabemos que µ satisface T1(0,07946111). Además

Eα =

∫

X
eαx

2

dµ(x) =
1

1− 16α
,

con esto podemos aplicar el teorema 5.1.2 y encontrar las estimaciones que aparecen en las
tablas 5.1.4 y 5.1.5. Al igual que en el ejemplo para la variable normal estándar podemos
apreciar que el teorema es ineficiente en el sentido de que requiere de mucha más información
que la que es realmente necesaria para entregar una cota significativa.

ε a b c ζ N0

0,01 1,516e+ 05 1,730e− 07 2,298e− 05 6,400e− 03 8,760e+ 11
0,05 2,448e+ 04 4,002e− 06 1,009e− 04 3,200e− 02 6,116e+ 09
0,1 1,104e+ 04 1,541e− 05 1,886e− 04 6,400e− 02 7,165e+ 08
0,5 1,630e+ 03 3,370e− 04 7,770e− 04 3,150e− 01 4,837e+ 06
1 7,113e+ 02 1,279e− 03 1,389e− 03 6,300e− 01 5,562e+ 05

Cuadro 5.1.4: Valores para a, b, c, ζ y N0 para distintos valores de ε utilizando el teorema
5.1.2.

N prom{W (µ, µ̂N )} máxW (µ, µ̂N ) ε = 0,01 ε = 0,05 ε = 0,1 ε = 0,5 ε = 1

10 1,4257 4,7966 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,7200

100 0,4635 1,1656 1,0000 1,0000 1,0000 0,3100 0,0300

200 0,3281 0,8411 1,0000 1,0000 1,0000 0,0900 0,0000

5000 0,0674 0,1376 1,0000 0,7100 0,1000 0,0000 0,0000

Cuadro 5.1.5: Comportamiento de W (µ, µ̂N) para distintos N . Para cada número de ob-
servaciones se generaron 100 muestras y se calcularon los estadísticos que aparecen en las
columnas.
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5.1.2. Teorema de Gozlan y Léonard

En esta sección estudiaremos tres resultados obtenidos por Gozlan y Léonard en [23],
que permiten obtener desigualdades de concentración para medidas empíricas. El argumento
utilizado por los autores es distinto a los presentados por Bolley et al. en [8] y pasa por
las propiedades de tensorización de las desigualdades de transporte. Gracias a lo explícito
de los resultados de Gozlan y Léonard, no es necesario rehacer la demostraciones de dichos
resultados para poder usarlos en el contexto que queremos.

Por último, la versión original de los resultados que presentaremos aborda una clase más
grande de desigualdades de transporte. Sin embargo, nos quedamos con una versión un poco
más particular, pero que incluye todas las aplicaciones que nos interesan.

Lema 5.1.14. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X , d) un espacio métrico po-
laco. Sea p ≥ 1 y µ ∈ Pp(X ) que satisface Tp(λ). Consideremos Z : XN → R una función
N−1/p-Lipschitz con respecto a la métrica

(x, y) →
(

N∑

i=1

dp(xi, yi)

)1/p

.

Entonces, para todo t ≥ 0

µ⊗N
(
Z(X1, . . . , XN) ≥

∫

XN

Z(x1, . . . , xN )dµ
⊗N + t

)
≤ exp

(
−λN

2
t2
)

Teorema 5.1.15. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X , d) un espacio métrico
polaco y sea G un conjunto de funciones 1−Lipschitz, µ una medida de probabilidad en X
y {X1, . . . , XN} una muestra i.i.d. de la ley µ. Llamamos proceso empírico a la variable
aleatoria

ZG
N = sup

φ∈G

{∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

φ(Xi)−
∫

X
φdµ

∣∣∣∣∣

}
.

Si µ ∈ P1(X ) y satisface T1(λ), entonces

P(ZG
N ≥ E(ZG

N) + t) ≤ exp

(
−λN

2
t2
)
, ∀ t ≥ 0.

Teorema 5.1.16. [Gozlan y Léonard. (2007)] Consideremos (X , d) un espacio métrico
polaco y µ una medida de probabilidad en X . Sea {X1, . . . , XN} una muestra i.i.d. de la ley
µ. Si µ ∈ Pp(X ) y satisface Tp(λ), entonces

P(Wp(µ, µ̂
N) ≥ E[Wp(µ, µ̂

N)] + t) ≤ exp

(
−λN

2
t2
)
, ∀ t ≥ 0.
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Los dos teoremas que se acaban de enunciar son consecuencias más o menos directas del
lema 5.1.14. En ambos casos la demostración pasa por probar que alguna función es N−1/p-
Lipschitz con respecto a la métrica definida en el lema. Por ejemplo, en el caso del teorema
5.1.16, consideremos la función

LN : XN → R

x → Wp

(
1
N

∑N
i=1 δxi, µ

)
.

Gracias a la desigualdad triangular para Wp(·, ·), tenemos que

|LN(x)− LN (y)| ≤ Wp

(
1

N

N∑

i=1

δxi ,
1

N

N∑

i=1

δyi

)
.

Por la definición de Wp(·, ·), si consideramos el coupling π = 1
N

∑N
i=1 δ(xi,yi), entonces tenemos

que

|LN(x)− LN(y)| ≤Wp

(
1

N

N∑

i=1

δxi ,
1

N

N∑

i=1

δyi

)
≤
(

1

N

N∑

i=1

dp(xi, yi)

)1/p

,

con lo que concluimos que LN es una función N−1/p-Lipschitz para la métrica que estamos
considerando, lo que agregado al lema 5.1.14 prueba el teorema 5.1.16.

Los teoremas que acabamos de enunciar los queremos utilizar para acotar P(Wp(µ, µ̂
N) > ε)

y P(ZG
N > ε). Para lograr esto necesitamos contar con estimaciones para E(Wp(µ, µ̂

N)) y para
E(ZG

N). Estas estimaciones las encontramos en las próximas dos secciones.

Estimación de E(W 2
2 (µ, µ̂

N))

En esta sección se estudiará el caso particular para dimensión 1 del Teorema 10.2.1 que
aparece en [37] (volumen 2). Dicho resultado establece una cota para la velocidad de con-
vergencia a cero de E(W 2

2 (µ, µ̂
N)). Con esta cota, utilizando el teorema 5.1.16, se deduce un

resultado de concentración para la medida empírica con respecto a Wp, con p ∈ [1, 2].

Antes de enunciar el teorema principal de esta sección se enuncian tres lemas que nos serán
útiles en la demostración de dicho teorema. Comenzamos por una versión de la desigualdad
de Carlson, establecida primero para series de números reales en [11], y luego extendida a
funciones medibles. En [29] aparecen demostraciones alternativas y también generalizaciones.

Lema 5.1.17. [Carlson] Sea g una función medible y no negativa en R, entonces

∫

R

g(x)dx ≤
√
π

∫

R

(1 + x2)g(x)2dx.
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Demostración:
(∫

R

g(x)dx

)2

=

(∫

R

1√
1 + x2

√
1 + x2g(x)dx

)2

≤
∫

R

dx

1 + x2

∫

R

(1 + x2)g(x)2dx

=

∫ π/2

−π/2
du

∫

R

(1 + x2)g(x)2dx

= π

∫

R

(1 + x2)g(x)2dx

q.e.d.

Lema 5.1.18. Sean f, g densidades de probabilidad en R, tales que
∫

R

x2(f(x) + g(x))dx <∞.

Consideremos µ y ν definidas por dµ(x) = f(x)dx y dν(x) = g(x)dx. Entonces

W 2
2 (µ, ν) ≤ 3

∫

R

x2|f(x)− g(x)|dx.

Demostración: La prueba de este lema consiste en proponer un coupling en particular y
demostrar que dicho coupling satisface la estimación que se propone. Consideremos π el
coupling definido para ϕ una función medible y acotada como

∫

R2

ϕ(x, y)dπ(x, y) =
1

1− A

∫

R

∫

R

ϕ(x, y)(f − f ∧ g)(x)(g − f ∧ g)(y))dxdy

+

∫

R

ϕ(x, x)f ∧ g(x)dx,

donde A =
∫
R
f ∧ g(x)dx. Para ver que efectivamente π ∈ Πµ,ν , basta con probar que para

todo B ⊂ R medible se tiene que π(B × R) = µ(B) y que π(R × B) = ν(B). Para ello
podemos considerar ϕ(x, y) = 1B×R(x, y) = 1B(x) y entonces

π(B × R) =

∫

R2

1B(x)dπ(x, y)
=

1

1− A

∫

R

1B(x)(f − f ∧ g)(x)dx
∫

R

(g − f ∧ g)(y))dy

+

∫

R

1B(x)f ∧ g(x)dx

=

∫

R

1B(x)(f − f ∧ g)(x)dx+
∫

R

1B(x)f ∧ g(x)dx

= µ(B).
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De manera similar se prueba que π(R × B) = ν(B). Ahora que ya sabemos que π ∈ Πµ,ν ,
tenemos que

W 2
2 (µ, ν) ≤

∫

R2

(x− y)2dπ(x, y).

Ahora basta con probar que el lado derecho de la última desigualdad satisface la cota deseada.
En efecto
∫

R2

(x− y)2dπ(x, y) =
1

1− A

∫

R

∫

R

(x− y)2(f − f ∧ g)(x)(g − f ∧ g)(y))dxdy

=
1

1− A

∫

R

∫

R

(x2 − 2xy + y2)(f − f ∧ g)(x)(g − f ∧ g)(y))dxdy

=
1

1− A

∫

R

(g − f ∧ g)(y))dy
∫

R

x2(f − f ∧ g)(x)dx

+
1

1− A

∫

R

(f − f ∧ g)(x))dx
∫

R

y2(g − f ∧ g)(y)dy

− 2

1− A

∫

R

y(g − f ∧ g)(y))dy
∫

R

x(f − f ∧ g)(x)dx

=

∫

R

x2(f − f ∧ g)(x)dx+
∫

R

y2(g − f ∧ g)(y)dy

− 2

1− A

∫

R

y(g − f ∧ g)(y))dy
∫

R

x(f − f ∧ g)(x)dx.

Ahora recordamos que |x − y| = x + y − 2x ∧ y, donde x ∧ y es el mínimo entre x e y. Con
esto tenemos que

∫

R2

(x− y)2dπ(x, y) =

∫

R

x2|f − g|(x)dx

− 2

1− A

∫

R

y(g − f ∧ g)(y)dy
∫

R

x(f − f ∧ g)(x)dx.

Por otro lado, gracias a la desigualdad de Hölder

∣∣∣∣
∫

R

x(f − f ∧ g)(x))dx
∣∣∣∣ ≤

(∫

R

x2|f − f ∧ g|(x)dx
)1/2(∫

R

|f − f ∧ g|(x)dx
)1/2

≤
(∫

R

x2|f − g|(x)dx
)1/2

(1− A)1/2 ,
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con lo que finalmente
∫

R2

(x− y)2dπ(x, y) ≤
∫

R

x2|f − g|(x)dx

+
2

1−A

∣∣∣∣
∫

R

y(g − f ∧ g)(y))dy
∫

R

x(f − f ∧ g)(x)dx
∣∣∣∣

≤
∫

R

x2|f − g|(x)dx+ 2

∫

R

x2|f − g|(x)dx

= 3

∫

R

x2|f − g|(x)dx.

q.e.d.

Llamemos Φσ a la medida de probabilidad de una variable aleatoria normal de media cero
y varianza σ2 y sea φσ su densidad. Sea µ una medida de probabilidad en R, definimos
µσ = Φ ∗ µ la convolución de φ con µ. Notemos que µσ tiene densidad dada por φσ ∗ µ.

Lema 5.1.19. Si µ ∈ P2(R) entonces W 2
2 (µ

σ, µ) ≤ σ2.

Demostración: Sean X e Y dos v.a. con leyes µ y Φσ respectivamente. Entonces el par
(X,X + Y ) es un coupling de µ con µσ. Luego, tenemos que

W 2
2 (µ, µ

σ) ≤ E((X + Y −X)2) = E(Y 2) = σ.

q.e.d.

Teorema 5.1.20. Supongamos que µ tiene momento de orden 6 finito, es decir

M6 :=

∫

R

x6dµ(x) <∞.

Entonces, para todo N ∈ N,

E(W 2
2 (µ̂

N , µ)) ≤ D

N2/5
,

donde

D = 6
(√

4π (61 + 32M6)
)1/2

.

Demostración: Consideremos X1, . . . , XN una muestra i.i.d. de ley µ y llamemos µ̂N a la
medida empírica. Notemos que gracias a la desigualdad triangular y al lema 5.1.19, tenemos
que

W 2
2 (µ, µ̂

N) ≤ 2
(
W 2

2 (µ̂
N , (µ̂N)σ) +W 2

2 (µ
σ, (µ̂N)σ) +W 2

2 (µ
σ, µσ)

)

≤ 2
(
σ2 +W 2

2 (µ
σ, (µ̂N)σ) + σ2

)

≤ 2
(
2σ2 +W 2

2 (µ
σ, (µ̂N)σ)

)
,

70



5.1. Concentración de la Medida Empírica con respecto a W

de donde tenemos
E(W 2

2 (µ, µ̂
N)) ≤ 4σ2 + 2E(W 2

2 (µ
σ, (µ̂N)σ)). (5.1.15)

Por otro lado, gracias al lema 5.1.18 se tiene que:

W 2
2 (µ

σ, (µ̂N)σ) ≤ 3

∫

R

x2|gσ(x)− gσN(x)|dx,

donde hemos llamado gσ a la densidad de µσ y gσN a la densidad de (µ̂N)σ. Ahora podemos
aplicar el lema de Carlson a la función g = x2|gσ(x)− gσN(x)| y obtenemos

W 2
2 (µ

σ, (µ̂N)σ) ≤ 3

√
π

∫

R

(1 + x2)x4(gσ(x)− gσN(x))
2dx (5.1.16)

≤ 3

√
2π

∫

R

(1 + x6)(gσ(x)− gσN(x))
2dx. (5.1.17)

Notemos que gσN es una variable aleatoria en el espacio de las densidades en R. En efecto

gσN(x) =
1

N

N∑

i=1

φσ(x−Xi).

Además, se tiene que

E(gσN(x)) =
1

N

N∑

i=1

E(φσ(x−Xi)) = E(φσ(x−X1)) =

∫

R

φσ(x− y)dµ(y) = gσ(x),

y también

E((gσN (x)− gσ(x))2) = Var(gσN(x)) =
1

N

N∑

i=1

Var(φσ(x−Xi)) =
Var(φσ(x−Xi))

N
.

Pero, por otro lado

Var(φσ(x−Xi)) ≤ E(φσ(x−Xi)
2) =

∫

R

φ2
σ(x− y)dµ(y),

y entonces

E((gσN (x)− gσ(x))2) ≤ 1

N

∫

R

φ2
σ(x− y)dµ(y).

Luego si calculamos esperanzas en (5.1.17), aplicamos la desigualdad de Jensen y el teorema
de Tonelli para intercambiar la esperanza y la integral, tenemos que

E(W 2
2 (µ

σ, (µ̂N)σ)) ≤ 3

√
2π

∫

R

(1 + x6)E((gσ(x)− gσN(x))
2)dx.
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Incorporando los cálculos anteriores, esto se transforma en

E(W 2
2 (µ

σ, (µ̂N)σ)) ≤ 3

√
2π

∫

R

(1 + x6)
1

N

∫

R

φ2
σ(x− y)dµ(y)dx.

Ahora notemos que

φ2
σ(x− y) =

(
1√
2πσ2

exp

(
−(x− y)2

2σ2

))2

=
1√
4πσ2


 1√

2π(σ/
√
2)2

exp

(
− (x− y)2

2(σ/
√
2)2

)


=
1√
4πσ2

φσ/
√
2(x− y),

con lo que tenemos
∫

R

(1 + x6)

∫

R

φ2
σ(x− y)dµ(y)dx =

1√
4πσ2

∫

R

(1 + x6)

∫

R

φσ/
√
2(x− y)dµ(y)dx.

Pero ∫

R

(1 + x6)

∫

R

φσ/
√
2(x− y)dµ(y)dx = 1 +

∫

R

∫

R

(x+ y)6φσ/
√
2(x)dxdµ(y)

≤ 1 + 25
∫

R

∫

R

(x6 + y6)φσ/
√
2(x)dxdµ(y)

= 1 + 32

(∫

R

x6φσ/
√
2(x)dx+

∫

R

y6dµ(y)

)

= 1 + 32

(
15

8
σ6 +M6

)
.

Fijando σ < 1 se tiene que

E(W 2
2 (µ

σ, (µ̂N)σ)) ≤ 3

√
2π

N

1√
4πσ2

(61 + 32M6) = 3
(√

π(61 + 32M6)
)1/2 1√

Nσ
.

Incorporando la desigualdad anterior a (5.1.15), concluimos que

E(W 2
2 (µ, µ̂

N)) ≤ 4σ2 + 6
(√

π(61 + 32M6)
)1/2 1√

Nσ
.

En particular para σ = 1/N1/5 tenemos

E(W 2
2 (µ, µ̂

N)) ≤ 4
1

N2/5
+ 6

(√
π(61 + 32M6)

)1/2 1√
N4/5

≤ D

N2/5
,

donde
D = 6

(√
π (61 + 32M6)

)1/2
.
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q.e.d.

Directamente del teorema anterior y del teorema 5.1.16, se puede obtener el siguiente
resultado, que corresponde al Corolario 8 de [23], aunque en este artículo no se da el valor
explícito de la constante D.

Corolario 5.1.21. Sea µ una medida de probabilidad en R que satisface Tp(λ) para algún
p ∈ [1, 2]. Entonces, para todo p′ ∈ [1, p]:

P(Wp′(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ exp

(
−Nλ

2

(
ε− D1/2

N1/5

)2
)

para todo ε > 0, N ≥ D5/2/ε5 y

D = 6
(√

π (61 + 32M6)
)1/2

.

Demostración: Consideremos µ una medida de probabilidad en R que satisface Tp(λ) para
p ∈ [1, 2]. Sea p′ ∈ [1, p], por la desigualdad que satisfacen las distancias de Wasserstein,
tenemos las siguientes desigualdades

P(Wp′(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ P(Wp(µ, µ̂

N) ≥ ε) y (5.1.18)

E
(
Wp(µ, µ̂

N)
)

≤ E
(
W2(µ, µ̂

N)
)
. (5.1.19)

Además, gracias a la desigualdad de Jensen y al teorema anterior, tenemos que

E

(√
W 2

2 (µ̂
N , µ)

)
≤
√

E(W 2
2 (µ, µ̂

N)) ≤
√

D

N2/5
=
D1/2

N1/5
.

Luego, gracias a (5.1.19) tenemos que

E
(
Wp(µ, µ̂

N)
)
≤ D1/2

N1/5
. (5.1.20)

Como µ satisface Tp(λ), gracias al teorema 5.1.16, tenemos que

P(Wp(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ exp

(
−λN

2

(
ε−E

[
Wp(µ, µ̂

N)
])2
)
, ∀ ε ≥ E

(
Wp(µ, µ̂

N)
)
.

Notemos que para ε ≥ D1/2/N1/5, gracias a (5.1.20), tenemos que

exp

(
−λN

2

(
ε−E

[
Wp(µ, µ̂

N)
])2
)

≤ exp

(
−λN

2

(
ε− D1/2

N1/5

)2
)
.

Luego, para ε ≥ D1/2/N1/5, tenemos que

P(Wp(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ exp

(
−λN

2

(
ε− D1/2

N1/5

)2
)
.

Introduciendo esta última desigualdad en (5.1.19) se concluye el resultado.
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q.e.d.

Una pregunta bastante natural es que dado que tenemos un control para la esperanza
de W2(µ, µ̂

N) podríamos obtener una cota para P(W2(µ, µ̂
N) > ε) simplemente aplicando la

desigualdad de Markov. Eso lo hacemos a continuación y después mostramos que el resultado
obtenido por Gozlan y Léonard es mucho mejor.

Corolario 5.1.22. Para todo p ∈ [1, 2] y todo N ≥ 1 se tiene que:

P(Wp(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ D1/2

εN1/5
.

Demostración: Como vimos en la demostración del corolario anterior, para p ∈ [1, 2] se
tiene que

E(W2(µ̂
N , µ)) ≤ D1/2

N1/5

y
P(Wp(µ, µ̂

N) ≥ ε) ≤ P(W2(µ, µ̂
N) ≥ ε).

Aplicando la desigualdad de Markov, concluimos que

P(Wp(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ P(W2(µ, µ̂

N) ≥ ε) ≤ D1/2

εN1/5
.

q.e.d.

Observación 5.1.23: Notemos que para ambos corolarios, el número crítico de observaciones
necesarias para que la cota que proponen sea válida o significativa, está dado por D5/2/ε5. Sin
embargo, como lo muestra el siguiente ejemplo, la cota dada por la desigualdad de Markov
decae a cero mucho más lento.

Ejemplo 5.1.24: Consideremos µ igual a la ley normal estándar N (0, 1). En este caso es
conocido que µ satisface T2(1) y que M6 = 15. En el gráfico (5.1.1) se muestra el compor-
tamiento de las cotas dadas por los corolarios previos para ε = 0,1. Se observa claramente
como la cota de Gozlan y Léonard decae mucho más rápido a cero.

Considerando p′ = 1, en el resultado de Gozlan y Léonard, podemos comparar para distin-
tos valores de ε los resultados que nos da este corolario con los resultados obtenidos con el
teorema de Bolley et al., en su versión modificada que se mostró anteriormente. En la tabla
5.1.6 aparece dicha comparación en la que se aprecia que el resultado de Bolley et al., fun-
ciona mejor en la práctica. Sin embargo, a favor del resultado de Gozlan y Léonard podemos
argumentar que en la medida de que se cuente con mejores estimaciones para E(W2(µ, µ̂

N)),
la cota propuesta por estos autores puede mejorar tanto como mejore la estimación de esta
última cantidad.
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Figura 5.1.1: En rojo la cota dada por Gozlan y Léonard, en azul la cota dada por la de-
sigualdad de Markov. En el gráfico superior se utilizó escala logarítmica en el eje de las
x.

N0

ε Cota Bolley et al. Cota Gozlan y Léonard

0,01 8,922e+ 09 4,705e+ 15
0,05 6,151e+ 07 1,506e+ 12
0,1 7,161e+ 06 4,705e+ 10
0,5 4,749e+ 04 1,506e+ 7
1 5,412e+ 03 4,705e+ 5

Cuadro 5.1.6: Comparación de los distintos N0’s obtenidos. Podemos ver la versión que se
presentó del resultado de Bolley et al. es la mejor alternativa para todo valor de ε.

Estimacion de E(ZG
N )

Recordemos que para (X , d) un espacio métrico polaco y G un conjunto de funciones
1−Lipschitz, µ una medida de probabilidad en X y {X1, . . . , XN} una muestra i.i.d. con ley
µ. El proceso empírico asociado a µ corresponde a

ZG
N = sup

φ∈G

{∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

φ(Xi)−
∫

X
φdµ

∣∣∣∣∣

}
.

En esta sección consideraremos un proceso empírico en particular, el cual corresponde
al caso G = {f ∈ Lb(X , d) : ||f ||Lb

≤ 1}, donde Lb corresponde al conjunto de funciones
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Lipschitz acotadas definido en el capítulo 3. Notemos que con esta elección tenemos

ZG
N = BL(µ, µ̂N).

En [17], el autor nos propone el siguiente teorema para acotar la esperanza de E(BL(µ, µ̂N )).

Teorema 5.1.25. Sea (X , d) un espacio métrico separable. Llamamos N(µ, ε, δ) al mínimo
número de conjuntos de diámetro menor o igual a 2ε necesarios para cubrir X salvo un
conjunto de medida δ. Suponga que para algún real k > 2 existe una constante K de modo
que

N(µ, ε, εk/(k−2)) ≤ Kε−k, (5.1.21)

cuando 0 < ε ≤ 1. Entonces para todo N ∈ N

E(BL(µ, µ̂N)) ≤ M(k,K)N−1/k,

donde

M(k,K) = 1 +
2

9k/(k+2) − 3k/(k+2)
+ 27K1/2

(
1 +

81

3(k−2)/2 − 1

)
.

Gracias a este teorema y al teorema 5.1.15, podemos encontrar el siguiente corolario.

Corolario 5.1.26. Sea µ una medida de probabilidad en P1(X ) que satisface T1(λ). Entonces,
para todo ε > 0

P(BL(µ, µ̂N) ≥ ε) ≤ exp

(
−Nλ

2

(
ε− M(k,K)

N1/k

)2
)

para todo ε > 0, N ≥ M(k,K)k/εk y M(k,K) es la constante del teorema 5.1.25.

Para poder utilizar este teorema, nos hace falta un criterio que nos permita obtener los
valores de k y K en (5.1.21) de modo de poder calcular M(k,K). A continuación presentamos
un criterio dado por Dudley en [17].

Proposición 5.1.27. Consideremos X = R y sea µ una medida de probabilidad en R y
k > 2. Supongamos que para β = k/(k − 1)(k − 2) se tiene

Mβ :=

∫

R

|x|βdµ(x) <∞,

entonces

N(µ, ε, εk/(k−2)) ≤
M

1/β
β

εk
.
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Demostración: Sea ε ∈ (0, 1] y γ > 1. Escojamos r > 0 tal que

µ([−r, r]c) ≤ εk/(k−2) ≤ µ([−r/γ, r/γ]c),
lo que podemos lograr fijando

r = sup{y : µ([−y/γ, y/γ]c) ≥ εk/(k−2)}.
Entonces

Mβ =

∫

R

|x|βdµ(x) ≥
∫

[−r/γ,r/γ]c
|x|βdµ(x) ≥

∫

[−r/γ,r/γ]c

(
r

γ

)β
dµ(x) ≥

(
r

γ

)β
εk/(k−2).

Por otro lado el intervalo [−r, r] lo podemos recubrir con r/ε bolas cerradas de radio ε.
Luego

N(µ, ε, εk/(k−2)) ≤ r

ε
≤
γM

1/β
β /εk/β(k−2)

ε
=
γM

1/β
β

εk
.

Para terminar basta notar que el lado izquierdo de la última desigualdad no depende de γ,
por lo que podemos tomar γ ց 1 y concluir.

q.e.d.

Observación 5.1.28: Es útil conocer k en función de β para la última proposición. Ya que
en la mayoría de los casos lo que conocemos a priori son los momentos de µ. Es fácil probar
que

k(β) =
3 + 1/β +

√
1 + 6β + 1/β2

2
.

Ejemplo 5.1.29: Consideremos una vez más µ, la ley normal estándar en R. En este caso
Mβ es finito para todo β, luego podemos buscar aquel β que minimice M(k(β),M

1/β
β )k(β).

Heurísticamente, β = 6 parece un buen candidato. Con el encontramos que

k(β) = 2,2953,

M(k(β),M
1/β
β ) = 1,5597e+ 04.

En la tabla 5.1.7 aparece N0, el valor mínimo de N para que el corolario 5.1.26 sea válido.
Recordemos que BL(µ, µ̂N) ≤W (µ, µ̂N), luego tenemos

P(BL(µ, µ̂N) > ε) ≤ P(W (µ, µ̂N) > ε),

con lo que se tiene que los resultados que encontramos antes para concentración de la medida
empírica con respecto a la distancia de Wasserstein son también válidos para la distancia BL.
En la tabla 5.1.7 también aparece el mínimo N necesario para que fuera válido el teorema
5.1.2, de modo de poder comparar que resultado es más eficiente. Nuevamente encontramos
que el teorema de Bolley et al. es mucho mejor que el corolario encontrado con el resultado
Gozlan y Léonard y la cota para E(BL(µ, µ̂N)) dada por Dudley. Aunque, si se contara con
una cota más fina que la de Dudley probablemente se podría mejorar el resultado del corolario
5.1.26.
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N0

ε Cota Gozlan y Léonard Cota Bolley et al.

0,01 1,641e+ 14 8,922e+ 09
0,05 4,080e+ 12 6,151e+ 07
0,1 8,313e+ 11 7,161e+ 06
0,5 2,067e+ 10 4,749e+ 04
1 4,211e+ 09 5,412e+ 03

Cuadro 5.1.7: Comparación del comportamiento N0 para distintos valores de ε.

5.2. Concentración de la medida empírica con respecto a

la distancia de Lévy-Prokhorov

En esta sección estudiaremos un resultado de concentración de la medida empírica con
respecto a la distancia de Prokhorov propuesto por Dudley en [17].

En lo que sigue (X , d) es un espacio métrico separable, µ una medida de probabilidad en
X y µ̂N la medida empírica asociada a una muestra i.i.d. de µ de tamaño N .

Proposición 5.2.1. Sea T un subconjunto medible de X y sea {Sj}mj=1 una partición medible
de T , entonces:

E

(
m∑

j=1

(µ− µ̂N)(Sj)
2

)
≤ µ(T )

N
, (5.2.1)

E

(
m∑

j=1

|(µ− µ̂N)(Sj)|
)

≤
(
mµ(T )

N

)1/2

. (5.2.2)

Demostración: Empecemos por notar que para A, un subconjunto medible de X , se tiene
que

E(µ̂N(A)) = E

(
1

N

N∑

i=1

δXi
(A)

)

=
1

N

N∑

i=1

P(Xi ∈ A)

=
1

N

N∑

i=1

µ(A)

= µ(A).
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Así también

E(µ̂N (A)2) = E

(
1

N

N∑

i=1

δXi
(A)

)2

= E

(
1

N2

N∑

i=1

N∑

j=1

δXi
(A)δXj

(A)

)

=
1

N2
E

(∑

i 6=j
δXi

(A)δXj
(A) +

N∑

i=1

δXi
(A)

)

=
1

N2

∑

i 6=j
P(Xi ∈ A)P(Xj ∈ A) +

1

N2

N∑

i=1

P(Xi ∈ A)

=
1

N2

∑

i 6=j
µ(A)2 +

1

N2

N∑

i=1

µ(A)

=
(N − 1)µ(A)2

N
+
µ(A)

N
,

de donde concluimos

E((µ− µ̂N)(A)2) = E(µ̂N(A)− E(µ̂N(A)))2 =
µ(A)− µ(A)2

N
.

Entonces

E

(
m∑

j=1

(µ− µ̂N)(Sj)
2

)
=

m∑

j=1

E
(
(µ− µ̂N)(Sj)

2
)

=

m∑

j=1

µ(Sj)− µ(Sj)
2

N

=
µ(T )−∑j µ(Sj)

2

N

≤ µ(T )

N
.

Luego, gracias a la desigualdad de Cauchy también tenemos

E

(
m∑

j=1

|(µ− µ̂N)(Sj)|
)

=
m∑

j=1

E
(
|(µ− µ̂N)(Sj)|

)

≤
(

m∑

j=1

12

)1/2( m∑

j=1

E
(
(µ− µ̂N)(Sj)

2
)
)1/2

≤
(
mµ(T )

N

)1/2

.
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q.e.d.

Dado un δ > 0, notaremos como N(µ, δ) al mínimo número de conjuntos de diámetro
menor o igual a 2δ que son necesarios para recubrir a S salvo por un conjunto de µ-medida
menor o igual que δ. Por ejemplo, si consideramos S = R y µ la ley de una normal estándar
N (0, 1), tenemos que N(µ, 0,05) ≤ 40, pues con 40 intervalos de largo 0,1 se cubre el intervalo
[−2, 2] y el conjunto µ([−2, 2]c) ≤ 0,05. En lo que sigue denotaremos

k(µ) := ĺım sup
δց0

logN(µ, δ)

log(1/δ)
.

Teorema 5.2.2. Para todo ε > 0 existe un N0 ∈ N tal que ∀ N ≥ N0

E(dP (µ, µ̂
N)) ≤ 3N−1/(k(µ)+2+ε).

Demostración: Empecemos por notar que

k(µ) = ĺım sup
δց0

logN(µ, δ)

log(1/δ)
= ĺım

δց0
sup
(0,δ)

logN(µ, η)

log(1/η)
,

luego para todo ε > 0 tenemos que existe un δ0 > 0 de modo que

k(µ) + ε ≥ logN(µ, δ)

log(1/δ)
∀δ ∈ (0, δ0).

Es decir, para todo ε > 0 existe un δ suficientemente pequeño tal que

N(µ, δ) ≤
⌊

1

δk(µ)+ε

⌋
=: N0.

Consideremos N =
⌊
1/δk(µ)+2+ε

⌋
y notemos que existe una colección de conjuntos medibles

A1, . . . , AN0 con diam(Ai) ≤ 2δ y un conjunto A0 con µ(A0) ≤ δ tales que:

X =

N0⋃

j=0

Aj,

y notemos que considerando B0 = A0\∪j Aj, B1 = A1 y Bn+1 = An+1\∪nj=1Aj, tenemos que
la colección {Bj}N0

j=1 es una partición y satisface

diam(Bj) ≤ 2δ, j = 1, . . . , N0, µ(B0) ≤ δ.
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5.2. Concentración de la medida empírica con respecto a dP

Sea F ⊂ X un cerrado y sea J = {j ≥ 1 : Bj ∩ F 6= ∅} entonces

µ̂N(F ) ≤ µ̂N(
⋃

j∈J
Bj) + µ̂N(B0)

≤ µ̂N(
⋃

j∈J
Bj) + µ̂N(B0) + µ(

⋃

j∈J
Bj)− µ(

⋃

j∈J
Bj) + δ − µ(B0)

≤ µ(
⋃

j∈J
Bj) + δ +

N0∑

j=0

|(µ̂N − µ)(Bj)|

≤ µ(F 2δ) + δ +

N0∑

j=0

|(µ̂N − µ)(Bj)|

≤ µ(F δ∗) + δ∗,

con δ∗ = 2δ +
∑N0

j=0 |(µ̂N − µ)(Bj)|. Entonces dP (µ, µ̂N) ≤ δ∗.

Finalmente, gracias a la proposición 5.2.1 tenemos

E(dP (µ, µ̂
N)) ≤ 2δ +

(
N0

N

)1/2

= 3δ ≤ 3N−1/(k(µ)+2+ε).

q.e.d.

Observación 5.2.3: Notemos que N no puede ser muy pequeño, ya que N =
⌊
1/δk(µ)+2+ε

⌋

y δ está acotado superiormente.

Corolario 5.2.4. Si para k,K ∈ R+ tenemos que N(µ, δ) ≤ Kδ−k para δ ∈ (0, 1], entonces
para todo N ∈ N

E(dP (µ, µ̂
N)) ≤ 2 +K1/2

N1/(k+2)
.

Demostración: Consideremos δ = 1/N1/(k+2) y notemos que δ ∈ (0, 1] para todo N . Enton-
ces, por hipótesis se tiene

N(µ, δ) ≤ K

δk
= KNk/(k+2).

Siguiendo el mismo razonamiento que antes podemos llegar a que

E(dP (µ, µ̂
N)) ≤ 2

N1/(k+2)
+

(
KNk/(k+2)

N

)1/2

=
2 +K1/2

N1/(k+2)
.

q.e.d.

Analicemos ahora el caso X = R. Empecemos por establecer condiciones para la existencia
de una cota como la que aparece en la hipótesis del corolario anterior.
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5.2. Concentración de la medida empírica con respecto a dP

Proposición 5.2.5. Supongamos que X = R, entonces:

Mβ =

∫

R

|x|βdµ(x) <∞ ⇒ N(µ, ε) ≤
M

1/β
β

ε1+1/β
.

Demostración: Sea ε ∈ (0, 1], γ > 1 y r > 0 tal que

µ([−r, r]c) ≤ ε ≤ µ([−r/γ, r/γ]c),

para lo cual basta fijar
r = sup{y : µ([−y/γ, y/γ]c) ≥ ε}.

Entonces

Mβ =

∫

R

|x|βdµ(x) ≥
∫

[−r/γ,r/γ]c
|x|βdµ(x) ≥

∫

[−r/γ,r/γ]c

(
r

γ

)β
dµ(x) ≥

(
r

γ

)β
ε.

Por otro lado, notemos que el intervalo [−r, r] lo podemos recubrir con r/ε bolas cerradas
de radio ε. Luego

N(µ, ε) ≤ r

ε
≤
γM

1/β
β /ε1/β

ε
=
γM

1/β
β

ε1+1/β
.

Para terminar basta notar que el lado izquierdo de la última desigualdad no depende de γ,
por lo que podemos tomar γ ց 1 y concluir.

q.e.d.

Del capítulo 3 sabemos que si X = R y µ, ν ∈ P(R) entonces

dL(µ, ν) ≤ dP (µ, ν),

de donde tenemos que {dL(µ, µ̂N) ≥ ε} ⊂ {dP (µ, µ̂N) ≥ ε} y entonces aplicando la desigual-
dad de Markov, concluímos que

P(dL(µ, µ̂
N) ≥ ε) ≤ P(dP (µ, µ̂

N) ≥ ε) ≤ E(dP (µ, µ̂
N))

ε
.

Con todo lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema de concentración para medidas
empíricas en R con respecto a la distancia de Lévy.

Teorema 5.2.6. Supongamos que µ es una medida de probabilidad en R tal que:

Mβ =

∫

R

|x|βdµ(x) <∞,

entonces para todo N ∈ N

P
(
dL(µ, µ̂

N) ≥ ε
)
≤

2 +M
1/2β
β

εN1/(3+1/β)
.

82



5.2. Concentración de la medida empírica con respecto a dP

Observación 5.2.7: Notemos que este teorema deja de ser trivial para

N ≥
(
2 +M

1/2β
β

ε

)3+1/β

.

Ejemplo 5.2.8: Consideremos µ la ley de una variable aleatoria normal estándar N (0, 1).
En este caso Mβ es finito para todo β. Si consideramos β = 12 y ε = 0,045, tenemos que:

P
(
dL(µ, µ̂

N) ≥ ε
)
≤ 77,1149

N0,3243
. (5.2.3)

Notemos que esta última cota es significativa para N ≥ 6,5868e + 05. En la figura 5.2.1 se
observa el comportamiento de P

(
dL(µ, µ̂

N) ≥ ε
)

para los valores mencionados.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

x 10
7

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Comportamiento para la cota de P(d
L
(µ,µN)>ε) para N grande

N

Figura 5.2.1: Comportamiento de la cota para P
(
dL(µ, µ̂

N) ≥ ε
)

cuandoN es grande y β = 12
y ε = 0,045. En el gráfico se observa el lento decaimiento hacia cero.

5.2.1. Concentración exponencial para la distancia de Lévy.

En lo que se acaba de hacer, se mostró que existe una concentración polinomial para la
distancia de Lévy. Sin embargo, gracias a la relación que existe entre las distancias de Lévy,
de Lévy-Prokhorov y de Wasserstein en R, los resultados de concentración obtenidos para
esta última en el capítulo anterior pueden aplicarse para la distancia de Lévy. En efecto,
recordemos que

P(dL(µ, µ̂
N) > ε) ≤ P(dP (µ, µ̂

N)2 > ε2) ≤ P(W (µ, µ̂N) > ε2).

Si bien tenemos varios resultados de concentración para W , nos quedamos con el mejor,
que corresponde al teorema 5.1.2, el cual traducimos a este contexto.
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5.2. Concentración de la medida empírica con respecto a dP

Teorema 5.2.9. Sea µ una medida de probabilidad en R y λ > 0 tal que µ satisface T1(λ),
entonces para todo λ1 < λ, N ∈ N, η ∈ (0, 1) y β1 < β < λ/2

P(dL(µ, µ̂
N) > ε) ≤

(
16eR

δ1ε2

)(

2R
δ1ε

2

)

exp

(
−N

[
λ1
2
ζ2 − Eβe

−βR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EβR

2 + 2

)])
+

exp

(
−N

[
β1R

2
(1− η)ε2 − e(β1−β)R

2

Eβ

])
,

(5.2.4)

con δ1 lo suficientemente pequeño y R lo suficientemente grande para que

ζ = (η − δ1)ε
2 − 2EβRe

−βR2

> 0, (C1′)

β1R

2
(1− η)ε2 − e(β1−β)R

2

Eβ > 0, (C2′)

λ1
2
ζ2 −Eβe

−βR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EβR

2 + 2

)
> 0, (C3′)

R ≥ 1√
2β

(C4′)

y

R2 ≥ − 1

β
log

(
0,7968

Eβ

)
. (C5′)

Ejemplo 5.2.10: Consideremos una vez más la ley normal estándar, la que sabemos satisface
T1(1). Utilizando ε = 0, 045 como en el ejemplo anterior, encontramos que el N0 mínimo para
que el teorema 5.2.9 sea válido es N0 = 1,2231e+ 12, el cual es mucho más grande que el N
necesario para que el lado derecho de (5.2.3) sea menor o igual que 1.

El ejemplo anterior nos muestra que este último resultado es en la práctica muy poco útil,
sin embargo se incluyo para dejar constancia de todos los resultados que se encontraron.
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Capítulo 6

Estimación de Medidas de Riesgo
Financiero

El objetivo de este capítulo es construir intervalos de confianza no asintóticos para el V@Rα

y las medidas de riesgo espectrales al rededor de sus estimadores históricos. Para lograr este
objetivo utilizaremos los resultados de concentración obtenidos en el capítulo anterior.

Con el fin de dar un contexto más completo en cuanto a la estimación de medidas de riesgo,
también hemos incluido resultados acerca del comportamiento asintótico de los estimadores,
en particular acerca de las condiciones que se deben tener para que el estimador histórico
converja casi seguramente cuando el tamaño de la muestra tiende a infinito.

Una hipótesis importante que se asume implícitamente en este capítulo, es que los valores
históricos de los retornos de un activo son independientes entre si, lo que en la práctica se
sabe que no es cierto. Sin embargo, esta hipótesis se hace sistemáticamente en la literatura.
Ver por ejemplo [10], [12], [14], [21].

El capítulo se divide en tres partes. En la primera se da una definición precisa al término
estimador histórico y se discuten las razones para centrarnos en ellos. En la segunda parte
se estudia el comportamiento asintótico y en la tercera se construyen intervalos de confianza
no asintóticos bajo distintas hipótesis.

6.1. Estimadores históricos para medidas de riesgo espec-

trales

Consideremos una medida de riesgo ρ distribución dependiente. Dada una muestra i.i.d.
{X1, X2, . . . , XN} de una variable X que representa las ganancias y pérdidas de un activo
financiero, el estimador de riesgo histórico ρ̂N asociado a ρ es el estimador obtenido al aplicar
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6.1. Estimadores históricos para medidas de riesgo espectrales

ρ a FN , la distribución empírica de la muestra, es decir,

ρ̂N(X) = ρ(FN ). (6.1.1)

Si ρ es una medida de riesgo espectral, con espectro φ, entonces ρ̂N(X) está dado por

ρ̂N (X) = ρ(FN) = −
N∑

i=0

wN,iX(i), (6.1.2)

dondeX(i) es el i-ésimo elemento de {Xk}Nk=1 ordenada de menor a mayor y wN,i =
∫ i/N
(i−1)/N

φ(u)du
para i = 1, . . . , N . Esta fórmula se deduce fácilmente si observamos que si F = FN es una
distribución empírica entonces q−FN

(·) tiene la forma que se observa en la figura 6.1.1.

6

?

-�

X(1)

X(2)

X(3)

...

X(N)

q−FN
(u)

1
N

2
N

3
N

. . . N−1
N 1 u

Función cuantil emprírica

f v

f

f v

v

v

Figura 6.1.1: Función q−FN
(u) v.s. u para FN una distribución empírica.
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

Ejemplo 6.1.1: Aplicando las ecuaciones (6.1.1) y (6.1.2) podemos obtener fácilmente los
estimadores históricos para:

1. Value at Risk(V@Rα):

V̂@Rα

N
(X) = −X(⌈Nα⌉).

2. Expected Shortfall(ESα):

ÊSα
N
(X) = − 1

Nα




⌊Nα⌋∑

i=1

X(i) +X(⌈Nα⌉)(Nα − ⌊Nα⌋)


 .

En ambas fórmulas ⌈x⌉ corresponde al cajón superior de x, el menor entero que es mayor o
igual que x.

¿Por qué estimadores históricos?
Los estimadores históricos son sólo una de las posibles alternativas para estimar medidas de

riesgo, y sin embargo, en esta memoria sólo nos ocupamos de ellos. Es natural preguntarse por
qué. La respuesta tiene que ver con los conceptos de robustez y sensibilidad estudiados por
Cont et al. en [14], que básicamente apuntan a cuantificar el error de estimación producido por
errores en los datos. Una de las conclusiones de dicho artículo es que los estimadores históricos
son menos sensibles a estos errores. Fue esta robustez la que nos motivó a concentrarnos en
ellos.

La razón subyacente de la robustez de los estimadores históricos, es que son estimadores
no paramétricos, por lo que las hipótesis que se requieren para obtener sus propiedades son
bastante generales y, en particular, no es necesario suponer que la distribución de la cantidad
que se está estimando es alguna en particular.

6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

6.2.1. Convergencia de V̂@Rα

N

Para estudiar la convergencia de V̂@Rα

N
, contamos con dos resultados clásicos de la teoría

estadística que aparecen en el Capítulo 21 de [42].

Teorema 6.2.1. Para toda sucesión de funciones de distribución FN (·), si {q−N}N≥1 son sus
funciones cuantil inferior entonces se tiene que {FN}N≥1 converge puntualmente a F en todo
punto de continuidad de F si y sólo si {q−N}n≥1 converge puntualmente a q−F en todo punto
de continuidad de q−F .
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

Consideremos una sucesión de variables aleatorias {Xn}n≥1 i.i.d. con función de distri-
bución F . Sea {FN}N≥1 la sucesión de funciones de distribución empíricas asociada a las
primeras N variables y q−N (·) las funciones cuantil inferior de dichas muestras. Gracias al teo-
rema de Glivenko-Cantelli 3.1.5, tenemos que casi seguramente FN converge uniformemente
a F . En particular, FN converge puntualmente a F en todos los puntos de continuidad de F .
Esto sumado al teorema anterior, nos dice que casi seguramente, la función cuantil empírica
q−N(·) converge puntualmente a q−F (·) en todos los puntos de continuidad de esta última. En
otras palabras, para todo α ∈ [0, 1] tal que α es un punto de continuidad de q−F (α), q

−
N(α)

es un estimador consistente para q−F (α) en el sentido usual de la teoría de estimadores. (Ver
por ejemplo [30]).

También contamos con un resultado acerca de la distribución asintótica de q−N (α), el cual
enunciamos a continuación.

Teorema 6.2.2. Sea 0 < α < 1. Si F es una función distribución y es diferenciable
en q−F (α) con derivada positiva f(q−F (α)), si llamamos q−N (α) a la función cuantil inferior
empírica, entonces

√
n(q−N(α) − q−F (α)) es asintóticamente normal con media 0 y varianza

α(1− α)/f 2(q−F (α)).

Observación 6.2.3: Este resultado nos permite construir intervalos de confianza asintóticos
para los cuantiles, pero tiene el defecto de que requiere que conozcamos la densidad de X en
q−F (α), lo que en la práctica es desconocido.

Podemos reescribir los teoremas anteriores ahora en un lenguaje financiero, con lo que
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Consideremos una muestra X1, . . . , XN i.i.d de un activo financiero X con
función distribución F . Entonces:

1. Para todo α tal que V@Rα(X) es continuo en α se tiene que casi seguramente

V̂@Rα

N
(X) → V@Rα(X).

2. Para todo α tal que F es diferenciable en V@Rα(X) con derivada positiva. Se tiene

que
√
N
(
V̂@Rα

N
(X)− V@Rα(X)

)
es asintóticamente normal con media 0 y varianza

α(1− α)/(F ′(V@Rα(X)))2.

Demostración: Aplicación directa de los teoremas 6.2.1 y 6.2.2.

Observación 6.2.5: Recordemos que V@Rα(X) tiene una discontinuidad en α si

|F−1
X ({α})| > 1,
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6.2. Convergencia de Estimadores de Riesgo

es decir, si existe un intervalo donde FX es constante e igual a α. Luego, si FX es diferenciable
en V@Rα(X) con derivada positiva, entonces V@Rα(X) es continuo en α. Por otro lado, si

P(X = V@Rα(X)) > 0,

entonces FX no será diferenciable en V@Rα(X) y no sera posible utilizar el resultado anterior
para construir un intervalo de confianza al rededor de este punto.

Observación 6.2.6: Como ya lo notaron Acerbi y Tashe en [2], en términos de convergencia,
el punto 1 del teorema anterior es el mejor resultado que se puede obtener. Esto, en el sentido
de que si q−X(α) < q+X(α), entonces la sucesión {X(⌊Nα⌋+1)}N≥1 no converge con probabilidad
1. Para ver esto podemos citar el Teorema 1 de [19], en el cual se prueba que:

P(X(⌊Nα⌋+1) ≤ q−X(α) infinitas veces) = P(X(⌊Nα⌋+1) ≥ q+X(α) infinitas veces) = 1.

6.2.2. Convergencia de ρ̂φ
N

Recordando las observaciones 3.2.17 y 3.2.18, podemos enunciar el siguiente teorema para
la convergencia casi segura de ρ̂φ

N(X) a ρφ(X).

Teorema 6.2.7. Sea X un activo financiero con ley µ. Si para p ∈ [0,∞), E(|X|p) < ∞,
entonces para toda φ ∈ Lq((0, 1), dx) con 1/p+ 1/q = 1 se tiene con probabilidad 1 que

ρ̂φ
N(X) → ρφ(X).

Demostración: Comencemos por notar que

ρ̂φ
N(X) = −

∫ 1

0

φ(s)q−N(s)ds,

donde q−N (·) es la función cuantil asociada a la medida empírica de la muestra µ̂N . Gracias a
la observación 3.2.18, tenemos que

W p
p (µ, µ̂

N) =

∫ 1

0

|q−µ (s)− q−N (s)|pds.

A partir de esta igualdad y de la desigualdad de Hölder, tenemos que

∣∣ρ̂φN(X)− ρφ(X)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

0

φ(s)q−N(s)ds−
∫ 1

0

φ(s)q−µ (s)ds

∣∣∣∣

≤ ||φ||Lq

(∫ 1

0

|q−µ (s)− q−N (s)|pds
)1/p

= ||φ||LqWp(µ, µ̂
N).

Para concluir, recordemos que en la observación 3.2.17, se probó que Wp(µ, µ̂
N) converge a

cero para toda µ que tiene momento p-ésimo finito.
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6.3. Intervalos de confianza no asintóticos

q.e.d.

A partir del teorema anterior podemos deducir directamente el siguiente corolario para el
estimador histórico del expected shortfall.

Corolario 6.2.8. Sea X un activo financiero. Si E(|X|) <∞, entonces para todo α ∈ (0, 1)
se tiene que con probabilidad 1

ÊSα
N
(X) → ESα(X).

6.3. Intervalos de confianza no asintóticos

6.3.1. Intervalos de confianza en muestras finitas para el V@Rα

Para encontrar intervalos de confianza en muestras finitas para el V@Rα, primero nece-
sitamos establecer el siguiente teorema, que nos dice que la probabilidad de que el cuantil
empírico de la muestra esté lejos del verdadero valor, está acotada por la probabilidad de que
la distancia de Lévy entre la función distribución empírica de la muestra y la real sea grande.

Teorema 6.3.1. Consideremos F una función distribución y {X1, . . . , XN} una muestra
i.i.d. de F . Si FN es la función distribución empírica de la muestra y q−N (·) es la función
cuantil empírica, entonces

P(q−F (α) < q−N(α− δ)− δ) ≤ P(dL(F, FN) ≥ δ). (6.3.1)

Si además F es continua en q−F (α). Entonces

P(q−F (α) /∈ [q−N(α− δ)− δ, q+N (α+ δ) + δ]) ≤ P(dL(F, FN) ≥ δ). (6.3.2)

Demostración: Supongamos que
dL(F, FN) < δ,

entonces para todo x ∈ R

F (x) ≤ FN (x+ δ) + δ y

FN (x− δ) ≤ F (x) + δ.

En particular podemos considerar x = q−F (α) y entonces tenemos

F (q−F (α)) ≤ FN (q
−
F (α) + δ) + δ y (6.3.3)

FN (q
−
F (α)− δ) ≤ F (q−F (α)) + δ. (6.3.4)

Recordemos que si g− es una inversa generalizada de g, con g continua por la derecha y
g− continua por la izquierda, entonces tenemos que g(g−(s)) ≥ s y g−(g(s)) ≤ s. Aplicando
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6.3. Intervalos de confianza no asintóticos

estas desigualdades, primero con F en el rol de g y luego con FN en el rol de g, se obtiene a
partir de (6.3.3), que

q−N(α− δ)− δ ≤ q−F (α), (6.3.5)

donde q−N(·) es la función cuantil empírica. Recapitulando, hemos probado que

dL(F, FN) < δ ⇒ q−N(α− δ)− δ ≤ q−F (α),

lo que es equivalente a

q−N(α− δ)− δ > q−F (α) ⇒ dL(F, FN) ≥ δ,

de donde (6.3.1) se sigue trivialmente.

Para probar (6.3.2), supongamos que F es continua en q−F (α), lo que implica que

F (q−F (α)) = α.

Entonces,

FN (q
−
F (α)− δ) ≤ α + δ, (6.3.6)

α− δ ≤ FN (q
−
F (α) + δ). (6.3.7)

Con estas desigualdades y argumentos muy similares a los utilizados para obtener (6.3.5),
encontramos que

q−N(α− δ)− δ ≤ q−F (α) y

q−F (α) ≤ q+N (α + δ) + δ.

En resumen, tenemos que

dL(F, FN) < δ ⇒ q−F (α) ∈ [q−N (α− δ)− δ, q+N(α + δ) + δ],

o, lo que es equivalente,

q−F (α) /∈ [q−N (α− δ)− δ, q+N(α + δ) + δ] ⇒ dL(F, FN) ≥ δ,

de donde concluimos directamente (6.3.2).

q.e.d.

Gracias a este resultado y el teorema 5.2.6, se tiene el siguiente resultado para el V@Rα(X).

Teorema 6.3.2. Sea X1, . . . , XN una muestra i.i.d, de un activo financiero X con función
distribución F , tal que para β > 1

Mβ := E(|X|β) <∞.
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Entonces para todo N ∈ N y δ ∈ (0, α) se tiene que

P(V@Rα(X) > V̂@R
N

α−δ(X) + δ) ≤
2 +M

1/2β
β

δN1/(3+1/β)
. (6.3.8)

Si además F es continua en V@Rα entonces

P(V@Rα(X) /∈ [V̂@R
N

(α+δ)+(X)− δ, V̂@R
N

α−δ(X) + δ]) ≤
2 +M

1/2β
β

δN1/(3+1/β)
. (6.3.9)

Demostración: Recordemos que bajo las hipótesis que se tienen, el teorema 5.2.6 nos dice
que

P (dL(F, FN) ≥ ε) ≤
2 +M

1/2β
β

εN1/(3+1/β)
.

Luego, como V@Rα(X) = −q−X(α) y V̂@R
N

α−δ(X) = −q−N (α − δ), gracias a (6.3.1) se tiene
que

P(V@Rα(X) > V̂@R
N

α−δ(X) + δ) ≤ P(dL(F, FN) ≥ δ).

Con esto se concluye (6.3.8).

Para obtener (6.3.9) los argumentos son muy similares. La única sutileza está en notar que
para toda función distribución F , y para x ∈ (0, 1) se tiene q−F (x+) = q+F (x). En efecto, para
todo x′ > x, tenemos que q−F (x

′) ≤ q+F (x
′), de donde es directo que q−F (x+) ≤ q+F (x+) = q+F (x),

porque la función cuantil superior es continua por la derecha. Para la otra desigualdad basta
notar que para x′ > x, q−F (x

′) ≥ q+F (x), luego tomando x′ → x tenemos q−F (x+) ≥ q+F (x). Con
esto q−N(x+) = q+N(x), lo que nos permite reescribir (6.3.2) en términos de q−N(·) y concluir
igual que antes.

q.e.d.

Observación 6.3.3: Notemos que el teorema deja de ser trivial para

N ≥
(
2 +M

1/2β
β

δ

)3+1/β

.

Este número puede ser bastante grande. Por ejemplo, cuando consideramos que la ley de
la muestra es la de una variable aleatoria normal estándar, β = 12 y δ = 0,045, tenemos que
N ≈ 658 690.

6.3.2. Intervalos de confianza en muestras finitas para ρφ

Como ya vimos en el teorema 6.2.7, es posible acotar el error de estimación histórico
|ρφ(X)− ρ̂Nφ (X)| por la distancia de Wasserstein entre la ley de X y la ley empírica de una
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muestra i.i.d. de X. Específicamente se mostró que si para p ∈ [1,∞) E(|X|p) <∞, entonces
para todo espectro admisible φ ∈ Lq((0, 1), dx) con 1/p+ 1/q = 1, tenemos

∣∣ρ̂φN(X)− ρφ(X)
∣∣ ≤ ||φ||LqWp(µ, µ̂

N).

Por otro lado, en la sección 5.1, vimos que para N ∈ N y ε > 0, se tiene

P
(
Wp(µ, µ̂

N) > ε
)
≤ r(N, ε),

para una función adecuada r, decreciente a cero y que explicitamos en dicha sección. Juntando
ambas desigualdades, concluimos que

P
(∣∣ρ̂φN(X)− ρφ(X)

∣∣ > ε
)
≤ r(N, ε/||φ||Lq).

El teorema 5.1.2 y el corolario 5.1.21 nos dicen, para distintas hipótesis, cuál es la función
r que debemos considerar y nos permiten establecer los resultados que siguen.

Teorema 6.3.4. Sea X un activo financiero con ley de probabilidad µ, que suponemos sa-
tisface T1(λ). Llamemos Eβ =

∫
R
eβx

2
dµ(x). Entonces para todo λ1 < λ, N ∈ N, η ∈ (0, 1),

β1 < β < λ/2 y φ ∈ L∞((0, 1), dx), espectro de riesgo admisible, se tiene que

P

(∣∣∣ρ̂φN (X)− ρφ(X)
∣∣∣ > ε

)
≤
(
16eR||φ||∞

δ1ε

)(

2R||φ||∞
δ1ε

)

exp

(
−N

[
λ1

2
ζ2 − Eβe

−βR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EβR

2 + 2

)])

+ exp

(
−N

[
β1R

2||φ||∞
(1− η)ε− e(β1−β)R

2
Eβ

])
,

(6.3.10)
con δ1 lo suficientemente pequeño y R lo suficientemente grande para que

ζ = (η − δ1)
ε

||φ||∞
− 2EβRe

−βR2

> 0, (C1)

β1R

2||φ||∞
(1− η)ε− e(β1−β)R

2

Eβ > 0, (C2)

λ1
2
ζ2 −Eβe

−βR2

(
2λ1λ

λ− λ1
EβR

2 + 2

)
> 0, (C3)

R ≥ 1√
2β

(C4)

y

R2 ≥ − 1

β
log

(
0,7968

Eβ

)
. (C5)
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Teorema 6.3.5. Sea X un activo financiero con ley µ, que suponemos satisface Tp(λ) para
algún p ∈ [1, 2]. Entonces, para todo espectro admisible φ ∈ Lq((0, 1), dx), con q ≥ p/(p− 1),
se tiene que

P
(∣∣ρ̂φN(X)− ρφ(X)

∣∣ ≥ ε
)
≤ exp

(
−Nλ

2

(
ε

||φ||Lq

− D1/2

N1/5

)2
)

para todo ε > 0 y N ≥ D5/2||φ||5Lq/ε5, donde

D = 6
(√

π (61 + 32M6)
)1/2

.

Observación 6.3.6: Notemos que en el caso de que µ satisfaga T2(λ), este teorema nos
permite controlar el error de estimación para espectros admisibles en L2((0, 1), dx).

Observación 6.3.7: En los últimos dos teoremas, el valor de N0, la cantidad mínima de
observaciones para que las desigualdades que proponen dichos teoremas sean válidas o infor-
mativas, puede ser muy grande. Esto se puede apreciar en la siguiente tabla, donde aparecen
el valor de N0 para estos dos teoremas cuando se considera que la muestra tiene ley normal
estándar.

ε N0 Teorema 6.3.4 N0 Teorema 6.3.5

0,01 8,997e+ 13 1,5057e+ 22
0,05 6,396e+ 11 4,8183e+ 18
0,1 7,565e+ 10 1,5057e+ 17
0,5 5,260e+ 08 4,8183e+ 13
1 6,151e+ 07 1,5057e+ 12

Cuadro 6.3.1: Comparación de los valores obtenidos para N0 por los teoremas 6.3.4 y 6.3.5.

En la práctica, una desigualdad que requiera de más de 61 000 000 de datos es inutiliza-
ble. Estos resultados nos llevaron buscar otros caminos para establecer desigualdades que
requirieran menos observaciones para ser válidas. En las secciones que siguen se presenta el
resultado de dicha búsqueda.

6.3.3. Teorema de Brown, Gao y Wang de concentración para
̂CV@Rα

N
(X)

Antes de presentar los resultados de esta sección, introducimos el Conditional Value at

Risk de un activo.

Definición 6.3.8. Sea X un activo tal que E(X−) <∞ y α ∈ [0, 1]. Llamamos Conditional
Value at Risk de nivel α de X a la cantidad

CV@Rα(X) = E(−X| −X ≥ V@Rα(X)).
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El Corolario 4.49 que aparece en el Capítulo 4 de [20], nos dice que si

P (X ≤ q−X(α)) = α,

entonces CV@Rα(X) = ESα(X). Notemos que la condición anterior se tiene si la distribu-
ción de X es continua.

Un resultado que hasta ahora no hemos mencionado, pero que es muy útil en el contexto
de optimización de portafolios, es la siguiente representación dual para el Expected Shortfall
dada por Rockafellar y Uryasev en [38]. La versión que se presenta a continuación, es un caso
particular a la dada por estos autores y corresponde a la que aparece en el Capítulo 4 de [20]
(Lema 4.46).

Lema 6.3.9. Para todo α ∈ (0, 1) y X tal que E(X−) <∞, se tiene que

ESα(X) = ı́nf
s∈R

{
E(s−X)+

α
− s

}
.

En lo que sigue, a menos que se indique explícitamente lo contrario, supondremos que X
tiene una función distribución continua. En este caso

CV@Rα(X) = ı́nf
s∈R

{
E(s−X)+

α
− s

}
.

Utilizando esta representación, D. Brown propone en [10], el siguiente estimador histórico
para el CV@Rα(X):

̂CV@Rα

N
(X) = mı́n

s∈R

{
1

Nα

N∑

i=1

(s−Xi)
+ − s

}
,

y prueba el resultado de concentración para este estimador al rededor de CV@Rα(X) cuando
X toma valores en un intervalo compacto.

Teorema 6.3.10. [D. Brown.(2007)]. Sea X una variable aleatoria con soporte contenido
en el intervalo [a, b], con a y b números reales. Entonces, para todo ε ≥ 0,

P( ̂CV@Rα

N
(X) ≤ CV@Rα(X)− ε) ≤ 3e−

α
5 (

ε
b−a)

2
N

y

P( ̂CV@Rα

N
(X) ≥ CV@Rα(X) + ε) ≤ e−2( αε

b−a)
2
N .

El resultado de Brown se basa en una desigualdad clásica de concentración propuesta por
Mc Diarmid en [34]. Esta desigualdad se puede encontrar también en el Capítulo 5 de [33].
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Observación 6.3.11: Notemos que la primera desigualdad de Brown acota la probabilidad
de estar subestimando el CV@Rα(X), mientras que la segunda acota la probabilidad de
estar sobreestimando el CV@Rα(X). La importancia de cada una de estas desigualdades
depende del agente que las esté utilizando. Para una entidad reguladora será más importante
acotar la probabilidad de subestimar el CV@Rα(X), mientras que para un inversor será más
grave sobreestimar el CV@Rα(X), ya que una sobreestimación del riesgo de un activo puede
llevarlo a construir un portafolio subóptimo.

A continuación veremos que el problema de minimización que define a ̂CV@Rα

N
(X) tiene

solución explícita. Llamemos

f(s) =
1

Nα

N∑

i=1

(s−Xi)
+ − s,

y s∗ = X(⌈Nα⌉), donde ⌈x⌉ es el cajón superior de x. Entonces, el mínimo de f se alcanza en
s∗. En efecto, notemos que para h > 0 suficientemente pequeño se tiene que

f(s∗ + h)− f(s∗) =
1

Nα

⌈Nα⌉−1∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) + h−X(i))
+ +

1

Nα

N∑

i=⌈Nα⌉
(X(⌈Nα⌉) + h−X(i))

+

−X(⌈Nα⌉) − h

− 1

Nα

⌈Nα⌉−1∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) −X(i))
+ − 1

Nα

N∑

i=⌈Nα⌉
(X(⌈Nα⌉) −X(i))

+

+X(⌈Nα⌉)

=
1

Nα

⌈Nα⌉∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) −X(i)) +
h(⌈Nα⌉ − 1)

Nα
+

h

Nα
− h

− 1

Nα

⌈Nα⌉∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) −X(i))

= h
⌈Nα⌉ −Nα

Nα
≥ 0,

donde se usó el hecho de que los valores de la muestra son todos distintos, pues la ley de la
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muestra no tiene átomos. Por otro lado,

f(s∗ − h)− f(s∗) =
1

Nα

⌈Nα⌉−1∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) − h−X(i))
+ −X(⌈Nα⌉) + h

− 1

Nα

⌈Nα⌉−1∑

i=1

(X(⌈Nα⌉) −X(i))
+ +X(⌈Nα⌉)

= h
Nα + 1− ⌈Nα⌉

Nα
≥ 0.

A partir de estos cálculos se concluye que s∗ es un mínimo local para f . Pero como f es
una función convexa, se sigue que en realidad s∗ es un mínimo global. Con esto, se tiene que

̂CV@Rα

N
(X) = mı́n

s∈R

{
1

Nα

N∑

i=1

(s−Xi)
+ − s

}
= f(X(⌈Nα⌉)).

Es decir

̂CV@Rα

N
(X) = − 1

Nα




⌊Nα⌋∑

i=1

X(i) + (Nα− ⌊Nα⌋)X(⌈Nα⌉)


 .

Utilizando la expresión anterior para el estimador histórico del CV@Rα(X), F. Gao e Y.
Wang, encontraron el siguiente resultado que corresponde al Teorema 3.1 de [21].

Teorema 6.3.12. [F. Gao e Y. Wang.(2010)]. Sea X una variable aleatoria con soporte
contenido en el intervalo [a, b], con a y b números reales. Entonces, para todo ε ≥ 0,

P( ̂CV@Rα

N
(X) ≤ CV@Rα(X)− ε) ≤ 3e−

α
5 (

ε
b−a)

2
N

y

P( ̂CV@Rα

N
(X) ≥ CV@Rα(X) + ε) ≤ 3e−

α
11(

ε
b−a)

2
N .

Observación 6.3.13: La diferencia entre el resultado de Brown y el resultado de Gao y
Wang, es la desigualdad para la probabilidad de sobreestimar el CV@Rα(X). En el caso de
que α sea pequeño la cota de Gao y Wang es mejor, por el contrario si α no es muy pequeño,
es mejor el resultado de Brown. Más precisamente, la desigualdad propuesta por Brown es
más ajustada que la propuesta por Gao y Wang , si

log(3) ≥ Nαε2

(b− a)2

(
1

11
− 2α

)
,

lo que se cumple para todo N si α ≥ 1/22. Si por el contrario, α < 1/22, la cota de Brown
será más ajustada para

N ≤ 11(b− a)2

αε2(1− 22α)
log(3),
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mientras que después de este umbral, la cota de Gao y Wang será mejor.

Notemos que para b−a = 1, ε = 0,05 y α = 0,01, tenemos que el lado derecho de la última
desigualdad vale aproximadamente 619 730. Resultados similares se pueden obtener para
otros valores de α ∈ (0, 1/22). Esto nos indica que para muestras pequeñas la desigualdad de
Brown es competitiva con la desigualdad de Gao y Wang para cualquier valor de α.

Si bien estos resultados son atractivos por su simplicidad, y porque dados α, ε, a y b,
no es necesario tener un N muy grande para que las cotas sean significativas, tienen una
limitación importante al ser válidos sólo para variables aleatorias que toman valores en un
intervalo compacto. Notemos que en la práctica, la hipótesis de que a y b son conocidos, es
una hipótesis difícil de sostener. Si se conoce el valor de la máxima pérdida que puede tomar
un activo, inmediatamente se conoce el máximo riesgo que se enfrenta, sin siquiera necesitar
una muestra. Por otro lado, en los artículos mencionados de Brown y de Gao y Wang, no se
especifica un criterio de truncamiento para medidas que tomen valores en R, y notemos que
establecer un criterio para ello no es fácil, ya que el CV@Rα de un activo, depende justamente
de la cola izquierda de la distribución de un activo, que es lo que se quiere truncar.

En la siguiente presentamos una forma de combinar los resultados anteriores con algunas
ideas de concentración de la medida empírica que vimos en el capítulo anterior, de modo
de extender los teoremas de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias con valores en R.
Pero antes, explicitemos un corolario de los resultados anteriores para variables aleatorias
con distribución continua y que toman valores en el intervalo [−R,R]. Notemos que en este
caso el conditional value at risk y el expected shortfall coinciden.

Corolario 6.3.14. Sea X una variable aleatoria que toma valores en el intervalo [−R,R] y
cuya función distribución es continua. Entonces

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)
≤ Ψ(α, ε, R,N),

donde

Ψ(α, ε, R,N) = 3 exp

(
−Nαε

2

20R2

)
+mı́n

{
3 exp

(
−Nαε

2

44R2

)
, exp

(−Nα2ε2

2R2

)}
. (6.3.11)

6.3.4. Extensión del resultado de Brown, Gao y Wang a variables
aleatorias con valores en R.

El objetivo de esta sección es presentar el siguiente teorema, donde se extiende el resultado
de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias con valores en R. Además, a través de un
ejemplo, se compara el desempeño de esta extensión con el desempeño del teorema (6.3.4).

Teorema 6.3.15. Sea X una activo financiero con ley µ. Supongamos que µ no tiene átomos
y satisface T1(λ). Consideremos η ∈ (0, 1) y sean β y β1 tales que β1 < β < λ/2. Llamemos
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Eβ =
∫
R
eβx

2
dµ(x), y sea R > 0 que satisface las siguientes condiciones:

ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ > 0, (D1)

β1R(1− η)αε

2
− e(β1−β)R

2

Eβ > 0 y (D2)

R ≥ 1√
2β
. (D3)

Entonces, para todo N ∈ N se tiene que

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)

≤ Ψ

(
α,

(
ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)
, R,N

)

+exp

(
−N

[
β1R(1− η)αε

2
− e(β1−β)R

2

Eβ

])
,

donde Ψ es la función definida en (6.3.11).

Demostración: En esta demostración procederemos como en la demostración del teorema
5.1.2. Consideremos µR, µ̂N y µ̂NR como en dicho teorema. Sean q−µ (·), q−R(·), q−N (·) y q−N,R(·)
las funciones cuantil de dichas leyes. Entonces:

∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

α

∫ α

0

q−µ (s)ds−
1

α

∫ α

0

q−N (s)ds

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

α

∫ α

0

q−µ (s)ds−
1

α

∫ α

0

q−R(s)ds+
1

α

∫ α

0

q−R,N (s)ds

− 1

α

∫ α

0

q−N (s)ds+
1

α

∫ α

0

q−R(s)ds−
1

α

∫ α

0

q−R,N (s)ds

∣∣∣∣

≤ 1

α

∫ 1

0

|q−µ (s)− q−R(s)|ds+
1

α

∫ 1

0

|q−R,N(s)− q−N(s)|ds

+

∣∣∣∣
1

α

∫ α

0

q−R(s)ds−
1

α

∫ α

0

q−R,N(s)ds

∣∣∣∣

=
1

α
W (µ, µR) +

1

α
W (µ̂N , µ̂NR ) +

∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ .

Gracias al lema 5.1.4, para β < λ/2 y R ≥ 1/
√
2β se tiene que

W (µ, µR) ≤ 2Re−βR
2

Eβ,

y entonces se cumple que
∣∣∣ESα(X)− ÊSα

N
(X)

∣∣∣ ≤ 2

α
Re−βR

2

Eβ +
1

α
W (µ̂N , µ̂NR ) +

∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ .
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Por otro lado, gracias al lema 5.1.5, para todo β1 < β y ε > 0, se tiene que

P(W (µ̂N , µ̂NR ) > ε) ≤ exp

(
−N

[
β1Rε

2
− e(β1−β)R

2

Eβ

])
.

Luego, para todo η ∈ (0, 1) y β1 < β,

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)

≤ P

(
2

α
Re−βR

2
Eβ +

1

α
W (µ̂N , µ̂NR ) +

∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ ≥ ε

)

≤ P

(∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ ≥ ηε− 2

α
Re−βR

2
Eβ

)

+P
(
W (µ̂N , µ̂NR ) ≥ (1− η)αε

)

≤ P

(∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ ≥ ηε− 2

α
Re−βR

2
Eβ

)

+exp

(
−N

[
β1R(1− η)αε

2
− e(β1−β)R

2
Eβ

])
.

En este punto hay que notar que µR es la ley de una variable aleatoria que toma valores en
[−R,R] y que no tiene átomos, pues µ no los tiene. Así podemos aplicar el corolario 6.3.14 y
encontramos que

P

(∣∣∣ESα(µR)− ÊSα
N
(µR)

∣∣∣ ≥ ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)
≤ Ψ

(
α,

(
ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)
, R,N

)

Resumiendo, para todo β1 < β < λ/2, η ∈ (0, 1) y N ∈ N. Se tiene que

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)

≤ Ψ

(
α,

(
ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)
, R,N

)

+exp

(
−N

[
β1R(1− η)αε

2
− e(β1−β)R

2

Eβ

])
.

Con R lo suficientemente grande de modo que satisfaga las condiciones

ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ > 0, (D1)

β1R(1− η)αε

2
− e(β1−β)R

2

Eβ > 0 y (D2)

R ≥ 1√
2β
. (D3)

q.e.d.

100



6.3. Intervalos de confianza no asintóticos

Ejemplo 6.3.16: Consideremos α = 0,05. En este caso

Ψ(α, ε, R,N) = 3 exp

(
− Nε2

400R2

)
+ exp

(−Nε2
800R2

)
,

luego, si X es una variable aleatoria normal estándar, β1 < β < 1/2 y R > 0 satisface las
condiciones (D1), (D2) y (D3) que se indican en el teorema anterior, se tiene

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)

≤ 3 exp

(
− N

400R2

(
ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)2
)

+exp

(
−N
800R2

(
ηε− 2

α
Re−βR

2

Eβ

)2
)

+exp

(
−N

[
β1R(1− η)ε

40
− e(β1−β)R

2

Eβ

])
,

para para todo ε > 0, η ∈ (0, 1) y N ∈ N. Es decir, para c1 y c2 constantes adecuadas tenemos
que

P

(∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≥ ε
)

≤ 3 exp (−Nc1) + exp

(−N
2
c1

)
+ exp (−Nc2) .

En la tabla 6.3.2 aparece el valor de las distintas constantes c1, c2 y N0 para distintos
valores de epsilon.

ε c1 c2 N0

0,01 6,348e− 09 4,815e− 07 2,628e+ 08
0,05 1,744e− 07 3,596e− 06 9,564e+ 06
0,1 7,296e− 07 7,181e− 06 2,287e+ 06
0,5 2,042e− 05 3,574e− 05 8,482e+ 04
1 8,611e− 05 7,132e− 05 2,269e+ 04

Cuadro 6.3.2: Resumen comportamiento N0 para una variable normal estándar y α = 0,05.

Una pregunta interesante que se planteó en el desarrollo de esta memoria, es qué tan buena
estrategia es acotar el error de estimación del expected shortfall de una variable aleatoria X,
por la distancia de Wasserstein entre la ley de X y su aproximación empírica. Es decir, aplicar

∣∣∣ESα(X)− ÊSα
N
(X)

∣∣∣ ≤ 1

α
W (µX, µ̂

N
X). (6.3.12)

Para cuantificar que tan gruesa es esta cota, en la tabla 6.3.3, se compara el número
mínimo de observaciones necesarias para que las cotas dadas por los teoremas 6.3.4 y 6.3.15
sean significativas.
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ε N0 Teorema 6.3.4 N0 Teorema 6.3.15

0,01 8,997e+ 13 2,628e+ 08
0,05 6,396e+ 11 9,564e+ 06
0,1 7,565e+ 10 2,287e+ 06
0,5 5,260e+ 08 8,482e+ 04
1 6,151e+ 07 2,269e+ 04

Cuadro 6.3.3: Comparación de los valores obtenidos para N0 por los teoremas 6.3.4 y 6.3.15.

Como se observa en la tabla 6.3.3, el teorema 6.3.15 es mucho más eficiente que los que se
han presentado previamente. La razón para ello es que la desigualdad (6.3.12) es demasiado
gruesa, por lo que para lograr mejores resultados se deberían buscar otras estrategias.

6.3.5. Una nueva estimación para las desviaciones de ÊSα

N
(X)

En esta sección, utilizando la representación dual del ESα y aplicando el lema 5.1.14,
encontraremos una cota para

P(ÊSα
N
(X) ≥ ESα(X) + ε),

válida para variables aleatorias que toman valores en R, cuya ley satisface T1. Para establecer
este resultado, nos basaremos en dos lemas que presentamos a continuación.

Lema 6.3.17. Sea X un activo financiero, entonces

E(ÊSα
N
(X)) ≤ ESα(X).

Demostración: Comencemos por recordar que

ÊSα
N
(X) =

1

α
mı́n
s∈R

{
1

N

N∑

i=1

(s−Xi)
+ − αs

}
.

Luego, para todo s

ÊSα
N
(X) ≤ 1

Nα

N∑

i=1

(s−Xi)
+ − s

y entonces

E(ÊSα
N
(X)) ≤ 1

Nα

N∑

i=1

E((s−Xi)
+)− s =

E((s−X)+)

α
− s.

Tomando ínfimo sobre s, en el lado derecho de la última desigualdad, obtenemos la desigual-
dad deseada.
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q.e.d.

Este lema nos dice que en promedio el estimador histórico tiende a subestimar el verdadero
valor de ESα(X). Es importante notar que este lema ya fue utilizado en las demostraciones
de Brown y de Gao y Wang.

Ahora un pequeño lema técnico.

Lema 6.3.18. Sea f : RN → R, definida como

f(x) = mı́n
s∈R

{
1

N

N∑

i=1

(s− xi)
+ − αs

}
.

Entonces f es una función 1/N-Lipschitz con respecto a la métrica d1(x, y) =
∑N

I=1 |xi − yi|.
Demostración: Notemos que para todo s ∈ R la función (s− ·)+ es 1-Lipschitz en (R, | · |),
luego para todo s ∈ R tenemos que
(

1

N

N∑

i=1

(s− xi)
+ − αs

)
−
(

1

N

N∑

i=1

(s− yi)
+ − αs

)
=

1

N

N∑

i=1

(s− xi)
+ − (s− yi)

+ ≤ 1

N

N∑

i=1

|xi − yi|.

Luego para todo s la función

fs(x) =
1

N

N∑

i=1

(s− xi)
+ − αs,

es 1/N -Lipschitz. Ahora notemos que para todo s′ ∈ R y x, y ∈ RN

ı́nf
s∈R

fs(x)− fs′(y) ≤ fs′(x)− fs′(y) ≤
1

N
d(x, y),

de donde tenemos

ı́nf
s∈R

fs(x)−
1

N
d(x, y) ≤ fs′(y).

Tomando ínfimo sobre s′ en la última desigualdad y reordenando términos, obtenemos

ı́nf
s∈R

fs(x)− ı́nf
s′∈R

fs′(y) ≤
1

N
d(x, y).

A partir de esta última desigualdad, intercambiando los roles de x e y, concluimos que f es
1/N -Lipschitz.

q.e.d.

Teorema 6.3.19. Sea X un activo financiero, con ley µ que satisface T1(λ). Entonces

P

(
ÊSα

N
(X) ≥ ESα(X) + ε

)
≤ exp

(−λNα2ε2

2

)
.
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Demostración: Gracias al lema 6.3.17, tenemos que

P

(
ÊSα

N
(X) ≥ ESα(X) + ε

)
≤ P

(
ÊSα

N
(X) ≥ E(ÊSα

N
(X)) + ε

)
.

Además,

P

(
ÊSα

N
(X) ≥ E(ÊSα

N
(X)) + ε

)
= P (f(X1, . . . , XN) ≥ E(f(X1, . . . , XN)) + αε) ,

donde f es la función definida en el lema 6.3.18. Como µ satisface T1(λ) y f es 1/N -Lipschitz,
gracias al lema 5.1.14, concluímos que para todo ε > 0,

P (f(X1, . . . , XN) ≥ E(f(X1, . . . , XN)) + αε) ≤ exp

(−λNα2ε2

2

)
.

q.e.d.

Notemos que gracias al corolario 4.2.11, tenemos que si µ tiene soporte contenido en el
intervalo [a, b], entonces µ satisface T1(4/(b− a)2). Luego, gracias al último teorema se tiene
el siguiente corolario, que corresponde a la cota encontrada por Brown.

Corolario 6.3.20. Si X es un activo cuya distribución tiene soporte en el intervalo [a, b].
Entonces

P

(
ÊSα

N
(X) ≥ ESα(X) + ε

)
≤ exp

(−2Nα2ε2

(b− a)2

)
. (6.3.13)

En la observación 6.3.13, se discutió bajo que condiciones esta cota es mejor a la encontrada
posteriormente por Gao y Wang.
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Capítulo 7

Conclusión

En esta memoria de ingeniería se ha propuesto y estudiado una metodología para cuantifi-
car el error de estimación de medidas de riesgo espectrales. El producto final de este trabajo
de investigación son los resultados del capítulo anterior, en los que se establecen intervalos de
confianza no asintóticos para los estimadores históricos de las medidas de riesgo espectrales,
que dada la generalidad de las hipótesis con que se construyen, vienen a extender los resul-
tados hasta ahora conocidos. Además de los resultados concretos, en esta memoria se avanzó
en comprender como influye la existencia de una representación dual para una medida de
riesgo, en el comportamiento de su estimador histórico.

7.1. Análisis de resultados obtenidos

En un principio, aprovechando la desigualdad

|ρφ(X)− ρ̂φ
N(X)| ≤ ||φ||LqWp(µX , µ̂

N
X), (7.1.1)

y los resultados de concentración conocidos para Wp(µX , µ̂
N
X), quisimos establecer resultados

generales para ρφ(X), con φ un espectro de riesgo admisible, tan general como fuera posible.
Si bien este objetivo fue logrado, en el sentido de que establecimos resultados explícitos
para φ en L∞((0, 1), dx) cuando la ley de X satisface T1(λ) (teorema 6.3.4) y para φ en
L2((0, 1), dx) cuando la ley de X satisface T2(λ) (teorema 6.3.5), nos hubiera gustado que
la cantidad de datos necesaria para que las desigualdades que proponen los teoremas fueran
significativas fuera menor, de modo que los resultados que encontramos fueran realmente
utilizables en la práctica financiera. Por ejemplo, el número de observaciones necesarias para
utilizar el teorema 6.3.4 es del orden 61 510 000. Es decir, necesitaríamos más de 200 000 años
de información histórica para poder aplicar este resultado. Sin embargo, un punto a favor de
estos desarrollos es que son inmediatamente aplicables a cualquier estimador que satisfaga
la desigualdad (7.1.1). Por esto, en un contexto donde haya una gran cantidad de datos
disponibles, como al trabajar con simulaciones, nuestros resultados pueden ser directamente
aplicados.
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7.1. Análisis de resultados obtenidos

A lo largo del desarrollo de esta memoria, pudimos identificar dos razones para que los
resultados mencionados en el párrafo anterior no funcionen todo lo bien que nos gustaría. La
primera es que en algunos casos la cota (7.1.1) es demasiado gruesa. Por ejemplo, en el caso
del ESα, tenemos que φ = 1/α1[0,α] y entonces

||φ||L∞W (µX , µ̂
N
X)− |ESα(X)− ÊSα

N
(X)| ≥ 1

α

∫ 1

α

|q−X(s)− q−N(s)|ds,

donde se observa que a medida que α se acerca a 0, la cota se hace más y más gruesa. La
segunda razón por la que la metodología anterior no es óptima, es que en los resultados de
concentración utilizados P(W (µ, µ̂N) > ε) converge a cero mucho más lento de lo que se
observa en experimentos numéricos para algunas distribuciones conocidas.

Para evitar los problemas mencionados en el párrafo anterior, intentamos dos cosas. La
primera fue combinar el resultado de Brown, Gao y Wang con algunas ideas de la demos-
tración del teorema de Bolley, Guillin y Villani (teorema 5.1.2) para la concentración de la
medida empírica con respecto a la distancia de Wasserstein. Esto produjo el Teorema 6.3.15
que en la práctica se comporta mucho mejor que los resultados encontrados previamente.

El segundo cambio de estrategia, que fue motivado por los trabajos de Brown [10] y de
Gao y Wang [21], fue tratar de obtener resultados mejores para la estimación de ESα(X)
aprovechando su representación dual. El producto de esta estrategia es el Teorema 6.3.19, que
generaliza el resultado de Brown, Gao y Wang a variables aleatorias que toman valores en R,
es significativo para todo N , y en el caso de que se utilice para variables que toman valores
en un intervalo compacto, recupera el resultado de Brown. Estos resultados nos indican que
tratar de establecer teoremas generales pasando por acotar el error de estimación por la
distancia de Wasserstein, quizás no sea el mejor camino.

Dada la importancia que tiene el V@Rα como medida de riesgo, e inspirados en la desigual-
dad (7.1.1), buscamos una desigualdad similar para esta medida de riesgo. Encontramos que
era posible acotar el error de estimación del V@Rα(X), controlando la distancia de Lévy
entre la ley de la muestra y la ley empírica de la muestra, lo que sumado a un resultado de
concentración para la distancia de Prokhorov, nos permitió establecer el teorema 6.3.2 que
entrega intervalos de confianza no asintóticos para el V@Rα(X) bajo distintas hipótesis para
la ley de X.

Un punto importante que queda pendiente en esta memoria, es establecer tests estadísticos
que permitan contrastar la hipótesis: “La ley de la variable aleatoria X satisface T1(λ)”. En
la sección 4.2 se presentó un resultado que dice que una ley µ satisface T1(λ) si y sólo si para
algún β > 0, ∫

X

∫

X
eβd

2(x,y)dµ(x)dµ(y) < +∞.

Sin embargo, no es claro a priori como se pueden realizar tests sobre esta condición, pues
para una muestra finita el momento exponencial cuadrático empírico será finito para todo β.

Para terminar, podemos resumir nuestras conclusiones en los siguientes puntos
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7.2. Trabajo Futuro

Se pueden establecer resultados muy generales, pero en la práctica pueden ser poco
útiles por la gran cantidad de observaciones necesarias para que sean válidos.

La desigualdad (7.1.1) puede ser extremadamente gruesa, pero podría ser útil para
medidas espectrales cuyo espectro tenga un soporte más grande en (0, 1).

Los resultados de concentración para las medidas empíricas pueden ser engañosos, no
siempre un decaimiento exponencial nos asegura un buen comportamiento en la prác-
tica.

Existen resultados de concentración para funcionales de la medida empírica que son
aplicables a estimadores de medidas de riesgo.

7.2. Trabajo Futuro

En cuanto a trabajo futuro, existen varias direcciones que se pueden tomar. Una dirección
apunta a levantar la hipótesis de independencia entre las variables que componen la muestra
con que se construye la medida empírica. Para esto, sería posible considerar el caso Marko-
viano, para el cuál desigualdades de concentración similares a las establecidas por Gozlan y
Léonard fueron desarrolladas por Guillin et al. en [25].

Otra dirección es tratar de mejorar las cotas para P(W (µ, µ̂N) > ε). En esta memoria
presentamos desigualdades de la forma

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ A1e
−b1N + A2e

−b2N ,

y encontramos que las constantes Ai resultaban ser muy grandes, mientras que las tasas de de-
crecimiento bi resultaban ser muy pequeñas. Tal vez, si abandonamos las cotas exponenciales,
podamos encontrar desigualdades de la forma

P(W (µ, µ̂N) > ε) ≤ C1N
−q1 + C2N

−q2 ,

donde las constantes Ci no son tan grandes como las constantes Ai, de modo que para
muestras pequeñas esta cota es más ajustada que la cota exponencial.

Una tercera posibilidad, que parece bastante prometedora en el corto plazo, es tratar de
extender el Teorema de Brown, Gao y Wang. Recordemos que ellos descubrieron las siguientes
cotas para variables que toman valores en un intervalo compacto

P

(
̂CV@Rα

N
(X) ≤ CV@Rα(X)− ε

)
≤ 3e−

α
5 (

ε
b−a)

2
N

y

P

(
̂CV@Rα

N
(X) ≥ CV@Rα(X) + ε

)
≤ mı́n

{
3e−

α
11(

ε
b−a)

2
N , e

(

−2Nα2ε2

(b−a)2

)

}
.
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7.2. Trabajo Futuro

Con el teorema 6.3.19, ya hemos extendido la segunda cota a variables aleatorias con valores
en R, por lo que sólo nos falta extender la primera desigualdad. Esto sería una verdadera
innovación, ya que hasta ahora el mejor resultado disponible en la literatura es el de Brown,
Gao y Wang.

Por último, en la sección 5.1.2 se presentaron tres resultados de Gozlan y Léonard para
la concentración de funcionales de la medida empírica. Como se mencionó en dicha sección,
los resultados presentados por los autores en [23] son más generales. En particular, permiten
considerar otras hipótesis de integrabilidad sobre la ley de la muestra y obtener otras cotas
de concentración. Esta flexibilidad en los resultados de Gozlan y Leonard plantean la posibi-
lidad de extender los resultados encontrados a medidas que satisfagan otras condiciones de
integrabilidad.
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Apéndice A

Resultados pendientes en la
demostración del Teorema 5.1.2

A.1. Teorema de Sion para Minimax

En este anexo se enuncia y prueba un teorema de minimax dado por Maurice Sion en [40].
La demostración que se presenta no corresponde a la dada en el artículo mencionado, si no a
la dada por Hidetoshi Komiya en [28]. Antes de enunciar y probar el teorema se procederá a
dar algunas definiciones y a probar dos lemas técnicos que nos serán útiles en la demostración
del teorema principal.

Definición A.1.1. Consideremos X un espacio vectorial topológico y f : X → R diremos
que:

f es cuasi-convexa en X si para todo λ ∈ R el conjunto Sλ = {x ∈ X : f(x) ≤ λ} es
un conjunto convexo.

f es cuasi-concava en X si para todo λ ∈ R el conjunto Sλ = {x ∈ X : f(x) ≥ λ} es
un conjunto convexo.

Proposición A.1.2. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces f : X → R es cuasi-
concava si y sólo si

∀x, y ∈ X, ∀γ ∈ [0, 1], f(γx+ (1− γ)y) ≥ mı́n{f(x), f(y)}.

Demostración: (⇒) Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f(x) ≤ f(y), de donde
se tiene que y ∈ Sf(x), pero como este conjunto es convexo y trivialmente x ∈ Sf(x), tenemos
que ∀γ ∈ [0, 1] el punto γx+ (1− γ)y ∈ Sf(x). Es decir,

f(γx+ (1− γ)y) ≥ f(x) = mı́n{f(x), f(y)}.
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(⇐) Sea λ ∈ R y x, y ∈ Sλ se quiere probar que ∀γ ∈ [0, 1] γx+ (1− γ)y ∈ Sλ. Notemos que

f(γx+ (1− γ)y) ≥ mı́n{f(x), f(y)} ≥ λ,

luego γx+ (1− γ)y ∈ Sλ.

q.e.d.

En lo que sigue se considerará X es un subconjunto conexo y compacto de un espacio vec-
torial topológico y que Y es un espacio vectorial topológico. Se considerará f : X × Y → R

que satisface:

1. f(x, ·) es semicontinua superior (s.c.s.) y cuasi-concava en Y, ∀x ∈ X.

2. f(·, y) es semicontinua inferior (s.c.i.) y cuasi-convexa en X, ∀y ∈ Y .

A estas condiciones nos referiremos como las hipótesis H.

Lema A.1.3. Si X, Y y f satisfacen las hipótesis H, entonces ∀y1, y2 ∈ Y y ∀α ∈ R que
satisface

α < ı́nf
x∈X

máx{f(x, y1), f(x, y2)},

existe y0 ∈ Y que satisface:
α < ı́nf

x∈X
f(x, y0).

Demostración: Por contradicción supongamos que ∃α ∈ R tal que

α < ı́nf
x∈X

máx{f(x, y1), f(x, y2)} =: c(y1, y2),

pero que para todo y ∈ Y
α ≥ ı́nf

x∈X
f(x, y).

Sea β tal que α < β < c(y1, y2). Denotemos por [y1, y2] = {γy1 + (1 − γ)y2 : γ ∈ [0, 1]}.
Definimos para z ∈ [y1, y2] los conjuntos:

Cz = {x ∈ X : f(x, z) ≤ α} y C ′z = {x ∈ X : f(x, z) ≤ β}.

Sea A = C ′y1 y B = C ′y2. Entonces se tiene lo siguiente:

1. Cz ⊂ C ′z, pues α < β.

2. Cz, C ′z son cerrados, pues f(·, z) es s.c.i.

3. Cz, C ′z son no vacíos, ya que por hipótesis de contradicción ∀y ∈ Y α ≥ ı́nfx∈X f(x, y).

4. Cz, C ′z son convexos pues f(·, z) es cuasi-convexa.
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5. Cz, C ′z son conexos, directo de lo anterior.

6. A∩B = ∅. Si x0 ∈ A∩B, entonces máx{f(x0, y1), f(x0, y2)} ≤ β y luego β > c(y1, y2),
pero por construcción β < c(y1, y2).

7. C ′z ⊂ A ∪ B. En efecto si x ∈ C ′z entonces como f(x, ·) es cuasi concava se tiene
que mı́n{f(x, y1), f(x, y2)} ≤ f(x, z) ≤ β luego f(x, y1) ≤ β ∨ f(x, y2) ≤ β, es decir
x ∈ A ∨ x ∈ B, luego x ∈ A ∪B.

Como A y B son conjuntos disjuntos y cerrados, y C ′z ⊂ A ∪B es conexo, se tiene que

Cz ⊂ C ′z ⊂ A ∨ Cz ⊂ C ′z ⊂ B.

Además, si Cz ⊂ A(resp. B), entoces C ′z ⊂ A (resp. B).
Sean:

I = {z ∈ [y1, y2] : Cz ⊂ A} y J = {z ∈ [y1, y2] : Cz ⊂ B}.
Entonces I ∩ J = ∅, I ∪ J = [y1, y2]. Luego si probamos que I y J son conjuntos cerrados
tendremos una contradicción con la conexidad de [y1, y2] y la prueba estaría completa. Pro-
bemos que I es cerrado:
Sea {zn} ⊂ I una sucesión convergente. Como [y1, y2] es cerrado tenemos que zn → z ∈
[y1, y2]. Queremos probar que z ∈ I, para esto tomaremos x ∈ Cz y probaremos que x ∈ A,
luego Cz ⊂ A y entonces por definición z ∈ I. Como x ∈ Cz, entonces f(x, z) ≤ α y enton-
ces como f(x, ·) es s.c.s. se tiene que ĺım supn f(x, zn) ≤ α < β. Entonces ∃m ∈ N tal que
f(x, zm) ≤ β es decir x ∈ C ′zm ⊂ A pues zm ∈ I, luego x ∈ A ⇒ Cz ⊂ A ⇒ z ∈ I. Luego I
es cerrado. Para J es totalmente análogo.

q.e.d.

Lema A.1.4. Si X, Y y f satisfacen las hipótesis H, entonces para todo conjunto finito
{y1, . . . , yn} ⊂ Y y ∀α ∈ R tal que

α < ı́nf
x∈X

máx
1≤i≤n

f(x, yi),

entonces existe y0 ∈ Y tal que:
α < ı́nf

x∈X
f(x, y0).

Demostración: Por inducción en n. Notemos que para n = 1 el lema es trivial, basta
considerar y0 = y1. Supongamos ahora que el resultado es cierto para n− 1 y probemos que
se tiene también para n. Sea X ′ = {x ∈ X : f(x, yn) ≤ α} como f(·, yn) es cuasi-convexa y
s.c.i. en X tenemos que X ′ es un subconjunto compacto y convexo de X. Podemos además
suponer que X ′ es no vacío, ya que si lo fuera basta con considerar y0 = yn y se tendría el
resultado.

Notemos que:

α < ı́nf
x∈X

máx
1≤i≤n

f(x, yi) ≤ ı́nf
x∈X′

máx
1≤i≤n

f(x, yi) = ı́nf
x∈X′

máx
1≤i≤n−1

f(x, yi),
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donde la primera desigualdad se tiene de la hipótesis, la segunda porque se está tomando
ínfimo sobre un conjunto más pequeño y la última igualdad se tiene porque para x ∈ X ′,
f(x, yn) ≤ α mientras que máx1≤i≤n f(x, yi) > α, y entonces el máximo se alcanza en yi∗ con
i∗ ∈ 1, . . . , n− 1. Luego tenemos que

α < ı́nf
x∈X′

máx
1≤i≤n−1

f(x, yi).

Ahora notemos que si consideramos la restricción de f a X ′×Y , entonces X ′, Y y f satisfacen
las hipótesis H . Luego podemos aplicar la hipótesis de inducción y encontramos que existe
y′0 ∈ Y tal que

α < ı́nf
x∈X′

f(x, y′0).

Pero notemos que en X\X ′ se tiene que f(x, yn) > α, luego tenemos que

α < ı́nf
x∈X

máx{f(x, y′0), f(x, yn)}.

Finalmente, por el lema anterior existe y0 ∈ Y tal que

α < ı́nf
x∈X

f(x, y0).

q.e.d.

Teorema A.1.5. Si X, Y y f satisfacen las hipótesis H, entonces

ı́nf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y) = sup
y∈Y

ı́nf
x∈X

f(x, y).

Demostración: Dado que la desigualdad

ı́nf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y) ≥ sup
y∈Y

ı́nf
x∈X

f(x, y),

es siempre cierta, sólo es necesario probar la desigualdad en la otra dirección. Para esto sea
α tal que

α < ı́nf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y). (A.1.1)

Definamos comoXy = {x ∈ X : f(x, y) ≤ α}. Entonces ∀y ∈ Y, Xy es convexo y compacto,
pues f(·, y) es cuasi-convexa y s.c.i.. Notemos además que como α satisface (A.1.1) se tiene
que ∩y∈YXy = ∅. Pero X es compacto, luego existen {y1, . . . , yn} ∈ Y tales que

∩ni=1Xyi = ∅,

lo que es equivalente a que
α < ı́nf

x∈X
máx
1≤i≤n

f(x, yi),
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y entonces por el lema anterior existe y0 ∈ Y de modo que

α < ı́nf
x∈X

f(x, y0) ≤ sup
y∈Y

ı́nf
x∈X

f(x, y).

Para concluir consideremos ahora {αn}n ⊂ R una sucesión creciente que satisface

αn ր ı́nf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y),

entonces ∀n ∈ N tenemos que
αn < sup

y∈Y
ı́nf
x∈X

f(x, y).

Con lo que finalmente concluimos que

ı́nf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y) ≤ sup
y∈Y

ı́nf
x∈X

f(x, y)

q.e.d.

A.2. Entropía

A.2.1. Representación Dual de la Entropía

Sea X un espacio métrico polaco. Recordemos que P(X ) es el espacio de medidas de
probabilidad en X y Cb(X ) es el conjunto de funciones continuas y acotadas en X .

Lema A.2.1. Sea µ ∈ P(X ). Se define: Λ : Cb(X ) → R como

Λ(φ) = log

(∫

S

eφdµ

)

Entonces
Λ(φ) = sup

ν∈P(X )

{< ν, φ > −H(ν|µ)}. (A.2.1)

En particular Λ(·) es una función convexa y semicontinua inferior.

Lema A.2.2. Sea µ ∈ P(X ) y llamemos Pµ(X ) al conjunto de medidas de probabilidad
absolutamente continuas con respecto a µ. Entonces para toda ν ∈ Pµ(X ) se tiene que

H(ν|µ) = sup
φ∈Cb

{∫

S

φdν − Λ(φ)

}
.

La demostración de estos resultados se puede encontrar en [15].
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A.2. Entropía

A.2.2. Entropía Métrica en (P(X ),Wp(·, ·))
Teorema A.2.3. Sea (E,d) un espacio métrico con diámetro finito D. Para todo r > 0, sea
N(E, r) como el número mínimo de bolas de radio r necesarias para cubrir E. Entonces,
para todo p ≥ 1 y δ ∈ (0, D), el espacio de medidas de probabilidad sobre E, P(E) puede ser
recubierto por Np(E, δ) bolas de radio δ para la distancia Wp, con

Np(E, δ) ≤
(
8eD

δ

)pN(E,δ/2)

Demostración: La demostración de este teorema se encuentra en el anexo A de [8].
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