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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: JULIO BACKHOFF VERAGUAS
PROF. JOAQUIN FONTBONA TORRES

OPTIMIZACION ROBUSTA DE PORTAFOLIOS EN UN MERCADO FINANCIERO
A TIEMPO CONTINUO: CASO DE INCERTIDUMBRE NO COMPACTA O LINEAL

El problema clésico de optimizacion de portafolio, en el que un agente escoge sus es-
trategias de modo de maximizar su utilidad esperada ha sido estudiado en profundidad
por mucho tiempo. Sin embargo s6lo hace poco ha surgido el interés por plasmar el hecho
de que la seleccion de un modelo particular al momento de hacer la toma de decisiones es
en si riesgosa. Se conoce como optimizacion robusta de portafolio al problema de maxi-
mizacién de utilidades que un agente considera cuando toma en cuenta la incerteza sobre
los modelos.

El tema principal de esta memoria es estudiar el problema anterior cuando el conjunto
de incerteza sobre los modelos no es compacto o cuando este se manifiesta a partir de
restricciones lineales. Ninguno de estos escenarios para el problema de optimizacién ro-
busta ha sido afrontado en generalidad en la literatura. Cuando el conjunto de modelos
esta delimitado mediante restricciones lineales, en este trabajo se resuelve inicialmente el
problema tanto para mercados completos como incompletos mediante la técnica de mini-
mizacién de funcionales de entropia desarrollada entre otros por C. Léonard, suponiendo
la condiciéon de compacidad débil sobre el conjunto de modelos usual en la literatura.
Seguidamente, se resuelve el problema robusto en un mercado completo sélo bajo una
cierta suposicién de cerradura débil en un espacio de Orlicz conveniente, para lo cual se
requieren ademas algunas condiciones sobre los ingredientes econémicos del problema. En
este punto se rescatan los resultados obtenidos en presencia de compacidad débil entre
otros por A.Schied y H. Follmer. Con esto, se vuelven a aplicar los métodos de C. Léonard
para el caso lineal pero sin compacidad, obteniéndose entre otros nuevos resultados una
igualdad primal-dual para el problema de optimizacion robusta y una caracterizacién para
la medida (o0 modelo) menos favorable. Se presenta ademds un ejemplo simple que escapa
a la teoria desarrollada con anterioridad, pero que es abordable mediante los resultados
obtenidos en esta memoria.

Finalmente, se explora la relacién entre la optimizacion robusta y el concepto de in-
formaciéon débil introducido por F. Baudoin asi como el de flujos de informacién. Con
respecto a la informacién débil, se establece como la maximizacion de utilidades en pre-
sencia de esta mas el calculo de variaciones permiten resolver ciertos problemas robustos.
En cuanto a los flujos de informacién, se propone y discute una manera de emplear la
teoria desarrollada por C. Léonard respecto al problema de minimizacién de la entropia
bajo restricciones sobre el flujo de marginales, para resolver el problema robusto asociado.
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Capitulo 1

Introduccion

Tras la crisis financiera de 2008, cuyas consecuencias todavia son palpables, el concep-
to de “riesgo de modelo” adquirié renovada importancia. En pocas palabras, este riesgo
corresponde a los danos que puede generar un modelo de algin fenémeno real, por ejemplo
al sub-evaluar una determinada cantidad o simplemente al ser demasiado simplificado. En
finanzas, los modelos sobre los precios (entre otros) siempre han estado sujetos a este tipo
de riesgo pero ahora mas que nunca se ha puesto un énfasis en el tema de entenderlo,
modelarlo y finalmente cubrirlo.

El problema de optimizacién de portafolio en un mercado financiero ha sido estudiado
extensivamente durante décadas. Sin importar si el mercado es completo o incompleto, las
herramientas de dualidad y analisis convexo se han empleado exitosamente en esta tarea.
Pese a lo anterior, y a la luz del parrafo precedente, aparece la necesidad de entender
el problema de optimizacién de portafolio bajo el paradigma de que la eleccién misma
de un modelo probabilista para los precios acarrea un riesgo en si. La forma en que este
problema ha sido abordado durante los tltimos 20 anos ha sido mediante la nocién de
“utilidad robusta”.

En esencia, dada la incerteza o ambigiiedad en los modelos (que refleja el hecho de que
en la practica un modelo no representa con perfeccién la realidad), la utilidad robusta aso-
ciada a una posicién en el mercado se entiende como la peor utilidad esperada del agente o
inversionista, bajo todos los modelos factibles. En la seccion 2.1 se discute en profundidad
esta interpretacién y se muestra la conexion existente con las “medidas de riesgo”. Aun
mas, se repasa brevemente una generalizacion a la teoria axiomatica de preferencias que
permite modelar las elecciones de un agente en un mundo donde las distribuciones de
probabilidad de sus posiciones son inciertas. Estas preferencias pueden ser representadas
numéricamente y es a partir de esta representacion que la forma de la utilidad robusta
(como utilidad esperada en el peor caso) se ve justificada. Al final de dicha seccién se
ilustra ademaés la conexion existente entre los modelos de “insider trading” y los modelos
de robustez en un mercado financiero.

Una vez que se posee una nocién de utilidad robusta, se puede definir el problema
de optimizacién robusta de portafolio. En este, el agente o inversionista lo que desea es
escoger Optimamente sus estrategias de modo de maximizar su utilidad robusta (dada
una forma para la incerteza o ambigiiedad en los modelos). Estos problemas han sido
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Capitulo 1

estudiados en profundidad en la ultima década, donde las herramientas de dualidad y
analisis convexo siguen siendo tan vitales como en el caso no robusto. En la seccién 2.2 se
reproducen algunos resultados generales para el problema de optimizacién robusta.

En un cierto sentido, el problema de optimizacién robusta se puede entender como uno
de proyeccién, pues en esencia lo que se busca es encontrar el peor modelo de entre aquellos
considerados como plausibles. Este enfoque ya ha sido desarrollado en la literatura, obte-
niéndose resultados muy similares a los presentados en 2.2. Los problemas de proyeccién
mediante funcionales convexos han sido estudiados durante muchos anos y la literatura al
respecto es abundante. Atin mas, para el caso en que el conjunto sobre el cual se proyecta
estd determinado por restricciones lineales la resolucién (e interpretacién dual) de este
problema de proyeccién es particularmente satisfactoria, por lo que en la seccién 2.3 se
presentan estos resultados. La idea es que en el caso de incerteza o ambigiiedad lineal
(cuando el conjunto de modelos estd determinado por restricciones lineales) el enfoque de
proyeccién (conocido como de minimizacién de la entropia) puede aportar para obtener
resultados més fuertes que los usuales (los de la seccién 2.2). Notar que las restricciones de
tipo momento (que incluyen esperanzas, covarianzas y probabilidades) asi como restric-
ciones sobre las leyes de ciertas variables aleatorias, corresponden a funcionales lineales
con respecto a las medidas de probabilidad bajo las cuales se calculan.

Desgraciadamente, cuando el conjunto de modelos (medias) factibles se debe a una in-
certeza lineal sobre el modelo, puede ocurrir que el conjunto de las densidades con respecto
a una referencia de las medidas de probabilidad factibles no sea débilmente compacto en
el espacio de las funciones integrables. Este es, hasta la fecha, un requerimiento comin a
todos los enfoques para el problema robusto. Con esto en vista, en las secciones 3.2 y 3.3
se resuelven explicitamente los problemas de optimizacién robusta en mercados completos
e incompletos (respectivamente) cuando se tiene incerteza lineal sobre el modelo, bajo la
suposicién de que el conjunto de las densidades de los modelos es débilmente compacto en
L'. En esencia, la dificultad aqui radica en mezclar apropiadamente los resultados ya exis-
tentes sobre optimizacion robusta con las técnicas de minimizacion de la entropia, lo que
se reduce a sumergir el problema robusto en un determinado espacio de Orlicz relevante.
Tras esto, en la seccién 3.4 se muestra como es posible resolver el problema robusto atin
sin la condicién de compacidad débil usual. Para esto, es necesario asumir reflexividad
del espacio de Orlicz relevante, lo que se traduce en una condicién facilmente verificable
sobre los ingredientes del problema robusto. En definitiva, la mayoria de los argumentos
y resultados expuestos en la seccién 2.2 siguen siendo validos. La seccion 3.5 aborda la
incerteza lineal de modelo en el caso sin compacidad débil y finalmente se ilustra con un
ejemplo. Para cerrar el capitulo 3, se expone la conexion entre el problema de optimizacién
robusta con el de “insider trading” bajo informacién débil (en forma estatica asi como en
flujo).

Luego, en el capitulo 4 se entregan las conclusiones del trabajo realizado, asi como se
enumeran una serie de problemas y direcciones que quedaron sin explorar o sin responder
en el presente trabajo. En breve, la técnica de minimizacion de la entropia permite resolver
con detalle y generalidad los problemas de optimizacion robusta cuando la incerteza sobre
el modelo es lineal. Alin mas, se logro resolver el problema robusto mediante técnicas de
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espacios de Orlicz incluso sin ninguna condiciéon de compacidad bajo los ingredientes del
problema. Resta principalmente encontrar ejemplos més complejos asi como resolver en
generalidad los problemas asociados a flujos débiles de informacién.



Capitulo 2

Revision de la literatura

En esta seccion se expondran variados elementos presentes en la literatura, los que
permitiran entender el problema de optimizacion robusta de portafolio asi como la variante
donde los modelos factibles aparecen de una incerteza o ambigiiedad lineal. Los resultados
de esta seccién seran empleados repetidamente en las subsiguientes.

2.1. Contexto

En esta parte se introduce el concepto de robustez en optimizacién de portafolio, se
presenta una motivacion de este concepto basada en la teoria axiomatica de preferencias
robustas, se ilustra la conexién existente con la teoria de medidas de riesgo y se presenta
su interpretacion bajo el paradigma de “insider trading” (informacién privilegiada). Se
sigue el compendio desarrollado en [FSW09], salvo en lo que se refiere a la relacién con
“insider trading”.

2.1.1. Introduccion a la Robustez en Optimizacion de Portafolio

Los mercados financieros ofrecen una variada gama de instrumentos y posiciones para
el inversionista. Este a su vez, escoge aquellos instrumentos y posiciones basado en sus
preferencias y en su riqueza. En el dia a dia, por desgracia o por ventura, el resultado
de cualquier decision es incierto pues a su vez el valor de cualquier objeto financiero es
incierto, lo que lleva a considerarlos como variables aleatorias.

En el problema clésico de optimizacién de portafolio, las preferencias (tipo von Neumann-
Morgenstern) son representadas mediante una funcién de utilidad esperada de la forma
EQ[U(X)], donde U es una funcién de utilidad céncava y Q es una medida de probabili-
dad sobre el conjunto de escenarios posibles que modela las preferencias del inversionista.
Ademas, tipicamente una posicién X se considera alcanzable si su valor (que se puede
computar en base a las medidas martingalas equivalentes, conocidas también como me-
didas neutras al riesgo) no excede al de la riqueza inicial del inversionista. En la ltima
década, sin embargo, se ha puesto mucha atenciéon al problema de incerteza de modelo
lo que ha impulsado el interés en una formulacién robusta de la optimizacion de portafolio.
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Es necesario entonces definir una expresién numérica para esta nueva funcion de uti-
lidad, que tome en consideracién la incerteza del modelo. En la literatura, se adopto la
siguiente forma general para una tal funcion de utilidad.

Definicién 2.1.1.

Sea U una funcién de utilidad concava, Q un conjunto de medidas de probabilidad sobre
el conjunto de escenarios posibles, y v una funciéon que penaliza dichas medidas. Se define
entonces la funcion utilidad robusta asociada como:

U(X) = inf [BOU(X)] +1(@)] (2.1.1)
La idea tras esta expresion es la siguiente: el agente toma en consideracién toda una
clase (Q) de modelos probabilistas sobre el conjunto de escenarios posibles (lo que corres-
ponde a una medida Q en Q), pero los modelos Q son considerados en mayor o menor
medida mediante el término de penalizacién v(Q). Asi, para protegerse ante la incerteza
de modelo el inversionista escoge un enfoque tipo “peor caso”, tomando el infimo de los
valores penalizados de cada uno de los modelos considerados. Es importante tener presente
que en el caso de un modelo de mercado financiero donde los precios son semimartingalas,
y que sea libre de arbitraje, el calculo del valor de las posiciones adoptadas por el agente
esta ligado al calculo de los valores esperados de dichas posiciones bajo cada una de las
medidas libres de riesgo (en el caso de un mercado completo, existe sélo una tinica medida
libre de riesgo). Por lo tanto ademas de Q, el conjunto de las medidas libres de riesgo
debe ser también considerado.

Para poner 2.1.1 en mas contexto, es ilustrativo ejemplificar quiénes podrian ser Q y
.

Ejemplo 2.1.1. Imaginese que un inversionista (en el mundo real) desea emplear las
herramientas de la optimizacién de portafolio usual para asistirlo en sus decisiones. Para
lo anterior, comienza por ajustar un modelo de semimartingala de los precios o los retornos
(procesos de Ito tipicamente, donde el modelo tipo Black-Scholes es paradigmaético) a los
precios o retornos histéricos (sin mirar mucho hacia el pasado, o haciéndolo ponderando,
como empiricamente justifica la naturaleza de los mercados financieros mundiales). Asi, se
obtiene una cierta componente de tendencia instantédnea (drift o deriva en la literatura).
Evidentemente, ya el proceso de ajuste plantea la existencia de un error asociado a estas
calibraciones. Aun mas, las restricciones que se puedan adoptar a priori sobre la deriva
(como que sea constante por tramos, determinista, aleatoria, etc.), o la eleccién arbitraria
por ejemplo de la ventana de tiempo en que se realizara el ajuste, inducen otra fuente de
error. En suma, el modelo estocastico de los precios o retornos futuros (que serd ocupado
para asistir en las estrategias futuras a seguir) es a su vez incierto. Parece entonces sensato,
por ejemplo, establecer un intervalo alrededor del valor ajustado de la deriva, donde seria
razonable que la “verdadera” deriva viviera. Se vera mas adelante que esto es representable
como un cambio en la media de probabilidad. Esto induce un conjunto Q que contiene
las medidas tal que la deriva del proceso de precios bajo ella caiga en los intervalos
considerados. Ademas, cualquier intuicion sobre cudles de estas es mas o menos deseable
o verosimil puede ser incorporada en
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Ejemplo 2.1.2. Supoéngase la misma situacién del ejemplo anterior. En cierto sentido
puede ser artificioso pretender darse un intervalo o una banda donde la “verdadera”
deriva viva. Después de todo, en la realidad el inversionista sélo observa los precios o
retornos. Es cierto que un buen ajuste (por ejemplo, mediante regresién) deberia entregar
un intervalo de confianza para los parametros calibrados hacia el pasado, pero esto no
dice nada acerca de sus valores mas probables hacia el futuro. Ademas, no parece claro
cémo la elecciéon de un modelo particular repercute en el tamano de estos intervalos. Con
todo esto, quiza restringir el valor de los pardmetros de un modelo directamente puede
ser poco natural. Asi, podria ser mas deseable que en vez de protegerse ante los errores
de parametros, el inversionista se proteja ante sus propias expectativas de lo que seran los
precios o retornos futuros. Por ejemplo, sus mejores estudios e intuiciones le podrian dar
una nocion sobre el rango que los precios o algunos estadisticos asociados a ellos seguiran
en ciertos instantes futuros, y por lo tanto es deseable considerar todos aquellos modelos
probabilistas que permiten que dichos precios o estadisticos pertenezcan a estos rangos,
penalizados de acuerdo a algin criterio mediante ~.

2.1.2. Motivacién desde la teoria axiomatica de preferencias ro-
bustas

En la teoria desarrollada por von Neumann-Morgenstern, un agente puede elegir entre
diversas apuestas monetarias (loterias), con sus probabilidades conocidas. De este modo,
cada loteria se modela como una medida de probabilidad real boreliana. Para simplificar,
se supondra que estas medidas tienen soporte compacto contenido en un intervalo fijo
S C (—00,00), y se denotard M, .(S) a esta familia. Sobre este conjunto de medidas,
el agente forma una relacion (u orden) de preferencias > (que se supone antisimétrico y
negativamente transitivo). Es el avance de von Neumann-Morgenstern que permitié dar
condiciones necesarias y suficientes (en la forma de axiomas y restricciones topoldgicas
o de regularidad sobre >) para la existencia de una representacién numérica de estas
preferencias, en la forma de:

po-veUlp)>Uw),

donde U : My .(S) — (—00,00) se escribe como U(u) = [U(z)u(dx), para una cierta
funcién U : (—o0,00) — (—00,00), que se llamard funcién de utilidad cuando sea cre-
ciente y estrictamente céncava (lo que estd ligado a la aversién al riesgo del agente y a la
interpretacion econémica de )

La limitacién de la teoria anterior, radica en que se asume que el agente conoce con
exactitud las loterias, es decir, las distribuciones de probabilidad de las apuestas moneta-
rias. En la préctica, el agente podria sélo tener una nocién o una aproximacién de estas,
lo que se puede modelar como un ruido en su conocimiento de tales medidas. Para este
fin se introduce sobre el espacio de probabilidad (€2, F) en consideracién, la clase X de
Kernels Markovianos X (w, dy) tales que existe un compacto K C S con X (w,K) =1, Vw.
Es decir, los pesos de la loteria son ahora aleatorios.

Dado que todo orden de preferencias > sobre X induce uno sobre M, (S) (mediante la
asociacién X (w,dy) = u(dy)), es interesante preguntarse si la existencia de una represen-
tacién numérica para este orden restringido a M .(S) (que es el caso clasico) se traduce
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en algo similar para el orden sobre X. Sin entrar en los detalles, bajo ciertos axiomas
sobre > y > mas condiciones topolégicas o de regularidad sobre estos, la restriccion de
= a M .(5) efectivamente posee una representacién de tipo von Neumann-Morgenstern
U : My (S) — (—o0,00), asociada a una funcién real U. Si U cumple ciertos requisitos
(entre ellos, que sea una funcién de utilidad), se tiene entonces el resultado deseado:

Teorema 2.1.1.
Bajo las suposiciones anteriores, existe una unica extension de U a una representacion
numérica d : X — (—o00,0). FEsta es de la forma:

1 (%) =6 (%)) =0 [vxt),

para un “funcional de utilidad monetaria concavo” ¢ definida sobre L>(£2).

La nocién de funcional de utilidad monetaria concavo seré discutida en la siguiente
parte. Para las referencias y una mayor discusién del resultado anterior, consultar [FSW09]

Como se vera, el funcional ¢ admite tipicamente la representacion siguiente:
X) = inf [E9[X] - :

o(X) = fnf [E*[X] —~(Q)]

Donde Q es un conjunto de medidas de probabilidad sobre (2, F), y v : Q — (—00, ]
es una funcién de penalizaciéon. Notar que todo X € L*(2) puede interpretarse como un
elemento en X mediante la identificacién X — dx, de modo que es posible escribir:
[EC[U(X)] = ~(Q)] . (2.1.2)

U (0x) = ¢(U(X)) = Inf

La evidente similitud entre 2.1.1 y 2.1.2 explica por qué se ha introducido esta sec-
cién en este trabajo. En efecto, 2.1.2 permite justificar la adopcion de 2.1.1 como una
definicion razonable de una funcién de utilidad robusta, partiendo de un tratamiento ri-
guroso (axiomatico, salvo aspectos técnicos) sobre un modelo verosimil de preferencias
bajo incerteza. En todo caso, la sola interpretacion de 2.1.1 como una técnica de eleccién
basada en el enfoque tipo peor caso, donde el agente penaliza los modelos de acuerdo a
su verosimilitud o a cuan deseable sean, es valiosa por si misma.

2.1.3. Conexién con medidas de riesgo

Dada una posicién en un mercado financiero, donde (2, F,P) es el conjunto (espacio
de probabilidad) de escenarios, es de interés preguntarse cudl es el riesgo asociado al valor
(descontado) X (w) de esta posicién. La nocién de una medida de riesgo p(X), interpretada
como la cantidad minima de capital que invertida sin riesgo junto a la posiciéon forman un
portafolio aceptable, ha sido abordada de manera axioméatica en las pasadas dos décadas
y su importancia en la teoria y practica financiera va en aumento. Si bien no toda medida
de riesgo imaginable satisface las siguientes propiedades, estas son ampliamente aceptadas
como razonables en las comunidades matematica y financiera:

Definicién 2.1.2. Medidas de Riesgo Convexa y Coherente
Un funcional p : L® — (—o00,00) se dice medida de riesgo convexa, si satisface las
siguientes propiedades VXY € L*:



2.1. Contexto Capitulo 2

» Monotonia: si X <Y, entonces, p(X) > p(Y).
» Invarianza: si m € (—o0,00), luego, p(X +m) = p(X) — m.
» Convexidad: p(AX + (1 = A)Y) < Ap(X) + (1 — N)p(Y).

Si adicionalmente se tiene que YA > 0, p(AX) = Ap(X) (propiedad conocida como homo-
geneidad positiva), se dice que p es coherente.

Para entender estos axiomas, es ilustrativo pensar en X como la pérdida asociada a
una posicién y en p(X) como la cantidad de capital seguro que se podria invertir junto a la
posicion riesgosa, de modo que el portafolio resultante sea aceptable para el inversionista
(de hecho, por la invarianza, p(X + p(X)) = 0). Ahora, si {X, p(X)} cuantifican pérdidas
y riesgos, entonces {—X, —p(—X)} cuantifican ganancias y utilidades. Esto motiva la
necesidad de estudiar —p a su vez:

Definicién 2.1.3. Funcional de Utilidad Monetaria Céncavo y su Funcién Mi-
nimal de Penalizacién

Un funcional ¢ : L® — (—o00,00) se dice funcional de utilidad monetaria céncavo, si
p = —¢ es una medida de riesgo convexa. Asociada a este ¢, esta su funciéon minimal de
penalizacién v : {Q : Q < P} — (—o0, o0, definida por:

Q) = sup [o(X) —E¥(X)].
XeLe
Como se vio en la seccién anterior la utilidad de esta teoria, en lo que a optimizacién
robusta de portafolio se refiere, radica en que bajo ciertas suposiciones todo funcional de
utilidad monetaria céncavo ¢ se puede entender como el valor esperado, en el peor caso, de
la posicién adoptada en el mercado previa penalizacién. En concreto, la propiedad de que
¢ sea continuo por arriba casi seguramente (ie. ¢(X,) — ¢(X) cuando X, \, X,P — cs.)
equivale a la representacion:
— Q
B(X) = fuf [E%(X) +1(Q) (213)
Cabe acotar que bajo estas suposiciones, ¢ es coherente (ie. —¢ lo es) si y sélo si v
toma los valores 0 y/o +oo tnicamente. De esta forma, ¢(X) = infgeo[EQ(X)], donde
Q={Q < P:~Q) < o} (conocido como el conjunto representante maximal de ¢).
Aun mas, se puede mostrar que el infimo en 2.1.3 se alcanza para cada X, si y so6lo si ¢
es continua por abajo casi seguramente.

Pese a que, como se ha visto, el problema de optimizaciéon de portafolio cae en el con-
texto de medidas de riesgo en cuanto a lo que a su funcién valor se refiere, la interpretacion
financiera (por ejemplo respecto a la determinacién de estrategias dptimas robustas) cae
en el contexto de dualidad en mercados financieros. Por lo demas, las técnicas de optimi-
zacién necesarias para resolver instancias particulares de estos problemas pueden provenir
de areas tan diversas como el control éptimo estocastico, el calculo variacional y la teoria
de BSDE (ecuaciones diferenciales estocasticas retrégradas), hasta la teoria de grandes
desvios y problemas inversos estadisticos. En el presente trabajo se empleara principal-
mente este tltimo enfoque, més la dualidad en mercados financieros, para resolver lo mas
explicito posible un tipo de problema de optimizacion robusta de portafolio.
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2.1.4. Conexién con modelos de informacién privilegiada

En los modelos de informacion privilegiada, un agente financiero posee algin tipo de
conocimiento que no es publico y que le permite mejorar su posicion en el mercado como
especulador. En otras palabras, el problema de optimizacion de portafolio de este agente
posee “algo mas” que aquel del resto del mercado y le permite obtener mejores ganancias.
Ese “algo mas” es la informacién. Ya sea a través de contactos dentro de una empresa o
un segmento de negocios, porque él mismo esta en conocimiento de elementos atin no di-
vulgados al publico general, o porque legitimamente sus estudios y conocimiento expertos
del mercado asi lo permiten, este agente (conocido como “insider”) tiene a su disposicién
mayores herramientas a la hora de elegir su portafolio que el resto del mundo. Si bien
en la practica esta informacién privilegiada suele venir en la forma de noticias atin no
divulgadas sobre resultados de una compania o sobre perspectivas futuras de esta (como
que se esté negociando una fusién), lo que hace dificilmente cuantificable a priori el efecto
de esta informacion en los precios bursatiles, en la teoria matematica esta informacion se
traduce en algin conocimiento sobre los precios futuros.

Dentro del tipo de informacion privilegiada que ha sido modelada, destacan los en-
foques de “informacion inicial”, “informacion progresiva” e “informacién débil”. La in-
formacion inicial consiste en el conocimiento perfecto (es decir bajo cualquier escenario
aleatorio) de alguna variable futura contingente al mercado financiero modelado, cuya
informacion es conocida completamente por el agente desde el inicio. En tanto la informa-
cién progresiva se refiere a un conocimiento aproximado sobre dicha variable futura, que
mejora a cada instante, hasta revelarse por completo en un instante final. Ambos tipos de
informacion se modelan y estudian matematicamente tipicamente mediante la teoria de
expansién de filtraciones (“Enlargement of Filtration”, “Grossissement de Filtrations”) o
el célculo estocastico anticipativo (ver [Pon05]). En tanto, informacién débil se refiere al
conocimiento de la distribucién de la variable futura, mas no a su valor en cada escenario
(ver [Bau02]). Cabe senialar que por variable futura se puede entender, por ejemplo, uno
o varios precios en uno o varios instantes futuros, precios promedio en algin intervalo
futuro o razones entre precios, asi como una variable que indique si determinados precios,
promedios o razones superaron o no un cierto umbral, pertenecen a algin intervalo, etc.
Ademas, una vez estudiado cémo percibe el mercado financiero el “insider”, dada su in-
formacion privilegiada, se puede responder a la pregunta de cémo realiza su seleccion de
portafolio mediante las técnicas usuales de esta area (dualidad en mercados financieros,
control 6ptimo, etc.).

En términos précticos, no parece demasiado razonable que un agente pueda anticipar
(por muy bien informado o conectado que esté) el valor exacto de alguna variable futura,
ni siquiera si a esta se le suma un ruido que desaparece en el tiempo. Alin mas, tampoco
parece claro que se pueda anticipar en la practica la distribucién de esta variable. Por
otro lado, se puede argumentar que un “insider” puede tener acceso a tendencias medias
o esperadas respecto a esta variable o a alguna funcién de esta. Por ejemplo, podria
anticipar que en el caso esperado, el precio final de una accién pertenezca a algin rango,
o que un segmento del mercado se va a alinear ante una noticia y que por lo tanto la
correlacién entre los precios de dos acciones se acerque a uno. Aun mas, podria en vez de
suponer que la variable tomard un cierto valor, asumir que la probabilidad de que su valor
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revelado esté cerca de este valor anticipado sea alta. Todos los ejemplos mencionados
tienen la caracteristica comun de que corresponden a promedios de funcionales de los
precios futuros. Matematicamente, la informacion privilegiada en estos casos, pensando
en un mercado con horizonte de tiempo 7'y con d bienes cuyos precios en el instante ¢ se
denotan S(t), se expresa como:

{E[F (S(t),....S(t,))] €C'imeNie{l,...,N,},0<t: <T}, (2.1.4)
donde C" son conjuntos medibles (intervalos para simplificar) y las funciones F** borelianas.

En este trabajo se le dara un sentido al problema de optimizaciéon de portafolio aso-
ciado a esta informacion privilegiada, de hecho en un contexto mucho mas general. Para
imponer las restricciones 2.1.4 se buscara un modelo minimal que las garantice, lo que se
traducira en buscar dentro de las medidas de probabilidad que las satisfacen, aquella de
“peor caso”. Es aqui donde aparece la conexién con la optimizacién robusta de portafolio,
por cuanto un insider con informacion privilegiada como en 2.1.4 querrda maximizar sobre
sus estrategias factibles la siguiente expresion:

inf EQU (X
piod [U(X7)],

donde X7 es la riqueza asociada a su estrategiay @ = {Q < P : 2.1.4 se satisface bajo Q}.

10



2.2. Dualidad para el Problema Robusto Capitulo 2

2.2. Dualidad para el Problema Robusto

En esta parte se seguird principalmente el desarrollo de [SWO05], donde se resuelve el
problema robusto bajo una cierta condicién de compacidad sobre el conjunto de modelos
factibles.

Sean d acciones y un bono, que se considera spg. numerario (es decir, su valor es cons-
tante). Sea S = (S),.,, €l proceso de precios, y T < oo un horizonte de tiempo. En el
espacio de probabilidad filtrado (Q, F, (F).<r, R), se asume que S es una semimartingala.
En adelante R sera siempre la medida de referencia y a menos que se indique explicita-
mente lo contrario, E (sin superindice )denotard la esperanza bajo esta medida.

Un portafolio (autofinanciante) 7 se define como el par (z, H), donde la constante x
es el valor inicial del portafolio y H = (H%)%,, que denota la cantidad de acciones en
posesion, es previsible y S-integrable.

Se define la riqueza de un portafolio 7 al proceso X = (X;):<r dado por:

t
Xt:X0+/ H,dS,. (2.2.1)
0

Se define el conjunto de riquezas finales admisibles desde z, como:
X(z)={X >0:X como en 22,1, tq. Xo < x}. (2.2.2)

Ademas, se define el conjunto de medidas martingalas locales equivalentes (o neutras al
riesgo) asociadas a S como:

Me(S)={P~R: todo X € X(1) es una P-martingala local} . (2.2.3)

Si S resulta ser localmente acotado, entonces el conjunto anterior se puede describir mas
simplemente como:

M(S) ={P ~R: S es una P-martingala local} .

Un mercado se dice completo si este conjunto se reduce a un singleton, i.e., M¢(S) = {P}.

Definicién 2.2.1.

Se dice que una funcién U : (0, 00) — (—00, +00) es una funcion de utilidad en [0, 400),
si es estrictamente creciente, estrictamente concava y continuamente diferenciable. Natu-
ralmente se asumird que una tal funcién se extiende por —oo en (—o0, 0].

Se dird que satisface INADA si U’'(0+) = oo y U'(+00) = 0, y se define ademéds su

elasticidad asintética como AE(U) = limsup,_, xgég)

De gran utilidad para el andlisis que sigue sera la conjugada de U (que es la conjugada
de Fenchel de —U(—-)), definida por:

V(y) = sup[U(z) — zy] , Vy > 0. (2.2.4)

x>0
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Notar que para una funcién de utilidad en [0, +00) que satisface INADA se tiene que
V(y) =UoI(y) —yl(y), donde I = [U']"".

Para representar la ambigiiedad o incerteza de modelo, se introduce el conjunto de
medidas de probabilidad factibles, Q, que define el problema de optimizacién robusta.
Sobre este, se realizan las siguientes suposiciones:

Suposicién 2.2.1.
1. Q es convexo.
2. R(A) =0siysolosi [Q(A) =0,VQ € Q].
3. El conjunto Z := {22|Q € Q} es cerrado en LO(R).

Aqui, L°(R) denota el espacio de las funciones medibles con la convergencia en pro-
babilidad. Cabe senalar, que tal como se muestra en el Lema 3.2 de [SWO05], dadas las
suposiciones (1) y (2), la (3) es equivalente a que Z sea o(L', L>°)-compacto. Ademis,
también bajo la suposicién 2.2.1, el Teorema de Halmos-Savage (ver Teorema 1.1 [KS96])
garantiza la existencia de al menos un Q € Q equivalente a la medida de referencia.

En el caso de mercados incompletos, serd de vital importancia el siguiente conjunto,
que generaliza a aquél de los procesos asociados a las densidades, con respecto a Q, de las
medidas neutras al riesgo equivalentes a Q:

Yoly) ={Y >0|Yy =y, XY es Q — supermartingala VX € X (1)}. (2.2.5)

Para el siguiente Teorema, seran ttiles las siguientes definiciones:

u(r) = sup inf B®(U (Xp)) (2.2.6)
Xex(z) QL

ug(z) = XSQI;(}?)]EQ(U(XT)) (2.2.7)

voly) = ggg(y)E@W(YT)) (2:2.8)

vy) = fof vo(y), (2.2.9)

donde Q. :={Q € 9Q|Q ~ R}.
Asi, u es la utilidad robusta del inversionista y ug su utilidad “subjetiva” bajo el modelo Q.
Por otro lado v y vg corresponden respectivamente a sus candidatas a funciones conjugada.
En la misma linea que en el caso cldsico (en que Q corresponde a un singleton),
en [SWO05] se demuestran los siguientes resultados.

Teorema 2.2.1 (Teorema 2.2, [SWO05]).
Ademds de la suposicion 2.2.1, supongase que:

dr > 0,Qp € Q. tales que ug,(x) < oo. (2.2.10)
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Entonces la funcion u es concava, finita, y satisface:

w(z) = sup inf EQ(U (X7)) = inf sup EQ(U (X7)). 2.2.11
(v) XeXng)QGQ (U (X7)) @eQXeXI?z) (U (X7)) ( )

Adun mas, las funciones u y v son conjugadas:

u(z) = Inf (v(y) +2y) .y, vly) = sup (u(z) — zy). (2.2.12)

En particular, v es convexa. Se tiene ademds que las derivadas satisfacen:
w'(0+) =00, y, v'(co—) =0. (2.2.13)

Teorema 2.2.2 (Teorema 2.6, [SWO05]).
Si ademds de la suposicion 2.2.1 se supone:

vg(y) < oo,Vy > 0,VQ € 9., (2.2.14)
entonces las derivadas de las funciones valor cumplen:
V'(0+) = =00 , ¥, u/(c0—) =0, (2.2.15)
yVo>0,3X € X(z) y una medida Q € Q tales que:
_ Q 0 _ w0 0 — -
ulw) = i E [U (XT)} E [U (XTH ug (), (2.2.16)

es decir, los supremos e infimos en 2.2.11 se alcanzan. Ademds, existe y en el superdife-
rencial de w en x, y algin 'Y € YVr(9) tales que:

. Y, A Y, .
v(g) =E {ZV (—T)} ,y,XT:I( T) (Q — ¢s), (2.2.17)
A Z
donde Z = fl% yl=-V'= (U’)_l. Adn mds, XY es una R-martingala y v satisface:

dP
= inf inf EY — . 2.2.1
vly) Pe}&le(S) leQe {V (de)} ( 8

Si adicionalmente AE(U) < 1, entonces u es estrictamente concava, v es continuamente
diferenciable, y:

{XTYT > o} - {Z > o} (R-cs). (2.2.19)

Tal como se sefiala en [SWO05], la condicién 2.2.14 se cumple cuando ug es finita
VQ e Q. y AE(U) < 1.

Observacion 1.

» La suposicién de que Z es cerrado en LY (equivalentemente, bajo (1) y (2) en 2.2.1,
a que sea débilmente compacto en L!') es crucial en partes clave de los argumentos
empleados en estos Teoremas. Por ejemplo, 2.2.11 es una consecuencia de esto,
asi como la expresién para v(g) en 2.2.17

» En [FGO06], los autores estudian este problema a su vez (més el caso de funciones
de utilidad en todo los reales). El enfoque ahi utilizado es, a grandes rasgos, el de
“proyectar” (sobre Q y M) mediante un funcional. En este caso, en vez de trabajar
con procesos en ), los autores trabajan con medidas en un espacio de probabilidad
expandido. Para esto, es igualmente necesario las suposiciones sobre Z, y ademas
se requiere cierta estructura (topologia) en el espacio de probabilidad original.
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2.3. Minimizacion de Funcionales de Entropia

En la literatura sobre Minimizacién de Funcionales de Entropia (Energia o Divergen-
cia), el objeto de estudio son funcionales en forma integral actuando sobre algin conjunto
de medidas (o sus densidades con respecto a una medida de referencia). El problema de
interés es maximizar o minimizar dicho funcional, bajo ciertas restricciones. En esta sec-
cién se seguird el articulo [Léo08], el que estudia el problema en gran generalidad, bajo
“restricciones convexas”.

Sea (€2, F,R) un espacio de probabilidad (completo), y sea v* : Q x (—00,00) — [0, 09|
una funcién medible, tal que v%(-) := v*(w, ) es convexa y s.c.i., Vw. Sea ademds M, el
espacio de las medidas con signo sobre ). Se define el funcional de entropia, que sera la
funcién objetivo del problema, como:

Q) = {i"ozw (7 (@) R(dw) zi ?(:QR (2.3.1)

con Q € Mq,.
Para simplificar ( con respecto a [Léo08]), se hace la suposicién:

Yi(m) =0 <= m=0. (2.3.2)

Notacién 2.3.1. Al ser v/ convexa propia sci, es entonces la conjugada de una cierta
funcién convexa propia sci para cada w, la que se denotara 7,. Ademads, denotar 7y la
version par de vy siguiente:

Yo(w, s) = max{y(w, s), y(w, —s)}. (2.3.3)

Antes de proseguir, se recuerdan las nociones de funcién de Young y espacios de Orlicz,
que seran utiles en breve.

Definicién 2.3.1.

Una funcion p : Q x (—o0,00) se dice funcién de Young si para R—casi todo w, p(w, -)
es convexa, par, a valores en [0, 00] tal que p(w,0) =0y 0 < p(w, s(w)) < oo, para una
cierta s medible.

Para una funcion de Young, se define el espacio de Orlicz:

L,(Q,R):= {u : Q — (—00,00) Ty > 0,/p(w,a0|u(w)|)R(dw) < oo} , (2.3.4)
y su subespacio de interés:
E,(,R) := {u : Q — (=00, 00)|Va > 0, /p(w,a|u(w)|)R(dw) < oo} . (2.3.5)

Con la norma |[u||, = mf {3 > 0: [ p(w, |u(w)|/B) < 1} el espacio L, (de clases de
equivalencia, que se denotard igual) es un Banach, el que se inyecta continuamente en L'
si el espacio es de medida finita. Ademas, cuando una funcién de Young p es finita, el dual
de E, es isomorfo a L,-. Ver [RR91] para una discusién en profundidad de estos conceptos
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y propiedades. Por otra lado, L, se tomara como abreviacién de L,(€2,R), y cuando L,
se entienda como un subespacio de un dual o todo el dual de alguien, se denotara también
L,-R identificindose f € L, con la medida fR (o fdR) que la tiene por densidad.

Notacion 2.3.2.

Para definir las restricciones del problema se consideran los espacios vectoriales A}, donde
toman valores las restricciones, y Gy, tales que Xy = (Gy)" (dualidad algebraica).

Se definen ademds los operadores 6 : Q@ — Xy y Ty : Gy — T§Go, con Tig(w) =
(9, 0(w)) gy, x,-

Si T5Go C L, se puede construir el operador de restricciones Tp : LR — Xy mediante
Tof := |, 0df, para f € LR := {@ < R%% € ng}, por medio de:

<g, / 9dl>%% - /Q (9,0())g, x, 1(dw). (2.3.6)

La definicién y existencia de Tj viene de la desigualdad de Holder en espacios de Orlicz
(ver A.0.2), pues asf [, (g, 0(w))g, x, [(dw) < 2[[{g,0)g, x, HLW)||dl/d]R||LW(,57 de donde para
cada g fijo se induce un operador lineal continuo.

Con todos estos ingredientes, se plantea el problema de minimizacion de la entropia
siguiente:

Minimizar 1(Q) s.a. / 0dQ € C', Q € LR, (PC)
Q

donde C' C X} es un convexo. Notar que la restriccién dice que Typ(dQ/dR) € C.
A continuacién se resumen las principales suposiciones sobre los “ingredientes” del pro-
blema que permitiran llegar a una solucién satisfactoria de este.

Suposicién 2.3.1.

T4Go C E,, , 0 equivalentemente, Vg € Gy, [ 7 ({g,0)) dR < co.

v*(+, $) es medible para todo s. Para R—casi todo w, 7*(w, -) es sci, convexa (estricta-
mente en su dominio) y a valores en [0, 00| tal que [Vz : v*(2,m) =0 <= m = 0].

Vg € Go, la funcién w € Q +— (g,0(w)) es medible.

Vg € Go, [(9,6(-)) = 0,R-cs. = ¢g = 0].

Para presentar el problema dual a (PC') es necesario introducir un par de notaciones
y definiciones.

Notacién 2.3.3.

Sea G la completacién de Gy con la norma |g|r := ||{(g, 0)|]+, ( que es isomorfo a la cerradura
de {(g,0)|g € Go} en L., lo que sale facilmente de los supuestos anteriores), y X = G’ su
dual topoldgico.

Serd til considerar la conjugada de la funcién I'(g) := [ v((g,6))dR, para g € Gy, a saber:

[*(z) = sup,eg, 1(g,2) —T'(g)}, con x € A.
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Con esto, el problema Dual es:

rzeCNX

Mazimizar inf (g,z) — /fy((g, 6))dR , g € G. (DC)

Aun maés, serd de utilidad considerar la extensién de este problema como sigue:

Sea K, := {umedible|3a >0, [, (au)R(dw) < 0}, y G C X* el cono convexo
que es isomorfo a la o (K, Ly) clausura en K, de T;5Gy. Se dice que u pertenece a la
o (K, L+) clausura de un conjunto A si u; y u_ estdn respectivamente en la o(L,_, L, )
y 0(L., Ly:) clausura de los conjuntos A, y A_, donde el subindice =+ se refiere a la o las
partes positivas y negativas de el o los elementos en un conjunto. Ademads v (s) := v(|s|)
v 7=(8) :=v(—|s]) (ver la seccién 3 de [Léo08] para los detalles). Con lo anterior se define
el problema dual extendido como sigue:

Mazimizar inf (g,x) — /fy((g, 0))dR , G €G. (DC)
zeCNX
Para el siguiente Teorema clave, se requiere la nocién de dominio, subespacio afin e
“intrinsic core”. Dada una funcién f a valores reales sobre un espacio vectorial topolégico
B, su dominio es dom(f) = {b € B|f(b) < oo}. Ademas, el subespacio afin aff(A) de
A C B es el menor subespacio afin que le contiene, y su “intrinsic core” es icor(A) =
{a € AlVx € aff(A),3t > 0 tq. a +t(x —a) € A}.

Finalmente, se requerira que el conjunto C' satisfaga una cierta condiciéon de cerradura:

Suposicién 2.3.2.
El conjunto convexo C' C Aj es tal que T, 'C' N LR es un subconjunto o (LR, E,,)-
cerrado de L.«R. En otros términos:

T CNLyR =) {f]R € L;R| /<y,9>de > ay} :
yeA

para un cierto conjunto A de Xy tal que (y,0) € E,,Vy € A, y una cierta funcién real
y e A ay.

Con todo esto, se presenta una versién simplificada del Teorema 3.2 de [Léo08]

Teorema 2.3.1.
Considerar las suposiciones 2.3.2 y 2.3.1, mds lo siguiente:
Vu(t)

Para R — casi todo w : th’rin = +00. (2.3.7)

Entonces:
» Se tiene igualdad dual para (PC): inf(PC) = sup(DC) € [0, 00].
= Si C' N Tydom(I) # 0, entonces (PC) admite una solucidn inica Q € LR.

Suponiendo ademds que C Nicor (Todom(I)) # 0:
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s Definir & = f@d@. Entonces existe § € G tal que:

(a) 7€ C’ﬂdom(F*),
(b) <g7 >X* Xo — <g> >X0 Xo \V/ZL’ € C N dom (F*) (238)
() Qdw) =7 ({7, 6(w))) R(dw).

Adin mds, Q € L:Ryge G satisfacen 2.3.8 (a,b,c) siy sdlo si Q resuelve (PC) y
g resuelve (DC).

» Se tiene que & = [ 07 ((g,0)) dR. Mds aiin:
1. & minimiza I'* sobre C,
2. 1(@) =" (2) = [7* 0~ ((§,6)) dR < o0,

3. I( )+f7 ((5,0)) dR = [ (g,6) dQ.
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Capitulo 3

El Problema de Optimizacion

Robusta bajo Incerteza Lineal en el
Modelo

En esta seccién se estudiara el problema de optimizacion robusta cuando la incerteza
en los modelos es “lineal” (de la forma TQ € C'). En una primera instancia se mantiene la
hipdtesis de compacidad sobre este conjunto de modelos. Luego esta restriccion se levanta
y se muestra cémo resolver el problema bajo la suposiciéon de que cierto espacio de Orlicz
sea reflexivo. Con esto, en el caso de incerteza lineal, se obtiene un resultado general mas
fuerte que aquellos encontrados en la literatura. Finalmente, se explora la conexién entre
el problema robusto y el problema de “insider trading” con (flujos de) informacion débil.

3.1. Funciones Relevantes

Sea un espacio de probabilidad filtrado y completo (2, F, (F;):<7,R), donde se asume
que S es una semimartingala localmente acotada. Se considerara un agente (inversionista)
que desea maximizar su utilidad robusta en este mercado. Se empleara toda la notacién
de la seccién 2 (en particular, U y V). En adelante U es una funcién utilidad en [0, co)
que satisface INADA.

A continuacién, algunas definiciones que serviran para relacionar las secciones 2.2 y
2.3:

Definicién 3.1.1.
Para V' como en 2.2.4 y [ > 0, se define la funcion real:

X 00 si 2z < 0,
7 (2) { V() siz>o. (3.1.1)
Se define ademds n*(l,z) := 7/ (z). Notar que =/ es convexa semicontinua inferior

propia (se hereda a partir de V', que es convexa sci pues es la conjugada de Fenchel de
—U(—"), al entenderse que U(z) = —oo si x < 0). Por lo tanto, VI, 3y, tal que su conjugada
efectivamente es 7;. Notar que v; es a su vez convexa y s.c.i.
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Antes de seguir, se veran algunas propiedades de la funcion ~;:

Lema 3.1.1.
Sea /() definida como en 3.1.1. Entonces:

» 7/ (+) es sci, conveza, finita en los reales positivos, y es la conjugada de una funcion
Y, que es a su vez conveza, sci y propia. Adun mds, v(-) = ly(+),¥l > 0

Suponer ademds que ;' (-) toma valores en [0,00] y es tal que [yf(m) =0 <= m = 0].
Entonces:

» VI >0, y(-) es no negativa, no idénticamente nula y v,(z) =0 si z <0

Finalmente, si v/ (-) es estrictamente convera en su dominio y hmt_>+oo'yl—() = +00,

entonces:
w VI >0, v() es finita y diferenciable en todas partes.

Demostracién. El primer punto sigue de la discusién més arriba, donde v, = [y}]".
Ahora ;' es finita en los reales positivos pues V(y) = U o I(y) — yI(y) es finita, donde [
es la inversa de U’. Ademsds,
n(x) = suplzy — yV(I/y)] = Isuplzz — 2V(1/2)] = In ().
y>

2>0

Para el segundo punto, como 7(x) = sup,[zy — v/ (y)], entonces v(z) > [-7/(0)] = 0,
ie. es no negativa. Ademds, v,(0) = sup,[—7;(y)] < 0, de donde v(0) = 0. Si z < 0,
Y(z) = sup,so[ry — 77 (y)] < 0. Finalmente v, no es idénticamente nula, pues si lo fuera,

7/ valdria infinito, lo que contradice el primer punto.
i (t)

Para el tercer punto, notar que lim;_, = +oo implica que la funcién de recesion
de v} es idénticamente infinito, es decir, 7} es co-finita en el sentido del Corolario 13.3.1,
de [Roc70], lo que segin este mismo equivale a que ~; sea finita. Atin més, a partir del
Teorema 26.3 de [Roc70], la convexidad de ~/(-) mas la convexidad estricta en su dominio
(que implican que esta funcién sea esencialmente estrictamente convexa), implican por este
resultado que 7;(+) sea esencialmente suave. Como esta ultima es finita, ello quiere decir
que esta sea diferenciable en todas partes.

Ahora, se establecen algunas propiedades de v, V' y U, y conexiones entre ellas.

Lema 3.1.2.

Si U es una funcion de utilidad en [0,00), tal que U(0+) = 0 y que satisface INADA,
entonces V' es finita y diferenciable (en [0,00)), estrictamente decreciente, estrictamente
positiva, y satisface:

Tim V;@ =0, (3.1.2)
V(0) = 1fm U(z). (3.1.3)

T—00

Adin mds, la funcionn*(l, z) := ~; (2) es conveza y continuamente diferenciable en (0, +00)?2.
Si U satisface ademds que AE(U) < 1, entonces VA > 0,3 : a(X\) > 0,b(\) > 0 tales que:

V() <aM)V(y)+bN)(y+1) , Vy. (3.1.4)
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Demostracion. Los resultados 3.1.2, 3.1.3 y 3.1.4, mas la diferenciabilidad de n* aparecen
en el Lema 2.1.6 de [Gun06] (notando que en su notacién, z, = 0). V es finita pues
V(y) = UoI(y) — ylI(y), donde I es la inversa de U’, y es diferenciable pues U es
estrictamente céncava. Atn més, V' = —I, y notando que I(-) > 0, resulta que V es
estrictamente decreciente. Por definicién V' (y) > U(0+) = 0, y esto més su decrecimiento
estricto implican su positividad estricta. En tanto, la convexidad conjunta de n* viene de
la observacién hecha en (21) en [SWO05].

o

Suposicién 3.1.1. U es una funcién de utilidad en [0, 00), no acotada, tal que U(0+) = 0,
y que satisface INADA.

Observacion 2. Bajo la suposicion anterior, y gracias al Lema 3.1.2, todas las propiedades
y suposiciones para 7y 7* en el Lema 3.1.1 son satisfechas. Ademads, si mas generalmente
U(0+) > —oo solamente, entonces por traslacién igualmente se puede suponer spg que
U(0+) = 0.

En la definicion de los espacios de Orlicz de interés, sera necesario trabajar con la
funcién v, 0(+) == max{v(-),v(—)} = %(] - |), pues v vale 0 en los reales negativos. A
continuacion se establece una relacién entre las conjugadas de v; y v 0:

Lema 3.1.3.
Bajo la suposicion 3.1.1, se tiene que (0)" () = (|- |) <77 (), VI > 0.

Demostracién. Como (| -|) > v(+), entonces (v0)" (-) < (+).

Se tiene que (y0)" (y) = sup,{zy — w(|z))} = supyso{zlyl — wl(x)}. Asi, siy > 0,
sup,-o{zy — (@)} = (n0)” () < 7' (y) = méx{sup,.o{zy — n(2)}, sup,<o{zy — n(2)}}.
Ahora, se verd que sup,- {zy — y(z)} > sup,<o{xy — n(z)} = sup,~o{xy}. Para esto,
dado ¢ < 0 se verd que 3z > 0 tal que cy < zy — y(2), ie., que v (2) < (2 — ¢)y. Notar
que (+) por la suposicién es continua. Asi Jag > 0 tal que VO < a < ag, y(a) < y.
Fijar ahora 0 < a < min{ag, 1}, y, 0 < = < min{l, -%}. Por convexidad, sigue que

a—1
y(ar) = ylar +0(1 — x)) < 2y(a) < zy. Pero como x < =, entonces x < ar — ¢, de
donde zy < (ax — ¢)y, y por lo tanto v,(ax) < (ax — ¢)y. Luego tomando z = ax > 0, se
concluye que si y > 0, (7.0)" (y) = 7} (y). Pero (y10)" es par, como se ve del comienzo de

la demostracién, lo que concluye la demostracion.

o

En adelante, v se tomara como abreviacién de ~; (asi, vy, = l7), y 70 como abreviacién
de Y1,0-
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3.2. Optimizacién Robusta, caso Completo y ZT% Débil
Compacto Lineal

En esta parte se retomara el problema de Optimizaciéon Robusta introducido en la sec-
cion 2.2, pero especializado en el contexto de ambigiiedad o incerteza “lineal” de modelo.
Se asume el contexto y notacién de la seccion anterior, ademas de las definiciones de la
seccién 2.2. Adn mas, se asume la suposiciéon 3.1.1.

Sean espacios vectoriales Xy y Go, tales que Xy = (Gp)* (dualidad algebraica), un
operador 0 : Q@ — Xy y C C &j un convexo. Se define Tjg(w) = (g,0(w))g, v, ¥ Tof =
fQ 0df, para f € LR, tal como en la seccién 2.3 (se asume aqui que T5Go C L, R).
Recuérdese la notacion sobre espacios de Orlicz ahi introducida.

En esta parte el mercado se supondré completo, con M, = {P}.

Definicién 3.2.1.
Se define el conjunto de modelos (medidas) factibles como:

Q= {Q = ZR € L,;:R|Q es medida de probabilidad ,/GZd]R € C} : (3.2.1)
donde no(w,-) :=n (% (w),| - ]), con n(l,z) = v(z) (7 definido como en 3.1.1).
Al igual que en la seccién 2.2, se asume la suposicién 2.2.1 (notar que la convexidad de Q
d

se satisface siempre). Recordar que bajo esta suposicién el conjunto ﬁ ={dQ/dR : Q €

Q} C L' es débil compacto en L' (de ahi el nombre de esta seccién).

Asumiendo todas las hipdtesis del Teorema 2.2.2, se tiene la existencia, para cada
x> 0, de un g en el superdiferencial de u(z), un Y € Yr(9) y una Q € Q tales que:

(Y ., dC
ZV(ZAT>] ,conZ:d%.

Por el Lema 4.3 de [KS99], se tiene en este caso que Y € Vr(y) = Yr < yj%, y cOmo
V' es decreciente, necesariamente:

v(f) = EX [Zv <QCHW$)} = EC {V (g;lg)} . (3.2.2)

Definiendo Z = {Z|Q € Q} y 2. = {Z € Z|ZdR € Q.}, lo anterior se escribe
equivalentemente como:

v(y) =E*

v()) = ngEER {ZV (@dPZ/dR)} (3.2.3)
— Zfrelfz ER {ZV (@dPZ/dRH (3.2.4)

= fnf/’y:)(Z(w))R(dw), (3.2.5)

zZez
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donde 75() == 7w, ,(-) = 7" (945 (w), ). La igualdad en 3.2.4 sale del siguiente Lema:
w I (@) dR
Lema 3.2.1.
Siv(y) < 0o, entonces:
TR ydP /dR
v(y) = éreleIE {ZV (—Z . (3.2.6)

Demostracién. Por el Lema 4.3 en [KS99], se tiene que

=0

v(y) == inf vo(y) = mf EF [ZV( ~

QeQ. ZeZ,

de donde v(y) > infzcz ER [ZV (M)].
Ahora, replicando el argumento en el Lema 3.5 de [SWO05], tomar Z; € Z/2Z, tal que
ER [ZlV <%)] < o0o. Como v(y) < oo, 37, € Z. tal que E¥ [ZOV (%ﬂ <
0o. Ahora, definiendo la funcién t € [0,1) — EE [ZV (ydp/dRﬂ, con Z; = tZ, +
(1 — t)Zy, esta resulta ser scs (pues es convexa y finita). De esto, EF [ZIV (%)] >

lim sup E¥ [Z V <ydP/ dR)], lo que concluye la demostracion.
t—1

o

Es en este punto, gracias a 3.2.5, donde se hace evidente como la metodologia de
minimizacion de la entropia puede permitir resolver este problema. Para esto, se define:

I(Z) =1(ZdR) := /7Z(Z(w))R(dw). (3.2.7)

Antes que todo, es necesario recordar que el problema de minimizacion de la entropia
presentado, tenfa lugar en el espacio de las medidas con signo integrables en L. Asi,
definfnase THQ = (f dQ,TOQ) y lldmese C' = {1} x C. De este modo, [T;Q € C <+=
Q integra 1, [ 0dQ € C].

Notar que si Z € Ly es tal que Z_ es no nula ctp, por la definicién de v, se tiene que
I(Z) = +o00. Ademas, claramente dom(I) C L,:dR, lo que justifica que Q se sumerja a
priori en este espacio. De todo esto sale que:

Q e dom(l) = [TpQ € C <= Q es medida de probabilidad,/@d@ eC]. (3.2.8)

Notar que igualmente ToQ = [(1,60)dQ (pensado vectorialmente). En adelante, por con-
veniencia, # denotard a este (1,60) expandido. Igualmente se considerard (—oo, c0) x Xj
en vez de Xy (pero se denotard igual), y se modifica Gy de manera acorde.

Con todo esto en mente, definiendo Q = {Q € Lnng\ToQ € C}, resulta que v(y) =
infges 1(Q). Esto dice que el problema primal (PC') es equivalente a encontrar v, en el
punto y que viene del Teorema 2.2.2.

En adelante se omitird la barra sobre 7', Q y C, entendiéndose que el contexto aclara la
situacion.

Con todo esto, es posible combinar los Teoremas 2.2.2 y 2.3.1 para obtener un resultado
mas potente. Por razones de orden, se explicitan las suposiciones minimas relevantes:
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Suposicién 3.2.1. Sobre las Restricciones

= El conjunto convexo C' C &j es tal que To_lCﬂLngR es un subconjunto o (L,;: R, E,, )-
cerrado de L;;R. En otros términos:

ten LR = (| {/Re LyRl [no)far = a,},
yeA

para un cierto conjunto A de A tal que (y,0) € E, ,Vy € A, y una cierta funcién
real y € A— ay.

» T5Gy C E,, , 0 equivalentemente, Vg € Gy : [ ((g,6)) dP < .
» Vg € Gy, la funcién w € Q +— (g,0(w)) es medible.
» Vg € Go, [(9,0()) =0,R-cs. = g =0].
Suposicién 3.2.2. Sobre el Conjunto de Modelos
» R(A) =0siysolosi [Q(A) =0,VQ € Q].
» El conjunto Z := {2%@ € Q} es cerrado en LO(R).

Se recuerda que el problema de optimizacién robusta es u(z) = sup inf E® (U (X7)),
XeXx(z) QeQ

donde Q = {Q = ZdR € L,;;R|Q es medida de probabilidad , [0ZdR € C’} y no(w,+) =

n(Z(w),|-]), conn(l,z) =(z) y 7 definido como en 3.1.1.

Proposicién 3.2.1.

Considerar el problema de optimizacion robusta en un mercado completo (con M, = {P})
recién descrito.

Asumir que se satisfacen las suposiciones 3.1.1, 3.2.1, 3.2.2, y que:

ug(y) < 00,Vy > 0,VQ € Q.. (3.2.9)

Entonces se satisfacen todos los resultados del Teorema 2.2.2. En particular, para todo
x> 0:

u(r) =v(g) + 29 = uy(r) = Eq [U (XT>] , (3.2.10)

donde § estd en el superdiferencial de u(z), Q € Q, X € X(x) tal que Q—cs: Xy =
o )

de .
Ademds:
A_R@ CdP/dR | g JdP\]
o) = E° |92V (y—dQ/dR> _E [v (y d@)]_ inf 1(0) (3:2.11)

con Q = {Q € L, dR|THQ € C’}, e I como en 3.2.7. A este 4ltimo problema (de minimi-

zacion de la entropia) se le puede aplicar el Teorema 2.3.1. En particular:

v(g) = sup{ inf (G, W) — g)/fy((G, 9>)dIP’} : (3.2.12)

Geg weCnx
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Ademas el problema de minimizacion en 3.2.11 posee siempre solucion inica. o
Si adicionalmente C' Nicor(Todom(I)) # 0, entonces definiendo W = [ 0dQ, eziste G € G
tal que:

(a) W C’ﬂdom(
(b) >X* N <G >X YW e Cndom (1), (3.2.13)
(© @(d@ — i ((@.6))) Pla)

Adn mds, Q € LRy G € G satisfacen 5.2.13 (a,b,c) si y solo si Q resuelve 3.2.11 y G
resuelve lo siguiente:

weCnx

Mazimizar inf <G,W>—Q/7((é,9>) ,Geg. (3.2.14)

Observacion 3.

Las definiciones para I', X', G e G son anélogas a las de la seccién 2.3, salvo que el rol que
ahi juega vy lo toma 7y ahora (que es la funcién de Young de interés en esta parte), y el
de 7 lo toma n (£ (w), -).

Demostracion. Es un resultado directo de los Teoremas 2.2.2 y 2.3.1, mas la discusién
planteada arriba.

Gracias a las suposiciones 3.1.1 y 3.2.1, se satisfacen las suposiciones 2.3.2 y 2.3.1, y que
R—cs: limy_ 4o VW(t) = +o00 gracias a lo cual aplica el Teorema 2.3.1.

Gracias a las suposmlones 3.1.1, 3.2.2 y 3.2.9 se satisfacen las condiciones del Teorema
2.2.2.

Notar que la condicién 3.2.9 implica que C'NTydom(I) # B, lo que explica por qué 3.2.11
siempre posee solucién tnica (ver Teorema 2.3.1). En efecto, v() < oo gracias a 3.2.9, y
luego por 3.2.11, se tiene que I(Q) < oo, de donde TyQ € C' N Tydom(1).

Finalmente, como v (-) := 7;@(@(') , ello implica que 7, () = g% (w)y(-), lo que explica la
presencia de P en vez de R end]%’).2.12, 3.2.13, 3.2.14 y en el segundo punto de la suposicion
3.2.1.
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3.3. Optimizacién Robusta, caso Incompleto y ZT% Débil
Compacto Lineal

Los elementos necesarios para resolver el caso de un mercado incompleto son bastante
similares a los empleados en la seccién anterior. Asi como en la seccion 2.2, para cada
modelo admisible Q € Q, es necesario introducir el conjunto:

Yoly) ={Y >0|Yy =y, XY es Q — supermartingala VX € X (1)}. (3.3.1)

Este conjunto, que interviene en la definicién de vg (ver 2.2.8), es irrelevante en el
caso completo, pues en ese caso y veces la densidad con respecto a QQ de la inica medida
neutra al riesgo, domina a cada Y € Yg(y). Aun mas, dada la definicién de I en 3.2.7
en el caso completo (M,(S) = {P}), el correspondiente espacio de Orlicz de interés es
Ly, con ng = n(dP/dR,-), y por lo tanto la restriccién sobre T para definir a 6 estd bien
definida (ver el segundo punto de la suposicién 3.2.1). En el caso incompleto, en cambio,
no es claro a priori con qué Y € YVg(y) definir el correspondiente 1§ = n(Yr,-). Es por
esto, que se debe considerar una condicién de integrabilidad maés fuerte sobre 6 para que
esté bien definido el problema de minimizacién de la energia.

Salvo esto, el resto del procedimiento sigue igual (excepto por la complejidad adicional de
considerar los conjuntos YVp(y)).

Asumiendo que se tienen las condiciones del Teorema 2.2.2; se tiene la existencia, para
cada x > 0, de un g en el superdiferencial de u(z), un Y € Yr(y) y una Q € Q tales que:

i L (Y . _dQ
=E*|Z : Z=—.
v(Y) 1% ( Z >] , con TR

Ademaés:

Y,

o)) = ngeER ZV (%) (3.3.2)
Y,
—  inf ER I

= WfE ZV<Z> (3.3.3)

— gt [ (2R, (3.3.4)
donde esta vez ' (-) = V;T(w)(-) = (?T(w), ->, y se recuerda que n(l,z) = y(2).

Ademis se define ny(w, -) := 17 <Y79(w), | - \), donde Y? := % € Vr(1). La igualdad en 3.3.3
sale de argumentos similares a los del Lema 3.2.1.

Anélogamente, se define el funcional de entropia I como en 3.2.7 y se repite la discusién
generada en torno de la ecuacién 3.2.8. La gran diferencia esta en el segundo punto de las
restricciones. Esta asegura que el operador de restricciones ( y por lo tanto el conjunto
Q) esté bien definido sea cual sea el Y € Vr(y) 6ptimo (y sea cual sea el y 6ptimo):
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Suposicién 3.3.1. Sobre las Restricciones

» El conjunto convexo C' C Aj es tal que TO_IC’HLHSR es un subconjunto o (L,;: R, £y, )-
cerrado de L,zR. En otros términos:

To_lcﬂLnSR = ﬂ {fR € LTISR|/<y70>de > ay}a

yeA

para un cierto conjunto A de A tal que (y,0) € E, ,Vy € A, y una cierta funcién
real y € A— ay.

= Vg € Go, VY € Yr(1) : [ Y77 ({g.0)) dR < <.

» Vg € Gy, la funcién w € Q +— (g,0(w)) es medible.
» Vg € Gy, [(9,0()) = 0,R-cs. = g =0].

Con todo esto, se puede replicar la Proposicion 3.2.1

Proposicién 3.3.1.

Considerar el problema de optimizacion robusta en un mercado incompleto, como fue
recién descrito.
Asumir que se satisfacen las suposiciones 3.1.1, 3.3.1, 3.2.2, y que:

vg(y) < 00, Vy > 0,VQ € Q.. (3.3.5)

Entonces se satisfacen todos los resultados del Teorema 2.2.2. En particular, para todo
x> 0: A
u(z) = v(9) + 2§ = ug(z) = Eq [U (XT)] : (3.3.6)

A

donde § estd en el superdiferencial de u(z), Q € Q, Y € Ve(9), X € X(z) y Q—cs:
Xp = [U]! (Y—ZT>, donde Z = dQ/dR. Adems:

A% (YT>
A

con Q = {Q € L, dR|ThQ € C’}, e I como en 3.2.7. A este ultimo problema (de minimi-
zacion de la entropia) se le puede aplicar el Teorema 2.3.1. En particular:

v(y) = ER = inf I(Q), (3.3.7)

QeQ

U(Q):sup{ inf (G, W) — / YT7(<G,0>)dR}. (3.3.8)

Geg weCnx

Ademas el problema de minimizacion en 3.3.7 posee siempre solucion unica.

Si adicionalmente C Nicor(Tydom(I)) # O, entonces definiendo W = [ 0dQ, existe G € G

tal que:

G, W>X*,XO ,VW € C Ndom (F ) 5 (339)

s<
(©) Qdw) = Vv (< ~,9(w)>3 R(dw).
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Adun mds, Q e LRy G € G satisfacen 3.3.9 (a,b,c) si y solo si Q resuelve 5.3.7 y G
resuelve lo siguiente:

Mazimizar Wgéfrw<G’ W) — /YT’y((G, 6))dR , G € G. (3.3.10)
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3.4. Optimizacion Robusta, caso Completo Sin Com-
pacidad

En la seccién 3.2 se resolvié satisfactoriamente el problema de optimizacion robusta en
un mercado completo, bajo la condicion de que el conjunto de densidades de los modelos
% fuera débilmente compacto en L! (o equivalentemente, cerrado para la convergencia
en probabilidad). Sin embargo, para el caso de restricciones lineales de modelos THQ :=

[ 0dQ € C, esta condicién muchas veces no es satisfecha, como ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1. En la seccién 3.5.1, se resuelve un ejemplo en el cual el conjundo ZT% no es
cerrado en L°, y de hecho no es acotado en L? que como se verd ahi, es el espacio natural
para este ejemplo (ver observacién 9). El mercado corresponde a un solo bien riesgoso,
cuyo precio evoluciona como un browniano geométrico (con coeficientes de volatilidad y
deriva constantes) y el conjunto de modelos factibles corresponde a aquellas medidas de
probabilidad tales que el precio final posee una media mayor o igual a una constante A.

Cabe senalar eso si, que para restricciones del estilo [ §dQ = [ H%dR < a (pensando
en (—oo,00)?, alglin d, y en desigualdad e integracién por componentes), muchas veces el
correspondiente conjunto Q sf puede resultar cerrado en L° (por ejemplo mediante el Lema
de Fatou), para 6 suficientemente bueno. Uno puede pensar en otros contextos donde esto
seguird siendo cierto, pero claramente estos casos no aprovechan toda la generalidad de
la teoria de minimizacién de la entropia.

Como se vi6 en la seccién 3.2, gracias a la expresion 3.2.2, se tiene que en el contexto
de un mercado completo debiera ocurrir que:

A dpP d@ , P d@ , dQ
=2 v (5)] == [ (55) |- a5 3 ()] - s (B)
(3.4.1)
donde P es la tnica medida neutra al riesgo y 7, viene dada por 3.1.1. Se recuerda la
convencién v = v y la definicién ng(+) = (| - |). Notar que asi, en vez del camino seguido

en la seccién 3.2, se considera ahora a [P como la medida de probabilidad natural (por eso
es que 7 se define en funcién de v, y no de Ve COMO antes).

Como 1y y nj son, a la luz de la suposicién 3.1.1, funciones de Young, se definen los
espacios Ey, y Ly, mas las normas asociadas, de acuerdo a la definicion 2.3.1.
El siguiente conjunto de densidades sera de gran utilidad en adelante:

Deﬁnicién 3. 4 1.
= {RIQ e 9}.

El siguiente Lema permite entender la topologia de este conjunto cuando es acotado:

Lema 3.4.1.
Si Zp es acotado en Ly (ie. supgcz,
mente compacto en L.

< < 00), entonces Zp es débilmente relativa-
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Demostracién. Tomando k™' = sup,.z, ||Z
también), se tiene que VZ € Zp, E(G(Z)) =E <776‘ <k||Z||ﬁ>) < k|| Z||E <n§ (H_§H>> <

me ¥ G(-) = n5(k+) (que es funcién de Young

k[|Z]| < 1, por definicién de k y de la norma || - ||,, y porque 75 es convexa y vale 0
en 0. Asi, se concluye gracias al Teorema de de la Vallée Poussin mas el Teorema de
Dunford-Pettis (ver Teoremas A.0.2 y A.0.3 del apéndice A).

Observacion 4.
En vista del Lema anterior, si Zp es acotado en L. y cerrado en L' (fuerte o débil,
equivalentemente), entonces Q satisface las condiciones de la suposicién 2.2.1 y por lo
tanto se aplican los resultados de la seccion 3.2. Este, en particular, es el caso cuando L,
es reflexivo y Ty *C' N Ly«dR es *-débil compacto en L, (esta tdltima es una suposicién
usual cuando se quiere usar la metodologia de minimizacion de la entropia: ver secciones
anteriores).

A la luz de lo anterior se ve la necesidad de considerar el caso en que Zp es no
acotado. Para facilitar la notacién, se necesitaran las siguientes definiciones y resultados
concernientes a espacios de Orlicz:

Definicién 3.4.2.
Una funcién de Young &:

1. se dice que satisface la condiciéon A, (globalmente), y se denota ® € Ay (® € A,
globalmente), si para alguna constante k > 0y un zg > 0 (zg = 0 en el caso global):

O(2z) < kP(x) , Vo > x,

2. se dice que satisface la condicién Vy (globalmente), y se denota ® € Vy (® € V;
globalmente), si para alguna constante [ > 1 y un 29 > 0 (xo = 0 en el caso global):

1
O(z) < =P(lx) , Vo > xo,

2
3. se dice que es N-funcidn si: es continua, [®(z) =0 <= x = 0], ¢(-) € [0, 00),
lim, o 22 =0, y lim, 0o 2 = +o0.

Proposicién 3.4.1 (Corolario 12, [RR91], p. 113).
Si el espacio de medida es finito y ® es una N-funcion, entonces [Lg es reflerivo <=
b e AN VQ/

Observacion 5.
En el espacio de Orlicz Lg(P) (® funcién de Young), se habia definido la norma ||ul|e =
inf {#>0: [ ®(u(w)/B)P(dw) < 1}. Ademds de esta, se puede definir la norma equiva-

lente:
|u|e = sup {/ lug|dP : /<I>"‘(|g|)dIPJ < 1} ,

Gracias a la Proposicidn 4 de [RR91] p. 61, se tiene que ||ulle < |ule < 2||ulle, Vu € Lo
Atdn mas, si ¢ es N-funcién, en virtud del Teorema 13 de [RR91] p. 69, se tiene ademés

que Yu € Lg(P):
jule = jnf {% (1 + /@(ku)dﬂ”) } (3.4.2)

y atin mds, el infimo se alcanza en un ciero k* = k*(u) > 0.
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Con todos estos elementos, cabe preguntarse qué propiedades sobre los ingredientes
del problema de optimizacion robusta se requieren para obtener las correspondientes pro-
piedades sobre las funciones de Young y espacios de Orlicz asociados, mencionadas mas
arriba:

Lema 3.4.2.
Suponer que se satisface la suposicion 3.1.1. Entonces, para la funcion de Young nj(-) =
V(- ) =1 |V(1/|-]) (ver Lema 3.1.3) se tiene:

1. n§ es una N-funcion.

2. Si AE(U) :=limsup,_, xU((:g) < 1, entonces nj € As.

3. Sida € (0,1),e>0,y0 > 0 tal que Yy > yo : aU'(y) < U’ (2+E ), entonces ng € V.

Demostracién. Para el primer punto, a partir de la observacién 2 (ie. por los Lemas
3.1.1 y 3.1.2), se obtiene que necesasiamente 7; es finita, vale 0 exclusivamente en el
origen, lim, ., n5(z)/z = V(0) = U(o0) = o0 y lim,_oni(x)/z = V(+00). Ahora, como
V(y) =U(I(y)) — yI(y), donde I := (U')~! > 0, resulta que V(U'(x)) < U(x) de donde
U(0+) =0 > V(400), por INADA vy la suposicién 3.1.1. Asi, como V > 0 (por el Lema
3.1.2)), se tiene V(400) = 0 y por lo tanto 7 es N-funcién.

Para el segundo punto, a partir de 3.1.4, se tiene para z > 0 que:

ne(22) = 22V (— ) < ang(z) + b(1 + 2).

2z
Ahora, dado cualquier ¢ > 0, para z > % se tiene que 1 + % < 1+ ¢. Por otro lado,
como lim, .., n3(x)/x = 0o, entonces 3zp > 0 tal que z > zy = n5(2)/2 > 1+ ¢, de donde
Vz > 2z, :=max{1l/c, 2} : 1+1 < %(Z), de donde 1+ 2z < n}(z) para tales z. Combinando,
n6(2z) < kn§(z) para un cierto k > 0 y para todo z > z.
Para el tercer punto, haciendo el cambio de variable z := U’(y), notar que y > 1y <=
z < zg := U'(yo). De este modo, se tiene que az < U’ (2:<(2)). En este punto notar

I(())>2+e y como V' = —1 se

tiene que « ((az)) > 2+ € (Vz < z). Ahora, como V es diferenciable y V(04) = +o0, se

V(az) V(az) _ aV'(az)
Ve = lim,_.q Vo =lim, .o =7 V) > 2 + ¢, por la regla de L’Hopital.

Luego, 3z > 0 tal que Vz < z : ‘;((O‘ZZ)) > 2 de donde haciendo el cambio de variable z = 1
1

y definiendo | := 1 > 1 se tiene que 2V (1) < LizV (L), es decir, nj(z) < 2n5(l),
Vo > % Esto completa la Proposicion.

que I es estrictamente decreciente pues U’

tiene que lim,_q

O

Volviendo al problema robusto, hay que notar el siguiente punto: en el caso en que Q
es cerrado en L, su convexidad implica que este es ademds cerrado para combinaciones
convexas infinitas (ie. VA, > 0,3 A = LLVQ, € Q : > (AQ, € Q). Esto y la
condicién de que [R(4) = 0 <= VQ € Q,Q(A) = 0] implican gracias al Teorema de
Halmos-Savage (ver Teorema 1.1 [KKS96]) la existencia de al menos un Q € Q, := {Q €
Q|Q ~ R}. Sin embargo, en el contexto de esta seccién no es claro que el conjunto Q sea
cerrado para combinaciones convexas infinitas. Por lo tanto, sin todavia exigir una forma
explicita como un conjunto de modelos con ambigiiedad lineal (ie. sin introducir a Tg, C,
etc.),sobre Q se piden la siguiente hipdtesis:
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Suposiciéon 3.4.1.
1. Q es cerrado para combinaciones convexas de infinitos elementos.
2. Zp = dQ/dP es un subconjunto o(Ly:(P), E,,(P))-cerrado de L, (IP).
3. [P(A) =0 < VQ e Q,Q(A) =0].

La siguiente Proposicion permitira mostrar la igualdad minimaz para la funcién de
utilidad robusta:

Proposicién 3.4.2.

Asumir la suposicion 3.1.1, y que g € Ay globalmente.

Ademds, suponer que Jx > 0,3Qy € Q. tal que ug,(r) < oo, donde Q satisface la
suposicion 3.4.1.

Entonces:

Ve > 0,3C = C(z) tal que uz(z) > C||Z

5

Luego, si Zp es no acotado, entonces:

Vo > 0uz(z) ;= sup EF(ZU(X7)) — +oo cuando ||Z
XTGX(:E)

i — 00,2 € Zp. (3.4.3)

Demostraciéon. Suponer que Z € Zp es tal que ZdP € Q.. Luego, se tiene que
uz(x) = infyo [EF (ZV (%)) + 2y]. Al ser 55 una N-funcién, se tiene que ||Z|],: <y +

[y (%) dP, gracias a la observacién 5. De esto, sale que llamando Az(y) = EF (ZV (£))+

zy, se tiene que Az(y) > || Z|[,; + (x — 1)y. Asi, tomando infimos sobre {y > 0}, resulta
que si x > 1, se cumple que uz(x) > [|Z][,:.

Mas en general, de la condicién As—global se infiere que 7 (2"z) < K™nj(z), Vo > 0. Ain
mas, como 75 es creciente en los reales positivos (pues (-)V (1/(+)) lo es), necesariamente

este K debe ser mayor estricto que 1. Por las mismas razones que antes, [ yn % dP >

% [ ymg <%> dP > % [2"||Z " y], de donde Az (y) > (%)n 2|z +y (x — %) Asi,
dado z > 0, escogiendo n tal que 2 — =L > 0, se tiene que uz(z) > (£)"[|Z
Con todo lo anterior, Va > 0,3C = C(z) > 0,VZdP € Q. : uz(z) > C(x)|[Z]| ;-

Si ZdP ¢ Q. es tal que uz(x) = 0o, el resultado saldrd trivial. Si en cambio uyz(z) < oo ,
se recurre al Lema 8.3 de [SWO05], que prueba que la funcién t € [0, 1] — wg, +1-1)0. ()
es continua Vo > 0, si Q; € Q son tales que ug, < 0o, con ¢ = 1,2. Asi, tomando Qy como
en el enunciado, t € (0,1] y definiendo Z; = tdQy/dP + (1 — t)Z, se tiene que Z,dP € Q..
Adn més, Ve > 0,36 tal que t € (0,9) = uz(r) > ug,(v) — € = C(2)|[Z||y; — €, donde
la ultima igualdad sale del parrafo anterior. Asi, tomando lim inf cuando ¢ — 0+, resulta
que uz(x) > C(x)||Z]|z — €,VYe > 0 (por semicontinuidad inferior de la norma). Asi, se
tiene que VZ € Zp,uz(v) > C||Z]|,:, de donde se concluye la Proposicion.

5

Observacion 6.

1. Notar que la Proposicién es cierta para x > 1, sin imponer que 1} € A,.
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2. Notar que necesariamente la constante K en la definicién de nj € A, debe cumplir
que K > 2 para que el resultado sea cierto, pues en caso contrario los mismos
célculos llevan a que Ve, Z : Uz(x) = +00, lo que contradice las hipdtesis.

3. Si bien en el contexto de [SWO05] el conjunto Q se asume cerrado en LY en la
demostracion del Lema 3.5 ahi, no se emplea esta hipodtesis.

Con estos ingredientes, se demuestra el siguiente Teorema:

Teorema 3.4.1.

Considerar las suposiciones 3.1.1 y 3.4.1, y que [3x > 0,3Q € Q. tal que ug,(x) < o).
Ademds, suponer que 15 € Ay globalmente, que el espacio Ly es reflexivo (ie. ng € Vs
adicionalmente) y que Zp es NO acotado en Ly .

Entonces:
u(x) := sup inf EQ(U (X7)) = inf sup EQ (U (X7)) = min sup EQ (U (X7)) = inf sup EQ(U (X7)).
(z) o 42k (U (X1)) dob (oo (U (X1)) g s (U (X1)) ol S (U (X7))

(3.4.4)

Demostracién. Fijar z > 0.Sea C' = Zp C Ly:, D := {g € L°|0 < g < Xy, algiin X(z)} C
L'y F:CxD — (—00,00) definida por F'(Z, X) := E¥ [ZU (Xr)]. Del hecho que F(-, X)
es lineal y U es acotada por abajo (es no negativa), sale que F(-, X) es (cuasi)convexa
en el convexo C'y sci-fuerte en L,: (usando el Lema de Fatou). Por otro lado, F'(Z,-) es
(cuasi)concava en el convexo D y luego, al ser acotada por abajo (es no negativa), resulta
ser scs sobre cada segmento de linea (como funcién real céncava con dominio completo),
y de hecho continua. Ahora, ambos C' y D son subconjuntos cerrados en sus respectivos
espacios con sus respectivas topologias: C' gracias a la suposicién 3.4.1 y D gracias a la
Proposicion 3.1 (parte (7)) de [KS99]. Asi, notando que al reemplazar X (z) por D no
cambia el valor de la utilidad robusta (ni el de uz), puesto que U es creciente, sale que
por la Proposicién 3.4.2, supycp F(Z,X) — 400 a medida que HZHL178 — 00, Z € C.
Con todo esto mas la suposicion de reflexividad, se puede aplicar el Teorema MiniMax
A.0.4 en el apéndice A. Finalmente, para la ultima igualdad, el hecho de que Q. se asume
no vacio, mas el Lema 3.3 de [SWO05] permiten concluir que, gracias a lo ya demostrado,
u(z) = infgeg, ug(x), de donde se concluye facilmente.

o

A partir del Teorema 3.4.4, y en vista de que para cada Q € Q. el correspondiente
mercado hereda la completidud del mercado en R (la medida de referencia), se pueden
ocupar los resultados usuales de la optimizacién de portafolio en mercados completos:
por ejemplo, ver el Teorema 2.2.8 en [Gun06|, o el Teorema 2.0 en [KS99]. Luego, en
particular, dadas las hipdtesis del Teorema anterior, se tiene que al igual que en las
secciones anteriores:

dP
_ , Q — z z. Q _
)= of o 2w 0m) = ot (B v (vig )| + v}

dP
_ f ) mf T
B ;Iig{@légeE {V (yd@ﬂﬂy}'

de donde finalmente el siguiente corolario sigue:
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Corolario 3.4.1.
Bajos las suposiciones del Teorema anterior, se tiene que:

o =gl an [ [ (ig) ]+ oo} -l g /[ (&) 2]+ oo}

(3.4.5)

Se denotaré por ahora I,(Q) = E© [V (yé%)} =/ hy ( ) dIP’} Notar ain maés que,

al igual que en el Lema 3.2.1, se tiene que si y > 0 es tal que v(y) < oo, entonces:
inf 1. = inf [ = . 4.
nf 1,(Q) = nf 1,(@) = o(y) (3.46)

Observacion 7.
Como la idea es imitar los resultados ya conocidos en la literatura ( [KS99] en el caso
no robusto y [SWO05], [Gun06] en el caso robusto), vale la pena realizar las siguientes
observaciones:

1. La principal diferencia con el contexto de [SWO05] (y [Gun06]) es que ellos tienen
que Q es débilmente compacto en L' (lo que equivale a que, dada su estructura, sea
cerrado en L%). En la presente seccién este no es tipicamente el caso, y atin mas, se
asume que Zp = dQ/dP es no acotado en L, (ver la observacién 4).

2. La utilidad de que dQ/dP sea cerrado en L°, viene del siguiente hecho (Lema 3.1
de [KS99)): si f,, es una sucesién de variables aleatorias no negativas, entonces existe
otra sucesién g, € conv (fp, fasr1,...) que es convergente en probabilidad (y en
convergencia casi segura) a una va. g € [0,400]. Gracias a esto, y a la convexidad
de Z — wuz(x), se puede encontrar una sucesiéon {Z,} C Zp tal que Z, — Z en
probabilidad, con Z € Zp, y tal que ugz, (z) — u(z) (la clave aqui es que Z €
Zp gracias a que este conjunto es cerrado en LY). También, de la definicién de
I, y la convexidad de Z — ZV (%), un argumento similar muestra que se puede
escoger Z, — Z (todos elementos de Zp, y la convergencia en probabilidad) tal que

L, (Z,P) — infgeo I, (Q) = v(y).

Pese a la observacién anterior, muchos de los resultados en [SW05], [Gun06] se tras-
pasan directamente, gracias al siguiente Lema (notar eso si que el de ellos es un contexto
de un mercado incompleto, lo que anade algo mas de dificultad):

Lema 3.4.3.
Bajo las mismas suposiciones del Teorema 3.4.1:
Vo >0, existe un Z € Zp (Q = ZdP) tal que:

u(m) = uy(x) = 2 )EQ (U (X71)). (3.4.7)

Adin mds, Z se puede escoger como el limite en probabilidad y en Ly, —débil de una sucesion
{B,}, C 22 tal que u(x) = limup, (z).

Ademds Vy > 0 tal que v(y) < oo, existe una sucesion {Z,}, C Zp tal que Z,, — Z € Zp,
donde la convergencia es en probabilidad y en Ly:—débil, de modo que:

I, (Z.P) — v(y). (3.4.8)
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Demostracién. Para la segunda parte, como v(y) = infgeo I,(Q), sea W,, € Zp tal
que L,(W,P) \, v(y). Por el Lema 3.1 de [KS99], se puede escoger otra sucesién Z, =
> AW, € conv (W,,, W, 41, ...) convergente en probabilidad (a un Z). Como Q es ce-

m>n
rrado para combinaciones convexas infinitas, se tiene que Vn : Z, € Zp. Por otro lado,
v(y) < liminf [, (Z,P) < limsup [,(Z,P) < limsup I,(W,P) = v(y), puesto que se tiene
que

1,(Z,P) < 37 s A dy(WnP) < I, (W,P) (convexidad de I, més la eleccién de W' como
limite decreciente), de donde v(y) = lm I,(Z,P). De esto sale que sup, E¥ [} (Z,)] =:
K < 00,y como v, satisface las condiciones del Teorema de de la Vallée Poussin (ver Teo-
rema A.0.2), resulta que esta sucesién es uniformemente integrable. Asi, por el Teorema
de convergencia de Vitali, Z,, — Z en L*(P). Por otro lado, de 3.4.2 (tomando k = y~!),
« <y+ L[,(Z,P) < y+ k. Por lo tanto, como Ly es reflexivo, existe una

subsucesion {Za n)} convergente L,.—débilmente a un A= Ln0 N Zp (pues este ultimo
conjunto es cerrado en esta topologfa). Ahora, como L, se inyecta continuamente en Lt

(en particular dotados de sus topologias débiles), necesariamente Z = Z. Esta subsucesién
cumple lo requerido.

Para la primera parte, la existencia del Z € Zp se debe al “minimo” en 3.4.4. De ahf tam-
bién, se puede tomar una sucesién {4, }, C %= tal que ua, (z) \, u(z). Como en el parrafo
anterior, y de la convexidad de Z — uy(x), se puede encontrar una sucesién {B,}, C 42
tal que u(z) = limug, (z), y convergente en probabilidad a un cierto B. Del hecho que
la sucesion up, () esté acotada, sale que B, estd acotada en L. (ver la estimacién de la
Proposicién 3.4.2). Asi, salvo subsucesion, B, — A € Zp débilmente. Ademas, repitiendo
la demostracién del Lema 3.4.1, ésta sucesién es Ul y por lo tanto converge en L' a B,
y tal como antes se concluye que A = B. Luego esta subsucesion y Z = B cumplen lo
requerido.

o

La siguiente Proposicién (que engloba los resultados principales de [SW05]), se obtiene
gracias al Lema anterior y a la idea misma de como a partir de una sucesion minimizante
en Zp, se puede obtener otra andloga pero ademaéas convergente en probabilidad y en
Lns—débil a un limite también en Zp.

Proposicién 3.4.3.

Considerar las suposiciones 3.1.1 y 3.4.1. Ademds, suponer que nj € Aq globalmente, que
el espacio Ly es reflevivo (ie. ny € Vo adicionalmente) y que Zp es NO acotado en Ly .
Si [z > 0,3Qy € Q. tal que ug,(r) < 00|, entonces la funcion u es concava, finita, y
satisface las igualdades en 3.4.4. Aun mds, v es convexa sci, y conjugada con la funcion
w:

u(z) = inf (v(y) +2y) , v(y) = sup (u(z) — 2y).
y>0 x>0
Si ademds de todo lo anterior, se supone que [vg(y) < co,Vy > 0,YQ € Q.], entonces
Vi > 0, ezisten una medida Q € Q y una P—martingala X € X (z) tales que:

u(x) = (éngEQ [U ()A(Tﬂ = E° [U ()A(Tﬂ = ug(z) = v(f) + 27, (3.4.9)
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donde y estd en el superdiferencial de u en x, y Q—cs: Xy = [U’]_l (g)%), de modo que:

N o Ad]P]
v(g) =E {de :

Si adicionalmente AE(U) < 1, entonces u es estrictamente concava, v es continuamente

diferenciable, y P—cs: Xp = LA (%{%)‘

Demostracion. Las igualdades en 3.4.4 son el Teorema 3.4.1. Notar que los Lemas 3.6 y
3.7 de [SW05] siguen siendo vélidos en este contexto, puesto que V'~ = 0 (pues U(0+) = 0
por suposicién) y gracias al comentario antes de esta Proposiciéon mas el Lema 3.4.3, que
permite adaptar estas demostraciones al presente contexto. Con esto, la demostracion del
Teorema 2.2 de [SWO05] sigue igual, lo que demuestra la finitud y concavidad de u, la
convexidad y semicontinuidad inferior de v, y el hecho de que sean funciones conjugadas.
Para el resto de los resultados, basta notar que el Lema 4.1 de [SWO05] sale del comentario
antes de esta Proposicion y el Lema 3.4.3. Solo hay que notar, que al final de la demos-
tracién de ese resultado, cuando y, — 7, se tiene que vz (y,) = E[Z]V (yn/Z})] — v(9),
con Z, convergente en probabilidad (y casi seguramente). Notando que [|Z] ||+ < yn +
L, (Z,dP) = y, + vz (yn) < K, se concluye igual que antes. Los siguientes resultados
de [SWO05] salen directamente (salvo adaptacién al caso completo), pues no emplean la
topologia de Q. Asi, el Teorema 2.6 ahi es aplicable. El hecho de que X es P—martingala
sale de que X,EX[dP/dR|F;] es R—martingala, mds el Teorema de Bayes para esperan-
zas condicionales. El hecho de que si AE(U) < 1, entonces gracias al Teorema 2.2.2,

Xr =0 <~ ZLH% = 0 (R—cs), muestra que la expresiéon para Xp es vélida P—cs, pues

I(0) :=[U']7*(0) =0 = X7 en % =0, P—cs.
o

La Proposicion anterior “resuelve” el problema de optimizacién robusta en un mercado
completo, esencialmente bajo las hipétesis de que 1§ € Vo N [A,y global] y que dQ/dP sea
convexo para combinaciones infinitas, cerrado débil y no acotado (en Lng), para ciertas
funciones de utilidad razonables (suposicién 3.1.1). Un punto clave, en la igualdad 3.4.9,
es que u(z) = v (y) + zg. Ello implica, gracias a la ecuacién 3.4.5 y los comentarios en
torno a ella, que:

u(x) = zy + érelfg I;(Q) (3.4.10)

con g como en la Proposicion 3.4.3. Alin maés, el argumento del infimo en 3.4.10 coincide
con el Q de esta misma Proposicién. Asi, al igual que en las secciones anteriores, se puede
emplear la metodologia de minimizacién de la entropia al funcional Iy, cuando Q proviene
de una ambigiiedad o incerteza lineal, como se vera a continuacion.
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3.5. Optimizacion Robusta, caso Completo Lineal Sin
Compacidad

En esta parte se aplicard la metodologia de minimizacién de la entropia al problema
de optimizacién robusta en un mercado completo, cuando el conjunto de modelos factibles
se manifiesta a partir de resticciones lineales y carece de una condicién de compacidad
(ver seccién anterior).

Como siempre, P denotard la tnica medida neutra al riesgo. Para los detalles sobre la
notacion y las definiciones precisas de los espacios y elementos involucrados, remitirse a
la seccién 2.3. Aqui se avanzara mas rapidamente.

Sean Gy, Xp = (Go)", 0 : Q@ — Xy y C C Xy un convexo. Se definen (cuando tengan
sentido) Tgg(w) = (9,0(w))g, x, ¥ Tof = [, 0df, para f € L P. Con esto, se define el
conjunto:

Definicién 3.5.1.
Q= {Q = ZdP € L,;;P|Q es medida de probabilidad ,/GZd]P’ € C’} : (3.5.1)

Al igual que antes, se redefine ToQ := ([ dQ,T,Q) =: [(1,0)dQ (pensar vectorial-
mente) y C' = {1} x C, y se observa que:

Q € LydPndom(ly) = [ThQ € C <= Q es medida de probabilidad, / 0dQ € C].

(3.5.2)

Como antes, se abusara de la notacién denotando indiferentemente 6 y Xy a (1,60) y

(—00,00) x Xy (lo mismo con Gy, X y G); el contexto aclarard la situacién. Ademéds se
redefine Q = {Q € L,:dP|TyQ € C}. Asi, por 3.5.2, v(j) = infgeg 1;(Q).

Suposicién 3.5.1. Sobre las Restricciones

= El conjunto convexo C' C &j es tal que T, *C N Ly P es un subconjunto o(L,:P, E,)-
cerrado de L,;P. En otros términos:

tientgp = (1{PeLgpl 600> a},
yeA

para un cierto conjunto A de & tal que (y,0) € E, ,Vy € A, y una cierta funcién
real y € A ay.

» T5Go C E,, , 0 equivalentemente, Vg € G : fy ({g,0)) dP < .
» Vg € Gy, la funcién w € Q +— (g,0(w)) es medible.
» Vg € Go, [{(g9,0(-)) = 0,P-cs. = g =0].

Con esto, se tiene la siguiente caracterizacion para Q:
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Proposicién 3.5.1.

Considerar las suposiciones 3.1.1, 3.4.1 y 3.5.1, donde el conjunto Q es como en la
definicion 3.5.1. Ademds, suponer que 1y € Ay globalmente, que el espacio Ly es refle-
zivo (ie. g € Vy adicionalmente) y que Zp es NO acotado en Ly:. Suponer ademds que
[v(y) < o0, Vy > 0,VQ € Q..

Entonces se satisfacen todos los resultados de la Proposicion 3.4.3 (salvo lo que supone
AE(U) < 1). Ademds, Yz > 0 (y como antes):

dQ., (. dP/dR _ @{ C@)]:,
dRV (de/dR> E* |V yd@ inf 7(Q). (3.5.3)

QeQ
A este dltimo problema (de minimizacion de la entropia) se le puede aplicar el Teorema
2.3.1. En particular:

o(g) = B*

(§) :sup{ mf (G, W) — g / (G, 9>)dIP>}. (3.5.4)

Geg weCnx

Ademds el problema de minimizacion en 3.5.3 posee siempre solucion unica, @ (ver Pro-
posicion 3.4.3). R ) o
Si adicionalmente C Micor(Todom(I)) # 0, entonces definiendo W = [ 0dQ, existe G € G
tal que:

(a) W e C N dom (),
v (G W}Xg’% < (¢ W>Xg,xo YW € Cndom (I), (3.5.5)
, 0

(6) Qldw) = 7' ({G.0() ) P(d).

Adn mds, Q € LRy G € G satisfacen 3.5.5 (a,b,c) si y solo si Q resuelve 3.5.3 y G
resuelve lo siguiente:

Magimizar inf (G, W) — g)/’y((G, o))dP , G € G. (3.5.6)

weCnx

Demostraciéon. Misma demostracion que la Proposicion 3.2.1, gracias a la Proposicion
3.4.3.

Observacion 8.

1. Para las definiciones de G, I'* v otros, consultar las secciones 2.3 y 3.2.

2. Notar que el primer punto en la suposicién 3.5.1 es equivalente al segundo punto en
la suposicién 3.4.1 (cerradura débil). Ademads, por la definicién 3.5.1, este conjunto
es inmediatamente convexo (mas no necesariamente para combinaciones infinitas).

A continuacion, se emplearan este resultado mas el final de la seccién anterior, en un
ejemplo simple de mercado completo.
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3.5.1. Ejemplo

Sea U(z) = £, con a € (0,1) y = € (0,00). Notar que esta funcién es estrictamente
creciente, estrictamente céncava, continuamente diferenciable en (0, 00), y satisface que
U'(04) = oo, U'(c0) = 0. Ademés U es no acotada y U(04) = 0. De este modo, satisface
la suposicion 3.1.1.

Sea V(y) = [:=2] y="1. Luego DV (y/D) = [:=¢] ya“1DT=

Sea . )
) 52y D=, D>0
fy(D) = 0 , D=0 (3.5.7)
00 , D<O0
y sea
[ aDs , D>0
V(D) = { 0 . D<o (3.5.8)
Por lo tanto,
00 , 2<0
v (z) = 0 L 2=0 (3.5.9)
(I1—a)zt= | 2>0
Ahora, para y > 0 sea
0 D <0
D) = ] - 5.1
D) {aina . D>0 (3:5.10)
Entonces v,(D) = y(a'~*y*D), y luego
* l—a, « * * z [1770[} yﬁZﬁ » 2 > 0 ~
7@/(’2):[7(0‘ Y D)} =7 anl—a | = 0 , 2=0 = fy(2)
yra
00 , 2<0
(3.5.11)

Por lo tanto, esta v, es la candidata a emplearse para resolver el problema.

Definiendo () = 7i(|z]) = (£2) |Z|ﬁ, se muestra que n5(2z) = knj(z) v que
2 (lz) = %lﬁng(z). Asi, tomando [ > 2°", se demuestra que ng € AaNVy globalmente.
Ahora se define un mercado. Considerar en (Q,IF, {ft}fzo,R>, y parat < T, la
difusion
dS; = Si{bdt + cdW,},
So = 1, (3.5.12)

donde W es un mov.Browniano unidimensional y los pardmetros b y o son constantes (este
es el modelo tipo Black-Scholes més elemental). La solucién explicita de lo anterior es S; =

exp { <b — "72> t+ cht}. Este modelo es completo, donde la tnica medida equivalente
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de martingala esta definida por dP = exp{ WT — }d]R Bajo esta medida, S se

. 2 I~ . .
escribe como S; = exp {—%t + O'V[/t}, con T un Browniano con respecto a esta medida

de probabilidad. De este modo, Sy se distribuye como una lognormal de parametros
B = —%2T y K? = 02T (se escribe St ~ lognormal(B, K?)).

Se considera ahora el problema de optimizacion robusta, donde el conjunto de mo-
delos factibles, Q, sale de la restriccién [ Sp > A, es decir § = Sy, ToQ = [ SrdQ,
C=[A+4+x)y Q = {Q = ZdP € L,;;P|Q medida de prob., [ SpZdP > A}. Notar que
este conjunto es cerrado para combinaciones convexas infinitas. Ain més, dQ/dP es ce-
rrado en o (Ln(*)a Eno), pues tanto la funcién idénticamente igual a 1, como Sp estédn en F,,

( en este 1ltimo caso, pues EF[ny(AS7)] = c(), oz)EP[S%/a] < 00,VA > 0, pues la lognormal
posee momentos finitos), de donde Q es la pre-imagen de cerrados mediante funcionales
de evaluacién, los que siempre son *-débil continuos. Finalmente, si exp{ K?} > A > 1,

entonces se tiene que Qp(dw) := _LI+GTI(LI)IP’(dw) € Q.,Vexp{K?} > L > A,y
asi @, # (0. Con todo, se satisface la suposicién 3.4.1. Aun més, la suposicién 3.5.1 se
satisface trivialmente.

En adelante se supondrd que exp{ K?} > A > 1y que a = ;. En este caso, nj(z) = 22,

lo que implica que Ly: = L* y || - ||z = || - |]2. Ademas:

0 D <0
WD) ={ ype | S
Y Yp* . D>0.

Como se verd en la observacién 9, el conjunto Q resulta ser no acotado en L?. Con
todo esto, los resultados de esta seccién son aplicables.

Por la discusién de la seccién anterior (3.4.6 y 3.5.4, que si bien se escribi6 para un ¢,
es vélida para todo y), se tiene que :

inf I,(Q) = sup [mf z1 + cza — EF (yy (21 + STZQ)):| = sup [zl + Azo — EF (yy (21 + Sng))} .
QeQ (21,22)€(—00,00)2 ezA z1€(—00,00),22>0
(3.5.13)
. P 2
Luego, 3.5.13 es igual a sup,, ¢(— oo 00),25>0 [zl + Azy — JE* ((21 + Sr22) ]lZ1+STZ2>0)}.

Definir A(z1, 20) = EF ((21 + S722)*1., 1572050)-

Si z; > 0,22 > 0, entonces (tras algunos calculos):
(z1 + ng _ (logz—B)2 2
A = / A TP T ak? :.--:zf+2z1zg+eKz§

Sea ahora F'(z1, z9) la funcién que se estd maximizando en 3.5.13. No es dificil de ver
que la funcién A es convexa en todo (—o0,00)? (esto se hereda de la convexidad de la
funcién dentro de la esperanza, la que viene a su vez del hecho que (z; +S722)? es convexa
c.s. y que esta se pega “convexamente” en la linea {z; + S72; = 0} al plano horizontal por
el origen). Por lo tanto F' es céncava en todo (—oo, 00)? y por lo tanto admite un méximo
global.
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En {z; > 0,2, > 0}, se tiene que F(z1,2) = 21 + Az — ¥ (z%+221z2+eK2z%>,

asi F' es continuamente diferenciable dos veces en dicha region. Se verifica que tomando

2
(a,b) = (y(Qe(;‘;Z)l), 3((6;2_3)’ se satisface bajo la suposicién de que exp{ K?} > A > 1,

que (a,b) € (0,00)* y que VF(a,b) = 0. De este modo (a,b) es un méximo local de F'y
por lo tanto también un maximo global. Esto demuestra, tras algunos calculos, que 3.5.13

(A-1)2
K21

o =t {2 1+ AT o e (14 20,

u(z) = 2\/x (1 + E;T_—_l)j) (3.5.14)

Ahora, notar que se satisface la condicién de factibilidad C' N icor (TpdomI,) # 0,
donde C' = {1} x [A,0) v T,Q = (f ld@,fSTdQ). En efecto, doml, = L%, de donde
TodomI, D B = {(z,y): x> 0,exp{K?}x >y >z} (pues To(aQr) = (o, aL),Va >
0,exp{K?} > L > 1), y asf icor (Tpdom/,) SB. Asi a partir de 3.5.6 y 3.5.5, se concluye
que a partir de la dupla (a,b) del parrafo anterior, se puede obtener la medida éptima
(la “menos favorable”), mediante Q = 4+ ({(a,b), (1, S7))) P(dw) (donde v = ;). De esto
resulta que @ = Q4, es decir:

es igual a i [1 + ] Con esto, finalmente:

es decir:

A e’ — A+ Sp(A—1
Q) = AT SAZ D

P(dw). (3.5.15)

Observacion 9.

En este ejemplo se tiene que el conjunto dQ/dP es no acotado en L? = L, (caso o = 1/2
y exp{K?} > A > 1) y ademds se tiene que este conjunto no puede ser cerrado para la con-
vergencia en probabilidad. En efecto, a partir de la expresion explicita para Sy bajo P (don-

de W era un P—browniano) se tiene que VZ > T las variables aleatorias A := %%
son independientes de Sy. Unos pocos cdlculos muestran que EF [Az] = 1. De este mo-

do, definiendo dQ? = SrpAzdP, se tiene que VZ > T : Q% € Q. En efecto, Q% es una
medida de probabilidad pues EQ”(1) = EF (SpA,) = EF (Sp)EF (A,) = 1y EQ7 (S7) =
EF (S2)EF (Az) = exp{K?} > A. Ademds, se tiene el siguiente limite casi seguro, que sale
de la ley del logaritmo iterado (pues [W; —Wr| es del orden de \/2(Z — T)loglog(Z — T)
asintéticamente): Zh_r}r;O Az = 4o00. Asi, la correspondiente densidad AzSt satisface este

limite a su vez. También h'én inf ||SrAz|2, > EF [hén inf S%A%] = +o00, de donde Q es

no acotado en L2. Por otro lado, llamando B; = exp [WZ — Wy — %(Z — T)], se tiene

que se cumplen las mismas propiedades que las de Ay (VZ > T'), salvo que en este caso

lim By = 0, donde ahora se ocupa el hecho de que si ¢t — L; es un browniano, entonces
Z—0

t — tL1 también lo es, y luego Zh'm Wy —Wr
t 00

Z—" = 0. Luego, tomando las densidades BzSp

se tiene que como antes todas estas pertenecen a Q, pero su limite casi seguro (y en
probabilidad) es igual a 0, que obviamente no esté en este conjunto.
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3.6. Optimizaciéon de Portafolio bajo Informacién Débil

En esta parte se explora la relacién entre el problema de optimizacion robusta con el
de “insider trading”. Cabe destacar que la discusion es informal e ilustrativa.

3.6.1. Relacidon con el Calculo de Variaciones

En la seccion 4 de [Bau02], se explora la nocién de “informacién débil”, en el contexto
de modelos de informacién privilegiada. Esta consiste en el conocimiento a priori de la
distribucién de un funcional Fr—medible, que es ocupado por un agente (el “insider”,
que estd en posesion de esta informacién privilegiada) al momento de elegir su estrate-
gia 6ptima de gestion de su portafolio. En concreto, sea Y una v.a. Fpr—medible y v la
distribucién “adivinada” de Y por el inversionista (se dice que (Y,v) es la informacién
débil). Suponer que PP es la tinica medida neutra al riesgo en este mercado, y que u es la
distribucién de Y bajo P. Finalmente, se define la probabilidad subjetiva dQ" := j—;(Y)dP

(notar que bajo esta la distribucién de Y es v justamente).

Asi, en el Teorema 19 el autor establece que la funcién de utilidad del agente “insider”,
dada una riqueza inicial x > 0 e informacion débil v, es:

u(z,v) = / [Uo(U’)_I] (2((;))) v(dy), (3.6.1)

donde £(y) = Z—Z(y), y donde A(z) se obtiene de la siguiente ecuacién implicita:

for ()=

Cabe destacar que este problema puede entenderse como uno de optimizacién robusta,
donde el conjunto de modelos factibles son las medidas de probabilidad absolutamente
continuas tales que la distribucion de Y es v.

Tipicamente, la variable Y suele ser el precio final S7 o un precio promedio, por ejem-
plo. Ahora, en el contexto de la seccion 3.5, donde la ambigiiedad de modelo se manifiesta
a través de una restriccién lineal (ver la definicién 3.5.1 y la notacién en torno a ella),
puede considerarse el caso particular de restricciones tipo momento (asi, 6 es un vector
finito de variables aleatorias Fr—medibles). Entonces aparece la siguiente interpretacion:
podrian considerarse todos las distribuciones posibles de este 6 (denotadas v) tales que se
satisfacen las restricciones tipo momento (donde ahora los momentos se calculan sélo a
partir de v), y para cada uno de estos v fijos, maximizar la utilidad del inversionista bajo
todas las medidas tales que la distribuciéon de € es justamente v. En otras palabras, el
conjunto Q se particiona de modo que las medidas son clasificadas segun la distribucién
de 0, se resuelve este problema para una distribucién fija v (que es andlogo al problema de
informacién débil con Y = 6 y v), y finalmente se maximiza sobre todas las distribuciones
v que permiten que las restricciones tipo momento sean satisfechas (por lo explicado en el
parrafo anterior, este método entrega el mismo valor que la utilidad robusta). Este ltimo
problema puede entenderse como un problema de calculo de variaciones con restricciones.
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Para clarificar el método anterior, considérese 0 = (f1(St), ..., fu(S7))y C = (c1, ..., ¢n).
Sea u la distribucion de Sp bajo P, que se supone absolutamente continua, y llamar
ademds fo = 1y ¢ = 1. Asi, la utilidad robusta (u) asociada al conjunto de mode-
los Q = {Q < P medida de probabilidad : [0dQ = C }, necesariamente debe satisfacer
que:

L TG S / [0 @)7] (M) V(y)dy,

{VZO:f fiduzci,Vi} {VZO:f fidv=c; Vi V(y)
(3.6.2)

) wu(dy) = x. El anterior es claramente un

donde A queda definido por [ (U')” < )

problema de célculo de variaciones con restricciones sobre v. En esta tesis no se hace un
estudio teodrico sobre este problema particular, ni mucho menos sobre la generalizacién
a casos mas complicados, por ejemplo cuando hay maés variables de interés que Sp. Sin
embargo, para mostrar que este método puede ser 1til, se ilustra con el ejemplo en 3.5.1.
En este caso U(y) = y“/«, y como se indica en el ejemplo 7 de [Bau02] (mas algunas

manipulaciones), se tiene que u(z,v) = % [ [v(y)T== au(y) e } . Luego, se considera el

problema:

, _1 _a
fnf [ v e,

{v>0:[ v(y)dy=1,[ yv(y)dy>A}
Asi se considera el lagrangiano para este problema con restricciones (donde la no-

negatividad no se impone, mas se verifica a posteriori) L = yia w(y)aT —av — by, y

se impone la ecuacién de Euler Lagrange (que se reduce a gL = 0), de donde se obtiene

que v = [ {(1 —a)(a+ by)} o, donde las constantes a,b se ajustan para que [v =1y
[ yv(y)dy = A (esta dltima igualdad sale de que u(x,v) termina siendo creciente en b).
Para el caso a = %, lo anterior se resuelve facilmente ocupando propiedades sobre los

momentos de una lognormal (reocordar que u corresponde a una lognormal con pardmetros
B = ——T y K? = 02T). Asi, se obtiene que:

o) =0+ ),

eK2 —A
(eTl)) yb=2 (e(ﬁ;j)l) No es dificil verificar que con este v, se cumple que:

o= (1 B2 -t

que es la ecuacién 3.5.14 exactamente. Atin maés, por [Bau02] se sabe que la medida menos

favorable, dado v, es d;%, du Y (St). A partir de las expresiones anteriores se obtiene que

donde ¢ = 2

QM —A+S(A-1)
dP el? — 1 ’

que es exactamente la ecuacién 3.5.15 para (@

Atn mas, al encontrarse este v éptimo, se tiene que el problema de optimizacion robus-
a (que es el meollo del presente trabajo) es equivalente al problema de “insider trading”

42



3.6. Optimizacion de Portafolio bajo Informacion Débil Capitulo 3

con informacién débil (v, Sy). Con esto se pueden aplicar todos los resultados en la seccion
4 de [Bau02], asi como [BNNO04], donde se interpreta ademds el mercado financiero defi-
nido bajo Q¥, encontrandose la descomposicion del precio S y caracterizandose su deriva
(drift) mediante una ecuacién de Burgers.

3.6.2. Conexioén con los problemas de Flujo de Informacion Débil

Como se senald en la seccion 3.6.1 anterior, existe una conexién entre los problemas
de optimizacién robusta estudiados aqui, y el problema de maximizacién de utilidades
con informacion débil. De hecho, este ultimo problema se puede ver a su vez como un
problema de optimizacion robusta, a saber: si Y es Fr—medible y v es una distribucién,
considerar Q" := {Q <K P: QoY ! = v}, donde PP es la tinica medida neutra al riesgo.
Entonces el problema de maximizacién de utilidades mediante la informacién débil (Y, v),
para una riqueza inicial x, es por definicién (ver definicion 4 de [BNNO4]):

T
Minimizar sup E@ [U (m+/ @udSu)] para Q € Q". (3.6.3)
0

OCA(S)

En este contexto, la funcién valor u(x, ) de este problema es llamada “el valor financiero
de la informacion débil” y se interpreta como una utilidad en el peor caso. Aqui se ha-
ce evidente la conexién con la optimizacion robusta (salvo orden del min y el max). En
efecto, en el ejemplo 3.12 de [Sch05] se muestra cémo este problema se puede abordar en
el contexto robusto, y cémo son satisfechas las condiciones sobre Q¥ de su enfoque (se
necesita una topologia razonable sobre 2). Baudoin encuentra mediante técnicas ad-hoc la
medida Q¥ que resuelve 3.6.3 (esencialmente se muestra que esta medida minimiza todos
los funcionales de entropia sobre Q") la que viene dada por d% d]P’sl}Ij—l (Y), y de hecho
Schied demuestra que esta es la “least favorable measure” (cuando (€2, Fr) es un espacio

de Borel) asociada a Q"; ver [Sch05].

Un problema relacionado es cuando en vez de la distribuciéon de una sola variable
aleatoria, lo que se conoce es un “flujo” de informacion de este estilo. Mas precisamente,
sea Q0 = C ([0,T7], (—o0,00)?) y (F1),.p la filtracién asociada al proceso de coordenadas
sobre (). Considerar el generador no homogéneo:

Af( Zb (t,2)0,,f(t, z) Zaw (t,2)0.,0.,f(t, 2), (3.6.4)

donde se hace la siguiente:

Suposicién 3.6.1.

3o : [0, T]x (—00,00)% — (—00,00)? tal que a = o0*, a es acotado y a,b € Cp > ([0, T, (—00, 00)?)
(funciones diferenciables una vez en el tiempo y dos veces en el espacio, con derivadas aco-

tadas Holder continuas globalmente).

Bajo esta suposicién, el problema de martingala con generador A en el dominio
Cs° ((0,T), (—00,00)%) posee una solucién tnica P. En adelante se denotard X al pro-

ceso de coordenadas, M, ((—oo,oo)d) a las medidas de probabilidad en (—oo0,00)?¢ y
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Chr, := C ([0,T], My ((—o0,00)%)) (flujos de leyes marginales).

En [CL95], se estudia el problema de encontrar una medida de probabilidad de minima
entropia tal que las marginales de X sean igual a un flujo de leyes marginales en C', dado.
En concreto, se tiene el siguiente resultado (que es un extracto del Teorema 3.6 de dicha
publicacion):

Teorema 3.6.1.

Bajo la suposicion 3.6.1, sea v € Cyy un flujo de leyes marginales dado, tal que
vy =Po X, ' Ademds, sea B : [0,T] x (—00,00)% — (—00,00)% tal que v es solucion de
la siguiente ecuacion débil de Fokker-Planck, asociada al generador A+ aB - V:

/ (0 + A+ aB(t,2)- V) f(t, )n(d=)dt = 0, ¥f € C ((0,T), (~o00,00)")
[0,T]) % (—00,00)4
y tal que posee la siguiente condicion de energia finita con respecto a v:

/ B -aB(t, 2)v(dz)dt < oo.
[0,T] % (—o0,00)¢

Definir:

T

T
QB (dx) := ]l{foT %B~aB(t,~)dt<oo}(x) exp {/0 B(t,zt) - (dxe — b(t, z¢)dt) — /0 %B -aB(t, xt)dt} P(dz), (3.6.5)

con x € €. Luego QF es una media de probabilidad solucién al problema de martingala
asociado a 0, + A+ aB - V en el dominio C§° ((O, T), (—oo, oo)d) y QB o X; ! =y, para
todo 0 <t <T.

Atdn més, si B € H_(v), entonces:

H(QPIP) = inf {H(Q|P): Q es media de probabilidad en Q,Qo X; " = 1;,Vt < T}

_ / B-aB(t, 2)n(d2)dt, (3.6.6)
[0,T]% (—00,00)4

donde H(-|P) es la entropia relativa:

H(QIP) = { E[Flog%] siQ<P

+00 sl no,
y donde H_(v) es igual a la cerradura en L?(v) := {B| fOT B -aB(t, z2)vn(dz)dt < oo} del
conjunto { B : [0,T] x (—00,00)? — (—00, 00)¢|medibles, B =V f, f € C§°((0,T) x (—o00,00)%)}.

Sea QY := {@ < P: Q es media de probabilidad en Q,Q o X;* = v, Vt < T}. Como
en el caso de la informacion débil, es interesante preguntarse sobre el problema de optimi-
zacién de portafolio para un agente con informacién privilegiada (X, ;),. Notar que esta
pregunta a priori no se puede responder mediante el enfoque de Baudoin, pues en este
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caso habria que conocer la ley entera del proceso X, no sélo las leyes de sus marginales.
Igual que antes, este problema puede interpretarse como uno de optimizacién robusta,
donde el conjunto de modelos factibles ahora es Q”. Si se define la utilidad del “insider”
como en 3.6.3, y se considera como funcién de utilidad la funcién sobre (0, 00):

1+log(z) siz>0
—00 si no,

Un(z) = { (3.6.7)

entonces se tiene la siguiente:

Proposicion 3.6.1.
Si se satisfacen todas las condiciones del Teorema 3.6.1, y AQ ~ P, Q € Q" tal que el
supremo en 3.6.3 es finito, entonces para cada riqueza inicial x:

T
ug(z) = Qienéu @21}()5) EQ [UH (3: +/0 @udSu)] (3.6.8)
= H(Q"P)+ Ug(x) (3.6.9)

= / B -aB(t, 2)v(dz)dt + Uy (x),
[0,7] x (—o0,00)@

donde QP y B estdn definidos como en 3.6.6 y A(S) son los procesos previsibles integrables
con respecto a los precios S.
El infimo y supremo se alcanzan.

Demostracion. Se emplean argumentos similares a los de Schied-Wu para mostrar que
basta reducir 3.6.8 a aquellos Q ~ P. Con esto, ug(x) = ;r>1£ {:Uy + Qiengfv EF [Z%UH (yc%)] }

mediante los argumentos clésicos de dualidad de Schachermayer, donde U (2) = —1og(2) 10 00)-
Ahora, gracias a 3.6.6, de esto sale que uy(z) = inf,so{zy —log(y) + H (Q”|P)}, de donde
se concluye.

o

Evidentemente es razonable preguntarse por la existencia de estrategias 6ptimas. Aun
més, en vez de definir el problema del “insider” (donde la utilidad tiene el enfoque del peor
caso), se podria partir del problema robusto donde el infimo y supremo en la definicién
de uy estarian intercambiados. En los trabajos de C. Léonard se ha tratado de abordar el
tema (de minimizacién de la entropia) mediante las técnicas expuestas en la seccién 2.3,
pero parece ser que un enfoque més ad-hoc (que se basa en la teorfa de grandes desvios)
es mas apropiado o directamente aplicable. Por esta razén es que este problema no se
trato aqui con los resultados de las secciones anteriores.

Si en vez de la utilidad logaritmica Uy se empleara alguna otra, el problema es mucho
méas complicado. En esencia, esto se debe a que heuristicamente (por It6), si Q < Py Z es

el proceso de densidad, entonces: E¥ [W (Zr)] = EF [W(Z,)]+5E© [fOT W”(ZS)ZSﬁSa(XS)ﬁS] ,
donde X es el proceso de coordenadas que se supone satisface junto a P el problema
de martingala asociado a 3.6.4 y ( es el logaritmo estocastico con respecto a M =
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X — X — fo b(Xs, s)ds. Asi, en el problema de optimizacién de portafolio de la Pro-
posicién anterior W(z) = zlog(z), de donde el término W"(Z;)Zs = 1. Esto simplifica
notablemente la minimizacién de EF [IW(Z7)] al mover Z sobre todos los Q < P tal
que el proceso de coordenadas tenga marginales predefinidas. Aun asi, se puede dar una
respuesta semi satisfactoria en el caso de utilidades tipo potencia:

Sea a € (0,1) y definir:

Uns(z) =

{ o sir>0 (3.6.10)

—00 sl no.

Unos célculos un poco tediosos muestran, en la misma linea que en la Proposicion
anterior, que la correspondiente utilidad del “insider” asociada al flujo de informacién
débil (o al problema robusto Q") es:

T 11—«
o R
el = inf EQ @ ud U = : 1 “
ta() @gl@” 9214?5) {U (x +/o Ouds )} o { * 2(1 - 04)2} 7

_1
donde R := infgeor EF {fOT 74 By - a(XS,s)ﬁs]. En el caso de a = 1/2, se tiene que

R = infgegr 3Var (Z}) y luego la solucién del problema es la medida de minima varianza
dentro de Q.
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Conclusiones y Problemas Abiertos

Los logros o avances del presente trabajo pueden agruparse en torno a dos ideas: apli-
car la técnica de minimizacion de la entropia al problema de optimizacion robusta bajo
restricciones lineales y resolver el problema de optimizaciéon robusta sin una condicion de
compacidad sobre el conjunto de modelos. Para ambos lineamientos, fue 1til y necesario
establecer una relacion entre los ingredientes del problema robusto con los ingredientes de
los espacios de Orlicz.

Para lograr prescindir de la condiciéon de compacidad débil del conjunto de densidades
de los modelos factibles, fue necesario asumir la reflexividad de un determinado espacio
de Orlicz relevante (asociada a una determinada funcién de Young). Afortunadamente
esta condicién de reflexividad todavia se puede verificar de manera relativamente simple
a partir de los ingredientes originales del problema. Se intenté emular lo mas posible los
resultados en [SWO05] para lo cual fue necesario verificar la legitimidad de sus argumentos
en el presente contexto. Asi, todo culmina en la proposicién 3.4.3 esencialmente bajo la
suposicion de que la funcién de utilidad no llegue continuamente a —oo, que la funcién de
Young pertenezca a Vo N [Ay global] més que el conjunto de densidades de los modelos
factibles sea convexo para combinaciones infinitas, cerrado débil y no acotado en el espa-
cio de Orlicz dado (caso acotado es més simple). Con todo, se logra aplicar los resultados
de [Léo08| concernientes a minimizacién de la entropia en las proposiciones 3.2.1, 3.3.1 y
3.5.1 (caso completo e incompleto con compacidad débil y caso completo sin compacidad
débil, respectivamente), cuando la incerteza es lineal en el modelo.

No fue posible prescindir de la convexidad bajo combinaciones infinitas del conjunto
de densidades factibles, ni esta clara su necesidad en el caso de incerteza lineal. Ain mas,
para este ultimo caso no fue posible entender en términos de los ingredientes originales
del problema una cierta condicién de factibilidad (que involucraba el “intrinsic core” de
la imagen del dominio del funcional de proyeccién). Por otro lado, en la seccién 3.5.1 se
ilustra la teoria desarrollada en un ejemplo bastante sencillo. Serfa interesante encontrar
mas ejemplos, ojala de mayor complejidad, para seguir explorando la utilidad practica de
los resultados anteriores. En términos mas amplios, hubiera sido deseable entregar una
interpretacion probabilista de los resultados generales obtenidos. A modo de ejemplo, pa-
rece intuitivamente claro que la solucién del problema dual debiera estar relacionada con
el “drift” del precio bajo la medida 6ptima, o al menos dicha medida debiera resolver un
problema de martingala asociado a algiin operador que dependa de la solucién del proble-
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ma dual. Esto permitiria aportar una mirada trayectorial del mercado formado. Por otra
parte, en lo que se refiere a dualidad, queda abierto el problema asociado a restricciones
no lineales.

En la seccion 3.6 se mostré como emplear los resultados de “insider trading” bajo
informacion débil, para resolver el problema de optimizacién robusta cuando la incerteza
de modelo es de tipo momento. Se ilustré con un ejemplo cémo el calculo de variaciones
puede ser ttil para resolver dicho problema robusto. Ademaés, se resolvié con cierta limi-
tacion el problema robusto o de “insider trading” asociado a un flujo de informacién débil
(donde las marginales de una variable aleatoria son conocidas para cada tiempo). Tanto
las discusiones como los argumentos fueron en general mas informales en estas partes, por
lo que una formalizacién mas profunda se hace necesaria.
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Apéndice

Los siguientes dos teoremas clasicos ilustran la relacion que existe entre los conceptos
de espacios de Orlicz, integrabilidad uniforme y compacidad débil en L!.

Teorema A.0.2. Teorema de de la Vallée Poussin
Sea K un subconjunto de L'(Q,P). Entonces son equivalentes:

1. K es uniformemente integrable.
B _

2. Eziste una funcion positiva G(-) definida en Ry, tal que lim;_ % =400 y:

iglrgE(G(f)) < 0.

Demostracién. Ver el Teorema 22, pagina 24 del capitulo 11, de [DMT78].
o

En el Teorema anterior, GG se puede escoger convexa e incluso puede escogerse como
una funciéon de Young, o atiin mas, como una N-funcién.

Teorema A.0.3. Criterio de compacidad de Dunford-Pettis
Sea K un subconjunto de L'(Q,P). Entonces son equivalentes:

1. K es uniformemente integrable.
2. K es relativamente compacto en L' con su topologia débil o(L', L*).
3. Toda sucesion en K posee una subsucesion convergente en la topologia débil o(L*, L>).

Demostracién. Ver el Teorema 25, pagina 27 del capitulo 11, de [DMT78].

Proposicién A.0.2. Proposicion 1, [RR91]
Si ¢, son dos funciones de Young conjugadas, entonces si f € Ly(p) y g € Ly(1), se
tiene la desigualdad de Holder siguiente:

[ 173ldi < 201811 lgle.
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Demostracién. Ver la Proposicion 1, pagina 58 de [RR91], més el comentario (“remark”)
que le sigue.

o

En el desarrollo de la optimizacion robusta cuando el conjunto de densidades de los
modelos es no acotado en un cierto Orlicz reflexivo, se hace necesario emplear un Teorema
minimax ad-hoc, como el siguiente:

Teorema A.0.4. Teorema 4%, [Tuy04]

Sean C, D dos subconjuntos cerrados y convexros de dos espacios vectoriales topologicos X
e Y respectivamente. Sea ademds una funcion F' : C' x D — R cuasiconveza y sci en la
primera variable, y cuasiconcava y scs en la sequnda sobre todo segmento de linea.

En el caso en que X es un Banach reflexivo, y sup,cp F(z,y) — +oo a medida que
l|z|| = oo, x € C, se tiene que:

sup inf F(x,y) = inf sup F(z,y) = minsup F(z,y),
yeD z€C zeCyep zeC yeD

donde C C C es un compacto.

Demostracién. Esta es la parte (Q) del Teorema 4% [Tuy04).
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