UNIVERSIDAD DE CHILE )
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

MODELAMIENTO Y SIMULACION NUMERICA
DEL CRECIMIENTO DE TUMORES Y DE ALGUNAS TERAPIAS
ANTITUMORALES

MEMORIA PARA OPTAR AL Tf:I‘ULO DE INGENIERO CIVIL
MATEMATICO

CRISTOBAL SEBASTIAN QUININAO MONTERO

PROFESOR GUIA:
CARLOS CONCA ROSENDE

MIEMBROS DE LA COMISION:
PATRICIO CUMSILLE ATALA
ZIOMARA GERDTZEN HAKIM

SANTIAGO DE CHILE
DICIEMBRE 2010



RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE

INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: CRISTOBAL QUININAO M.

FECHA: XX/XX/2010

PROF. GUIA: Sr. CARLOS CONCA ROSENDE

MODELAMIENTO Y SIMULACION NUMERICA
DEL CRECIMIENTO DE TUMORES Y DE ALGUNAS TERAPIAS ANTITUMORALES

Considerando la importancia del cancer en Chile y en el mundo, es necesario planear
estrategias para estudiar y controlar esta enfermedad. Sin embargo, es dificil tener un
pronostico y tratamiento precisos del cancer, debido a la complejidad del crecimiento de
tumores y a la respuesta altamente variable de paciente en paciente. Por esta razon, es
necesaria la identificacion de biomarcadores del cancer y su simulacién numérica en un modelo
apropiado para este sistema bioldgico.

El objetivo del presente trabajo es proponer un nuevo modelo matematico multiescala, lo
suficientemente estable con respecto a los valores de los parametros, y lo suficientemente
robusto para predecir el crecimiento de tumores acoplado con angiogénesis tumoral y con el
uso de terapias antineoplésicas.

A partir de trabajos anteriores del tema se obtienen las hipdtesis esenciales que describen
la evolucién de la enfermedad y con esto se propone un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales que incorpora las nociones de quimiotaxis de manera de describir la competencia
entre el déficit de nutrientes y la aparicién de nuevos vasos sanguineos. Los efectos de una
terapia mixta son también uno de los ejes centrales de la modelacion, lo cual se hace basado
en protocolos aprobados por la U.S. Food and Drug Administration.

Desde el punto de vista de la calibracién del modelo se puede establecer que dos de
tres estimadores se ajustan a la literatura actual (tiempo de explosién de la neoplasia y
distribucién de capas celulares), mientras que las diferencias en el tercero de ellos (total de
células en la neoplasia) se puede justificar por la inclusién de las densidades de células que
forman los vasos sanguineos en el balance de masas. Respecto a los resultados se establece
que efectivamente el tratamiento retrasa la vascularizacién de la enfermedad, pero, que los
efectos de quimicos antiproliferacion no se ajustan a la realidad dejando un margen de mejora
de las ecuaciones.

Se deja explicito que mediante la experimentacion real con cantidades celulares el modelo
puede ser contrastado y evaluado de mejor manera, sin embargo, los resultados permiten decir
que se va por un camino correcto para entender desde un prisma matematico la enfermedad.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El cancer o neoplasia es una enfermedad incluso més antigua que el ser humano. Se ha
documentado la presencia de ésta anomalia en fésiles de dinosaurios, en seres humanos
antiguos (referencias en papiros egipcios y grabados de la cultura Inca), en animales como
sapos, serpientes y otros metazoos, e incluso en arboles y plantas.

Un ejemplo claro de la antigiiedad de dicha enfermedad es la etimologia de la palabra
cancer, la cual se remonta a la época de Hipdcrates (aproximadamente 460 A.C) como una
deformacion del término Karkinos: personaje mitolégico que corresponde a un cangrejo que
ayudo a Hydra en su batalla con Heracles. Esta interpretacién es alusiva a la forma de la
neoplasia de mama la cual se presenta como una masa central con prolongaciones que la fijan
al tejido sano.

Segun el Departamento de Epidemiologia del Ministerio de Salud de Chile, en su libro de
Estadisticas de Natalidad y Mortalidad del ano 2000 [11], el total de muertes registradas
durante dicho periodo fue de 78814, de las cuales 19059 fueron causadas por neoplasias, es
decir, un 24,18 % y sélo fueron superadas por las enfermedades al sistema circulatorio las
cuales alcanzaron un nimero de 21958, o un 27,86 %.

Como es de esperar, al ser una enfermedad degenerativa, los grupos de adultos por sobre los
45 anos fueron los mas afectados, constituyendo un total de 17612 o sea un 92,4 %. Este hecho
redunda en que el cancer ocupe el séptimo puesto en importancia de enfermedades segin el
indicador AVISA que mide la pérdida de anos de salud, es decir, la competencia entre los
anos de vida perdidos por muerte prematura (AVPM) y los afios vividos por discapacidad
(AVD) [10].

En la Tabla 1.1 se puede apreciar la distribuciéon de muertes en Chile segin rangos de edad
y sexo, v los respectivos datos para las que fueron producidas por neoplasias para el ano
2000. Es de suma importancia entender que estos abultados ntimeros, y considerando las



Grupos de Edad (Anos)
TOTAL -1 1a9 10al19 20a44 45a64 65a79 80 o més

Todas las Causas 78814 2336 746 986 7357 15970 26573 24846

Hombres 42970 1263 445 671 9371 10020 15046 10154
Mujeres 35844 1073 301 315 1986 5950 11527 14692
Neoplasias 19059 16 103 119 1209 5218 8012 4382
Hombres 9702 7 65 68 543 2545 4385 2089
Mujeres 9357 9 38 o1 666 2673 3627 2293

Cuadro 1.1: Defunciones segin grupos de edad y Sexo, ano 2000

proyecciones hechas por el Gobierno para la presente década, las iniciativas para entender la
evolucién del cancer revisten una trascendencia tanto para el ambito cientifico, como para el
desarrollo de politicas publicas.

1.1. Las Distintas Escalas en los Modelos

La evolucién de los tumores es un proceso altamente complejo, que involucra distintos
procesos presentes en organismos vivos los cuales suceden en distintas escalas. Desde el estudio
de los pequenos cambios en el genoma, las anomalias en los miltiples puntos de control del
ciclo celular, la agrupacién de células en forma de neoplésias sélidas, la invasién de tejidos
circundantes y hasta la aparicién de angiogénesis y metastasis. Muchos subprocesos forman
parte y deben ser considerados por separado para lograr el objetivo de entender correctamente
el sistema.

Desde el punto de vista del modelador los fenémenos que suceden a un nivel intracelular
son estudiados en una escala microscopica. Ejemplos de dichos sucesos son la sintesis y
degradacion de ADN, la expresién de genes y genotipo, las alteraciones al ciclo celular con
sus correspondientes cambios quimicos, la activacién y blindaje de receptores, y todos los
procesos normales de alimentacién, respiracion y reproduccion celular.

Luego viene la escala mesoscopica que se preocupa de las interacciones entre las células y
por consiguiente toma en cuenta los promedios de progresion y activacién de poblaciones
celulares, es decir, la invasion de células cancerigenas en tejidos compuestos por endotelio,
macrofagos, linfocitos y otros; y de los procesos de intravasacion y extravasacion: inclusion y
escape de las drogas fuera de la vena y dentro de la piel.

Finalmente se encuentra la escala macroscopica, la cual se estudia mediante las herramientas
de medios continuos, pues se ocupa del estudio de los tejidos. Es en este nivel donde se
enmarcan las ecuaciones de reaccion-difusion y de la mecanica. Respuestas entre tejidos,
migracion y conveccién celular, metastasis y transiciones de fases son los ejemplos clasicos



que se estudian a este nivel.

Como es natural, las variaciones en alguno de los niveles inferiores afecta directamente las
condiciones del siguiente de ellos, y lo mismo sucede a la inversa, pues cambios en la confi-
guracion de nutrientes a nivel macroscopico redunda en procesos de intravasacion y por ende
en las condiciones del ciclo celular. Es por esto que aparecen los modelos multiescala que
tienen en consideracion los distintos niveles descritos y que son el centro del trabajo que se
describird en los siguientes capitulos.

Desde ya hace varios anos los matematicos han brindado multiples aproximaciones para
el problema en forma de modelos fenomenolégicos. Desde simples EDO’s que describen
el crecimiento del radio de una esfera cancerigena en exceso de nutrientes, pasando por
esquemas mas complejos que abarcan los tumores heterogéneos y edad celular, casi todas
las dreas de la matematica han dicho presente. Es asi como se tienen aproximaciones
deterministas, estadisticas, probabilisticas e incluso algunos modelos discretos que incluyen
las ideas anteriores.

El enfoque que se utiliza en el presente trabajo esta basado en consideraciones mecanicas y por
ende principalmente utiliza el enfoque macroscépico, donde las distintas funciones utilizadas
se entenderan como concentraciones de las distintas especies en el dominio computacional.
También incluye el nivel mesoscopico para computar la velocidad de conveccion de las
distintas cantidades, y por ultimo incluye algunas aproximaciones de los procesos de
extravasacion que se han mencionado.

Un punto crucial que se detallard es la inclusion del proceso de angiogénesis mediante
distintas variaciones de ecuaciones que describen procesos de quimiotaxis, para terminar
con una discusion sobre los llamados tratamientos anti-invasivos mixtos que se detallaran en
el siguiente capitulo.

En el Capitulo 2 del presente trabajo se describirdn los aspectos biolégicos necesarios para
entender el problema, mientras que en el Capitulo 3 se expondran distintos modelos que se
han propuesto hasta hoy. En los Capitulos 4 y 5 se describird el niicleo de la presente memoria
los cuales corresponden al sistema de ecuaciones en derivadas parciales y su correspondiente
implementacion numérica. También se incluyen algunos resultados analiticos que ayudan a
la comprension del algoritmo numérico utilizado.

El Capitulo 6 se centra en la discusién de los parametros utilizados y sobre los resultados
para distintas configuraciones iniciales. En el Capitulo 7 o de Conclusiones se exponen los
pasos a seguir y algunas alternativas que nacieron como lineas de investigacion para futuros
proyectos.



CAPITULO 2

CONSIDERACIONES BIOLOGICAS

2.1. El Ciclo Celular

Antes de describir correctamente el cancer, y los procesos derivados de ésta enfermedad, es
necesario tener claro el proceso natural de propagacion de una célula sana, el cual se conoce
como ciclo celular.

El ciclo de division celular es, por definicion, la secuencia de eventos que llevan a la
reproduccion de la célula [22]. La reproduccién del organismo en cuestiéon puede ser directa,
como sucede con las entidades unicelulares donde a partir de una célula madre nacen dos
células hijas genéticamente idénticas las cuales después de madurar se convierten en dos
organismos distintos; o indirecta, como sucede en los organismos pluricelulares donde la
division celular sélo es un paso intermedio para la reproduccién de la especie. En este
ultimo tipo de organismos, la division celular también cumple un rol trascendente en el
reemplazo de células perdidas por efectos del tiempo, agresiones externas o simplemente mal
funcionamiento.

Es importante retener en mente el hecho que en las células que forman los tejidos de los
organismos vivos o células somaticas, el contenido genético del producto de la division celular
es una copia exacta del de la célula madre, y lo mismo sucederd con las caracteristicas
funcionales y estructurales de los descendientes, proceso que seguira inalterado a menos que
se produzcan mutaciones. Para el correcto fin de este propdsito es mecesario que a nivel
microscopico se coordinen una serie de procesos que dan forma al denominado sistema de
control del ciclo celular [22] y cuyas fallas serdn fundamentales en la aparicion del cancer.

Respecto de este mecanismo de control, es necesario mencionar que su evolucién a través del
tiempo ha llevado a una perfeccion dificil de entender. Un ejemplo de lo anterior dicta que la
division celular sucede en etapas bien determinadas, que hacen que el sistema de control sea



independiente de lo que se controla y que detiene las etapas de reproduccion de ser necesario.

Como es sabido, una primera caracterizacién de las células consiste en la presencia de nicleo
delimitado o eucariontas, y la procariontas o con un nicleo difuminado en el citoplasma. En
las primeras, que son las que se incluyen en la presente investigacion, la serie de subprocesos
que son necesarios para la correcta division celular son conocidos, en conjunto, como ciclo
celular, el cual se divide a grandes rasgos en interfase y mitosis.

= Interfase: Consiste en la serie de subprocesos que tienen como fin la preparacién de la
célula madre para la division propiamente tal.

La interfase comienza con la etapa G1 que se caracteriza por una alta actividad
bioquimica. En este proceso la célula incrementa el material enzimatico, duplica los
organelos y otras estructuras que pertenecen al citoplasma aumentando de tamano.

Si el sistema de control recibe senales externas que codifiquen que la célula no necesita
duplicarse (por ejemplo, un tejido muscular o esquelético en estado de reposo) puede
pasar a un estado de senescencia denominado GO.

Posterior al estado G1 comienza uno de los procesos mas importantes del ciclo y
que determina si la divisién fue exitosa o no llamado fase S. Esta fase consiste en
la duplicacion del material genético, la condensacion de éste en forma de cromosomas
y cromatidas. Finalmente se produce la fase G2, la cual consiste en la organizacién
interna y preparacion para la division.

» Mitosis: Corresponde a la divisiéon nuclear y celular, donde la primera es propiamente
dicho la mitosis y la segunda es conocida como citodiéresis. En conjunto ambas etapas
se denominan Fase M del ciclo celular y terminan para dar paso a una nueva interfase.

En la Figura 2.1 se presenta un esquema con el orden ciclico de este proceso natural, el cual
en condiciones normales se regula por la accién de la etapa GO.

2.2. El Cancer y El Ciclo Celular

El cédncer es un grupo de enfermedades caracterizadas por el aumento anormal del niimero
de células. La progresion de esta enfermedad es un proceso dirigido por la acumulacion
gradual de mutaciones génicas, el cual aumenta la actividad de las proteinas regulatorias que
estimulan la proliferacion celular y disminuye la actividad de las proteinas que naturalmente
la restringen [22].

Una agrupacion de células que tengan en comin caracteristicas funcionales definen lo que se
conocera como tejido. En un organismo complejo como el ser humano, cada tejido tiene un
tamano éptimo, el cual estd basado en las necesidades del cuerpo y se regula por la accion de
senales quimicas y mecanicas externas. Para alcanzar y mantener el tamano y forma éptimas,
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Figura 2.1: (Etapas del ciclo celular en las células eucariontes) El ciclo comienza con la
division de organelos celulares y consiguiente aumento del tamano de la célula en la fase G1.
Luego se puede entrar en una fase GO, de reposo o a la duplicacion del material genético
en la fase S. La fase G2 se encarga de la organizacion interna de la célula para la correcta
division que ocurre durante la etapa M.

el control del ciclo celular juega un rol fundamental, y la asociacién de las células permite
que no se invadan los tejidos circundantes.

El cancer tiene como caracteristica principal la disminucién de la efectividad de las senales
que detienen la proliferacion, generando tejidos, que adelante llamaremos neoplasias, que
resultan agresivos y que crecen descontroladamente. Mds atn, la acumulaciéon de mutaciones,
hace a las células neoplédsicas mas resistentes y por ende no mueren cuando deben. En los
casos conocidos como neoplasias malignas, la diferenciacién genera células monstruosas que
adquieren la capacidad de segregarse invadiendo nuevos tejidos y dando paso al proceso de
metastasis.

Desde un punto de vista evolucionista, es posible decir que las células cancerigenas confieren
al tumor una ventaja genética que redunda en su mayor competitividad en la seleccion
natural. Su mayor actividad bioquimica produce que tengan mayor necesidad de nutrientes
generando que el ambiente sea menos propicio para el desarrollo de células sanas. La mayor
parte de los canceres comienza con una simple mutaciéon génetica lo cual permite a la
célula defectuosa generar descendientes mas vigorosos que los demés del tejido. Como ya
se menciond, los nuevos descendientes seran virtualmente clones de la célula defectuosa,
originando una proliferacién exponencial de la mutacién original.

Para hacer mas complejo el panorama, la accién acumulada que produjo la mutacién original
genera que con el paso del tiempo nuevas mutaciones afecten a las células cancerigenas, lo cual
redunda en el incremento de la capacidad de proliferacion y descontrol sobre los mecanismos
de regulacion del ciclo celular. Es sabido que la mayor parte de los canceres se componen de
entre seis y diez mutaciones independientes, las cuales se acumulan en la etapa de crecimiento
inicial por décadas [22].
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Los tres cambios principales en células tumorales son:

1. El crecimiento y division a una tasa inapropiadamente alta. Esto sucede pues pierden la
necesidad de factores que estimulen la mitosis, y aumentan la resistencia a los factores
extracelulares que inhiben la proliferacion y la diferenciacion.

2. Estan preparadas para resistir condiciones ambientales donde las células sanas
normalmente mueren, esto se traduce en la supervivencia a niveles extremos de hipoxia
y apoptosis.

3. Normalmente la cantidad de veces que una célula puede dividirse estd determinada
por la degeneracién de los denominados telémeros!, caracteristica que se pierde en las
células cancerigenas.

Con la apariciéon de una neoplasia, la cual inicialmente es no-letal o benigna, aumentan las
necesidades de nutrientes por parte del tejido original con la correspondiente disminucion
de la tasa de proliferacion, y se produce la angiogénesis: secrecién de senales quimicas que
potencian la formacién de nuevos capilares y vasos sanguineos a través de la activacién de
células epiteliales, que inicialmente se encuentran en estado GO. El resultado de este proceso
es el aumento de la tasa de proliferacion y eventualmente de escape de las células del nicleo
original generando nuevos tumores, o metéastasis. Es en este estado cuando se cambia la
denominacién del cancer para hablar de neoplasia maligna y la cual reduce drasticamente las
expectativas de supervivencia del enfermo.

En la Figura 2.2, se aprecia un esquema de cémo evolucionarian las células tumorales,
partiendo de una simple mutacién en una de ellas y la aparicién final de la metéastasis.

Segun [19] hay un mecanismo de doble-impacto en la carcinogénesis, y es segin la hipdtesis
“two-hit”, el proceso responsable de una gran cantidad de canceres. Los genes involucrados
son llamados genes tumor supresores (T'SG), son los encargados de limitar el crecimiento
descontrolado de las células e incluso de inducir la muerte de las mismas. Se han encontrado
una gran cantidad de ellos dependiendo del tipo de neoplasia, sélo como ejemplo se
mencionara el gen Rb presente en la retinoblastoma, y los genes BRC1 y BRC2 presentes en
el cancer de mama [19].

El proceso de mutaciones puede ser descrito a nivel microscopico mediante el siguiente
diagrama

Ay =" By =" Cr)
Donde se tiene la presencia de un gen A que es el que presentara mutaciones, B representa
el fenotipo con una sola copia del TSG desactivado y C' no tiene copias funcionales de TSG.
Este proceso da paso a un interesante modelo estocastico que se detallara en el siguiente
capitulo.

I Estructura repetitiva del final de los cromosomas de una célula eucarionte que habilita al ADN para ser
completamente replicado y que mantiene la integridad del mismo [22].
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Figura 2.2: (Etapas en un cdncer) (a) Inicialmente se presenta una simple célula afectada
con una mutacion que hace su requlacion del ciclo celular menos efectiva. (b) La mutacion
original se propaga mediante la mitosis y aparece un nuevo tipo de células mds resistentes a
las condiciones ambientales extremas. (¢) El tumor llega a un tamano critico y se produce la
angiogénesis. (d) Las células se separan de la neoplasia generando nuevos tumores.

2.3. Duracion del Ciclo Celular

Para poder acotar las escalas de tiempo que se utilizardan en lo que sigue del trabajo, es
imprescindible tener en consideracién la duracion de las etapas del ciclo celular.

La duraciéon del ciclo de divisién celular presenta variaciones importantes segun el tipo de
tejido implicado y segun el organismo considerado (Cuadro 2.1). De hecho el mecanismo para
medir la duracion del ciclo celular es altamente indirecto y asume varias hipdtesis estadisticas.
En general se pueden asumir tres tipos de células diferenciadas entre si segiin la especializacion
que presentan: es asi como las células con baja especializacién, como las que conforman la piel
y los capilares sanguineos, tienen la capacidad de reproducirse rapidamente lo cual resulta
evidentemente positivo para el organismo, pues en ambos ejemplos anteriores una simple
herida requiere de una recuperacién en un intervalo de tiempo limitado. La segunda clase
usualmente no se divide, pues se encuentran en estado GO, pero segin estimulos apropiados
puede entrar nuevamente en el ciclo celular; ejemplos de este tipo son las células que
conforman el higado y los glébulos blancos. El tercer tipo, o células con alta especializacion
estructural, normalmente pierden su capacidad de divisién. Un ejemplo clasico de este tltima
clase son las neuronas y las células musculares [20].

2.4. Evolucion de la Enfermedad

Ademas de las consideraciones de mutacién genética, el cancer es posible estudiarlo segin
sus efectos sobre el organismo los cuales didacticamente se pueden dividir en las fase inicial
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Interfase Mitosis Total

G1 S G2 M
5 horas 7 horas 3 horas 1 hora 16 horas

Cuadro 2.1: Duracién Media del Ciclo de Division Celular.

avascular, seguida de la fase vascular de crecimiento. Es importante resaltar que los procesos
son continuos y no existe una clara diferenciaciéon entre unos y otros in vivo. Durante la fase
temprana de crecimiento, el oxigeno y los nutrientes son entregados a las células tumorales,
asi como los productos de desecho son eliminados desde las mismas, via un mecanismo de
difusién desde y hacia los vasos sanguineos proximos, y bajo estas condiciones las células
tumorales proliferan rapidamente consumiendo més nutrientes que las células del tejido en
donde se hospedan [6].

Considerando que los tejidos sanos tienen una tension de oxigeno de aproximadamente un
7% (53mmHg) y que la distancia de difusién de este gas en tejidos es de ~ 100um [14], el
crecimiento tumoral es limitado en tamano [26] y mantenido durante un corto periodo de
tiempo. Bajo estas condiciones, el compartimiento neoplasico rapidamente supera la distancia
de difusién del oxigeno y llega a sufrir una falta de éste gas hasta niveles de hipoxia. Asi,
la tension de oxigeno en un tumor puede ir desde el rango fisiol6gico (~ 7 %) a una hipoxia
severa (< 1% de oxigeno) o inclusive ser andxico (muerte celular por falta de oxigeno) [14].

En la hipoxia severa, es comun encontrar areas de necrosis, lo cual es otra caracteristica
comun de los tumores solidos. Ademéds, usando un modelo novedoso de estudio de células
individualizadas en monocapas de cultivos de células tumorales expuestas a un medio
deficiente de nutrientes, se ha mostrado que la limitacion de glucosa y oxigeno genera
células quiescientes en la periferia de la placa de cultivo [17]. En este sentido, es importante
conocer que el crecimiento de células quiescentes puede llevar a la recidiva y metéstasis
tumoral, los cuales son fenémenos que en ultimo término son la principal causa de muerte
por cancer [23],[9].

La respuesta inmediata a la baja tension de oxigeno es la estabilizacién del factor inducido
por la hipoxia (HIF) [23]. De hecho, una de las evidencias indirectas relacionadas con la
disponibilidad de oxigeno en el tumor es la cuantificacién de la expresion y actividad de HIF
en el tejido [9]. Es interesante notar que la extension de la hipoxia en el tejido, se correlaciona
fuertemente con una pobre sobrevida de los pacientes con cancer, resistencia a la terapia y un
fenotipo agresivo de los tumores, por ello la contribucion de la hipoxia en la biologia tumoral
es un area de intensa investigacién [14]. Por ello, en este trabajo modelamos el efecto de la
hipoxia sobre el tejido tumoral, y la resistencia de las células cancerigenas a las drogas usadas
en el tratamiento del cancer.

Bajo hipoxia, el HIF regula una serie de senales pro-angiogénicas, las cuales llevan a
la formacion de nuevos vasos sanguineos desde la microcirculacién de los tejidos en los
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que se hospedan las células tumorales. Se sabe que la fase angiogénica esta precisamente
caracterizada por un desarrollo de vasos sanguineos en forma cadtica. Asi, los capilares
en tumores de crecimiento réapido tienen un diametro de alrededor de 5 veces mas que el
encontrado en tejidos normales [1], los cuales no se diferencian normalmente en arteriolas o
vénulas, existiendo vasos sin conexién con otros (terminaciones ciegas), los cuales tienen una
incompleta y anormal capa de células endoteliales [15] y [25]. Todas estas anormalidades,
generan un flujo irregular de sangre [14] y perpetuan la entrega intermitente de oxigeno y la
actividad de HIF [21] y [8]. Bajo estas condiciones, la secrecién de factores angiogénicos
(TAFs), tales como el factor de crecimiento endotelial (VEGF), inicia el proceso de
angiogénesis (fase vascularizada).

Es interesante, ademds, resaltar que un aumento en la densidad de vasos sanguineos (es
decir, “hot spots”), asi como niveles altos de VEGF en el plasma son poderosas herramientas
prondsticas en muchos tipos de tumores humanos [9] y [27].

2.5. Tratamientos Contra el Cancer

Los agentes antineoplasicos pueden ser divididos en dos categorias: los que atacan el problema
aumentando la transicion de células proliferativas y quiescientes a necréticas, y los que inhiben
la accion de los quimioatractantes.

La primera de las categorias anteriores destruye las células danando su contenido genético.
La quimioterapia y la radioterapia son ejemplos de esta clase. Uno de los grandes problemas
de estas terapias es su toxicidad con respecto al tejido sano, aunque ultimamente se ha
trabajado en el mejor entendimiento de los circuitos del céancer [13], lo cual ha redundado
en el desarrollo de terapias locales que actian especificamente en las células neoplasicas sin
dano del tejido sano: se interfiere la correcta proliferacién de las células que se estancan en
un estado quiesciente confinando al tumor cancerigeno a un lugar determinado en el sistema.
Ejemplos de estos agentes terapéuticos son la cetuxima, que previene el factor de crecimiento
epidermal (EGF) enlazandose al EGFR y activando la cascada mitogénica (MAPK).

La segunda categoria de medicamentos se caracteriza por atacar la formacion de nuevos
capilares y vasos sanguineos. Este proceso puede ejemplificarse con la accién del agente
antiangiogénico Bevacizumab, el cual se enlaza a los receptores de VEGF: FLT-1 and FLK-1,
inhibiendo la accién del estimulante de crecimiento y por ende la formacién de capilares.

Los protocolos usuales de tratamientos médicos dictan que la inyeccién de ambos tipos de
medicamentos se haga en los mismos tiempos, por lo cual en cualquier modelo se debe acoplar
la administracion de drogas disminuyendo la cantidad de parametros libres en el sistema.
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CAPITULO 3

ESTADO DEL ARTE

En el presente capitulo se describen distintos modelos que simulan la evolucion de tumores
solidos. Como se vera a continuacion, las herramientas matematicas que es posible utilizar son
variadas, por lo mismo, la organizacion interna del texto se hara aumentando la complejidad
de cada uno de los sistemas. La Seccion 3.1 se basa en modelos basados en ecuaciones en
derivadas ordinarias (EDO). Aunque criticados, estos sentaron las bases para relaciones méas
complejas que se desarrollaron a posteridad. También se agrega una mirada a la efectividad
de tratamientos mediante un sencillo estudio de los diagramas de fases que resultan de los
sistemas de EDO incluidos.

En la Seccion 3.2 se presenta un pequeno resumen de las propiedades de un modelo
estocéstico, que es muy 1til para entender las mutaciones presentes en la aparicién primaria de
la enfermedad. Tal vez la relacion con los esquemas del presente trabajo no es clara a priori,
pero el incluir dicho modelo permite tener nociones sobre la constitucién de los términos
fuentes de las ecuaciones y las tasas de transicion.

Finalmente, se presenta un par de esquemas de tumores heterogéneos avasculares los cuales
permiten entender la presencia de distintas especies celulares. Esto es el punto central de
la apariciéon de la angiogénesis que, como se vié en el capitulo precedente, es un indicador
importante de la malignidad del cancer.

3.1. Modelos en Ecuaciones en Derivadas Ordinarias

En esta seccion se abordardan modelos muy simplificados que intentan describir las fases
iniciales de progresion de tumores sélidos, o como ya se explicé en el Capitulo 2, la etapa
avascular de la enfermedad. Estos modelos fueron virtualmente los primeros que aparecieron
en las matemadticas aplicadas para describir las dindmicas celulares y son formulados como
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sistemas de ecuaciones en derivadas ordinarias. Como se verd a continuacion, bajo ciertas
hipétesis sobre la distribucion espacial de las células, es posible describir la evolucién del
niumero de células proliferantes, quiescientes y necréticas y sus relaciones a través del tiempo.
Incluso hay modelos mas refinados que integran los efectos de quimioterapias bajo distintos
protocolos médicos [5].

Si se considera la progresién natural debido a la mitosis de una simple célula con una mutacién
del primer tipo, correspondiente a una progresién geométrica de base 2. Definiendo por N (t)
el nimero de células infectadas en el instante ¢, es natural definir una ley exponencial de
crecimiento:

dN
EZVN con N(tZO):N0>0, (31)

donde 7 es la tasa de proliferacién, o un parametro que controla la escala de tiempo en que
se produce la mitosis. La solucién de la ecuacion (3.1) estd sobre determinada y es la funcién

N(t) = Noe’yt.

La simplicidad de este modelo hace que sea muy poco realista, pues no considera ninguna
de las limitantes mecdanicas, como la presién interna del cuerpo humano, ni tampoco las
limitaciones ambientales dadas por la tensién de oxigeno y la presencia de nutrientes
basicos, como la glucosa, necesarios para la evolucién del ciclo celular. Tampoco incluye
consideraciones espaciales de cambios en los coeficientes del medio, ni la interacciéon con otros
tejidos. Es por esto que salvo el hecho que incluye correctamente la nocién de duplicacion
mitética, el modelo (3.1) no reviste gran interés para el mundo cientifico, salvo por su
exactitud para describir las etapas iniciales de la enfermedad.

Una primera modificaciéon que se puede hacer al modelo exponencial es agregar la capacidad
intrinseca de los sistemas biolégicos que, en este trabajo, se define como la cantidad maxima
de células que pueden coexistir por unidad de espacio. Esto se logra bajo una ley logistica de

crecimiento: N
- AN (1=
a ! < N

cuya solucién también es conocida y esta dada por la expresion

) con N(t=0)= Ny >0 (3.2)

NmazNO

N(t) =
( ) NO + (Nmax - N())eiﬁ{t

con limite igual a N,,., cuando t — oo.

Una observaciéon que se hace de la ley logistica es la simetria que presenta en torno a su punto
de inflexion, lo cual es poco 1til cuando se intenta hacer un ajuste a curvas experimentales.
Es debido a lo anterior que aparece una tercera ley en el sentido de EDO’s que es una
modificacién de las dos anteriores y que agrega un parametro 1 que modifica el punto de

inflexién: AN N O\
()] nve=0 =N >
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Figura 3.1: (Distintas leyes de crecimiento de tumores sdlidos) Todas las leyes son similares en
un primer intervalo de tiempo y muestran un crecimiento descontrolado del nimero de células
tumorales. Dependiendo de los valores del pardmetro n, se tienen distintas leyes logisticas,
donde la simétrica se tiene para n = 1. Los valores utilizados de los demds pardametros son
v =0,1, Nppaw = 1, Ng = 0,1.

con solucién

N(T)? 1/n
N(t) = Npo .
Q (Ng (Ve — N(?)ew)

En la Figura 3.1 se presenta una grafica comparativa para las curvas soluciones de los
modelos anteriormente descritos donde se evidencian las distintas caracteristicas de las curvas
de evolucion del nimero de células N(¢). También se incluyen distintas soluciones para
variaciones del parametro 7.

En los ultimos anos, el desarrollo de sistemas que incluyen los efectos de los medicamentos
ha potenciado el estudio de los modelos deterministas para la proliferaciéon de neoplasias.
Definiendo por M (t) la concentracién media de medicamento, es posible proponer el siguiente

sistema:

r_ _ _N _

N = o (1= ) —uMN (3.4)
M = aw— M —NM

donde el signo ()" representa la derivada temporal, p representa la efectividad del

medicamento, A es la vida media de la terapia, y § da cuenta de la tasa de consumo de
las drogas.

/

Las ecuaciones de (3.4) se pueden estudiar en detalle utilizando los conceptos de diagramas
de fases para sistemas no lineales. Lo primero es encontrar los puntos criticos del sistema, es
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decir, aquellos pares donde las derivadas de N y M se anulan simultaneamente:

7N(L—JL>—MMN -0

Nmaa:

oo — XM — BNM = 0

cuya solucién es

a
N=0 M=
y A’

o resuelve

VNma:p_,UMNmaz_ny:Oy y a/oo_)\M—/BNMIO,

es decir

YNm

ax _MNmaa:a;.o
A+ BN 3 ) 3 A

Para tener raices reales, el determinante de la expresién cuadratica anterior debe ser no
negativo. Sigue que

(A BNpaz \\° ANomaw [ P00
A—(3(1‘ ) )) I (W‘l)zo’

R U )]

lo cual corresponde mateméaticamente a una cota superior para el tamano de la dosis en el
caso de inyeccién continua de medicamentos.

N, N,
—’}/NZO - NQ—f—i (1_6 maaz) N—f-)\ max (Maoo_l)zo

es decir,
YA

oo <

Como N(t) representa la cantidad de células tumorales, si el primer punto critico es
asintoticamente estable se puede deducir que, de partir con un pequeno tumor, entonces
en un tiempo largo el tratamiento sera efectivo y el estado de equilibrio es libre de células
infectadas.

Se sabe que el Jacobiano del sistema evaluado en (0, as/A) es la matriz que representa al
sistema (3.4) linealizado. Esta matriz es
y-5= 0
= _,8(100 _)\

1-— N )_ﬂ_ M _uN
T Al = <7< T ' _A55N> ;

(0,a00/A)

y sus valores propios son:
Haoo
vpr=—A, Upa =7 — ——.

Ambos seran negativos si



y por ende, para una inyeccién continua superior a la cota inferior, el origen serd un nodo
asintéticamente estable.

Es necesario hacer notar que estos resultados son netamente matematicos y, aunque es
esperanzador preveer que el cancer desaparecera a medida que el tiempo transcurra, en la
practica no es aplicable esta conclusién, pues la toxicidad de las inyecciones afecta también
a los tejidos sanos y es por esto que se deben incluir protocolos clinicos en las restricciones
del problema.

Para finalizar esta seccion se presenta un sistema de EDO’s que incluye la interaccion de los
distintos estados celulares en ausencia de la accién del sistema linfatico (decaimiento natural
de las células muertas): Proliferacion, Quiescencia y Necrdsis:

P = (kpp—kpg — kpp)P + kopQ,
Q" = kpoP — (kgp + kop)Q, (3.6)
D" = kppP + kopQ

con condiciones iniciales Py, Qy, Dy > 0 dadas.

La eleccion de las tasas de transicion naturalmente deberia depender de los nutrientes
presentes en el sistema, para evitar aumentar la cantidad de variables del sistema se puede
utilizarlas nociones de ley logistica [5]:

N
krjg = vis (1 TN

donde N(t) = P(t) + Q(t) + D(t) y la transicién Q@ y DD nula.

En la Figura 3.2 se exponen distintas aproximaciones numéricas a las soluciones del
sistema 3.6, para dos elecciones de pardmetros de transicién, obtenidas con el método de
Runge-Kutta de orden 4. En la Tabla 3.1 se presentan los valores para los distintos parametros
de (3.6) con los cuales se modelaron los siguientes escenarios:

) con I,J €{P,Q,D}, (3.7)

(a) Medio ambiente hostil debido al déficit en la cantidad de nutrientes, lo cual se simula
utilizando altas tasas de transicién hacia el estado necrético de las células.

(b) Tejido bajo condiciones normales de nutricién en que las células en estado proliferante
aumentan en un primer instante hasta el tamano critico en y las quiescientes son las
que preponderan en el sistema.

(¢) Exceso de nutrientes: el punto de estabilizacién del sistema se caracteriza por una alta
cantidad de células proliferantes rodeando una cantidad menor de células quiescientes
y necréticas.

Las mnociones de modelamiento mediante derivadas ordinarias pueden ser facilmente
generalizados para incluir consideraciones espaciales mediante el uso de Ecuaciones en
Derivadas Parciales, y aunque hay numerosos modelos relativos, no se detallard ninguno
en el presente capitulo pues todas las caracteristicas principales de dicha forma de modelar
se tendran en el sistema de ecuaciones del Capitulo 4.
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Figura 3.2: (Distintas soluciones numéricas para el sistema (3.6)) Dependiendo de la
combinacion de tasas maximas de transicion yry se obtienen distintos limites del sistema:
(a) El tumor sufre necrdsis. (b) La condiciones ambientales generan una mayor cantidad de
células quiescientes por sobre las demds especies. (c¢) Las células proliferantes preponderdn
en el tejido.
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Ypp TPQ YPD YQpP YQD
Escenario [cells h™'] [cells h™] [cells h™'] [cells h™'] [cells h™!]

(a) 0.01 0.07 0.05 0.01 0.05
(b) 0.1 0.07 0.05 0.01 0.005
(c) 0.1 0.05 0.005 0.01 0.005

Cuadro 3.1: Pardmetros utilizados para la implementacion del método de Runge-Kutta con
el fin de encontrar una aprozimacion numérica de la solucion del sistema (3.6).

3.2. Modelos Estocasticos

En los modelos estocasticos, el punto central de estudio es la transformacién de las células
mediante mutaciones, es decir, se preocupan de estudiar los términos fuentes de los esquemas
anteriores. En la presente seccion se explicara un modelo estocastico sin distribucién espacial
que es denominado: Mutaciones de funciones-de-pérdida y ganancia, y que se reduce en tltimo
caso a estudiar las propiedades de una cadena de Markov [19].

Es sabido que las funciones celulares estan codificadas en el entramado del cédigo genético.
Resultados actuales [18] muestran que cuando un alelo especifico es transmitido a la
descendencia con mutaciones originadas tanto por fallos en el sistema de control de la mitosis,
como por agentes externos, la funcién que estaba programada en dicho alelo también se pierde.
Lo anterior se denomina mutacién pérdida-de-funcién.

Si se considera los genes tumor supresores (TSG), que son los encargados de controlar la
division celular mediante la inhibicién del crecimiento de la célula o induciendo la muerte,
una mutacion de pérdida-de-funcién en ellos es, obviamente, una causa potencial de cancer.
La caracteristica principal de las mutaciones en estos genes es que sucede mediante un proceso
de dos etapas.

En un inicio el alelo con mutacién actia como recesivo (es decir sus caracteristicas no son
evidenciadas en la descendencia), pero a medida que las células siguen con la reproduccién
mitdtica, se produce la aparicién de descendientes con ambos genes recesivos, lo cual redunda
en el incremento de la poblacion afectada y consiguiente aparicion de la neoplasia; esto pues
el TSG esta totalmente apagado.

Como si este panorama no fuera lo suficientemente cadtico, como ya se explico en el
Capitulo 2, nuevas caracteristicas aparecen en las células cancerigenas. Esto se produce por
nuevas mutaciones en alelos que generan funcionalidades inauditas en la célula lo cual se
denomina mutacion ganancia-de-funcién. Estos genes reciben el nombre de oncogenes, y son
los responsables de la malignidad de los tumores.

Para describir el proceso de mutaciones anterior sobre un TSG se utiliza el siguiente esquema

Aqy =" By =" Cry (3.8)
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donde A es un alelo con potenciales mutaciones, B representa al fenotipo con una copia del
alelo inactivada, mientras que C' no tiene copias funcionales del TSG. Los subindices simulan
la aptitud de las células y se asume r ~ 1, R > 1, mientras que los superindices son la
probabilidad de una simple mutacién. El proceso significa lo siguiente:

» La primera mutacién corresponde al evento que las células adquieran la inestabilidad
de un fenotipo mutado, pero sus caracteristicas funcionales siguen siendo similares a
las de las células originales. Esto explica que se utilice r ~ 1, el cual no necesariamente
es mayor al utilizado para el tejido sano.

= La siguiente mutacion ocurre con una probabilidad u; mayor, que origina células con
ventajas selectivas (R > 1) y por ende describen un estado absorbente (esto supone
que R — 00).

Finalmente se deben describir los estados en los cuales el sistema puede estar para transiciones
de intervalos de tiempo At pequenas. Si se supone una distribucién espacial homogénea
y una poblacion de exactamente N individuos de los tres tipos antes mencionados, la
dinamica queda definida por la posibilidad de las células de reproducirse y morir. El subindice
representa la capacidad de la subpoblacion de mantenerse en el tiempo, y el hecho de asumir
que las células sanas tienen una capacidad unitaria quiere decir que la escala de tiempo
utilizada es de aproximadamente 16[h], o en otras palabras, una vida celular.

Consideremos los posibles N +1 estados: para 0 < 7 < N se tiene la presencia de exactamente
j células del tipo B, y ninguna de tipo C'. Se anade el estado N 41 que representa la presencia
de al menos una célula de tipo C en el sistema. Es claro que el proceso X,, generado es una
cadena de Markov pues la transicion de un estado del sistema a otro depende sélamente del
estado predecesor y no de la historia de estados visitados en el pasado. Las probabilidades
de transicion son:
(1—u1)+NN J N(]i]j —1(—7)7“‘7“’ 0<j<N-1,
(3.9)

donde el primer término es la probabilidad de escoger una célula de tipo A para fenecer
multiplicado por la probabilidad de escoger una célula de tipo B para reproducirse y que
los descendientes no sean de tipo C; y el segundo término es la probabilidad de escoger una
célula de tipo A para morir multiplicado por la probabilidad de escoger una célula de tipo A
para una mutaciéon A — B.

N—-j rj
N N-J+rj

P(Xn—H :j+1|Xn :j) -

. N J N-=J ~
P(X,,1=7-1X,=j)==——""—(1—u), 1<j<N, 3.10
que es la probabilidad de escoger una célula de tipo j para morir multiplicado por la
probabilidad de la reproduccion de una célula de tipo A sin mutacién.

rj

P(XnH:NHIXn:J):m

u, 0<j<N, (3.11)
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la transicion del estado N + 1 al estado N + 1 es obviamente con probabilidad 1, y la de la
permanecer en los otros estados es

P(Xpo1 =j|Xp=7) = 1-P(Xpy1=7j+1X0n=74)...
= P(Xp = — 11X, =) = P(Xj4 = N 41X, = j).
(3.12)

Para estudiar las propiedades de este simple modelo es necesario investigar la fijacién al estado
N + 1 que es el unico estado absorbente de la cadena. Un analisis detallado de este aspecto
se puede encontrar en [19], donde también se estudian modificaciones espaciales relativas.

La ventaja de los modelos que se basan en objetos discretos es que permiten el estudio de las
causas de las mutaciones, y se pueden acoplar con esquemas mesoscoOpicos y macroscopicos
para obtener un cuadro més realista del problema abordado [28].

3.3. Modelos Espaciales para Crecimiento de Tumores
Avasculares

3.3.1. Modelo 1-Dimensional

En la presente subseccion se describird un modelo basado en las ideas de Burton [4] y
Greenspan [12], quienes se enfocaron en los efectos de los cambios en la composicién del
medio que rodea los tumores y su crecimiento debido a esos cambios. No sorprende entonces
que se suponga un tumor radialmente simétrico y que las variables claves del modelo sean:
R(t), el radio exterior del tumor; ¢(r,t), la concentracién del nutriente en el interior del
tumor; Ry(t), la localizacién del radio que separa las células quiescientes de las proliferantes;
y Rn(t), el radio que separa las células quiescientes de las necréticas.

Para del nutriente se asume un comportamiento difusivo para un coeficiente de difusion
constante e igual a D:

% — V. (DVe) - B(c, R, Ro, Ry), (3.13)

recordando las expresiones para el gradiente y la divergencia en coordenadas esféricas, se
tiene que la relacién anterior se reduce a

oc DO 0

En (3.14) la funcién B es una expresiéon que da cuenta del consumo de nutriente por parte
del tipo de células presentes en el radio r, la cual usualmente se reduce a una expresioén no
lineal, e incluso no continua que oscila entre 0 y el maximo consumo posible de nutrientes.
Una eleccion posible de B es

B(c, R, Ro, Ry) = BH(r — Ry). (3.15)
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Figura 3.3: (Diagrama esquemdtico de un tumor avascular totalmente desarrollado) La region
central representa el nicleo necrdtico (donde c(x,t) < cy), el anillo central representa la
region bajo hipozia (donde cy < c(x,t) < cy), y la cubierta exterior representa la region de
proliferacion (donde cg < c(x,t)).

con f la tasa media de consumo por parte de las células proliferantes y quiescientes.

Para el radio exterior R(t) se tiene la siguiente ley

1d

R R
55(33’): / I(c, R, Ry, Ry)r* dr — / N(c, R, Ry, Ry) % dr, (3.16)
0 0

donde T es la tasa de proliferacion y N la tasa de necrosis al interior del tumor, las cuales al
igual que B son tantas como modelos radiales existentes. La eleccién coherente con (3.15) es

I'(e, R,Rqg,Rn) = ~cH(r — Rg) (3.17)
N(c¢,R,Rg,Ry) = sAa+sAvH(R,—71) (3.18)

con s, Aa, Ay constantes dimensionales adecuadas. Con esta eleccién (3.14) deviene

1 ,dR R 1
—R?>— = Zdr — (MR + Ay R3). 3.19
G = [ GO AR (3.19)

Los otros radios son conocidos como resultado de la distribucién de ¢(r, ), pues es una relacion
implicita la que define sus valores temporales.

3.3.2. Modelo Visco-Elastico

En el presente apartado se describe un modelo visco-elastico para el crecimiento de un
tumor avascular [3], que incluye el concepto de edad celular con tres tipos de variables bien
determinadas: tejido sano, células cancerigenas y medio extracelular. Como el objetivo es
describir la evolucién en tiempo de la densidad de las especies (ntimero de células por unidad
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de volumen) se utilizara la siguiente notacion:

S(t,z) = densidad de tejido sano en el instante ¢ y en el punto z

L(t,z) = densidad del medio extracelular (liquido intersticial).
Pi(t,a,x)
Py(t,a,x)

Q(t, )

el supuesto fundamental en estos trabajos es que el nimero total de especies es constante
por unidad de volumen, es decir:

= densidad de la primera fase de proliferacién (mitosis).

densidad de la segunda fase de proliferacién (interfase).

densidad de células quiescientes.

S+L+/(P1+P2)da+Q_NO (3.20)

donde a es un pardametro que determina la edad de las células, es decir, en que etapa del ciclo
celular se encuentran.

Se denota por C(t, x) la concentraciéon de nutrientes y por H (¢, z) la acidez del medio, la cual
es proporcional al nimero de protones libres en el sistema. Ademas, se supone que a nivel
macroscopico se genera una velocidad de contraccién/expansién debido a la mitosis celular,

U(t, x).
El hecho que no se incluya en las variables a las células necréticas es debido al supuesto

que éstas son metabolizadas instantaneamente, y por ende pasan a formar parte de la fase
extracelular.

Utilizando los conceptos de balance de masas se tiene la siguiente ecuacion para la evolucion
de células sanas:

8t5 + V- (US) = —OzszSS, (3.21)

donde f4g es la tasa de apoptdsis para las células sanas. Las ecuaciones para la evolucién de
células neoplasicas son:

8tP1 + 8aP1 + V- (’Upl) = —Ckpprpl, (322)
8tp2 + 8aP2 + V- (UPQ) = —OépprPQ, (323)

donde una consideracién importante es la condicion de transicién que queda dada por
Pl ((Z = O) = 2P2(ama:r;,P2)a (324)

Py(a=0) = foPi(amaspr1)+ {%f@] Q(t™) (3.25)

todas las funciones f; son variables booleanas que dan cuenta de las transiciones de los
estados, asi por ejemplo, fo vale 1 cuando las condiciones ambientales son tales que las
células quiescientes vuelven al estado proliferante.
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Finalmente, las ecuaciones de las células en estado quiesciente y del medio extracelular son:
d +
OQ+V-(1Q) = (1= NPilo=amanrt) ~ | ho| QU =aufar@  (326)

amaz,P1 amaz,P2
oL+ V- (UL) = OészSS + / Oépprpl + / OCPfAPP2 + anAQQ
0 0
(3.27)

Para no entrar en detalles sobre las leyes que rigen la velocidad y los nutrientes (que seran
similares a las que se asumiran en el modelo que se propone en este trabajo) simplemente se
dird que son resultado de las leyes de medios visco-elasticos y de ecuaciones difusivas.

Este complejo sistema expuesto es muy dificil de analizar desde el punto de vista analitico, es
por esto que normalmente las conclusiones que se pueden obtener vienen dadas por el analisis
numérico y las aproximaciones de los esquemas anteriores [3].
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CAPITULO 4

LAS ECUACIONES DEL MODELO

El modelo mateméatico de crecimiento de tumores solidos en su fase vascularizada que se
describe a continuacién estd basado en algunos trabajos relacionades a la investigacion
de beneficios terapéuticos de estrategias de tratamiento contra el cancer. En especifico la
calibracién se hace en funcién de los trabajos de B. Ribba [24] y F. Billy [2] mientras que las
ecuaciones integran de manera original las nociones matemaéticas de quimiotéxis que resultan
de las ecuaciones de Keller-Segel [16].

4.1. Generalidades de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales

Cuando se trabaja con Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP), es necesario tener claro
el significado que tienen ciertas expresiones analiticas y también manejar un poco de
nomenclatura relacionada con dichos sistemas.

Sea ) C R? y el problema: encontrar X : (0,00) x  — R que satisfaga la ecuacion:

0X(t,x)

AVt )X (L2) -V (Do) VX (L) = f(baX) (4.1)
——

Vv Vv
transporte difusién fuente/sumidero

con v(t, x) velocidad y D(t, ) coeficiente de difusion de X (t,x).

De existir una solucién con u(t,z) de la ecuacién (4.1) de seguro dependerd de pardmetros
que no estan determinados. Al igual que se hace en el contexto de (EDO), agregar al problema
condiciones extras ayudara a identificar inicamente u(¢, ). Una primera caracterizacién de
estas restricciones es diferenciar entre condiciones iniciales (CI) y condiciones de borde (CB).
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Una condicién se dird que es (CI) si determina la configuracién de la incégnita X (¢, x) para el
tiempo inicial. Es importante senalar que X (¢, x) no estd necesariamente definido para t = 0,
por lo que se escribe:

X(0F,z) = lim X(t,2) = up(x), =z €9, (4.2)
t—0t+
y se entiende que, para casi todo x € Q (c.t.p), la solucién del problema se puede extender
mediante un proceso limite a ¢ = 0 y que coincide con el valor ug(z). El hecho de pedir que
la igualdad sea (c.t.p) es porque las soluciones no siempre serdn funciones en el sentido usual
de la palabra.

Por otro lado, una condicién se dira que es (CB) si determina los valores de la funcién X (¢, )
y/o de sus derivadas, cuando las evaluaciones se hacen en el borde del conjunto 0€2. Las (CB)
pueden ser de muchos grupos, pero la caracterizacién més general es la siguiente:

» Dirichlet: Se dird que una (CB) es de este primer tipo si determina los valores de
X(t,x) en todo el borde del conjunto €.

Sea ¢(t,x) una funcién definida en Rt x 9 entonces una condicién de tipo Dirichlet
se enuncia por:

X(t,z) = g(t,z), V(t,z) € R x IN. (4.3)

Cuando g¢(t,z) es la funcién nula se dird que el problema estd acompanado de
condiciones Dirichlet homogéneas.

» Neumann: Se dird que una (CB) es de este segundo tipo si determina los valores de
la derivada normal de X (¢, ) en todo el borde del conjunto .

Sea g(t,z) una funcién definida en R* x 09 entonces una condicién de tipo Neumann
se enuncia por:

OX (¢, )

o = VX(t,z) n(z)=g(t,z), V(i z)eR"Tx N, (4.4)

con n(x) la normal exterior a €2 en x. Al igual que antes, cuando g(¢,z) es la funcién
nula se dird que el problema estda acompanado de condiciones Neumann homogéneas.

Existen muchos otros tipos de condiciones de borde (caso de las condiciones mixtas o las
condiciones de Robin) pero en el presente trabajo unicamente se utilizaran las condiciones
antes detalladas.

Sea entonces el problema (4.1) acompanado de (CI) y (CB) Dirichlet. Se dice que u(t, x) es

solucion clasica si es dos veces diferenciable y satisface

%+ V- (vu) = V- (DVu) = f, para (t,z) € RT x €,
u(0T, ) = up(x), para z € €, (4.5)
u(t,z) = g(t, x), para (t,z) € RT x 09.
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Maés atn, se dice que u es de clase CJ"(R™ x ) si es k-veces diferenciable, con derivadas
continuas, en la variable temporal y m-veces diferenciable, con derivadas continuas, en la
variable espacial.

Un marco similar se define cuando las condiciones que acompanan al problema son (CB) de
tipo Neumann.

4.2. El Modelo

Espacialmente se considera €2 C R™, con n = 2,3 un subconjunto abierto, acotado y conexo,
tal que su borde permite definir el concepto de normal exterior salvo en un subconjunto finito
de puntos aislados. Se consideran los siguientes tipos de células: proliferantes, quiescientes,
necroticas, sanas y epiteliales inestables (que forman los capilares sanguineos en el tumor),
que seran entendidos como una densidad espacial dentro del dominio €2 segtin los supuestos
de los modelos mesoscépicos, y no como individuos aislados como serian descritos segtn la
mirada microscépica. En el Cuadro 4.2 se muestra la notacion que se utiliza en lo que resta
del capitulo.

Sea P(x,t) la densidad de células en estado de proliferacién en el punto z € ) y en el instante
t > 0; Q(z,t) la densidad de células en estado quiesciente o etapa GO del ciclo; N(z,t), la
densidad de células en necrésis; S(z,t), su simil para tejido sano; y p(x,t), la densidad de
células epiteliales. Siguiendo las nociones vistas en el Capitulo 3 se tiene que una forma de
describir el comportamiento puntual de P(z,t) es:

O Y (0P) = TP + farQ ~ (fra + [on)P (4.)
donde v es la velocidad de contraccion/expansién del tejido, I' representa la tasa de
reproduccién celular; fgp, la de reactivacion de las células en senescencia; fpg, la de transicion
al estado de quiescencia; y fpy la que incluye nocién de la muerte celular. La correcta eleccion
de estas funciones sera clave para la calidad del modelo, y por ello se hara una discusién
detallada de cada uno de los términos.

Como la proliferacion celular ocurrira siempre y cuando las condiciones ambientales lo
permitan, la funciéon I' depende de manera sensible de la cantidad de nutrientes presentes
en el sistema, que en el presente caso se limitara al estudio del comportamiento del oxigeno
denotado por C(z,t). Asi, siguiendo las nociones del modelo exponencial para el crecimiento
de tumores, si el nivel de oxigeno es superior al de hipoxia entonces la tasa de proliferacién
debe ser tal que la cantidad P(z,t) se duplique en un periodo de tiempo de 16[h], es decir:

_log?2

P(z,t) = Py(z)e” = 6

Ademas, el nivel de hipoxia se denotara Cl,,.
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Figura 4.1: (Funcion ') La tasa de reproduccion de las células proliferantes queda dada por
una curva infinitas veces diferenciable que fluctua entre valores cercanos a 0y a vy segun la
concentracion de oxigeno. La variacion estd en torno al punto de hipoxia Chyy,.

Una posible eleccion de I' es la funcién H(C(xz,t) — Cl,y), donde H es la funcién de Heaviside

1 siz>0
H(“")_{ 0 siz<0 (4.7)

El problema con esta expresion es su discontinuidad en C(z,t) = Cjyp, lo cual puede generar
inestabilidades numéricas. Una expresion infinitamente diferenciable que mantiene las buenas
propiedades de la funcién de Heaviside es

1+ tanh(R(C — Chyp))
2

donde R > 0 es un parametro externo que sirve para suavizar la funcion. En la Figura 4.1 se
presenta la curva I' para un valor de R = 3.

I'(C) =7 x (4.8)

Siguiendo la légica anterior, la cantidad de células que se reactivan fop debe tener una forma
similar a la curva de la Figura 4.1, salvo que la fluctuacion debe ser tal que la transicion entre
los estados quiesciente y necrético se produzca después de un ciclo celular completo: si el nivel
de oxigeno es superior a la hipoxia durante mas de 16[h], entonces las células senescientes
vuelven al estado de mitosis descontrolada. De acuerdo observacién la funcién fop queda

definida por:
1 + tanh(R(C — Chyp))

for(C) =~ x 5 : (4.9)

La curva fpg se obtiene inviertiendo a fop en torno a Cy, y considerando que la

concentracion de oxigeno debe ser mayor al nivel de hipoxia severa C3r7, pues de ser menor a
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Figura 4.2: (Funcion fpg) Curvas de transicion al estado quiesciente. Queda claro que a
niveles de oxigeno menores al nivel de hipozxia, la funcion aumenta por la transicion natural
del estado P al QQ, mientras que disminuye a medida que el oxigeno es extremadamente bajo.

dicho valor las células mueren en lugar de quedar latentes. Lo anterior se logra con la funcién

1 — tanh(R(C — Chy,,))) (1 + tanh(R(C — z;;;;») |

(4.10)

fPQ(C)=7< 5 5

representada en la Figura 4.2.

Finalmente, la muerte celular se debe estudiar con una consideracién extra que sera la
presencia de quimicos que aniquilan a las células en proliferacion, o quimioterapia. De esta
manera, si la concentracién de oxigeno es menor a Cjr7, se tendrd el proceso de muerte
celular. Adicionalmente, habra un porcentaje de tejido en necrosis debido a la efectividad del
tratamiento de quimioterapia Mj:

1 — tanh(R(C — C¢¥))

hyp
2

fpn(C, M) =~ < + eMl) , (4.11)

donde e representa la efectividad de las drogas y es un parametro que ajusta las unidades. La
Figura 4.3 presenta la curva 4.13 para e = 0,3[Mol '], R = 3 y dos concentraciones medias
de quimicos iguales a 0 y 1 [Mol].

Para las células en etapa GO, se tendra la relacion:

%—Cf + V- (vQ) = freP — (for + fon)@Q (4.12)

donde la tasa de muerte celular es solo por efectos de la hipoxia severa. Como las células
quiescientes no estan en constante division, sus requerimientos de oxigeno son menores y por
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Figura 4.3: (Funcion fpy) Curvas de la tasa de muerte célular. Queda claro que a niveles
bajos de oxigeno, la funcion aumenta por la transicion natural del estado P al N, mientras que
disminuye a medida que el oxigeno es superior al nivel de hipoxia severo. Para una efectividad
constante, a medida que la concentracion de drogas es superior, las curvas también lo serdn.

ende denotando por (. el umbral, la funcién fon queda

1 — tanh(R(C — Chee))
5 :

fon(C) =~ % (4.13)

El tejido sano serd estudiado desde una perspectiva un poco diferente. Si se recuerda S(z, )
es la densidad de células sin mutaciones, en este caso, si una célula sana muere por efectos
naturales del tiempo, el sistema linfatico la degrada hasta hacerla parte del medio extracelular
y se secretaran agentes que reactivaran a una de las células adyacentes para dividirse y
mantener la funcionalidad del tejido completo [20]. Se tiene por consiguiente que para todo
t>0:

%/QS(y,t) dy = 0. (4.14)

Utilizando el hecho que globalmente hay una velocidad de expansién del tejido se concluye
que una ecuacion plausible para describir la evolucion del tejido sano es:

83
5 TV @S) =0, (4.15)

donde se debe tener una primera condicion de compatibilidad para la velocidad:
| V-0 08w0dr = [ 000800l 0dy =0 (4.16)
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Figura 4.4: (Esquema de las transiciones de estados) Distintos estados de la neoplasia y las
posibles transiciones entre ellos dependiendo de la concentracion de oxigeno. FEl tejido sano
se asume en un estado de reposo, es decir, es un sistema cerrado que interactia unicamente
a un niwel macroscopico.

Las tasas de transicién que no estan balanceadas de los estados anteriores pasan a ser fuentes
para el tejido en necrésis, por ende la ecuacién de este tipo de células es sélo consecuencia
de las féormulas ya expuestas:

%_]Z‘FV'(UN) = [pnP + fon Q- (4.17)

La Figura 4.4 muestra esqueméticamente las direcciones de transicion de los distintos tejidos
antes expuestos: los tres estados del ciclo celular correspondientes a la neoplasia, mientras
que omite el comportamiento aislado del tejido sano. Como se incluyen las restricciones que
producen la activacion de las direcciones de cambio de estado, es posible entender de manera
grafica la accion de las funciones f7; que se han definido hasta el momento.

Sea ahora «a(x,t) la concentracién de (VEGF) presente en el sistema en el tiempo t. Bajo
la presencia de dicha senal quimica la ecuaciéon para las células epiteliales inestables debe
considerar ademas de los movimientos debidos a la interaccién de las células, el gradiente
quimioatractivo el cual afecta el comportamiento de p(x,t); més atn, estos factores de
crecimiento endotelial activan a las células generando una proliferacion de las mismas. Bajo
estas consideraciones se propone una expresion del tipo:

Y (00) + V(o) = o (118)

Como el movimiento de células debido a la concentracién de (VEGF) es local y se produce
hacia las zonas de mayor valor de «a(x,t), se tiene que gog debe ser funcién de Va. Para
mantener la generalidad, se ha de tener en cuenta el hecho que las células tienen una afinidad
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no constante respecto de la velocidad de quimiotaxis la cual se representa por x, luego una
expresion para goy es
gon = xpVa. (4.19)

Para f,, se utiliza una idea un tanto distinta a las anteriormente explicada. Denotando
por Tyax la concentracion de a bajo la cual la proliferacion es maxima y asumiendo que
la reproduccién acelerada del tejido epitelial es similar al de las células proliferantes, una
posible eleccién de f,, es

« MQ
_ 1— 4.20
fpp v TMAX T Q . ( MQ,ma:C) ’ ( )

donde M, representa la concentracién de medicamentos anti-angiogénicos.

Para las cantidades C(z,t), a(x,t), My(z,t) y Ms(z,t) se utilizan ecuaciones de reaccién-
difusion, donde los lados derechos seran claves para el correcto funcionamiento del modelo.
Para el oxigeno se tiene

oC
o V- (DcVC) = —gc + he (4.21)

donde g¢ representa los términos de sumidero del sistema y h¢ los de fuente, los cuales vienen
dados por:

gc = ()\c +ecP + ﬂcP)C VAN he = Csoup (1 — CC ) , (4.22)
max
con A¢ la vida media del oxigeno disuelto en el liquido intersticial, ¢ la tasa maxima de
consumo por parte de las células en estado de proliferacién, S su simil para las células
en estado de quiescencia, Cy,, la cantidad de oxigeno disponible en los vasos sanguineos
funcionales y C),4, la concentracién maxima de oxigeno disponible en los tejidos sanos.

Para « la relacion es similar pero se debe incluir los efectos de la presencia de células
epiteliales funcionales que producen la extravasacién del quimico del organismo. La ecuacién
que describe al (VEGF) es por consiguiente:

Oa

57~V (DaVa) = —ga + ha, (4.23)

con

go=a+mp)a A ha= (1 — tanh(RQ(C — Chyp))) (1 a

4.24)
Amaz ) (
donde A, es la vida media del (VEGF), 7 es la tasa de consumo de « por parte de los
vasos sanguineos, (i, es la produccion maxima de quimioatractantes por parte de las células
quiescientes, Ch,, es el nivel de hipoxia de las células sanas y o,q, es la méxima concentracion
de (VEGF) presente en el organismo.

Para describir el comportamiento de la quimioterapia M; y antiangiogénicos como el
Bevacizumab M, se consideran n inyecciones de quimicos localizadas espacialmente en los
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intervalos [T}, T;+1) con i € {1,...,n}. Sean d;1 y J; 2 los tamanos de las dosis para M; y My
respectivamente, las cuales serviran como un parametro de estudio de la efectividad de los
tratamientos en el Capitulo 5. Las ecuaciones que se proponen para los tratamientos contra
el cancer son

oM;
ot

M; \
Lmaz /) iq

con interpretaciones similares a las utilizadas anteriormente para \;, 3;,€; ¥ Mi maz-

En las ecuaciones (4.21), (4.23), (4.25) los pardmetros denotados por D¢, D, Dy, Dy
corresponden a los coeficientes de difusion de las distintas cantidades disueltas en el sistema.
Estas cantidades no son constantes pues recientes estudios demuestran que la densidad es
menor en las zonas tumorales que en los tejidos sanos, cantidad que puede variar en algunos
casos entre un 15 %-20 %. Para incluir este efecto en las ecuaciones se propone la siguiente
eleccion de D;

D; = Dj oz —(P+Q+ N), jeA{C 1,2}, (4.26)
donde Dj qp es la difusion media que se produce en los tejidos sanos y € se hace igual a 0,2.
Por su parte el factor x depende de la concentracion de p, pues a medida que las células
endoteliales aumentan en densidad acercandose al valor limite de la capacidad puntual del

tejido 1, la sensibilidad al gradiente de a se vuelve nula. También se tiene que la accion de
M se incluird en la ecuacién (4.18) por sus efectos sobre x, esto se traduce en

X = (1 — 5) X (1 — sz\/{iax) . (4.27)

Finalmente, se sabe que la densidad de células por unidad de volumen debe ser constante, lo
cual se denomina condicion de capacidad de los sitemas biolégicos. Utilizando el hecho que
se definié por ¢ dicha capacidad se tiene que para todo par (z,t),

P(z,t) + Q(z,t) + N(x,t) + S(x,t) + p(x,t) = 1. (4.28)

Sumando las ecuaciones (4.6), (4.12), (4.17), (4.15), (4.18) y utilizando (4.28), se encuentra
una condicion de compatibilidad para la velocidad del sistema

0
a—lf + V- (vY) + V- (gcr) = TP+ fp, (4.29)
y como 9 es constante, reacomodando términos se tiene
YV v =TP+ fopop—V - (9cn). (4.30)

Asumiendo la validez de la Ley de Darcy para medios porosos, sigue que la velocidad de
expension/contraccién del tejido es proporcional a un potencial o presién interna del medio

v=—kVo, (4.31)
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Variable Descripcion

Dominio computacional

Densidad de células proliferativas de la neoplasia
Densidad de células quiescientes de la neoplasia
Densidad de células necroticas de la neoplasia
Densidad de células sanas

Densidad de células endoteliales inestables
Concentracién de (VEGF)

Concentracion de oxigeno

Concentracion de droga anti-proliferativa
Concentracién de droga anti-angiogénesis

—

S=QR® 2O D

N

Cuadro 4.1: Notacién Utilizada en el Modelo

con k la porosidad del tejido. Se deduce una ecuacion que determina, salvo constante aditiva,
al potencial y que sera utilizada para calcular la velocidad v presente en las ecuaciones del
modelo

—V - (kV@) =TP+ f,,p—V - (9cn)- (4.32)

Respecto a las condiciones de borde se simula un sistema cerrado y tal que €2 no se expande
ni se contrae, para ello es necesario hacer v = 0 en 0 () o equivalentemente,

Vi -n =0, en los puntos donde es posible definir la normal exterior n, (4.33)

lo cual es coherente con la condicién de compatibilidad (4.16).

Siguiendo con la légica anterior, las cantidades difusivas no interactiian con el ambiente, lo
cual corresponde a condiciones de tipo Neumann homogéneas.

Para las células, las condiciones de borde para (x,t) € 02 serd necesario imponer:

P(z,t) = Q(z,t) = N(x,t) = p(z,t) =0, S(z,t) =1, (4.34)

Finalmente, se solicitard que las condiciones de borde sean funciones infinitamente
diferenciables y que cumplan la condicién de capacidad (4.28). En el Capitulo 5 se detallaran
distintos experimentos con condiciones iniciales determinadas.

En el Cuadro 4.2 se resume el sistema de ecuaciones y los significados de las distintas funciones
involucradas en el modelo propuesto.
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Entidad

Células Proliferantes

Células Quiescientes

Células Necréticas

Células Sanas

Células Epiteliales Inestables
Oxigeno

(VEGF)

Quimioterapia

Meds. Anti-Angiogénesis

Velocidad de Adveccién

Potencial

Ecuacion del Modelo

P+ V- (vP)=TP+ forQ — (frq + frn)P

Qe+ V- (vQ) = fpP — (for + fon)@Q
N, +V - (uN) = fpnP + fon@
S;+V-(wS)=0

pr+ V- (vp) + V- (geu) = fopp
Cy—V - (DcVC) =—gc + he

a;— V- (DaVa) = —go + ha

(My); =V - (D1iVM;) = =(M + a1 P+ £1Q) M

M-
_'_p (1 B Ml,'rrlmx

) Z?:l 51,j1[Tj7Tj+1}

(M) =V - (DVMy) = —(Aa + €2P + 2Q) My

M:
_'_p (1 B MZ,Tiax

v=—kVop

AV (/{;Vg@) =I'P+ fppp -V (QCH)

Cuadro 4.2: Sumario de las Ecuaciones del Modelo
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CAPITULO 5

IMPLEMENTACION NUMERICA DE LAS
ECUACIONES

En el presente capitulo se detallan las numerosas aproximaciones utilizadas para resolver el
sistema de ecuaciones del modelo y se presentan teoremas de existencia y que acotan los
errores cometidos al discretizar las expresiones.

Las ecuaciones del modelo pueden ser catalogadas principalmente en tres categorias, que seran
estudiadas independientemente en cada una de las secciones que constituyen el capitulo. La
estructura interna de lo que sigue es:

(a) Ecuaciones hiperbdlicas o de transporte para describir la dindmica de las densidades
celulares, las cuales incluyen restricciones del tamano del paso temporal para conseguir
estabilidad del esquema explicito utilizado.

(b) Ecuaciones parabdlicas o de difusién para las cantidades disueltas en el tejido. En este
caso se utiliza un esquema de paso intermedio semi implicito, reduciendo el estudio a
las matrices involucradas en el sistema.

(¢) Ecuacién eliptica para el calculo del potencial que define la velocidad de adveccién. Se
vera que en este caso no se tiene unicidad y por lo mismo las matrices involucradas
tienen un muy mal condicionamiento, lo cual debe ser corregido mediante artilugios
numeéricos.

Todos los esquemas numéricos se implementan bajo el método de las diferencias finitas,
que siendo extremadamente simple en su concepcion, tiene la ventaja de ser lo suficiente
flexible para incorporar las sutilezas que conlleva la resolucién de un sistema no lineal como
el propuesto fenomenolégicamente en el Capitulo 4.
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En lo que sigue sea Q C R? el cuadrado Q = [-R, R] x [-R, R] y X(z,t) la funcién vectorial
definida por
X([E,t):(P7Q,N7S7p70é,c,M1,M2,QO)(CU,t)- (5]‘>

Sea ademas 2, el subconjunto de €2 dado por el mallado de paso constante igual a
A =2R/ (71 + 1) tanto para la coordinada x como para la coordinada y, es decir, los puntos
(z%,23) € Q de la forma

o = —R+iA, z), = —R+ jA, i,7€{0,...,n+1}. (5.2)

Finalmente, y con el objetivo de simplificar la notacion, se utilizan sub y super indices de la
siguiente manera

fte, 2y, 23) = fF, (5.3)

para f alguna de las componentes de X (z,1).

5.1. Ecuaciones Hiperbdlicas

Sea Y (z,t) igual a P(z,t), Q(x,t), S(z,t) o N(z,t) y sea ty el instante de cémputo. Si se
supone que la velocidad de expansién/contraccién es constante e igual a

vy = v(z, tp), (5.4)

y si X (z,t) es una solucién clésica (o de clase C?) del sistema de ecuaciones definido en la
Tabla 4.2, entonces Y (z,t) debe cumplir

% + V- (1Y) =G(X) te (ty,0), (5.5)

donde G es una funcion escalar, infinitamente diferenciable. Las condiciones de borde que
gobernarian (5.5) son en cualquier caso Dirichlet constantes.

Desarrollando la divergencia presente en (5.5) se deduce que

oY + vy - VY = G(Y) —Y V- t e (to, OO) (56)

Sea (x,t) un punto de Q x (ty,c0) fijo y la funcién
2(s) =Y(x +w(s), t+s) s €R, (5.7)
con w(s) solucién del problema de Cauchy

d_w
ds

INotar que se esta suponiendo que el sistema evoluciona con velocidad constante y que existe solucién
clasica lo cual no necesariamente es cierto, de hecho es posible estudiar un sistema simplificado que tiene
solucién a lo mas durante un tiempo finito.

= vg(x + w(s)), w(0) = (0,0). (5.8)
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Asumiendo que las derivadas de vy son acotadas se tiene que el lado derecho de la ecuacion
anterior es Lipschitz continuo. Bajo estas consideraciones, un teorema clasico de ecuaciones
diferenciales ordinarias asegura la existencia de solucién de (5.8).

Derivando z(s) sigue?

dz d
o = g[Y(J;—l—w(s),t—i—s)]
= 0Y(z+w(s),t+s)+ d

w(s)

(x +w(s)) VY (x +w(s),t+s)

ds
= 0Y(z+w(s),t+s)+vo(x+w(s)) VY(x+w(s),t+s)
= [G(Y) =Y V- yl(x+w(s),t+s), (5.9)
consecuentemente
/_i % ds = 2(0) — 2(—t) = Y1) — Yz + w(—1),0): (5.10)
luego

Y(z,t) =Y (x +w(-t),0) + /t[G(Y) —Y V- wllx+w(s—t),s)ds =: L(Y), (5.11)

es claro que £(Y') es una transformacién de C°(€ x (t,00)) en s{ mismo.

Ahora, el supuesto hecho sobre la velocidad del sistema tiene sentido en una pequena vecindad
de ty. Sea t; el siguiente instante donde se computard la solucién numérica del sistema, el
siguiente teorema da una cota superior para t;, y por consiguiente reduce la busqueda de
soluciones al intervalo (fo, t1).

Teorema 1 Si G es alguno de los lados derechos de las ecuaciones (4.6), (4.12), (4.17),
(4.15) y si la divergencia de vy es acotada por k, > 03, entonces para § > 0, suficientemente
pequeno eziste w(x,t) funcion de clase C°(Q x (tg, to +9)), que resuelve (5.11).

Dem.:

La demostracién se basa en el hecho que para todo § > 0, el espacio C(Q x (to,to + 9)) es
un espacio de Banach, dotado de la norma del supremo.

Para la aplicacion del Teorema de Punto Fijo de Banach basta demostrar que la
transformacion L(Y) es contractante. Como G siempre es de la forma

G1(C, MY + Go(X) (5.12)

2Se hace un abuso de notacién al considerar que vg estd evaluado en (z +w(s), t + s), pero se subentiende
que sélo depende de la variable espacial y no de la temporal.
3Esta hipdtesis no es del todo restrictiva pues se debe recordar que vy cumple la ecuacién (4.30).
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con (G acotado y (G5 independiente de Y.
Para (zq,x2) € Qy t =ty + 0 se tiene

‘ﬁ(U) — L:(V)Klfl,l'g,t) = /Ot Gl(C, M1)<U — V) — (U — V) V- Vo ds (513)

IN

/0 (1GA(C. M) + |V - vo)| [U — V] ds (5.14)
< UK+ k)||U = V]|co. (5.15)

De esta cota se concluye que para § > 0, suficientemente pequefio, existe w € C°(Qx (to, to+0))
solucién de la ecuacion (5.11).

n
Sea
o fx,t) = f(ff%tl)(s—lf(w?to)’
o f(aty) = LT fAvto)Q—Af(x — 1A t)
O fz,to) = f(a:+iA,tZ) — f(x,t0)7
I faate) = L (xvto)—J‘A(Jf—@AJo); 516

y sus equivalentes para la derivada con respecto a la otra variable espacial.
Gracias a (5.16) es posible proponer un esquema explicito de solucién para (5.5): para
(3, 23, 1) sea Y% solucién de
at"YfJ + (v - fz)i,ja?*yi?j X 1{vg -2 > 0} + (vg - i)i’ja?’in?j X 1{vg -2 <0} +...
ot (0o - )i 0y TYE < W{wg - § > 0} 4 (vo - )05 Y x L{wg - j < 0}
= GXY) — YO 97w - 1) + 05 (00 D)

E(Xlo’j,vo)

(5.17)

Observacioén.: Se debe notar que del hecho que la velocidad normal de expansién del tejido es
nula en los bordes del cuadrado €2, entonces Yzlj sigue cumpliendo las condiciones de Dirichlet
impuestas al problema. Con esto las incégnitas para (5.17) se reducen a 1 < ,5 < n.

El esquema (5.17) estd condicionado por la relacién de estabilidad conocida como nimero
de Courant: la solucién en tiempo t; de expresiones de transporte sin fuente debe ser una
combinacion lineal convexa de los valores de la solucion en ty. Para explicitar este calculo y

para simplificar el entendimiento, se supondra por un instante que para (z},z3) se cumple
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v 1> 0y vg-j> 0. Despejando Y}

(210 . i)é

K +y;?j+1M+5xz(X° w) (5.18)

A 1,57

) )
Y, =Y (1 — (vo - i+ vo 'J)Z> +Y5;

y relaciones del mismo tipo aparecen para los demés combinaciones de valores de la velocidad.
Se deduce la condicién de estabilidad

A
0 < - . (5.19)
2 mdx |lvolli,
0<i,j<n+1
Denotando por
LIY]iy = 0pY+ (vo- )00V x 1{vg - i > 0} + (vg - 2);;07 7Y, x 1{vg -7 < 0}
oot (’UO . j)mf);’JrY;?j X ]1{1)0 . j > 0} + (UO : j)i7j6§’_§/i% X ]l{’UO j < O}
(5.20)
es posible enunciar la siguiente proposicion.
Proposicion 1 Para u, funcién de clase C*(R? X [ty,t1]), se tiene que
Liu)(z,t) — (us +vo - Vu)(x,t) = O(5 + A) (5.21)

es decir, el esquema propuesto en (5.17) es consistente y de primer orden de precision en
espacto Yy tiempo.

Dem.: Gracias a un simple desarrollo de Taylor se tienen las siguientes relaciones

t+ 1) — t | o
U(I’ * (15> U(x’ ) — 8{(,6(33, t) = é@tatu(x, t+ Ht),
1 |
L u(z + ALY —u(x,t 1 LA .
(vo(z,t) - 7) ( A) (.8 _ ou(z,t)| = (vo(z,t) - Z)E(ﬁﬁalu(:c + 6117, 1),
. :ux,t —u(x — Azt ] LA .
(vo(z,t) - 12) () A( ) _ ou(z,t)| = (vo(z,t) - z)Ealﬁlu(x — 0190, 1),
) :ux+AA,t —u(x,t : LA .
(ot 1) ) [N YD ] = (uolet)- )5 il + 6217.0)
. :ux,t— x— Aj,t : LA .
(e t) - 3) | "B Z R e )] = (o)) G Dadute — a1 1),
_ _ (5.22)
con 0<0, <dy0<01,012,001,000 <A
Multiplicando por las indicatrices respectivas y sumando se deduce el resultado.
[
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Teorema 2 Si existe w solucion de (5.5) de clase C*(Qx [to, t1]) y suponiendo que vy € C3(Q),
entonces existe una constante C' tal que

(x%,29)EQn

méx |w;; — Y| < Co1(d + A) < CA?, (5.23)

es decir, de existir solucion de las ecuaciones hiperbolicas suficientemente requlares, entonces
la aproximacion numérica comete un error de orden cuadrdtico en A.

Dem.: Para (zi,2}) € (09 N Q,), de la observacién expuesta sobre las condiciones de
borde, se tiene que la diferencia |wz1 i Yllj| es nula, luego basta estudiar la diferencia para
1<i4,j <n.

En estos puntos la consistencia del operador diferencial discreto asegura que:

LIY]i;— Llwli; = G(X2)) = Y200 (v - 1)), — Y2,05 (vo - J)i; — Llwli
= G(X?;) =Y 07 (v - 1)}, ...
—Y;?ja;(vo . j)?d — ((9tw + vg - Vw)gj + 0(51 + A)
= G(Xzo,j) - Y;(,)ja?(vo ) i)?,j - Y;[,)j@;(“o 'j)?,j cee
e G(XSJ) -+ ngv . (UO)i,j + O((Sl + A)
= w);0(A%) +0(6 + A), (5.24)

>

0

0 __
pues Yi; = w;;,

A2,

Sigue entonces

condicién inicial del sistema y el operador Laplaciano discreto es de orden

ILY]ij = Liwligl < lw(0)|<O(A%) + 00 + A)

= O(6 + A). (5.25)

Del hecho que Y;'; = wg ; se puede asegurar que

LIY)i; — Lw)i; = am}j — 0w} (5.26)

0,50
y reescribiendo términos se concluye

1 1
Yij — Wi

L[Y]Z‘J‘ - L[W]Z‘J‘ == 61 -] (527)

con lo cual se tiene lo pedido
‘Y;,l] - Wij| S 051<51 + A)a (528>

donde la constante depende exclusivamente de vy y de wy.

La dltima cota es consecuencia de la condicién de estabilidad (5.19). n
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La ultima ecuacion de tipo hiperbélico que debe ser considerada es la que describe la dinamica
de las células epiteliales

0
8_§ + V- (vop) + V- (xopVao) = fopp. (5.29)
Reescribiendo los términos se tiene
dp
E + V . ((’Uo + XoVOéo)p) = fppp, (530)

con lo cual los resultados demostrados en esta seccién siguen siendo validos, salvo que se
debe utilizar como velocidad de expansién/contraccién al término vy + xoVay.

5.2. Ecuaciones Parabodlicas

Sea Y (z,t) igual a C(x,t), a(z,t), My(z,t) o My(x,t), es decir alguna de las especies difusivas
del sistema. Siguiendo la légica de la seccién anterior, si X (z,t) fuera solucién clasica del
sistema de ecuaciones definido en la Tabla 4.2, Y (z,t) debe cumplir una ecuacién del tipo

86_5; _ V- (D(X)VY) = G(X),  tE€ (t,o0) (5.31)

donde se hace ahora el supuesto que el coeficiente de difusion se mantiene constante en el
tiempo. Las condiciones de borde que gobiernan (5.31) son Neumann homogéneas.

Para el esquema numérico que se utiliza en la presente seccion serd necesario introducir el
concepto de malla de paso medio. En la introduccién del capitulo se definié el conjunto €2,
como el de los puntos espaciales (z}, x3):

, , 2R

una refinacién de la malla a paso constante corresponde a un conjunto de puntos de 2 que
contiene a €2,,.

Sean

, T :le+§, A:n+1,i,j6{0,...,n}, (5.33)

A ap A 2R
2

los puntos que dividen los intervalos de €2,,. Se puede estudiar las funciones involucradas en
el modelo para el conjunto

n n+l n
i+A/2 +A/2 7 i+A/2 +A/2 4
Qn-l—A/Q = Qn U U {(l’1+ / ,ZE%+ / >} U U U{($1,l'j2+ / )7 (mjl+ / 71:2)}' (534>
i,j=0 i=0 j=0
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Suponiendo que la funcién D(Xj) es conocida en los puntos de €,, entonces puede ser

extrapolada a los puntos de 2, A /2 mediante el promedio aritmético de los puntos de €2,, que

+A/2 j+A/2
rodean a cada par (z7/% 237/%)  esto es

D(Xo)ira/2j+a/2 = (D(Xo)ij + D(Xo)iz1,; + D(X0)ij+1 + D(Xo)iv1,41) /4 (5.35)

cometiendo un error que depende linealmente de las cotas de las derivadas de D(Xj) y de A.

Utilizando las nociones de derivadas centradas vistas en la seccién anterior, se puede escribir

(5.36)

n Yienr; —Yieasp; Yijearn —Yij-a
DX TYTL = DXy x (T2 im0 Tean

y asi

Yiearns = Yiap
V- [D(X)VYT, = o (D(Xo»,jx == M’])*---
]

Y ; Y,
O (D(Xo)i,j x ’”MA J M) (5.37)
2

donde las diferencias parciales* quedan

Yitas; — Y;—A/2,j> Yii, — Y
1,

(D(Xo)i+A/2,j X A

L[~

8? (D(X())ZJ X A

A

(D(X0>i,j+A/2 X %

Y, — Yy,
. — D(XO)i—A/Q,j X 7]—17]) ,

|

on (D(Xo)» . TN Yz,jA/z>
Z7‘7
ij

A

Vi = Yigr
L. D(XO)i,j—A/Q X %) ,
(5.38)

con
4D(Xo)ivase; = (D(Xo)ig1,; + D(Xo)iz1,; + D(Xo)ivas2jrase + D(Xo)iras2j-a/2),
4D(Xo)ijrare = (D(Xo)ij+1 + D(Xo)ij—1 + D(Xo)iraszjrase + D(Xo)i—ajzjrasz)-
(5.39)
Proposicién 2 Para Xy, Y € C3(R?) se tiene
V- [D(Xo) VY| (21, 22) = V - [D(Xo)VY](21,22) = O(A), (5.40)

es decir el operador definido por (5.37) es consistente, de orden 1 en espacio.

4Se dird diferencia parcial a la aproximacién de las derivadas parciales y para n, pardmetro de
discretizacién, se denotaran 0 y 03 a 01 y Oz respectivamente.
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Dem.: Se define f(xy,z5) por
f(z1,22) = D(Xo(1,22)) 1Y (71, 72)

— D(Xo(a1, 1)) <Y(x1 T A/2 ) ;Y(xl —A/2m) 0<A2))
(5.41)
con esto
1
O f(x1,m9) = A (f(z1+A/2,22) — flz1 — A/2,12)) + O(A)
_ % (D(Xo(xl +A/2,22)) (Y(xl T4 :ci — Vi, x2)> .
.= D(Xo(a1 — AJ2,22)) (Y(Il’ 72) = Z(“ —4 “))) +0(A)
(5.42)
haciendo lo mismo para la otra derivada se concluye lo deseado.
|

Nota: A medida que las funciones involucradas en las expresiones anteriores tienen mayor
regularidad, entonces también la tendran las discretizaciones utilizadas. Particularmente, si
Xo e Y son de clase C*(R?) entonces (5.37) es consistente, de orden 2 en espacio.

Con estos conceptos y haciendo uso de (5.16) se propone el esquema explicito

YL — V- [D(Xo) VY2, = G(X)] (5.43)

7/7]’

el cual tiene consistencia igual a O(d; + A).

Teorema 3 Si existe w solucion de (5.31) de clase C3(Q x [to,t1]), entonces existe una
constante C' tal que

méx |w;; — Y| < Co1(6 4+ A). (5.44)
(xi,x%)eﬂn ’ ’
Dem.: Sea
LU);; = 07U} =V - [D(Xo) VU7, (5.45)

luego es claro que
LY)i;— Liwli; = G(Xo)i; — (Ow — V- [D(Xo)Vw))},; + O(61 + A)
= O+ A). (5.46)

Utilizando que Y;; = wy; se tiene que la diferencia del lado derecho es igual a (Y;; —w/ ;) /1,

y asi
‘Y;,l] - Wij’ S 051<51 + A)? (547>
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donde la constante depende tnicamente de w, sus derivadas y Xj.
|

Se sabe que al ser (5.48) un esquema explicito queda limitado por la condicién CFL la cual
involucra los érdenes de magnitud de D(Xj) los cuales, como se vera en el siguiente capitulo,
son pequenos en comparacion a las demas constantes del sistema de ecuaciones. Para evitar
esta observacién se utiliza un 6—esquema

RYL =0V - [D(Xo) VYl — (1= 0)V - [D(Xo) VY7, = G(X)} (5.48)

2,7

con 0 < 6 < 1, el cual no disminuye los errores pero si estabiliza la ecuacion.

5.2.1. Sobre las condiciones de borde y evaluaciones limites

En la primera seccién del capitulo no existen problemas al evaluar en los puntos (z, $§) de
Q, tales que 7,57 € {0,n+ 1} pues en el borde del dominio de cémputo se cumple la condicién

(UQ . fz)i,j = 0, sit € {O,TL + ].}, (UO : j)i,j = 0, Slj S {O,TL + 1}, (549)

luego las diferencias parciales que requieren de utilizar puntos espaciales que no pertenecen al
dominio se desprecian, dado que las indicatrices implicadas son nulas. En el presente apartado
esto no ocurre, pues las condiciones de borde que gobiernan la evolucién del sistema entre ¢
y t1 son de tipo Neumann.

Para corregir este detalle se utiliza la correspondiente version discreta de las condiciones de
borde, asi se tiene que

MYpi1;=0 = Yyoi="Yn,
Ny, =0 = Y. ;=Y
5Yint1=0 = Yo=Y,
BYio=0 = Yi =Y, (5.50)

y por lo tanto, al construir las matrices que simulan el sistema, se ha de tener cuidado de
utilizar los coeficientes correctos en los puntos pertenecientes al borde del dominio.

5.3. Ecuacién para el Potencial

En el presente apartado se pretende estudiar la ecuacion
V- (k?(XQ)V(,O) = Gl(X()) + V- (GQ(X(), VOéo)), (551)

para ciertos k, G1 v Ga, dados por las deducciones del Capitulo 4, funciones infinitamente
diferenciables y con condiciones de borde Neumann homogéneas.
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Una observacién importante resulta del hecho que si k(Xp) es constante en las variables
espaciales, entonces (5.51) se reduce a

A(p = G1 (Xo) + V- (G2<X07 VOéo)), (552)

donde se han renombrado las funciones G (Xy) y Ga2(Xy) para incorporar el término 1/k(Xj).
La ecuacién (5.52) corresponde a buscar la solucién del problema de Laplace con condiciones
de borde Neumann, lo cual es sabido no tiene unicidad en su solucion.

Lo anterior numéricamente redunda en el mal condicionamiento de la matriz A del sistema,
por lo que es menester utilizar un artilugio que solvente dicho detalle. Una posible solucién
corresponde a sumar un término €/ en el lado izquierdo de los operadores que en los
operadores discretos se traduce en la relacion

A A+el (5.53)

El siguiente teorema, que no se demostrard, es un resultado usual de ecuaciones elipticas. Un
estudio detallado de dichas ecuaciones se puede encontrar en el Capitulo 6 del Libro “Partial
Differential Equations de L. Evans”.

Teorema 4 Si X, es infinitamente diferenciable en Q, entonces existe w(w,t) funcion
de clase C®() X [to,t1]), que resuelve (5.51) de manera cldsica. Dicha funcion no es
necesariamente unica.

Como en general «g solamente se conocera en 2, vy no en todo punto de €2, no es posible
resolver (5.51) directamente. Para solventar esta observacion se utiliza un esquema numérico
centrado para las derivadas de «, es decir,

Q1,5 — X145

Olai; = 20
Oy = —HH_ZHL (5.54)
salvo en los puntos (2%, 23) € QN Q,,, donde se utiliza
D100, =~ +24Aoz R, I Z;OZJ Lonotd,
Ohtvip = 3% +24§i’1 — ai’Q, 0ot i1 = SQint1 = ‘;OXn + ai’nfl, (5.55)

y la eleccién de las expresiones (5.54), (5.55) aseguran que si aq es de clase C3(€2), entonces
el error cometido en la aproximacién es de orden O(A?).

Sigue que como (G5 es diferenciable, utilizando el Teorema de los Incrementos Finitos, en
todos los puntos de la malla se cumple:

IG2(Xo, Va) = Ga(Xo, 07, 05 ) || < || DGo| (|01 — 07ar| + [0hax — Byar]) < CA* - (5.56)

Gy
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La divergencia de G también necesita ser estudiada de manera numérica, de este modo
definiendo las diferencias parciales como en (5.54) y (5.55), se puede explicitar el lado derecho
de (5.52) en Q,.

Proposicién 3 Si X es un vector tal que cada una de sus componentes es de clase C3(€),
entonces la diferencia entre 0,Go(Xo, Va) y OfGY para k € {1,2} es de orden O(A).

Dem.: Para (21, z5) tales que 2t < 2y < 27, zd < 25 < 27 se tiene
) 1 1) *2 2

0,Ga(X, Va) — NGL| < |0iGa(X, Va) — MGa(X, Va)| + |01Cs(X, Va) — NG|
1
< CA? + ﬂ‘GQ(X, VO();E1+A@2 — (GS)M+A,$2| o

1
‘. E|G2 (Xv va/)m—A,ﬂ&z - (Gg)$1—A7x2|
< CA*+CA. (5.57)
CA

Para (z1, ) tales que 0 < z; < xl, 2 < xo < 27 se tiene

0,Go(X, Va) — 98GE| < 9,Ga(X, V) — BGa( X, Va)| + [07GCa(X, Va) — 87G2|
CAZ 4 i\  3Ga(X, V), + 4C(X, V) ar s my + ..
G (X, Va)as sanmy — (G s — A(CD )i am +
o (CDersonm

CA? + CA, (5.58)
~CA

IN

IN

y expresiones similares para los demés casos.

Como las diferencia parcial en la coordenada x5 es virtualmente idéntica a la que se acaba
de demostrar, se deduce la validez de la Proposicion 3.

Con la discretizacién anterior y utilizando las nociones expuestas en la seccién anterior para
V- (D(Xo)VY) en el término V - (k(Xy)VY') se puede exponer un esquema consistente en
orden O(A) para la ecuacién del potencial

V- [E(Xo) Vel = Gi((Xo)iy) + (G5, (5.59)

con lo cual las discretizaciones hechas permiten estudiar la evolucién de las ecuaciones
propuestas para el modelo de neoplasias sélidas planteado en la presente memoria.
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CAPITULO 6

SIMULACIONES NUMERICAS

En el presente capitulo se presentan los resultados del modelo para crecimiento de tumores.
En una primera parte se realiza una discusién sobre los coeficientes utilizados en las distintas
ecuaciones, poniendo especial énfasis en detallar cuales fueron tomados de la literatura y
cuales fueron estimados en la presente investigacion.

En una segunda seccién se detalla el proceso de calibraciéon del modelo. En este aspecto,
se pretende igualar lo més fielmente posible los resultados para crecimiento vascularizado
de cénceres en ausencia de medicamentos del articulo [2]. A partir de este momento los
resultados obtenidos son del todo originales, se muestra el efecto de las drogas por separado
y en conjunto, y a partir de distintas experiencias, se construyen graficos comparativos del
crecimiento de un tumor versus el tamano de una dosis Uinica en un intervalo de tiempo fijo,
y versus distintos instantes de inyeccion de drogas a dosis constante.

A partir de estos resultados numéricos se propone una terapia mixta para el tratamiento de
la enfermedad, y se proponen nuevos horizontes para el modelamiento de la enfermedad.

6.1. Coeficientes del Sistema

La condicion de capacidad del sistema dicta que la cantidad de células por unidad de volumen
(o area en el caso del dominio computacional expuesto en el capitulo precedente) es constante
e igual a 9. En cuanto al tamano de dichas entidades, la mayoria son microscopicas, es decir,
no son observables a simple vista. Sin ir mas lejos, en un milimetro ctibico de sangre se pueden
encontrar cerca de unos cinco millones de células.

Aunque del dato anterior es posible estimar el valor de v, en la literatura especializada se
pueden encontrar distintas cantidades, cada una relacionada con el tipo de tejido estudiado.
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Con el objetivo de poder calibrar el modelo, se ha decidido utilizar los resultados de T.
Colin [24] y [2], quien hace referencias al carcinoma de pulmén de células grandes. Asi, se
asume un sistema normalizado, es decir, donde

Y = 1 [cellmm?]. (6.1)

Siguiendo la relacion con las caracteristicas de evolucion celular, el factor v debe ser el segundo
parametro a ser descrito. En la Introduccién se mencioné que la duracion promedio del ciclo
celular es de 16[h], del hecho que el término de fuente de la ecuacién de proliferacién es un
modelo exponencial se tiene que necesariamente

v = log(2)/16 [h7], (6.2)
es decir, partiendo con una poblacién inicial, al transcurrir un periodo de tiempo igual a ~
la cantidad de entidades se duplica.

Para la concentracién de las moléculas difusivas la unidad de medicion a utilizar es el concepto
de Mol, asi para el umbral de hipoxia celular y para la hipoxia severa se asume

Chyp = 5,50 [Mol]

ey = 1,52 [Mol]. (6.3)

hyp

Con respecto al umbral bajo el cual las células quiescientes entran en estado necrético Ci,e.
solo se sabe que es menor a Cj70. En este trabajo se estimé numéricamente este valor con
objetivo de mejorar los resultados y la estabilidad de cémputo obteniéndose que era éptimo
utilizar

Chec = 0,02 [Mol], (6.4)

puesto que con esto el error cometido mantiene la positividad de las variables.

Por otra parte

Coeficiente de difusion de oxigeno.
Coeficiente de difusién del (VEGF).

Coeficiente de difusion de la quimioterapia.

DC = DC,max — €
Da = Da,ma:p — €
Dl = Dl,max — €

Dy = D ppas — € Coeficiente de difusion del tratamiento anti-angiogénesis.,

en el caso de carcinoma de células grandes la difusion varfa cerca de un 20 %, es decir, € = 0,2.

Para el oxigeno, el (VEGF) y la macromoléculas de medicamentos antiangiogénicos, se sabe
que

DC,max =1 [mm hil] )
Dumar = 1,875 x 1071 [mmh™'], (6.5)
Domaz = 2,380 x 107! [mmh™'] difusién de la endostatina [2].
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Y si se supone que el didmetro de las particulas de quimioterapia es del mismo orden que el
de las macromoléculas de endostatina, sus difusiones también serdan similares y asi

Dl,maz - D2,max' (66>

Respecto de las tasas de consumo de la especie i, con i € {C, a, 1,2}, se debe recordar que

g;  Consumo por parte de las células proliferantes de la especie 7,
B;  Consumo por parte de las células quiescientes de la especie 1,
m  Tasa de asociacién del (VEGF) a las células endoteliales,

Ai  Decaimiento natural de la especie 1.

Para el oxigeno y el (VEGF) los datos de [2] aseguran que

¢ = 3 [M cells 'mm?h ],
Be = 15 [M cells 'mm?h ],
Ao = 1073 [M cells 'mm?h ], (6.7)
Ao = 1,25 x 107 [Mecells”'mm?h™].

Para 7w se ha de tener en cuenta que de ser un valor muy bajo, entonces el efecto difusivo
del (VEGF) generara que el crecimiento de los vasos sanguineos serd equidistribuido en el
espacio; mientras que en caso de utilizarse un valor cercano a la concentraciéon méaxima de
(VEGF), entonces el efecto de la quimioatraccién sera nulo. Finalmente se ha utilizado un
valor intermedio igual a

T = 0,791 [Mcells"'mm?*h™]. (6.8)

Para el tratamiento mixto se utilizard el medicamento Bevacizumab'. La administracién de
dicho medicamento en el caso del cancer de pulmén de células no-pequenas es combinado con
Carboplatin? y Paclitaxel?.

Respecto a las tasas de consumo se puede asumir que, dada la inactividad de mitosis de
las células quiescientes, su consumo de M; serd nulo. Ademas, como M, esta orientado a la
obstruccién del efecto del (VEGF) mediante su asociacion a los receptores de dicha senal, la
absorcién por parte de la neoplasia también serd despreciable. Respecto de &1, simplemente

! Antiangiogénico aprobado por la U.S. Food and Drug Administration (www.fda.gov) y utilizado en
algunos canceres de colon y de pulmén. Férmula quimica CgezsH10160/NV172002108544, peso molar 1,49 x
10°[gr Mol '] y vida media 20[dfas] (www.drugs.com).

2Droga que interfiere con el crecimiento de las células proliferantes aprobado por la U.S. Food and Drug
Administration y utilizado en algunos cénceres de ovario y de pulmén. Férmula quimica CgH14N2O4Pt, peso
molar 371,3[gr Mol '] y vida media 2[h].

3Inhibidor de la mitosis aprobado por la U.S. Food and Drug Administration y utilizado en algunos
canceres de ovario, de pulmén, mama, cabeza y cuello. Formula quimica Cy;Hs1NO14, peso molar
853,9[gr Mol '] y vida media 6[h].
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se hara una estimacion de dicho pardametro para ajustar el modelo a los resultados de la
literatura.

€, = variable,

Bi = OMecells'mm*h~'],
A o= 1,6 x107'hY,

€y = O[Mcells_lmeh_l],
By = O[Mcells ' mm?*h™'],
Ay = 2x1073Mh7Y.

Finalmente, se han de considerar los limites superiores y las tasas de produccion para cada
una de las cantidades:

Cmae = 8[Mol],
Coou = 8[Mol],
Umaz = 2,11[Mcells”' mm?*h™],
Qson = 2,11[Mcells " mm*h™"],
Tuax = 1,25 x 1073 [Mcells™' mm?h™].

Por otro lado, utilizando las recomendaciones de la FDA para el Paclitaxel, un tratamiento
normal del medicamento varia en el rango 3,75 — 4,86 [mg kg_l] por inyecciones de hasta 24
horas. Considerando una persona de 70[kg], entonces el maximo para M; es

M oz = 4,86[mgkg™"] x 70[kg] x 1,17 x 10~*[Mol gr '] = 4 x 10~*Mol,

y usando que la dosis recomendada para Bevizumab es de 15[mg kgfl] cada 21 dias, el maximo
de M, se estima por

My oz = 15[mgkg '] x 70[kg] x 6,71 x 10"5[Mol gr '] = 7,04 x 10~ °Mol.

6.2. Calibracion del Modelo

Para calibrar el modelo se pueden utilizar distintos criterios de evaluacion. Asi es posible
considerar la cantidad total de células cancerigenas como el indicador de fiabilidad de las
ecuaciones,

Toon(t) = /Q (P(y,1) + Qy. ) dy ds, (6.9)

pero con ello se comete el error de olvidar que el sistema se estda analizando normalizado y
por ende es posible hacer un reajuste de los parametros para ajustar dicho ntimero.
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Figura 6.1: (Evolucidn del total de células segin el modelo) (Izquierda) Numero total de células
tumorales T.oy, donde queda explicito un cambio brusco en la pendiente de crecimiento en
los dias posteriores al instante 150 (12h~1). (Derecha) Nimero total de células epiteliales
que conforman los vasos sanguineos, donde el crecimiento llega a un mdximo en un instante

*
cercano a t, ;.

Un mejor estimador lo constituye el tiempo de explosion de la neoplasia, el cual se define
como el tiempo ¢}, en el cual la cantidad de células tumorales (proliferantes + quiescientes)
comienza a comportarse como una curva exponencial. Este parametro estd justificado por
el hecho ampliamente discutido en los capitulos introductorios de las distintas etapas de la
enfermedad, en especifico la transicion natural de un estado de crecimiento casi nulo a una
fase vascularizada de un crecimiento anormal del conglomerado de células.

La caracteristica principal de ¥, es una fuerte alza en la pendiente de la curva de Tieys(t) y
por ende se puede estimar mediante un andlisis del grafico de esta funcién (ver Figura 6.1).

Para realizar la calibracién del modelo en base al paper mencionado, es necesario igualar las
condiciones iniciales del sistema y las caracteristicas del dominio computacional. Asi 2 se
transforma en un cuadrado de 100 [mm] de lado y se sitiian cuatro vasos sanguineos iniciales
en los vértices de un subcuadrado del dominio centrado y de lado 60 [mm]. En el centro del
dominio, se posiciona una pequena distribucion normal de células proliferantes y quiescientes
(ver Figura 6.2); la simulacion se efectiia hasta el instante en el cual T,.; sobrepasa el umbral
de 250 células.

*

En base a la literatura, ¢, debe estar en el intervalo 140 — 150 (12h™"), mientras que en los
cémputos realizados en el presente modelo el resultado fue cercano a 145 — 155 (12h™') dias
lo cual entrega un error relativo menor al 10 %.

Los errores en el tamano de las cantidades son mucho mayores, lo cual se puede explicar
por el hecho que en el presente modelo se incluye a los vasos sanguineos como células y por
ende se asume que ocupan un lugar en el espacio. En [24] y [2] este hecho es despreciado
y se asume que las células endoteliales inestables se comportan como unidades difusivas del
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Figura 6.2: (Condiciones Iniciales del Modelo) (Izquierda) Cuatro vasos sanguineos se sitian
a una distancia tal que la difusion de los nutrientes no serd suficiente para alimentar a la
neoplasia inicial. (Derecha) En el centro del dominio de computo se posiciona un pequeno
tumor constituido inicialmente por células proliferantes y en menor medida por células
quiescientes.

sistema. Este detalle se discutira en el siguiente apartado, pues las curvas de contorno de las
densidades celulares muestran claramente la competencia entre el movimiento de expansion
debido al crecimiento de la neoplasia y a la contraccién debida a la accién del quimioatractante

(VEGF).

6.3. Evolucion del Sistema en Ausencia de Tratamiento

El sistema biologico que inicialmente se presenta en la Figura 6.2 es acoplado con condiciones
iniciales nulas para las especies difusivas y este conjunto es dejado evolucionar mediante la
resolucion iterativa de las Ecuaciones presentadas en el Capitulo 4. Debido a la configuracién,
se produce un descenso inicial de las densidades de células proliferantes y quiescientes debido
a la insuficiente cantidad de oxigeno presente en las inmediaciones del nicleo cancerigeno lo
cual se traduce en la formacién de tejido necrético en las primeras 50 (12h) de simulacién.
El efecto anterior se puede apreciar claramente en la Figura 6.5, donde se presentan
las distribuciones de células tumorales vivas, es decir, el posicionamiento espacial de las

densidades de P(z,t) + Q(x,1).

Este proceso se traduce en la secrecién de (VEGF) desde los sectores donde hay presencia
de células latentes. Como es sabido, la velocidad de transmicién de especies en difusion
es no acotada, y por consiguiente comienza inmediatamente la proliferacion de las células
endoteliales las cuales aumentan en cantidad hasta alcanzar valores cercanos a 1 y se mueven
en funcién del término V - (xpVa), generando una velocidad de contraccion del tejido (ver
Figura 6.3). Este proceso que dura entre los instantes 30 y 140 (12h) produce cuatro fuentes
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Figura 6.3: (Campo de velocidad del sistema en la primera etapa de evolucion) Las células de
los micleos endoteliales tienden a moverse hacia el centro del dominio contrayendo el tejido.

de nutrientes suficientemente importantes como para aumentar las concentracién de oxigeno
hasta niveles superiores a la hipoxia.

La siguiente etapa que se puede apreciar a medida que el sistema evoluciona se caracteriza
por el cese de la produccién de (VEGF), que comienza a ser eliminado de manera gradual
del dominio de computo debido a la accién conjunta de la vida media de la macromolécula y
también por la asociaciéon cada vez menor con las células endoteliales. Mas importante atin
es el inicio de la reactivacion de la neoplasia sélida debido a la altas cantidades de nutrientes
presentes en las vecindades de la misma. Asi, posterior a t’,;, se produce una fuerte alza en la
curva de T,.; debido a la acciéon de la mitosis descontrolada de P, pero, a medida que estas
cantidades aumentan, disminuye la concentracion local de oxigeno no lo suficiente como para
generar necrosis del tejido y se desarrolla la usual distribucion de tres niveles descrita en los

esquemas de tumores totalmente desarrollados.

Una pregunta importante resulta de observar que no se recupera una forma totalmente
esférica en el tumor desarrollado. Si se aprecia correctamente, en la Figura 6.6 es posible
vislumbrar la competencia entre las células endoteliales que generan el movimiento de
contraccion del tejido contra los efectos de expansién de la neoplasia (ver Figura 6.4),
pues a medida que el tumor aumenta de tamano, las altas concentraciones de células
endoteliales se contraen definiendo un nuevo equilibrio donde hay coexistencia de las
cantidades Q(x,t), P(z,t) v p(x,t). Esta nueva configuracién corresponde a la etapa de
vascularizacién y explica la explosion de T,..;.

La forma alcanzada depende fuertemente de la disposicion inicial de vasos sanguineos, lo cual
también explica la distribucién final de la neoplasia. La eleccién presente en la Figura 6.2 se
debe principalmente a usar las propiedades de simetria del dominio de computo siendo del
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todo arbitraria. Es posible que frente a otras configuraciones iniciales se alcancen formas mas
realistas de tumores desarrollados, pero esto queda fuera de los alcances del presente estudio,
pasando a ser parte de los problemas a analizar en un futuro cercano. También es necesario
mencionar que, al ser utilizados esquemas de bajo orden de consistencia en la solucion de las
expresiones de transporte, la evolucion de las curvas tenderd a ser menos suave pues en los
puntos donde se producen variaciones importantes los esquemas aumentaran el error local de
aproximacion.

Otra de las consecuencias del proceso descrito en el parrafo anterior es que el valor de T,
no es tan alto como en [2], esto se debe a que es mucho mas dificil ocupar el lugar de las
células endoteliales, lo cual no sucede bajo el supuesto que dichas entidades no entran en
el balance de masas. Este efecto es claro si se entiende que a medida que la concentracion
de nutrientes es superior a Cj,, entonces las células P entran en una constante division
y la velocidad del tejido apunta, en dichos sectores, hacia el exterior del dominio siendo
opuesta al movimiento de los vasos sanguineos. Asi, en caso de haber s6lo un movimiento de
expansion, las concentraciones de P facilmente se hacen cercanas a 1 pues se mueven hacia
los sectores de altas concentraciones de C(z,t); en el presente modelo este efecto sucede sélo
en parte, pues el movimiento es obstruido y las células en lugar de poblar los alrededores,
consumen el oxigeno local y pasan a un estado quiesciente. Este efecto combinado explica
que el indicador T,.; falle, pero se prevee que una modificacién a las tasas de proliferacion
de células endoteliales puede solventar este inconveniente.

El hecho que los cuatro nicleos de endotelio no se mezclen en los frentes de choque se debe
esencialmente a la simetria de las soluciones de las densidades celulares, las velocidades en
la interfaz se anulan mutuamente aumentando el valor de la presiéon e impidiendo la fusion
(ver Figura 6.4).

6.4. Evolucion del Sistema en Presencia de Tratamien-
to

En las Figuras 6.8 y 6.9 se muestra la evolucién del sistema en la presencia de tratamiento.
Las dosis de drogas se inyectan al sistema siguiendo un protocolo virtual, que aunque no
corresponde al recomendado por la US Food and Drug Administration, permite ver de manera
amplificada los efectos del Tratamiento pues las inyecciones se hacen con una mayor frecuencia
a la permitida. Bajo las consideraciones anteriores, la inclusién de M; y M, se realiza en
periodos de 24[h] cada 10,5 dias. Asi, considerando que la unidad de tiempo estd dada en
horas, se tiene

T2j,1 - 12 . 1075 . (2] - 1), TZ] = Tijl + 24, j = {17 o Tl} (610)
Del mismo modo, la simulacién se hace con

51,j = Ml,mam; 52,j = MQ,maza J= {L .- .n}, (6'11>
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Figura 6.4: (Campo de velocidad del sistema en la etapa vascularizada) (Izquierda)
Competencia entre la contraccion debido al movimiento del tejido endotelial versus la
expansion natural del tumor causada por el exceso de nutrientes. (Derecha) La interfaz donde
se juntan los nicleos de células endoteliales produce que la velocidad normal a esta curva se
haga nula efecto de la simetria de las soluciones.

y € = 100[Mol™].

En las etapas de la simulaciéon anteriores a 77, los resultados son obviamente idénticos a los
obtenidos en el caso sin tratamiento y se mantienen de la misma manera hasta instantes

posteriores a las 50[12h] momento en el cual la presencia de M es suficientemente alta para
redundar en la poca efectividad del (VEGF).

El efecto buscado al incluir el término

M,
l1—— 6.12
< MQ,maaﬂ) ( )

en la tasa f,, y en x resulta del todo satisfactorio. Al tener concentraciones elevadas de M,
en los vasos sanguineos se logra disminuir la quimioatraccion y la proliferacién endotelial, y
con ello se retrasa el inicio de la fase vascular. En la Figura 6.7 se muestran las curvas de
explosion tanto de la cantidad de células tumorales como de endotelio, superponiendo los
resultados tanto para la presencia y ausencia de tratamiento. Es importante recalcar que el
efecto principal que se aprecia es el retraso de t*_,, siendo uno de los criterios que se utiliza

cell’
para estudiar la efectividad de los medicamentos contra el cancer.

Como el sistema estd acoplado con dos tipos de medicamentos no es sencillo saber cuédl es
el real impacto de uno u otro en los resultados anteriores, con lo que se propone el sencillo
experimento de repetir la simulacion para los casos de presencia de sélo uno de ellos.
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Figura 6.5: (Evolucion del sistema en ausencia de tratamiento) (Izquierda) Distribucidn
espacial de células endoteliales en la primera mitad de la simulacion. (Derecha) Distribucion
de densidad de células tumorales en la primera mitad de la simulacion.
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Figura 6.6: (Evolucion del sistema en ausencia de tratamiento) (Izquierda) Distribucidn
espacial de células endoteliales en la sequnda mitad de la simulacion. (Derecha) Distribucion
de densidad de células tumorales en la sequnda mitad de la simulacion.
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Evolucidn del Total de Células Tumorales Evalucidn del Tatal de Células Endoteliales
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Figura 6.7: (Curvas de evolucion de las células) (Izquierda) Evolucion del total de células
tumorales con los efectos del tratamiento en rojo y en azul sin ellos. (Derecha) Evolucion del
total de células endoteliales con los efectos del tratamiento en rojo y en azul sin ellos.

6.5. Influencia de la Quimioterapia en las Simulaciones

Como los efectos de M; son sélo sobre las células en estado de proliferacion, lo 1égico es
estudiar la curva de células necréticas para tener nociones de la influencia de esta variable
sobre las demas cantidades involucradas. Si se recuerda la ecuacién para IV, se tiene que

88_]: + V . (UN) = fPNP + fQNQ, (613)

integrando sobre el espacio se obtiene

usando el teorema de la divergencia y las condiciones Neumann homogéneas para la velocidad
se deduce

5 | N0ty = [ (fowP+ fon@)dy 20 (6.15)

luego la integral de la densidad de células necroticas es una cantidad estrictamente creciente
en el tiempo. Definiendo

N™E(t) = /QN(y,t) dy (6.16)

se tiene una funcion creciente que permite estudiar los efectos reales de M; en la simulacién.

Dado que la concentracién maxima M 4, €5 muy pequena, el rango donde varia d;; es
irrisorio. Por lo anterior 4, ;, con j = 1,...,n son eliminados de los grados de libertad del
sistema, y con ello la forma de estudiar los efectos de M; se reduce a variar el valor de
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e N™2 gin My N™% con Mo

[Mol™] [cells] [cells]
0 16.976 17.692

1 17.004 17.698

10 17.174 17.759
100 18.855 18.354
1000 34.542 23.710

Cuadro 6.1: Efectividad de M; en presencia y ausencia de My sobre el total de células
necréticas.

e y observar la dependencia de N™** bajo dicho factor. En la Tabla 6.5 se presentan los
resultados obtenidos para esta variacion de las simulaciones, de donde se deduce que el efecto
es positivo pero que no hay una relacién funcional sencilla (no aplica ajuste lineal, cuadratico
ni logaritmico).

Una observacién importante es notar que en presencia de los dos medicamentos el efecto de
M anula el de M. Esto puede ser explicado por el hecho que la cantidad de medicamento que
llega a la zona de estudio depende directamente de la cantidad de fuentes o vasos sanguineos.
Por ello, la aparicién de nuevas fuentes genera de manera indirecta la aniquilacién extra de
células tumorales.

Ahora cuando la inyeccién de ambos medicamentos es no nula se tienen las siguientes
consecuencias:

» Una gran presencia de quimioatractantes debido a la concentracién de células
quiescientes, y con ello la formacién de nuevos vasos sanguineos.

» Las nuevas fuentes de nutrientes generan la reactivacién de las células quiescientes en
proliferantes y un rapido crecimiento de estas ultimas, compitiendo con la concentracion
de medicamento del primer tipo y en un caso extremo anulando su efecto.

» Indirectamente la formacion de nuevos vasos sanguineos aumenta la concentracion
de agentes antiangiogénicos limitando las fuentes de nutrientes a un nuevo punto de
equilibrio.

= Esta nueva configuracién de fuentes también varia las concentraciones de medicamentos
del primer tipo reactivando la competencia contra la neoplasia.

El efecto total obtenido es que el valor e no juega un rol fundamental en el modelo, y con ello
tampoco lo hace el primer medicamento. Esto puede ser explicado por la baja concentracion
de células proliferantes en el dominio, ya que al competir por el poco espacio disponible la
mayor cantidad de células tumorales estan en estado quiesciente. El objetivo primario de
incluir un término de muerte celular en fpy se ve mermado por que la transicion a estado
necrotico esta limitada por el méaximo de P y asi se distorsiona el papel de e.
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Figura 6.8: (Evolucion del sistema en presencia de tratamiento) (Izquierda) Distribucidn
espacial de células endoteliales en la primera mitad de la simulacion. (Derecha) Distribucion
de densidad de células tumorales en la primera mitad de la simulacion.
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Figura 6.9: (Evolucion del sistema en presencia de tratamiento) (Izquierda) Distribucidn
espacial de células endoteliales en la sequnda mitad de la simulacion. (Derecha) Distribucion
de densidad de células tumorales en la sequnda mitad de la simulacion.
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6.6. Los Efectos de la Terapia

En la presente seccion se estudiard el efecto total de My y Ms tratando de encontrar relaciones

con t*,;, N™® y el tiempo umbral de u (t“,)* para poder predecir la mejor estrategia de
posicionar los siguientes coeficientes
Ty y o, (6.17)
donde se asume
527]' = 5, con 0 <o < M2,ma:r- (618)

6.6.1. La dosis de medicamento anti-angiogénico

En la Figura 6.10 se muestran cuatro graficos que resumen la correlacion entre el tamano
de las dosis de M5 y el tiempo de explosion, el tiempo de alcanzar el umbral de 250 células
tumorales y dos relacionados con el maximo de células necréticas. Es claro que la dependencia
es positiva, pero el efecto de tener retornos decrecientes a medida que se aumenta el tamano
de las dosis desde 10 % hasta 100 % de My 4, €s una consecuencia del todo inesperada.

Para poder entender este fendémeno es necesario recordar que la variable M, esta presente en
las ecuaciones mediante el efecto en f,, y en x por la relacién funcional

for = L(1— Mo > (6.19)

TMAX T+ Q M2,mam

- ()

A priori se debe esperar que el cambio en la cantidad de células de endotelio corresponda a
una ley logistica y con ello un retraso en las variables tiempo umbral y tiempo de explosién,
que siga una ley similar.

En la seccién anterior ya se descrubrié que la presencia de M,y disminuye la efectividad de
Mj lo cual queda de manifiesto en los graficos de la segunda fila de la Figura 6.10. Que la
curva sea concava es una observacion a tener en consideracion y es interesante como proyecto
a futuro comprobar este hecho con datos experimentales.

6.6.2. El tiempo de inclusién de medicamentos

En la Figura 6.11 se muestran los resultados obtenidos para los parametros antes mencionados
para una Unica inyecciéon de medicamento que se fue variando en el tiempo, esta variacion
se hizo considerando 77 como un multiplo de 21 dias. Los puntos indicados con el signo +

4Se denomina tiempo umbral de u al instante en el cual niimero total de células tumorales (en estado de
proliferacién y quiescencia) alcanzan un total dado u.
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Figura 6.10: (Relacion entre los distintos criterios y el tamano de las dosis) (Arriba,
Izquierda) Tiempo de explosion, estimado como el punto en el cual la curva de T, cambia
de comportamiento. (Arriba, Derecha) Tiempo t*3) en el cual el sistema alcanza el umbral de
250 células tumorales. (Abajo, Izquierda) Mdzimo del total de la curva de células necréticas
totales N™*(t) incluyendo el caso de dosis nula de Ms. (Abajo, Derecha) Mdximo del total

de la curva de células necrdticas totales N (t) excluyendo el caso de dosis nula de M.

67



Tiermpo de Explosion Tiempo de Umbral
T T T T 235 T T T T

.
=

o = .
@ =] =]

w
&

Tiermpo [12h]
Tiermpo [12h]

W
=

o
=]

w
(=]

I L L L 218 I L I L
o 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 280

Tiempo de Inyeccidn [12h] Tiempo de Inyeccidn [12h]

Maxima Células en Necrdsis
20

© - D
] o ~
L

@
I
L

i

Total de Células [cells]

@
[
L

o
L

)

L L
a0 100 150 200 250
Tiempo de Inyeccidn [12h]

Figura 6.11: (Relacion entre los distintos criterios y el tiempo de inyeccion) (Arriba,
Izquierda) Tiempo de explosion, estimado como el punto en el cual la curva de T,ey cambia
de comportamiento. (Arriba, Derecha) Tiempo t13) en el cual el sistema alcanza el umbral
de 150 células tumorales. (Abajo) Mdaximo del total de la curva de células necréticas totales

Nmes(p).

son los correspondientes a las simulaciones del modelo, mientras que la curva es simplemente
una interpolacion de los datos anteriores que preserva la forma.

En este caso, si es posible determinar una estrategia 6ptima de inyeccion, pues los resultados
muestran que en cualquier caso los criterios indican que 77 es un parametro sensible para el
modelo. Bajo las discusiones hechas en los puntos anteriores es posible descartar el tercero de
los gréficos pues se sabe que la cantidad de células necréticas no es el mejor de los indicadores
del sistema, asi la discusion se centra tinicamente en los tiempos de umbral y de explosion.

Es notable el hecho que los resultados mejoran si las inyecciones se hacen en las primeras
etapas de crecimiento de la neoplasia, notandose una variacién mayor a los 10[12h] en
cualquiera de los criterios. Esto coincide totalmente con el concepto popular que el principal
conflicto con el cancer es la deteccién temprana de la anormalidad, revistiendo una mayor
importancia la deteccién que el tratamiento de la neoplasia. No obstante el hecho que los
resultados se maximicen cuando el tiempo 77 es cercano a 84[12h] da nociones que los mejores
resultados se producen al incluir las drogas en el instante cercano al tiempo de explosién de las
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Figura 6.12: (Curvas de evolucion de las células bajo el protocolo final) (Izquierda) Evolucion
del total de células tumorales con los efectos del tratamiento en rojo y en azul sin ellos.
(Derecha) Evolucion del total de células endoteliales con los efectos del tratamiento en rojo
y en azul sin ellos.

células de endotelio, y por ende mantener bajo observacion la actividad de dichas entidades
por sobre las demds variables del modelo.

En la Figura 6.12 se muestran sobrepuestas los resultados del modelo para la ausencia
de tratamiento y otro donde 77 = 84[12h] y § = d2ma: notandose que la efectividad del
tratamiento es menor que en el caso idealizado. Nuevamente resulta interesante como proyecto
a futuro comprobar estos resultados tedricos mediante datos experimentales y de ser necesario
revisar la calibracién hecha para poder validar de mejor manera el modelo planteado.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

Cuando se comenzé el presente proyecto de tesis el objetivo principal era incluir las ecuaciones
en derivadas parciales en un problema biologico que parecia del todo alejado del contexto
matematico. Asi se planteé un programa de trabajo donde las primeras etapas se basaban
integramente en entender el sistema y sus respectivas atingencias, para pasar luego a la
revision bibliografica de modelos actuales y dedicarse al planteamiento de un conjunto de
ecuaciones que incluyeran los aspectos mas relevantes observados. La tltima fase debia,
mediante el analisis numérico y la simulacion del set de relaciones, descubrir los parametros
sensibles, determinar la efectividad tedrica de las terapias incluidas en el estudio y plantear
desafios a futuro sobre el problema.

Al respecto el trabajo era un desafio muy interesante para el alumno, pues se basaba no sélo
en el estudio matematico y en la comprobacién de proposiciones, lemas y teoremas, sino que
la componente fenomenoldgica y el conocimiento de una area bio-médica constituia uno de
los pilares fundamentales.

Dada la discusion anterior, se entiende que el desarrollo de las etapas introductorias se hizo
con mayor detenimiento que el usual, implicando la relacién con profesionales de otras areas y
la lectura de textos que no tenian una componente matematica importante como la revision de
capitulos de los libros “The Cell Cycle, Principles of Control” de David O. Morgany “Genes
IX” de Benjamin Lewin, como otros tratados de modelamiento del Cancer como “Cancer
Modelling and Simulation” editado por Luigi Preziosi y “Handbook of Cancer Models with
Applications” editado por Wai-Yuan Tan y Leonid Hanin. Los resultados de la lectura de
estos volumenes se ven resumidos en los primeros dos capitulos de la presente memoria y
ayudaron de sobremanera a la confeccién de las ecuaciones presentadas en el Capitulo 4.

A partir de esta masa critica de conocimientos alcanzados fue posible plantear las correctas
hipdtesis que simplificaban el problema lo suficiente como para aplicar los conceptos de
modelos mesoscépicos, las ecuaciones de Keller-Segel y la ley de Darcy en un sistema en el

70



cual el nimero de ecuaciones y la no linealidad de éstas los hacia complejo para ser estudiado
desde el punto de vista analitico y que justificaba el enfoque numérico que a priori se habia
planteado.

Asi, se llega a la parte central del estudio que lo constituye las simulaciones numéricas
realizadas. A modo de conclusién general, se puede decir que el modelo es bastante estable,
esto es, la variacion de los valores de los parametros no afecta la calidad de los resultados.
Ademas que el tiempo de explosion recupere las observaciones que se pueden encontrar en la
literatura es un aliciente para seguir con mejoras al conjunto de ecuaciones propuesto.

Queda en entre dicho la validacién de los resultados, principalmente por la carencia de datos
empiricos. Sin embargo, al dia de hoy ha sido presentado a CONICYT un proyecto de
investigacion multidisciplinario que recupere los pardmetros reales incluidos en el modelo
y que también sirva para comprobar las observaciones obtenidas en la Seccion 6.6.

Algunas modificaciones deberian ser introducidas al modelo planteado. Actualmente no se
considera el hecho que la masa necrdtica naturalmente se degrada en el cuerpo humano
mediante el efecto del sistema inmune y la tolerancia natural que se produce en las células
cancerigenas hacia las terapias mediante la mutacién de genes y aparicién de resistencia
intrinseca y adquirida.

Respecto del modelo en si las conclusiones pueden ser dadas desde dos prismas: el matematico
y el biolégico. Desde el punto de vista matematico se puede decir que el set de ecuaciones
corresponde a una mezcla de distintos tipos de ellas: parabdlicas, hiperbdlicas y elipticas. Esto
explica que las herramientas analiticas que existen no pueden ser aplicadas directamente, pues
estan desarrolladas para sistemas de solo un tipo de ecuaciones lo cual induce y explica la
necesidad del andlisis numérico de las expresiones. Las aproximaciones numéricas utilizadas
fueron de bajo orden de consistencia, lo cual se ve representado en las distribuciones obtenidas
para el sistema tanto en presencia como ausencia de medicamentos.

Es en este punto donde se puede hacer la mayor critica al sistema planteado: las
configuraciones espaciales obtenidas no recuperan del todo las formas esféricas que se
encuentran documentadas en la literatura. Por motivos pedagogicos y de capacidad numérica
se resolvieron las ecuaciones en aproximaciones relativamente simples, queda propuesto
estudiar en detalle dichas simplificaciones y aumentar el orden de aproximacion utilizado
mediante algoritmos o programas especificos de resolucién de ecuaciones, como por ejemplo
FreeFem++' o Clawpack?, para contrastar de mejor manera los resultados con la literatura
del area.

Desde el punto de vista bioldgico el modelo representa correctamente muchos de los procesos
descritos de la enfermedad: la primera etapa de crecimiento del tumor a un tamano limite
seguido de una etapa de quiescencia, la secrecion de quimicos que inducen la angiogénesis

Implementacién de un lenguaje dedicado orientado al método de los elementos finitos. Permite resolver
Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) de manera sencilla.

2Software que est4 orientado a la resolucién de leyes de conservacién para sistemas hiperbélicos, mediante
la implementacion del método de los volumenes finitos.
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y el crecimiento de nuevas distribuciones de capilares que aumentan la disponibilidad de
nutrientes en el sistema. Ademas, se produce naturalmente la recidiva, o reactivacion de la
proliferacion, y el consiguiente crecimiento exponencial de las células cancerigenas.

Los medicamentos antiproliferativos no tienen un efecto importante en las simulaciones
pues el maximo puntual de la cantidad P fue menor al esperado, lo cual se explica por
la competencia por el espacio disponible. De esta forma, el criterio de efectividad que se
basa en el total de células necréticas queda en un segundo plano de relevancia dado que
las transiciones de P a N estan directamente ligadas al efecto de la quimioterapia. A su
vez el medicamento antiangiogénico funciona de manera muy certera, generando una menor
aparicion de vasos sanguineos, mas aun, retrasa significativamente el tiempo de explosion del
tumor.

Por otra parte los protocolos estudiados permiten descubir que los grados de libertad del
modelo son mucho menores que los planteados inicialmente, reduciéndose a la cantidad total
de inyecciones aplicadas, el tiempo y el tamano de aplicacién de la primera de ellas. Ademas
se concluye que los beneficios (vistos como el retraso del tiempo de explosién) obtenidos a
medida que se aumenta la concentracion de las dosis de M, son decrecientes. Se presume
que agregando el efecto negativo de la falta de nutrientes en S serd posible encontrar una
configuracion 6ptima para My y Ms.

Ademas, es posible descubrir que incluso en esta simplificacién, una variable sensible es
la detecciéon temprana de la enfermedad, y que el constante monitoreo de la actividad de
las células endoteliales constituye un importante biomarcador del cancer. Esto se expone
claramente en los graficos de la subseccion 6.6.2 donde la mayor efectividad del tratamiento se
obtiene para inclusiones tempranas de los antiangiogénicos, con un maximo que se sincroniza
con el instante de explosiéon de las células que conforman los vasos sanguineos. Se concluye
que una anormal actividad de p indica la presencia de altas concentraciones de (VEGF) que
podria corresponder a la presencia de un tumor en estado de déficit de nutrientes.

La mayor novedad del trabajo realizado es la inclusion de las células endoteliales en el balance
de masas. Esta variable usualmente se desprecia por asumir que, dado el pequeno tamano
de dichas células, existe una especie de difusiéon natural de p y por ende, no juega un rol
en la competencia por espacio. Matematicamente este supuesto puede ser puesto en duda
pues los términos de difusién tienden a suavizar las soluciones debido a la velocidad no
acotada de las cantidades involucradas. Lo anterior contrasta con la velocidad de transporte
de las células en un tejido (partiendo con una cantidad localizada en el espacio, en instantes
arbitrariamente mayores al inicial la concentracién de células no es positiva en todo el
dominio) por lo que resulta interesante incluir este nuevo enfoque. El resultado es tanto
positivo como negativo: se ve claramente el movimiento en funcién del gradiente de factores
angiogénicos, y configuraciones de capilares que crecen a medida que se acercan a la fuente
de (VEGF), por otro lado, el déficit de espacio genera frentes de oposicién al movimiento del
nicleo tumoral e imposibilita altas concentraciones de células P.

Como consecuencia de las observaciones anteriores se puede plantear un problema de control
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optimo para encontrar el mejor tratamiento segin las ecuaciones planteadas. Para ello,
retomando el Sistema (4.2), integrando sobre {2 e imponiendo que las tasas de transicién
son constantes en la variable espacial e iguales a las tasas medias instantaneas sigue que:

Ot/QPdm _ ‘%l/g(l“—pr—pr)dx/QdeJrrglu/Qprdx/Qde,
at/Qng; = ‘%l/QfPde/Qde—|—;2|/Q(fQP+fQN)dx/Qde,

@/QNdx — ‘%l/gfp]vdx/Qde%—’—;N/QfQNda:/Qde,

at/gsczg; )

at/gpda: — ﬁ/gfppdx/gpd:c

(9t/QCdx ~ ﬁ/(hc—gc)dx

2 fode = gy J o=

o f e - [|ﬂ|/(A1“1P”1Q]/M1+|Q|/{ (150 ) |0
o e = = g [onrar s fonig [[o (155 ) |

donde se ha definido o(t) = (01(t), 02(t)) tal que si o(t~) # o(t") entonces

) t
o((t,t + 1[d])) = ( 7) sio(tT) =0,
{ o((t,t+21[d])) = sio(t™) #0. (7.2)

Definiendo por T un tiempo final y por X (¢) a la integral espacial de X (¢, z) (funcién vectorial
definida en el Capitulo 5) se tiene entonces un sistema de (EDO):

dx
dt
el cual puede ser entendido perfectamente como un problema de control éptimo.

=F(X(t),0(t),  X(0) =X, (7.3)

Se define el conjunto de los controles admisibles por
A={0:[0,T] = {0, 61 maz} X [0,02maz| | ¢ cumple (7.2)}, (7.4)

y la funcién costo
Coalo()] = / r(s) - o(s) ds + n(P(T),Q(T), N(T)), (7.5)
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donde 7 es una funcion que da cuenta de la toxicidad del tratamiento y n es una penalizacién
por el tamano final del tumor.

El problema que se plantea es: dada una configuracion inicial Xo, encontrar o*(-) que
minimice el costo del funcional (7.5) entre todos los controles admisibles. Dicha interrogante
plantea una nueva estrategia para abordar el modelo ampliando el espectro de las aplicaciones
del trabajo realizado.
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