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Esta memoria trata acerca de la teoria de pruebas de multiples hipdtesis estadisticas, tema
que esta a la vanguardia de la investigacion estadistica actual con importantes aplicaciones
en deteccién de fuentes en astronomia, estudio de neuro-imagenes y andlisis de microarrays.
Esta metodologia surge cuando se quiere contrastar simultaneamente varias hipotesis, dando
una proteccién adicional a la probabilidad de rechazar hipdtesis nulas verdaderas.

Este trabajo comienza con un breve repaso de la teoria inferencial frecuentista y bayesiana
clasica, procurando establecer un marco de referencia comtun para posteriormente exponer
los fundamentos de los test de hipdtesis miiltiples, abreviado THM. Luego se realiza una
revision general de las principales ideas detras de los THM, con énfasis en los trabajos pos-
teriores al de Benjamini y Hochberg en 1995, en el cual se desarrolla el importante concepto
de tasa de falsos positivos, abreviado FDR en inglés. La relevancia de este iltimo articulo
se debe a que la FDR ha dado lugar a procedimientos estadisticos que se adectian mejor a
problemas en los cuales se dispone de grandes bases de datos con miles e incluso millones
de variables que se desean analizar simultaneamente.

Posteriormente se discuten algunas soluciones propuestas recientemente para resolver THM,
desde una perspectiva frecuentista primero, una bayesiana después y finalmente, desde una
perspectiva computacional. Las metodologias escogidas fueron aquellas que se caracteri-
zan por sus interesantes desarrollos matematicos y el impacto provocado en la comunidad
cientifica, medido a través de la cantidad de citaciones documentadas por la base de datos
MathSciNet.

Finalmente, inspirados en un articulo reciente de Rudloff y Karatzas del anio 2010 sobre la
construcciéon de test de hipdtesis no multiples optimales, se usan ideas de analisis convexo
para proponer un resultado de existencia de THM optimales, en el contexto de hipdtesis nulas
y alternativas compuestas. Se destaca la ausencia de resultados como este en la literatura
estadistica explorada durante el desarrollo de esta memoria.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria se estudia la teorfa de los test de hipétesis multiples! (THM), tema
en torno al cual se ha desarrollado mucha investigacién, sobre todo en los tltimos 16 anos,
como consecuencia del trabajo de Benjamini y Hochberg (ver [4]), y que segun la opinién
de connotados estadisticos, estd a la vanguardia de la exploracion estadistica actual. En pa-
labras de Efron (ver [21]): “Estamos en la era de la produccion masiva de datos y preguntas
complejas”, para cuyas respuestas se necesitan nuevas metodologias y teorias. Estos nuevos
desafios han ido de la mano del avance tecnoldgico, especialmente en gendémica, con técnicas
como el microarray?, que obligan al investigador a analizar miles, e incluso millones, de test
de hipétesis de manera simultanea.

El principal objetivo de esta memoria es presentar un estado del arte del tema en cuestion,
poniendo énfasis en los aspectos matematicos de la teoria. Es relevante destacar que existe
una vasta literatura respecto de los THM, la cual esta dirigida principalmente a expertos o
a personas que necesitan centrarse en las aplicaciones, por lo que el material disponible deja
en segundo plano, y en algunos casos hasta olvida, los aspectos matematicos de las distin-
tas metodologias. Dada la gran cantidad de informacién existente se hizo necesario filtrar
algunas de las publicaciones. El criterio utilizado fue incluir las mas importantes, lo que se
midio6 a través de la cantidad de citaciones documentadas por MathSciNet, y las que fueran
innovadoras en cuanto a la aplicacion de metodologias matematicas. Un objetivo secundario
de esta memoria es realizar alguna contribucion de tipo tedrica tedrica para determinar
THM que tengan alguna propiedad de optimalidad, que como se vera mas adelante, es uno
de los puntos mas criticables de la teoria a presentar.

La composicion de este documento es la siguiente: en la seccién 1.1 se plantea el modelo
matematico de interés para este trabajo, en las secciones 1.2, 1.3 se expone brevemente
la teoria de los test de hipdtesis frecuentistas, siguiendo el texto de Lehmann y Romano
(ver [44]), en la seccién 1.4 se describe la contraparte bayesiana de las secciones 1.2, 1.3
y en las secciones 1.5 a 1.8 se explica en términos generales la teoria, desarrollo histérico

!También denominado pruebas o contrastes de miltiples hipétesis estadisticas.
2Es una técnica utilizada especialmente en biologia molecular para analizar la expresién diferencial de
genes, visualizandose los niveles de miles de ellos de forma simultanea.



1.1. Marco estructural de los test de hipotesis Capitulo 1

y principales aplicaciones de las pruebas de multiples hipdtesis estadisticas, poniendo en
evidencia una dificultad inherente a este tipo de test, que se denomina “el problema de la
multiplicidad”. En los capitulos 2 y 3 se presenta el detalle matematico de los contrastes
de hipétesis simultaneos desde la optica frecuentista y bayesiana respectivamente. En el
capitulo 4 se muestran algunas implementaciones computacionales existentes orientadas a
resolver THM. Finalmente, en el capitulo 5 se propone, usando ideas de anélisis convexo,
una nueva manera de abordar el problema de encontrar THM optimales.

1.1 Marco estructural de los test de hipo6tesis

En esta seccion se plantea el modelo matemédtico para la inferencia estadistica que se
utilizara en esta memoria, fijando de paso la notacion a utilizar. Los elementos son los
siguientes: sean (2, F), (X,.A) espacios medibles, X : Q — X un elemento aleatorio® (i.e.,
una funciéon F, A medible) y H(A) el espacio de las medidas de probabilidad definidas
sobre (X, .A). En este contexto el problema inferencial es el siguiente: se supone que X es
un observable que sigue una ley Px, que es desconocida, pero que pertenece a un conjunto
P C #(A), denominado modelo estadistico. Mas ain, se considera a los elementos de P
indexados por un parametro 6, de manera que

P={P,:0c0Ol, (1.1)

donde el conjunto © es denominado espacio de parametros del modelo estadistico. En
relacion a lo anterior, un principio en el que se sustenta la teoria inferencial estadistica es
que las realizaciones de X proveen informacién respecto de su distribucién de probabilidad.
Asi, bajo el supuesto de identificabilidad del modelo estadistico, es decir, que la funcién
0 — P, sea inyectiva, al observar realizaciones de X se obtiene informacion respecto del
verdadero valor de 6, denotado 0x, el cual por definicién satisface la relacién Py, = Py. El
objetivo de la inferencia estadistica es entonces decidir, en base a realizaciones de X, acerca
del parametro 0.

En términos generales, de acuerdo a la dimension del espacio de parametros se distinguen
dos corrientes estadisticas denominadas respectivamente paramétrica y no paramétrica. En
la primera, dim(©) < oo y en la segunda, dim(©) = oco. Lo anterior provoca que el problema
de determinar el parametro 6y sea de una naturaleza matemaética bastante diferente. Un
ejemplo de modelo paramétrico es el siguiente:

Ejemplo 1.1. Sea X = R, A = #A(R) (borelianos de R) y P la familia de leyes normales
de media p y varianza o2, esto es,

P {Pg ; %@;): \/%exp [_%} 0= (u,0) e@;:RxR+}, (1.2)

3X puede ser un vector, una matriz o una funcién aleatoria (proceso).




1.2. Test de hipotesis Capitulo 1

donde % es la derivada de Radon-Nikodym (densidad) de P con respecto a la medida
de Lebesgue. El problema inferencial es entonces determinar el verdadero pardametro 6x
utilizando realizaciones de X. Notar que en este caso la familia P estd completamente
determinada salvo los pardametros p y o. |

Un ejemplo de problema no paramétrico es el siguiente:
Ejemplo 1.2. Sea X =R, A= ZAR) y P ={Fy: 0 € ©} donde

o= {9 L 0(z) = %(w) cs., /R(Q"(x))gdx < CQ} , (1.3)

con ¢ € R (constante). En palabras, © corresponde a la familia de todas las medidas de
probabilidad sobre (R, Z(R)) que son absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue y cuyas derivadas de Radon-Nikodym (densidades) no son tan onduladas. El pro-
blema inferencial en este caso es deteminar la funcién de densidad correspondiente, usando
realizaciones de X. |

Se hace evidente de los ejemplos 1.1 y 1.2 que en los problemas no paramétricos el
espacio de pardmetros es de una complejidad mayor. Lo anterior provoca el desarrollo de
metodologias, por definicion, muy diferentes. El lector interesado en una exposicién moderna
de estadistica no paramétrica puede consultar [83].

En la seccién siguiente se exponen brevemente los fundamentos de los test de hipdtesis,
el cual es uno de los temas mas importantes de la inferencia estadistica.

1.2 Test de hipdtesis

Antes de definir lo que es un test de hipdtesis se debe precisar lo que se entiende por
una hipotesis estadistica. Como ya se senald en la seccién anterior, el problema inferencial
consiste en determinar Pyx. Asi, una hipétesis estadistica es cualquier afirmacién respecto de
la ley de X, del estilo Px € Py donde Py C P, que por la parametrizaciéon (1.1) se traduce
en una afirmacién sobre 8x de la forma 0x € Oy con 6y C O.

Ejemplo 1.3. Siguiendo con el ejemplo 1.1, una hipdtesis estadistica puede ser que el
pardmetro u sea estrictamente positivo, en cuyo caso Oy = {(y,0) € © : p >0} =R2. |

Dado Oy, las hipotesis Hy : 0x € Oy v Hy : 0x € O1 se denominan respectivamente
hipétesis nula y alternativa, donde ©; := © \ Oy, y el problema de contrastar hipétesis
estadisticas consiste en utilizar realizaciones de X para decidir entre alguna de ellas. Asi,
un test de hipdtesis no aleatorizado ¢, se define como una funciéon medible

¢ X —{0,1} (1.4)

tal que si ¢(X) = 1 entonces se rechaza Hy y si ¢(X) = 0 entonces se acepta Hy. En este
ultimo caso, la terminologia estadistica usual es afirmar que no hay suficiente evidencia para

3



1.3. Teoria de Neyman-Pearson Capitulo 1

rechazar la hipodtesis nula, en lugar de decir que se acepta Hy. Aunque en lo que sigue s6lo
se hablara de test de hipdtesis no aleatorizados, para efectos de futuros resultados que se
presentaran en esta memoria es importante definir lo que se entiende por un test de hipdtesis
aleatorizado. Este consiste en una funcion medible

¢: X —10,1] (1.5)

tal que ¢(X) indica la probabilidad con la que se rechaza la hipétesis nula. El lector intere-
sado en una exposicion mas detallada acerca de los test de hipdtesis aleatorizados puede
consultar [44].

Tras la definicion de lo que se entiende por un test de hipdtesis surge, de manera in-
mediata, el problema de tener que determinar la calidad de un test y escoger el éptimo, de
acuerdo a cierto criterio, en caso de existir. En relacién a esto, es importante tener presente
que hay dos tipos de error inherentes a la aplicacion de cualquier contraste de hipdtesis.
Estos de denominan error de tipo I y 11, y corresponden a “rechazar H, cuando esta es
verdadera” y “no rechazar H, cuando esta es falsa”, respectivamente?. Cabe destacar que
dada la aleatoriedad asociada a las realizaciones de X, lo usual es controlar la probabilidad
con la cual los errores de tipo I y II ocurren.

Dado un disefio muestral con un tamano de muestra fijo, no es posible escoger un test de
hipétesis que minimice de manera simultdnea ambas probabilidades de error. En la seccién
siguiente se expone brevemente la teoria de Neyman-Pearson, la cual propone una solucién
a este problema.

1.3 Teoria de Neyman-Pearson

Esta teoria propone controlar la probabilidad de error de tipo I, manteniéndola bajo un
nivel predeterminado. Dado un test ¢, se define la probabilidad de rechazo como

o(0) = Po=1)= Bs], 0co. (16)
Sea « € [0, 1], se dice que un test ¢ tiene nivel « si

sup a(f) < a. (1.7)
[ASSH

Tipicamente se impone que « tome un valor pequeno, de donde se aprecia el tratamiento
diferente que, en esta teoria, se le da a la probabilidad de error de tipo I y II respectivamente,
siendo més grave cometer un error de tipo I.

La imposicién de la condicién (1.7) no es suficiente para encontrar un test adecuado, dado
que el contraste ¢(z) = 0, Vo € X, es de nivel « para cualquier valor de esta constante, sin

4En el primer caso se hablara de un falso positivo y en el segundo de un falso negativo

4



1.3. Teoria de Neyman-Pearson Capitulo 1

embargo, esta eleccién estd lejos de ser idénea®. Lo anterior lleva a tener que controlar el
error de tipo II de alguna manera. Para esto se define la funcion de potencia, 7, como la
restriccién de «(f) a Oy y se interpreta como la probabilidad de rechazar correctamente la
hipétesis nula. Es decir,
w: 0, — [0,1]
0 — =(0)=a0).
Es evidentemente deseable que un test tenga una potencia alta. Lo anterior justifica la

siguiente definicién: un test ¢*, de nivel «, se dice uniformemente més potente (UMP) si
para todo test ¢, de nivel «, se tiene que

(1.8)

7(0) > w(0), VOec o, (1.9)

donde 7* y 7r son las funciones de potencia de ¢* y ¢ respectivamente. No obstante, no siem-
pre existen test con la propiedad anterior, lo que lleva a tener que imponer otras propiedades
de interés como insesgamiento, invarianza, etc. Para més detalles ver [67] y [44].

Antes de concluir esta seccién, se presenta un resultado de existencia y unicidad de test
de hipétesis UMP aleatorizados, en el caso O = {6y} y ©1 = {#,}. En esta situacién, las
hipdtesis Hy y H; se suelen denominar simples. La referencia usada es [70].

Teorema 1.1 (Lema de Neyman-Pearson). Sean ©¢g = {6y} v ©1 = {01}, y p; = dﬁi para
i =0,1, las derivadas de Radon-Nikodym con respecto a una medida o-finita v sobre (X, A).

Entonces:

(i) (Existencia de un test UMP aleatorizado) Para todo o € [0, 1], existe un test UMP de
nivel o, dado por
1 sip1(X) > epo(X),
F ()= 7 sip(X) = olX). (1.10)
0 sip(X) < epo(X),

donde v € [0,1] y ¢ > 0 son constantes elegidas de modo que Eg,(¢*) = a (¢ = o0 es
permitido).

(ii) (Unicidad) Si ¢** es un test UMP de nivel «, entonces

¢**(X)—{(1) zgiggigzgg v—cs. (1.11)

El lector interesado en la demostracion del teorema anterior, puede consultar las pags.
394-395 de [70].

El teorema 1.1 es la base de la teoria de los test de hipotesis clasicos, también llamados
frecuentistas, y posee varias extensiones, siendo las mas conocidas las de Karlin-Rubin y el

5Esto pues, independiente de x, nunca se rechaza Hy.

5



1.4. El paradigma bayesiano Capitulo 1

test de razon de verosimilitud. La extensién de Karlin-Rubin no siempre es aplicable, ya que
requiere una hipétesis conocida como propiedad de razén de verosimilitud monétona,
sin embargo, el test resultante es UMP. El test de razén de verosimilitud siempre es aplicable,
no obstante, no siempre entrega test de hipétesis UMP. Para detalles ver cap. 8 de [16]. De
lo anterior se destaca que la potencia aparece como un criterio de optimalidad frecuentista
a la hora de construir test.

Una forma alternativa de rechazar o no un test de hipodtesis, que no cae directamente
dentro de la teoria de Neyman-Pearson y que sera muy utilizado al momento de explicitar
metodologias asociadas a los THM, es el enfoque basado en p-valores, que se define a con-
tinuacion: considere una familia de test no aleatorizados T = {¢, : a € [0,1]} tal que ¢, es
un test de nivel a. Sea R(a) := ¢ *({1}) C X la regién de rechazo de ¢, € T y suponga
que {R(«) : @ € [0,1]} es una familia creciente de subconjuntos de X tal que R(0) = 0y
R(1) = X. Para cada x € X" se define

p(x) :=mf{a €0,1] : z € R(a)}. (1.12)

El p-valor asociado a la familia de tests T se define como la v.a. p = p(X). Asi, la regla de
decisién para un test de nivel «, en base al p-valor, consiste en

|1 sip<a,
or) = { 0 en otro caso. (1.13)

Para maés referencias ver pags. 63-65 de [44].
El la seccién siguiente se exponen brevemente los fundamentos de otra importante co-

rriente estadistica, en la cual cambia la interpretacién estocastica que se le da al espacio de
pardametros. La referencia usada es [30].

1.4 El paradigma bayesiano

El paradigma bayesiano se diferencia del enfoque frecuentista, visto en la secciéon ante-
rior, en que el pardmetro 6 del modelo estadistico se visualiza como si fuera un elemento
aleatorio 0 a valores en un espacio medible (©,7"), con T una o-algebra de conjuntos sobre ©,
y definido sobre algtin espacio de probabilidad abstracto. Lo anterior se consigue definiendo
una medida de probabilidad @ sobre (X x ©, 4 ® T) que se pueda descomponer como

Q(dx,d0) = K (dx,0)I1(d6), (1.14)

donde II es una medida sobre (©,7) denominada distribucién a priori y K es un kernel
probabilistico, esto es, una funcién K : A x © — [0,1] tal que V0 € O, K(-,0) € Z(A)
y VA € A, K(A,-) es una funcién T, %([0,1]) medible, donde #([0,1]) son los borelianos
de [0,1]. La medida a priori II, o probabilidad a priori si integra 1, se interpreta como un
conocimiento previo sobre los parametros del modelo y el kernel K, como (una versién de)
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la ley condicional de X dado 6, donde se hace la suposicion que X observado tiene esta ley,
es decir, se identifica K (-,6) con Py(-). Esta manera de ver el espacio de pardmetros provoca
profundas diferencias entre los enfoques frecuentista y bayesiano, y muchas controversias.
Es interesante en este punto destacar que en el paradigma bayesiano el parametro es fijo,
sin embargo, se modela la incerteza acerca de su verdadero valor a través de una medida
de probabilidad. El lector interesado en una defensa de la perspectiva bayesiana y de sus
fundamentos, desde la teorfa de decisién, puede consultar [11] y [12].

Sea v una medida o-finita sobre (X, .A) tal que V0 € ©, Py < v y sea p(-|f) la derivada
de Radon-Nikodym correspondiente, la cual es la densidad condicional con respecto a v de
X dado 6. Sea P la distribuciéon marginal de X. Se puede probar usando el teorema de
Tonelli (ver cap. 1 de [67]) que P < v, con derivada de Radon-Nikodym dada por

p(x) = / p(]0)11(d6). (1.15)

El objeto fundamental en que se sustentan todas las inferencias bayesianas es la dis-
tribucién a posteriori, II(:|z), que corresponde a la distribucién condicional de 8 dado
X. Utilizando una version general del teorema de Bayes presentada en [67] se prueba que la
distribucién a posteriori es absolutamente continua con respecto a la distribuciéon a priori,
con derivada de Radon-Nikodym dada por

p(z]0)
Jo p(x|6)11(d6)

En el caso que Il < p donde p es una medida o-finita sobre (0,7) y 7 la densidad
correspondiente, se obtiene la siguiente formula para la densidad a posteriori

w(0r) =

(1.16)

p(z]0)
m(0lx) = w(0 , 1.17
(8l2) = x(6)2 75 (117
donde p(z fe )p(z]0)p(df). Tipicamente p es la medida de Lebesgue de manera que
para mantener la notacmn usual del célculo se escribe p(x f@ (x]6)df. Se concluye

asi el marco estructural matematico de la inferencia bayesmna conmderada en este trabajo.
En lo que sigue se explica de manera general, en qué consiste la teoria de test de hipdtesis
bayesiana.

Como dice Silvey en [71], la teorfa de Neymann-Pearson no trata precisamente con las
hipotesis, es decir, con los conjuntos de parametros Oy y O1, sino que busca una soluciéon
al problema de decisién asociado, intentando satisfacer ciertos criterios de manera que el
procedimiento resultante tenga alguna propiedad de optimalidad. En cambio el enfoque
bayesiano de test de hipdtesis si admite una inferencia directamente sobre el espacio de
parametros, gracias a la existencia de la distribucién a posteriori.

Desde el punto de vista bayesiano, lo inico importante a la hora de contrastar hipétesis
es calcular la probabilidad a posteriori de los conjuntos ©¢ y ©; respectivamente, y comparar

7
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cual de estas probabilidades es mas grande. Lo anterior tiene una justificacién desde el punto
de vista de la teoria de decisién, ya que en cierto sentido, un test ¢ es un procedimiento
que intenta estimar la funcién le,(#). Asi, con la incorporacién de una adecuada funcién de
pérdida L(6, ¢), es posible derivar un estimador de Bayes para el problema en estudio. La
funcion de pérdida propuesta por Neyman-Pearson es

L0, ¢) = { L si ¢ 7 16, (0), (1.18)

0 en otro caso.

Asi, es posible probar que el estimador de Bayes ¢™ asociado al problema anterior es

| 1 sill(©g|z) > II(O]x),
¢7(z) = { 0 en otro caso, (1.19)

y el problema de test de hipdtesis esta completamente determinado desde la perspectiva
bayesiana. Para més detalles ver cap. 5 de [52].

Segtn Berger (ver [11]), aunque las probabilidades a posteriori de ©¢ y ©; son las medidas
principales para los test de hipétesis bayesianos, también es de interés el concepto de factor
bayesiano:

Definicién 1.1 (Factor bayesiano). Se define el factor bayesiano como

_ 1I(O|z)IL(©4)

B = 116, jo)i@0)

(1.20)

El concepto anterior puede interpretarse algunas veces como la razéon de Hy a H; dado
los datos. Al respecto, hay varias reglas para aplicar este concepto, quizas la més conocida
sea la de Jeffreys (ver [40]), quien estableci6 la siguiente convencién:

1. Silog,(B) varia entre 0 y 0,5 entonces la evidencia en contra de Hj es decisiva.
2. Si log;y(B) varia entre 0,5 y 1 entonces la evidencia en contra de H es fuerte.

(B)
(B)

3. Silog,(B) varia entre 1 y 2 entonces la evidencia en contra de Hy es substancial.
(B)

I

. Silog,,(B) es mayor que 2 entonces la evidencia en contra de Hj es pobre.

Como ya se explicito, hay muchas otras convenciones, pero para efectos de este trabajo
bastara con la anterior.

Con esto se da por terminado el marco estructural asociado a la teoria de los test de
hipdtesis, en su enfoque frecuentista y bayesiano, que servira de base para explicar la teoria
de pruebas de multiples hipdtesis estadisticas, el tema central de esta memoria. No obstante,
es importante destacar que hay varios topicos que, por motivos de simplificacién de la teoria
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y espacio, no se presentaron en las secciones anteriores y que son de relativa importancia
para esta memoria. Un ejemplo de esto, es el tema de la inferencia bayesiana no paramétrica,
que actualmente esta siendo foco de mucha investigacion y que tiene algunas aplicaciones a
los test de hipdtesis multiples. Al respecto, el lector interesado puede consultar la excelente
monograffa de Ghosh y Ramamoorthi (ver [36]).

1.5 Test de hipdtesis multiples

De manera informal se puede afirmar que los procedimientos de THM intentan controlar
el nimero de resultados incorrectamente significativos mientras se testean simultaneamente
un gran numero de hipotesis estadisticas. Para realizar lo anterior es fundamental definir lo
que se entiende por una adecuada tasa de error, que es basicamente una manera de con-
ceptualizar los errores que se cometen al decidir en paralelo un gran niimero de contrastes de
hipétesis. El problema anterior tuvo sus origenes a principios del siglo XX y fue bien estudia-
do en el contexto de pocas hipdtesis (del orden de 10 hipdtesis). De estos estudios surgié la
FWER (familywise error rate), que corresponde a la probabilidad que haya al menos una
hipétesis erréneamente rechazada, como la tasa de error a controlar, no obstante, cambios
tecnoldgicos actuales han provocado la necesidad de analizar un nimero muy elevado de
hipétesis al mismo tiempo (del orden de miles o incluso millones de hipédtesis), lo que ha
obligado a definir otras tasas de error, esto pues, en dichos casos la FWER no tiene un buen
comportamiento, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4. Se quieren contrastar m hipdtesis estadisticas. Se definen las v.a’s V', que
representa el nimero de falsos positivos (esto es, el nimero de hipdtesis incorrectamente
rechazadas) cometidos al resolver los m test, y V;, que toma el valor 1 si la hipdtesis 7 es
incorrectamente rechazada y 0 en otro caso. Formalmente

V=YV v Vi 1{re oo 1), (121)

=1

donde ©f = {6y} es el conjunto de pardmetros bajo la i-ésima hipétesis nula y ¢; es un
test de la i-ésima hipdtesis, ¢ = 1,..., m. Suponiendo que (V;)!™, son independientes y que
el nivel de significacién de cada test individual ¢; es a € [0, 1], es decir, Py, (V; = 1) = a,
entonces

Pp(V>1) = 1—Py(V=0)
= 1-P,(Vi=0,Voa=0,...,V,, =0)

= 1_HP90(V;:O)
=1

= 1= (Bp(Vi=0)"
— - (- Ry Vi= 1)
I1-(1—a)™

9
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Para entender las repercusiones del resultado anterior, se procede a graficar la probabilidad
de que se cometa al menos un falso positivo en funcién del nimero de hipdtesis individuales
a contrastar.

FWER en funcién del nimero de hipoétesis

Q]
—
— a=0.1
a=0.05
© — a=0.01
2
[{=]
e
o
W
=
L
< ]
o
N
S
o
=
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

NUmero de hipétesis

Figura 1.1: Py, (V > 1) en funcién de m.

De la figura 1.1 se observa que para alrededor de 400 hipotesis, la probabilidad de cometer
al menos un error de tipo I es practicamente 1, lo que demuestra que en el contexto de muchas
hipétesis® controlar la FWER no es conveniente bajo el supuesto de independencia entre
hipotesis. El fenémeno anterior se conoce con el nombre de problema de la multiplicidad.

El problema de los test de hipotesis multiples surge cuando es necesario considerar de
manera unificada varios problemas de contraste de hipétesis, como los descrito en las seccio-
nes anteriores. Los ingredientes de un problema de este tipo, en el caso que se tienen m
hipétesis, son familias paramétricas P; = { Py:|0° € ©'}, elementos aleatorios X a valores en
(X%, AY), hipétesis nulas H} : 0° € ©F, hipStesis alternativas Hi : " € O con ©f U O} = ©'
y distribuciones a priori II* en el caso bayesiano, para i = 1,...,m. En cada caso se dispone
ademds de un test ¢' : X' — {0,1} a través del cual se decide rechazar o no cada hipGtesis
nula H}. En la tabla 1.1 se definen algunos ingredientes adicionales importantes, relacionados

6Como sucede con los microarrays por ejemplo.
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con los test de hipdtesis miiltiples, que seréan utilizados frecuentemente en los capitulos 2 y
3 de este trabajo. La notacién usada en esta tabla corresponde a la empleada en [4].

Tabla 1.1: Marco conceptual de los THM.

Decision

Hipdtesis  Aceptadas Rechazadas  Total

Verdadadera U % Mo
Falsa T S m — myg
Total Q R m
Las definiciones de la tabla 1.1 se pueden formalizar como sigue: sean I = {1,...,m} e

I(0)={i€1:0; € ©)}. Entonces

szl{@:l}; U:ZL{@-:O}; S = Z ¢ =1},

1€1(0) 1€1(0) 1€I\I(0)
T= > Up=0) R=) Usi=1} Q=) 1{¢ =0}
1€I\I(0) iel el

No es claro qué significa un test multiple desde el punto de vista matematico porque, de
hecho, todavia es de interés testear cada una de las hipGtesis HY. Por lo mismo, suponien-
do que se dispone de test ¢° que son buenos, incluso éptimos, ;por qué razén habria que
hacer algo distinto que aplicarlos secuencialmente o simultdneamente? La respuesta a esta
interrogante estd en la premisa béasica de los THM que, segin Miller (ver [48]), es que “hay
que dar proteccion adicional a la hipotesis nula, correspondiente a un grupo de parametros”.
Ademas este insiste, y con mucha razén, en no descuidar los errores que se cometen cuando
las hipétesis alternativas son ciertas.

En el siguiente ejemplo se explica en qué consiste la proteccion adicional de la hipotesis
nula cuando se contrastan simultaneamente varias hipotesis estadisticas.

Ejemplo 1.5. Sean X ~ N(u,1) e Y ~ N (v, 1) variables aleatorias independientes y las
hipétesis nulas H} : u = 0, H2 : v = 0 versus las alternativas H{ : u # 0, H : v # 0.
Dado un a € [0,1], para decidir Hy se usa el test |X| > z,/2 y para H, [Y| > 24/, con
Zajp = @711 — /2) y @ la funcién de distribucién de la A'(0,1). Se procede a agrupar
las hipdtesis nulas individuales en una sola hipétesis nula Hj? : § = 0 contra la alternativa
H{*:0 +# 0, donde 6 = (p,v). Claramente se rechaza Hj* cuando | X| > z4/2 0 |Y] > 242,
lo que equivale a rechazar H}? cuando T = max{|X|,|Y|} > z,/2. Notemos ahora que bajo
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la hipStesis nula H}? se verifica que,

P@(T > Za/2) = 1- P9(|X| S Zaf29 |Y| S Za/Z)
= 1= F(|X] < zap2) Po([Y] < 2a/2)
= 1-(1-a)

= 2a0—a’>a.

Se concluye entonces que H}? no tiene el mismo nivel de proteccién que Hi o HZ, puesto
que, la probabilidad de rechazar H}? es mayor. |

La manera estandar de enfrentar el problema de la multiplicidad, asi como la proteccion
adicional de la hipotesis nula, es definiendo una adecuada tasa de error. Al respecto hay
muchas posibles definiciones; de hecho, uno de los problemas ain abiertos en esta teoria es
cémo definir una tasa que sea aplicable para cualquier estructura de dependencia entre las
hipdtesis a analizar. Sin embargo, una vez escogida una tasa de error, el camino a seguir
es muy parecido al de los test de hipdtesis no miltiples, esto es, se busca un procedimiento
estadistico o, como se definird en la seccién siguiente, una regla de decisiéon multiple que
haga que la tasa de error escogida sea menor o igual que un valor determinado a € [0, 1]. Se
aprecia asi el por qué las tasas de error son la generalizacion de la probabilidad de error de
tipo I, vista en las secciones anteriores.

En la seccion siguiente se muestra que una familia de hipétesis estadisticas siempre

pueden agruparse de manera que todas las hipétesis nulas se expresen en una tinica hipdtesis
nula, con respecto a un parametro global.

1.6 Hipodtesis simultaneas

Considere el marco estructural planteado en la seccién anterior para los test individuales.
Lo que sigue es ver que se pueden extender dichos conceptos al contexto de los test multiples.
En relacién a lo anterior, es posible definir una nueva familia de medidas de probabilidad
P = {Py : 6 € O} definidas sobre un espacio medible (X, .A), un elemento aleatorio X
a valores en dicho espacio y un conjunto ©g, para los cuales a su vez existen funciones
medibles” epiyectivas ; : © — O tales que ;(f) = #' y funciones medibles epiyectivas
i+ X — X tales que 1;(X) = X*. El conjunto © asociado a la hipdtesis nula simultédnea
se define como Oy = (I, ; '(O}), de manera que

€0y & 0 =¢;(0) €O, i=1,...,m. (1.22)

Por otra parte, X es un observable sobre (X, .A), con A una o-dlgebra sobre X, tal que si
su ley es Py, entonces la ley de X* = 9;(X) es Py donde 6" = ¢;(6). En otras palabras

Pyo; ' =P, Yi=1,...,m, V0 € O. (1.23)

"Esta propiedad de medibilidad sélo es necesaria en un contexto bayesiano.
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El conjunto Oy se escribe como la interseccion de m regiones ¢; *(6f) de ©, cada una de
las cuales estd asociada a las hipStesis nulas originales H)}. Es importante notar que 6 puede
tener mas, o incluso menos, de m componentes puesto que en una formulacion conjunta hay
que definir la ley conjunta de (X', X2 ..., X™), que puede requerir m4s, o tal vez menos,
de m parametros. Esta situacion se discute en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Se disponen de hipdtesis H} : puy = 0 vs H : uy # 0y HZ : g = 0 vs
H? : py # 0 en el contexto de modelos gaussianos N (1, 0?) v N (9, 03) respectivamente,
con 07 vy 09 desconocidos. Se poseen ademds observaciones X' y X? de dichos modelos
probabilisticos. En este entorno de trabajo ' = (p1,01) y 02 = (2, 02), y se puede construir
un modelo que alberge a las hipétesis nulas Hy y Hg del siguiente modo: Se define el espacio
X = R? el observable X = (X1, X3) y la familia P = {P : § € O} de medidas de
probabilidad sobre (R?, 2(R?)), donde B(R?) es la o-dlgebra de los borelianos sobre R?,
como

Py = N(N170%)®N(/~L2a0—§> (124>

donde ® indica la medida producto, en este caso, de medidas gaussianas sobre R. Esto
dltimo traduce el hecho que las componentes X!, X? del vector X son independientes. En
tal caso, claramente se define el pardmetro 6 = (py, 071, 12, 02) y el espacio de parametros © =
O!'x02 = RxR, xRxR,. Asi, las funciones ¢, ©s, 11, 15 son simplemente las proyecciones
y todo es bastante sencillo. Sin embargo, puede ocurrir que el modelo conjunto Py definido
anteriormente no sea adecuado, porque por ejemplo X; y X no son independientes. En
este caso, si aun fuera razonable creer que la ley conjunta es gaussiana, se podria considerar

como modelo probabilista
2
=N M), (70 92 1.25
() (2 % 2

donde 015 = Cov(X1, Xs) = 091. Asi, el pardmetro 6 = (uy1, 01, 2, 09, 012), es decir, ahora el
modelo tiene 5 pardmetros reales, y el espacio de pardmetros © = (R x R, )? x R, agregando
la restricciéon que 0?03 > o, para que la matriz de varianza-covarianza de X sea definida
positiva. Las funciones 1;, ; siguen siendo las proyecciones y se aprecia ahora que el modelo
tiene mas parametros que los de los modelos originales. No obstante, hay muchas maneras
alternativas de construir medidas de probabilidad sobre (R? %(R?)) de manera que las
marginales sean N (1, 0%) y N (12, 03). En tal caso, Py podria ya no ser una ley gaussiana
y quizas habria que incorporar muchos parametros mas para describir la ley de X, siendo
necesarios incluso una infinidad, lo que obligaria a entrar en el dominio de los modelos no

parameétricos. |

El ejemplo anterior muestra que puede ser muy dificil especificar el modelo probabilista
adecuado para el observable X, a partir de los elementos aleatorios X' y X? relacionados
con las hipétesis nulas H} y HZ respectivamente.

En lo que sigue, se supone que es posible especificar lo que se denomina el modelo
conjunto, que se designa simplemente como P = {F : 6 € O}, y el observable X a valores
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en el espacio medible (X, A). Se considera ademds que se dispone de conjuntos 0} C O,
i =1,...,m, cada uno de los cuales define la hipétesis H}. En tal caso, la hipétesis nula
conjunta o simultanea se especifica como

Hy: 0 € 0y:=()0]#0, (1.26)

=1

quedando la hipétesis alternativa especificada por ©1, el complemento de ©g en ©. Es muy
importante destacar la importancia que ©¢ # (), para que el test multiple asociado tenga
sentido.

Dado un test ¢, para las hipdtesis Hy vs H; especificadas més arriba, y a € [0, 1], se puede
en principio proteger la hipdtesis nula, siguiendo la teoria de Neyman-Pearson, imponiendo

que el test tenga nivel a, es decir,
sup o) < « (1.27)
0€0y
quedando resuelto el problema de las hipdtesis multiples, al menos en lo que respecta a
controlar el error de tipo I, sin embargo, la respuesta que se obtiene en caso de rechazar
la hipotesis nula Hy, no es satisfactoria, esto pues, es indispensable senalar cudles son las
hipétesis nulas originales HY, i = 1,...,m, que son rechazadas. Esta es la razén por la cual la
teoria de Neyman-Pearson no es adecuada para analizar el problema de los test de hipdtesis
multiples.

Para abordar este problema se deben abandonar los test clasicos del tipo ¢ : X — {0, 1}
y pasar a reglas de decision del tipo ¢ : X — {0, 1}™ donde

¢(r) = (¢1(2), .., di(x), ..., Om(2)) (1.28)

yVi=1,...,m, ¢; es un test de hipotesis que, por simplicidad, se considera no aleatorizado
(ver (1.4)). Otra manera de enfrentar el problema de los test de hip6tesis miltiples, bastante
usada en la préctica, es definir una regla de decisién del tipo ¢ : X — 2t} donde

o(z) C{1,...,m} (1.29)

y representa el conjunto de indices cuyas hipdtesis nulas son rechazadas, es decir, si la apli-
cacién ¢(x) = {2,7,m — 1}, entonces las hipétesis nulas rechazadas son HZ, H] y HJ" .

En la seccién siguiente se expone el desarrollo histérico de los test de hipétesis multiples,
basada en una revision bibliografica realizada durante el desarrollo de esta memoria.

1.7 Desarrollo histérico y revision bibliografica

La teoria de los test de hipdtesis multiples tard6 en surgir. Al respecto, se fueron generan-
do una gran cantidad de resultados provenientes de los anélisis de regresién y varianza, que
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permitieron que se formaran las bases de esta teoria. En este sentido, el periodo entre 1902
y 1946 podria considerarse como un inicio rudimentario del drea donde connotados investi-
gadores, como Pearson (padre e hijo), Student y Fisher, hicieron sus primeros aportes. Para
detalles y una lista exhaustiva de las publicaciones de esta época, ver [48] y sus referencias.
Sin perjuicio de lo anterior, es entre 1947 y 1955 cuando se sientan de manera explicita las
bases de esta teoria, gracias al aporte de tres investigadores: D.R. Duncan, H. Scheffé y J.W.
Tukey. Es muy importante destacar que fueron ellos quienes identificaron el problema de
multiplicidad como un problema en si mismo, mas que una dificultad derivada de un pro-
blema de regresion multiple. Posterior a esta época, se fueron generando una gran cantidad
de publicaciones en el area, sin embargo, faltaba que alguien condensara todo ese material
y lo presentara de manera clara y accesible en un libro. Esto no ocurrié hasta 1966, cuando
R. G. Miller publico la primera ediciéon de su libro: “Simultaneous Statistical Inference”, en
la que hace una revision bibliografica de las publicaciones mas connotadas hasta 1966. En
una segunda edicion de este, la revision se extiende hasta 1976. Es muy importante destacar
la importancia del texto de Miller, debido a que expone el problema de los test de hipdtesis
multiples a un publico cuyo interés son las aplicaciones y que no tenia un acercamiento a
dicho material, por encontrarse en revistas muy especializadas o de dificil acceso. En este
punto hay que prevenir al lector interesado en estos temas, que la exposiciéon de Miller se
parece mucho a la de un libro de recetas de cocina, lo cual puede ser muy 1til para quien
quiera aplicar estas metodologias, pero no muy adecuada para quien se interese en los fun-
damentos matematicos de los THM. Entrando un poco mas en los detalles técnicos, durante
esta época la tasa natural de error a controlar era la “familywise error rate”, abreviada
FWER, cuya definicién corresponde a

FWER = Py(V > 1), (1.30)

donde V' es el nimero de falsos positivos cometidos en la aplicacion de los m test de hipotesis
(ver tabla 1.1). Un punto interesante de esta tasa de error es que si se piensa un problema de
test de hipotesis multiple desde el punto de vista de la teoria de Neyman-Pearson, esta es la
generalizacion natural de la probabilidad de error de tipo I. El control mas comun utilizado
sobre esta tasa de error es el procedimiento de Bonferroni, el cual consiste en testear cada
hipétesis individual al nivel &, para asi lograr un control de nivel a para la FWER (para
mas detalles ver [48]). No obstante, cuando el nimero total de hipdtesis a contrastar, m,
es muy grande, se obtiene un procedimiento que es demasiado conservativo como se vio
en el ejemplo 1.4, es decir, se rechazan muy pocas hipdtesis nulas. Los investigadores de
la época, conscientes de lo anterior, siguieron usando este criterio pues, en la practica no
se necesitaban testear tantas hipdtesis al mismo tiempo. Al final de la década de los 80/
e inicios de los 90 esta situacién comenzé a cambiar, debido principalmente al estudio de
los microarray, contexto en el cual se necesitan analizar miles e incluso millones de genes
de manera simultdanea. Lo anterior provoco la necesidad de extender la teoria existente, lo
que sucedi6é de dos maneras: generalizando la FWER y sus formas de control, y definiendo
nuevas tasas de error. En relacién a lo primero, se han propuesto varias generalizaciones al
procedimiento de Bonferroni. Por ejemplo, Simes en [72] propuso trabajar con la secuencia
a; = i de valores criticos para compararlos con los p-valores de cada test individual. En lo
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que respecta a generalizar la FWER, el trabajo mas influyente es sin duda el de Lehmann y
Romano (ver [43]), quienes propusieron la k-FWER como la tasa de error natural a controlar
y cuya definicién corresponde a

k-FWER = Py(V > k). (1.31)

En relacién a la definicion de nuevas tasas de error se encuentra la “per comparison error
rate”, abreviada PCER, y cuya definicion es

PCER = E, <%> - / (%) ip, (1.32)

Esta tasa se caracteriza porque la significancia de cada hipétesis individual es decidida sin
considerar las del resto, debido a la linealidad del operador esperanza. Lo anterior hace que
sea un concepto relativamente facil de aplicar, no obstante, no toma en cuenta las posibles
dependencias que puedan existir entre las distintas hipdtesis a contrastar. Por lo mismo,
permite un control muy liberal en el sentido que se rechazan muchas hipotesis, aumentando
por ende la posibilidad que se cometan mas errores de tipo I. Sin perjuicio de lo anterior,
esta tasa es defendida por algunos autores como Saville (ver [66]), quien propone usarla
debido a su simplicidad. Volviendo al contexto histérico, es importante destacar que las
publicaciones a inicios de los 90’ se caracterizan por una busqueda de una nueva tasa de
error que no fuera tan conservadora como la FWER, pero que tampoco fuera tan liberal
como la PCER. Finalmente, una tasa de error distinta y mejor aparecio, y fue propuesta
en 1995 por Benjamini y Hochberg (ver [4]). Esta es la conocida “false discovery rate”,
abreviada FDR, y cuya definicién corresponde a

FDR = Ey (%) = / (%) dP,, (1.33)

donde el cuociente se considera cero cuando R = 0 (ver tabla 1.1). Esta tasa cambié el
panorama de los test de hipdtesis multiples, ya que incentivé el desarrollo de numerosas
nuevas investigaciones centradas tanto en la busqueda de nuevas tasas de error derivadas
de (1.33), asi como de procedimientos alternativos, al propuesto por BH®, para controlar
la FDR. Esta revolucionaria tasa se caracteriza, ademas, por tener muchas propiedades
interesantes vistas tanto en [4] como en otros articulos de interés. Algunas de estas propie-
dades se comentan a continuacién:

1. Si todas las hipdtesis nulas son verdaderas, entonces controlar la FDR es equivalente
a controlar la FWER.

2. PCER < FDR < FWER (para detalles ver [32]).

3. Existen algoritmos para controlar la FDR bajo condiciones generales del compor-
tamiento conjunto de los test estadisticos, esto es, cuando existen ciertas estructuras
de dependencia entre los test estadisticos a contrastar.

8Benjamini y Hochberg
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El punto 2 es muy interesante, pues significa que cualquier procedimiento que controle la
FWER también controla la FDR, pero no necesariamente al revés. Otra caracteristica muy
importante de la FDR, es que existen procedimientos, como el de BH, que son mas potentes
que los procedimientos existentes para controlar la FWER, esto pues, se usan niveles de
significacién mayores para los test individuales, lo que repercute en una mayor probabilidad
de error de tipo I, una menor probabilidad de error de tipo II y por tanto, en una ma-
yor potencia para cada test individual. De lo anterior se desprende que una caracteristica
importante al momento de escoger test multiples es que estos rechacen la mayor cantidad
posible de hipétesis, garantizando el control de una adecuada tasa de error. En relacion a
esto ultimo, hay dos tipos de controles que se pueden realizar sobre una determinada tasa de
error. El primero se denomina control débil y consiste a realizar el control suponiendo que
todas las hipdtesis nulas son verdaderas. El segundo se denomina control fuerte y consiste
en realizar el control para cualquier configuracion de hipétesis nulas verdaderas.

Posterior al ano 1995, las publicaciones mas relevantes se centran alrededor de la FDR,
de manera que en lo sigue la revision bibliografica se enfocard en este tema. Volviendo al
procedimiento de BH para controlar la FDR, este se caracteriza por ser un procedimiento
de tipo secuencial, también llamado step-up, donde los p-valores py, ..., P, asociados a los
test individuales, son secuencialmente comparados, comenzando con el mas grande, con una
serie de valores hasta encontrar el p-valor critico, de manera que todas las hipdtesis con
p-valores menores a este valor critico son rechazadas. En especifico, se rechazan todas las
hipétesis cuyos p-valores sean menores a p;, donde k= méx{i : p;) < oy} con o = i% y
adicionalmente p;) < ... < pgy) son los p-valores ordenados. Posteriormente, Benjamini y
Yekutieli en [8], Sarkar en [58] y Storey et al. en [79], probaron que bajo el procedimiento
de BH, se verifica que

FDR = mo—, (1.34)
m

(ver tabla 1.1) en el caso donde los test estadisticos individuales y los p-valores asociados
son independientes, y FFDR < myq+-, cuando los test estadisticos tienen una dependencia
positiva, concepto que serd explicado en el capitulo 2 de esta memoria. Lo anterior es muy
relevante, ya que indica que el procedimiento de BH se vuelve conservativo a una tasa pro-
porcional al nimero de hipoétesis nulas verdaderas, esto es, mg. Por otro lado, hay otras
formas de controlar la FDR, por ejemplo en [58] se sugierie un procedimiento denominado
step-down, en el cual ninguna de las hipdtesis asociadas con el p-valor }5(5) y mayores son

rechazadas, donde [ = min{i : p;) > o;} con a; = i—. Con este procedimiento, atin en el
caso independiente, se cumple que la F'D R puede ser menor que mg .

En lo que sigue se considera el procedimiento step-up propuesto por BH en el caso inde-
pendiente. Asi, se tiene que FDR = mg=- y si la proporcién de hipétesis nulas verdaderas
d = ™% es conocida, entonces o puede ser manipulado de manera que la FDR satisfaga el
control deseado. Por ejemplo, si a; = i-°5 entonces se puede demostrar que F'DR = a. No
obstante, en la practica el valor de my es desconocido, de manera que no es trivial lograr

que la FDR tenga algtin valor predeterminado. De lo anterior se deduce la importancia de

17



1.7. Desarrollo histérico y revision bibliogréfica Capitulo 1

poder determinar de alguna forma el valor de d para tener alguna nocion de la bondad del
procedimiento resultante.

A consecuencia de lo anterior, durante la ultima década se han introducido otros proce-
dimientos secuenciales para controlar la FDR, en donde se propone un estimador adap-
tativo® d para d y los valores criticos son modificados a «; = i/ md. De manera heuristica
parece razonable pensar que este procedimiento deberia llevar a que la FDR tome el valor

doF (cAi_l), de manera que si d es un estimador eficiente (es decir, de varianza pequena) de
d, entonces la FDR deberfa tomar un valor cercano a «. En este sentido, Storey en [76] su-
giri6 usar d = %()‘Jl donde el término R(A) = >""  1{p; < A} es el nimero de p-valores
mas pequenos que A, donde 0 < A < 1 es una constante por determinar. Se destaca que
estimadores similares fueron sugeridos mucho antes por Schweder y Spjotvoll en [68]. Asi,

suponiendo que A ha sido determinado, entonces se escoge la siguiente secuencia de valores

criticos: a1 )
(1 —

;=mini\, —————— b . 1.35

o= min {1, OGS (139

Es muy importante sefialar que en términos generales los procesos adaptativos permiten
un control adecuado de la FDR, en el sentido que permiten mejorar significativamente las
propiedades de potencia. Sin embargo, el rendimiento de los procedimientos resultantes de-
penden fuertemente de la eleccién de A. Para més detalles ver [5], [13] y sus referencias.
En cuanto a la elecciéon de la constante A ha habido varias propuestas. Por ejemplo, Storey
en [77] sugiri6 varios procedimientos para determinar su valor, mientras que Benjamini et al.
en [7] sugirieron elegir A = . En este ultimo articulo se analizan ademas las propiedades
de potencia del procedlmlento resultante. El lector interesado en las propiedades tedricas
de estos procedimientos puede consultar [62]. Por ultimo, Gavrilov et al. en [31] sugieren
procedimientos adaptativos step-down analogos.

En términos generales, los procedimientos estandar para controlar la FDR pueden ser
descritos como procedimientos en los cuales la tasa de error es fija y donde las hipdtesis
individuales son testeadas a diferentes niveles de significancia para mantener constante la
tasa de error global. Sin embargo, ha habido extensiones de esta idea, por ejemplo, Storey
en [76] y [77] introduce un enfoque basado en una regién de rechazo fija, donde a; = a para
todoi =1,...,m. Asi, dada esta regién de rechazo, la FDR puede ser estimada de los datos
y entonces « es escogido de manera que la FDR tenga el nivel deseado.

Volviendo al tema de las generalizaciones basadas en la FDR, Storey en [76] propone la
“positive false discovery rate”, abreviada pFDR, y cuya definicién es

y
pFDR = Ey (E ‘R > 0) . (1.36)

9Por definicién un estimador adaptativo es un estimador eficiente para un pardmetro de interés, para el
cual el modelo estadistico asociado sélo es conocido parcialmente.
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Segin Storey, esta tasa de error es una version mas adecuada que la FDR. Mas aun,
mostré que si se supone un modelo mixto sobre las hipdtesis, es decir, si se supone que
las verdaderas hipétesis nulas se generan de manera aleatoria de acuerdo a una variable
aleatoria de Bernoulli de pardametro d, entonces se cumple que

da

pFDR(a) = (o)

(1.37)
donde F' es la funcién de distribucién marginal de los p-valores. Es importante destacar
que la expresiéon anterior no es cierta si los p-valores son dependientes, lo cual es una gran
complicacion para problemas provenientes de los microarrays, los cuales se caracterizan por
presentar ciertas estructuras de dependencia. No obstante, debido a la simplicidad de su
expresion, es ideal para un contexto de estimacion. Asi, una vez que una estimacion pﬁ
de pFDR ha sido obtenida, el procedimiento se reduce a rechazar todas las hipdtesis cuyos

p-valores que son menores o iguales a 4 donde
4 = méax{y :pflﬁi(v) < a}. (1.38)

Siguiendo con lo anterior, Storey en [76] mostré que el procedimiento de BH puede ser visto
como un caso particular del procedimiento anterior, donde d es estimado por la constante
1. Més atn, mostré que este procedimiento puede mejorar significativamente la potencia en
determinados casos.

En relacién a la pFDR, Storey en [77] mostré que esta tiene la siguiente interpretacién
bayesiana: “la probabilidad a posteriori que una hipotesis nula sea verdadera dado que esta
ha sido rechazada”. Esta interpretacion es muy interesante, ya que conecta al enfoque fre-
cuentista y bayesiano, en el contexto de los test de hipotesis multiples. Se destaca que han
surgido varios procedimientos alternativos de estimacién de (1.37), no obstante, dado que
da < F(a), existe la posibilidad de violar esta desigualdad si es que F(«) y d se estiman
de manera independiente. En un intento por solucionar lo anterior, Tang et al. (ver [81])
proponen un modelo bayesiano no paramétrico para estimar simultdneamente d y F'(«), en
el contexto de un modelo mixto o jerdrquico en el que naturalmente se restringen los esti-
madores a cumplir con la desigualdad deseada. Como resultado, se obtiene una estimacién
de la pFDR que es bastante eficiente.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la existencia de estructuras de dependencia
entre los p-valores transforma al problema de los THM en uno muy complejo y ademas,
de mucho interés practico. En este sentido, ha habido mucha investigacién, sin embargo, la
mayoria de los procedimientos propuestos se centran en introducir algin tipo muy especial
de dependencia entre los test estadisticos o los p-valores. Por ejemplo, Benjamini y Yekutieli
en [8] proponen un procedimiento que controla la FDR bajo una dependencia que ellos
llaman de “regresion positiva”, donde los valores criticos utilizados son

B 1o
m 22:1 gt
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Lamentablemente, este procedimiento resulta ser muy conservativo. Por otro lado, Sarkar
en [62] propone un conjunto alternativo de valores criticos y también investiga el rendimien-
to del procedimiento resultante bajo ciertas estructuras especiales de dependencia. Por su
lado, Finner y Roters en [28] y Efron en [20] sugieren modelar la transformacién probit de
los p-valores como una distribuciéon conjunta normal, para asi capturar la dependencia entre
ellos. Un procedimiento similar fue sugerido por Roy y Ghosal en [53], quienes usaron una
mezcla de densidades normales inclinadas para incorcorar la dependencia entre p-valores,
donde esta distribucién mixta es estimada usando técnicas bayesianas no paramétricas. De
lo anterior se observa que ha habido mucha investigacién en torno a este problema, pero que
sin embargo, atin no se obtiene una respuesta adecuada para una estructura de dependencia
mas general.

Las publicaciones en torno a nuevas tasas de error no se han detenido. Por ejemplo,
Efron en [20] propone la denominada “local FDR” y abreviada 1-FDR. Esta se diferencia
de la FDR, en que no se trabaja directamente con la funcién de distribucién marginal de
los p-valores, F'(«), sino més bien con la densidad marginal de estos. Otras generalizaciones
de la FDR pueden ser encontradas en [60], [61], [63] y sus referencias. En relacién a este
ultimo articulo, los autores definen la k-FDR, en un intento por homologar a lo acontecido
con la k-FWER. El lector interesado en ver los ultimos resultados respecto de esta tasa debe
consultar Sarkar y Guo (ver [64]).

Respecto del enfoque bayesiano del problema de los test de hipotesis multiples, algunas
propuestas han sido discutidas en [17], [81], [35], [53] y [33]. En esta tltima publicacién
los autores proponen el uso de una secuencia de p-valores ponderados, que incorporan la
informacion a priori acerca de las hipotesis individuales, para controlar la FDR. Por otro
lado estd la estimacién empirica bayesiana de la FDR, la cual ha sido discutida en [23].
Es importante recalcar que una caracteristica interesante del enfoque bayesiano, es que
resulta facil predecir algunas cantidades como, por ejemplo, la “false discovery proportion”,
abreviada FDP y cuya definiciéon es FDP = %. En relacion de este iltimo concepto, un
trabajo notable es [34], en el que se propone un enfoque basado en procesos estocasticos
para controlar la FDR. Mas atin, se demuestra que

_ 2221 [z‘(a)(l _f)z>
FDP(a) = ST T (0) + (0 = L)’ (1.40)

donde [;(a) = 1{p; < a} y 9, es el indicador de veracidad de la i-ésima hipdtesis alternativa,
tomando el valor 1 en caso de ser verdadera y 0 en caso contrario.

Suponiendo que (9;, I;(a)) para i = 1,...,m, son v.a. intercambiables, Roy y Gho-
sal (ver [53]) probaron que FDR(a) = db(a)Py(R > 0), donde b(a) es el valor espe-
rado de una funcién que depende de las funciones indicadoras $;, I;(«), lo cual implica
que pFDR(«a) = db(a). Una expresién similar fue derivada en [8] y [59]. En particular,

Sarkar en [59] mostrd que la cantidad @ es el valor esperado del estimador jackknife de

E[(1+R)™].
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Dentro de la gran cantidad de temas de rodean a los test de hipdtesis multiples, du-
rante la ultima década han aparecido algunas importantes contribuciones dentro de lo que
se puede llamar la teoria de decision multiple. Dentro de los trabajos a destacar en esta
area estd el de Finner y Strassburger (ver [29]) en donde exponen, a través del principio
de la particién, una forma de contruir test mas potentes. La mayoria de los trabajos en
esta area se dirigen a determinar tests que tengan ciertas propiedades de optimalidad, que
justifiquen la eleccién de realizada, utilizando para ello la teoria de la decision estadistica.
En este camino se encuentran, por ejemplo, los trabajos de Storey (ver [78]) y Sun y Cai
(ver [80]).

Para concluir este breve resumen acerca del desarrollo metodolégico de los test multiples,
se quiere mencionar el articulo de Hall y Wang (ver [37]). El problema de la dependencia
estadistica no esta del todo resuelto, ya que los procedimientos para enfrentar esta dificultad
suelen ser muy conservativos, lo que de cierta manera va en contra del espiritu de los THM.
Por lo mismo, muchos investigadores suelen suponer independencia de los test estadisticos,
lo cual puede ser en algunos casos una imposicion muy fuerte. Bueno, esto tdltimo no es
del todo cierto como lo demuestran en su articulo Hall y Wang, ya que cuando el tamano
muestral es mas grande que el logaritmo del nimero de test, la hipdtesis de independencia
no tiene consecuencias en los resultados inferenciales, en el contexto del test t, aun cuando
no sea una suposicion valida.

1.8 Aplicaciones

Los problemas de test de hipotesis multiples aparecen en el contexto de analisis de datos
en los cuales el interés es extraer las caracteristicas significativas del fenémeno en estudio,
de entre un gran conjunto de candidatos. Asi, esta metodologia es aplicable en cualquier
circunstancia en que el enfoque deseado sea el anterior. Los ejemplos cldsicos son:

(1) Anélisis de microarrays.
(2) Deteccién de fuentes en astronomia.
(3) Anélisis de neuro-imagenes.

De estos, sin duda, el andlisis de microarrays es el que mas investigacion y publicaciones
ha generado. Aqui el interés es basicamente determinar qué genes estan diferencialmente
expresados, en el contexto de tumores y canceres principalmente. Al respecto, algunas refe-
rencias importantes son de Wiel y van Wieringen (ver [82]) y Dudoit y van der Laan (ver
[19]). En relacion al ejemplo (2), el objetivo es decidir si las observaciones son consistentes
con las predicciones del modelo tedrico. El lector interesado en estos temas puede consultar a
Miller et al. (ver [47]). El punto (3), en términos bastante simples, busca analizar qué zonas
del cerebro se relacionan con determinados estimulos. Algunas referencias interesantes son
Pantazis et al. (ver [50]) y Benjamini y Heller (ver [3]).
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Capitulo 2

Test de Hipotesis Multiples, enfoque
Frecuentista

En este capitulo se enfatizan los detalles técnicos de las ideas mas importantes de los
test de hipdtesis multiples, desde una perspectiva frecuentista. Es importante enfatizar que
en este capitulo, y el siguiente, se comentan y relacionan estas ideas, que son aportes ori-
ginales de este trabajo. Se destaca también, que el criterio usado para su inclusion fue su
importancia, medida a través de su impacto en MathSciNet, y la innovaciéon en cuanto a
ideas matematicas.

2.1 FDR y el cambio de paradigma de los THM

Como ya se hizo referencia en el capitulo 1, la introduccién de la FDR (tasa de falsos
positivos) por parte de BH (ver [4]) cambi6 el paradigma de los test de hipdtesis miltiples,
en el sentido que provocd una avalancha de nuevas investigaciones y articulos orientados a
definir tasas de error que fuesen apropiadas para los problemas de contrastes multiples que
estaban intentando abordar los cientificos de la época, en especial, los genetistas.

En lo que sigue se supone el marco estructural discutido en la secciéon 1.6 del capitulo
1 y el marco conceptual dado en la tabla 1.1. Lo primero que se destaca de la informacién
contenida en esta, es que R, U, V, T y S son variables aleatorias, no obstante, solamente
R es observable. Adicionalmente, notar que si se testea cada hipdtesis individual a nivel
a € [0,1], entonces R = R(«) es variable aleatoria creciente en funcién de «, es decir,
Py(R(a) > R(a)) =1sia>d.

Sea FDP = m la proporcién de falsos positivos. Este concepto puede ser visto
como una variable aleatoria que no es observable, debido a V', y es muy importante en la
teoria de los test de hipotesis multiples, ya que hay varias tasas de error basadas en ella.
Como ya fue mencionado en la seccion 1.7 del capitulo 1, BH definieron la tasa de falsos
positivos, abreviada FDR, como

FDR = Eg(FDP) = / FDPAP;. (2.1)
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Algunas propiedades importantes de la FDR se resumen en la siguiente proposicién:
Proposicién 2.1. Para la FDR se verifica lo siguiente:
(a) Si todas las hipdtesis nulas son verdaderas (i.e. mg = m), entonces FDR = FWER.
(b) Cuando my < m, entonces FDR < FWER.

La demostraciones anteriores son sencillas de manera que se omiten. En todo caso, el
lector interesado en verlas puede consultar la pag. 4 de [4]. En el contexto de la propiedad
(a) se deduce que controlar la FDR equivale a controlar la FWER en un sentido denominado
débil, esto es, cuando mg = m, y en relacién a la propiedad (b), se concluye que cualquier
procedimiento que controle la FWER también controlara la FDR. Ademaés, Benjamini y
Hochberg senalan, con mucha razén, que mientras mas hipdtesis nulas existan, eventual-
mente mayor es la potencia obtenida controlando la FDR en vez de la FWER.

El procedimiento de BH para controlar la FDR, es un método tipo Bonferroni que se
describe a continuacién: sean pgy < ... < Pgy los p-valores ordenados asociados a las

hipétesis nulas H(()i). Entonces el test de hipdtesis multiple ¢?¥ definido por BH se caracteriza
por rechazar las hipdtesis nulas dadas por

¢ (x) = {m*(1),..., 7" (k)}, (2:2)
donde k = méx{i € {1,...,m} : Py < a;} con a; =i y 7 es el inverso del operador que
ordena los indices de los p-valores. Una manera alternativa de describir este test es a través
de

BH 1 si (7T*)_1<’i) S k
; = ' 2.3
7 (x) { 0 en otro caso, (2:3)
Vi=1,...,m, donde (7*)~! es la funcién inversa de 7* y ¢B(z) = (¢ (2),...,¢BH (x)).

En ambos casos, © € X con X el espacio asociado a los datos muestrales, es decir, x es una
realizacion del elemento aleatorio X. Es muy importante destacar en este punto que en la
practica, es muy comun identificar X = [0, 1] y considerar como datos muestrales el vector
de p-valores, esto es, se identifica X = p(X) = (p1,...,Dm). Por otro lado, se destaca que
los procedimientos de este tipo se conocen con el nombre procedimientos step-down.

Teorema 2.1. Para test estadisticos independientes y cualquier configuracion de hipdtesis
nulas falsas, el procedimiento anterior controla la FDR al nivel c.

La demostracién del teorema 2.1 se basa en el siguiente lema, cuya demostracién se
encuentra en el apéndice A del articulo de BH.

Lema 2.1. Para cualesquiera mq p-valores independientes correspondientes a las hipotesis
nulas verdaderas, con 0 < mg < m, y my = m—mgq p-valores correspondientes a las hipotesis

nulas falsas, el procedimiento de BH satisface la siguiente desiqualdad
E(FDP|pmgsrs- - pm) < a2 c.s. (2.4)
m
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La demostracion del teorema 2.1 se deduce directamente tomando esperanza en ambos
términos de la desigualdad (2.4), resultando que FFDR < a™® < a.

Una observacién importante de la demostracion del teorema 2.1 es que s6lo se necesita
independencia de los p-valores asociados a las hipdtesis nulas verdaderas.

Un punto débil de la formulacién presentada hasta el momento para controlar la FDR,
es que el procedimiento resultante para controlar la tasa de falsos positivos no surge a priori
de ningin problema de maximizacién o minimizacién, de manera que no pareciera poseer
alguna propiedad de optimalidad. Lo anterior no es cierto, como puede verse en la siguiente
proposicion:

Proposicién 2.2. Sea R(q) el nimero de hipdtesis rechazadas al nivel q, entonces el pro-
cedimiento de BH es dptimo en el sentido que

. qm
o =argmaxq R(q): — < a. 2.5
P q%[O,l] { & R(q) ~ } 25

Demostracién. Notar que Vg € [0, 1] tal que Py < ¢ < Py, entonces R(q) = i. Asi, la
expresion % crece en el rango de valores para el cual R(-) es constante. Ademds, dado que
R(q) es creciente en ¢, para resolver (2.5) basta restringirse a los valores de ¢ para los cuales

este es igual a algun p-valor. Por demostrar que ¢ = ﬁ(,;) resuelve el problema. En efecto,

A

q Py  «
— =< 2.6
Rlg) k ~—m (26)
Finalmente recordar que por definicién ]3(,;) es el mas grande de los p-valores que satisfacen
la desigualdad en (2.6). [

Una conclusion de la proposicion anterior es que el procedimiento de BH controla la tasa
de falsos positivos, maximizando simultaneamente el nimero de hipotesis nulas rechazadas.

2.2 El problema de la dependencia en los THM

El articulo de BH es notable en muchos sentidos, sin embargo, la hipétesis de indepen-
dencia de los test estadisticos es muy fuerte en la gran mayoria de los casos. Por otro lado,
como quedd de manifiesto en el ejemplo 1.6 del capitulo 1, el tema de la dependencia es un
topico de gran complejidad en el contexto de las pruebas de multiples hipdtesis estadisticas.
En este sentido, la publicacién de Benjamini y Yekutieli (ver [8]) es una de las primeras en
abordar esta dificultad de manera més o menos general cuando se usa la FDR como la tasa
de error a controlar.
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Uno de los principales aportes del trabajo de BY! es demostrar que el procedimiento
propuesto por BH también controla la tasa de falsos positivos en caso que los test estadisti-
cos cumplan una determinada propiedad llamada dependencia de regresion positiva (PRDS)
y que serad definida més adelante. Se destaca el trabajo previo de Benjamini et al. (ver [6])
en el que los autores muestran a través de un estudio de simulaciéon que lo anterior es cierto
para test estadisticos distribuidos normalmente y con una estructura de correlacion igual
y positiva. En este sentido, los resultados de [8] vienen a generalizar los del articulo anterior.

En todo lo que sigue se supone que en el contexto de los test de hipdtesis multiples
siempre hay al menos una hipétesis nula verdadera, ya que en caso contrario la FDR es
idénticamente cero.

Dos resultados importantes se presentan a continuacién:

Teorema 2.2. Si la distribucion conjunta de los test estadisticos satisface la propiedad
PRDS sobre el conjunto de indices asociado a las hipotesis nulas verdaderas, entonces el
procedimiento de BH controla la FDR a un nivel menor o igual a 2.
m o1
i=17
definicion de k, entonces sin importar la estructura de dependencia de los test estadisticos,
este procedimiento controla la FDR a un nivel menor o igual a 7.

Teorema 2.3. Si se aplica el procedimiento de BH tomando a/(> ) en vez de o en la

Es importante destacar la relevancia de los teoremas 2.2 y 2.3, ya que se manifiesta la
robustez del procedimiento de BH.

En el contexto de esta seccién X = (X, ..., X,,) corresponde a un vector de estadisticos
tal que Vi = 1,...,m, el p-valor p; = 1 — Fx,(X;) donde F¥, es la funcién de distribucién
acumulada asociada a Xj;.

A continuacion se detalla en qué consiste la propiedad denominada PRDS y se discute
la aplicabilidad de esta propiedad en situaciones practicas.

Definicién 2.1. Un conjunto D se denomina creciente (decreciente) si dadoz € Dey >z

(y < x), entonces y € D, donde > es una relacion de orden en un conjunto que contiene a
D.

En la definicién anterior tipicamente D C R™ y la desigualdad y > x debe entenderse
componente a componente.

Definicién 2.2 (Propiedad PRDS sobre [j). El elemento aleatorio X satisface la propiedad
de dependencia de regresién positiva sobre un conjunto de indices Iy, abreviada PRDS sobre
Iy, si para cualquier conjunto creciente (decreciente) D € A = o(X) y para cada i € I,
Py(X € D|X; = x) es no decreciente (no creciente) en x para todo Py € Z(A).

'Benjamini y Yekutieli
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En estricto rigor la definicién anterior es una versién relajada de la propiedad de de-
pendencia de regresién positiva definida por Sarkar [65] del siguiente modo: X satisface la
propiedad de dependencia de regresion positiva si para cualquier conjunto creciente D € A,
Py(X € D|X; = 24,...,X; = x;) es no decreciente en (x1,...,z;) para todoi=1,...,m.

Se enfatiza que en el contexto de las pruebas de miltiples hipotesis estadisticas el con-
junto [y, donde es de interés probar la propiedad PRDS, es el conjunto de indices asociado
a las hipotesis nulas verdaderas.

Un concepto de dependencia mas fuerte que la de regresion positiva es la positividad
total multivariada de orden 2, abreviada MT'P,, y cuya definiciéon se da a continuacion.

Definicién 2.3. X satisface la MT P, si para todo z,y € X,

f(@)- f(y) < fmin{z,y}) - f(max{z, y}), (2.7)

donde es la funcién de densidad conjunta (o funcién de probabilidad conjunta en el caso
discreto) y el minimo y méximo son evaluados componente a componente.

Es importante destacar que la MT P, implica la PRDS y que en general, es mas facil de
verificar. En la literatura de los THM se pueden encontrar més definiciones de dependencia,
que bajos ciertos supuestos implican la PRDS. Una buena referencia al respecto es [§].

Antes de concluir con esta seccion, se enuncian algunos resultados que complementan el
trabajo de BH.

Teorema 2.4. Para test estadisticos independientes, el procedimiento propuesto por BH
controla la FDR a un nivel menor o igual a . Si los estadisticos con los cuales se
calculan los p-valores son v.a’s continuas, entonces la FDR es exactamente igual a 2.

Teorema 2.5. Para test estadisticos independientes unilaterales, si la distribucion en cada
una de las hipotesis nulas compuestas es estocdsticamente mas pequena que la distribucion
nula bajo la cual los p-valores fueron calculados, entonces el procedimiento de Benjamini y
Hochberg controla la FDR a un nivel menor o igual a “*c.

Las demostraciones de todos los teoremas enunciados en esta seccién se encuentran en [8].

2.3 Teoria de decision multiple: el principio de particién

En esta seccién? se presenta un procedimiento desarrollado por Finner y Strassburger

en [29], que es otra interesante forma de abordar el problema de los THM. Se destaca que,
a diferencia de otros enfoques existentes en la literatura, este método es uno de los pocos
en los cuales se desarrollan conceptos de optimalidad. Curiosamente, a diferencia de otras

2La notacién utilizada en esta seccién es un poco diferente de la usada en el resto de la memoria.
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metodologias mencionadas en esta memoria, este método no ha sido tan difundido. La ex-
plicacion de lo anterior se puede deber a que la tasa de error subyacente es la FWER. En
cualquier caso, este procedimiento es muy interesante, sobre todo en lo que respecta a una
formalizacion de la teoria de pruebas de multiples hipdtesis estadisticas.

Se comienza esta seccién introduciendo un poco de notacién. Sea H = {H; : i € I} una
familia de hip6tesis nulas con I = {1,...,m} y tales que ) # H; C © para todo i € I.
Ademés, H; # H; parai # j, i,j € I. Las hipétesis alternativas se denotan por K; = ©\ H;.
Destacar el cambio notacional empleado en esta seccién, ya que las hipdtesis nula y alter-
nativa ya no se denotan por Hy y H;. Ademas, se identifican las hipotesis con el espacio de
pardametros subyacente (restringido). Si todas las hip6tesis en H son disjuntas de a pares,
entonces H se denomina disjunto. Si H; C H; para algunos ¢,j € I, entonces H se llama
jerdrquico. Ademds, H se dice cerrado para la interseccion si para todo () # J C I, entonces
ﬂjEJ HieHo ﬂjeJ H; = (. Adicionalmente, si H; = (,.; H; € H, entonces H; se deno-
mina hipétesis global. Por otro lado, una hipétesis H; € ‘H se dice minimal (maximal) si no
existe H; € H tal que H; C H; (H; D H;). Si 6 € O es el verdadero pardametro, entonces H;
se denomina verdadera si § € H;. En este sentido, I(0) = {i € I : € H;} es el conjunto de
indices asociado a las hipétesis nulas verdaderas, cuando 6 es el verdadero pardmetro. En
este contexto, un test de hipdtesis multiple no aleatorizado se designa por ¢ = (¢; : i € I)
donde ¢; : X — {0,1} es un test de hipétesis no aleatorizado, para todo i € I. También
se pueden definir los test de hipdtesis multiples aleatorizados via la extension obvia, sin
embargo, en este caso no es tan claro como interpretar la probabilidad de error de tipo I.

Un test de hipdtesis multiple ¢ = (p; : @ € I) se dice de nivel multiple « € [0, 1] si

voeo, P |J{p=1}]|<a (2.8)
icl(6)

donde la convencion | J,.y Ai = () es usada. El conjunto de todos los test multiples ¢ para
H que satisfacen la condicién (2.8) es denotado por ®,(#H). Se puede demostrar que la
condicién (2.8) es equivalente a

VD #JCI, Ve H,=(\H;: P (U{@j:u) <a. (2.9)

jed jedJ

Notese que la expresion anterior equivale a lo que se conoce como controlar la FWER en
sentido fuerte.

Otra definicién interesante es la siguiente. Un test multiple ¢ = (¢; : i € I) se dice
de nivel local a si ¢; € ®,({H,}), para todo i € I. Se denota por ®¢(H) el conjunto
de los test multiples de nivel local a. Se puede demostrar que si H es disjunto, entonces
0o (H) = DF°(H).
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Los siguientes son conceptos que se inventaron para evitar contradicciones en los resul-
tados de los test de hipdtesis multiples.

Definicién 2.4. Un test de hip6tesis miltiple ¢ = (p; :i € I) € O, (H) se dice:
(a) Coherente, si Vi,j € I: (H; C H; = ¢; > @j).

(b) Consonante, si Vi € I, Vo € X: (p;(x) =1y 3H; D H; = T;Ihrrlé)fq- or(z) =1).

Conceptualmente, la coherencia es la nocion de mayor interés para la teoria de los test
de hipétesis multiples, ya que si H; C H; y H; es rechazada, entonces lo més razonable es
que la hipotesis H; sea rechazada.

Una forma de comparar test multiples es la siguiente:

Definicién 2.5. Sean ¢!, p* € ®,(H). Entonces:
(a) p! > % siViel, Vo e X: o) (x) > p?(x).
(b) @' > @? sip' > @’y Fiel, Fu € X tq pj(z) > 0} ().

(c) Si ! > 2, entonces se dice que ¢? es un test mds conservativo que ol
Un resultado para construir test multiples que sean coherentes es:

Teorema 2.6 (Principio de clausura). Sea H cerrado bajo intersecciones y ¢ € ®°(H). Se
define

Viel: @,= j:gjl-lgnHi ©j. (2.10)
Entonces = (g; i € 1) € Oo(H) yMD A T' C 1,9 =(p;:i€l') € O, ({H; : i € I'}).
Ademds,  y @ son coherentes.

Una propiedad interesante de senalar es la siguiente: si H es cerrado para la interseccion
y si ¢ € ®(H) es coherente, entonces ¢ = § € ®,(H), donde P estd dado por (2.10)
(ver [75]). En relacién al teorema (2.6) se desprende que no hay restricciones para con-
siderar una familia de hipétesis H, cerrada para la interseccién, generada por una familia
H={H:iclitalque H={H CO©:3JCI, Hy=H # 0}, donde H; estd dado por
(2.9). Por lo tanto, H serd denominada la cerradura de H.

Los niveles de las componentes de un test multiple ¢ de nivel local @ son a menudo
denominados niveles nominales, mientras que el nivel de una componente de @, esto es,

Qi = sSup PH(@ = 1)» (2'11)
0cH;

es a veces llamado el verdadero nivel de ;. Notar que la region de aceptaciéon de p; esta dada
por

mi=0t= {J {vy=0} (2.12)

J:H;CH;
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y que esta regién puede ser mucho més grande que las regiones de aceptacion de {p; = 0}
correspondientes a los test de nivel local a, ¢;. De lo anterior se deduce que una aplicacién
esquematica del principio de clausura puede llevar a procedimientos innecesariamente con-
servativos.

Teorema 2.7. Sea p € ®o(H) y p=(p,:1 € I) con

— mix o 2.1
@, = mix ¢;, (2.13)

@ € I. Entonces ¢ cumple las siguientes propiedades:
(a) » € Pa(H).
(b) ¢ es coherente.

(©) ¢> .

Uno de las principales conclusiones de este teorema es que no hay razén para usar test
multiples de nivel o que no sean coherentes, ya que pueden ser reemplazados por test que
si lo sean y sin exceder el nivel a. A modo de comentario es importante mencionar que la
propiedad de coherencia no es sélo un requerimiento natural de los test de hipdtesis multi-
ples sino mas bien uno minimal.

Un tema bastante delicado en relacion a los test multiples es qué hipotesis aceptar
dado ¢ € ®,(H). Desde el punto de vista de la teorfa de decisién una hipétesis nula H;
rechazada se interpreta como una decisién a favor de la hipétesis alternativa K; = © \ H,.
Sin embargo, como fue mencionado por Lehmann en [42], si H; es aceptado puede ser mejor
no concluir nada. Asi, en un problema de contraste de multiples hipdtesis hay dos formas de
interpretar los resultados. La primera es aplicar el razonamiento anterior a cada hipdtesis
individual ¢;. No obstante, este procedimiento puede resultar en numerosas inconsistencias
y contradicciones. La segunda es intentar de resumir todas las decisiones parciales en una
decision conjunta. Para esto se definen los conjuntos

Howy= |J Hj v Kpwy=0\Hyp, z€X (2.14)
Jipj(z)=1
El conjunto H,,) puede ser interpretado como el de todas las hipétesis rechazadas por una

de las componentes de ¢ dado x € X. Asi, la decisién inducida por ¢, usando leyes de
Morgan, es

Kaoy= () K (2.15)
Jrpj(x)=1
lo que va en la linea de Lehmann (ver [42]). Esto sugiere que una hipétesis nula H; tal que
H; C H,;) debiera ser rechazada. Lo anterior llevé a Finner (ver [27]) a dar la siguiente
definicién:

Definicién 2.6. Un test multiple ¢ € ®,(H) se dice fuertemente coherente si
Vee X, Viel: (H; C Hyy = gi(z) =1). (2.16)
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Teorema 2.8 (Principio fuerte de clausura de Finner). Sea ¢ € ®,(H) y o = (p, : i € I)
con

3, = Viel. 2.17
P = ggg}yrg%%, i (2.17)

Entonces @ cumple las siquientes propiedades:
(a) € Pa(H).
(b) @ es fuertemente coherente.
() =
1eI(f €I(0

(e) H¢(x) = S0(x Vo € X

A continuacién se introduce el principio de particion, el cual es uno de los principales
aportes de la metodologia propuesta por Finner y Strassburger en [29].

Teorema 2.9 (Principio de particién general (GPP)). Sea H = {H; : i € I} una familia de
hipdtesis, ©; = {©; : j € J} una particion de ©' con un conjunto adecuado de indices J y
U H; C O C O tal que

el
VieJ: ©;#0 y Viel:3J6)CJ, Hi= ] o, (2.18)
JEJ(3)

Sea ademds ¢ = (¢;:j € J) € Q) y p = (p; : i € I) dado por

;, = min ¢;, Viéel 2.19
12 Jealh ¢; ( )

Entonces ¢ € ®,(H) y es fuertemente coherente. Finalmente, para las decisiones conjuntas
imducidas por p y ¢ se tiene que

C C

Ko@) = U &) 2 U 9| =Ko (2.20)

i€l pi(x)=1 jeJ: ¢j(x)=1

El hecho de base en el que se sustenta el principio de particién es que si H es una familia
disjunta, entonces ®,(H) = ®!°°(H). La utilidad de este resultado es que ¢ puede llevar
a una decisiéon mds precisa Ky, que ¢. Una forma de aplicar lo anterior es definiendo la
particién mas fina Og = {{0} : 6 € O}, sin embargo, este enfoque tiene algunas dificultades.
Para detalles ver [49].

El siguiente lema muestra que cualquier familia de hipétesis H = {H, : i € I} puede ser

usada para generar una particion natural de (J;.; H.
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Lema 2.2. Sea ©% ={0€c©:10)=J}conD#JCTyT={0#JCI:0%+#0}.

Entonces

0;,={05:JeJ} (2.21)
es una particion de \J H; y H; = |J ©O% para todo i € I. Ademds, la familia de hipdtesis
i€l JeJ:J>i

nulas, cerrada para intersecciones, inducida por H genera la misma particion que H y para

Hy= N Hj#0,estaesHy= |J ©OF.

Jj€J ReJ:RDJ

Observacién 2.1. Algunas observaciones importantes:

(a) La particién natural © 7 es la mds gruesa entre todas las particiones de |J H; con la
i€l
propiedad que cada H; pueda ser representado como una unién disjunta de conjuntos
de la particiéon subyacente.

(b) Sea H = {H; : i € I} cerrado para la interseccién, O = H; N ( U H;| para
J:H;CH;

ie€lydJ,={iel:0O+#0} Entonces la particién natural generada por H (ver
Lema 2.2) esta dada por
O(J,) ={0 1ic J,}, (2.22)

esto es, O(J,) = ©7. Si J, = I, entonces cada hipétesis H; puede ser identificada con
©;* y viceversa. En todo caso, en general I # J,.

En lo que sigue se muestran otras versiones del principio de particion.

Teorema 2.10 (Principio de particién débil). Sea H = {H; : i € I} una familia de hipdtesis
cerrada para la interseccion y ©(.J,) = {© : i € J,} la particion natural generada por H
(descrita como en la observacion 2.1 (b)). Para cada i € J, se elige un test ¢; para contrastar
H,; versus K; tal que

sup Py(¢i =1) < o, (2.23)
bco;"

esto es, ¢ = (¢; i € J,) € D(O(J,)). Se define o = (p; : 1 € I) por

Y = jerI:ng;QHi ¢j, Viel. (2.24)

Entonces ¢ € ©,(H) y es fuertemente coherente.

Teorema 2.11 (Principio de particién fuerte). Bajo las suposiciones del teorema 2.10, se
elige un test @; para contrastar H; versus K; tal que

Vied,: = min_ ¢, (2.25)

jEJpZ engZ
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Y
Vie J,: sup Py =1) < a. (2.26)
0€O;
Ademds, sea ¢; = min  ¢; parai € I\ J,. Entonces p = (p; 11 € I) € ®o(H) y es
jGJpC @]QHZ

fuertemente coherente.

Finner y Strassburger en [29] afirman, y lo muestran a través de algunos ejemplos, que
la aplicacién del principio débil o fuerte de particién puede llevar a procedimientos més
potentes que aquellos obtenidos a través del principio de clausura.

2.4 La FDP vista como proceso estocastico

Genovese y Wasserman (ver [34]) extienden algunos resultados asociados al FDR y a su
control, y desarrollan un enfoque basado en procesos estocasticos para resolver el problema
de los test de hipdtesis multiples, modelando la FDP como una funcion aleatoria en términos
de los p-valores individuales de cada test. Se destaca lo innovadora de esta propuesta, ya
que antes de esta no existian en la literatura trabajos en tal direccién.

Para comenzar algunas definiciones:

Definicién 2.7. Se definen la FDP (false discovery proportion) y FNP (false non-discovery
proportion) por

)% .
FDP = { E S g ~ 8’ (2.27)
Y T
= si R<m,
FNP = { 8 si R = m. (2.28)

Ademas, se definen la FDR = Ey(FDP) (false discovery rate) y FNR = Ey(FNP) (false
non-discovery rate).

Para todo 2 =1,...,m, sea el indicador

(2.29)

5 = 1 sila i-ésima hipétesis nula es falsa,
! 0 si la i-ésima hipétesis nula es verdadera.

Se definen los vectores ) = (91,...,9m) vy P = (P1,...,DPm), donde paratodoi = 1,...,m
Di, es el p-valor asociado a la i-ésima hipotesis.

En lo que sigue se usa el siguiente modelo mixto de efectos aleatorios (también llamado
jerdrquico), utilizado antes por Efron et. al en [23]:

iid

1, 9m ~ Bernoulli(a), 2.30

)
2.31)
2.32)
2.33)

— —  iid
2,02, ~ LF,
pil9: =0,2Z, =& ~ Uniforme(0,1),
P9 =12 =& ~ &,
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donde a € [0,1], =4, ..., Z,, denotan funciones de distribucién y Lr es una medida de pro-
babilidad arbitraria sobre la clase F de las funciones de distribuciéon que dominan estocasti-
camente a la distribucién uniforme en (0, 1), a denotar por la letra U, es decir, () < U(t)
VieRyVée F.

De lo anterior se concluye que la distribucién marginal de los p-valores es

G =(1—-a)U + aF, (2.34)
donde F'(t f E(t)dLx(&) y asi, G < U. En el contexto de test de hipdtesis multiples es mas
comun con81derar un modelo en el cual §, ..., $,, son valores binarios fijos no aleatorizados

y desconocidos, no obstante, este enfoque de efectos aleatorios presentado aqui puede ser
m
més intuitivo. Finalmente, mg = > (1 — $);), de donde resulta que my ~ Binomial(m, 1 —a).
i=1
Uno de los principales aportes del trabajo de Genovese y Wasserman (ver [34]) es hacer
un analisis basado en procesos estocasticos de los test multiples, que es lo que se presenta a
continuacion. Se definen los procesos FDP como

Y Hp <31 = ) (2.35)

9

[(t)

I'@t,p,9) =

.....

y FNP como
mo1 p; > t19);
Z’L:]_ {p } (236)

Y

(1)

2t p.H) =

.....

para todo ¢ € [0, 1].

En el contexto de esta seccion un procedimiento de test multiple T se entiende como una
funcién medible T": [0, 1] — [0, 1] donde los p-valores menores a T'(p) son rechazados. En
tal caso, T recibe el nombre de umbral.

Sean
t
Q) = (-a)zm (2.37)
G(t)’
Q) = L=FOY (2.38)
1— G(t)
El siguiente lema es un corolario del teorema 1 de Storey en [76].
Lema 2.3. Bajo el contexto del modelo mixto presentado en esta seccion, para t > 0,
Ep(L(t)) = Q)1 —(1-GH)"™), (2.39)
Ep(E(t) = QML —-GH)™). (2.40)
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Del lema anterior se aprecia la importancia de determinar Q(t) si se quiere estimar la
FDR. En relacién a esto, si se dispone de estimaciones a y GG para a y GG respectivamente,

entonces () se puede estimar por
. (1—a)t
Q) =— : (2.41)
G(t)
Por otro lado, notar que una de las dificultades esenciales de un procedimiento de test de
hipétesis miltiple T, es que I'(T') es la evaluacién del proceso estocdstico I'(+) en la variable
aleatoria T', dependiendo ambos de los datos observados y estando en general correlaciona-

dos.

En lo que sigue se muestran algunos resultados asociados a distribuciones limites. Para
esto se necesitan algunas definiciones previas. Sean

N=- Xm: 9:)1{p < 1) (2.42)

y
) ILEIE] (2.43)
Para cada ¢ € (0, 1) se define !
Qu(t) = (1 — YAo(t) — cAy(t) = % i Di(t), (2.44)
pe(t) = Eo(Q(t)) = Ep(D1(2)). (2.45)

Se puede probar que p.(t) = (1 — a)t — ¢cG(t). En efecto,

te(t) = Eo(L{p1 <t}(1—$H1—¢)) = Eg((1 — H1 — ) Eg(1{p1 < }[$1))
(1 =) Ep(I{p1 < t}$H1 = 0)Py($H1 = 0) — cEp(L{p1 < 1}[$H1 = 1) F(H1 = 1)
= 1—-0ot(l—a)—cF{t)a=(1—-a)t—c((1—a)t+aF(t))
= (1 —a)t—cG(t).

Teorema 2.12. Sea W un proceso Gaussiano de media cero y covarianza

Kq(s,t) = (1—a)(1—c)[(1 —c¢)(min{s,t} — (1 —a)st) + ac(tF(s) + sF(t))]
+ac[cF(min{s,t}) — acF(s)F(t)]. (2.46)

Entonces

V(e — p) 5 W en D0, 1], (2.47)

cuando m — 0o.
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2.4. La FDP vista como proceso estocastico Capitulo 2

El lector interesado en la demostracién del teorema anterior, la cual esta basada en la
teorfa de procesos empiricos, puede consultar [34]. La relevancia de este teorema, para la
teoria de los test de hipdtesis miultiples, es que forma parte del argumento base para la
demostracion del siguiente teorema.

Teorema 2.13 (Distribucién limite del proceso FDP). Para t € [9,1] con 6 > 0, sea

Zn(t) = Vm(Tin(t) — Q1)) (2.48)

Sea Z un proceso Gaussiano sobre (0,1] con media cero y kernel de covarianza

(2.49)

Ki(s,t) = a(1 — a) <(1 —a)stF(min{s,t}) + aF(s)F(t)(mfn{s,t})) '

G2(s)G(1)

Entonces Zy 5 7 en D[4, 1] cuando m — co.

Observacion 2.2. La restriccién sobre [, 1] se debe a que el proceso tiene varianza infinita
en cero. Ademas se puede probar un resultado andlogo para el proceso FNP.

En lo que viene, sea G, un estimador de G (funcién de distribucién empirica o estimador
de los minimos mayorantes céncavos de G, donde este tltimo se define como el infimo del
conjunto de todas las funciones de distribuciéon acumuladas céncavas, que son mayores que
la funcién de distribucién empirica).

Teorema 2.14. Sea Q,,,(t) = (1 — a)t/Gy(t). Para cualquier § > 0,

A d
Vm(Qm(t) = Q) = W (2.50)
en D[0, 1], donde W es un proceso Gaussiano sobre (0, 1] de media cero y kernel de covarianza

(min{s,t}) — G(s)G(t))
G(s)G(t) '

Folst) = Q)0 € (251)

Volviendo a la ecuacién (2.41), Storey [76] propuso el siguiente estimador para el parametro
Gulto) —to\ ©
ag=|—7F—7"7—| , 2.52
o= (S (2:52)
que se conoce como estimador de Storey de a, donde ¢, € (0,1) es un pardmetro fijo de

ajuste y G,, es la funcién de distribucién empirica de p = (p1, ..., Pm)-

Teorema 2.15. Sea Qp,(t) = (1 —ég)t/Gm(t) con dg el estimador de Storey de a. Entonces

~

V(Qu(t) — Q) S W (2.53)
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2.5. Extendiendo la FWER Capitulo 2

en D[0,1] cuando m — oo, donde W es un proceso Gaussiano de media cero y kernel de
covarianza

t2
0~ PGP (5)CED)
+G(s)(1 — Glto)) R(t, 1) + (1 — G(t))? R(s, 1), (2.54)

K(s,t) =

G(s)G(t)to(1 —to + G(E)(1 — G(to)) R(s, o)

donde R(s,t) = min{s,t} — st.

En algunos métodos, una forma de decidir un test multiple es encontrando una cota
t(a,G) tal que si un p-valor es menor que t(a,H) entonces se rechaza la correspondiente
hipétesis nula, donde ¢ es un funcional conocido, pero a y G no. En tales casos, un pro-
cedimiento de test de multiple posible es considerar el estimador plug-in definido como
T, = t(d,ém), donde a y G, son estimadores de a y G respectivamente. El siguiente
teorema valida asintéticamente este tipo de procedimientos.

Teorema 2.16 (Validez asintética de los métodos plug-in). Se supone que G es concava.
Sea T,, = t(a,G,,) un estimador plug-in donde G, es la funcion de distribucion empirica

o el estimador de los minimos mayorantes concavos de Gy a ki ag para algin ay < a.
Entonces
Ey(T(T,0)) < a + om(1). (2.55)

2.5 Extendiendo la FWER

Cuando el nimero de hipdtesis m a contrastar es muy grande, los procedimientos re-
sultantes de controlar la tasa de error global o family-wise error rate (FWER) son muy
conservativos. Lo anterior es perjudicial en el sentido que se hace mas dificil detectar aque-
llas caracteristicas individuales en estudio de los test de hipotesis. Todo esto lleva a tener
que definir nuevas tasas de error y procedimientos para controlarlas, que es lo que se expone
en esta seccion. En particular, se trabaja con la k-FWER, cuya definicién es

k-FWER = Py(V > k), (2.56)

con k € I = {1,...,m}. La idea detrds de esta tasa es permitir un nimero mayor de
rechazos, controlando la cantidad de falsos rechazos, lo que se traduce en una mayor potencia
del procedimiento resultante.

Teorema 2.17. Sean H} : 6; € O} las hipdtesis nulas a constrastar para i = 1,...,m. Se
considera el procedimiento que rechaza cualquier H} para el cual p; < %‘” Entonces

(i) Este procedimiento controla la k-FWER al nivel «, es decir, k-FWER < «.

(ii) Para este procedimiento puede existir una distribucion conjunta de (P, ..., pm) tal que
k-FWER = «.
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2.5. Extendiendo la FWER Capitulo 2

Para la demostracion ver pag. 1143 de [43].

Al igual como ocurre con el control de Bonferroni para la FWER, el procedimiento
planteado en el teorema 2.17 se puede mejorar, en cuanto a potencia, a través de un pro-
cedimiento tipo Holm, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Bajo el contexto del teorema 2.17, considere el siguiente procedimiento:
sean oy < ... < oy, constantes por definir. Si pay > a1 no se rechaza ninguna hipdtesis. De
otro modo, si

ﬁ(l) S ala"'aﬁ(r‘) S Ay (257)
se rechazan las hipotesis H(()l), e ,Hér) donde r es el entero mas grande que realiza (2.57).
Ademas, si
ka i <k
a=4{ @ = (2.58)
T sti>k,

entonces el procedimiento resultante controla la k-FWER, es decir, k-FWER < a.

Para la demostracion ver [43].

Procedimientos como (2.57) se denominan stepdown. Un punto interesante de mencionar
es por qué no simplemente rechazar las hipotesis asociadas a los menores £ — 1 p-valores y
asi controlar la k-FWER. Aunque esta observacion es cierta, sigue siendo preferible alguno
de los procedimientos planteados en los teoremas 2.17 y 2.18, ya que en estos se pueden
rechazar incluso mas hipotesis, manteniendo el control de la k-FWER.

Teorema 2.19. Se verifican las siguientes situaciones:

(i) Sean «; dados en (2.58). Para cualquier i > k existe una distribucion conjunta para
Py Pm tal que m + k — i de los p; estan uniformemente distribuidos sobre (0,1) y

Fy(py < a1, Do) < @y, Pty < i1, Py < ) = (2.59)

(ii) Para el procedimiento descrito en (2.57) con «; dados por (2.58), no se puede incre-
mentar ninguna de las constantes «;, para i > k, sin violar el control de la k-FWER.

En lo que sigue de esta seccién, se enfoca el problema de los test de hipdtesis multiples
desde la perspectiva de controlar la FDP (false discovery proportion), que se define como

> Hei=1}
i€I(0)

YU =1}

iel

FDP = (2.60)

donde I(8) ={i € 1:60;, € O} y ¢; es el test de hipétesis individual asociado a la hipGtesis
nula i, con i € I. En relacién a este tltimo, tipicamente se tiene que {¢; = 1} = {p; < o }.
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2.5. Extendiendo la FWER Capitulo 2

BH (ver [4]) propusieron un método para controlar el valor esperado de (2.60), sin em-
bargo, esto no evita que la FDP varie. Por lo mismo, una opcién es controlar del siguiente
modo:

Py(FDP > v) <a, V0. (2.61)

Un poco de notacién: dados py, ..., Py, los p-valores de los test individuales, ¢, ..., qjr)|

denotan a los p-valores correspondientes a las hipotesis nulas verdaderas mientras que
1, ..., Tm—j1(e) denotan a los p-valores asociados a las hipdtesis nulas falsas.

Teorema 2.20. SiVi=1,...,|1(0)],
Po(Gi < ulfy, .. Poncyre)) < u, (2.62)

entonces el procedimiento stepdown con «; definido por

(liv] + Da

Tt iy A1 (2.63)
controla la FDP en el sentido de (2.61).
En el espiritu del teorema anterior:
Teorema 2.21. Sean quy < ... < i) los p-valores ordenados asociados a las hipdtesis

nulas verdaderas y 3 = min{|m~y| + 1, |1(0)|}. Entonces

(i) Para el procedimiento stepdown con «; dado por (2.63), se tiene que

3 .
Py(FDP >~) < By (U {@(i) < |IZ(3)| }) . (2.64)

i=1

(i) Si la distribucion conjunta de los p-valores asociados a las hipdtesis nulas verdaderas
satisfacen la desigualdad de Simes, esto es,

o ({am < g f o {ae < gy f - e <) < 2

entonces Py(FDP > ) < a.

Como comentario de este ultimo teorema, destacar que hay muchas distribuciones con-
juntas de p-valores asociados a variables positivamente dependientes que satisfacen la de-
sigualdad de Simes. En este sentido, este teorema es mas general que el teorema 2.20. Para
mas referencias ver [57] y [56].

Lo que sigue es un lema técnico.

Lema 2.4. Sean p(y, ...

, D@y los p-valores ordenados y 0 = By < i < B < ... < B, <1
constantes, para algun s < t.
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2.5. Extendiendo la FWER Capitulo 2

(i) Entonces )
P{p < A} U by < Ba} U Uiy < 6 <t 3222 a6)
i=1

(ii) Ademds, el lado derecho de (2.66) es menor que 1 y existe una distribucion conjunta
de los p-valores que transforma la desigualdad en igualdad.

El teorema 2.21 y el lema 2.4 permiten obtener el siguiente resultado:

Teorema 2.22. Considere el procedimiento stepdown con constantes

/ Q;
. — (2.67)
Clmry)+1)

donde o estd dado por (2.63) y C; estd definido como

Ci=> - (2.68)

Entonces Py(FDP > 7) < a.
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Capitulo 3

Test de Hipotesis Multiples, enfoque
Bayesiano

En este capitulo, al igual que en el anterior, se exponen algunas ideas de los test de
hipotesis miultiples desde una perspectiva bayesiana. El criterio usado para escoger los temas
sigue siendo el de mayor impacto y ademas, desde la éptica del autor de este documento, la
novedad de las técnicas matematicas. Es importante destacar que, a diferencia del enfoque
frecuentista de los test miltiples, el enfoque bayesiano no ha sido muy explotado.

3.1 La version bayesiana de la FDR

Storey en [77] propone una nueva tasa de error a controlar, denominada positive false
discovery rate, abreviada pFDR, y cuya definicién es

pFDR = E, <%’R > o) . (3.1)

En lo que sigue se presenta una interpretacién bayesiana de la pFDR. Para esto es
importante destacar que en esta seccion la tasa anterior es calculada sobre una region de
significancia fija, que no depende de los datos.

Sean 171, ...,T,, los estadisticos para contrastar m hipotesis estadisticas y I' una regién
de significancia dada. Entonces

V(L)

FDR(T) = By (0 |ROD) > 0] 3.2
pPDR(T) = By (i [R) > 0) (32)
donde V(I') = {T; : T; € T, 6; € ©)} y R(T') = {T; : T; € T}, con la hipétesis nula
H{ : 0; € ©}. En términos de reglas de decision, {¢; = 1} ssi {T; € I'}. Al igual que antes,
$; = 0 cuando la i-ésima hipodtesis nula es verdadera y 1 en el otro caso. Se supone ademas
que ;< Bernoulli(a).

Teorema 3.1. Sean H} : 0, € {05} y H} : 0; € {0} coni = 1,...,m, las hipdtesis
nulas y alternativas de interés, respectivamente. Sean T4, ..., T,, los estadisticos asociados
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3.1. La version bayesiana de la FDR Capitulo 3

para constrastar estas m hipdtesis y I' una region de significancia. Los (T}, ;) son vectores
aleatorios i.i.d. tales que T;|9; ~ (1 — $;)Fo + 9, F1 para alguna distribucion nula Fy y una
distribucion alternativa Fy parat=1,...,m. Entonces

pFDR(I) = P($ = 0|T € I), (3.3)

donde 1 — a es la probabilidad a priori implicita usada en (3.3).

Observe que los indices en (3.3) se omiten dado que P($); = 0|T; € I') es la misma para
todoi=1,...,m. Asi, $ denota la v.a. indicadora de si la hipétesis nula es verdadera o no
y T el estadistico para contrastar dicha hipdtesis. Mas atun,

(1—a)P(T €T|H =0)

PEDR() = G S BT e T = 0) s aBy(T € Tlm = 1) (34)

A pesar de que el modelo anterior supone que la hipotesis nula y alternativa son simples,
este ultimo caso puede extenderse al compuesto suponiendo que el pardmetro de la hipétesis
alternativa es aleatorio, en cuyo caso F} es una mezcla de distribuciones alternativas.

Corolario 3.1. Bajo las condiciones del teorema 3.1,

V(L) Ey(V(I))
Ey (WW(F) > 0> = B(RT) (3.5)

De lo anterior se deduce que no siempre la pFDR captura el comportamiento conjunto
de Vy R.

A continuacién se introduce un analogo del p-valor, en términos de la pFDR, que se
denomina g¢-valor.

Hasta ahora se ha considerado solo una region de significacién, no obstante, en el con-
texto de test de hipdtesis multiples lo usual es considerar regiones de rechazo anidadas en
términos de los niveles de significacién. Si Fy y Fi tienen soporte comun, es posible denotar
sin pérdida de generalidad este conjunto de regiones de significacién por {I',, : « € [0, 1]},
donde « es tal que P(T € I',|$ = 0) = . En tal caso, o/ < « implica que I'yy C T',,.

Definicién 3.1 (g-valor). Para un estadistico observado 7" = ¢, se define el g-valor de t
como

q—valor(t) = inf pFDR(T,). (3.6)

{Ta:tela}

Corolario 3.2. Bajo las condiciones del teorema 3.1,

q—wvalor(t)= if P®H=0T€eT,). (3.7)

{Ta:itela}
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3.1. La version bayesiana de la FDR Capitulo 3

Siguiendo la notacién de Lehmann y Romano (ver [44]), el p-valor de un estadistico
observado 17" =t se define como

p—valor(t) = inf Py(T €T,|$H=0), (3.8)

{Ta:tela}
de donde se aprecia la interpretacién del g-valor como la version bayesiana del p-valor.

Proposicion 3.1. Sea Gi(a) = P(T € T',|H = 1). Si G1(«)/« es decreciente en o, entonces

arg min PO =0T €el,)=arg min P(T el,H=0). (3.9)

{Ta: tela} {Ta: tela}
La proposicién anterior enfatiza el hecho que el g-valor de un estadistico se calcula sobre

la misma regién de significancia que el p-valor.

Para lo que sigue un poco de notacién: pF DRT(T',) denota la pFDR basada sobre los
estadisticos originales y pF DRT ({p < a}) la pFDR basada sobre los p-valores.

Teorema 3.2. Para m test de hipotesis idénticos se tiene que
pFDRT(T',) = pFDR"({p : p < a}).

Esto implica que el g-valor puede ser calculado tanto de los estadisticos originales como de
sus p-valores. Ademds, cuando los estadisticos T; son independientes y siguen una distribu-
cion de mezcla, se cumple que

q — valor(t) = pFDRY ({p : p < p — valor(t)}) (3.10)
sst Gy(a)/a es decreciente en .

La importancia del resultado anterior es que hace comparable los resultados de test de
hipodtesis definidos sobre espacios posiblemente diferentes, a través de la pFDR.

En lo que sigue se analiza la pFDR en el contexto de dependencia y propiedades asintéticas,
suponiendo que para todos los test se usa la misma regién de rechazo.

Teorema 3.3. Bajo las suposiciones distribucionales de Ty, ..., Ty, y H1, ..., 9, dadas en
esta seccion, se tiene que
m k
1 Ty,....T, €T
pFDR(T) = ; Z EZ;P (ﬁi]. =0, n U e |R(T) > 0) : (3.11)
=1 41,..,0g j=

donde la sequnda suma se hace sobre todos los subconjuntos distintos de tamano k de
{1,...,m}.

La expresiéon anterior es intratable, salvo bajo un modelo completamente paramétrico, en
cuyo caso se puede calcular esta cantidad o una aproximacién numérica de ella. Un resultado
relacionado es el siguiente:
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3.1. La version bayesiana de la FDR Capitulo 3

Corolario 3.3. Sean (91,T1),...,(Hm, Tm) elementos aleatorios intercambiables. Entonces
— Ty,...., Ty €Ty
FDR(T',) = P =0 Y Py(R=Ek|R > 0). 3.12

k=1

De estos resultados se desprende que el Teorema 3.1 no se mantiene bajo una estructura
general de dependencia de los estadisticos. En lo que sigue se muestra una version asintotica
de este teorema. Antes, algo de notacién:

V(Do) = i(l—ﬁi)l{Ti €Tl (3.13)
Sn(Ty) = iﬁil{Ti eT.). (3.14)

Teorema 3.4. Sea Go(a) = P(T € T, |9 = 0). Si con probabilidad 1 se tiene que

il;ﬁi —1—-a (3.15)
Y
Vla) Gola), Smle) Gi(), (3.16)

221(1 _f)Z) 221 $i

para cada o > 0, con Gy y G funciones continuas, cuando m — co. Entonces, para cualquier

6 >0 tal que (1 —a)Go(d) + aG1(9) > 0,

(i) lim sup|——telal o p (§ =0T €l.)|=0, cs.

m—0o0 0426 {Rm(ra)’l}

(i) Hm sup |[FDR,(Ts) — Px($ = 0|T € I'y)| = 0,

m—r0o0 0425

(iii) lim sup |pF DR, (La) — Po($ =0T € T,)| =0,

m—r0o0 0425

donde

(1 = a)Go(@)
(1—a)Go(a) + aGi(a)

Pu(H =0T €T,) = (3.17)

Las funciones G y G son el error de tipo I y la potencia asintética respectivamente, de
los p-valores como funcion de a. En general, este tltimo teorema dice que si los estadisticos
T; son débilmente dependientes, entonces la proporcién realizada de falsos positivos, la FDR
y la pFDR convergen simultaneamente sobre todas las regiones de rechazo de la probabilidad
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a posteriori definida en (3.17). Esto permite que muchas de las propiedades, bajo indepen-
dencia de los ¢-valores, se mantengan aproximadamente bajo una dependencia débil. Mas
aun, si uno es capaz de estimar Gy, G; y 1 — a, entonces para m grande, estas estimaciones
proveen buenas aproximaciones para la proporcién realizada de falsos positivos, la FDR y
la pFDR, para todas las regiones de significacion, simultaneamente.

3.2 Exploracion de aspectos bayesianos de los THM

En esta seccién se explora una vision bayesiana de los test de hipdtesis miltiples enfo-
cada a especificar distribuciones a priori para tales situaciones e intentando calcular ciertas
cantidades a posteriori que son de interés.

El modelo que se presenta a continuacion fue sugerido inicialmente por Scott y Berger

en [69]. Sean X = (Xj,..., X,,) las variables observadas del problema inferencial donde se
hace el supuesto que los X; ~ N (ju;,0?) con varianza o2 desconocida y son independientes
entre si. El objetivo es determinar cuales medias y; son no nulas. Sea = (1, . . ., ). Para
que este modelo esté completo se define, al igual que en secciones anteriores, $); = 1{p; # 0},
para todo ¢ = 1,...,m. En tal caso, la funcién de verosimilitud se escribe
2 . 1 — (2 — Hipi)?
f(x|,u, g 757-)) - H 9102 exXp (T) ) (318>

i=1
donde $ = (H1,...,9m).

Un enfoque bayesiano natural de este problema consiste en suponer una probabilidad a
priori comun p = 1 —a que cada u; = 0 y que las u; son cero o no de manera independiente.
Se destaca que en el contexto de microarrays tipicamente se espera que p sea cercano a 1,
esto es, que la mayoria de las y; sean nulas.

Para las medias u; no nulas se supone a priori que u; ~ N(0,V) con varianza descono-
cida V. La media nula podria ser reemplazada por una cantidad desconocida no nula, sin
embargo, en el contexto de microarrays y otros, es razonable pensar que p; > 0y p; < 0 son
igualmente probables a priori.

La especificacion bayesiana quedara completa en la medida que se elija una distribucion a
priori 7(p) y una distribucién a priori conjunta 7(V, 02). En lo que sigue, el interés inferencial
estarda dado por:

1. p; = P($; = 0]z), la probabilidad a posteriori que p; = 0, dado los datos. A menudo
1 — p; se conoce con el nombre de probabilidad a posteriori de inclusion.

2. 7(pi|$H; = 1, x) la densidad marginal a posteriori de y;, dado que es no nula.

3. 7(V, 02, p|x) la distribucién a posteriori conjunta para los hiperparametros claves.
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Enseguida se analiza el problema de la eleccion de las distribuciones a priori.

2

En relacién con las distribuciones a priori sobre V y ¢°, en ausencia de una fuerte

informacion a priori, Scott y Berger recomiendan usar
T(V,0%) = (V+0°)72 (3.19)

La motivacién de esta eleccién viene de escribir
) N Y\ 7?1
7V,0%) =7(V]o“)n(0°) x = (1 + = — (3.20)
o

donde 7(V|0?) es una distribucioén a priori propia para V dado o2, lo cual es necesario dado
que V es un hiperpardmetro que no ocurre en todos los modelos, ya que a veces p; = 0.
Para referencias ver [9]. Notar que m(V|0?) es escalada por o2, una situacién comin para
hipervarianzas. Ademaés, la forma de m(V|o?) debiera asegurar que la influencia de esta a
priori no fuese demasiada en el analisis.

El uso de la a priori m(0?) = 1/0? podria parecer problemdtico debido a que esta a priori
es impropia, sin embargo, este parametro es comun a todos los modelos bajo consideracion.
Ademsds el uso de esta a priori estd justificado como una a priori predictiva de matching y
por motivos de invarianza de pivotes. Para referencias ver [10].

En relacién a una a priori sobre p, una eleccién natural es considerar 7(p) = 1. No
obstante, en algunos casos se dispone de una fuerte informacién a priori que a menudo
indica que p es grande. Una forma conveniente de incorporar esta informacion es a través
de

m(p) = (B+1)p”, (3.21)

donde S es un parametro ajustable que permite que p se concentre cerca de 1.

Un modo simple de especificar (3 es a través de la mejor adivinanza p de p e interpretarla

como una mediana a priori. Asi,

_ log(0,5)
= os) " (3.22)

En lo que sigue se explora el tema de la distribucién a posteriori.

Bajo las suposiciones del modelo propuesto en esta secciéon, la densidad a posteriori de
O = (p,V,0% 9, 1) es

m(8lx) = CT ' f(z|o®, 9, 1) [ [T V(wilo.v)| m($lp)a(V, o) (D), (3.23)

1:8;=1

donde 7(H|p) = [ p (1 —p)”, N (1:]0,V) denota la funcién de densidad de una variable
=1

1=

aleatoria N'(0,V) evaluada en el punto u; y C; es una constante de normalizacion.
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Lema 3.1. La distribucion a posteriori en (3.23) es propia, es decir, Cy es finita.

Lema 3.2. La distribucién a posteriori marginal de (V,0?,p) estd dada por

m 2
_ y4 —T;

(V0% plz) = C;t [ ex ( ])
( plz) 1 1 g2 p 202

2;1(;2]1) DR (Q(ff;af V))

7(V,0%)n(p). (3.24)

Lema 3.3. Se tiene que

pi = P(Hi=0[z)= ( = 0|z)

S ()

xt(V, o ,p|a:)dVd02dp. (3.25)

-1

Lema 3.4. Se tiene que

m(pil$i = 1, ) // / (277%) 1/Qexp( 21 (ki = p)2>

x7(V, 0%, plx)dVdo?dp, (3.26)
donde p=Vx;/(c* +V) y 72 =Vo?/(c? + V).

En lo que sigue se supone que se han calculado los p;’s v el interés ahora es decidir si las
observaciones son ruido (u; # 0) o no. En este dltimo caso se hablara de senales. Una forma
de realizar esto es elegir un punto de corte € y afirmar que todas las observaciones x; con
p; < € son senales, sin embargo, no es claro cémo escoger €.

Desde una perspectiva de teoria de decision estadistica se puede hacer lo siguiente. Sea
S; la accién “declarar que p; es una senal” y sea N; la acciéon “declarar que p; es un ruido”.
Entonces una funcion de pérdida podria ser

. 1 si i = 0,
_ 0 sip; =0,
L(N;, i) = { el s 0, (3.28)

donde ¢ es un parametro ajustable reflejando el costo relativo de cada tipo de error. La
pérdida esperada a posteriori de cada accion puede ser calculada como

B, el = [ LS ) (el s = (3.29)

—00
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[e o]

E[L(N;, pi)|x] = e(1 —Pz‘)/ il (il 93 = 1, ) dpas. (3.30)

—00
Entonces la pérdida esperada a posteriori es minimizada si se toma la accién S; (llamar
a u; una senal) siempre que E[L(S;, p;)|z] < E[L(N;, pi)|x], esto es, siempre que

Cf—oooo || (s |9 = 1, 2)dp;
Lo 7 |palm(psl$i = 1, @) dp;

(3.31)

7

3.3 Enfoque bayesiano no paramétrico de los THM

Posterior a los anos 90’ ha habido literalmente una exploxién de investigacion en es-
tadistica bayesiana, en especial, en la denominada no paramétrica. Lo anterior se debe
principalmente al perfeccionamiento de los métodos numéricos mas el avance tecnolégico
de los computadores, lo que ha permitido popularizar métodos tales como las cadenas de
Markov de Monte Carlo, abreviado MCMC.

En esta seccién se presenta un modelo propuesto por Tang et al. (ver [81]), que se basa
en una mezcla de procesos de Dirichlet para configurar la distribucién de los p-valores. Para
esto, se formula un modelo mixto como en [77], bajo una situacién de test de hip6tesis simple
versus compuesta. Basado en lo anterior, es posible obtener ciertas cantidades a posteriori
que son de interés en el contexto de los test de hipotesis multiples. En especifico, se estiman
m = 1 —my y F; usando técnicas bayesianas no paramétricas, tras lo cual se propone un
estimador para la pFDR.

En esta seccién se usa la siguiente notacion: sea X = (Xy,..., X,,) el vector de p-valores
de los m test de hipdtesis v $; = 1 si la i-ésima hipdtesis nula es falsa. Se supone que la
densidad de X; bajo la hipdtesis nula es fy y fi bajo la alternativa. Ademas, $;,i =1,...,m
son ensayos independientes de variables aleatorias de Bernoulli con probabilidad de éxito
m = 1—my fo es la densidad uniforme sobre [0,1]. Asi, los p-valores pueden ser vistos
como muestras independientes e idénticamente distribuidas de un modelo mixto con dos
componentes:

flx) = (1 —=m)fo(x) +m fi(x). (3.32)
En 1988, Parker y Rothenberg (ver [51]) senalaron que muchas distribuciones sobre el
intervalo [0, 1] pueden ser modelados como una mezcla de distribuciones beta. Luego, un

modelo mixto no paramétrico es extremadamente tutil para modelar los p-valores en este
sentido. Asi,

fi(x) :/g(a:|a, b)dG(a,b), (3.33)

donde G es la funcién de distribucién mezcladora, g(x|a,b) = 27 1(1 — x)*"1/B(a,b) es la

funcién de densidad de una beta de pardmetros a y b, y B(a,b) = fol 22711 — z)" Ld.
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La densidad de los p-valores sobre la hipotesis alternativa tiende a concentrarse cerca de
cero. De esta manera parece razonable modelar esta densidad para que decrezca mondtona-
mente sobre el intervalo [0, 1]. Para construir esta caracteristica adicional se debe imponer
que G ponga toda la masa de probabilidad sobre el conjunto {(a,b) : a < 1,b > 1}. Se puede
probar que el caso b = 1 implica que fi1(1) > 0 lo que provoca una no identificabilidad en
términos del par (7, f1). En lo que sigue de este articulo se supone que f1(1) = 0.

En el modelo propuesto por Tang et al. G es aleatoria y tomada desde un proceso de
Dirichlet (ver [26]). Los parametros del proceso de Dirichlet DP(Gy, 7) son una medida base
Go y un parametro de precisién escalar 7 > 0. La medida G es la mejor adivinanza de lo
que la verdadera G se cree que es y estd restringida a tener soporte sobre (0,1) x (1, 00).
Ademas, la realizacion del proceso se concentra alrededor de Gy en la medida que 7 sea més
grande.

Todo lo anterior se puede resumir en el siguiente modelo jararquico, donde a cada X; le
corresponde una variable latente 6; = (a;, b;),

0r,...,0,]G "X G, (3.35)
G~ DP(Go,). (3.36)

El modelo anterior es muy ttil para desarrollar un algoritmo de MCMC para los célculos a
posteriori, como se mostrara mas adelante, donde la medida aleatoria G podria ser integrada
mas alla de la distribucién a priori y la distribucién conjunta de los 6;’s esta dada por el
esquema de las urnas generalizadas de Polya (ver [14]):

01 ~ Go(0h), (3.37)

T 1
. .0~ . (- , > 1 .
it .. THGO(H;TH%(), Vi1, (3.38)

donde dg, denota la masa puntual unitaria en ;. Lo anterior implica que 6;’s tienden a
compartir valores en comun.

En el modelo propuesto por Tang et al. (ver [81]) se reparametriza a como L, y b como
Ly, donde a = exp(—|L,|) y b = exp(|Ls|). Ademas, se especifica la medida de base Gy como
Go(a,b) = N(L4|0,02)N (Ly|0,02) donde, por simplificacién de la notacién, N (z|u,o?) de-
nota tanto la distribucién normal de media u y varianza o como la correspondiente funcién
de densidad evaluada en el punto x. La distribucién a priori para m; parametrizada como
71 = exp(—|L,|) es obtenida desde L, ~ N(0,02) y es considerada independiente de f;.

A continuacion se describe brevemente el algoritmo de MCMC que puede ser usado
para muestrear desde la distribucién a posteriori de (7, f1). Sea ¢ = (¢1,...,¢x) el vec-
tor de elementos distintos de 6y,...,0, vy s = (s1,...,5m) el vector de configuraciones,
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esto es, s; = j si y s6lo si 0; = ¢;. Asi, 0 = {6; : i = 1,...,m} es reparametrizado como
{p1,. . ¢, S1,...,Sm}. Seam,, parai = 1,...,k, el nimero de elementos s; que son iguales
a 7. Sea —i el indice que indica a todas las variables menos la i-ésima. Asi, m_;; serd el
niumero de elementos s, = j, donde s, son calculados para todos los #’s excepto el i-ésimo
y sea k_; el conjunto {1,...,k} excepto el s;.

En el esquema estandar de MCMC basado sobre el esquema de urna de Polya genera-
lizado (ver [25]), un paso de Gibbs es usado para muestrear 6; (equivalentemente s;) desde
su distribucién a posteriori

p(0i| X, 55, 0_;) Z i,j%, + i,0Gi(0;), (3.39)
J€k—;

dG;i(0) o fo(Xi)dGo(0), (3.40)

Gij o< m_ijfe(Xi), (3.41)

Qi X T/fe(Xi)dGo(Q)- (3.42)

Cuando Gy no es conjugada con f, la integral ¢;¢ puede ser dificil de evaluar y tomar
una muestra desde G; sera extremadamente complejo. Para resolver el problema anterior,
MacEachern y Muller (ver [46]) desarrollaron un método llamado algoritmo sin orificios. En
este, el vector de distintos ¢’s es aumentado con un conjunto adicional de variables como
sigue:

\{¢b e 7¢k}£¢k+1a cees ¢m];a (3.43)

or e
con la misma a priori independiente ¢; ~ Gy y la misma definicién de s. Todo lo anterior
descansa en que m; > Oparaj=1,...,kym; = 0paraj = k+1,...,m. Para mds detalles

acerca del algoritmo ver [81].

Suponiendo que M observaciones fueron recogidas de la simulacion de MCMC, donde el
superindice ) indica la observacién que se estd usando. Basado sobre la muestra a posteriori

de w1 y 01,...,0,, se define la j-ésima muestra a posteriori de la densidad de los p-valores
por
f=1— 7T§j) + ﬂj) 1(j) (3.44)
donde
- 0)dGo(0 ™ g(z|0Y

T+m

es la j-ésima muestra a posteriori de la densidad bajo la hipétesis alternativa. Sea FU) y
FI(J ) la j-ésima muestra a posteriori correspondiente a las funciones de distribucion. Asi, la
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proporcion de hipétesis nulas verdaderas my puede ser estimada como

M
. 1 ;
T0,Bayes — E(WO’X) =1- M E 775‘])- (346)

Jj=1

Por otro lado, el estimador de Bayes de la pFDR es

Mo ()
— ToQx 1 Ty«
FDRpayes(a) = E X 2——5 — 4
P Bayes (@) (F (a)‘ ) M = FO)(a) (3-47)

La consistencia de un estimador es una de las principales formas de validacién frecuen-
tistas de los procedimientos bayesianos. Sin bien es cierto, este resultado no es demostrado
en [81], posteriormente, Ghosal et al. (ver [35]) probaron la consistencia de (3.46) y (3.47).

3.4 Teoria de decisién multiple: versién bayesiana

En esta seccion se presenta un enfoque basado en la teoria de decisién estadistica, muy
similar al descrito por Lehmann en [41] y [42]. En especifico se introduce una funcién de
pérdida basada en el concepto de tasa de falsos positivos (FDR) y la regla de Bayes asociada.

Sea ¢ = f(#) un vector de m “contrastes” entre los elementos de §. De manera informal,
se quiere determinar el signo de cada elemento de ¢, dado los datos. En lenguaje de teoria
de decision, para cada ; con 7 = 1,...,m se tomara una accién a;, con

1 si4; es positivo,
a; =< —1 si; es negativo, (3.48)

0  sino es posible determinar el signo de ;.

Considerar las siguientes funciones de pérdida:

B 1 si los signos de 1; v a; difieren,
Li(¥i,00) = { 0 en otro caso, (3.49)
1 si a; = 0,
Lo ) = { 0 en otro caso. (3.50)

La idea de ambas funciones de pérdida es contar el nimero de incorrectas declaraciones
de signo para L; y el nimero de signos no declarados para L.

Lewis y Thayer (ver [45]) proponen una funcién de pérdida que combina L; y Ly como
sigue:

Lprpr(Y,a) =

Z’z,'zl Ll (¢Za ai) o Z:il L2(¢i7 ai)
max{l,m — > La(¢;, a;)} + (5) - ; (3.51)
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para un o € (0,1) fijoy a = (ay,...,a,). Las siglas DFDR significan directional false dis-
covery rate.

Para identificar las acciones que minimicen el valor esperado a posteriori de la funcion de
pérdida (3.51) es necesario introducir un poco de notacién. Sea x € X. Si P(¢; > 0]z) > 0,5
se define af = 1y p; = P(1; < 0]x); por otro lado, si P(¢; > 0|z) < 0,5 se define af = —1y
pi = P(¢; > 0|z). Notar que a] y p; estén relacionados de la siguiente manera:

Sean p(1y < ... < p(my los p;’s ordenados. Se define, ademaés, a® parak =1,...,m como
agf) = ag, para i = 1,....ky agf)) =0parai=k+1,...,m. Para k =0, ag))) = 0 para
1=1,...,m.

Luego, la pérdida esperada a posteriori para a*) estd dada por

Egjo(Lprpr(v,a™)|z) = % " <%> (1 - %) : (3.53)

Se prueba que a® minimiza la pérdida esperada a posteriori entre todos los vectores
de acciones a que declaran exactamente k signos. Sea kpppg el valor de k para el cual la
pérdida esperada a posteriori dada en (3.53) es minimizada. Luego, la regla de decisién de
Bayes para este problema estd dado por dprpr(x) = a*PFrR) y el correspondiente riesgo de
Bayes es

r(prpr) = Eoo(Lprpr(Y,dprpr(T))) (3.54)
k
— iz1 PG o _ korpr
= L (méx{l,/fDFDR} * (2) (1 m )) ' (3.55)

Notar que la esperanza en (3.55) es tomada con respecto a la distribucién predictiva de
r y ademas, que p;) y kprpr dependen de x.

Dado que Ey,(Lprpr(t,a®)|z) = a/2 para todo = € X, sigue que r(dprpr) < a/2.
Por lo tanto,

Egps < Lz L1 prori(e)) ) < % (3.56)

méx{1,m — > " | Lo(¢;,dprpri(2))}

Esto tltimo dice que la versién bayesiana de la DFDR es acotada por a/2 cuando la
regla de Bayes dprpr es usada.
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En lo que sigue se muestra una versiéon bayesiana del procedimiento propuesto por BH [4].
Sea kppgn €l valor mas grande de k =1,...,m tal que

Pk < (%) (%) , (3.57)

con kppgr = 0 si ningtin tal valor de k existe. Se define 6ppgpg(x) = alFpBen),

Si kppen = 0, entonces la pérdida esperada a posteriori para a¥rse#) es igual a a/2. Si
kppen > 0 la pérdida esperada a posteriori para a*P5e#) estd dada por la ecuacién (3.53)
como

kpB&H

D ; Lk
Eu(Lopon(tatomn)la) = ZEL IO (8 (1 B2} - (g5)

kpper 2 m

De la definicién de kppg y se tiene que

k
pe) = (Q) ( DB&H) , parat=1,... . kppen. (3.59)

2 m

Entonces, aplicando la desigualdad (3.59) a (3.58) se obtiene:

Eyo(Loror(b.a®5m)z) < (£) (’“Dﬂ) (%) (1 _ ’“’ﬂ) -2 ()

2 m 2 m

Dado que esta desigualdad vale para todo x € X, resulta que r(dppgn) < /2, de modo
que, con dprpgr,

> iy Li(vi, 6pperi(x)) > a
Fo (méx{l, m — > Lo(i, dppemi(z))} = 2 (3.61)

Esta ultima desigualdad dice que dppgey también controla la DFDR bayesiana propuesta
por Lewis y Thayer en [45].

Dado que dprpr es la regla de decision de Bayes, entonces r(0prpr) < 7(dppen). Fi-
nalmente, se puede demostrar que kprpr > kppen- El lector interesado en la demostracion
puede consultar [45]. En otras palabras, la regla de Bayes dprpgr declara siempre al menos
tantos signos como dppeH-
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Capitulo 4

Aplicaciones Computacionales

En este capitulo se exploraran algunas implementaciones computacionales que permiten
resolver el problema de los test de hipdtesis multiples. Al respecto, el software mas influyente
hoy por hoy es R, pues la mayoria de los grupos de investigacion, dedicados a los temas de la
inferencia estadistica multiple, han estado implementando rutinas para este programa. En
lo que sigue se explicara qué es R y como instalarlo, para posteriormente discutir el paquete
multtest, el cual implementa una gran cantidad de procedimientos estadisticos para resolver
test de hipdtesis multiples, utilizando para esto técnicas basadas en remuestreo.

4.1 El programa R

R es un software libre y gratuito para la computacién estadistica y la confeccién de
graficos de gran calidad. Este compila y corre sobre una amplia variedad de plataformas
entre las que se pueden nombrar UNIX, Windows y MacOS. Fue creado por Ross Thaka y
Robert Gentleman, y se distribuye de manera gratuita bajo los términos de la GNU Gene-
ral Public License.! Su desarrollo y distribucién son llevados a cabo por varios grupos de
investigadores, siendo uno de los mas conocidos el Grupo Nuclear de Desarrollo de R.

Una de las caracteristicas mas sobresalientes de R es su enorme flexibilidad, dado que
la mayoria de las rutinas implementadas se pueden adecuar a los problemas que tenga el
usuario. Sin embargo, su curva de aprendizaje no es tan rapida como ocurre con otros pro-
gramas estadisticos, como por ejemplo SPSS. Desde el punto de vista computacional, R
puede describirse como un lenguaje orientado a objetos, lo que puede desanimar a las per-
sonas que no tengan alma de programadores. No obstante, esto es lo que le da flexibilidad al
programa, ya que se puede adaptar cada implementacion computacional a la problematica
en estudio. Ahora, volviendo al tema de la dificultad computacional que posee R, este tiene
la ventaja de poseer un lenguaje interpretado al igual que Java, y no compilado como C y
Fortran entre otros, lo cual significa que los comandos escritos en el teclado son ejecutados
directamente sin la necesidad de tener que construir ejecutables.

!Para mayor informacién: http://www.gnu.org/.
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4.2. El paquete “multtest” Capitulo 4

La forma de instalar R varia un poco dependiendo del sistema operativo que se use.
En cualquier caso, los archivos necesarios para dejar el programa funcionando se pueden
descargar de la pagina oficial http://www.r-project.org/ donde también se encuentran
manuales y un repositorio de paquetes adicionales, los cuales no vienen incluidos en el pro-
grama base. La ultima version de este programa es la 2.12.2, la cual esta disponible de
Febrero de este ano y se puede descargar en todas las plataformas antes citadas.

Antes de instalar R es necesario escoger un servidor para descargarlo, siendo lo mas
recomendable, pero no obligatorio, elegir el que se sitiie méas cercano al pais en el que
uno se encuentre®. Para Chile la pigina de internet es http://dirichlet.mat.puc.cl/ y
estd a cargo de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile. Una vez instalado el programa,
este se puede ejecutar de distintas formas, dependiendo del sistema operativo en uso. Por
ejemplo, desde UNIX, basta abrir una terminal, escribir R y luego apretar enter, en cambio
en Windows basta con hacerle doble click al icono que se crea de manera automaética en el
escritorio durante la instalacién.

4.2 El paquete “multtest”

Asociados a R hay varios grupos dedicados a areas especiales de aplicacion de mode-
los estadisticos. Uno de ellos es Bioconductor, bioinformaticas con R, el cual tiene entre
sus objetivos dar acceso a la comunidad investigadora a una amplia variedad de poderosos
procedimientos estadisticos y graficos, para el andlisis de datos de gendmica. El paquete
multtest de R pertenece a Bioconductor, fue desarrollado por Katherine Pollard®, San-
drine Dudoit? y Mark van der Laan®, y su tltima versién es la 2.7.1, disponible de la
pagina http://cran.r-project.org/web/packages/multtest/index.html a partir del 3
de Febrero del presente ano. Lo que hace este programa, en términos bastante simplificados,
es implementar técnicas basadas en remuestreo para una variedad de procedimientos de test
de hipdtesis multiples, controlando una amplia cantidad de tasas de error de tipo I, en pro-
blemas donde la distribucién de los test estadisticos es general, en el sentido que se permite
que las variables tengan ciertas estructuras de dependencia entre si. En otras palabras, los
procedimientos implementados en este programa permiten estimar la distribucion conjunta
de los test estadisticos. Lo anterior hace de este paquete un programa bastante interesante
y util.

Una de las particularidades del programa multtest, es que sigue la filosofia de R en
cuanto se pueden extender las rutinas que vienen implementadas originalmente. Esto permite
que el programa sea aplicable en una gran variedad de casos. Para instalarlo basta, una vez
abierto R, escribir en su interfaz:

2Lo anterior es basicamente por razones de velocidad de conexién.

3Center for Biomolecular Science and Engineering, University of California, Santa Cruz.
4Division of Biostatistics, School of Public Health, University of California, Berkeley.
®Division of Biostatistics, School of Public Health, University of California, Berkeley.
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> install.packages("multtest")

Después de elegir el servidor a través del cual descargar el paquete, se comienza a usar,
previa ejecuciéon de la instruccion:

> library("multtest")

tras lo cual este queda operativo. Es importante destacar que esta ultima secuencia debe
ser ejecutada cada vez que se inicie R y se quiera ocupar el paquete multtest.

El objeto fundamental de este paquete es la funcién MTP. Para obtener ayuda acerca
de las opciones de esta funcion se digita la secuencia ?MTP. Para esto también puede ser ttil
el comando args (MTP) el cual entrega las opciones por defecto de la funcion MTP, que se
detallan a continuacién:

> args (MTP)

function (X, W = NULL, Y = NULL, Z = NULL, Z.incl = NULL, Z.test = NULL,
na.rm = TRUE, test = "t.twosamp.unequalvar", robust = FALSE,
standardize = TRUE, alternative = "two.sided", psiO = O,
typeone = "fwer", k = 0, q = 0.1, fdr.method = "conservative",
alpha = 0.05, smooth.null = FALSE, nulldist = "boot.cs",
B = 1000, ic.quant.trans = FALSE, MVN.method = "mvrnorm",
penalty = 1le-06, method = "ss.maxT", get.cr = FALSE, get.cutoff = FALSE,
get.adjp = TRUE, keep.nulldist = TRUE, keep.rawdist = FALSE,
seed = NULL, cluster = 1, type = NULL, dispatch = NULL, marg.null = NULL,
marg.par = NULL, keep.margpar = TRUE, ncp = NULL, perm.mat = NULL,
keep.index = FALSE, keep.label = FALSE)

En lo que sigue se explica en qué consisten las opciones mas importantes de la funcion
anterior: X corresponde a la matriz de datos y W a una matriz de pesos que puede ser aplicada
sobre cada observacién. La variable Y se usa cuando se observan variables posiblemente
censuradas. En algunos casos, covariables adicionales pueden ser medidas sobre las unidades
muestrales. En tal caso, Z representa dichas covariables. Al respecto, Z.incl y Z.test sirven
cuando se quiere generar modelos lineales usando como covariables a Z. Asi, estos comandos
dicen qué columnas de Z incluir en el modelo. En test se especifica el test de hipdtesis
a considerar. Por defecto se utiliza el test t de Welch para comparar dos poblaciones con
varianzas posiblemente diferentes, sin embargo hay otras opciones. En este sentido, los test
que se pueden efectuar son:

» t.onesamp: Test t de medias para una muestra.

» t.twosamp.equalvar: Test de comparacion de medias (2 muestras) con varianzas
1guales.

» t.twosamp.unequalvar: Test de comparacion de medias (2 muestras) con varianzas
diferentes.
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» t.pair: Test t de comparacion de medias (2 muestras) para datos pareados.

f: Test F para testear la igualdad de medias en una poblacion.

f.block: Test F para testear la igualdad de medias en una poblacion con un diseno de
bloques.

s 1m.XvsZ: Test t para los coeficientes del modelo lineal X en funcion de Z.test con
posible covariables adicionales Z.incl.

s 1m.YvsXZ: Test t para los coeficientes del modelo lineal Y en funcion de X y Z.

s coxph.YvsXZ: Test t para los coeficientes del modelo hazard de Cox Y en funcion de
XyZ.

A través de alternative se especifica la hipdtesis alternativa. Las opciones son two.sided,
less y greater. El valor psiO especifica el valor nulo para los parametros de interés. Su valor
por defecto es cero. El tipo de tasa de error se describe a través de typeone. Las opcién por
defecto de FWER, pero también se pueden controlar gFWER, TPPFP y FDR. Los valores
k y g tienen que ver con el nimero y la proporcién de falsos positivos respectivamente. Con
alpha se determina el nivel nominal o de significacion del test. La distribucion nula del test
estadistico es estimada por una versién no paramétrica del bootstrap. También es posible
hacer esto a través de estadisticos de permutacion. La especificacion de lo anterior se realiza a
través de nulldist. Las opciones son “boot” y “perm”. Finalmente, hay varias opciones para
obtener regiones de confianza, parametros estimados, puntos de corte, p-valores ajustados,
etc. Algunas opciones para ver los resultados de la funcion MTP son print, summary y
plot. De estos, el mas 1til es el comando summary, ya que, como es de esperar, entrega un
resumen indicando la cantidad de hipotesis rechazadas, puntos de corte, p-valores ajustados,
ete.

4.3 Aplicacion: datos de microarray

En esta seccion se usa el paquete multtest sobre el conjunto de datos de microarray de-
nominado ALL (acute lymphoblastic leukemia). La idea es mostrar el tipo de procedimientos
que es posible obtener en R, a través del paquete antes citado. Los datos se encuentran en
el paquete ALL de R. Se comienza cargando los paquetes necesarios para efectuar el analisis:

source("http://bioconductor.org/biocLite.R")
biocLite("ALL")

biocLite("hgu95av2.db")
biocLite("genefilter")

library("ALL")

library("hgu95av2.db")

library("genefilter")

data(ALL)

V V V V V V VvV V
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4.3. Aplicacién: datos de microarray Capitulo 4

Destacar que el paquete ALL, hgu95av2 y genefilter se descargan de Bioconductor. Para
esto se usa el comando biocLite. En lo que sigue la idea es identificar genes cuyas medidas
de expresién estan asociadas con posiblemente censuradas variables bioldgicas y clinicas. En
lo que sigue se filtran los genes para que se cumplan los siguientes criterios: (i) Al menos el
20 % de los sujetos tenga una medida de intensidad de al menos 100 y (ii) que el coeficiente
de variacién (es decir, el cociente de la desviacién estandar por la media) de las intensidades
a través de la muestra esté entre 0.7 y 10. Para esto se utiliza el paquete genefilter, como
se muestra a continuacion:

ffun <- filterfun(pOverA(p=0.2,A=100),cv(a=0.7,b=10))
filt <- genefilter(2”exprs(ALL),ffun)

filtALL <- ALL[filt,]

filtX <- exprs(filtALL)

pheno <- pData(filtALL)

V V. V V V

Asi, el nuevo conjunto de datos filtALL contiene medidas de expresion sobre 431 genes,
para 128 pacientes. Para identificar los genes con mas alta medidas de expresiéon promedio
en pacientes con células B, comparados con pacientes con células T, se crea la variable
indicadora Bcell (1 para células B y 0 para células T) y calculamos para cada gen el test
de Welch (para dos muestras y varianzas distintas). La tasa de error de tipo I a controlar
es FWER, usando un procedimiento de Bootstrap con B = 100 iteraciones® para estimar la
distribucién nula del test estadistico.

> table(pData(ALL)$BT)

BB1B2B3B4 TT1T2T3T4
519 36 23 12 5 1 15 10 2
Bcell <- rep(0,length(pData(ALL)$BT))
Bcell [grep("B",as.character(pData(ALL)$BT))] <- 1
seed <- 99
BT.boot <- MTP(X=filtX,Y=Bcell,alternative="greater",B=100,
method="sd.minP",seed=seed)

V V V V

running bootstrap...
iteration = 100

Miremos los resultados que se obtienen en el objeto BT.boot:

> summary (BT.boot)

MTP: sd.minP
Type I error rate: fwer

5En la practica es comendable hacer més.

57



4.3. Aplicacién: datos de microarray Capitulo 4

Level Rejections
1 0.05 196

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. NA’s
adjp 0.000 0.0000 0.9900 0.5371 1.0000 1.000
rawp 0.000 0.0000 0.0300 0.3570 0.9400 1.000
statistic -34.420 -1.5690 2.0120 2.0590 5.3830 22.330
estimate -4.655 -0.3168 0.3814 0.3258 0.9949 4.249

O O O O

El método summary entrega varios detalles del MTP, por ejemplo, el nombre del procedi-
miento (sd.minP aqui), la tasa de error de tipo I (fwer aqui) y el niimero de rechazos (196
aqui), entre otros.

La siguiente linea de comandos puede ser usada para obtener una lista de los genes que
estan diferencialmente expresados en las células B vs las células T, entre todos los pacientes
a un nivel a = 0.05 y controlando la FWER, es decir, genes para los cuales los p-valores
ajustados son menores o iguales a 0.05. Al respecto, los paquetes annotate y annaffy
pueden ser usados para obtener informacion sobre esos genes.

biocLite("annotate")

biocLite("annaffy")

library("annotate")

library("annaffy")

BT.diff <- BT.boot@adjp <= 0.05

BT.AffyID <- featureNames(filtALL) [BT.diff]
> mget (BT.AffyID[1:3],env=hgu95av2GENENAME)
$1065_at*

[1] "fms-related tyrosine kinase 3"

V V V V Vv V

$1096_g_at*
[1] "CD19 molecule"

$1102_s_at"’
[1] "nuclear receptor subfamily 3, group C, member 1
(glucocorticoid receptor)"

Varios restumenes graficos pueden ser obtenidos con el comando plot, seleccionando el
apropiado argumento para which:

> postscript("Figural.eps")
> par (mfrow=c(2,2))

> plot(BT.boot)

> dev.off ()
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Rejections vs. Error Rate Ordered Adjusted p-values
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Figura 4.1: Células B vs células T - FWER control, step-down minP.

En la figura (4.1) se presentan los resultados del comando plot. En el extremo superior
izquierdo vemos que el nimero de rechazos aumenta levemente cuando la FWER nominal
es mas grande que 0.6 y entonces aumenta rapidamente cuando FWER se acerca a 1. Simi-
larmente, los p-valores ajustados para muchos genes son cercanos a cero y a uno (extremo
superior derecho), y los test estadisticos para genes con pequefios p-valores no sobrepasan
aquellos genes con p-valores cercanos a uno. De lo anterior se desprende una clara separacion
entre las hipotesis rechazadas y las hipotesis aceptadas, es decir, entre genes que estan dife-
rencialmente expresados y aquellos que no.

Dado un vector de p-valores no ajustados, la funciéon mt . rawp2adjp calcula los p-valores
ajustados para el marginal control del FWER, que es la tasa de tipo I que se estd analizando.
Este control marginal puede ser llevado a cabo por los procedimientos de Bonferroni, Holm,
Hochberg y Sidak. Mas atn, la funciéon mt.plot puede ser usada para comparar dichos
procedimientos en términos de sus p-valores ajustados.

> marg <- c("Bonferroni","Holm","Hochberg","SidakSS","SidakSD","BH",
"TSBH","ABH")

BT.marg <- mt.rawp2adjp(rawp=BT.boot@rawp,proc=marg)

comp.marg <- cbind(BT.boot@adjp,BT.marg$adjplorder (BT .marg$index) ,-1])

postscript ("Figura2.eps")

par (mfrow=c(1,1))

mt.plot(adjp=comp.marg,teststat=BT.boot$statistic,proc=c("SD minP",marg),

29
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4.3. Aplicacién: datos de microarray Capitulo 4

leg=c(0.1,400),co0l=1:9,1ty=1:9,1wd=3)
> tmp <- title("Comparison of FWER and FDR controlling marginal MTPs
and \n step-down minP MTP")
> dev.off ()

Comparison of FWER and FDR controlling marginal MTPs and
step—down minP MTP

|
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Figura 4.2: Células B vs células T - Marginal vs conjunto control de FWER.

En relacién a la figura (4.2), todos los procedimientos concuerdan en rechazar pocas
hipétesis para un control nominal de la tasa de error de tipo I cercano a cero. Por otro lado,
el procedimiento SD minP, que toma en cuenta la distribucién conjunta del test estadistico
asociado, lleva a rechazar mas hipotesis que los métodos marginales.

Debido a que los tamanos muestrales asociados a los pacientes con célular B y células T
son diferentes, y que las medidas de expresion de los genes pueden tener diferentes estructuras
de covarianzas en ambas subpoblaciones, se espera que las distribuciones nulas estimadas por
Bootstrap y por estadisticos de permutaciones sean distintas. Para obtener la distribuciéon
basadas en permutaciones se ocupa la funcién mt.minP. Las lineas de comandos para esto
son las siguientes:

> set.seed(99)

> BT.perm.old <- mt.minP(X=filtX,classlabel=Bcell,side="upper",B=100)
> names (BT.perm.old)

[1] "index" "teststat" "rawp" "adjp" "plower"
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4.3. Aplicacién: datos de microarray Capitulo 4

En ultima linea anterior, se ven los elementos que retorna la funcién mt.minP.

> set.seed(99)

> BT.perm.new <- MTP(X=filtX,Y=Bcell,alternative="greater",
nulldist="perm",B=100,method="sd.minP")

> sum(BT.perm.old$adjp <= 0.05)

(1] 0

> sum(BT.perm.new@adjp <= 0.05)

(11 ©

> sum(BT.perm.new@adjp <= 0.05 & BT.boot@adjp <= 0.05)
(11 ©

A un nivel nominal de o = 0.05 para el control de FWER, el procedimiento basado en per-
mutaciones identifica cero genes como expresados diferencialmente en pacientes con células
B y T respectivamente. En cambio con Bootstrap ese niimero era 196.

El estadistico de suma de rango de Wilcoxon (también conocido como estadistico de
Mann-Whitney) es una alternativa robusta al usual estadistico de dos muestras. En lo que
sigue se describe el cdédigo para usar este procedimiento:

> BT.wilcox <- MTP(X=filtX,Y=Bcell,robust=TRUE,alternative="greater",
B=100,method="sd.minP",seed=seed)

running bootstrap...

iteration = 100

> sum(BT.wilcox@adjp <= 0.05)

[1] 196

> sum(BT.wilcox@adjp <= 0.05 & BT.boot@adjp <= 0.05)

[1] 186

Al comparar ambos procedimientos (sin y con estadistico robusto), ambos concuerdan en
identificar 186 genes.

En lo que sigue, se considera la siguiente situacion. En el contexto de analisis de mi-
croarray, a menudo se tolera una cierta cantidad de falsos positivos, esperando que dicho
nimero sea pequeno con el nimero total de hipdtesis rechazadas. En tal situacién, controlar
el FWER es inapropiado y se recurren a técnicas de aumentacion para usar el control inicial
del FWER para controlar otras tasas de error de tipo I (por ejemplo, gFWER’, TPPFP®
y FDR). Destacar que es posible controllar directamente las tasas de error indicadas en el
paréntesis, sin embargo, la motivacion de lo viene es mostrar como aplicar procedimientos
aumentadores.

"Forma genérica de denominar a la k-FWER.
8Forma genérica de denominar a la TPPFP(q) = Py (% > gq) con ¢ € (0,1).
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Controlar el gFWER:

k <- ¢(5,10,50,100)

BT.gfwer <- fwer2gfwer(adjp=BT.boot@adjp,k=k)

comp.gfwer <- cbind(BT.boot@adjp,BT.gfwer)

mtps <- paste("gFWER(",c(0,k),")",sep="")

postscript ("Figura3.eps")

mt.plot(adjp=comp.gfwer,teststat=BT.boot@statistic,proc=mtps,
leg=c(0.1,430),col=1:5,1ty=1:5,1wd=3)

> tmp <- title("Comparison of gFWER(k)-controlling

AMTPs \n based on SD minP MTP")

V V V V V V

> dev.off()
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Figura 4.3: Células B vs células T - Control del gF WER.

La figura (4.3) muestra el resultado de los comandos anteriores. Ahi se ve como el niimero
de hipdtesis rechazadas aumenta linealmente con el ntimero de falsos positivos permitidos,
para niveles nominales de « tales que el control inicial del FWER no rechace méas de M — k
hipétesis.

Controlar el TPPEFP:

> q <- ¢(0.05,0.1,0.25)
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BT.tppfp <- fwer2tppfp(adjp=BT.boot@adjp,q=q)

comp.tppfp <- cbind(BT.boot@adjp,BT.tppfp)

mtps <- c("FWER",paste("TPPFP(",q,")",sep=""))

postscript ("Figura4.eps")

mt.plot(adjp=comp.tppfp,teststat=BT.boot@statistic,proc=mtps,
leg=c(0.1,430),col=1:4,1ty=1:4,1wd=3)

> tmp <- title("Comparison of TPPFP(q)-controlling

AMTPs \n based on SD minP MTP")

V V. V V V

> dev.off()
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Figura 4.4: Células B vs células T - Control del TPPFP.

En la figura (4.4) como el nimero de hipétesis rechazadas aumenta con la proporcién
permitida ¢ de falsos positivos.

Controlar el FDR:
Para controllar el FDR hay dos procedimientos posibles debidos a Benjamini y Hochberg
(1995), y a Benjamini y Yekutieli (2001).

BT.fdr <- fwer2fdr (adjp=BT.boot@adjp,method="both")$adjp

BT.marg.fdr <- mt.rawp2adjp(rawp=BT.boot@rawp,proc=c("BY","BH"))
comp.fdr <- cbind(BT.fdr, BT.marg.fdr$adjplorder(BT.marg.fdr$index),-1])
mtps <- c("AMTP Cons","AMTP Rest","BY","BH")
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> postscript("Figurab.eps")

> mt.plot(adjp=comp.fdr,teststat=BT.boot@statistic,proc=mtps,
leg=c(0.1,430),col=c(2,2,3,3),1ty=rep(1:2,2),1wd=3)

> tmp <- title("Comparison of FDR-controlling MTPs")

> dev.off ()
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Figura 4.5: Células B vs células T - Control del FDR.

La figura (4.5) muestra que las técnicas aumentadoras basadas en cotas conservadoras
del FDR (“AMTP Cons” y “AMTP Rest”) son méas conservadoras que el procedimiento de
Benjamini y Hochberg (“BH”) para valores nominales del FDR menores que 0.4, pero menos
conservadores que “BH” para valores grandes del FDR. Por otro lado, el procedimiento de
Benjamini y Yekutieli (una versién més conservadora del procedimiento de “BH”) es el que
produce menos hipotesis rechazadas.

Finalmente, se presenta la funcion EBMTP, la cual utiliza métodos bayesianos empiricos
para controlar las distintas tasas de error.

> ebFdrIc <- EBMTP(X=filtX,Y=Bcell,nulldist="ic",typeone="£fdr",B=100)
calculating vector influence curve...
sampling null test statistics...

counting guessed false positives...
100
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counting guessed true positives...

100

> summary (ebFdrIc)
EBMTP: common.cutoff
Type I error rate: fdr

prior:

conservative

Level Rejections

1 0.05 341
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. NA’s
adjp 0.000 0.0000 0.0000463 0.04235 0.03376 0.3338 0
rawp 0.000 0.0000 0.0000000 0.10890 0.06000 1.0000 0
statistic -34.420 -1.5690 2.0120000 2.05900 5.38300 22.3300 0
estimate -4.655 -0.3168 0.3814000 0.32580 0.99490 4.2490 0
> postscript("Figura6.eps")
> par (mfrow=c(2,2))
> plot(ebFdrIc)
> dev.off()
Rejections vs. Error Rate Ordered Adjusted p-values
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Figura 4.6: Células B vs células T - Control del FDR usando EBMTP.
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En figura (4.6) se muestran los resultados del cédigo anterior.

Existen varios procedimientos alternativos que se pueden realizar con el paquete multtest
y que no fueron discutidos en esta seccion.

4.4 Comentarios finales y recomendaciones

Los métodos de BH y sus variantes tienden a rechazar muchas mas hipétesis que los
procedimientos clésicos de Bonferroni y similares. Por lo mismo, se recomienda usar los pro-
cedimientos de BH cuando el niimero de hipdtesis a testear sea muy grande, para asi obtener
procedimientos que sean mas potentes.

En caso que, por razones propias del problema en estudio, sea mas natural controlar la
FWER, existen versiones generalizadas de esta tasa, la gFWER, y versiones aumentadas,
que proveen procedimientos mas potentes, los cuales debieran ser usados en reemplazo de
los métodos asociados a la FWER.

Si bien es cierto que la recomendacién en general es usar procedimientos asociados a
BH, para valores nominales de la FDR mayores que 0.5, existen métodos denominados
aumentadores que proveen un mayor numero de hipdtesis nulas rechazadas y que resultan ser
mas potentes. En tales casos, la recomendacion es usar estos procedimientos aumentadores.
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Capitulo 5

Analisis Convexo aplicado a los Test
de Hipédtesis Multiples

En este capitulo se plantea una forma distinta de enfrentar el problema de los test de
hip6tesis multiples, utilizando ideas de dualidad provenientes del andlisis convexo. A pe-
sar que la idea de usar métodos provenientes del andlisis convexo en los problemas de test
de hipétesis multiple es nueva, la aplicacién de este tipo de técnicas al estudio de los test
de hipdtesis no multiples no es reciente. Los primeros trabajos al respecto son de Witting
(ver [85]), y se destacan los aportes de Cvitanic y Karatzas (ver [18]) y Rudloff y Karatzas
(ver [55]). Sin perjuicio de lo anterior, esta es la primera vez que se usan herramientas de
dualidad convexa para el anélisis de contrastes multiples. Por otro lado, se manifiesta en la
literatura la existencia de no muchos resultados de optimalidad estadistica, lo que hace que
el resultado propuesto en la seccién 5.1 sea, al menos, interesante.

La composicion de este capitulo es la siguiente: en la seccion 5.1 se formula el teorema

mencionado en el parrafo anterior. En la seccién 5.2 se demuestra dicho teorema. Finalmente,
en la seccion 5.3 se discuten algunas limitaciones y conclusiones del resultado propuesto.

5.1 Enunciado del Teorema

Teorema 5.1. Sean P;, Q;, con © = 1,...,m, familias de medidas de probabilidad sobre
(X;, A;) tales que
P< R, VPeP,UQ,, (5.1)
donde R; es una medida de probabilidad sobre (X;, A;). Se define Vi =1,...,m,
dP
= - P 5.2
ui={ g PEH), 5:2)

conjunto que se supondrd débil compacto si H € {P;, Q;} y convexo si H = Q;. Se designa
por ®; ;= {¢ : X; — [0, 1] medibles} a la familia de los test de hipdtesis aleatorizados aso-
ciados a X; y por @™ =", ®; a la familia de los test de hipdtesis multiples aleatorizados.
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Para o € [0, 1] se define

o = {gp € d™: sup G(P, ) < oz} (5.3)
Pepm
como la familia de los test de hipotesis multiples aleatorizados de nivel o, donde
i=1
01, ...,0m Son constantes no negativas tales que
S -1 (55
i=1
yP=(P,...,P,) € P":=1[,", Pi. Entonces 3¢ € ®7 tal que
inf H(Q,p) = inf H(Q, ), 5.6
o, (Q, ) S o, (@, ) (5.6)
donde .
H(Q,p) = > 6:E%(g), (5.7)
i=1
yQ=1(Q1,...,Qm) € Q" =", Qi. Mds aiin, 3(Q,\) € Q™ x A, con
Ay ={X\: X es medida finita positiva sobre H{pi}, (5.8)
i=1
que verifica que o
D _
@3 = jut, DIQN. (59)
donde
+
D@QN) =Y 65" | | Zg ~ / Zp,d\ +a\ <H gp]) : (5.10)
i=1 m j=1
H]’:l 577]-

con Ly, = ‘é—gj para H; € P; U Q;. Finalmente, el test multiple optimal ¢ posee la siguiente
estructura: ¥Vi =1,...,m,

1 siZg(z)> [ Zp(x)dA,
~ 1%, &p,
i(T;) = ‘ 0 . R, —cs. x; € X, 5.11
Pil:) 0 siZg,(x:)< [ Zp(z:)dA, €8 i € (5.11)
H}TL:1£’P]-

ERi(¢;Zp) = oy para X — c.s. Zp, € Ep, y Sor, dic = av.
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5.2. Demostracién del Teorema Capitulo 5

Observacién 5.1. Antes de pasar a la seccién siguiente, algunos comentarios relevantes
relativos al teorema anterior.

(a) Vi =1,...,m, las familias de medidas de probabilidad P; y Q; estédn asociadas a las
hipotesis nula y alternativa respectivamente.

(b) Es importante destacar que el concepto de regla de decisién usado en este teorema
es un poco diferente del dado en las ecuaciones (1.28) y (1.29) de la seccién 1.7 del
capitulo 1. En cualquier caso, ¢ € ®™ se interpreta como ¢(z) = (p1(z1), ..., ©m(Tm))
donde z = (21,...,2,) € [[11, X = X.

(c) La medida A € A, corresponde a una distribucién a priori sobre [[[", &p, v A € A,
se interpreta como una medida menos favorable. Para més detalles y referencias ver
pags. 83-86 de [44].

(d) La regla de decisién 6ptima resultante tiene la estructura de un test de hipétesis no
aleatorizado.

(e) La integral [ Zp,(z;)d\ se interpreta como la integral con respecto a la medida
T2, &,
A del funcional continuo [[72, §p; 2 Z = (Z1, ..., Zin) — U(Z,2;) := Ti(Z(x)) € R con
z; € X; fijo, Z(x) = (Z1(x1), ...y Zm(Tm)) v Fi : R™ — R la funcién de proyeccion.
Ademds, se supone que X x [[7", &p, 3 (7,2) — Z(x) € [0,+00)™ es medible con
respecto a la o-dlgebra producto A ® B, donde A = [ A; (o-dlgebra producto) y
B es la o-algebra asociada a los borelianos de H;nzl &p;-

5.2 Demostracion del Teorema

Demostracién (del Teorema 5.1). Notar que Vi = 1,...,m, ®; C B; donde B; es la bola
unitaria cerrada en L (&}, A;, R;). Por el teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki resulta que
B; es débil-* compacta, recordando que L*®(X;, A;, R;) = L' (X;, A;, R;)*. Para referencias,
ver pags. 39-43 de [15]. Se designa por 7; a la topologia débil-* definida sobre L>(X;, A;, R;),
1=1,...,m.

Lema 5.1. Vi =1,...,m, ®; es 1;-compacto.

Demostracién (del Lema 5.1). Sea i € {1,...,m}. Del parrafo anterior se desprende que
basta probar que ®; es 7;-cerrado. En efecto, sea {dy}tacp € ®; una red 7;-convergente,
es decir, Vh € LY(X;, A, R;), Efi(¢oh) — ETi(¢h). Por demostrar que ¢ toma valores en
[0,1], R;-c.s. Por contradiccion, se supone que A € A, tal que {¢p > 1} C Ay R;(A) > 0,
y se toma h(z;) = 1a(z;), que pertenece a L'(X;, A;, R;). Entonces, Efi(¢h) > R;(A), sin
embargo, E%i(¢h) = lim, E%(¢,h) < R;(A), lo cual es una contradiccién. Se concluye
entonces que ¢ < 1 R;-c.s. y de manera similar se prueba que R;-c.s., ¢ > 0. O
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De la afirmacién anterior sigue que Vi = 1,...,m, (®;,7;) es un espacio topoldgico
compacto. Luego, por el teorema de Tychonoff, lo mismo ocurre para el espacio topolégico
(@™, ™) con 7" := [\, 7, la topologia producto.

Lema 5.2. ®7' es 7™-compacto.

Demostracién (del Lema 5.2). El argumento clave de esta demostracién es que los con-
juntos de subnivel de una funcién s.c.i. son cerrados. Asi, basta probar que VP € P™ el
funcional G(P,-) es 7™-semicontinuo inferior en ™. Dado que el supremo y las combina-
ciones lineales de funciones s.c.i. son s.c.i., basta con probar que ETi(y;) es s.c.i. Pero esto
es consecuencia del lema de Fatou. En efecto, si ¢, — ¢y entonces

lim inf EF (p,,) > /h'm inf ,dP; = E7(yy), (5.12)
n—oo n—oo
es decir, ¢ — ETi(p) es s.c.i. 0

De manera similar se prueba que el funcional &' > ¢ — Ql'ngf S 6iE(¢;) € R es
e m

7™-semicontinuo superior, lo que junto a la 7™-compacidad de ®}' permite concluir, gracias
a un resultado general de optimizacion, la existencia de ¢ € ®7' tal que

inf H(Q,3) = inf H .
nf H(Q,¢)= sup nf H(Q, )

QEQm LPE‘I)gL
Asi, queda demostrada la primera parte del teorema, esto es, la condicién (5.6).

Lema 5.3.
V:=sup inf H(Q,¢)= inf sup H(Q,p):=V. (5.13)

pedm QEQ™ QEQ™ peopm

Observaciéon 5.2. Antes de continuar con la demostracién el lema anterior, algunas obser-
vaciones importantes.

(1) Notar que la desigualdad directa es V. < V.

(2) Para probar la otra desigualdad se hara uso del siguiente teorema:

Teorema 5.2 (minimax de Sion). Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topolégicos y una funcion
f: X XY - RU{+o0o} tales que
(i) X eY son conjuntos convexos y compactos.

(il) Yy €Y, la aplicacion x — f(x,y) es cuasi-convera y semicontinua inferior.
(ili) Vo € X, la aplicacion y — f(x,y) es cuasi-concava y semicontinua superior.
Entonces existe (z,y) tal que

sup f(z,y) = f(z,y) = inf f(z,). (5.14)
yey xre

El lector interesado en ver detalles acerca del teorema minimax' de Sion, asi como
las definiciones de los conceptos usados en este resultado, puede consultar las pags. 44 y
218 de [2]|. Para una demostracion, ver [74]. Para mds bibliograffa acerca de teoremas tipo
minimax ver [73] y sus referencias.

1Una buena referencia para teoremas tipo minimax es el sitio: http://www.math.ucsb.edu/~simons/.
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Demostracién (del Lema 5.3). Para la demostracion se va a utilizar el teorema minimax de
Sion con X =[] €0, e Y = @7'. En lo que sigue, se verifican las hipétesis de este teorema.
En efecto, Vi = 1,...,m, &g, es (;-compacto, donde (; es la topologfa débil en L' (X;, A;, R;),
y convexo, de donde se deduce inmediatamente que [}, o, es (™-compacto, por el teorema
de Tychonoff con ("™ = [~ ¢; la topologia producto, y convexo. Gracias al lema 5.2 se sabe
que ®7" es 7-compacto. En lo que sigue se probara que, ademads, este conjunto es convexo.
En efecto, sean 1 = (©11,.-+,P1m), P2 = (Y21, .., Pam) € @y p € [0,1]. Claramente
pp+ (1 —p)ps € ™ yaqueVi=1,...,m, 0 < pp1; + (1 — p)pe < 1. Ademés, VP € P™
se tiene que

m

G(P,ppr+ (1= p)pa) = D 6E"(pori + (1= p)pa) (5.15)
i=1
y entonces
sup G(P,pp1+ (1= p)p2) < p sup G(P,¢1) + (1 —p) sup G(P,¢2) (5.17)
pepm pepm pepm
< pa+(1-pla=a. (5.18)

Asi, se concluye que ®7' es un conjunto convexo, lo que prueba la hipétesis (i) del teorema
5.2. En la relacién a la hipétesis (iii), se sabe que VQ € Q™ &7 > ¢ — H(Q,p) es
T"™-semicontinua superior, de manera que solo falta probar que la aplicacion anterior es
cuasi-céncava, lo que equivale a demostrar que el conjunto Sy := {p € " : H(Q, ¢) > m}
es convexo (ver pag. 44 de Aubin [2]). En efecto, sean Q € Q™ m € R, p1,p02 € Sty
p € [0,1]. Entonces

H(Q,ppr + (1 = p)pa) = pH(Q, 1) + (1= p)H(Q, ) (5.19)
> pm+ (1 —p)m=m, (5.20)

lo que verifica el punto (iii) del teorema minimax de Sion. Finalmente, se prueba la hipétesis
(ii). En efecto, sean ¢ € @', m € Ry el conjunto Sy := {Zg € [[, &0, : H(Q, ) < m}.
Dada la linealidad en Zg del funcional H(Q,¢), es directo que el conjunto Sy es convexo,
lo que prueba la cuasi-convexidad de la aplicacién [[}2, £, 3 Zg — H(Q,p), Yo € I
Por dltimo, se prueba que la aplicacion anterior es (™-semicontinua inferior. En efecto, sea
¢ € ®™. Claramente la aplicacién &g, > Zgo, — ERi(p;Zg,) es (i-semicontinua inferior,
para todo i = 1,...,m, y por lo tanto el funcional [[", o, D Zg — Y1 6:ERi(piZg,) es
("-semicontinuo inferior (para detalles revisar la demostracién del lema 5.2). Se cumplen

asi todas las hipétesis para aplicar el teorema minimax de Sion y concluir que V. =V. O

Para lo que sigue, es muy importante explicitar el siguiente calculo:

ZQi —/ Zpld/\ + ERi (,OZ/ Zpld>\
H;'T;l 57;']' H;n:1 577]-
+
+/ (/ %(%)Zpi(xi)dRi(%)) d\, (5.21)
H;'n:1 573]- X
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5.2. Demostracién del Teorema Capitulo 5

donde en el tltimo término de la desigualdad anterior se usa el teorema de Fubini para poder
intercambiar el orden de las integrales. Ademas, el término dentro del paréntesis corresponde
a Eti(p;), de manera que si se supone que esta esperanza estd acotada por «;, entonces se

concluye que
+ m
) + ;) (H ,ng) : (5.22)
j=1
y por consiguiente,

m + m m
p) <> B ( Zo, —/ Zp,d\ ) + A (H gpj> > s, (5.23)
i=1 T2 &7, j=1 i=1

donde el ultimo término en la desigualdad anterior corresponde a D(Q,\), si es que se
supone que »_.*, &;o; = c. Para Q € Q™ fijo, se define el problema

EQi(ﬁpi) < Eh (

Zg, — / Zp,d\
H;'nzl fpj

(P) {p(Q) = sup H(Q, ),

pedy
denominado en lo que sigue problema primal. Notar que gracias a la 7"-compacidad del
conjunto ®7', (P) tiene solucién. Por otro lado, considerar el siguiente problema:
+

(D) ¢ 9(Q) = inf D(Q,\) = inf ZéERl Zg, — / Zp,d\ + al (prj)

AEAL )\GA+ 1
H;nzl ij =

Notar que de la desigualdad (5.23) es directo que p(Q) < 3(Q), VQ € Q™.

Lema 5.4. (D) corresponde al problema dual de Fenchel de (P) y VQ € Q™, p(Q) = 0(Q).
Mas ain, ¥Q € Q™, N € A, que alcanza el infimo en (D) y 3o € P que alcanza el
supremo en (P), que tiene la estructura dada en (5.11).

La demostracién del lema anterior, en el caso de test de hipdtesis no multiples, se en-
cuentra en las pags. 1231-1234 de [55]. En este sentido, la demostracién que se muestra a
continuacion es una extensién del argumento de Rudloff y Karatzas al contexto de hipotesis
multiples.

Demostracién (del Lema 5.4). Para comenzar, se distinguen los siguientes espacios vecto-
riales sobre R:

L:=A{l: Hé’pl — R : 1 es un funcional continuo} (5.24)
i=1
Lio:={leLlL:I(Zp)>0, VP € P"}, (5.25)
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donde L estd dotado de las operaciones usuales de suma de funciones y ponderacién por

escalar, y ademas, satisface el siguiente orden parcial: [; < Iy ssily — [y € L. Es conocido

que si se dota a £ de la norma del supremo |||z = sup |I(Zp)|, entonces (L, || - ||z) es
pepm

un espacio de Banach. Sea A, el espacio de las medidas con signo finitas y regulares sobre
(ITZ, &p,,B). Dada la ¢™-compacidad de [[, &p, v que este espacio es metrizable (ver
propiedad (c) en pag. 63 de [54]), entonces aplicando el corolario 14.15 de la pag. 498 de [1],
se concluye que A se puede identificar con el dual topolégico de (L, || - ||z), via la siguiente
forma bilineal:
< A> = / ldA, (5.26)
H?;l é?i

conl e Ly Xe A Sedenota por L™ := [, L(X;, A;,R;) y || - ||eem alguna norma
definida sobre él. Considerar el siguiente operador:

A (Lo ] o) = (L[] - [l2) ,
p = (Ap)(Zp) = =3, 6B (piZp,).
Claramente este operador es lineal y acotado, y por lo tanto continuo. Sean 1,0 € £ tales

que VZp € [, &p,, 1(Zp) =1 € Ry 0(Zp) = 0 € R. En términos de lo anterior se puede
reescribir la restriccion

sup G(P,p) < « (5.27)
pepm
de la siguiente manera:
al+Ap>0 < Apel,—al (5.28)

Con la notacién anterior, para @ € Q™, el problema primal (P) puede replantearse como

—p(=Q) = If [H@’@)+I<I>m(90)+fc+far(z490) (5.29)
= nf [f()+9(A)], (5.30)

donde —(@ se interpreta como una medida finita con signo sobre ([~ &;, [T~ Ai),

- 0 siped,
i) ={ 0 S05C (5:31)

f(p) = H(Q,¢)+Lon(p) y g(Ap) =T, _,i(Ap). Enlo que sigue se demuestra que el dual
de Fenchel del problema primal, dado por (P), tiene la forma expresada en (D). Gracias a
la proposicion II1.1.1, el teorema I11.4.1 y la observacién I11.4.2 encontradas en las pags. 48
y 59-61 de [24], se cumple que el dual de Fenchel del problema (5.30) estd dado por

= 2(=Q) = sup [ (4°X) — 4" (=A)]. (5.32)
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donde A* : A — (L,]| - ||2)* es el operador adjunto de A y g*, f* son las conjugadas de las
funciones g, f respectivamente, cuyo célculo se realiza a continuacién:

g"(\) = sup [< I\ > _:Z’-[,+—af(i>i| = sup <[ A>=sup <l—al,A> (533

leL leLy—al leLy

sup < [, \ > —a/ d\ =Tz (N) — a) (H gpl,> : (5.34)
[T ép; i=1

leLy

donde £ :={A e A: <A > <0, VI € L,} ylailtima igualdad se tiene debido a que
L, es un cono que contiene al origen 0 € L. Por otro lado:

JHA'A) = sup [<A'A o> —H(Q,¢) = Lom(p)], (5.35)

weLoo,m

donde por definicién A* satisface la ecuacién < A*\,p >=< A\, Ap >, Vp € L™ VA € A.
Asi, de (5.26), de la definicién de A y lo anterior resulta que

< A*A, p >= —/ Z (SZERl(ZplQOZ)d)\, (536)
H;nzlng i=1
y entonces
f*(A*)\) = sup [— / > GER(Zppi)d — H(Q,gp)] : (5.37)
ped™ I, €r; =1

Por lo tanto, el dual del problema (5.30) es

[JamE
Iy
3
N———
—_ 1

—(-Q) = sup [— sup <—/H > GE" (Zp,pi)d) — H(Qw)) —I 7 (A)—aX (

AEA pED™ L Ep ol =

—0(—Q) = sup |— sup | — / Z(SiERi(Zpigoi)d)\ —H(Q,9) | —aA (H &p; ) (5.38)
AEAL pedm " i=1
Hj:1 §Pj

= sup [— sup ( / . Z(S ERi(ZPiSOi)d)\—H(Q7SO)> —al (prj)
IT7%, &7y j=1

Ae— pedP™ S i=1

Notando que —£7 = A, la expresion anterior toma la forma:

Notar que Vi = 1,...,m, (X, A;, R;) y (I[2, &p,, B, A) son espacios de medida finita y
positiva, y la aplicaciéon X; x [, &p, 3 (x4, Zp) — Zp,(x;)pi(x;) es medible con respecto
a la o-élgebra producto A; ® B (ver observacién 5.1, parte (¢)). Ademds, Vi = 1,...,m se
tiene que

/ / \Zp, () ARy (s)dA < (sup uzpiuLl(Xi,Ai,Ri)) A (Hgﬂ) ) (Hm) < o0,
[[iL, ép; /X FieP; i=1 i=1
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5.2. Demostracién del Teorema Capitulo 5

para todo A € AL y ¢ € ™. Luego, por el teorema de Fubini-Tonelli se puede intercambiar
el orden de las integrales, es decir,

[ [ z@awanen= [ [ zaeamonan). 6

Gracias a lo anterior,
~Zg, - / Zp.d\ ) —ax | [[ &, ]| (5:40)
H;'n:1 §7Dj j:l

—0(—Q) = sup |— sup 5, BTt
( ) AEAL |: 4,06‘1)7'” Z <

De (5.21) y dado que ¢ € ®™ es un test miltiple aleatorizado, el supremo sobre ®™ en
(5.40) es alcanzado por algun ¢ € ®™ tal que Vi =1,...,m

— _ H;n:1 ij
PilT) =0 0§ —Zo, () < [ Zp(x;)dr,
H?:l 'EPj

R; —cs. x; € X, (5.41)

Dada cualquier medida finita con signo II; = II — II; sobre (X;, A;) tal que HZ-i < R;, la
derivada de Radon-Nikodym correspondiente se escribe Zp, = Z+ — Zp;-. Definiendo

’Y/\H- = ZH —/ Zpld)\ € Ll(XZ,Az,RZ) (542)
H;n 157’

Y Yum, (resp. vyp,) como la parte positiva (resp. como la parte negativa) de la variable
aleatoria en (5.42), més (5.41), se tiene que el valor del problema (5.40) es

—9(—Q) = sup [ Z(SERZ 7/\ L) —aA (H@)] (5.43)

)\€A+ i=1

y asi
Q) = A1’€r}\f+ [Z §E™ (v g,) + oA (H 57;1.)] : (5.44)
1 =1

De esta representacion y (5.42) se deduce que (D) corresponde al problema dual de Fenchel
de (P). Por otro lado, la existencia de ¢ € ®” que alcance el supremo en (P) se tiene
debido a la compacidad débil-* de @7 y ademads, este tiene la estructura (5.11). Mds atn,
la propiedad que V@ € Q™ p(Q) = 02(Q) sigue del teorema II1.4.1 y la observacién 111.4.2
de [24], gracias a lo cual se verifica también la existencia de una solucién del problema dual
que alcance el infimo en (D), quedando con esto probado el lema 5.4. O
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Para concluir con la demostracién del teorema 5.1, notar que el lema 5.4 garantiza que

Join (;relgzg H(Qm@)) = Join p(Q) = min 2(Q) = %IE%I}" D(Q, N). (5.45)
€At

Del lema 5.3 sigue que existe Q € Q™ que alcanza el infimo en

sup H(Q, ¢)-

pedyY

Para este (, el lema 5.4 muestra la existencia de un elemento = A, que alcanza el
infimo en (D). Asi, existe un par (Q, \) que alcanza el infimo en (5.9) y el lema 5.4 entrega
los requerimientos estructurales del test 6ptimo, concluyendo con esto la demostracion del
teorema 5.1. [

5.3 Limitaciones y alcances del Teorema

Una de las primeras observaciones que puede realizarse del teorema propuesto en este
capitulo, es que la restriccién (5.5) puede cambiarse a

> 6=k, (5.46)

con k € N arbitrario. Lo anterior es bastante interesante, ya que si se supone que los
, L m . .
parametros oy = ... = a,, = cte, entonces la condicion Zizl 0;c;; = o permite concluir que
a; = ¢, recuperando asi el control que se realiza a través del procedimiento de Bonferroni,
que como ya se ha mencionado, es uno de los procedimientos clasicos que se pueden realizar

sobre la FWER.

Un problema del resultado propuesto, y que le quita aplicabilidad, es que no hay una
caracterizacién para la medida \ € A, que como se mencioné anteriormente, tiene la inter-
pretacién de una distribucién a priori sobre [[, &p,. Al respecto, quedan algunas preguntas
pendientes, como por ejemplo, si la medida éptima A podria tener una estructura de me-
dida producto. Lo anterior es interesante porque permitiria analizar el problema multiple
de manera individual, esto es, hipdtesis por hipodtesis, obteniendo atn asi, un procedimiento
optimal global. No obstante, se cree a modo de conjetura que no hay razén para que )\ sea
una medida producto. Con respecto a la caracterizacién de \ € A, se podrian aplicar técni-
cas provenientes de la estadistica bayesiana no paramétrica para definir una distribucion a
priori sobre [, &p, (o sobre [, P;), que tuviera un soporte grande y fuese no subjetiva,
y simular a través de algoritmos de MCMC dicha distribucién. Con lo anterior se lograria,
en principio, construir los test de hipotesis dados por el teorema.

La definicién del funcional G(P, ¢) puede ser muy simple a la hora de querer capturar
posibles relaciones entre los test estadisticos, lo que podria llevar a cuestionar su uso. El
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problema en este punto es que la demostracién presentada en este capitulo usa fuertemente
propiedades que surgen de la linealidad de los funcionales G y H, lo que dificulta la tarea
de extender, por este lado, este resultado. Un intento por modificar los funcionales G y H
fue el siguiente:

m

G(P,p) = 1—H<1—Epi(goi>>, (5.47)
H@Q.¢) = 1-]JJ1—E% ). (5.48)

i=1

En este caso, se pudo probar los lemas 5.1 y 5.2, sin embargo, no se pudo demostrar el lema
5.3, debido a que en este caso el teorema minimax de Sion no se cumple. No se encontré en
la literatura algin resultado de tipo minimax que se ajustara a este contexto, lo que no sig-
nifica que no exista. En algiin momento se pensé en usar funcionales G y H que no tuvieran
la misma forma, sin embargo, esto no es posible, en el escenario de la demostracion dada en
este capitulo, debido a (5.40).

Un aspecto relevante del Teorema 5.1 es que este entrega una manera de enfrentar el
problema de los test de hipétesis multiples cuando tanto la hipdtesis nula como alternativa
son compuestas. Lo anterior se distingue de los resultados existentes en la literatura, en
donde la situacién tipica es contrastar hipotesis nulas y alternativas simples, y en el caso
mas general, hipétesis nula simple y alternativa compuesta. Finalmente, se destaca la idea
original de aplicar técnicas de analisis convexo en la resolucion de test de hipdtesis multiples.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

Del presente trabajo se desprenden varias conclusiones que se detallan a continuacion:

(1) Uno de los principales objetivos de esta memoria fue realizar un estado del arte de
la teoria de pruebas de multiples hipotesis estadisticas. Lo anterior fue parcialmente
realizado debido a que hay muchos articulos que sélo fueron mencionados y que con-
tribuyen con ideas novedosas al tema de los THM. En este sentido este trabajo es,
antes que todo, una introduccién a la teoria de los THM.

(2) A partir de 1995 ha habido literalmente una explosién de publicaciones centradas en
definir nuevas tasas de error y procedimientos mas potentes, sin embargo, se detectan la
falta de textos de estudios donde se exponga la teoria de los THM moderna (posterior
a 1995). Los libros clésicos, esto es, [48], [38], [84] y [39], se enfocan presentar proce-
dimientos que controlan la FWER, los cuales se sabe no tienen muy buenas propiedades
de potencia. Existen solamente dos textos que presentan la teorfa moderna: [19], en el
cual se enfoca en presentar métodos basados en remuestreo, y [22], en el cual se expone
la teoria de los THM desde la perspectiva de los métodos bayesianos empiricos. Tras
el estudio bibliografico realizado durante el desarrollo de esta memoria, se recomienda
al lector interesado en iniciarse en la temdtica de los THM comenzar leyendo [19] y
continuar con [22].

(3) Una vez terminado este trabajo de memoria se puede afirmar con toda propiedad, que
el tema de los THM esta a la vanguardia de la investigacion estadistica actual, lo cual
queda demostrado por los diversos y activos grupos de investigacién desarrollados en
importantes universidades en el mundo como Berkeley y Stanford, entre otras, ademés
de la reiterada aparicién de articulos de esta area en revistas de gran impacto como
“The Annals of Statistics”.

(4) Un objetivo secundario de esta memoria era desarrollar algiin aporte de tipo teérico,
tarea que se da por cumplida. Si bien es cierto que el resultado propuesto dista de ser
del todo aplicable, es un aporte en el sentido que una de las debilidades detectadas
en la teoria de los THM fue la ausencia de resultados de optimalidad como si ocurre
en la estadistica clasica no multiple. En esta direccion, una conclusién final de este
trabajo es que el tema de los THM estd todavia en una etapa de maduracién de ideas
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Capitulo 6

y que todavia hay mucho por hacer en cuanto a darle mas sustentos matematicos a
los fundamentos de esta teoria.

En relacion a trabajos futuros se destacan los siguientes:

(i)

Sobre el teorema propuesto en el Capitulo 5, queda abierta la interrogante de si es
posible encontrar un funcional que permita controlar la k-FWER, la FDR o algunas
de sus variantes. Lo anterior no es para nada trivial, debido a que en general no
existen férmulas explicitas para calcular la FDR. Otra situacion que queda pendiente
es intentar caracterizar la medida \ € A . Desde un punto de vista técnico y pensando
en la demostracién planteada en la seccion 5.2, se destaca la necesidad de tener que
trabajar con métodos no lineales, si se quiere definir funcionales (G 'y H) que sean
mas apropiados a las tasas de error ya mencionadas. Por otro lado, queda propuesto
como trabajo futuro también, analizar la incorporacion de técnicas provenientes de
la estadistica bayesiana no paramétrica para encontrar, via simulacion a través de
algoritmos de MCMC, la medida \ € Ay

Uno de los temas aun no resueltos satisfactoriamente en la teoria presentada de los
THM, es qué hacer en caso que exista dependencia de los test estadisticos. Como ya
se manifesté en el capitulo 2, este es un tema de mucho interés debido a las reper-
cusiones negativas que tiene la dependencia en los THM, en cuanto a la obtencién
de procedimientos extremadamente conservadores. El autor de este trabajo cree que
para resolver este tipo de situaciones se hace necesaria la utilizacién de metodologias
matematicas mas avanzadas. Algunas propuestas que quedan para una investigacion
futura son: los campos aleatorios markovianos, las cadenas de Markov ocultas y las
copulas. Por otro lado, el trabajo de Hall y Wang (ver [37]) da luces de que bajo ciertas
condiciones entre el tamano muestral n y el nimero de hipotesis m, esto es, que n diver-
ja mas rapido que In(m), tal vez la hipdtesis de independencia de los test estadisticos
no es tan grave. Queda pendiente analizar dicho articulo y buscar generalizaciones.
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