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RESUMEN DE LA MEMORIA
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FECHA: 22/08/2011

PROF. GUIA: PABLO DARTNELL

APORTES A LA TEORIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS
REFLEJADAS Y AL MODELAMIENTO DE PROCESOS NEUROBIOLOGICOS
SUBYACENTES A FENOMENOS COGNITIVOS

Esta memoria fue concebida con el objetivo de ser un aporte tanto a la matematica como a
la neurociencia computacional. En el capitulo 1 se proveen los antecedentes bibliograficos
necesarios.

El capitulo 2 es una investigacion sobre ecuaciones diferenciales estocasticas reflejadas
en el caso multidimensional con drift dado por b(x) = —VV¥(z) y matriz de difusién
o(x) = ol,. Se obtiene una expresién explicita para la medida estacionaria primero cuan-
do el dominio de reflexion es acotado y de clase C'*°, y posteriormente para dominios no
necesariamente suaves ni acotados, pero que son aproximables por estos tltimos. También
se obtienen algunos resultados de convergencia a la medida estacionaria.

En el capitulo 3 se propone un nuevo modelo para la toma de decisiones, que busca con-
ciliar las discusiones de la literatura cognitiva con los hallazgos neurobioldgicos recientes.
En este modelo, se utiliza el proceso de Ornstein-Uhlenbeck con reflexiones en el primer
cuadrante para dar cuenta de la dindmica aleatoria de las poblaciones de neuronas que
estan involucradas en la toma de una decision. A través de simulaciones computacionales
se muestra que el modelo es capaz de representar varios hechos empiricos asociados a
la toma de decisiones. Cabe mencionar que aunque el capitulo 2 sea una investigacién
independiente, ésta fue motivada absolutamente por el interés de estudiar el modelo del
capitulo 3.

Finalmente, en el capitulo 4 se propone un mecanismo, basado en un algoritmo de aproxi-
macion estocastica, para dar cuenta de algunos fenémenos de aprendizaje. Este mecanismo
implementa las ideas que recientemente se han propuesto en el campo de la neurocien-
cia computacional, y tiene buenas propiedades matematicas en tanto que garantiza la
convergencia casi segura a una constante. Los resultados de simulaciéon muestran que
efectivamente se logra explicar el aprendizaje aunque la lentitud de la convergencia exige
que se hagan mejoras, lo que queda propuesto como una linea de trabajo futuro.
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Capitulo 1

Introduccion

Mientras el cerebro sea un misterio, el universo continuard siendo un misterio

Santiago Ramoén y Cajal

Este capitulo introductorio tiene dos objetivos: el primero es definir todas las aristas del
programa de investigacion llevado a cabo, lo que se realiza en la seccién 1.1. El segundo
objetivo es mostrar todos los antecedentes que son relevantes para este trabajo, pero que
no corresponden al quehacer matematico de manera directa. En esa linea, en la seccién 1.2
se da una breve introduccién de neurofisiologia, y se presentan una herramienta experi-
mental basica en neurociencia. En 1.3 se muestran modelos neurodindmicos que explican el
funcionamiento de neuronas o conjuntos de ellas. Finalmente, en 1.4 se presenta el proceso
cognitivo de la toma de decisiones, mirado desde el punto de vista de la psicologia.

1.1. Naturaleza de la investigacion

El trabajo realizado no se circunscribe sélo a la demostracion de certezas matema-
ticas. Parte importante de la investigacion se centrd en el planteamiento mismo de un
modelo matematico, el que no es antojadizo pues responde a una profunda inmersion en
la literatura pertinente de dos areas relevantes: la psicologia cognitiva y las neurocien-
cias cognitivas. Este modelo no pretende ser una idea original del todo; es mas bien una
sofisticacion de modelos previos. Su importancia esta en que permitira representar feno-
menos cognitivos que hasta la fecha no han sido abordados desde el punto de vista de
la modelacién matematica. Ademads, hace uso de herramientas matematicas que no son
frecuentemente utilizadas con estos fines, lo que se confia tiene el valor de proveer de
nuevos insights a este tipo de investigaciones.

La motivaciéon para esta investigacion es un profundo interés en tratar de entender la
cogniciéon. Para tales fines podria uno tomar una aproximacién conductista, entendien-
do la mente como una caja negra de la que s6lo podemos registrar respuestas o outputs
correspondientes a determinados estimulos o inputs [37], sin embargo dicha estrategia de
conductismo ingenuo nos privaria de cualquier intento de entender las bases que subyacen
a la relacion estimulo-respuesta. Un enfoque mas fructifero seria el dado por la psicolo-
gia cognitiva, disciplina que explicitamente hipotetiza sobre los mecanismos internos que
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1.1. Naturaleza de la investigacion Capitulo 1

dan lugar a la conducta. Esta vision, que surge como reacciéon al conductismo [15], ha
sido ampliamente explotada durante la segunda mitad del siglo XX, y de ella ha nacido,
a modo de ejemplo, la metafora de que la mente opera como un computador [55, 45].
Lamentablemente, la psicologia cognitiva también esta sujeta a criticas: puede suceder
que un modelo del funcionamiento mental sea capaz de explicar de manera satisfactoria
la conducta, pero podria perfectamente tratarse de una quimera. Es por eso importante
incorporar la vision neurobiolégica, que dard luces sobre como estos procesos mentales
abstractos pueden ser implementados en el organo que de manera unanime se piensa da
cabida a dichos procesos: el cerebro. Tomando en cuenta la fisiologia del cerebro por una
parte, y la ampliamente estudiada conducta por otro lado, es posible converger a meca-
nismos mas restringidos sobre el funcionamiento mental, esta vez dotados de una mayor
plausibilidad como sistemas biol6gicos

Es respecto a este punto donde la matematica juega un rol fundamental: a pesar de los
conocimientos que la neurociencia nos brinda sobre el funcionamiento del cerebro, exis-
te la opiniéon generalizada -con justa razon- de que el cerebro es un sistema en extremo
complejo; yendo al nivel microscopico observamos inmediamente que se caracteriza por su
inmensa interconectividad. ' Mi conviccién es que la matemadtica, sobre todo en sus ra-
mas mas modernas, puede resultar una herramienta extremadamente util para hacer mas
asible el conocimiento de la fisiologia del cerebro, y aiin mas, para generar un puente de
entendimiento entre los dominios bioldgico y psicoldgico, especificamente, determinando
cémo estos dos dominios se influyen reciprocamente.

i Por qué es relevante pasar por la matematica? Si bien muchas investigaciones que solo
dan a la matematica un estatus instrumental estadistico han sido relevantes para entender
la relacién mente-cerebro, es comtun que este vinculo causal se presente de una manera
un tanto laxa y poco especifica. Por ejemplo, la industria farmaceutica explota la relacién
entre la accién de determinados neurotransmisores y estados de dnimo [21], sin embargo
no se sabe con precision cuales y como son exactamente las estructuras y procesos que
intervienen para generar un estado de animo. A través de la matematica es posible esta-
blecer relaciones de manera mas precisa; sin ir mas lejos en esta investigacion se presenta
un modelo paramétrico que da cuenta del curso temporal de un proceso cognitivo. Un mo-
delo de esta naturaleza tiene la ventaja que de él se pueden hacer predicciones precisas.
Para la validacién del modelo se requiere el cumplimiento de dos condiciones. En primer
lugar, debe ser capaz de dar cuenta de la conducta: del campo de la psicologia se conoce
la existencia de determinadas leyes psicofisicas, que en un sentido amplio hablan sobre
relaciones funcionales no arbitrarias entre estimulos y sus respuestas asociadas. Estas leyes
usualmente se plantean de manera paramétrica a través de ecuaciones [52]. Asi el modelo
sera bueno en la medida que provea un buen ajuste a las leyes psicofisicas relacionadas al
fendmeno a explicar. En segundo lugar, el mecanismo que se propone debe estar en con-
cordancia con lo establecido por las teorias neurobioldgicas sobre el proceso en cuestion.
Sobre este punto es importante advertir que no necesariamente se pretende reducir la ex-
plicacion del fenémeno cognitivo al nivel méas basico, el de la dindmica de las neuronas. Si
bien es indispensable usar el conocimiento que se dispone en esta area, el sistema nervioso
forma una red suficientemente vasta como para que el pretender describir la conducta
como el producto de las dinamicas producidas a nivel neuronal sea una empresa invia-

!La cantidad de neuronas en el cerebro humano se estima en 10'2 y la cantidad de conexiones o sinapsis
=4
en 10%5 [59]
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ble: se requeriria resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de una cantidad
de variables apenas conmensurable. Es por eso importante situarse dentro del nivel de
descripciéon adecuado. Este nivel serd adecuado en tanto que permita el planteamiento
de modelos suficientemente sencillos como para permitir un tratamiento analitico, y al
mismo tiempo, que sea capaz de seguir representando procesos bioldgicos que subyagan
al fenémeno cognitivo.

Es importante reconocer que en este trabajo hay mucho de heuristico: una vez situados
en un nivel adecuado de descripcion se debe fundamentar cémo es que este nuevo ni-
vel de descripciéon mas macroscopico se origina a partir de las interacciones de unidades
(neuronas) en el nivel més basico. Esa tarea en general es complicada pues rigurosamen-
te se requiere exhibir las simplificaciones empleadas que permiten pasar de un nivel al
siguiente. A diferencia de lo que sucede con la mecéanica estadistica, en el campo de las
neurociencias las unidades bésicas estdn acopladas mediante complejas ecuaciones [22],
luego, el comportamiento a nivel macroscopico no puede ser obtenido de manera simple a
partir del nivel basico mediante métodos sencillos. De esa manera, se recurre forzosamente
a simplificaciones que puedan parecer razonables aunque en algunos casos se carezca de
una justificacion mateméatica completa. Esta falta de rigurosidad puede ser compensada si
se dan suficientes argumentos neurobioldgicos que apoyen la simplificacién. En este ulti-
mo punto es también importante considerar los argumentos provenientes de la psicologia.
En efecto, es interesante notar que a pesar de que estas dos areas hayan permanecido
sin mayor interacciéon durante buena parte del siglo XX, existen modelos provenientes
del mundo de la psicologia, que son concebidos para los fines propios de esa disciplina,
pero que que han mostrado adaptarse de buena manera a los hechos descubiertos por la
neurociencia. Asi, no se debe subvalorar el esfuerzo de las investigaciones psicolégicas “en
abstracto”, y sin duda el corpus tedrico aportado por esta disciplina debe ser tomado muy
en consideracién en la investigacion, ésta resultard un aporte valioso para argumentar la
pertinencia de las simplificaciones que podrian ser hechas.

Los resultados de la investigacion se presentan en los capitulos 2,3 y 4. En el capitulo 2 se
realiza una investigaciéon matematica que concluye con resultados originales en la teoria de
probabilidades. En el capitulo 3 se presenta un nuevo modelo para el proceso cognitivo de
la toma de decisiones. Aquel modelo esta en concordancia con las evidencias provenientes
tanto de la psicologia, presentadas en la seccién 1.4, como de la neurobiologia, presentadas
estas ultimas en el mismo capitulo 3. Finalmente, en el capitulo 4 se muestra un nuevo
mecanismo un mecanismo que podria implementar el aprendizaje perceptual.

Los tres capitulos estén fuertemente ligados. Si bien el captitulo 2 es una investigacién
autocontenida, la construccién matematica que se estudia, un tipo de ecuacion diferencial
estocéstica reflejada, es utilizada para construir el modelo del capitulo 3. Una motivacién
para realizar el estudio tedrico del capitulo 2 es que como el modelo para la toma de
decisiones que se quiere crear hace uso de herramientas matematicas sofisticadas y un
tanto aridas, era importante mostrar que atun asi éste es lo suficientemente razonable
como para permitir un tratamiento analitico bésico.

Los mecanismos propuestos en el capitulo 4 estan basados en las arquitecturas concebidas
por el modelo desarrollado en el capitulo 3, por lo que bien pueden considerarsen una
extension de éste, para dar cabida a fenémenos de aprendizaje.

En lo que resta de este capitulo se revisan conceptos elementales y se muestran evidencias
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cientificas que seran utilizadas ampliamente en los capitulos 3 y 4.

1.2. Introduccién a los conceptos y técnicas relevan-
tes en neurociencia

En primer lugar, en 1.2.1, se mostraran los conceptos elementales sobre como se rige el
sistema nervioso desde una perspectiva neuroquimica. Luego de eso, en 1.2.2, se mostrara
una metodologia experimental que permite obtener registros de los fendémenos descritos en
1.2.1. Las evidencias que se presentaran en el capitulo 3 han sido obtenidas principalmente
a través del uso de esta metodologia.

1.2.1. Nociones basicas de neurofisiologia

En la seccion 1.3 se plantearan en detalle ecuaciones que rigen la dindmica de una red
neuronal real. Como paso previo se mostraran algunos conceptos basicos de neurofisiologia.
Si bien este enfoque no serd relevante para los desarrollos de este trabajo, es importante
conocer los sustratos neuroquimicos que daran finalmente lugar a las ecuaciones con las
que se trabajara. Tener este conocimiento permite incorporar la dimensién biolégica, con
todos los supuestos y restricciones que ésta impone?.

La neurona

La neurona, unidad funcional del sistema nervioso, puede adoptar variadas morfologias
dependiendo del lugar donde se encuentre y su funcién. Sin embargo, se reconoce siempre
una estructura tipica mostrada en la figura 1.1. Se puede observar el cuerpo o soma donde
se llevan a cabo los procesos metabdlicos, un tnico axén mediante el cual la neurona
establece comunicaciones con neuronas vecinas y variadas dendritas, que son pequenas
prolongaciones a través de las cuales la neurona puede recibir comunicacién desde otras
neuronas.

La comunicacion entre las neuronas se lleva a cabo a través del llamado impulso nervioso.

y \
N \ 1. >Dendrites

Myeln
Axon sheath

Terrriral bult-:-llﬁ\

Figura 1.1: Imagen de una neurona tipica. Obtenido de [5]

2Una presentacién extensa sobre los t6picos tratados en esta subseccion puede ser encontrada en [27]
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Figura 1.2

El impulso nervioso

El impulso nervioso es una onda eléctrica que se propaga a través de la membrana del
axén. De manera tltima estd explicado por la dindmica que los iones de K+, Nat, Cl~
y Ca?T siguen al moverse desde el interior de la célula hacia el medio extracelular, o vice
versa.

En el estado de reposo de la neurona existe una diferencia de potencial entre el interior
de la membrana, donde hay una mayor cantidad de cargas negativas y el exterior, donde
hay mayor cantidad de cargas positivas (ver figura 1.2a). Esta diferencia se explica por la
mayor concentracién de Kt y aniones orgdnicos (A™) al interior de la membrana y a la
mayor concentracion de Nat, Cl~ en el exterior. Este estado es mantenido debido a la
accion de estructuras proteinicas llamadas canales iénicos, que permiten el paso selectivo
de iones a través de la membrana celular (ver figura 1.2b). Asi, se obtiene que en reposo
existe una diferencia de -65mV entre el interior y el exterior de ésta.

Este estado de reposo puede ser perturbado debido a la aplicaciéon de pulsos de corrien-
te. Si estos pulsos hacen la diferencia de potencial mas negativa entonces se habla de
hiperpolarizacién de la membrana. Por el contrario, se conoce como depolarizacién a la
disminucién en la separacion de cargas. En este tltimo caso se puede producir una reac-
cién en cadena: Si la diferencia de potencial es suficientemente cercana a cero y supera un
determinado umbral entonces se gatilla la apertura de ciertos canales iénicos dependien-
tes del voltaje, lo que produce un abrupto aumento del potencial, el que incluso se hace
positivo. Ese proceso es rapidamente silenciado por la apertura de otros canales idnicos,
generandose asi una rapida caida en el potencial, tomando esta vez valores mas negativos
que en el estado de reposo. En este ultimo estado, de hiperpolarizacion, la neurona se
hace mas insensible a la aplicaciéon de corriente, haciendo muy dificil que pueda volver a
producirse este ciclo hasta después de un tiempo conocido como periodo refractario.

El proceso recién descrito corresponde a la emision de un potencial de accion en la neu-
rona. En la figura 1.3a se observa la forma tipica de este, el estado de reposo es sucedido
por la depolarizacion llegando a un méaximo de potencial, para luego producirse la hiper-
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Figura 1.3

poralizacion que se prolonga hasta que se recupera el estado basal.

Los potenciales de accién también deben ser entendidos en un sentido espacial, como una
onda viajera. Lo que se ha mostrado hasta ahora puede corresponder a la medicion del
curso temporal del potencial en algiin punto especifico de la membrana. Sin embargo, de-
bido a las propiedades de conduccion eléctrica de la neurona, las variaciones de potencial
en un lugar determinado son propagadas por el axén a regiones cercanas, induciendo asi
la depolarizacion de estas regiones. Debido al ciclo antes descrito, estas zonas ya depolari-
zadas experimentaran la apertura de canales dependientes de voltaje, lo que conducira a
la produccion del potencial de accién en estos nuevos lugares. De esa manera, el potencial
de accion se ha desplazado desde su localizacion original. Este proceso se esquematiza en
la figura 1.3b.

Este pulso viajero, el impulso nervioso, raramente es generado de manera espontanea.
Como se mencion6, para que se produzca el ciclo de apertura de canales dependientes
de voltaje debe haber una depolarizacion. Esta depolarizacion tipicamente ocurre como
consecuencia de la llegada de un impulso nervioso desde una célula adyacente a través de
una conexion en un terminal dendritico. El proceso mediante el cudl el impulso nervioso
es comunicado desde una neurona a otra es conocido como sinapsis y sera detallado a
continuacion.

La transmisién del impulso nervioso

La comunicacion entre dos células nerviosas se lleva a cabo mediante la sinapsis. Esta
puede ser eléctrica o quimica. En las sinapsis eléctrica el mecanismo que las une hace que
pueda considerarse a las dos células unidas como una tnica gran célula [61]. En la sinapsis
quimica el proceso resulta méas complejo y es a este tipo al que se hard referencia en lo
sucesivo.

Yendo a la anatomia de la sinapsis, en general se tiene a una neurona presinaptica cuyo
terminal axénico se proyecta sobre una dentrita (o soma) de una neurona postsinaptica.
Estas dos células no estan fisicamente conectadas, entre ellas existe un espacio llamado
hendidura sinaptica. La parte final del axén presindptico, conocido como botén presi-
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naptico, posee sustancias llamadas neurotransmisores, las que en el estado de reposo se
encuentran encerradas en vesiculas. También en el boton presinaptico existen canales ioni-
cos dependientes al voltaje; cuando el potencial de membrana es suficientemente alto éstos
se abren permitiendo la entrada de iones de C'a®*" (ver figura 1.4a). La manera natural en
que el potencial de membrana puede hacerse alto en el botén presinaptico es mediante la
llegada de un impulso nervioso propagandose por el axén presinaptico

La apertura de los canales de C'a®> ocasiona la fusién de las vesiculas sindpticas con la

G

- * *Ca® . T ansmitter .

TR ST W I

Presynaptic
nerve
termina

Post-
Na® Na* Na* Synaptic

cell

(a) Los iones Ca** entran (b) La entrada de iones Ca®* (c) Los neurotransmisores al unirse

desde el medio extracelular si  provoca la fusién de las vesi- a su receptores permiten la entrada

el potencial de membrana es culas con la membrana. Ob- de iones (en este caso Na™) al ci-

alto. Obtenido de [27] tenido de [27] toplasma de la célula postsindptica.
Obtenido de [27]

Figura 1.4

membrana celular (ambas tienen similar composicion quimica) provocando la salida de
los neurotransmisores hacia la hendidura sindptica (ver figura 1.4b).

Por otra parte, en el extremo de la dendrita de la neurona postsindptica existen protei-
nas de membrana llamadas receptores sindpticos. Estos receptores son canales iénicos 3
que solo se abren cuando se encuentran unidos a neurotransmisores. La apertura de estos
canales i6nicos provoca el ingreso de iones a la célula postsinaptica, lo que traera conse-
cuencias electroquimicas en esta ultima célula. (ver figura 1.4c)

En el caso que el neurotransmisor permita el ingreso de cationes (como Na™) entonces
el efecto serd la depolarizacién de la célula postsinaptica, que de ser lo suficientemente
fuerte provocara el surgimiento de un nuevo impulso nervioso en esta ultima célula. Asi,
el impulso ha sido propagado de una célula a la siguiente a través de la sinapsis quimica.
Se conoce a este tipo de sinapsis como excitatoria. Un ejemplo tipico es la formada por
los neurotransmisores glutamato y aspartato y sus correspondientes receptores NMDA y
AMPA. En caso contrario, cuando se permite el ingreso de aniones (como C1~) entonces el

3Los receptores no necesariamente deben ser canales iénicos. De hecho, la mayoria de los receptores
asociados a neurotransmisores conocidos como la acetilcolina, serotonina, dopamina, etc. operan bajo
mecanismos mas complejos que no tiene sentido detallar en este trabajo
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efecto es de hiperpolarizacién, haciendo que la neurona postsinaptica se haga menos sen-
sible a estimulaciones eléctricas, disminuyendo asi la probabilidad de generar un potencial
de accion. En este ultimo caso se habla de sinapsis inhibitoria, cuyo ejemplo clasico es el
conformado por el neurotransmisor GABA y sus receptores GABA 4 y GABAg.
Finalmente, es preciso mencionar que existen mecanismos que hacen que la sinapsis no
se produzca de manera indefinida. Los neurotransmisores eventualmente se desacoplan de
sus receptores y vuelven a la hendidura sinaptica donde son recuperados y reciclados por
la célula presinaptica mediante el proceso de recaptacion.

Los procesos mencionados anteriormente han sido descritos desde la neurobiologia,
sin embargo es necesario obtener formulas matematicamente tratables que permitan una
buena representacion de ellos. Una vez obtenidas estas relaciones se podra seguir adelante,
quizas olvidando los detalles de la biologia tedrica, pero siempre teniendo en mente que
estas expresiones matematicas hayan su justificaciéon final en lo mostrado en esta parte. La
obtenciéon de estas férmulas matematicas se hara en la seccién 1.3. Antes, es importante
tener una idea de como se miden los potenciales de accién emitidos por una neurona.

1.2.2. Electrofisiologia

Los estudios electrofisiolégicos hacen uso de las propiedades eléctricas del sistema ner-
vioso. Debido a la llamada ”doctrina de la neurona” instaurada por Santiago Ramon y
Cajal [13], estas células constituyen la unidad funcional del sistema nervioso. Sumado a la
conocida excitabilidad eléctrica de estas células [18], es natural pensar que si se quieren en-
contrar los correlatos neurobiologicos de la conducta, que es producto del funcionamiento
del sistema nervioso, entonces es necesario investigar la dinamica de las actividades eléc-
tricas producidas en toda la red del encéfalo. Este es de hecho el caso, pues las mediciones
electrofisiolégicas usualmente se hacen durante la realizacién de una tarea conductual. En
esta parte se describe un tipo particular de estudio electrifisioldgico, el de single unit.

Estudios locales (single unit)

En esta clase de estudios un conjunto de electrodos microscopicos se localizan en las
cercanias de alguna célula nerviosa, detectando asi la actividad eléctrica de dicha célula.
Resulta particularmente importante la deteccién de potenciales de accion, estas ondas
de descarga eléctrica descritas en 1.2.1. Es posible detectarlos pues son eventos discretos
(debido al periodo refractario no puede haber dos de ellos en poco tiempo) y estereotipa-
dos. Los potenciales de acciéon como fendémeno sujeto a la modelacién matematica seran
estudiados en detalle la seccion capitulo 1.3, por ahora es sélo importante mencionar su
relevancia en las neurociencias cognitivas: las secuencias de potenciales de acciéon en con-
juntos de neuronas apropiadas portan informacién importante sobre procesos cognitivos.
De hecho, el hallazgo de que en la corteza visual primaria del gato es posible que neuronas
especificas respondan a propiedades particulares del estimulo visual (como la longitud de
onda) les vali6 el premio Nobel a los cientificos David Hubel y Torsten Wiesel ([25],[24]).
Debido a las evidentes complicaciones éticas que tendria el abrir el cerebro de un ser
humano para insertarle los microelectrodos in-vivo (sélo se hace en casos especiales como
en intervenciones quirirgicas a pacientes epilépticos) es que esta clase de estudios es rea-
lizado con primates, con los problemas de interpretacién de resultados que ello implica:
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Los primates no humanos no poseen el complejo espectro de funcionamiento cognitivo que
presenta el ser humano, luego, las habilidades cognitivas que pueden ser analizadas en esta
clase de estudios son solo las més basicas. A pesar de esto, es posible hacer extrapolaciones
razonables.

Las mediciones single-unit permiten obtener distintos tipos de datos: En primer lugar,
se puede hacer un analisis del llamado raster plot, en el que se muestra la secuencia de
emisiones de potenciales de accion medido por cada uno de los electrodos durante un
determinado lapso.* Los raster plot son especialmente utiles para determinar si existen
patrones de respuestas propios de algunas neuronas especificas frente a la presentaciéon de
estimulos, o bien si existen conjuntos de neuronas que se comunican en sincronia durante
algin proceso neuronal. Un ejemplo de raster se muestra en la figura 1.5

Figura 1.5: Ejemplo de un raster plot. Cada secuencia horizontal corresponde a la sucesién de emision de
espigas de una determinada neurona. Distintas neuronas son ordenadas verticalmente. Imagen obtenida
de [58]

Agrupando apropiadamente la informacion de los rasters se obtienen los llamados his-
togramas de tiempo periestimulo (o PSTH por sus siglas en inglés). Con los PSTH es
posible describir el curso temporal de la actividad de una neurona particular, en respuesta
a un estimulo. Para ello se particiona el lapso relevante a la tarea® en intervalos iguales
o bins. Por ejemplo, puede considerarse la duracién del trial, que denotamos por 7', y asi
0,T] = {[iA, (i + 1)A]};—0.n—1 donde n es la cantidad de bins, que estd en funciéon de
T y el largo de cada bin, denotado A. La misma estimulacién es realizada N veces, de
donde se obtiene la cantidad k; de espigas totales que caen en I; = [iA, (i + 1)A]. De esa
manera, es posible concebir que la cantidad r; = ]\',“’A como el niimero de espigas emitidas
por la neurona por unidad de tiempo (usualmente en segundos) en el intervalo I;. Dicha
cantidad es conocida como la tasa de descargas o firing rate de la neurona. Repetir N
veces la experimentacion, ademas de las ventajas estadisticas que trae, es un reflejo del
supuesto implicito de que existen muchas neuronas que se rigen por una dinamica simi-
lar, formando una poblacién de gran tamano. Luego, puede pensarse que si N es grande
entonces es equivalente repetir NV veces la prueba a soélo realizarla una vez, pero midiendo
cada una de las neuronas de la poblacién [12],[28]. Bajo este supuesto, podemos hablar in-

distintamente de tasa de descarga de la neurona o de la poblacién. Luego, si A es pequeno

4Es comun referirse a cada uno de estos potenciales de accién como espigas o spikes

5El objetivo de esta metodologia es determinar cambios en la actividad debido a la ejecucién de una
tarea experimental, que en un sentido amplio consiste en dar una respuesta frente a un determinado
estimulo. Cada uno de estos intentos particulares es denominado un trial
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entonces por un proceso limite nos acercamos a conocer la tasa instantanea de descarga
r(t) de la poblacién. Esta tasa es la cantidad instantédnea de espigas emitidas por unidad
de tiempo y por neurona perteneciente a la poblacién Esta nueva cantidad r(¢) es de suma
importancia pues a pesar de ser una idealizacién permite puede ser concebida como el re-
sultado de una dindmica continua (ecuacién diferencial). Si existe un modelo matematico
que represente adecuadamente la evolucion de esta cantidad, se puede ir un paso mas lejos
y estudiar cémo la dindmica influencia y es influenciada por procesos cognitivos. Es ése
el objetivo de los capitulos 3 y 4.

El objetivo de las dos secciones siguientes es plantear el problema en el que se traba-
jard de manera mucho més especifica. En primer lugar, en 1.3, se presentan y discuten los
modelos matematicos existentes para dar cuenta de las dinamicas neuronales . De ellas
saldra el modelo que servirda de base para la modelacion matematica en el capitulo 3.
En ese capitulo se mostrara evidencia reciente sobre como la toma de decisiones podria
estar implementada en determinadas dinamicas neuronales. Esa dinamica sera finalmente
representada a través de una de las ecuaciones discutidas en la seccion 1.3. Se tendra asi
un procedimiento Botton-Up, es decir, tratar de explicar fenémenos de un nivel complejo,
el psicolégico, como surgiendo de un nivel mas basico, el biologico.

Posteriormente, en la seccién 1.4 se presenta el tema de la toma de decisiones, visto desde
el punto de vista clasico, el de la psicologia cognitiva. Utilizando argumentos provenientes
de las ciencias cognitivas, se deduciran modelos que dan cuenta de la toma de decisiones,
pero no necesariamente tienen un correlato biolégico. Esto puede ser entendido como un
proceso Top-Down.

Notablemente, los enfoques Top-Down y Bottom-Up entregan modelos que son bastante
similares y compatibles, por lo que el modelo final que se plantee en el capitulo 3 podra
ser entendido como el resultado del didlogo entre estos dos enfoques.

1.3. Modelos Neurodinamicos

En esta seccion se veran los principales modelos existentes para dar cuenta de las
dindmicas que ocurren en las neuronas o poblaciones de neuronas. Cada modelo se situa
en una escala espacial y temporal especifica, yendo desde los que explican la apertura
misma de los canales i6nicos que producen el impulso nervioso (1.3.1), a los que se centran
en la interaccién de grupos de neuronas acopladas (1.3.2) y finalmente a los que reflejan
la actividad resultante de la interaccién de grandes grupos de neuronas excitandose e
inhibiéndose mutuamente (1.3.3). Adn mas, cada modelo se comstruye sobre el anterior
haciendo las simplificaciones necesarias y rescatando las propiedades que es necesario
reproducir.

1.3.1. El modelo de Hodking y Huxley

El modelo mateméatico mas célebre sobre la produccién del impulso nervioso es el de
Hodgkin y Huxley propuesto originalmente en [22]. En éste se muestran las ecuaciones
que rigen el potencial de membrana V' = V(t) en un punto determinado de ésta. Estas
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son [29, 18]
dv
C— = a(Ei = V) + gva(Ena = Vin) + ge(Bx = V) + Leaa (1) (1.1)
gna = Gnam(t)*h(t), g = Gen(t)* (1.2)
d_m—w %_hOO(V)_h d_n_noo(V)—n (1.3)
at (V) O dt  m(V) At (V) .

Si bien no es necesario analizar en detalle este sistema, es importante destacar que estas
ecuaciones nacen al traducir los procesos descritos en 1.2.1 al lenguaje de los circuitos eléc-
tricos. Para modelar la membrana se considera un condensador (de capacidad C) y tres
conductores (de conductancias g, gna, gx) que corresponden a los canales iénicos. Tam-
bién se toman en cuenta influencias externas mediante la corriente I.,;. De ahi es posible
obtener (1.1) usando las ecuaciones tipicas que describen a los circuitos eléctricos. Las
ecuaciones (1.2) describen el curso temporal de las conductancias de los canales i6nicos,
los que debido a su dependencia del voltaje tienen comportamientos dependientes de las
variables ficticias m, n, h, cuya dindmica esta dada por (1.3).

El gran logro del planteamiento de estas ecuaciones es que permite describir de manera
precisa la generacién del impulso nervioso [30], e incluso la propagacion de éste si se in-
corporan efectos de propagacion espacial mediante el término %27‘; [29, 22]. Sin embargo,
claramente el alto grado de no linealidad de estas ecuaciones sumado al gran ntimero de
parametros libres hace que sea necesario buscar simplificaciones, como la de FitzHugh-
Nagumo [18]. Aun asi, estas ecuaciones siguen siendo poco tratables e incluso menos
interpretables en términos biofisicos [30].

1.3.2. El modelo Integrate and fire

El paso siguiente consiste en simplemente dejar de intentar reproducir de manera exacta
los potenciales de acciéon, de esa manera surgen los llamados modelos integrate and fire
[11, 30, 12], que sélo se centran en modelar la dindmica del potencial antes de que la onda
de depolarizacion produzca la apertura de canales necesaria para el potencial de accion.
Se considera asi un umbral v y la dindmica se obtiene al hacer la analogia con un circuito

RC tipico, de dénde

V av
I(t) = Ir(t) + Ic(t), Ir(t) = I Io(t) = C—- (1.4)
Juntando todas las ecuaciones de (1.4) y llamando 7 = RC' se obtiene finalmente ©
av
T —V(t) + RI(t) (1.5)

La ecuacién (1.5) define al modelo integrate and fire. Debido al término —V'(t) se le conoce
también como leaky integrate and fire. Esta ecuacion en general es facil de resolver incluso
analiticamente si la corriente entrante /(t) es una funcién tipica (constante por pedazos,

6Puede parecer extrafio que en esta tiltima ecuacién se tenga que en ausencia de input externo (I(t) =
0) entonces V (t) — 0, siendo que el potencial de reposo es estrictamente negativo. En realidad, la cantidad
que debe considerarse en (1.4) y (1.5) es V(t) — V, donde V7, es el potencial de reposo
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suma de deltas de dirac o exponencial, por ejemplo). Una vez que V (t) llega a superar
v entonces se contabiliza una espiga y la ecuacién (1.5) vuelve a regir desde la condicion
inicial V' (0) = V,,, donde V; es el valor (arbitrario) en que se resetea la ecuacién. Ciertas
variaciones del modelo [12] permiten sofisticaciones como la existencia de un periodo re-
fractario después de una espiga.

En cuanto a como modelar la interacciéon entre varias neuronas comunicandose mediante
sinapsis, de acuerdo a este modelo, se hacen simplificaciones con lo que ocurre espacialmen-
te: se considera a cada neurona i € {1... N} dotada de una variable V; que corresponde
al potencial de membrana en cualquier punto de ella. Es decir, se ignora completamente
la existencia del axén y la propagacién del impulso a través de éste. © Las espigas prove-
nientes de la neurona j # ¢ son incorporados a la neurona ¢ después de un cierto retraso
o delay, con el fin de compensar la no existencia del axén. La manera en que una espiga
producida en una neurona presinaptica j actiia sobre la neurona postsinaptica ¢ depende
de la simpleza que quiera darsele al tratamiento de las ecuaciones: en general, como fue
visto en 1.2.1, la llegada del impulso nervioso al terminal sindptico crea finalmente una
corriente eléctrica en la célula postsinaptica, y a pesar de que existen formas de modelar
las conductancia de los mismos receptores sinapticos a través de ecuaciones no lineales
[12], es preferible hacerlo de la manera mas simple, que consiste en considerar pulsos de
corriente post sinaptica que se incorporan a la parte I(t) de la ecuaciéon (1.5) con la forma
especifica de una delta de dirac ® o una funcién de rapido decaimiento temporal. El signo
de I(t) dependera si la conexién sinaptica es inhibitoria (negativo) o excitatoria (positivo).
A modo de ejemplo, si en ¢ = 0 la neurona 1, que se proyecta hacia la neurona 2 mediante
una conexion inhibitoria, emite una espiga, y la propagacion de ésta tarda ¢y en llegar a la
neurona 2, donde se traduce en un pulso de corriente instantaneo de magnitud I, entonces
la evolucién de la neurona 2, para t > 0 estd dada por:

dVs

— =—VWy(t) — RIS(t —t
r SR = —Valt) = RIo(t — to)

En general se tendra que una neurona recibe conexiones de muchas otras neuronas, y
el término I(t) reflejard todas las contribuciones de las neuronas adyacentes. Asi, en un
conjunto de N neuronas se puede escribir

dV;
T = =Vilt) - > wid(t —th —tg) (1.6)

ji,kEN

En la ecuacion (1.6) w;; representa el peso de la conexion entre la neurona j y la neurona
1, su signo dependera de si n ésta es inhibitoria o excitatoria. La suma de las deltas de
dirac permite incorporar todas las contribuciones debido a las neuronas adyacentes a la
1-ésima. Cada una de ellas tiene asociado un conjunto de espigas, las que ocurren en los
tiempos {t],15,...}. °.

"Por esta razén a los modelos con esa clase de simplificaciones se les conoce como Single-Point models

[30]

8Se entiende en este contexto a §(¢) como a una distribucién que integra 1y se concentra en t = 0
9Se debe tener la precaucién que los tiempos en que ocurren las espigas de las neuronas j # i también
estdn dados por ecuaciones similares a (1.6)
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1.3.3. Modelos de poblaciones

Un ultimo paso en la modelacion consiste en obviar la dindmica de neuronas parti-
culares, y en vez de eso asumir que hay grandes grupos o poblaciones de neuronas que
se comportan de manera similar. Es esa la idea desarrollada por Wilson y Cowan [00].
La variable relevante en este caso dejara de ser el potencial de accion, y en vez de eso
se considerard la tasa de descargas A(t) de la poblacién, que puede ser definida como
[ , ]10

A() = Tim 1 n(t;t+ At)

at—0 N At

Donde N es el nimero de neuronas de la poblacién. La cantidad n(t; t+ At) en la ecuacion
(1.7) representa el nimero de potenciales de accién emitidos por la poblacién de en el
intervalo [t,t 4+ At]. Las ecuaciones que se plantean en este caso corresponden a las de
la tasa de descarga de la poblacion. Mediante técnicas de filtraje temporal, como el time
coarse grain, Wilson y Cowan desprecian variaciones en escalas de tiempo pequena [J] y
obtienen asi expresiones del estilo [3, 9, 18]

dA(t)
dt

(1.7)

T = —A(t) + h(I(t)) (1.8)
donde h es una funcién continua y creciente y tal que h(—oo0) = 0, h(co) = 1. La eleccién
particular de esta funcién dependera de los objetivos especificos de modelamiento, pero
es importante que en cualquier caso se verifique que en tramos intermedios sea parecida
a una funcién lineal y para valores grandes en magnitud debe saturarse a las asintotas 0
y 1. 7 es una constante e I(t) representa el input que se le da a la poblacién de neuronas.
En su planteamiento original se consideré una poblacién inhibitoria (I) y otra excitatoria
(E), pudiendo haber todas las conexiones posibles entre esos grupos (I — I, — EE —
I,E — E). De esa manera se obtuvieron las ecuaciones [60, 9, 18]

TEdACZ(t) = —Ap(t) + h(wepAgp(t) —wigAr(t) + Ig(t)) (1.9)
77 dé;(t) = —A;(t) + h(wprAp(t) — wirAr(t) + I1(t)) (1.10)

Es decir, el input total a cada grupo se descompone en el input producido por el grupo
sobre si mismo (wppAg(t), w;rAr(t)) el proveniente del otro grupo (werAg(t), wipAr(t)))
y finalmente los inputs provenientes del exterior (Ig(t), I7(t)).

El enfoque original de los grupos neuronales puede ser facilmente relajado para considerar
una mayor cantidad de poblaciones neuronales interactuando [3]. Asi se obtienen ecuacio-
nes similares a (1.9)-(1.10) pero esta vez cada grupo i posee su propia dindmica A;(t), que
esta influida por el resto de los grupos j # . Lo anterior permite considerar arquitecturas
neuronales mas complejas y ricas.

La principal critica a este modelo es que el pardmetro 7 se escoge de manera arbitraria
al aplicar la técnica del time coarse grain, y no tiene a priori una interpretacion bioldgica

[11].

10E] limite en (1.7) no debe ser tomado de manera literal. Si At es suficientemente pequefio entonces
inevitablemente n(t;t + At) = 0. Sin embargo esta definicién es til como una abstraccién si se considera
por ejemplo que la secuencia de espigas emitidas por cada neurona forman un proceso de Poisson no
homogéneo.
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A pesar de esta critica, y de que las ecuaciones a las que se llega parecen un tanto sim-
plistas para resumir la actividad de grandes grupos neuronales, el modelo goza de gran
popularidad debido a que tiene el poder de reproducir una buena cantidad de fenémenos
neuronales, capturando lo observado en diversos experimentos, y a que su complejidad es
relativamente baja permitiendo un tratamiento analitico que permite un entendimiento
de los mecanismos neurales que subyacen a la conducta [9, p. 2].

1.3.4. Eleccion del modelo adecuado

Una vez que han sido ya presentados los diversos modelos disponibles se hace necesario
escoger cual es el modelo que mas se adapta a los requerimientos de modelacién. Para
elegir se requiere saber cudl es la manera en que las neuronas codifican informacién. En
este trabajo se requiere dar cuenta de un fenémeno cognitivo, luego, el modelo a elegir
debe poder ser una buena base para la representacion de dicho fenémeno.

Como ya se ha mencionado en el capitulo introductorio, las neuronas de hecho utilizan
distintos c6digos de comunicacion. El cédigo de tasas de descargas ha sido ampliamente
utilizado durante al menos 90 anos para describir principalmente las propiedades de los
circuitos sensoriales [12, p. 26]. Sin embargo, estos modelos son ciegos a cualquier tipo
de comunicacién que se dé sobre la base de los instantes precisos de las espigas [ 1]. En
esa linea, se ha encontrado que en ciertos casos relacionados con el estudio de funciones
cognitivas superiores, como la conciencia, parece ser relevante la llamada sincronia neural
[51], que corresponde a la actividad coordinada (no aleatoria) de las espigas de ciertos
grupos de neuronas, los que incluso pueden estar a gran distancia. Por otra parte, ha
sido mencionado que los instantes de las espigas portan escasa informaciéon, y que es mas
plausible que las neuronas se comuniquen a través de tasas de descarga de grandes grupos
de neuronas (50-100) que portan la misma informacién redundante pero ruidosa [16].

Entonces, la eleccion del modelo adecuado depende de la clase de fendmenos que se quiere
representar. Se vera en lo sucesivo que en este caso particular, las evidencias neurobiol6gi-
cas apoyan mas bien un c6digo a base de tasas de descarga poblacional. La ecuaciéon (1.8)
podra ser entonces considerada como la base analitica para el modelamiento matematico.

1.4. Un Marco Teérico para la toma de decisiones

El objetivo del capitulo 3, por cierto también el objetivo central de este trabajo, es el
planteamiento de un modelo mateméatico que sea capaz de dar cuenta del proceso median-
te el cual se lleva a cabo la toma de una decision. Se entiende por decision a un proceso
deliberado que resulta en la ejecucién de una accién [15]. En este contexto debe enten-
derse la decisién de la manera méas simplificada posible: un sujeto experimental (subject)
debe escoger dentro de un conjunto de alternativas la que resulte més apropiada, dado un
determinado estimulo. No se consideran las influencias emocionales que podrian llevar a
un sujeto a elegir una determinada alternativa, lo que corresponde al estudio de la toma
de decisiones con valor emocional 1.

Existen dos medidas elementales relacionadas a una decision: el tiempo de reacciéon o
tiempo de respuesta y la precision. La primera puede definirse como lapso que va desde
la presentacion del estimulo hasta que se da la respuesta. La segunda corresponde a la

11 Para una revisién extensa sobre este tema ver [10)]
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proporcion de intentos o trials en los que la respuesta que se da es la correcta. Se asume
que los estimulos son presentados en una tarea donde se requiere elegir una alternativa de
acuerdo a un cierto criterio; asi cada estimulo lleva asociada una respuesta correcta.

El problema de la toma de decisiones ha sido abordado ampliamente desde la psicologia
experimental. Clasicamente se han considerado experimentos de discriminacién percep-
tual, por ejemplo, la tarea de determinar si la altura de un rectangulo supera su largo. En
cada trial se presenta un rectangulo particular, y el subject debe responder decidiendo si
o no. Otro ejemplo es la prueba de discriminacién de frecuencia vibrotactil (VTF), donde
al subject se le estimula la mano con dos frecuencias distintas separadas por un lapso, a
lo que debe responder cudal de las dos frecuencias fue la mayor.

Del punto de vista matematico es razonable concebir al tiempo de reacciéon como una
variable aleatoria con una determinada distribucién '2. Esto, porque es innegable la alea-
toriedad inherente a la experimentacion. Las fuentes de ruido pueden ser externas, relativas
al proceso de medicion o a las particularidades de cada trial, o bien internas, relativas al
ruido del mismo proceso de decision.

La precision puede ser considerada como la probabilidad de escoger la alternativa correcta.
Para que todo lo anterior sea coherente se debe entender cada trial como la realizacion
de dos variables aleatorias: tiempo de reaccion y alternativa elegida.

En general se considerara siempre alguno de los dos siguientes protocolos de respuesta: el
primero de ellos, llamado eleccion forzada, corresponde a aquel donde el subject es obliga-
do a responder en un determinado momento, por ejemplo luego de la presentacion de una
senal. El otro protocolo corresponde a la eleccién libre, donde no hay ninguna restriccion
sobre el momento en el que se debe dar la respuesta.

La toma de decisiones ha sido ampliamente estudiada en la psicologia cognitiva desde
hace cincuenta anos [7, 31, 35, 17]. Se han hipotetizado distintas etapas o mddulos que
forman parte de este proceso cognitivo, que van desde la percepcion del estimulo hasta la
ejecucion de una respuesta. En psicologia es comin que estas etapas sean esquematizadas
en un diagrama donde se ven todas las relaciones, secuenciales o simultédneas, relativas
al procesamiento cognitivo. En la figura 1.6 se muestra un esquema tipico asociado a
la toma de decisiones. No es la intenciéon de este trabajo hacer supuestos fuertes sobre
las etapas de procesamiento cognitivo, ni adscribirse completamente a uno de los tantos
modelos de funcionamiento mental como el de la misma figura 1.6. Los supuestos seran
mas bien simples: la presentaciéon de un estimulo induce un procesamiento interno con
un cierto desfase temporal que corresponde al retraso debido al procesamiento en las vias
perceptuales. La informacion ya procesada (decodificada) se encuentra a dispocion de los
mecanismos de toma de decisiones que se encargaran de dar una respuesta, la que serd
ejecutada por las vias motoras luego de otro desfase. La principal consecuencia de esto es
que el tiempo de reaccién (RT) podré ser descompuesto en un tiempo de procesamiento y
decodificacion (desfase) ¢1, un tiempo relacionado a la toma de decisiones 4.5 y un tiempo
de ejecucién de la respuesta motora to. Tomando t; + ¢ como una constante '* entonces
se tiene RT = C + tges.

12 A pesar de lo anterior, se debe hacer la advertencia de que también es valido llamar tiempo de reaccién
a la media de la distribucién asociada; el contexto dira de qué se trata en cada caso.

13 Algunos autores [6] consideran a ese tiempo “basal” como una variable aleatoria, aquello parece una
complicaciéon innecesaria para este trabajo
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En lo sucesivo de esta parte se mostraran cuales son los mecanismos mentales relacionados
a la decision. El resultado de ello serda conocer como se construye y a qué corresponde .

Higher order
psychologico!
processes
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i Decision process :
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Figura 1.6: Ejemplo de esquema ilustrativo de las etapas relativas a la toma de decisiones. Obtenido de

[31]

El enfoque que se utilizard acd proviene de la teoria de deteccién de senales [17, 13]. Si
bien este es un tema importante en si mismo, acé solo se revisaran, de manera muy breve
y obviando tecnicismos matematicos, los argumentos que permiten concebir el proceso de
toma de decision.

Si se restringe a una tarea sencilla de dos alternativas entonces la toma de decisiones
puede ser vista como un proceso de inferencia estadistica: un sujeto experimental requiere
elegir una alternativa sobre la base de la informacién ruidosa provista por sus sistemas
sensoriales. Esa informacion puede ser modelada al concebir una variable aleatoria e que
porta una cantidad numeérica llamada evidencia. Esta evidencia tiene distribuciones con-
dicionales a cada una de las hipdtesis h; correspondientes a ”"la alternativa correcta es la

i-ésima”. Se considera la razén de verosimilitud (likehood ratio) ':
P(e|hy)
LRy, = —a) 111
1,2| ]P’(e]hQ) ( )

Asumiendo que las probabilidades a priori de cada alternativa son iguales (P(hy) =
P(hy) = 3) entonces un criterio sensato para elegir la alternativa 1 es que LRy > 1.
Este proceso puede ser generalizado a uno donde cada cierto tiempo se recibe una nueva
pieza de evidencia e; de la secuencia i.i.d. {e; };ew. De esa manera, se considera para cada

n fijo la razén de verosimilitud asociada a {e;};<n
LR1,2|€1W€” — LR1,2\61 . LRLQ\eg AN LR1,2|en (112)

En este nuevo caso la decisién no necesariamente debe ser hecha luego de recibir el primer
trozo de evidencia. Si forzosamente la decisién debe ser realizada en el el paso N entonces
puede usar el criterio: si LR g, .y > 1 escoger la alternativa 1. Por el contrario, si no
hay restricciones acerca de cuando se debe responder entonces se podra esperar hasta el

141,a escritura P(e|h;) es una simplificacién: se trata de la probabilidad de que la evidencia tome el
valor particular e dado que la alternativa ¢ es correcta. En caso de distribuciones a tiempo continuo se
pueden considerar las densidades condicionales
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paso n donde n sea tal que LR ge,. ., > [1 0 bien LR e, . ., < Iz donde [y y I, son los
llamados umbrales de decision para las alternativas 1 y 2, respectivamente. En este caso,
los umbrales [, ls dependen, por ejemplo, del grado de aversion al riesgo del subject: podria
suceder que éste no se decida por una respuesta a menos que haya muchas garantias de
estar eligiendo la alternativa correcta. En tal caso tanto [; como l5 son altos. Estos valores
pueden también estar modulados por influencias emocionales y por las probabilidades a
priori de cada alternativa [13, 15]. Por ejemplo, si se sabe de antemano que es més probable
que la alternativa 1 sea correcta, entonces [y debera ser més bajo que l,. Es importante
notar la analogia entre los procedimientos anteriores y los dos protocolos de respuesta
descritos al comienzo de esta seccion. En el primer caso, donde se debe responder con
la informacion acumulada hasta N, esta la correspondencia con el paradigma de eleccién
forzada. Cuando el tiempo no apremia, es decir, cuando el momento de la decision es aquel
donde la razon de verosimilitud ha alcanzado un umbral, entonces se trata obviamente
del protocolo de eleccién libre. A pesar de lo abstracto que puedan parecer estos modelos,
es de hecho esa la manera en que se concibe el proceso cognitivo de la toma de decisiones:
como la sucesiva acumulacion de evidencia, tanto en eleccion forzada como libre.

Debido a la monotonia de la funcién logaritmo es posible realizar todos los procedimientos
anteriores en base al logaritmo de la razéon de verosimilitud. Los criterios siguen siendo
los mismos, cambiando [y, [y por sus logaritmos. La conveniencia de tomar logaritmos esta
dada por la siguiente relacion, si ; = log(LR; oc,)

I, =10g(LR1gjey..c,) = > _ T (1.13)
=1

Luego, el proceso de acumulacién de evidencia puede ser concebido como un paseo alea-
torio, notando que las cantidades x; son de hecho variables aleatorias i.i.d. Si se trata de
un estimulo que favorece h; entonces la media de z; es positiva, en caso contrario sera
negativa 1°. A pesar de que la cantidad con la que se trabaja es el logaritmo de la razén
de verosimilitud de la evidencia acumulada, por simplicidad nos referimos a la misma
cantidad 7,, como a la evidencia acumulada hasta el paso n.
Este procedimiento secuencial puede ser considerado en distintas escalas de tiempo con
el fin de encontrar su limite continuo. Para eso, para cada n € IN se puede considerar el
proceso . .

I"(t) = — Xi—m)+ — X; 1.14

(t) NG i;t( i—m)+ ;t i (1.14)

Donde X; son i.i.d. y cumplen E(X;) = m,E(X?) = 0% < oo. Usando el principio de
invarianza de Donsker [2] para el primer término de la ecuacién y la ley de los grandes
numeros para el segundo, se tiene la siguiente convergencia en distribucion

I'(t) » oB(t) + mt = 1(t),n — o0 (1.15)

Donde B(t) es un movimiento browniano. La ecuacién (1.14) corresponde esencialmente
al mismo proceso mostrado en (1.13); introduciendo la variable temporal ¢ se puede consi-
derar un proceso limite: al crecer n, cada evidencia es acumulada a intervalos méas cortos

15 Aunque esto parece arbitrario, es esencialmente lo que se describe en la literatura: si bien algunos au-
tores han hecho un tratamiento mucho més concienzudo sobre cémo interpretar la cantidad log(LR gj,)
[13, 14], resulta una simplificacién razonable el considerar {log(LR; sje,)}ienw como un conjunto de varia-
bles aleatorias donde el signo de su valor esperado depende de cudl hipétesis es la correcta.
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y el peso de cada evidencia es menor.'® La variable (t) en ecuacién (1.15) corresponde a
la evidences acumulada a tiempo continuo hasta t y la dinamica de esta cantidad esta de
hecho regida por una ecuaciéon diferencial estocastica:

dI(t) = mdt + odB(t)  1(0) =0 (1.16)

El proceso de Weiner descrito en (1.16) es uno de los modelos més ampliamente utilizados
para la toma de decisiones en psicologia [ver por ejemplo 26, 41, 3, 19].

Hasta ahora se han mostrado mecanismos, tanto a tiempo discreto como continuo que
podrian ser una base sicologica para la toma de decisiones tanto en los paradigmas de
eleccion libre como forzada. Bien podria cuestionarse la necesidad de esta clase de mo-
delos como explicacién a los procesos mentales que subyacen a la toma de una decisién,
y aun mas, estos bien podrian no tener ningin sustento biologico. El mayor argumento
que apoya el uso de estos modelos es su optimalidad; en el caso de eleccién libre con dos
alternativas, el procedimiento mencionado es conocido en estadistica como The Secuen-
tial Probability Ratio Test (SPRT) [50], que es un test éptimo en tanto que para una
tasa de error determinada, requiere de la menor cantidad de muestreos, en valor esperado
[3, 15, 56]. En el caso de eleccion forzada, cuando el momento de la decisién esté fijo, el
criterio antes descrito es de hecho el test de Neyman-Pearson [3, 38| y es 6ptimo pues
produce la menor tasa de error, como consecuencia del lema de Neyman-Pearson.

Se deben considerar también otras situaciones algo mas complejas, como por ejemplo la
posibilidad de que haya multiples alternativas de respuesta. En tal caso el modelo anterior
deja de tener sentido, y por esa razoén se ha concebido una gran diversidad de modelos
que intentan implementar estas ideas de optimalidad en contextos mas generales. Se co-
mentaran los principales modelos que en esa linea han surgido hasta la actualidad.

En todos los modelos las unidades relevantes son los acumuladores evidencia en favor de
cada una de las alternativas disponibles. Cada acumulador de evidencia es entonces una
variable de decisién, y la decision se da en base a un criterio relacionado a dichos acu-
muladores. Para eleccion forzada puede considerarse la respuesta dada por el acumulador
que tenga la mayor cantidad de evidencia en un tiempo fijo. Para eleccion libre se puede
considerar un criterio absoluto, donde se da la respuesta cuando algin acumulador alcance
su umbral, o bien criterios relativos, donde se da la respuesta cuando alguna funcién de
todos los acumuladores supere un determinado umbral '7 [53, 36, 31]. Este enfoque ha
sido ampliamente utilizado en la literatura psicologica [ver por ejemplo 11, 18, 17], lo que
varia es la manera en que se concibe la acumulacion de evidencia y la relacién que puede
existir entre los distintos acumuladores. Para ilustrar el primer caso, en los denominados
Poisson Counter Models se supone que cierta cantidad fija de evidencia en favor de cada
una de las alternativas es acumulada en instantes que corresponden a las llegadas de pro-
cesos de Poisson independientes, y la tasa es mayor en el acumulador correspondiente a
la alternativa correcta. En el instante en que alguna de las cantidades acumuladas supere
un determinado umbral se da como respuesta la correspondiente a dicho acumulador. El
modelo anterior se muestra en la figura 1.7

A pesar de la gran diversidad de modelos para la toma de decisiones, en lo sucesivo
solo se mostraran modelos a tiempo continuo, que en general corresponden a sistemas de

16 A pesar de lo intuitivo de lo anterior, puede no resultar claro por qué aparecen dos términos en la
sumatoria. La justificacién de esto es simplemente que asi tiene que ser hecho para capturar correctamente
la aleatoriedad del proceso limite; a través del primer término de la sumatoria se obtiene el movimiento
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Figura 1.7: En la parte superior se muestran las llegadas poissonianas correspondientes a cada una de las
alternativas. En la parte inferior los acumuladores (contadores) relativos a cada una de las alternativas.
Si el acumulador 4 supera k; entonces se da la respuesta i. Obtenido de [41]

ecuaciones diferenciales estocasticas. A continuacién se muestran los més relevantes. '®

El modelo race

En este modelo [3, 11] existe un acumulador de evidencia z; para la alternativa i-ésima,
y cada acumulador evoluciona como un proceso de Wiener con la misma varianza o? y
donde el drift I; del acumulador i-ésimo es mayor en el acumulador correspondiente a la
alternativa correcta. El modelo es el siguiente

dzi(t) = Lidt + odBi(t) (1.17)

donde B;(t) son movimientos brownianos independientes (siempre serd el caso). Una ven-
taja de este modelo por sobre el de la ecuacién (1.16) es que, por una parte, puede haber
varias alternativas, y por otra, puede concebirse que un estimulo favorezca parcialmente a
mas de una alternativa. Esto se logra considerando la respuesta correcta dada por la del
acumulador con I; maxima, y donde el resto de los I; son mayores o iguales a cero. Asi,
se amplia la cantidad de paradigmas experimentales que pueden ser representados. Una
esquematizacion del modelo se encuentra en la figura 1.8a

El modelo race con decaimiento (leakage)
Una propiedad importante que hasta ahora no se ha mencionado es el decaimiendo de

browniano, que representa las fluctuaciones en torno a m que existen en el limite.

1TPor ejemplo, el criterio podria ser dar la respuesta i si z; — max;x; £; > L donde z; es la cantidad
acumulada en el acumulador j.

1A pesar de la gran cantidad de modelos que se presentarin debe tenerse siempre presente que los
criterios de respuesta son esencialmente los mismos que han sido enunciados para los casos de respuesta
libre o forzada.
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informacion: como ya se menciond, la evidencia es efectivamente informacion, luego, esta
sujeta a fenénemos de decaimiento u olvido [53, 51, 42, 10, 16]. Tipicamente en estos
modelos el decaimiento es exponencial, y tiene como consecuencia que en ausencia de un
input [;, el acumulador vuelva a su estado inicial. En el caso de modelos de tiempo conti-
nuo, como el de (1.17) este decaimiendo puede ser implementado de la siguiente manera,
dando lugar a este nuevo modelo:

La constante «; es la tasa de decaimiento del acumulador 7, usualmente a; = «, V2. Debido
a la ubicuidad de los fenémenos de olvido en psicologia, es que el contar con mecanismos de
decaimiento, como los dados por la ecuacién (1.18), es un requisito minimo para cualquier
modelo que explique la toma de decisiones. Un diagrama relativo al modelo de la ecuacién
(1.18) se muestra en la figura 1.8b.

El modelo de inhibicién mutua
Los modelos presentados hasta ahora ((1.17),(1.18)) tienen la propiedad de que cada
acumulador evoluciona de manera completamente independiente del resto. Volviendo a
lo discutido al anteriormente en esta seccion, es importante concebir modelos que sean
6ptimos en el sentido que minimicen tiempo de reaccién y/o tasas de error. Como se vio, el
modelo (1.16) es en ese sentido 6ptimo, pero al crearse distintos acumuladores, que no se
comunican entre si, esa optimalidad se pierde [3]. Se ha argumentado que esta optimalidad
puede ser reinstaurada al incorporar términos de inhibicion mutua [3] 1%, de la manera
siguiente

dri(t) = (I — oy — Y _ Bux;)dt + odBy(t) (1.19)

J#

Los coeficientes dados por la matriz B = {f3;;} representan la inhibicién mutua entre el
acumulador ¢ y el acumulador j. No se hacen supuestos en general sobre la forma de dichos
coeficientes, esto dependera de la arquitectura misma de la red utilizada para representar
un paradigma de eleccion. Un esquema general de este modelo se encuentra en la figura
1.8c. Es importante notar que la cantidad de inhibiciéon que el acumulador ¢ ejerce sobre
el acumulador j es proporcional a la cantidad de evidencia en el acumulador 7, lo cual
parece razonable.

El modelo presentado en (1.19) parece ser bastante convincente: permite incorporar mul-
tiples alternativas de elecciéon y seria eficiente de acuerdo a lo ya discutido. Sin embargo,
los tres modelos presentados tienen el problema de que los acumuladores pueden tomar
valores negativos, lo cual es dificil de interpretar en términos de cantidad de evidencia.
La justificacién matematica de lo anterior, basicamente es que el movimiento browniano
puede incorporar fluctaciones infinitamente grandes: En efecto, para los modelos (1.18)
y (1.17) si no existiera la perturbaciéon browniana entonces es facil verificar que para
condiciones iniciales positivas se tiene que x;(t) > 0, Vi, Vt. Al incorporar el movimiento
browniano en la ecuacién (1.18) ?° se tiene de hecho que cada acumulador es un proceso

19Gi bien este argumento es hecho de manera poco rigurosa, a través de simulaciones computacionales,
serd tomado en cuenta sin mayores cuestionamientos. Realizar demostraciones rigurosas de esa clase de
argumentos puede ser digno de un trabajo de tesis completo.

20Se presenta el argumento sélo para la ecuacién (1.18), el tratamiento con (1.17) y (1.19) es similar
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Figura 1.8: Esquemas de distintos modelos de acumulacién de evidencia a tiempo continuo. Las termi-
naciones en circulo corresponden a conexiones inhibitorias (decaimiento o competencia). Para nimero de
alternativas mayor a dos la generalizacién es obvia

de Ornstein-Uhlenbeck [39], cuya solucién puede ser encontrada explicitamente gracias al
lema de It0, obteniéndose

Z— t
r) = ot e 20—+ [, (1.20)
a 0

Ademas, debido a que si f : [0,¢] — R es una funcién en L? entonces, de acuerdo a [, p.

238
/ #(s)dB(s / #2(s)ds)

y asi, el dltimo término de la ecuacién (1.20) se distribuye N (0,k) con k > 0, y asf es
claro, despejando los términos involucrados, que P(x;(t) < 0) > 0.

La posibilidad de que haya acumuladores cuya evidencia acumulada es negativa resulta
ain mas preocupante en el modelo de inhibicion mutua. Si alguno de los acumuladores
toma valores muy negativos provocara que los otros acumuladores aumenten su tasa de
acumulacion de evidencia, lo que a su vez hard mas negativo al acumulador original. Asi,
pueden tenerse explosiones co 0 —oo que son poco realistas.

Este problema puede ser solucionado sofisticando el modelo anterior de manera que sea
imposible que los acumuladores tomen valores negativos. En 3.1 se mostraran resulta-
dos proveniente de las neurociencias relativos a la toma de decisiones. Se vera que estos
acumuladores de evidencia bien podrian corresponder a las tasas de descargas de cierto
tipo de neuronas. Luego, podra pensarse en utilizar ecuaciones como las mostradas en 1.3
para describir al proceso de acumulacién de evidencia. Al estar la evidencia representada
por tasas de descarga, necesariamente se tendran que obtener ecuaciones en ningin caso
negativas.

Antes de finalizar este capitulo introductorio, se muestran dos leyes psicoficas asociadas a
la toma de decisiones y que se presentan en paradigmas experimentales bastante generales.

1.4.1. Leyes psicofisicas asociadas a la toma de decisiones

En el dominio de la psicologia, en particular de la psicofisica, es comuin la busqueda
relaciones matematicas que hay entre los distintos tipos de estimulacién y la respuesta
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que se obtiene. En la seccion 3.1 se mostraran algunas leyes de este estilo asociadas a un
paradigma particular, que seré el objetivo del modelamiento matematico de esta memoria.
Existen sin embargo otras leyes conductuales o psicofisicas, enunciadas acontinuacion, y
que son validas en una gran cantidad de paradigmas experientales asociados a la toma de
decisiones. Estas leyes hablan sobre relaciones que hay entre las dos variables importantes
relacionadas a la toma de decisiones, el tiempo de reaccion y la precision. Debido a su
generalidad, es imperioso que cualquier modelo que implemente la toma de decisiones dé
cuenta de ellas.

El Speed Accuracy Trade-Off

El Speed Accuracy Trade-Off [53, 57, 32, 34, 4] o simplemente SAT describe la relacién
funcional existente entre la precision y el tiempo de reaccién en algin paradigma expe-
rimental en que se lleva a cabo una decision. Si bien ha estado presente en la literatura
psicoldgica durante més de cien anos, es en [57] donde por primera vez se plantea una
metodologia para un estudio sisteméatico. Este principio psicofisico es bastante intuitivo: a
mayor tiempo de reaccién mayor es la precision; por el contrario, para tiempos de reaccién
demasiado bajos es esperable que la precisién sea similar a responder al azar.

Este principio puede ser representado graficamente de manera més precisa (ver figura 1.9).
La construccion de dependera del tipo de protocolo de respuesta utilizado: en eleccion li-
bre, y suponiendo que la distribucion de las respuestas y los tiempos de los subjects no
cambia (es decir, considerando todos los subjects como similares y obviando fenémenos de
aprendizaje) se pueden separar los tiempos de reaccién en determinados intervalos o bins,
y para todos los tiempos que caen en un mismo intervalo calcular la precision correspon-
diente. En eleccion forzada se puede encontrar directamente la precision para ese tiempo,
y repitiendo el procedimiento para distintas elecciones de tiempos se puede construir la
curva.

Si bien algunos autores han puesto énfasis en encontrar descripciones paramétricas de
dicha curva, por ejemplo via funciones exponenciales [31, 57, 11], en este trabajo no se ha-
cen supuestos fuertes sobre la forma precisa que adopta funcion SAT. Mas bien, el Speed
Accuracy trade-off es considerado de manera referencial, pero siendo un requerimiento
bésico que debe satisfacer el modelo.

La funciéon SAT representa distintos “estilos” para responder. El extremo izquierdo podria
ser considerado como rapido-riesgoso y el derecho como lento-seguro. No necesariamente
un estilo de respuesta es mejor que el otro pero si hay un aspecto importante de optimali-
dad que puede ser explorado: podria considerarse la situacion extrema de contestar en un
tiempo muy alto y con muy pocos errores. Aquella situacion sin duda podria mejorarse
contestando un poco mas rapido, sin todavia mermar drasticamente la precision. Es decir,
se puede concebir un punto 6ptimo que relaciona la precision y el tiempo de reaccion.
Esto sera explorado a fondo en el capitulo 4

La distribucion de los tiempos de respuesta

Se ha determinado experimentalmente [33, 35] que la distribucién de los tiempos de
reaccion en muchos paradigmas experimentales no es arbitraria, ésta presenta un patrén
tipico. Naturalmente, debido a que los tiempos de reaccién son por definicién positivos,
la distribucién debe concentrar toda su masa en R*. Sin embargo, empiricamente no se
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Figura 1.9: Ejemplo de una curva SAT hipotética, donde se especula explicitamente su representacién
funcional. La precisién es medida a través del indice d’, proveniente de la teoria de deteccién de sefiales.
Obtenido de [57]

observan tiempos arbitrariamente pequenos; los tiempos se presentan sistematicamente
lejos del cero (tiempos demasiado cercanos a cero son eventos raros y hacen sospechar
de errores de medicién). Aun maés, la distribucién tipicamente presenta una oblicuidad o
skewness positiva, lo que implica que hay una mayor concentracion de la distribucién en
los valores méas bajos, pero con una cola larga abarcando muchos valores altos.

Se han sugerido formas explicitas para esta distribucion, como la gamma [35] o una con-
volucién entre dos variables aleatorias: exponencial y normal [19, 50]. Estas distribuciones
se proponen principalmente porque generan un buen ajuste a datos experimentales. Sin
embargo, en este trabajo no se intentara demostrar que la distribucién es alguna en es-
pecifico. Aun asi, como se menciona en [33, p. 119], para que el modelo sea exitoso es
esencial que éste dé cuenta de propiedades bésicas de la distribucion; positividad y skew-
ness positiva .

Un ejemplo de una distribuciéon de los tiempos de reaccion obtenida experimentalmente
se encuentra en la figura 1.10

Figura 1.10: Ejemplo de una distribucién de tiempos de respuesta obtenida empiricamente, junto con
predicciones hechas por un modelo matematico (puntos). Obtenido de [33]
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Capitulo 2

Aportes a la teoria de difusiones
reflejadas

El objetivo de este capitulo es presentar teoremas relativos a las medidas estacionarias

asociadas a cierto tipo de difusion reflejada. En particular, algunos resultados son validos
para el proceso de Ornstein Uhlenbeck reflejado en el conjunto D = R?, el que sera
ampliamente utilizado en los capitulos 3 y 4.
En la seccién 2.1 se define el objeto de matematico de ecuacion diferencial estocastica
reflejada, y se dan a conocer resultados clésicos provenientes de areas como la teoria de
semigrupos, las ecuaciones en derivadas parciales o las probabilidades. En la seccién 2.2
se presenta el trabajo original.

2.1. Definiciones y resultados previos

2.1.1. Ecuacion diferencial estocastica reflejada

Se dara una definicién rigurosa de una difusiéon reflejada. Para fijar ideas, puede pensarse
primero en una difusiéon X(t), gobernada por una ecuaciéon diferencial estocéstica. La
difusién reflejada puede concebirse intuitivamente como el proceso Y (¢) que en el interior
de un conjunto D C R" sigue la misma dindmica que X (t), pero cuando Y (¢) se acerca a
9D es repelida de manera de permanecer siempre en D. Para dar una buena caracterizacién
de la descripcién anterior, es conveniente primero considerar una formulacién determinista,
conocida como ecuacién de Skorohod.

Definicién 2.1.1. Sea ¢ : Ry — D RCLL ', entonces se dice que la funcién ¢ : Ry — R"
estd asociada a ( si se cumple

1. ¢ es RCLL y a variacién acotada en compactos (cada componente es a variacién
acotada) con ¢(0) =0y

o(t) = / n(s)dlo|(s) (2.1)

donde n(t) es un vector normal a ((t) € 9D para casi todo t con respecto a la

medida d|¢|

!Continua a la derecha con limite por la izquierda
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2.1. Definiciones y resultados previos Capitulo 2

/O Lewenydlol(t) = 0 (22)

Definicion 2.1.2. Problema de Skorohod
Dado w : Ry — R™ RCLL con w(0) € D se desea encontrar una solucién (¢, ¢) de la
ecuacion

(=w+¢ (2.3)

donde ¢ estd asociada a €. El par (¢, ¢) es la solucién al problema de Skorohod y se denota
(¢,¢) = ¥(w) donde ¥ es el mapeo de Skorohod

Se supondra en lo sucesivo que D es abierto convexo y satisface la siguiente condicién:
Condicién (A1l): Existe ¢ > 0y § > 0 tal que Vo € 0D se puede encontrar una bola
Be(z0) satisfaciendo B(x¢) C D, |z — xo| <6

Observacion 2.1.3. De acuerdo a [14] y [10], si n <2 6 D es acotado 6 D es un poligono
entonces la condiciéon (A1) se verifica.

Se tiene entonces el primer resultado de existencia

Teorema 2.1.4. (Teorema 2.1 y Lema 2.4 de [1/])
Sea w RCLL. Si el dominio D cumple la condicion (A1), entonces existe una tnica
solucion a la ecuacion 2.3. Siw es continua, ¢ es continua.

Sobre la base de ese resultado determinista es posible construir el proceso deseado. Para
ello, se considera el espacio de probabilidad filtrado (€2, F, P, F;) satisfaciendo las hipétesis
usuales de completitud y continuidad. La siguiente defincién proviene de [14].

Definicién 2.1.5. Ecuacién diferencial estocastica reflejada

Sea D C R™ dominio convexo, y que cumple (Al). Sea B(t) movimiento browniano n-
dimensional F; adaptado y sean 0 : D — R*®@R" y b : D — R, funciones Borel medibles,
que corresponden a la matriz de difusion y el drift, respectivamente. El proceso X (t), F;
adaptado, se dice solucién a la ecuacién diferencial estocédstica con reflexién normal en
0D 2 con condicién inicial x = (2!,...2") € D si:

1. X(t) resuelve la ecuacion:
dX(t) = o(X)dB + b(X)dt + dP(t) (2.4)

Es decir, para cualquier ¢ < n

0

Xi(t)=ai+3 /0 o (X (5))dB* (s) + / bi(X(s))ds + i) (2.5)

2. ®(t) es un proceso asociado a X (t), es decir ®(t) es F; adaptado, y P-c.s ®(t) esta
asociada a X (t)

2También se usaran, indistintamente, los términos reflexién en D 6 D
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2.1. Definiciones y resultados previos Capitulo 2

Equivalentemente, para la funcién w(t) = f(f O'(X)dB—l—fot b(X)dt se tiene c.s. que (X, P) =
U(w). El proceso ®(t) es llamado el regulador de la difusion reflejada en D.

Observacion 2.1.6. Para que la tltima equivalencia tenga sentido la funcién w(t) debe ser
c.s. RCLL. Esto se puede verificar a posteriori si b, 0 son continuas. De hecho, asi w(t)
resulta ser continua c.s., pues la construccion de la solucion estd basada en iteraciones de

Picard, y asi .

w(t) = lim U(X"(s))dB—i—/O b(X"(s))dt

n—oo 0

donde X™ es continuo y el limite es c.s. en la topologia de la convergencia uniforme en
compactos.

Es importante considerar la siguiente condicion sobre el drift y la matriz de difusion:
Condicién (B): Existe K > 0 tal que para cualquier z,y € D

llo(z) —a(y)|| + ||b(x) — b(y)|| < K|z —y|
oIl + lIb()| < K1+ [of?)1

Se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién 2.4.

Teorema 2.1.7. (Teorema 4.1 de [1/])

Si D satisface y (A1) y b, o satisfacen (B) entonces para cada x € D existe una solucion
X(t) a la ecuacion 2.4 con condicion inicial x. Ademds, si Y (t) es otra solucidn con
misma condicion inicial, entonces

P(X(t)=Y(t) Vt>0)=1

Por la observacion 2.1.6, los procesos X (t) y ®(t) son continuos c.s.

2.1.2. Resultados clasicos sobre semigrupos y procesos de Mar-
kov

Se comienza esta seccién con la defincién de un semigrupo de operadores sobre un espacio
de Banach y su generador infinitesimal A, y se enuncia una proposicién que serd muy util.

Definicién 2.1.8. Una familia {T'(¢t) : ¢ > 0} de operadores acotados sobre un espacio

de Banach L (T'(t) : L — L) es llamado semigrupo si T7(0) = y T'(s +t) = T(s)T(t). El

semigrupo se dice fuertemente continuo si yr% T(t)f = f,Yf € L3.Sedice de contracciones
—

si ||T'(¢)]] < 1,Vt> 0. En espacios de funciones se dice positivo si f > 0= T(t) >0

Se define el generador infinitesimal de un semigrupo de la siguiente manera (cuando tenga

sentido)

Af =1im = (T(1)f /) (2.6)

El conjunto de las f € L tales que el limite anterior tiene sentido, es llamado el dominio
de A, denotado D 4 *

30bviamente el limite es en la topologia fuerte
4M4s generamente, para un operador A, no necesariamente generador de un semigrupo, se denota D4
al conjunto donde A esta definido. Se denota también R4 a la imagen por A del conjunto D 4
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Definicién 2.1.9. Un operador A : Dy C L — R4 C L se dice cerrado si su grafo
es cerrado. Se dice cerrable si existe B, de grafo cerrado ® con Dy C Dp y que es una
extensién minimal de A. En tal caso B se dice la cerradura de A y se denota A = B. Este
operador se caracteriza ([10, p. 78]) de la siguiente manera

v €Dp< I, €Dy xy > xNAz, =y (2.7)
Asi, naturalmente Bx =y

Proposicién 2.1.10. (Proposiciones 1.1.5y 1.1.6 de [7]) Sea T'(t) semigrupo fuertemente
continuo con generador infinitesimal A. Entonces, para cada f € Dy, se tiene T(t)f €
D4, ¥t >0, y se verifica

AT () f =T(t)Af (2.8)

Ademds, D4 es denso en L y A es cerrado

A continuacion se definen los espacios vectoriales que seran relevantes para el presente
trabajo.

Definicién 2.1.11. En lo sucesivo sea £ C R"™ abierto o cerrado, de interior no vacio,
y se consideran los siguientes espacios de Banach (con la norma del supremo, denotada

1+ o)

1. B(FE) el conjunto de las funciones acotadas y medibles definidas en E a valores
reales.

2. C(E) el conjunto de las funciones en B(E) que son continuas.

3. C(E) el conjunto de las funciones en C(E) que se anulan en infinito.

Si E es acotado C(E) = C(E).

Denotamos también C*(E) el espacio de funciones k veces continuamente diferenciables
definidas en E.

Por tltimo, llamamos P(F) al conjunto de las medidas de probabilidad definidas en FE.
Todas las definiciones anteriores tienen sentido en el caso en que F es cerrado de interior no
vacio, considerando C*(E) como el conjunto de funciones en C*(int(E)) cuyas k primeras
derivadas se extienden continuamente a E.

El espacio B(F) es el mas grande en el que se trabajard. Ahi se puede definir la siguiente
nocion de convergencia de funciones.

Definicién 2.1.12. Sea f, en B(FE). Se dice que f, converge bp (boundedly pointwise) a
f € B(E)sisup ||fulle < o0y Vze E lim f,(x) = f(x). Un conjunto M C B(E) x B(E)
se dice bp cerrado si cada vez que (f,,g,) € M,(f,9) € B(E) x B(E) y f, converge bp
a f, g, converge bp a g se cumple entonces f € M. Por ultimo, la bp cerradura de
M C B(FE) x B(E) se define como el mas pequenio conjunto bp cerrado que contiene a
M.

Un operador A en B(FE) se dice conservativo si (1,0) esta en la bp cerradura del grafo de
A

5Notar que ni A ni B son acotados necesariamente
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Otra nocion relevante con la que se trabajard es la de conjunto separante. Esta se define
a continuacion.

Definicién 2.1.13. Sea M C C(FE). M se dice separante si para cualquier yi1, i, medidas
de probabilidad definidas en E se cumple

entonces [y = o
El siguiente teorema proposicion da una buena caracterizacion de los conjuntos separantes.

Teorema 2.1.14. (Teorema 5.4.5 [J])
Sea M C C(E) un dlgebra que separa puntos, es decir, si x #y € E existe f € M tal que
f(x) # f(y). Entonces M es separante.

Observacion 2.1.15. Como consecuencia directa de 2.1.14, si M = C’(E) 6 si M es el
conjunto de las funciones uniformemente continuas y acotadas definidas en FE, entonces
M es separante.

Ya se tienen todas las herramientas para aplicar la teoria de operadores al estudio de los
procesos de Markov.

Definicién 2.1.16. Sea (2, F,P, F;) como en 2.1.1 y X(¢) proceso F; adaptado y a
valores en E, cerrado de interior no vacio, y satisfaciendo ¥ = o(X(s) : s <t) C F;. Se
dird Markoviano (homogéneo) si

E(f(X(t+5))|F) = EXO(f(X(5)),¥f € B(E),s,t >0 (2.10)

Una funcién P(t,z,T') definida en ([0,00) x E x B(E)) es una funcién de transicién
homogénea en el tiempo si

P(t,z,-) € P(E) (t,x) € [0,00) X E
P0,x,-) =4, rekl
P(-,-,T) € B([0,00) x E) I'e B(E)

Decimos que P(t,x,T") es una funcién de transicién para X si

E(F(X(t + 5))|F) = /f(y)P(s,X(t),dy) YfeB(E),st>0 (2.11)

Dada una funcién de transicion P es posible construir un semigrupo de contracciones T'(t)
en B(FE) a través de la asignacion

T(0)f(x) = /E f()P(t . dy) (2.12)

Reciprocamente, es posible construir una funciéon de transiciéon a partir de un semigrupo
de contracciones positivo. En efecto, si T'(t) es un semigrupo de contracciones positivo

definido en L = C'(E) y su generador es conservativo, entonces, como consecuencia del
teorema de Riesz se tiene la existencia de una funciéon de transicion que satisface 2.12.
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Un semigrupo con tales caracteristicas, y que ademas es fueremente continuo, se conoce
como semigrupo de Feller.

Por ultimo, dado un semigrupo 7T'(t) en un subespacio cerrado L C B(FE), y un proceso
de Markov X (t), se dice que X (t) corresponde a T'(t) si

T(s)f(X(1) =E(f(X(t+s)|F) VfeL (2.13)

Se trabajara con procesos de Markov que corresponden a semigrupos de Feller. Asi, es
importante conocer algunas consecuencias obvias pero muy importante de las definiciones
anteriores. Estas se enuncian en las proposiciones 2.1.17,2.1.18, las que son validas en el
caso particular en que T(t) es Feller.

La proposicién 2.1.17 dice que bajo ciertas condiciones, una medida inicial y un semigrupo
T'(t) determinan a los procesos de Markov que le corresponden.

Proposicién 2.1.17. (Proposicion 4.1.6 de [5])

Sea X (t) proceso de Markov a valores en E con distribucion inicial p € P(E) y que
corresponde a T(t), que estd definido en un subespacio cerrado L C B(E), el que ade-
mds es separante (ver definicion 2.1.13). Entonces T'(t) y p determinan las leyes finito
dimensionales de X (t)

La proposicién 2.1.18 da una 1til caracterizacién para el generador de T'(t)

Proposicion 2.1.18. Sea X (t) proceso de Markov a valores en E que corresponde a T'(t),
el que estd definido en L C B(FE) cerrado, y cuya distribucion inicial es 6,,x € E. Si se
denota P*(-) = P(-| X (0) = z) entonces

T(t)f(x) = E(f(X(1)) = E*(f(X(?)) (2.14)

En tal caso se tiene la siguiente expresion para el generador

Af(x) = lim—(E*(f(X (1)) — f(2)) (2.15)

y ademds Dy ={f € L: Af(x) existe Vx}

El siguiente importante resultado, consecuencia del teorema de Hille-Yosida, permite cons-
truir un semigrupo de Feller T'(t) a partir de un operador A definido en un espacio sufi-
cientemente rico.

Teorema 2.1.19. (Teorema 4.2.2 y Corolario 4.2.8 de [3])

Sea A un operador con D,y C C(E) A es cerrable y su cerradura A es el generador de un
semigrupo T(t) de contracciones fuertemente continuo y positivo en C’(E) st y solamente
st se cumple

1. Dy es denso en C(E)

2. A satisface el principio del mdzimo positivo, es decir, Vf € Dy, xy € E ysup,cp f(z) =
f(xg) > 0 se tiene Af(z) <0

3. R(A— A) es denso en C(E) para algin X > 0.
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Ademas, si A es conservativo entonces T(t) es Feller y para cualquier x € E existe un
proceso de Markov X (t) con trayectorias RCLL que corresponde a T'(t), y cuya distribucion
inicial es d,.

Como es usual en la teoria de difusiones, se trabajara con operadores elipticos. A conti-
nuacion se da una definicion de estos operadores y un teorema clasico de existencia de
soluciones que eventualmente resultard muy util.

Teorema 2.1.20. (Consecuencia directa del Teorema 6.31 de [5])
Sea D un dominio acotado de clase C* y deﬁnamos el opemdor um’formemente eliptico

Lu(@):= Z i )8:1: 83:] )+ Z il 67:17Z

4,J

con a; ;,b; en C(D). Entonces la ecuacion
Lu(z) = f(z) en D

%(w) = Vu(z) -n(x)=0 en 0D (2.16)

tiene solucion en C?(D) para cualquier f € C(D)
El teorema anterior es utilizado en [3] para demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.21. Consecuencia directa del teorema 8.1.5 de [3]. Sea D un dominio aco-
tado de clase C?, y consideremos el siguiente espacio de funciones

M={feC*D),Vf(zx) n(x)=0,z€cdD}

Sea A el operador definido por Af = Lf con L como en el teorema 2.1.20 y Dy = M.
Entonces A satisface las condiciones del teorema 2.1.19, y asi, A es el generador de un
semigrupo de Feller T(t) en C(D), y ademds, para cada x € D existe X (t) con distribucion
inicial 6, que corresonde a T'(t)

Observacion 2.1.22. El hecho de que A es conservativo es trivial notando que como D es
acotado y A es un operador diferencial, el par (1,0) estd en el grafo de A. Para probar
que se cumplen las condiciones del teorema 2.1.20 se usa fuertemente una variante del
teorema 2.1.20

El primer resultado original que se demostrarda es una caracterizacion de los procesos
de Markov que surgen como consecuencia del teorema 2.1.21. Para eso, se utilizara una
herramienta usual en probabilidades, que consiste en probar que una determinada cantidad
es una martingala. El teorema clave, que entrega dicha herramienta, es el 2.1.24. Antes de
enunciarlo, es necesario definir lo que es una solucién al problema de martingala asociado
al par (A, 1)

Definicién 2.1.23. Sea X (¢) un proceso JF; progresivo a valores en E, A un operador en
D, C B(E) y p€ P(FE). Supongamos que se verifica

f(X(t) — /Ot Af(X(s))ds es martingala Vf € Dy (2.17)

y que Po X(0)~! = p. Entonces X (t) es llamado solucién al problema de martingala para
(A, ) con respecto a JF;.
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Teorema 2.1.24. (Consecuencia directa del Teorema 4.4.1 de [3])

Supongamos que es A conservativo y satisface las hipotesis del del teorema 2.1.19. En-
tonces, si X (t) una solucion al problema de martingala para (A, p) con respecto a Fy, se
tiene que X (t) es un proceso de Markov que corresponde al semigrupo T(t) generado por

A.

2.1.3. Algunos resultados auxiliares

Se reunen en esta parte algunos resultados provenientes de diversas areas de la mate-
matica, que serdn muy utiles en la seccién 2.2.

Teorema 2.1.25. Sea D dominio acotado de clase Cy,. Entonces existe una funcion
continua G : D x D\ {(z,2) = € D} — R tal que para cualquier x € D la funcién
G.(-) = G(z,-) definida en D\ {x} satisface:

1. G, es de clase C*(D \ {x}) y es solucién a la ecuacién

1
AG, = —— enD\{x
B e D\{a)
oG,
i 0 endD)\ {x}

donde |D| es la medida de Lebesgue de D
2.

/D Ga(y)dy = 0

3.Para cualquier ¢ de clase C?*(D) se cumple la identidad

o) — § = /D Ca(y) Ad(y)dy + / .2 )y

D a_n
donde ¢ = ﬁ I, o(y)dy

Lema 2.1.26. (Lema 6.38 de [5]) B B
Sea D dominio de clase C* y u € C*(D). Dado D' D D abierto existe w € C*(D') que
extiende a u

2.2. Resultados Originales

Los resultados obtenidos estan divididos en cuatro partes. En 2.2.1 se obtiene una
caracterizacion de las difusiones reflejadas a partir de su generador infinitesimal. En 2.2.2
se calcula explicitamente una medida estacionaria para cierto tipo de difusion, en dominios
regulares. En 2.2.3 se extiende dicho resultado a dominios aproximables por dominios
regulares. Finalmente, en 2.2.4 se prueban algunos resultados de convergencia a la medida
estacionaria. A lo largo de esta seccion, M es el espacio de funciones definido en 2.1.21,
es decir:

M={fecC*D),Vf(zx) n(x)=0,x€cdD}
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2.2.1. Caracterizacion del generador de una difusién reflejada
para dominios regulares

En esta parte se considera un dominio D convexo y acotado, el que ademas es de clase C? y
verifica (A1). Suponemos que los coeficientes b, o son continuos y verifican B. Suponemos
ademadas que o es acotado.

El siguiente resultado auxiliar permitira aplicar el teorema 2.1.24

Proposicién 2.2.1. Sea f € M y X(t) satisfaciendo 2.4 con condicion inicial x € D.
Entonces:

M0 = F(X ()~ )~ | <Vf<x<s>> X5 Y <ata>ijf”<x<s>>ij) s (2.18)

4,j<n
es una P* martingala nula en cero

Demostracién. Dada f € M, consideramos D’ D D abierto y F' la extensién de f dada
por el lema 2.1.26 . El proceso X(t) es asi a valores en D’ c.s. y es posible aplicar la
férmula de Ito multidimensional (Teorema 3.3.6 de [7], y observacién 1 de Teorema 4.3.3
de [12]). Notando que X (t) € D, se tiene f(X(s)) = F(X(s)) y lo mismo con las derivadas
de f, F'. Recordando que ®(%) es a variacién acotada se tiene

FXW) = FXO) + [ A aX()+ 3 3 [ P60, X06)

,j<n

- /Vf ds+Z/ VF(X(s))on (X (s))dB" (s) +

k<n

/ Vf(X(s))-dd(t)+ = Z / F(X(9))ijoni(X(5))ow; (X (s))ds  (2.19)

z]k<n
Pero . .

| vaen)-av) = [ ORI e n(X)dl0 -
Asi, se obtiene

=5 [ VXD (X (6B (220)
k<n

Luego, M(t) es una suma de integrales estocasticas cuyos integrandos son procesos conti-
nuos, luego, es una martingala local. Como cada integrando esta acotado, a posteriori es
una martingala nula en cero. O

El siguiente teorema muestra que las soluciones a la ecuaciéon 2.4 son procesos de Markov
que corresponden a un semigrupo de Feller cuyo generador se conoce de manera explicita.

Teorema 2.2.2. Bajo las condiciones de la proposicion 2.2.1, para cualquier condicion
inicial x € D el proceso X (t), solucion de la ecuacion 2.4, es Markov homogéneo, corres-
pondiente a un semigrupo de Feller T'(t). Su generador A, para funciones en M se escribe

como
1

Af(x) =V f(z)-bz) + 5 Y (@) (@) (2.21)

ij<n
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Demostracion. Sea A el operador definido en D4 = M por

Por teorema 2.1.21, A es cerrable y A es el generador de un semigrupo de Feller T'(t).
Por otra parte, de la proposicion 2.2.1, si f € M se tiene que

FX()) - / AF(X(s))ds

es una P martingala. Luego, X (t) resuelve el problema de martingala asociado a A con
distribucién inicial d,. Por el teorema 2.1.24, X () es un proceso de Markov homogéneo
que corresponde a T'(t). La ecuacion 2.21 viene simplemente de que A4 = A. H

Observacion 2.2.3. Para reflexiones en algunos dominios més generales, a pesar de que no
es posible caracterizar el generador como en el teorema 2.2.2, se tiene de todas formas la
existencia de un semigrupo de Feller T'(¢) de manera tal que las soluciones a la ecuacién
2.4 con condicién inicial z € D corresponden a T'(t). Lo anterior es cierto en el caso en
que D ={r € R",Vi=1...n,z; >0} (D :=R"), como se menciona en [11].

La siguiente observacion tiene por objetivo extender la nociéon de solucion 2.4 con condicién
inicial aleatoria, lo que es fundamental para lo que sigue

Observacion 2.2.4. Por el teorema 4.1.1 de [3], dada una funcién de transicion P(t,z,T")
y una medida p € P(E), con E cerrado, entonces existe un proceso de Markov en F
cuyas leyes finito dimensionales estdan determinadas por p y P, y tal P es una funcién de
transicion para X (t).

En el caso de difusiones reflejadas cuyas soluciones corresponden a semigrupos de Feller
T'(t) (como en el teorema 2.2.2 y la observacion 2.2.3) se tiene que dicho semigrupo da a
lugar a una funcién de transiciéon, y asi, para cada distribucién inicial p existe un proceso
X(t), dado por el teorema 4.1.1. de [3] Dicho proceso corresponde a T'(t), y més auin, se
tiene la siguiente expresion

B(/(X(0) = [ EX(/(X(0)duta) v € O(E)
E
Con lo anterior en mente, dada una medida inicial u se puede considerar la solucién de la
ecuacion 2.4 con condicién inicial 1 como el proceso dado por el teorema 4.1.1 de [3]. Ese
proceso satisface que Vo € D se tiene que bajo P*, X (t) es solucién a 2.4 con condicién
inicial x.

2.2.2. Medida estacionaria para un cierto tipo de difusién refle-
jada en dominios regulares

A continuacién se encontrara explicitamente una medida estacionaria asociada a la ecua-
cion 2.4. Esta vez se asumira que ademas el dominio D es de clase C*°, y que el drift y
la difusion tienen expresiones particulares. Primero se da la definiciéon de medida estacio-
naria en este contexto, y se presenta una caracterizacién que sera 1til para demostrar el
teorema principal.
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Definicién 2.2.5. Decimos que p es una medida estacionaria para el proceso de Markov
X(t) si X(t) ~ u, ¥t > 0. Tiene sentido hablar de medidas estacionarias para semigrupos
T(t) de contracciones en un subespacio cerrado L de B(FE), con L separante, en los que
para cada p inicial existe un proceso de Markov que corresponde a T'(t). Si T'(t) cumple lo
anterior diremos que corresponde a procesos de Markov. En tal caso, si i es estacionaria
para X (t), que corresponde a T'(t), se tendrd que Vf € L,t > 0:

| 105w = [ f@auta) (2.22)

Reciprocamente, si 2.22 es valida para todo f € L, como L es separante se tendra que la
ley de X (t) es u para cualquier ¢ > 0.
Asi, decimos que p es estacionaria para T'(t) si se verifica la ecuacién 2.22.

Proposiciéon 2.2.6. Sea A conservativo que cumple las hipdtesis del teorema 2.1.19,
generando (su cerradura) asi un semigrupo de Feller T(t) en C(E). Sea € P(E) y X (t)
que corresponde a T(t), y que Yo € E, bajo P* es solucion al problema de martingala
asociado a (A, d;). Supongamos que D4 es separante. Si p satisface

/EAf(a:)d,u(:c) =0 VfeDy (2.23)

Entonces p es una distribucion estacionaria para X (t)

Demostracion. Se probara que Vf € D4 se cumple la ecuacion 2.22, la que también puede
ser expresada como

E(f(X (1)) = E(f(X(0)) (2.24)
Y como D4 es separante, se tendra que u es estacionaria.

Probemos entonces 2.24. En efecto, dado x € FE, como X (t) es solucién al problema de
martingala para (A, J,), tomando E” en la ecuacién 2.17, con f € Dy se obtiene

B (FX0) = flo) + B [ Arex(e)as) (2:25)

0

<
=
<
=
I

t
[ Etecendute) = [ e+ [ 5 ([ Arxns) du)
E E E 0
(2.26)
Por una parte, E(f(X(0)) = [, f(x)du(x). Por otra parte, debido a la existencia de un
semigrupo 7'(t) de contracciones fuertemente continuo que corresponde a X () generado
por A = A, y haciendo uso de la proposicién 2.1.10, se tiene

[z ([ asecenas) i = [ [E@socondsiw
_ /0 t [E () Af (2)dp(x)ds

= [ [ aros@auas (227)
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Ahora, también por 2.1.10, se tiene que T'(s)f € Dy, y por (2.7) AT(s)f = lim Af,, con
fn € Da,T(s)f =lim f,

[E AT(s) fdu(x) = lim /E Afodpi(z) = 0 (2.29)

La ultima convergencia es una consecuencia del teorema de convergencia dominada, notan-
do que p es medida de probabilidad y que la convergencia es en la norma del supremo. [J

Observacion 2.2.7. La proposicion 2.2.6 es una leve adaptacion de la proposicién 4.9.2 de
[4]

El siguiente lema es fundamental para la demostracién del teorema principal.
Lema 2.2.8. M es separante.

Demostracion. Se demostrara que M es un algebra que separa puntos. El que es algebra
es trivial, para ver que separa puntos razonamos por contradiccion: supongamos existen
x #y € D tal que Vu € M se tiene u(z) = u(y). Usamos el teorema 2.1.25, recordando
que D de clase C*. De ahf se obtiene la existencia de G, G, tales que Yu € C*(D)

u(z) —u = /DGx(Z>AU(Z)dZ+/aDGx(Z)%(Z)dZ
u(y) —u = /DGy(z)Au(z)dz+/BDGy(z)g—Z(z)dz

Si tomamos u € M se tiene, por una parte, que u(z) = u(y). Por otra parte las integrales
en el borde se anulan, obteniendose asi

/D(Gx(z) — Gy(2))Au(z)dz =0 Yu € M

En particular, lo anterior se cumple para todas las u que sean solucién de la ecuacién (con
feCD))

Au=f en D

ou

%:0 en@D

Notar que La existencia de u estd garantizada por el teorema 2.1.20, y es evidente que
u € M. De lo anterior se tiene

/D (G~ GNSENE=0 V€D ()

Como G, G, son continuas en D\ {x, y} obtenemos que G,(2) —G,(2) =0,z € D\ {z,y}.
Consideremos la funcién

H(z) = {Gx(z) size D\ {z}

Gylz) siz=x

Es facil ver que H € C?(D). En efecto, es obvio que H € C?(D \ {z}) y en z también
se tiene la regularidad, pues en una vecindad de este punto se tiene que H(z) = G(z)
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OH(z) __

(recordando que G, (z ) = Gy(2) si z # y). Por otra parte, es trivial ver que =5* = 0 en
0D y que AH(z) = ‘D‘ en D.
Entonces para la funcién H se cumple que para cualquier z € D

- 0OH

HE =8 = | GA)AH@dy + | G-(y) 50 y)dy
oD n
= G.(
NP

De ahi, H(z) = H = K contradiciendo el hecho que AH = 15 DI O

El siguiente objetivo es dar una representacion explicita de una distribuciéon estacio-
naria para procesos reflejados, dadas expresiones particulares del drift y la matriz de
difusion. Para eso, es preciso antes dar algunas definiciones.

Definicién 2.2.9. Sea Y variable aleatoria en el espacio (2, F,P) a valores en B C R"
Si E C B se puede definir la ley condicional

B BY AN B)

PY-1(E)) =P(Y € AlY € E)

que es una distribucion en E. Es facil ver que si Y tiene densidad fy en B entonces la
densidad de pf estd dada por

Iy (y)
Fy) = MYGE)yEE (2.30)
0 y€e B\ E

El teorema principal se enuncia entonces de la manera siguiente

Teorema 2.2.10. Sea X (t) el proceso definido por 2.4 en D, y supongamos los pardmetros
estdn dados por o(z) = oly, b(X)=—V¥(z) donde ¥ € C*(D). Si para algin conjunto
B tal que D C B C R" se tiene

7 = /Bexp (—%\D(z)) dr < o0

w(A) = pP(A) con fy(x) =27 'exp (—%\Il(:c)) para v € B

Entonces la medida

FEs estacionaria para el proceso X (t)

Demostracion. Aplicando el 2.2.2, las proposiciones 2.2.1,2.2.6 y la observacién 2.2.4 basta
probar que

/Af(a:)du(a:) =0,VfeM
D
En este caso el generador infinitesimal esta dado por

Af(z) = %azAf(:lr) L Vi(2)- V() YfeM
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Con eso, se tiene

/D Af(z)dp(z) = m /D Af () fy (z)dz

Zfl

- < /D exp (—%\P(x)) (%azAf(x) —Vf(m)-v\y(@) do

(2.31)

_ %/D [exp <—%\D(:U)> Af(z)+ V(@) V (exp (-%m(@)” du

Ademés, como consecuencia del teorema de la divergencia, para g(z) = exp (— 5 ¥(z))

/ l9(@)Af(z) + V() Vg(z)] dx = /6 9(x)V f(z) - n(z)dz =0 (2.32)

D D

Pues Vf(x)-n(x) = 0 en 0D para funciones en M. Asi, juntando 2.31 y 2.32 se concluye.
O

Corolario 2.2.11. Sea X (t) el proceso de Ornstein-Uhlenbeck reflejado, es decir o(x) =
0%l ,b(x) = I — Az con I un vector y A una matriz simétrica definida positiva. Entonces
una medida estacionaria para X (t) estd dada por

p=ul Y ~NATL AT (2.33)

Demostracion. Se considera U(z) = (=21 - x + 2" Az + I'A7]). Asi, como A" = A se
tiene VU (x) = —1 + Az = —b(x). Notemos ademés que

2 4-1\ 1
(2— AT (" . ) (1= AT) = — L (o' Aw+ [P T — 21 - )

o2

<5

Luego, por el teorema 2.2.10, una distribucién estacionaria estd dada por pu = p
2
Donde Y es una normal multivariada, mds especificamente, Y ~ N (A7, %A‘l)

U

Observacion 2.2.12. Notar que finalmente sélo se requiere que

/Dexp (—%\I/(x)) dz < 5

Sin embargo es preferible dejar que B sea un conjunto més grande pues asi se puede
interpretar la medida estacionaria como el condicionamiento de una medida definida en
un conjunto méas grande (relacionada a una variable aleatoria) al dominio de reflexién. En
el caso del proceso de OU reflejado, se puede decir que la distribucion estacionaria es una
normal multivariada condicionada a permanecer en el dominio de reflexion.

Observacion 2.2.13. Otra consecuencia del teorema 2.2.10 se obtiene cuando W¥(z) = 0.
En tal caso la distribucion estacionaria que se obtiene es la uniforme en el dominio de
reflexion.

En 2.2.3 se generalizara el teorema anterior a dominios que son aproximables por
dominios suaves.
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2.2.3. Extensiéon a dominios generales

Como se vio en 2.2.2, en la demostracion del teorema 2.2.10 se utiliza fuertemente la
expresion que se dispone para el generador de las difusion reflejada, para funciones en M.
Dicha expresién podria no tenerse si D es no acotado o no es de clase C2?. Mds atin, si D no
es de clase C'* no se puede demostrar que M es separante como se hizo en 2.2.8, lo que es
fundamental para que se verifiquen las hipdtesis de 2.2.10. Es necesario entonces buscar
otra estrategia. Esta se basara en el hecho de que si dos dominios son suficientemente
cercanos entonces las soluciones a la ecuaciéon 2.4 en ambos dominios es similar. Asi, si
un dominio D admite aproximaciones via dominios regulares se tendra una secuencia de
medidas estacionarias asociadas a cada dominio, las que convergeran a una medida que
serd estacionaria para la reflexion en D. En esta subseccion, cada vez que se considere la
ecuacon (2.4) se asumird que o(z) = oly, b(X) = —VV¥(z) donde ¥ € C*(D).

El siguiente teorema es una ligera modificacion de un resultado clasico, y es la clave para
justificar la estrategia recién descrita.

Teorema 2.2.14. (Modificacion del teorema 3.9.10 de [7]) Sean T, (t), T(t) semigrupos
de contracciones definidos en C(E), que corresponden a procesos de Markov. Supongamos
que para cada n, p, € P(E) es una medida estacionaria para T,(t). Supongamos ademds
que para cualquier K C E compacto

lim sup |T,,(t) f(z) =T () f(z)| =0,¥t >0,f € L (2.34)

n—oo e K

donde L C C(E) es separante. Entonces, si i € P(E) es tal que p, = u, se tiene que
es una medida estacionaria para T'(t)

Demostracion. Demostremos que Vf € L,Vt > 0 se cumple la ecuacion 2.22. En efecto,
dado n € IN, usando que pu, es estacionaria para 7T, y la desigualdad triangular, se tiene

]/T@ﬂm—/ﬂm‘s‘/T@ﬂm—/T@MM
ﬂ/n@MM—/mﬂ

Podemos tomar limsup,, en la desigualdad anterior, y como f,T'(t)f son funciones
continuas acotadas, debido a la convergencia débil se tiene finalmente que

+ ' / T(t) fdpt, — / To(t) fdpin

(2.35)

‘/T@ﬂwi/ﬂwfémfmvf@MM—/ﬂ@MM

+

)

< limsup (

sw (| [ (O =100 +| [ O =T.00d,
< limnsup i (K) Sl}l(p 1T (t) f(x) — T,(t) f(x))]

N

| @of-1.0ndn,

+ lim sup

n

(2.36)
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Donde K es un compacto arbitrario. El primer término es cero por la hipotesis del
teorema. Para acotar el segundo integrando notamos que | [,..(T(t)f — [ T, (t) f)dpn| <
NT @) flloo + Tn(t) flloo) ptn(K¢) < 2|| f]looptn (K€¢). Para concluir, notemos que como fi,
converge débilmente, por el teorema de Prohorov (Teorema 1.6.1 de [2]) la familia {u,}
resulta ser tensa, y entonces dado € > 0 se tendra lim sup,, u1,,(K¢) < €, para un determi-
nado compacto K.

Recapitulando, se tiene que Ve > 0 }f T(t)fdu — ffd,u‘ < ¢, de donde se obtiene la
conclusion deseada. O

Observacion 2.2.15. A pesar de que la demostracién es practicamente igual a la de [3], hay
un detalle técnico importante, y que obliga a reproducir los argumentos en su totalidad.
En el teorema 2.2.14 se tienen semigrupos definidos en C'(E), pero se consideran funcio-
nes en un subespacio L separante. En su formulacién original se exige que el semigrupo
esté definido en L, y que por lo tanto T'(t)f € L para f € L, lo que es una hipdtesis
demasiado restrictiva para que el teorema sea aplicable a las construcciones que se haran
a continuacion.

En la demostracién anterior se probé que la ecuacion 2.22 es valida para T'(t) considerando
sOlo funciones en L. Esto es de hecho suficiente para probar que la medida es estacionaria,
por el mismo argumento que se da en la definicion 2.2.5: como L es separante entonces si
la ecuacion ecuacion 2.22 se tiene para todas las funciones de L, entonces la distribucién
de X (t) es la misma para todo t.

El siguiente lema muestra una forma natural de extender un semigrupo.

Lema 2.2._16: Sean Dy C Do abiertos y Dy convexo. Si T(t) es un semigrupo de contrac-
ciones en C(D1) que corresponde a procesos de Markov, entonces definiendo la familia de
operadores S(t) mediante

S(t)f(z) = T(t) fip,(P(x)) f € C(Dy),t>0, S(0)=1 (2.37)

Donde P es la proyeccién sobre Dy (continua,).

Se tiene que S(t) es un semigrupo de contracciones en C(Ds). Mds atin, para cualquier
x € Dy, si Xp()(t) corresponde a T(t) y tiene distribucion inicial $p(yy entonces el proceso
Y.(t) = Xpw)(t) parat > 0 y Y,(0) = x corresponde a S(t). En consecuencia, S(t)
corresponde a procesos de Markov RCLL.

Por diltimo, si € P(Dy) es una medida estacionaria para T(t), entonces, si se define
v(A) = u(AN Dy) € P(Dy) se tiene que v es una medida estacionaria para S(t)

Demostracién. Primero verificamos que S(t) estd bien definido como semigrupo en C(Dy).
En efecto, si f € C(D,) entonces fip, € C(Dy) y si x, — x en Dy entonces P(x,) —
P(z) en D;. Asi T(t)fip,(P(zn)) — T(t)fp,(P(z)) lo que equivale a decir S(t)f(x,) —
S(t)f(z,). La propiedad de semigrupo se tiene trivialmente, y ademés para cualquier
x € Dy

[S(t)f(x)] = |T () fip,(P(2)] < sup [T(t)f5,(2)] < [[fi5,llec < Il

x€Dq

Lo que prueba que S (t) es un semigrupo de contracciones. Ahora se debe probar que

Vs,t >0, f € C(Dy),x € Dy

S(s)f(Ya(t)) = E(f(Ya(t + )| F)
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Notamos en primer lugar que F,* = FX y que P(Y,(t)) = Xp@)(t) Asi,sis >0 (sis=0
la igualdad se cumple trivialmente):

S()f(Yz@) = T

Por tltimo, sea v como en el enunciado. Entonces, si f € C(Dy)

SO f(x)dv(z) = [ S#)f(z)du(z)

Do Dy

- / T(0)f5, du()
Dy

_ /  fi, (@) dp(x)
Dy

- [ j@dv)
Dy

Lo que prueba que v es estacionaria para S(t)

]

Como se menciond, se buscard aproximar dominios no diferenciables o no acotados por
otros que si lo sean. Dicha aproximacion se hace en términos de la distancia de Haussdorf,
definida a continuacién.

Definicién 2.2.17. Se define la distancia de Haussdorf entre los conjuntos A y B como

p(A, B) = méx(sup d(z, B),sup d(z, A))

x€A z€B

Para D convexo se considera ademds la cantidad c(x, D) = inf,cp(|a — z|*> + 1) /d(a, D).
Por la observacion 3.4 de [13], si D satistface la condicién (A1) con €, § entonces c(z, D) <
max(d~1, (46% + 1) /¢)

Se tiene el siguiente teorema que trata sobre aproximaciones de soluciones a la ecuacién
2.4 en diferentes dominios.

Teorema 2.2.18. (Teorema 5.1 de [13])

Sean D' C D dominios convezos satisfaciendo (A1) y consideramos las soluciones X (t), X'(t)
a la ecuacion 2.4 en D y D" con condiciones iniciales X (0) € D, X(0)" € D', respectiva-
mente. Supongamos ademds que existe C' tal que

max(|X (0)] + (X (0), D), [X"(0) + ¢(X'(0), D)) < C
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y que ademds para cierto € > 0 se tiene
p(Dl/e,Dll/e) <e

Donde A" = AN B(0,r).
Entonces eziste L = L(C') tal que

E(sup | X (s) — X'(s)[*) < L(e + X (0) — X(0)]")

s<t
Se puede ya enunciar el teorema principal de esta seccion
Teorema 2.2.19. Supongamos Sea D dominio convero que satisface (A1) y la medida
de Lebesgue de 0D es cero. Sea D, C D, .1 C D sucesion de convexos tales que
= Fzriste €, convergente a cero tal que p(Dl/E", D}@/G”) < e€,.

Para cualquier n, D,, es acotado, de clase C* y verifica la condicion (A1)

El par (€,0) para D,, de la condicion (A1) puede ser elegido uniformemente en n,
y es el mismo que el asociado a D

= six € D entonces x € D,, para cierto n.

Suponemos también que los coeficientes b, o estdn definidos en D y satisfacen las hipdtesis
del teorema 2.2.10. Luego, existe una variable aleatoria Y a valores en B O D de manera
que existen medidas estacionarias

Hn = M}If)n

para los semigrupos T,(t), asociados a las reflexiones en D,,. Suponemos por tltimo que
existe T(t) semigrupo de contracciones tales que las soluciones de la ecuacion 2.4 en D
corresponden a T'(t). )

Entonces, la medida p = pt es estacionaria para T(t)

Demostracion. Por el teorema 2.2.10 se tiene la siguiente expresion para las medidas
Hn € P(D n)

1 (A) = 771 /AmD_n exp (—%‘P(m)) i 7, = / exp <—%\IJ(:U)) dz

Consideremos las extensiones v, de y1,, a P(D) dadas por el lema 2.2.16. Estas son medidas
estacionarias asociadas a los semigrupos S, (), extensiones de los T,,(t). Notemos que si
x € D entonces se tiene la siguiente convergencia case segura (considerando la medida de
Lebesgue).

Ip,(x) = p(x)

Asi, es posible usar el teorema de convergencia dominada para probar que YA € B(D)

lim v, (A) :Z_l/exp —zlll(m) dx ZE/ exp —E\I/(m) dx
n—o0 A o2 D o2
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y asi p(A) es limite débil de los v,. Para probar que u es de hecho medida estacionaria
para T'(t) usamos el teorema 2.2.14. En virtud de éste, basta considerar funciones f en un
subespacio separante I C C(ED). Consideramos entonces el conjunto L de las funciones
f uniformemente continuas y acotadas, que es claramente un algebra que separa puntos, y
de ahf separante. Luego, para f uniformemente continua y K C D compacto, se requiere
probar la convergencia a cero de

sup [, (6)f(x) = T(t) ()] (2.38)

reK

Sea X (t) la solucién de 2.4 en D con condicién inicial z. Este proceso corresponde a
T'(t). Ademds, por construccién, para cada n € IN, si X,,(¢) denota a la solucién a la
ecuacién 2.4 en D,, con condicién inicial P, (z) (la proyeccién de x sobre D,,), se tiene que
el proceso X/ (0) = z, X (t) = X,(t),t > 0 corresponde a S,(t). Con lo anterior, para

para x € K, > 0,t > 0 tenemos

1Su(t)f(x) = T(t) f(2x)] = [E(f(X,(1)) —E(f(X(2)))] (2.39)
= [E(f(Xa(t) = E(f(X(1)))]
< E(If(Xa(®) — fF(X(@)])
< E(|f(Xa(t) = F(XO) I x00-x (1)) <5)
+ E(f(Xa(®) = F(X@)ILix,0)-x(0))252)

Como f es uniformemente continua, se tiene la existencia de d; > 0 tal que si |z —y| <
d9 entonces |f(x) — f(y)| £ 2. De esa manera es posible seguir acotando

Su07@) = TOS] < 2+ 2AlfILPIXal)) - XOI 2 %) (240
< 24 Wlegq, ) - x0)

Donde se ha usado la desigualdad de Markov. Sea ahora ng tal que si n > ng se tiene
K C B(0,1/¢,). Para aquellos n, si x € K

le = Pu(@)l| = d(w,Da) < d(w, D) < supd(w, D,""™)
zeK
= sup d(x,ljnl/en) < sup d(z, ljnl/en) < p(ljnl/g”, DY) < e,
zeK1/en xeD1l/en
Asi, como consecuencia del teorema 2.2.18, si n > nyg
E(|X,(t) = X(0)]) < Llen + €2) (2.41)

Un punto clave que debe ser considerado en detalle es que L > 0 puede ser escogido de
manera uniforme en n. Eso viene de que, por una parte, fue posible escoger (€, ) de la
condicién (A1) de manera uniforme en todos los dominios. De la observacién siguiente a
la definicién 2.2.17 se deduce que C(z, D,,) puede ser acotado por una constante que no
depende de n. Por otra parte, como K es compacto y debido a que |P,(x)| < €, + |z| se
tiene

max(|z| + c(x, D), |P.(x)| + ¢(P.(z), D,)) < C
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donde C no depende de n, aunque si depende de K y de t. Sea ny tal que si n > nj
62(5
AL|[floo

Ahora se puede juntar 2.40 y 2.41 obteniéndose que para n > max{ng, ny}

2[[ /1o

en+efl<

Sa)f(@) = TOf )] < 5+ == L(en +€2) (242)

€ €
y la desigualdad se tiene para cualquier z € K, de donde se obtiene la convergencia
deseada. O]

Corolario 2.2.20. Las conclusiones del teorema 2.2.10 son vdlidas en D = R"

Demostracion. Sea y consideramos la secuencia de dominios dados por

1
Dm:{(ﬂfl’...,xn)ED; xl”'xn>a}

es claro que aquella secuencia satisface todas las condiciones del teorema 2.2.19. Se com-
prueba facilmente que para €,, = n(#)% se verifica d(D/m, D},{em) = €,,. Los conjuntos
D,, son claramente suaves y convexos, por ser el interior del epigrafo de una funcién con-
vexa. Por otra parte, como D es suave a trozos se tiene que su medida de Lebesgue es cero.
Los dominios D,, pueden finalmente ser intersectados con conjuntos acotados crecientes
de manera cuidadosa para preservar su suavidad. Finalmente, usando el teorema 2.2.19
se tiene la existencia de soluciones estacionarias si los coeficientes cumplen las hipotesis
del teorema 2.2.10. O

2.2.4. Convergencia a la medida estacionaria

Ya se ha demostrado la existencia de medidas estacionarias para cierto tipo de difusio-
nes reflejadas. Para estas difusiones cabe preguntarse si se tiene la convergencia a dicha
medida partiendo de una condicién arDbitraria. Dicha pregunta tiene antecedentes en la
literatura. En [1] se analiza el caso de dimensién uno, donde el dominio es un intervalo
(acotado o no acotado) y se encuentra explicitamente la medida estacionaria y la conver-
gencia a ésta desde condiciones iniciales arbitrarias.

En el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en [15] se demuestra la convergencia a la
medida estacionaria en el caso unidimensional. En ambas publicaciones los argumentos
utilizados no pueden extenderse facilmente a mas dimensiones, considerando otras geo-
metrias para el dominio, por lo tanto se hace necesario recurrir a otras técnicas.

Los resultados de convergencia que se obtengan son mas bien corolarios y aplicaciones de
resultados clasicos sobre procesos de Feller.

En esta parte sea T'(t) un semigrupo de Feller en un subconjunto £ C R™. Consideramos
la siguiente condicién sobre su funciéon de transicién asociada:

Condicién (C): existe una medida boreliana A € P(F) y una funcién continua y estric-
tamente positiva p(t,z,y),t > 0,x,y € F tal que la funcién de transicion asociada a T'(t)
satisface

P(t,x,dy) = p(t, z,y)\dy)
Es necesario también definir el concepto de recurrencia en el sentido de Harris
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Definicién 2.2.21. Decimos que el proceso X () es recurrente en el sentido de Harris si
Vz € E,VA tal que A(A) > 06

/OO 14(X(t))dt = 00 P* c.s.

Un semigrupo de Feller T'(¢) que verifica la condicién (C) es recurrente en el sentido de
Harris si para cualquier X (t) con condicién inicial §, que corresponde a T'(t), X (t) es
recurrente en el sentido de Harris.

El siguiente teorema da condiciones para la convergencia a la medida estacionaria.

Teorema 2.2.22. (Teoremas 1.5.5,1.3.6 y 1.3.10 de [5]) Sea T(t) que satisface la condi-
cion (C). Entonces se tienen las siguientes afirmaciones.

» Si E es compacto entonces T(t) es recurrente en el sentido de Harris

w SiT(t) es recurrente en el sentido de Harris y p es una medida estacionaria para
T(t), entonces se verifica

lim (/) = [ fladua) VS € B(E)

t—o00

equivalentemente,
tlim P(X(t)e A) = u(A) VACE
—00

Es decir, se tiene la convergencia a la medida estacionaria y en particular, p es la
unica medida estacionaria para T'(t)

A continuacién se presenta un resultado que muestra que si el dominio es regular, entonces
la funcion de transicién asociada a una reflexion tiene buenas propiedades de continuidad.

Teorema 2.2.23. (Consecuencia de [9])
Supongamos D, b y o cumplen las condiciones del teorema 2.2.10. Sea p(t, x,y) la solucion
fundamental de "

%:Lu(t,x)ED,t>O
on

Por el teorema 1 de [0] p(t,z,y) es continua.
Definiendo la funcion

PWLF%=/p@way
T

Se tiene que P es la funcion de transicion del semigrupo T(t), que corresponde a las
soluciones de la ecuacion 2.4.

6A pesar de que A es una medida boreliana cualquiera, la definicién cobra més sentido cuando A es la
misma medida que en la condicién (C)
"En este contexto L es el operador eliptico definido por

Lula) = § 320"y (a) gl + Vu(w) - b

]
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El teorema anterior puede se aplicado al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, donde se tiene
de hecho la convergencia a la medida estacionaria.

Teorema 2.2.24. Sea D acotado de clase C*, o(x) = ol; y b(z) = I — AX con A
simétrica definida positiva. Entonces se tiene la convergencia a la medida estacionaria
para cualquier condicion inicial x € D

Demostracion. Como D es acotado, el semigrupo asociado es recurrente en el sentido de
Harris. Basta verificar la condicion (C), més especificamente, que p(t, z,y) es una funcién
estrictamente positiva. En efecto, notemos que

Donde Py(t,x,T") es la funcion de transicién asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck sin
reflejar, y ¢(t) es la probabilidad de que X (s) no llegue al borde de D en [0, t], partiendo de
z. Claramente ¢(s) > 0. Intuitivamente, se estan considerando sélamente las trayectorias
donde ®(t) = 0. Bajo ese evento, la ley de X(¢) es una normal multivariada de media
e M+ A7 (I; — e~ ) y matriz de varianzas #. Sea f(t,z,y) la funcién de densidad
correspondiente (estrictamente positiva). Se tiene entonces

/p(m,y)dy > /Q(t)f(t,%y)dy vt,z, T
r r
De la continuidad de p(t,z,y) y f(t,x,y) se deduce que p(t,z,y) > q(t)f(t,z,y) >0 O

n n qu = ien mbién la recurrenci ifusién reflej
En el caso e e D = R" se tiene también la recurrencia de la difusion reflejada

Teorema 2.2.25. (Teorema 2.2 de [1]) Sea D un polihedro definido por la interseccion
de los semiespacios < x,d; >> 0,i =1...N. Definiendo los conjuntos

N
=1

C(o)={vecC: dv,0C) >}, §>0
Consideremos la difusion reflejada en D con b,o satisfaciendo la condicion (B) y o
acotado. Supongamos ademds que b verifica que para cierto conjunto A C D acotado

36 >0 VYo € D\ A, b(z) € C(6)

SiT(t) es el semigrupo asociado, entonces T(t) es recurrente positivo, y de ahi, recurrente
en el sentido de Harris

Corolario 2.2.26. El proceso de Ornstein Uhlenbeck reflejado en D = R? es recurrente
en el sentido de Harris si la matriz A es simétrica, definida positiva y todos sus coeficientes
son positivos.

Demostracion. En efecto, basta elegir A = [0, M]™" donde M = 2% Asi, se tendra

B i,j Qi j
quesiz e D\ A
j
tomando 0 = max; |[;| se concluye O

Lamentablemente en este ultimo caso no se puede concluir la convergencia a la medida
estacionaria, debido a que no se puede aplicar el teorema 2.2.23 para concluir la existencia
de p(t, z,y). En cualquier caso, el corolario anterior puede ser un aporte en esa direccion.
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Capitulo 3

Un modelo para la toma de
decisiones basado en evidencia
neurobioldgica

Concedo que el estado de avances de las neurociencias en ese dominio sigue
siendo muy fragmentario. Esas investigaciones dependen de funciones muy
integradas del cerebro del hombre, de procesos conscientes abiertos al mundo
cuya modelizacion constituye un envite crucial de nuestra disciplina. En to-
do ello, jhay mucho desconocido, pero nada incognoscible! Necesitamos tener
gran prudencia y humildad en ese dominio. Aun si la ambicion del proyecto
es grande, debemos avanzar a pasos pequenos, proponiendo modelos sencillos,
parciales, fragmentararios

Jean-Pierre Changeaux

3.1. Introduccion

En 1.4 se revis6é una buena cantidad de modelos psicolégicos que se hipotetiza podrian
implementar la toma de decisiones. Sin embargo, a veces ni siquiera resulta claro el sen-
tido que puedan tener los pardmetros asociados a un modelo (por ejemplo los valores de
los coeficientes de inhibicién entre acumuladores) lo que hace que la discusién en torno
a cuales deben ser los valores de dichos parametros se vuelva artificiosa, y poco decido-
ra de qué es lo que realmente esta sucediendo. La forma de evitar ese problema y otros
relacionados a mantener un enfoque puramente cognitivista consiste en incorporar la evi-
dencia proveniente de la neurobiologia. En 3.1.1 se mostrard un paradigma experimental
extremadamente relevante para investigar las bases neurales de la toma de decisiones, co-
nocido como el movimiento de puntos aleatorios (RDM por sus siglas en inglés) [12]. Los
resultados de investigaciones que hacen uso de este paradigma han permitido hipotetizar
una nueva clase de modelos para la toma de decisiones, mostrados en 3.1.2.

El trabajo original se presenta en la seccion 3.2, donde se propone un modelo para la toma
de decisiones, que recoge elementos de todos los presentados hasta ahora pero contiene
nuevos elementos que le dan, en definitiva, una buena razén para existir. En la seccién
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3.3 varias pruebas son llevadas a cabo en este modelo, y finalmente, en la seccion 3.4 se
discuten los resultados obtenidos.

3.1.1. Neurobiologia de la toma de decisiones

El paradigma RDM fue introducido por William Newsome y colegas en 1989. En éste

se presenta una pantalla con un conjunto de puntos y dos puntos grandes o targets situa-
dos en posiciones opuestas con respecto al centro de la pantalla. Ese conjunto de puntos
se actualiza cada cierto tiempo con una regla aleatoria: cada punto tiene una probabili-
dad g de desplazarse direccion a uno de los targets (en un determinado trial la direccion
estd determinada de antemano) y probabilidad 1 — 3 de moverse a una posicién aleatoria
dentro del campo visual. La cantidad porcentual 1005 % es llamada coherencia. Si ésta es
0% entonces el movimiento es totalmente aleatorio; por el contrario, si ésta es cercana a
100 % entonces se percibe movimiento aparente hacia algin target. En cualquier caso la
tarea consiste en escoger el target hacia el cual existe movimiento aparente.
A pesar de la gran cantidad de variaciones de este experimento, se distinguen gruesamente
dos versiones: En la version de eleccion libre el movimiento de puntos se presenta hasta que
el subjetc, elige su respuesta a través de una sacada '. En la versiéon de duracién limitada
el movimiento es presentado por un tiempo fijo, seguido de una cruz que se presenta en la
pantalla durante un lapso variable. Cuando esa cruz se extingue el subject da su respuesta
también a través de una sacada. Ambos paradigmas se encuentran esquematizados en la
figura 3.1. Se debe destacar que las evidencias mostradas en esta seccién corresponden a
estudios realizados con primates no humanos,? (usualmente de la especie Macaca Mulat-
ta). La razon es que esas investigaciones se basan en la técnica de single-unit, la que es
demasiado lesiva para ser aplicada en humanos.
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(a) Eleccién libre. Obtenido de [15] (b) Eleccién forzada. Obtenido de [15]

Figura 3.1: Esquemas de los dos paradigmas experimentales asociados a la prueba RDM

Para incorporar este tipo de mediciones se hace necesario identificar el grupo de neuro-
nas relevantes a la tarea: En el mono se insertan microelectrodos capaces de registrar los

1'Una sacada o movimiento sacidico es un movimiento repentino y a alta velocidad del ojo.

2A pesar de lo extrafio que pueda parecer el instruir a un mono a realizar tareas complejas como las
que se muestran a continuacién, esto es posible al utilizar mecanismos de recompensa donde por ejemplo,
se premie al primate al dar la respuesta que se desea.
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potenciales de acciéon emitidos por un conjunto amplio de neuronas (decenas a cientos)
en determinadas areas del cerebro. Debido a la naturaleza visual de la tarea es razonable
buscar correlato de actividad neuronal en areas visuales. Un buen candidato es la region
temporal media (también llamada MT o V5), que ha sido relacionada a la percepcién de
movimiento. De hecho, en [2] se comprobé que neuronas de dicha drea responden, mediante
su tasa de descargas, de manera proporcional a la coherencia del movimiento. Sin embargo,
esta respuesta es mas bien localizada: neuronas particulares de MT responden preferen-
cialmente al movimiento en una direccion especifica. A esta direcciéon de movimiento se le
denomina preferida por dicha neurona. Para ejemplificar, en 3.2a se muestran histogramas
de tiempos de respuesta para dos valores de coherencia. Las barras rayadas corresponden
a las respuestas en donde el movimiento iba en la direccién preferida por la neurona en
cuestion. Las barras negras corresponden a los trials donde el movimiento va en sentido
opuesto al preferido. Se observa que en el caso de movimiento en la direccién preferida
hay una modulacién de la actividad de la neurona; a mayor coherencia es mayor la tasa
de descargas. Por el contrario, la actividad de esta neurona es insensible a la coherencia, o
la sensibilidad es muy baja, cuando el movimiento es en direccién opuesta a la preferida.
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(a) Respuesta de una neurona MT a distintos niveles de (b) Respuesta de una neurona LIP a distin-
coherencia (correlation). Obtenido de [11] tos lugares de presentacién del target. Ob-
tenido de [16]

Figura 3.2: Algunas metodologias utilizadas para determinar la direccién preferida de neuronas MT y el
campo de respuesta (RF) de neuronas LIP

Otra area de la corteza de especial interés es la relacionada al planeamiento de movimien-
tos sacadicos; la corteza lateral intraparietal (LIP) posee neuronas que se activan frente a
sacadas hacia una posicion particular del campo visual. Se conoce como campo receptivo
(RF) de dicha neurona al drea donde presenta mayor sensibilidad a los movimientos sa-
cadicos. Al igual que con neuronas MT, es posible identificar el RF de estas neuronas. En
[10] se realizé una prueba consistente en la presentacién de un target en una determinada
posicion, de un total de ocho posibles. Luego de la extincion del target se presentaba un
punto de fijacion, cuya desaparicién era la senial para que el subject realizara una sacada
en direccién al target recordado. En la figura 3.2b se muestran los rasters y PSTH (defi-
nidos en el capitulo 1 relativos a cada uno de los targets. Se observa que para la posicién
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del target de la izquierda la respuesta de la neurona es mayor que para el resto, y esta se
mantiene incluso en el periodo que va desde la desaparicién del punto de fijacion hasta la
ejecucion de la sacada. Asi, el area que comprende al target de la izquierda es denominado
el campo receptivo de dicha neurona LIP.

Una vez conocidos las direcciones preferidas y RF de las neuronas en cuestion, se pueden
hacer analisis mas finos, con el objetivo de conocer de manera precisa el curso temporal
de las tasas de descargas de las neuronas posterior a la presentacion del estimulo. En el
caso de neuronas MT ésto es relativamente sencillo, y es realizado en [2]. Los resultados se
muestran en la figura 3.3, donde para tres niveles de coherencia (6.4 %, 25.6 % y 99.0 %)
se muestra el curso temporal de las tasas de descargas de una neurona MT, cuando el
movimiento es en la direccon de movimiento preferida (preferred), o en la opuesta (null).
En general, se observa que pocos milisegundos posterior al comienzo del trial hay un
incremento brusco en la actividad de la neurona, para luego estabilizarse y permanecer
mas o menos constante durante la presentacion del movimiento de puntos. El nivel de
actividad alcanzado en esta etapa depende crecientemente (de hecho linealmente) de la
coherencia, cuando el movimiento es en la direccién asociada a la neurona, y decreciente
3 cuando el movimiento es en direccién opuesta. Es importante notar que la actividad de
esta neurona decae rapidamente a valores basales una vez que termina la presentacion del
estimulo. El conocimiento de estos resultados relativos a neuronas MT seran especialmen-
te utiles cuando se discutan modelos neurobiolégicamente inspirados relativos a la toma
de decisiones.

Respecto a lo que se conoce relativo a los fenémenos conductuales (sin considerar la

PREFERRED NULL
PREFERRED NULL PREFERRED NULL

c
A
6.4% l | ‘ ' | 99.9% HLM | "

Figura 3.3: Respuesta de una neurona MT tipica a distintos valores de coherencia y considerando movi-
miento en la direccién preferida (preferred) y en la opuesta (null). Obtenido de [2]

actividad neuronal) asociados a la prueba RDM, es preciso senalar algunos puntos im-
portantes: los tiempos de respuesta en el paradigma de eleccién libre obtenidos en [17]
se muestran en el cuadro 3.1. Se observa que para respuestas correctas, los tiempos de
respuesta disminuyen progresivamente al aumentar la coherencia. En cambio, las respues-
tas incorrectas no muestran un patron claro de crecimiento o decrecimiento. Esto bien
podria estar causado porque los errores son relativamente infrecuentes, sobre todo a altas
coherencias, por lo que los promedios son calculados sobre la base de muy pocos trials
y son mucho mas ruidosos. De todas formas, es relevante notar que en general, para un
valor de coherencia determinado, una respuesta incorrecta tarda en promedio mas que

3Esto puede parecer contradictorio con la figura 3.2a, donde no se observa mayor sensibilidad de
la respuesta en la direcciéon null frente a cambios en la coherencia. La explicacién es que no todas las
neuronas responden de la misma manera, algunas tienen un comportamiento no-lineal [2] en funcién de la
coherencia. Por otra parte, los histogramas de [12] corresponden a promediaciones temporales a lo largo
de toda la presentacién del movimiento de puntos, lo cual puede ser una medida un tanto ”gruesa”
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una correcta.

Es importante mostrar también cémo la precision y el tiempo de respuesta varian como
funcion de la coherencia. En la figura 3.4 se muestran las curvas de precisién en funciéon de
la coherencia para los dos paradigmas involucrados. Independiente del tipo de eleccion (li-
bre o forzada) se observa un patrén bien definido: para valores cercanos a cero la precision
es cercana a 0,5, para luego incrementarse progresivamente hasta saturarse en valores de
precisién cercanos al 100 %, para valores de coherencia relativamente bajos (~ 20 %). Por
ultimo, también en la figura 3.4 se muestra la dependencia entre el tiempo de respuesta y
la coherencia: hay una correlacién negativa entre RT y el logaritmo de la coherencia. En

Correctitud \ Coherencia( %) | 3.2 | 6.4 | 12.8 | 25.6 | 51.2
Incorrecta 872 | 823 | 890 | 785 -
Correcta 795 | 758 | 671 | 532 | 409

Cuadro 3.1: Promedios de tiempos de respuesta para distintos valores de coherencia, tanto en respuestas
correctas como incorrectas. Obtenido de [15]
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Figura 3.4: Dos mediciones conductuales asociadas a la coherencia del movimiento : A la izquierda,
precisién como funcién de la coherencia, tanto en eleccion libre como forzada. A la derecha, tiempo de
respuesta, en eleccién libre, como funcién de la coherencia considerando sélo las respuestas correctas.
Notar el escalamiento logaritmico del eje x. Obtenido de [15]

lo sucesivo se comentard extensamente la evidencia existente relativa al curso temporal
de las respuestas de las neuronas LIP durante la tarea RDM. Como se vera, éstas no sélo
responden selectivamente a planeamientos de sacadas en una determinada posicion; las
variaciones de actividad temporal (tasas de descarga, como siempre) entregan informacion
extremadamente valiosa sobre el mismo proceso de decision.

La técnica utilizada consiste en, para cada neurona LIP, determinar primero su RF usando
la prueba antes descrita %. Se registran una gran cantidad de trials, cada uno de ellos (si
£ > 0) puede asociarse a una de las 8 posibles posiciones a las que se dirigen los puntos.
Luego, cada trial tiene también asociado un conjunto de neuronas tales que el movimiento
ocurre en direccion a su RF, y otro conjunto que "ve” el movimiento en el sentido opuesto
a su RF. Considerando una neurona particular, denotamos T1 al target asociado a su RF
y T2 al target simétrico con respecto al origen. Bajo esta convencion, cada neurona tiene

4Se consideran ocho posibles posiciones, y si bien podria suceder que el RF de una neurona no coincida
precisamente con ninguna de esas posiciones o targets, se elige la que evoque una mayor respuesta
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asociado un conjunto de trials relevantes para el analisis: aquellos donde el movimiento
ocurre hacia T1 o hacia T2. Asi, finalmente cada trial puede ser visto como poseyendo
(si 8 > 0) movimiento hacia T1 y T2, lo que corresponde, en el caso de T1, a considerar
las neuronas donde el movimiento es hacia su RF, y en el caso de T2, aquellas donde el
movimiento es en direccién opuesta a su RF.

A pesar de lo abstracta que pueda parecer la metodologia anterior, ella permite, por una
parte considerar una unica geometria para el problema: en las figuras 3.1a y 3.1b por
convencion siempre se presenta T1 y el RF a la derecha y T2 a la izquierda, a pesar de
que el movimiento de puntos podria ser en otras direcciones. Por otra parte, al hacer esta
consideracién es posible una gran economia de datos, ya que se pueden promediar las
actividades de un gran nimero de neuronas, a diferencia de un PSTH, donde se mues-
tra la actividad promediada de una neurona particular. Esta implicito el supuesto que
las neuronas cuyo RF es el mismo pueden ser consideradas como una poblacion, que se
comporta de la misma manera frente a estimulos.

Al promediar sobre todos los trials y neuronas se pueden obtener las curvas de las figura
3.5. Se puede pensar, sin ambigiiedad que todo esta referido a una tinica neurona: los trials
contienen movimiento hacia su RF (T1) o en direccién opuesta (T2) (o hacia ninguno de
los dos si la coherencia es cero). Las respuestas (sacadas) pueden ser clasificadas respecto
a aquella neurona hipotética, pudiendo ser en la misma direccién que el RF de la neurona
o en direccion opuesta. En la figura las lineas solidas corresponden a respuestas donde se
elige T1 y las lineas punteadas a aquellas donde se elige T2. Para coherencias mayores
a cero so6lo se muestran trials correspondientes a respuestas correctas, por lo que en ese
caso se puede decir, equivalentemente, que las lineas solidas corresponden a trials en los
que el movimiento es hacia T1, y lo mismo con las lineas punteadas.

Los graficos de la figura 3.5 merecen ser revisados minuciosamente: El primer hecho que se
hace evidente es que en etapas primeras luego de la presentacion del movimiento de pun-
tos el patrén de descarga es similar independiente tanto de la modalidad (libre o forzada)
como de la coherencia y la direccién de la sacada (T1 o T2). Este patrén, de duracién de
250ms desde el comienzo del movimiento, puede describirse como una caida en la tasa de
descargas seguida de una subida rapida. Este patron estereotipado bien podria asociarse
a las primeras etapas del procesamiento en las vias perceptuales. Para efectos de este
trabajo, solo es necesario notar que existe un periodo de actividad similar en todas las
condiciones, y que podriamos considerar como el ¢t; que fue mencionado en 1.4.

En cuanto a lo que sucede posterior a esta primera etapa, se observa una dependencia en
la tasa de descargas tanto de la coherencia como de la direccién del movimiento. Si se
elige T1 se produce un rapido aumento de la tasa de descarga, la que depende de hecho
de manera lineal de la coherencia para un tiempo fijo [15, pp. 9482-9484]. Dicho patrén
se encuentra completamente invertido para elecciones hacia T2, donde la dependencia
es también lineal pero con signo negativo. En general, todas las tasas de descarga para
elecciones T2 se encuentran por debajo de las correspondientes a elecciones T1, incluso
para 0% de coherencia, donde el movimiento no privilegia ninguna de las alternativas.
Lo anterior es valido en ambas condiciones experimentales, sin embargo es importante
destacar que en general las tasas de descarga resultan mayores cuando la eleccion es libre.
Los autores senalan este hecho [15, p. 9484] sin embargo no hipotetizan mayormente sobre
las causas de este fendémeno, por lo que esto no se considerara aca.
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Respecto a lo que sucede en las cercanias de la sacada, se observa que, para respuestas
T1, en ambas tareas la sacada viene acompanada de un repentino aumento de la tasa
de descarga, la que en unos 100ms aumenta de ~50 a ~ 70 espigas por segundo. En ese
lapso ya no existe dependencia de la tasa de descargas como funcién de la coherencia.
Lo anterior ocurre tanto en elecciéon libre como forzada. Sin embargo, en elecciones T2
no existe este patron; las neuronas no parecen responder de manera especial cuando el
movimiento es en direccién opuesta a su RF, de hecho, en este caso la correlacion lineal
negativa entre la tasa de descargas y la coherencia sigue teniéndose en esta ultima fase.
Este comportamiento es clara evidencia de que la respuesta estd muy asociada a una tasa
de descarga critica del grupo de neuronas sensitivas al lugar de la sacada. Una vez que se
alcanza esta tasa umbral se produce un patréon estereotipado consistente en un aumento
brusco en la tasa de descargas, seguido finalmente por la sacada.
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Figura 3.5: Curso temporal de la tasa de descargas para un conjunto grande de neuronas (~ 50) para
distintos valores de coherencia (motion strength), alineados al comienzo del trial (izquierda) y al comienzo
de la respuesta sacddica (derecha)

Hasta ahora sélo se ha hecho un analisis relativo a trials donde no hay errores. Es im-
portante también ver qué sucede en los trials con valores de coherencia mayores a cero, y
donde la direccion de la sacada no coincide con la de movimiento aparente de los puntos.
Estos trials pueden ser desglosados en aquellos donde la respuesta es hacia T1 o T2. Asi,
por ejemplo, una respuesta erronea hacia T1 implica que el movimiento de puntos era
hacia T2. En la figura 3.6 se muestra el curso temporal de las tasas de descarga, alineadas
tanto al principio del movimiento de puntos como al inicio de la sacada (izquierda y dere-
cha de cada grafico, respectivamente) en el paradigma de eleccién forzada. Alineando a la
presentacion del estimulo, se observa que si la respuesta errénea es hacia T1, la actividad
se ve menguada en relacién a respuestas correctas hacia T1. En cuanto a respuestas hacia
T2, las tasas de descargas son mayores en respuestas erréneas. Tanto en respuestas hacia
T1 como T2, la diferencia entre aciertos y errores se hace mas notia a medida que la
coherencia aumenta, llegando a tenerse que para altos valores de coherencias la tasa de
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descarga en respuestas erroneas hacia T2 supera a la de las respuestas erroneas hacia T1.
En cuanto a lo que sucede previo a la sacada, se observa que incluso en trials con errores,
si la respuesta es hacia T1 entonces el patréon de descargas es similar al de las respues-
tas correctas. Esto no se observa en respuestas erréneas hacia T2; en este caso la tasa
de descarga tiende a ser mayor en las cercanias de la sacada comparado con respuestas
correctas. Nuevamente la coherencia ejerce un rol modulador; para valores de coherencia
bajos las curvas para respuestas erréoneas son mas parecidas a las de respuestas correctas
que para coherencias altas.
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Figura 3.6: Patrones de tasas de descarga para respuestas erréneas (linea punteada) y correctas (linea
sélida) en el paradigma de eleccién forzada. Respuestas hacia T1 se muestran de color negro y hacia T2
de color gris. Obtenido de [16]

Con todo lo anterior ya se puede elucubrar sobre el verdadero rol de las neuronas LIP,
mas alla de su preferencia por sacadas en determinadas direcciones. En palabras de los
autores: "When the activity reaches a threshold value, the decision process is complete
and the monkey initiates a saccade ~50ms later. The process suggests an accumulation
of information toward a threshold,” [15, p. 9488]. Es decir, las neuronas LIP son, en este
caso, la base neural del proceso de acumulacién de evidencia descrito en 1.4. La evidencia
acumulada queda representada por la tasa de descargas, que al superar un determinado
umbral conduce de manera irrevocable a la respuesta sacadica.

Se hace entonces necesario saber cual es la dinamica que rige la acumulacion de eviden-
cia. Es importante recordar que los graficos presentados corresponden a una geometria
idealizada del problema, y la metodologia para obtener las curvas es sin duda arbitraria.
Entonces, se deben proponer modelos que puedan dar cuenta de todas las simplificacio-
nes/idealizaciones que se han hecho en la experimentacion, y que obviamente sean capaces
de explicar la toma de decisiones como una cierta dindmica neuronal, donde la decisién
queda determinada cuando la tasa promedio de un grupo de neuronas alcanza un deter-
minado valor.

Aparecen muchas nuevas preguntas; ;cuantos acumuladores considerar? jcémo se rela-
cionan estos acumuladores? jcémo se implementaria neurobiologicamente la toma de de-
cisiones en contextos mas complejos y generales (mas de dos alternativas)? jcudl es el
rol de las neuronas MT? En 3.1.2 se mostraran los modelos que se han propuesto en la
ultima década para dar respuesta a esas preguntas. Estos poseen una fuerte inspiracién
neurobiolégica, e intentan responder las preguntas propuestas a la luz de la evidencia ya
presentada, tomando también en consideracién los modelos presentados en 1.3 y 1.4.
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3.1.2. Uniendo dos niveles de descripcion

Los fenémenos descritos en 3.1.1 han sido sujetos a un modelamiento mateméatico
o computacional. Los modelos explicitamente hipotetizan cuales son las dindmicas que
rigen la actividad de neuronas MT y LIP, como esta dinamica da lugar a los graficos
mostrados anteriormente, y finalmente cémo se genera la conducta (toma de decisiones).
A continuacién se muestran los modelos mas representativos.

El modelo de integradores neurales

Si bien este modelo [9] no sera relevante para el presente trabajo, es importante mos-
trarlo pues fue creado por el mismo equipo de investigadores autores de los trabajos que
fueron expuestos en 3.1.1. Por simplicidad se asume que el movimiento de puntos sélo
puede ir hacia la izquierda o derecha, denotados arbitrariamente T2 y T1, respectivamen-
te.

El supuesto fundamental es suponer la existencia de poblaciones de neuronas LIP cuyo
campo receptivo puede ser T1 o T2. Cuando la tasa de descargas de alguno de estos gru-
pos supera un determinado umbral se da la respuesta. De la misma manera, en el caso
del area MT, se consideran neuronas que responden al movimiento de puntos tanto hacia
T1 como T2.

Para determinar la dindmica de las neuronas LIP se parte modelando las neuronas MT.
La actividad promedio de dichas neuronas a partir del comienzo del trial esta dada por
las ecuaciones (3.1),(3.2) (suponiendo que el movimiento de puntos es coherente hacia la
derecha)

MT t < 75MT
E ’I“MT t)) = rspont 0 3.1
( der ( )) {T‘(])WT + Cbl " 2 t(]]\/[T ( )

MT oy ) Topant t<tp'"
Notar en primer lugar que los lados izquierdos de las ecuaciones (3.1),(3.2) son valores
esperados. Mas especificamente, en las simulaciones en cada paso de tiempo se agregan
fluctuaciones normalmente distribuidas a los lados derechos de las ecuaciones (3.1) y (3.2),
lo que corresponde (en el limite) a la adiciéon de un ruido browniano. Esto se expresa com-
pactamente mediante el operador E.

Se asume la existencia de un estado de actividad esponténea de las neuronas MT (7spont),
observable en ausencia de estimulacion. Esta actividad se presenta incluso en presencia
de estimulos visuales, hasta un tiempo /7, determinado experimentalmente y a partir
del cudl se hacen sensibles los efectos del movimiento de puntos: Las neuronas receptivas
al movimiento hacia la derecha (r3/”(¢)) responden de manera lineal con la coherencia C,
con una pendiente positiva b; > 0. Por el contrario, para neuronas receptivas al movi-
miento hacia la izquierda la relacion lineal es de pendiente negativa. No necesariamente
by = by, de hecho para algunas neuronas podria ser el caso que by = 0 como se vio en 3.1.1.
Béasicamente se busca representar lo que se observa gruesamente en la figura 3.3. Se debe
mencionar una importante simplificacién; la subida repentina en la tasa de descargas que
se observa en dicha figura, y que es seguida de un descenso a un nivel mas estable que se
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mantiene por el resto del trial, no es representada por las ecuaciones anteriores.

La dindmica (promedio) de las neuronas LIP esta dada por las ecuaciones (3.3),(3.4).

( t_t([)JP

LIP MT MT MT LIP
ré/eIrP(t) — To + k/té”T (Tder (S) - Tz’zq (S))ds t Z tO + tO (33)
~ t <ty gt
( t—t& 1P
LIP MT MT MT LIP
TZ[;{IP(t) — To + k/t'éWT (rizq (8) — Tder (8))d8 t Z t(] + tO (34)
[~ t <ty 5

La evolucién de las cantidades 7327 (t), /L7 (t) s6lo tiene sentido a partir de t5'" + t5'",
donde t}'F es el tiempo a partir del cudl la coherencia comienza a tener influencia en la
tasa de descargas, de acuerdo a lo visto en 3.1.1.

El ruido introducido en las neuronas MT se propaga a las neuronas LIP al hacer la in-
tegracion, haciendo que las variables de decision sean también aleatorias. Como siempre,
la respuesta se da cuando rj/"(t) 6 rZlP(t) supera un umbral L (el mismo para am-
bos). Estas tasas de descarga pueden entenderse como cantidades de evidencia de ciertos
acumuladores, correspondientes a la respuesta hacia T1 o T2. De manera indirecta se
incorpora una competencia entre estos acumuladores: especificamente, a través de la resta
entre las tasas de descarga aportadas por cada neurona MT. Ademas, distintos valores de
b1, by se traducen en patrones distintos para las tasas riLz{]P (t), 5P (+). Si, por ejemplo, by
aumenta y/o by aumenta entonces los valores de rZ!F () seran finalmente mds altos, para
cada t. Por el contrario, los valores de r;1”(t) tenderan a ser cada vez més bajo. Es decir,
se da cuenta del efecto modulatorio de la coherencia en las tasas de descargas,como bien
es observado en la figura 3.5. Mas aun, este efecto esta mediado por competencia entre
los acumuladores. ®. En cuinto a la evolucién temporal de dichas variables, se ve que al

crecer t, r5IP(t) aumentard y r2F(t) decreceré.
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Si bien gruesamente el modelo plqasmado en las ecuaciones (3.3),(3.4) es capaz de explicar
los fenémenos descritos en 3.1.1, éste presenta algunos problemas: la cantidad T,é,{zp puede
decrecer a valores menores a cero, los que ciertamente estan debajo del rango fisiolégico de
tasas de descargas. La adicion de aleatoriedad como variables gausianas hace que incluso

LIP . Sy . . LIP
ro.. pueda ser negativa. Por otra parte, una prediccién obvia es que salvo ruido, ry.." (t)

der
y i (t) crecen y decrecen de manera lineal en el tiempo, lo que no es concordante con lo
observado en las figura 3.5, donde los crecimientos y decrecimientos parecen estabilizarse
luego de que el estimulo ha sido presentado.
En resumen, el aporte de este modelo que serd tomado en cuenta en la seccién 3.2 es
que en ¢l se da una conceptualizacon de los resultados provenientes de la metodologia
abstracta de 3.1.1; mas aun, esta conceptualizacién se da en términos de dinamicas de

grupos de neuronas que compiten y que representan acumuladores de evidencia. ©

mplicita estd la suposicién de que las lineas punteadas de la figura 3.5 corresponden a la canti-
STmplicit ta 1 d las 1 teadas de la fi 3.5 d 1 t
dad r/LF(t). A pesar de ser una decision arbitraria, ya que en [16, 15] no se registra explicitamente
la interaccién entre neuronas "opuestas”, se trata de un supuesto razonable que se admite sin mayores
cuestionamientos.

6Casos donde pueden existir miltiples alternativas, por ejemplo a través de varios targets en el campo
visual, son abordados en [5]. Para los fines de este trabajo, basta saber que esta generalizacién puede ser

llevada a cabo sin alteraciones importantes en la dindmica bésica.
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Un modelo de espigas

Este modelo, presentado originalmente en [19], es creado con el objetivo de dar cuenta
de fenémenos més complejos asociados a la toma de decisiones, como los relativos a la
memoria; por ejemplo, en el paradigma de eleccion forzada el subject debe esperar un
tiempo determinado antes de dar la respuesta, y se ha observado que en ese intervalo la
actividad neuronal se estabiliza, incluso en ausencia de estimulacién. Poder dar cuenta de
esas estabilizaciones requiere la implementacion de dinamicas méas complejas que las que
se han presentado hasta ahora. El modelo de espigas presentado a continuacién implemen-
ta el Integrate and Fire introducido en 1.3.2, en el caso donde las neuronas en cuestion
son de las areas MT Y LIP.

Al igual que en el modelo de integradores neurales, existen grupos de neuronas dedicadas
a codificar cada una de las alternativas de respuesta. Estas neuronas son del tipo pira-
midal, y se conectan por tanto de manera excitatoria tanto con neuronas del mismo grupo
como del otro. Adicionalmente existe un grupo de interneuronas que inhibe a las neuronas
piramidales pero es excitada por las mismas. Un esquema de esta arquitectura se muestra
en la figura 3.7 Los inputs provenientes de las neuronas MT son representadas a través de

3 \ J Interneurons

Figura 3.7: Los grupos A(izquierda) y B(derecha) estdn representados por ~ 800 neuronas piramidales
cada uno. Adicionalmente hay 400 interneuronas. Obtenido de [19]

espigas dadas por procesos de Poisson independientes cuya tasa depende de la coherencia
(Para movimiento coherente hacia la derecha se espera una alta tasa del proceso corres-
pondiente a Ip y una tasa cercana a cero para I,). Estos inputs son incorporados en las
neuronas de los grupos A y B a través de corrientes post sindpticas. Cada neurona invo-
lucrada es modelada a través de su potencial de membrana, con ecuaciones del tipo (1.5).
Adicionalmente se modelan las corrientes iénicas que se producen como consecuencia de
las sinapsis. Estas estas corrientes pueden provenir de sinapsis inhibitorias (a través de
receptores GABA) e excitatorias(a través de los receptores AMPA y NMDA, siendo estos
ultimos dependientes de voltaje). La dindmica que rige la apertura de los canales i6nicos
asociados a estos receptores se representa a través de ecuaciones diferenciales no lineales,
muy similar a la ecuaciéon (1.3). Esto tltimo incrementa enormemente la complejidad del
sistema.

Este conjunto de ecuaciones da lugar a espigas produciéndose constantemente en las neu-
ronas tanto de los grupos A y B como las interneuronas. Estas espigas a su vez influencian
el sistema a través de las corrientes sinapticas que correspondan. De esta forma la dinami-
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3.1. Introduccion Capitulo 3

ca da lugar también a trenes de espigas, con los cuales es posible reconstruir histogramas
periestimulo y estimar las tasas de descarga de la poblacion, calculando las espigas emi-
tidas por unidad de tiempo. La regla de decisién es la misma que en todos los modelos
anteriores: una vez que la tasa de descarga de algin grupo supere el umbral, se da la

respuesta.
En este modelo la competencia entre los dos acumuladores es implementada de manera
indirecta, a través del grupo de interneuronas [19, p. 956]. La aleatoriedad es incorporada

tanto en los procesos de Poisson correspondientes a los outputs de las neuronas MT, y a
través de un ruido de fondo que es modelado como otro proceso de Poisson independien-
te de los demads, que corresponde a los disparos (espigas) que emiten espontaneamente
otras neuronas incidentalmente conectadas con estos grupos pero que no participan en el
proceso de decision. Este es el méas rico de todos los modelos presentados hasta ahora,
en tanto que permite capturar fenémenos complejos que emergen de las dinamicas de las
unidades, por lo que ha gozado de una amplia revisién en la literatura [14, 20, 1]. Adem4s,
la aleatoriedad es incorporada de una manera en que no es simplemente la adicion de va-
riables Gaussianas, sino que corresponde a la misma estocasticidad de los disparos de las
neuronas en cuestion. Debido a que la tasa de descargas finalmente se obtiene contando
las espigas producidas, no existe el problema en otros modelos ya presentados donde esta
cantidad puede ser negativa.

A pesar de todos los buenos aspectos de este modelo, éste es s6lo ttil si se dispone de
un potente computador que sea capaz de simular el sistema de miles de ecuaciones dife-
renciales no lineales acopladas. Intentar extraer propiedades analiticas se puede convertir
en una tarea muy dificil; al incrementarse el niimero de variables este sistema deviene
rapidamente inasible desde el punto de vista matemaético.

En definitiva, y con el objetivo de obtener un modelo matematicamente tratable y que
a la vez tenga una interpretacion tanto como dinamica de poblaciones de neuronas y co-
mo la acumulacién de evidencia en el sentido psicologico discutido en 1.4, es necesario
considerar ecuaciones mas simplificadas. A continuacién se verd otro modelo que surge
como una aplicacién de las ecuaciones descritas en 1.3.3, y por tanto tienen un ntmero
de variables considerablemente menor.

Modelo basado en dinamica de poblaciones

Este modelo es formulado explicitamente en [7, 3] como una aplicacién de las ecuaciones
de dinamica de poblaciones de neuronas descritas en 1.3.3. La ventaja de estas ecuaciones
es que se refieren a la cantidad relevante para la toma de decisiones, esto es, tasas de
descarga. Sin embargo, no tiene sentido aplicar estas ecuaciones en su forma mas pura:
tal como fueron planteadas por Wilson y Cowan, estas son completamente deterministas.
Escribiendo las ecuaciones del tipo (1.8) para dos poblaciones mutuamente inhibitorias

"Podrian considerarse grupos mutuamente excitatorios y un tercer grupo que inhiba a ambos grupos,
haciendo la analogia con el modelo de espigas presentado anteriormente donde hay neuronas piramidales
e interneuronas. Si bien esto es mas realista del punto biol6gico, es una complicacién innecesaria ya que
finalmente lo que se pretende representar es la competencia entre ambos grupos. Por esa razon los autores
plantean la dindmica de dos grupos neuronales para una decisién de dos alternativas, y es un enfoque
similar el que se utilizara en este trabajo.
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se obtiene
de;t(t) = o (t) + h(L(t))  L(t) =1 — Boa(t) (3.5)
dxdgt(t) = —x5(t) + h(I(t)) I(t) = Iy — B () (3.6)

Es facil verificar que debido a que la funcién h toma siempre valores mayores a cero,
entonces la positividad de las soluciones de (3.5),(3.6) se encuentra garantizada si se
parte de una condicién inicial positiva. Este conjunto de ecuaciones debe ser modificado
de alguna manera para introducir correctamente la aleatoriedad. Esto es realizado en
[3] mediante la introduccién de procesos de ruido blanco independientes en I;(t), I5(t),
los que pueden ser entendidos intuitivamente como la derivada temporal de movimientos
brownianos. Con esto se pretende reflejar el hecho de que existe aleatoriedad inherente en
el input a cada grupo de neuronas, resultante de fluctuaciones aleatorias en la informacién
proveniente de los sistemas sensoriales. El problema con introducir directamente el ruido
en el input es que asi las expresiones h(1;(t)), h(I2(t)) dejan de tener sentido matemético.
Por esta razon es que finalmente el ruido blanco se agrega directamente en las ecuaciones,
obteniendose asi las siguientes ecuaciones diferenciales estocésticas:

rdry(t) = (—21(t) + h(L(D)dt + 0dBi(t)  L(t) = I, — Bra(t) (3.7)

Las ecuaciones (3.7),(3.8) pueden asi entenderse como versiones aleatorias de las de Wil-
son y Cowan.

De manera analoga a como se hizo en 1.4, se puede demostrar que al introducir el movi-
miento browniano se tendra que las cantidades z1(t), z2(t) eventualmente tomaran valores
negativos, generando asi dindmicas irrealistas.

Interesantemente este modelo ha sido deducido usando argumentos que nada tienen que
ver con los de Wilson y Cowan. Es el caso del "Leaky competing accumulator model”,
creado por Marius Usher y James McClelland [18]. Las cantidades representadas en este
modelo también son tasas de descargas neuronales, aunque la deduccién de las ecuacio-
nes es realizada teniendo como punto de partida versiones continuas de redes neuronales
analdgicas [10, 8, 1]. Si bien las ecuaciones de [18] no son idénticas a las de [3], en este
ultimo articulo se demuestra que ambos enfoques llevan esencialmente a reproducir los
mismos comportamientos.

Una innovacién de [18] que vale la pena mencionar es la manera en que se fuerza a la
existencia de soluciones positivas. En primer lugar, de entre todas las elecciones posibles
de funciones h se elige h(z) = x1,>(. A pesar de no ser acotada superiormente (como se
requiere originalmente en 1.3.3 ) sigue siendo cierto que, en ausencia de ruido, la solucion
a (3.5),(3.6) es positiva para condiciones iniciales positivas. Entonces, si una solucién no
es positiva en algiin punto, esto sélo puede ser debido a las perturbaciones aleatorias. Los
autores, para descartar esa posibilidad, proponen que en cada iteracion del esquema numé-
rico que simula las ecuaciones (3.7),(3.8), se realice la operacién adicional x; — méx(0, z;).

Ya se han presentado todos los antecedentes necesarios para construir el modelo. Es
importante notar que el modelo de poblaciones recién presentado posee gran similaridad
con el modelo de inhibicion mutua, mostrado en 1.4. La tnica diferencia es que en éstos
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no existe una funcion h que se aplique al input. Sin embargo, es esperable que los resul-
tados con y sin la funcién h produzcan resultados cualitativamente similares (pensar por
ejemplo en h(x) = x1,>0). Asi, es razonable pensar que este nuevo conjunto de ecuaciones
siguen respetando los principios psicologicos de 1.4 por una parte, y por otra, son descrip-
ciones matematicas de dindmicas de las poblaciones de grupos de neuronas que codifican
la decision a través de su tasa de descarga.

Las ecuaciones (3.7),(3.8) cumplen de manera bésica con todos los principios, tanto psi-
colégicos como neurodinamicos, que se han mencionado y que es imperativo respetar. Por
esta razon, son la base del trabajo de modelacion que sera llevado a cabo en la siguiente
seccion.

3.2. Un nuevo modelo para la toma de decisiones

En esta seccion se parte presentando el modelo y luego se discute cudl es su relacion
con todos los que han sido presentados. A pesar de que se recurre a la teoria presentada
en el capitulo 2, se omitiran tecnicismos matematicos que solo contribuirian a dificultar
la lectura, en desmedro de la comprension de la dindmica que se quiere mostrar.

3.2.1. El Modelo

El modelo busca dar cuenta de la toma de decisiones en la tarea RDM, especificamente
para el paradigma de elecciéon libre. Como se vio en 3.1, el modelamiento de la prueba de
elecciéon forzada es mas complejo porque se debe ademas describir fenémenos de memoria
asociados. Se consideran las cantidades

[1 = Io + )\10 (39)
I = Iy — \C (3.10)
donde Iy > 0,A; > Xy > 0,C > 0,C < 1. Ademés, se consideran las variables x1(t), z5(t)

que evolucionan dindmicamente de acuerdo a las ecuaciones (3.11),(3.12), donde o, o, 5 >
0, > [y los procesos Bi(t), Ba(t) son dos movimientos brownianos independientes.

dxi(t) = ([1 — axy — Bxg)dt + 0dBy(t) + dd4(t) (3.11)

Estas se expresan matricialmente como

dX(t) = (I — AX)dt+ ocdB(t) + d®(t) (3.13)
X(t) = I = A= d(t) =
®) ( x5 (t) ) ( I, o« (t) Dy (1)
La ecuacién (3.13) es una ecuacién diferencial estocastica reflejada, y ®(t) es el proceso
regulador asociado a las reflexiones en D = ]RfL = {(z1,22) € R? x1,79 > 0}. Es ficil

demostrar que los procesos ®4(t), Po(t) varian sélamente cuando x4 (t) = 0y z5(t) = 0,
respectivamente. Asi, pueden ser vistos como regulando a las variables x;(t), z2(t) por
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separado, impidiendo que cada una de ellas tome valores negativos.

Como es de suponer, z;(t), z3(t) se relacionan con acumuladores de evidencia. Especifi-
camente, representan la evidencia acumulada en favor de las alternativas de responder
hacia T1 (x1(t)) o hacia T2 (z3(t)) en el paradigma de movimiento de puntos. Nos refe-
riremos en lo sucesivo a estas alternativas simplemente como T1 y T2. Suponemos que
T1 y T2 representan siempre las mismas orientaciones espaciales, por ejemplo, izquierda
y derecha. Estos acumuladores a su vez representan tasas de descargas neuronales, supo-
niendo la existencia de un grupo de neuronas LIP asociadas a cada posible decisién (T1
o T2). Como se observa, estos acumuladores reciben los inputs 1, I3, que corresponde a
la actividad de las neuronas MT, y que estan dados por las ecuaciones (3.9),(3.10). Se
asume que el movimiento de puntos es hacia Tj, pero si éste fuera en sentido opuesto
bastaria cambiar los roles de I, Iy para obtener el mismo resultado. La cantidad C' repre-
senta la coherencia, y A; no necesariamente es igual a \y. A través de esta asimetria se
busca representar el hecho de que la sensibilidad a la coherencia es mayor para neuronas
cuya direccién preferida es la misma que la del movimiento de puntos, en comparacién
a neuronas cuya direccion preferida es opuesta a la del movimiento. Como regla general,
I; > I, si el movimiento de puntos es hacia T1, I < Iy si va hacia T2 y [} = I si
el movimiento no privilegia ninguna direccién, es decir, la coherencia es cero (este caso
merece un tratamiento especial y no sera considerado en este capitulo)

Para este modelo existen dos funcionales de interés, el tiempo de decisiéon y la preci-
sion. Para definirlos de manera apropiada, primero consideramos los siguientes tiempos
de parada.

7, =mf{t >0 z;(t)=L;} ;i=1,2 (3.14)

7 = min(7y, 72) (3.15)

Las cantidades L1, Lo son los umbrales de decision asociados a las alternativas T1 o T2, y

no necesariamente son iguales. La precision p y el tiempo T se definen en las ecuaciones
(3.16) y (3.17), respectivamente

p=E(p) donde p=1psp, 1= + 1 <p 1=, (3.16)

T =E(r) (3.17)

Se debe recordar que el T recién definido es el tiempo de decision y no el tiempo de
respuesta. Este tltimo se obtiene sumando a T una cantidad t;, descrita en 1.4.

3.2.2. Esquema de simulacion

En la seccién 3.3 se obtendran resultados computacionales provenientes del modelo
presentado, es por ello importante conocer coémo estas ecuaciones seran simuladas. Consi-
deramos el siguiente esquema numérico, mostrado en la ecuacién (3.18) : para la condicién
inicial X(0) = (21,22) € R% y {t}x=1. n(s) particion equiespaciada de [0,7] con T' > 0
(no confundir con el tiempo de decisién definido en (3.17)) con paso 0 se considera

X(t) = X(0) 0<t<t
X(t) = Hp(X°(tp_1) + (I — AX°(t,_1))6 + 0 AB(t)) te <t <ty (3.18)

La funcién IIp(z) es la proyeccion sobre D = R? | es decir,

p(xq1,29) = (max(z1,0), max(zs,0))
66



3.2. Un nuevo modelo para la toma de decisiones Capitulo 3

Este esquema fue propuesto en [13], en contextos m$ generales (que abarcan el caso par-
ticular de este capitulo), donde D podria ser un dominio convexo satisfaciendo hip6tesis
razonables y el drift y la difusién no necesariamente son como aca. No es el objetivo de este
trabajo hacer un analisis exhaustivo de la convergencia del esquema, pero es importante

mencionar que en el mismo articulo [13] se establece la siguiente velocidad de convergencia
E (sup |2°(t) — x(t)|2) = 0(6Y%7¢) Ve>0 (3.19)
(0,7

Es decir, hay convergencia en media cuadratica uniformemente en [0,7], lo cudl es sin
dudas razonables para este trabajo donde no hay ningin objetivo particular de eficiencia,
pero si se require disponer de un algoritmo facil de implementar, y que funciona.

Para simular este proceso hasta que se realiza el tiempo de parada 7 se propone el algorit-
mo 1. Las variables Y'(7) se corresponden con la cantidad AB(ty) = B(ty) — B(tyx_1) de la
ecuacion (3.18). El valor de T se escoge muy grande de manera que sea poco probable que
en las N iteraciones no se haya alcanzado un umbral de decisién. Si ese fuera el caso, esa
rama puede ser desechada. Un algoritmo equivalente,y que de hecho se usé en las simula-
ciones, consiste en no considerar T' y realizar las simulaciones hasta que algin acumulador
supere su umbral, eligiendo Y (i) en cada paso. La implementacién de ese algoritmo no
sera detallada.

Otro problema es que podria suceder que los dos acumuadores superen su umbral en un
determinado paso. La opcién natural es obviar dicha rama de calculo. A pesar de todas
esas excepciones, debido a su simplicidad es que se enuncia el algoritmo 1 de la manera
en que esta, pero se debe tener presente que se han considerado todos los casos patologicos.

Algoritmo 1 Simulacién de X(t)
Entrada: 0,7,0, 1, >,a > 3,L1,L, > 0, X(0) € R%

1
(e

2: Y(z’),z’:1...Ni.i.d,Y(i)~N<(8>, gg))
:fori=0...N—1do
X(@i+1)=X©G)+ (I —AX(1)d+ oY (i)

3
4
5: X4 1) =max(X(i+1)1,0), X (i + 1)3 = max(X (i + 1)2,0)
6. if X(i+1); > L, then
7 T =10
8 p=1p>1
9: Salir
10: else if X(i+1); > Ly then
11: T =16
12: p=1n<p
13: Salir
14: end if
15: end for

Salida: X(Z')igﬂ T,p
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La precision y los tiempos de reaccién se pueden estimar usando Monte Carlo, es decir,
simular el algoritmo anterior n veces con n un ntimero grande, y en cada simulacién ()
recoger las variables p;, 7;. Asi, se puede estimar

1 n
Tﬁﬁi:EITi

1 n
Pl’ﬁ 'E_lpi

Debido a la convergencia del esquema, en la practica se tomara al proceso X°(t) como
si realmente fuera X (t), obviamente eligiendo § muy pequeno. La eleccion de ese delta
pequeno es mas bien basada en el sentido comiin, teniendo en cuenta que se quiere evitar
problemas como los recién descritos, pero considerando también que es importante que
las simulaciones no tarden demasiado pues en 3.3 seran repetidas n veces para estimar las
cantidades 7', p.

Las condiciones impuestas en la matriz A hacen que sea simétrica y definida positiva, y
ademas sus coeficientes son todos estrictamente positivos. En el corolario 2.2.26 se mostro
que entonces el proceso en cuestion es recurrente en el sentido de Harris, pero faltaba
verificar una pequena condiciéon para obtener la convergencia a la medida estacionaria
(teorema 2.2.24). Se asumird de todas maneras que esta convergencia ocurre. La razén
es que simulaciones preliminares mostraron que es ese el caso, pero incluso si no fuera
asi, el dominio de reflexion podria ser ligeramente cambiado para que el teorema 2.2.24
sea valido. Esos cambios pueden ser, por una parte, a través de una aproximacion del
dominio y/o cambiando el dominio de reflexién por uno acotado, por ejemplo el intervalo
[0, A] x [0, A] con A muy grande. Ninguno de esos cambios afectaria sustancialmente los
resultados, por las mismas cotas para reflexiones en distintos dominios que se mostraron
en 2.2.3.

Al asumir la convergencia a una medida estacionaria se tiene una prediccién que podria
ser testeada experimentalmente: en ausencia de input (I = (0,0)) se tiene que X (¢) es un
proceso estacionario cuya distribucién es una normal de media (0,0) y varianza %A‘102,
condicionada a permanecer en el dominio de reflexién. Esto podria ser eventualmente
testeado en el laboratorio, determinando si la actividad de descargas espontaneas de neu-
ronas LIP puede ser bien aproximada por la distribucién anterior (se tendria que hacer
un registro de varias neuronas y varios trials falsos, es decir, sin estimulacion, para luego
promediar y obtener asi la tasa de descargas). En este trabajo eso se traduce en la eleccion
de X (0), que se toma como el valor esperado de la distribucién anterior. Para simular esta
distribucién se muestrean variables gaussianas con la misma media y varianza pero selec-
cionando sélamente las realizaciones donde el resultado cae dentro del dominio. La media
puede ser aproximada mediante Monte Carlo, promediando los valores obtenidos con el
procedimiento antes descrito.® Para concluir esta seccién, se especifica cudl fue el rango
de parametros escogidos y se muestran simulaciones que ejemplifican de buena manera
cémo funciona el modelo.

8Podria considerarse, de manera més consistente, que el valor inicial sea aleatorio, dado por la dis-
tribucién de X () en ausencia de estimulacién. La razén para no hacerlo es que introduce una fuente de
aleatoriedad que es mejor omitir, pues se requerirdn mas simulaciones para obtener buenas aproximacio-
nes en las curvas que se intentard crear. A través de simulaciones preliminares se establecié que las dos
elecciones son equivalentes en tanto que reproducen los mismos resultados
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3.2.3. Parametros del modelo

La tunica cantidad que varia durante las simulaciones es C, la coherencia, que esta en
unidades porcentuales, es decir, si la coherencia es 10 % entonces C' = 10.
De manera completamente arbitraria se eligieron o« = 1,3 = 0,5. No hay ninguna razén
particular para esta eleccién, pero de todas formas preliminarmente se verific6 que dis-
tintas elecciones de «, 5 (donde o > ) traen como resultados comportamientos que son
esencialmente los mismos, aunque obviamente hay variacion de todas las medidas como
funcién de estos parametros. Se eligieron ademéas 0 = 1, d = 0,01 \y = 0,1y = 1,5, A\ =
0,02, L1 = Ly = 2,1. Esta eleccién de parametros también es arbitraria, y aunque otras
también son vélidas, los parametros escogidos permiten obtener resultados que se pueden
visualizar de buena manera. Si bien los rangos donde fluctiian las variables relevantes
no corresponden con los observados, debido a la riqueza de parametros es que se tiene
la esperanza de que un ajuste méas preciso podria ser logrado si los parametros fueran
escogidos mas minuciosamente. Asi, se debe advertir por ejemplo que al fijar Ly, Ly = 2,1
entonces en todas las simulaciones se observaran tasas de descargas inferiores a 2.1 (maés
especificamente, dos descargas por neurona y unidad de tiempo). Esto contrasta con al-
gunos resultados experimentales mostrados en 3.1, donde se vio que las tasas de descargas
fluctian en rangos fisiolégicos que van hasta 70H z.
Una justificacién para no realizar ajustes mas precisos es que éstos simplemente no po-
drian ser logrados porque no existe una fuente de datos unica a la cual recurrir. Los
experimentos que se trataran de reproducir son varios, y cada uno de ellos arroja resulta-
dos distintos. Por lo tanto, para los fines de esta investigacion basta tener un conjunto de
parametros que permitan obtener dindmicas razonables, pero se tendra siempre en mente
que ajustes a datos experimentales reales son siempre posibles mediante cambios de pa-
rametros y unidades de medicion. Por esta razon, las unidades en las que se presentan los
resultados deben ser consideradas como medidas ficticias que no se corresponden con la
realidad inmediatamente.
En la figura 3.8 se muestran cuatro simulaciones del modelo (como siempre, dado que
I, > I, entonces las respuestas correctas son aquellas donde 7 = 17).

Hay varios hechos que debe ser mencionados. En primer lugar, se observa la accion del
proceso regulador en ambos acumuladores, impidiendo que cualquiera de ellos tome va-
lores negativos. Otra propiedadad del modelo que es importante mencionar, ya que es
algo contraintuitiva, es puede suceder que un acumulador llegue al valor cero pero esto no
significa que ha "perdido la competencia”, porque puede terminar siendos el primero en
alcanzar el umbral (por ejemplo figura 3.8a). Se observa también que puede suceder que en
algunos trials la competencia entre ambos acumuladores ocurra durante largos intervalos
de tiempos (figuras 3.8a,3.8¢) sin que algin acumulador llegue al umbral. Puede suceder
por el contrario, que en etapas tempranas algin acumulador supere definitivamente al
otro y llegue a su umbral (figuras 3.8b,3.8d). Estos comportamientos pueden producirse
tanto en trials incorrectos como correctos.

En resumen, existe una gran variabilidad en los comportamientos esperados, aunque po-
der caracterizar esa variabilidad estd fuera del alcance de este trabajo, donde méas bien se
busca caracterizar las dindmicas promedio, es decir, de E(X(¢)).
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Figura 3.8: Cuatro simulaciones del modelo. En el eje horizontal hay unidades temporales y en el vertical
la tasa de descargas

3.3. Resultados

En esta seccion se mostrara que el modelo descrito tiene propiedades que lo hacen una
propuesta interesante para dar cuenta de la toma de decisiones. El criterio mas obvio para
testear la calidad del modelo seria ver que provee un buen ajuste a datos experimentales.
Lamentablemente, no se dispone de datos reales como para ver si ese ajuste es bueno, y
aunque se tuviera, no implicaria que se tiene un buen modelo, pues bien podria ser el caso
que éste simplemente tiene suficientes variables como para permitir tal ajuste.

Por lo tanto, el enfoque serd otro. Se dara una lista de fendmenos que el modelo debe
dar cuenta de manera cualitativa, y se haran pruebas, simulando el modelo de acuerdo al
algoritmo 1 de 3.2.2 y los parametros de 3.2.3, para determinar si efectivamente se logran
esos resultados. Esto quiere decir que no necesariamente se busca dar un ajuste preciso
a todos los datos que se conocen experimentalmente, pero al menos poder reproducir
los comportamientos deseados, los que usualmente se pueden visualizar graficamente. Es
importante destacar que la metodologia escogida no es antojadiza, es de hecho esa la
manera en que los modelos son testeados en la literatura, tanto de la psicologia cognitiva
como de la neurobiologia computacional o teérica. [17]

Los fenémenos que el modelo debe dar cuenta pueden ser divididos gruesamente entre los
conductuales y los neurobiolégicos. Estos han sido descritos en distintas partes de este
trabajo, y se listan a continuacion:

Fenémenos conductuales *

70



3.3. Resultados Capitulo 3

» Distribucién de los tiempos de respuesta (ver 1.4.1)

= Modulacion de los tiempos y respuesta y la precision como funciéon de la coherencia
(ver 3.1)

» Tiempos de respuesta mayores para respuestas erroneas (ver 3.1)
Fenomenos neurobiolégicos

» Curso temporal de la tasa de descargas para trials correctos (ver 3.1)

» Curso temporal de la tasa de descargas para trials erréneos (ver 3.1)

A continuacién se muestran los resultados obtenidos; también se muestran comparaciones
hechas tanto con datos experimentales como con predicciones hechas por algunos de los
modelos que han sido mencionados.

3.3.1. Fenémenos conductuales

Distribucion de los tiempos de respuesta

12000

12000
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L

b 2 4 6B 8 W 12 18 1 @ B8 Mz 1 1B @ m
Tiempo Tiempo

Figura 3.9: Distribucién de los tiempos de decisién para dos valores de coherencia; 0% (izquierda) y 50 %
(derecha).

En la figura 3.9 se muestran las distribuciones (histogramas) de los tiempos de decisién
obtenidos para dos valores de coherencia, 0% y 50 %, con 30,000 simulaciones en cada ca-
so. Se observa que independiente de la coherencia éstos tienen la forma tipica de la figura
1.10 de 1.4.1, es decir, son distribuciones con skewness positiva. Mas atn, se observa que
para valores grandes de coherencia los tiempos de decisién tienen una distribuciéon mas
concentrada en torno al valor medio, es decir, la variabilidad es menor. Esto es concor-
dante con datos experimentales [15], donde se observa que efectivamente al aumentar la
coherencia la variabilidad disminuye.

Estos graficos también fueron reproducidos en el modelo de espigas, y se muestran en la
figura 3.10. Una vez mas, es preciso recordar que los tiempos de la figura 3.9 deben ser
anadidos a una cantidad estrictamente positiva para determinar el tiempo de reaccion.

9El lector podra advertir que no se presenta el Speed Accuracy Trade Off en esta lista. La razén es
que éste serd analizado mucho més en detalle en el capitulo 4
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Figura 3.10: Distribucién de los tiempos de respuesta para dos valores de coherencia; 0% (izquierda) y
50 % (derecha). Obtenido de [19]

Precision y tiempos de respuesta como funciéon de la coherencia

La evidencia experimental fue mencionada en 3.1, y especificamente, en la figura 3.4,
donde se observa que al graficar la precision y el tiempo de reaccién como funcion de la
coherencia se obtienen curvas bien caracteristicas, siendo incluso el tiempo de reaccién
una funcién lineal del logaritmo de la coherencia. En la figura 3.11 se muestran resultados
experimentales similares, que muestran las mismas relaciones, pero ademés se observa
que si la coherencia es suficientemente baja entonces el tiempo de reacciéon medio casi no
varfa (las figuras 3.4,3.11 no muestran resultados que son incompatibles, la diferencia se
explica en que 3.11 se toman valores de coherencia en rangos més cercanos a cero, que es
donde se tiene este comportamiento distinto.) Estas curvas también han sido obtenidas
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Figura 3.11: Tiempo de reaccién (izquierda) y precisién (derecha) como funcién de la coherencia. Obtenido
de [6]

en el modelo de espigas mostrado en 3.1. Los resultados obtenidos se muestran en la
figura 3.12, donde ademés se muestra la prediccion de que al aumentar la coherencia los
tiempos de reaccién se hacen menos variables. Esto queda reflejado en las barras de error
del grafico de tiempo de reaccion, cuyo largo disminuye en funcién de la coherencia. La
disminucién de la variabilidad a medida que la coherencia aumenta es concordante con lo
observado en las figuras 3.9, 3.10.

Los resultados del modelo se muestran en la figura 3.13. Se observa que efectivamente
se han logrado reproducir los comportamientos deseados en este item. Se podria objetar
que la curva de precision no llega a una meseta, como si ocurre en las figuras 3.11 y 3.12,
pero esto no es una complicacion pues podria arreglarse modificando el parametro \;. Para
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Figura 3.12: Tiempo de reaccién (izquierda) y precisién (derecha) como funcién de la coherencia. Obtenido

de [19]

confeccionar estos graficos de tiempos de reaccién y precision se hicieron aproximaciones
simulando 30,000 veces el modelo para cada valor de coherencia. Los valores de coherencia
escogidos fueron 2,5 %,5 % ,7,5 %,10 %,20 %,50 % y 100 %.
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Figura 3.13: Tiempo de decisién (izquierda) y precisién (derecha) como funcién de la coherencia.

Tiempos de respuesta mayores para respuestas erréneas

Lamentablemente, el modelo no es capaz de dar cuenta de este fendémeno como fue descrito
en 3.1 (cuadro 3.1). En la figura 3.14 se muestran los tiempos de decisién como funcién
de la coherencia. La cantidad de simulaciones y los valores de coherencia escogidos son
los mismos que en el analisis anterior. Las irregularidades en la forma de la curva que se
observan para coherencias grandes en las respuestas erréneas se deben a que cada vez se
hace mas dificil muestrear respuestas erréoneas, por lo que los promedios son calculados
con una cantidad no suficientemente alta. Sin embargo es evidente la tendencia a que los
tiempos sean cada vez més bajos en relacion a respuestas correctas.
Una interpretacién para lo anterior, y que también permite explicar por qué para cohe-
rencias bajas los tiempos son indistinguibles, es que para valores altos de coherencia la
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Figura 3.14: Tiempos de decision, tanto en respuestas correctas como erréneas, para distintos valores de
coherencia

unica posibilidad de que ocurra un error consiste en que el acumulador correspondiente
a la alternativa incorrecta "tome el control” de la competencia rapidamente. En cambio,
en las respuestas correctas también existe la posibilidad de que ocurra una competencia
mas prolongada entre ambos acumuladores. En términos de lo mostrado en la figura 3.8,
a coherencias altas las trayectorias como las de la figura 3.8c se hacen poco probables y
s6lo se obtienen errores como los de la figura 3.8d

3.3.2. Fenémenos neurobiolégicos

Curso temporal de la tasa de descargas para trials correctos
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Figura 3.15: A la izquierda, curso temporal de la tasa de descargas para distintos valores de coherencia,
alineados al comienzo del trial y al comienzo de la respuesta. Las lineas solidas reflejan elecciones T1 y las
punteadas hacia T2. Para valores de coherencia mayores que cero s6lo se muestran respuestas correctas.
A la derecha, tasa de descargas como funcién de la coherencia para los puntos a,b,c,d. Obtenido de [15]
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En la figura 3.15 se muestra el curso temporal de la tasa de descargas para respuestas
correctas en el paradigma de eleccién libre. Esta figura es idéntica a 3.5a, pero a la
derecha se muestra también cémo la tasa de descargas estda modulada como funcion de la
coherencia, en distintos tiempos del proceso de decisién. Se observa que al comienzo del
trial, la tasa de descarga es una funcion lineal de la coherencia, y la pendiente es positiva
cuando el movimiento es hacia T1, y negativa cuando es hacia T2. Al final del trial dicha
correlacion se tiene s6lamente cuando el movimiento es hacia T2.

Coherencia
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1 - |
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—25% .8
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Figura 3.16: Curso temporal de la tasa de descargas de respuestas correctas, alineado al comienzo del trial
(izquierda) y final del trial (derecha). Las lineas punteadas sélidas corresponden a tasa del acumulador
de la alternativa T1 y las punteadas a la actividad del acumulador de la alternativa T2. Sélo se muestran
respuestas correctas. Distintos valores de coherencia se representan mediante distintos colores

Los gréficos de la figura 3.16 fueron obtenidos usando una metodologia similar a la
experimental. Para un total de 30,000 simulaciones, correspondientes a cada valor de
coherencia, se promediaron todas las curvas de duracién mayor o igual a un valor fijo T,
considerando desde el comienzo del trial hasta T (izquierda) y en el intervalo de largo T
antes del final del trial (derecha). La cantidad T" fue escogida como la mitad de la dura-
cién promedio de los 30.000 trials '© . Se debe notar que en la figura 3.15 fue escogida
una ventana de tiempo mayor, casi igual a la duraciéon promedio del trial. La razén para
justificar esta diferencia es que de haber hecho asi se limitaria el nimero de simulaciones,
entorpeciendo la visualizacion. Analisis preliminares mostraron sin embargo que cualita-
tivamente el comportamiento observado de 3.16 no varia si se elige 7' de otra manera.

Considerando el comienzo del trial, este comportamiento se puede resumir como un au-
mento progresivo en la tasa de descargas del acumulador correspondiente a la alternativa
T1, y un ligero aumento en el acumulador de T2, pero en este ultimo caso puede suceder
que la tasa de descargas caiga posteriormente a niveles cercanos al basal, obtenido como
la media de la distribucion estacionaria correspondiente a la ausencia de estimulacién.
Esto también es observable experimentalmente (figura 3.15) ; pues aunque al comienzo
las tasas de descargas se parecen, cuando la eleccién es T1 éstas aumentan, y cuando
es T2 éstas disminuyen a un nivel inferior al inicial. Mirado desde el final del trial, se
observa que inevitablemente el acumulador T'1 aumenta su tasa de descarga hasta llegar a

10Se consideraron sélo los trials con 25 % de coherencia para ese célculo
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Figura 3.17: Tasa de descargas como funcién de la coherencia en los puntos a,b,c,d. (Se hicieron simula-
ciones para valores de coherencia mayores a 50 %)

su valor umbral, mientras que el acumulador T2 sigue decayendo de la misma forma que
al comienzo del trial.

Estas relaciones quedan mas claras al ver la figura 3.17, que es el equivalente al grafico
de la derecha de la figura 3.15. Es preciso mencionar que las curvas graficadas en 3.17
pueden ser ligeramente distintas a lo que se obtendria directamente de la figura 3.16,
pues los datos de ambas figuras corresponden a conjuntos de simulaciones distintas (de
hecho, para construir las curvas de la figura 3.17 se consideraron muchos mas valores de
coherencia que para la figura 3.16).

Se debe tener presente que este modelo no es capaz de dar cuenta de fenémenos maés
complejos, como los observados en la figura en los primeros 250ms de la figura 3.15. Es-
tos fenémenos podrian estar relacionados a mecanismos propios de las primeras etapas
de procesamiento del estimulo, y este modelo simplemente no incorpora esos mecanis-
mos. Concluimos entonces que se han logrado reproducir cualitativamente los resultados
deseados.
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Figura 3.18: Curso temporal en respuestas correctas y erréneas, alineadas al comienzo y final del trial.Se
consideran dos valores de coherencia. Corresponden a datos experimentales obtenidos de [15]

Se deben tener presente, en primer lugar, los graficos de la figura 3.6, donde se mues-
tran en lineas soélidas los trials correctos y en punteadas los erréoneos. Las lineas negras
representan elecciones T1 y las grises elecciones hacia T2. Luego, las lineas punteadas
negras representan trials donde el movimiento de puntos era hacia T2 y erréneamente
se elige T1, y las lineas punteadas grises son trials donde el movimiento era hacia T1
pero se elige T2. Se debe notar, sin embargo, que los datos corresponden al paradigma
de eleccién forzada, donde, como se vio en 3.1, se obtienen comportamientos algo distin-
tos al paradigma de eleccion libre. Se presentan en la figura 3.18 nuevos gréficos, ésta
vez correspondientes a datos experimentales para el paradigma de eleccion libre. Debe
advertirse que las convenciones son distintas, en estos graficos las curvas de colores son
respuestas correctas y las grises errores. Lineas solidas corresponden a movimiento hacia
T1 (elecciones T2 en respuestas erréneas) y las punteadas hacia T2 (elecciones T1 en
respuestas erréneas). La diferencia cualitativa principal entre el grafico de la figura 3.6 y
el de la figura 3.18 es que en esta ultima el incremento en las tasas de descargas es mas
fuerte; en 3.6 la tasa de descargas se estabiliza en una "meseta”, lo que es consecuencia
de que se trata del paradigma de eleccion forzada.

En ese paradigma se dispone de resultados provenientes del modelo de espigas, los que
se muestran en la figura 3.19. Las convenciones son iguales a las de la figura 3.6. Se ve
claramente que se logra reproducir el aumento caracteristico de la tasa de descarga en el
paradigma de eleccion forzada.

Los resultados de simulacién de este modelo se muestran en la figura 3.20. Las convenciones
de esta figura son las mismas que las de la figura 3.6 y las especificaciones de simulacién
son las mismas que para el andlisis del curso temporal de respuestas correctas. Se logra
reproducir lo esperado, de acuerdo a lo descrito en la seccion 3.1. Se debe tener presente
que dado que se trata del paradigma de eleccion libre, la figura 3.20 mas bien deberia ser
comparada con la figura 3.18, y no con 3.6. Lamentablemente, la figura 3.18 no informa
de los cambios que ocurren para valores altos de coherencia, pero es razonable pensar que
las curvas de errores cambiarian de manera similar a como lo hacen en la figura 3.6. Si
ese es el caso, entonces se ha logrado reproducir lo que era deseado. El hecho de que para
coherencias altas las curvas de errores se vean poco regulares es nuevamente el resultado
de que se dispone de relativamente pocos trials para tomar promedios.
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Figura 3.19: Curso temporal en respuestas correctas y erréneas, alineadas al comienzo de movimiento de
puntos. Se consideran 4 valores de coherencia. Corresponden a simulaciones del modelo de espigas de [19]

3.4. Discusion

El modelo satisfactoriamente reprodujo 5 de los 6 hechos de los que debia dar cuenta, de
acuerdo al criterio previamente acordado. La tunica falla es que no predice que los trials
con errores son mas lentos que los trials correctos, como si sucede en el experimento del
movimiento de puntos. Este hecho no es una particularidad de este paradigma; también
ha sido mencionado como una propiedad general de la toma de decisiones [17, p. 163]. De
todos modos, debido a que el resto de los items son cumplidos de manera muy satisfacto-
ria es que puede decirse con propiedad que es un buen modelo, aunque sin duda sujeto a
mejoras.

Este modelo fue concebido con el fin de conciliar las ideas de la psicologia cognitiva y los
conocimientos experimentales de la neurociencia. Al ser las tasas de descargas cantidades
siempre positivas, era necesario contar con dinamicas dadas por ecuaciones cuya solu-
cién sea siempre positiva. Fue con ese objetivo que se llegd a la idea de usar ecuaciones
diferenciales estocasticas reflejadas, que es una manera estandar de lidiar con la posible
negatividad de las soluciones. Podrian haberse considerado otras posibles soluciones para
evitar ese problema, por ejemplo, considerando una matriz de difusion dependiente de la
tasa de descargas. ! Sin embargo, aquello implicarfa hacer supuestos que no tienen su
contraparte en la literatura experimental sobre cémo es el ruido que se observa en las
tasas de descargas,

El modelo puede asi entenderse como un hibrido entre el de inhibicion mutua, presentado
en la seccién 1.4, y los de dinamicas de poblaciones presentados en 3.1. La diferencia con
el primero es que en este existe un mecanismo para evitar la negatividad de las soluciones,
y con el segundo, en que no aparece la funcion h que se aplica al input. Incidentalmente,
resulta que el esquema numérico que permite simular las ecuaciones estocasticas refleja-
das coincide con lo que se hace en uno de los modelos de dindmicas de poblaciones ([18]),
es decir, hacer z; + max(z;,0) al finalizar cada paso. De esa manera, el modelo tiene
el poder de permitir interpretar en términos matematicos rigurosos aquello que se hizo
durante algunos anos de manera heuristica. Ese es tal vez el alcance de mayor relevan-
cia del modelo; mas que constituir una forma radicalmente distinta de conceptualizar la

1 Ta] es el caso, por ejemplo, del movimiento browniano geométrico, utilizado en finanzas para modelar
el precio de un activo.
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toma de decisiones, presenta un nuevo marco matematico mediante el cual la toma de
decisiones puede ser vista, con el objetivo que se respeten los principios de la psicologia
y de las neurociencias. Aquel marco tedrico, el de las ecuaciones reflejadas, no resulta ser
en ningun caso intratable, pues de hecho, en el capitulo 2 se demostraron resultados de
medidas estacionarias que son aplicados en este capitulo para obtener el nivel de actividad
basal

En cuanto a lineas de trabajo futuro relacionado con el modelo, estdn, en primer lugar,
poder estudiar mejor el espacio de pardmetros con el objetivo de proveer ajustes mas
reales a los resultados empiricos, al menos sobre los cuales existan buenas bases de datos.
Como se planted en la seccion 3.2, existe la conviccién de que tal ajuste es posible, pero
en este trabajo fueron priorizados otros aspectos que en primera instancia se vislumbra-
ban importantes. Otra vertiente de trabajo consiste en estudiar el uso de funciones no
lineales que se apliquen sobre el input. En este caso, con el objetivo de mantener la ma-
yor simplicidad posible, se consider6 una ecuacion lineal sélo afectada por el término de
reflexiones. Incluir funciones h no lineales en el modelo podria ser eventualmente la clave
para subsanar el punto que constituye la gran piedra de tope, los tiempos de reacciéon en
trials erréneos en comparacién con aciertos.

Por ultimo, es importante explorar cémo este modelo podria ser utilizado para dar cuenta
de la toma de decisiones en contextos mas generales, no necesariamente limitados al movi-
miento de puntos. La razén de escoger ese paradigma particular es que para él se conocen
datos neurobiologicos reales, pero eso no excluye la posibilidad de que en otras tareas,
mas complejas, podrian observarse dinamicas similares en las neuronas apropiadas. En
palabras de Joshua Gold y Michael Shadlen, pioneros en la investigacion experimental en
el paradigma de movimiento de puntos

"The path from simple decisions to complex ones may be more straightforward
than it appears [...] These considerations may one day allow us to extend
insights obtained from simple sensory-motor paradigms to the kind of complex
decisions that comprise the fabric of cognition [0, pp. 562-563]”
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Figura 3.20: Curso temporal de la tasa de descargas para respuestas correctas y erroneas, alineadas al
comienzo del trial y comienzo de la respuesta. Se consideran 4 valores de coherencia

80



Bibliografia

[1]

[9]

[10]

[11]

R. Bogacz, E. Brown, J. Moehlis, P. Holmes, and J.D. Cohen. The physics of opti-
mal decision making: A formal analysis of models of performance in two-alternative
forced-choice tasks. Psychological Review, 113(4):700-765, 2006.

K.H. Britten, M.N. Shadlen, W.T. Newsome, and J.A. Movshon. Responses of neu-
rons in macaque mt to stochastic motion signals. Visual Neuroscience, 10:1157-1169,
1993.

E. Brown, J. Gao, P. Holmes, R. Bogacz, M. Gilzenrat, and J.D. Cohen. Simple
neural networks that optimize decisions. Int. J. Bifurcation and Chaos, Vol. 15, No.
3 (2005) 803-826, 15(3):803-826, 2005.

J.D. Cohen, K. Dunbar, and J.L.. McClelland. On the control of automatic processes:
A parallel distributed processing account of the stroop effect. Psychological Review,
97(3):332-361, 1990.

M. Furman and X.J. Wang. Similarity effect and optimal control of multiple-choice
decision making. Neuron, 60:1153-1168, 2008.

J. I. Gold and M. N. Shadlen. The neural basis of decision making. Annual Review
of Neuroscience, 30:535-575, 2007.

P. Holmes, E. Shea-Brown, J. Moehlis, R. Bogacz, J.Gao, G. Aston-Jones,
J.Rajkowski, and J.D. Cohen. Optimal decisions: From neural spikes, through sto-
chastic differential equations, to behavior. IFICE Transactions on Fundamentals of
FElectronics, Communications and Computer Sciences, E88-A(9):1-8, 2004.

J. J. Hopfield. Neural networks and physical systems with emergent collective compu-
tational abilities. Proceedings of the National Academy of Sciencies of the United
States of America, 79(8):2554-2558, 1982.

M.E. Mazurek, J. D. Roitman, J. Ditterich, and M.N. Shadlen. A role for neural
integrators in perceptual decision making. Cerebral Cortex, 13:1257-1269, 2003.

J.L McClelland. On the time relations of mental processes: An examination of systems
of processes in cascade. Psychological Review, 86(4):287-330, 1979.

W. Newsome, K.H. Britten, and J.A Movshon. Neuronal correlates of a perceptual
decision. Nature, 341:52-54, 1989.

81



Bibliografia Bibliografia

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

W.T. Newsome, K.H. Britten, and J.A. Movshon. Neural correlates of a perceptual
decision. Nature, 341(6237):52-54, 1989.

R. Petterson. Aproximations for stochastic differential equations with reflecting con-
vex boundaries. Stochastic Processes and their Applications, 59:295-308, 1995.

R.Bogacz, M. Usher, J Zhang, and J. L. McClelland. Extending a biologically inspired
model of choice: multi-alternatives, nonlinearity and value-based multidimensional
choice. Philosophical Transactions of the Royal Society B, 362:1655-1670, 2007.

J.D. Roitman and M. N. Shadlen. Response of neurons in the lateral intraparietal
area during a combined visual discrimination reaction time task. The Journal of
Neuroscience, 22(21):9476-9486, 2002.

M. N. Shadlen and W. T. Newsome. Neural basis of a perceptual decision in the
parietal cortex (area lip) of the rhesus monkey. J. Neurophysiol, 85:1916-1936, 2001.

P.L. Smith and R. Ratclif. Psychology and neurobiology of simple decisions. TRENDS
in Neurosciences, 27(3):161-168, 2004.

M. Usher and J. McClelland. The time course of perceptual choice: The leaky, com-
peting accumulator model. Psychological Review, 108(3):550-592, 2001.

X.J. Wang. Probabilistic decision making by slow reverberation in cortical circuits.
Neuron, 36:955-968, 2002.

X.J. Wang. Decision making in recurrent neuronal circuits. Neuron, 60:215-235,
2008.

82



Capitulo 4

Una aplicacion a aprendizaje

4.1. Introduccion

En este ultimo capitulo se especulara un mecanismo neurobiolégico que puede dar cuenta
de varios fenémenos de aprendizaje que surgen en la toma de decisiones. En este contex-
to no se entiende aprendizaje en el sentido corriente, sino de la manera mas elemental
posible, es decir, como una modificaciéon en la conducta con el fin de obtener mejores
resultados. Se tendra siempre en mente el paradigma del movimiento de puntos, pues es
de ahi de donde se dispone del mayor conocimiento neurobiologico, y se asumira valido el
modelo presentado en el capitulo 3. Sin embargo, es necesario dejar en claro que todos los
argumentos que se daran en este capitulo son independientes de la forma particular que
adopte el modelo de decision, pues sélo se requiere que éste respete una estructura basica,
que es la de poseer acumuladores de evidencia en donde la decision se produce cuando un
acumulador llega a su umbral.

En esta seccién introductoria se dan a conocer todos los antecedentes que permitiran
construir el mecanismo, lo que se llevara a cabo en la seccion 4.2

A continuacion se definiran los fendmenos que englobaremos mediante el término apren-
dizaje.

4.1.1. Conceptualizacion del aprendizaje

El primer tipo de aprendizaje tiene que ver con las mejoras sostenidas que un individuo
experimenta gracias a la practica. Este ha sido largamente descrito en psicologia (ver por
ejemplo [1, 11]). Es sabido que durante la ejecucién de una tarea (en particular,durante la
toma de una decisién), si las condiciones experimentales no cambian, entonces es posible
observar tanto una disminucién en los tiempos de reaccion como un aumento en la preci-
sion. Estos cambios pueden observarse graficamente en las llamadas curvas de aprendizaje,
que muestran estas variables como funcion del trial. Un ejemplo de esas curvas se muestra
en la figura 4.1. Al comienzo los tiempos son altos y la precision cercana al azar, pero con
el transcurso del tiempo (frials) estas variables parecen converger a valores asintoticos.
Estas cantidades asintéticas no necesariamente son 0 para el tiempo de reacciéon y 1 para
la precisién, aunque pueden acercarse mucho a estos valores si la tarea es sencilla. Las
curvas de aprendizaje se construyen calculando grandes promedios poblacionales, pero no
tiene sentido construir una curva de aprendizaje con un solo subject porque en una serie
experimental no se observan las precisiones, sino sélo una secuencia de ceros (errores) o
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4.1. Introduccion Capitulo 4

unos (aciertos). Sin embargo, eso no significa que no se pueda suponer que cada individuo
experimente aprendizaje, de hecho, para dar cuenta de estas curvas es comin considerar
modelos donde hay variables ocultas que evolucionan en el tiempo como procesos de mar-
kov [14]. Los resultados experimentales de cada individuo (tiempos de reaccién para cada
trial y variables binarias que codifican los aciertos) pueden entenderse como una funcién
de esas variables ocultas. A diferencia de esa vision, en este trabajo se propondra expli-
citamente cudles son las variables (aleatorias) cuyas dindmicas producen el aprendizaje.

o o o o
o @m @

PriCorrect Response)

10 20 30 ap 50 60 70 80 a0 100
Trial Number

Figura 4.1: Curvas de aprendizaje tipicas para el tiempo de reaccién (arriba) y precisién (abajo). Obtenido

de [14]

El segundo tipo de aprendizaje que se considera es el de la adaptacion a las condiciones del
entorno, las que pueden ser cambiantes. En el mismo contexto del movimiento de puntos,
puede considerarse una situacion en la que el movimiento va siempre en la misma direccién.
El subject, aprendera rapidamente cudl es la direccién del movimiento y aprovechard ese
conocimiento que tiene (que el movimiento es siempre hacia el mismo lado) para sesgar
su eleccién hacia ese lado. Los tiempos rapidamente decreceran y la precision aumentara,
el subject no debe destinar esfuerzos para determinar la direccién del movimiento pues
ha aprendido que siempre es la misma. Sin embargo, si repentinamente el movimiento
se cambia hacia la direcciéon contraria, entonces el subject experimentara una inercia a
dar la respuesta que ya no es valida. Asi, nuevamente se cometeran errores y el tiempo
de reaccién aumentara durante los trials siguientes, hasta que logre aprender la nueva
direccion de movimiento. El aprendizaje sera logrado a través de una plasticidad para
modificar la conducta. Se ha documentado que que efectivamente los subjects, incluso si son
primates no humanos, son capaces de rapidamente cambiar su conducta frente a cambios
en las condiciones experimentales, siempre que sean dados los incentivos (recompensas)
suficientes para realizar ese cambio[!8]

El mecanismo que se propondra en 4.2 permite explicar estos dos tipos de aprendizajes
como si fueran en realidad las caras de una misma moneda. A continuacion se presentara
la teoria existente en la toma de decisiones 6ptimas, y se discutira como ese marco puede
ser aprovechado para concebir el aprendizaje.
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4.1.2. Optimalidad en la toma de decisiones

Se ha hipotetizado [I] que un individuo, al tomar una decisién busca maximizar una
funcion f de las dos variables relevantes, la precisién p y el tiempo de decision T'. Especi-
ficamente, se han mencionado dos funciones razonables: la primera de ellas, propuesta en
el contexto de la teoria de deteccién de sefiales (mostrada en la seccién 1.4), es una suma
ponderada del tiempo de decision y la probabilidad de cometer un error, 1 — p. Es decir

filp, T) =T + ea(1 = p) (4.1)

El individuo busca minimizar fi, es decir, minimizar el tiempo de reaccién y al mismo
tiempo la posibilidad de errar. La segunda funcion, la tasa de recomenpensa o Reward
Rate, surge como propuesta en el contexto de la neurobiologia, especificamente en [5] (los
mismos autores de varios de los articulos mencionado en el capitulo 3). En esta caso la

funcién estd dada por *
p
TY=——; RT =T+t 4.2
Falp T) = o i (1.2
La cantidad RT es el tiempo de reaccién y se obtiene sumando 7' con t;, como se vio en
1.4. Obviamente, en este caso se busca maximizar fs.

Una diferencia fundamental entre (4.1) y (4.2) es que en el caso de f; se tienen los pa-
rametros ¢y, co, los que podrian variar de acuerdo a cada individuo, reflejando distintas
preferencias o estilos de respuesta. Por ejemplo, si ¢; = 0 entonces estamos en presencia
de un individuo que busca minimizar la probabilidad de errar, pero que es indiferente
al tiempo de reaccién. Estos parametros pueden estar determinados por distintas condi-
ciones experimentales, pues por ejemplo a un individuo se le puede instruir a responder
precisamente en desmedro de la rapidez. A su vez lo anterior puede ser visto en términos
del Speed-Accuracy trade-off, introducido en 1.4.1, ya que cada punto de la curva SAT
(figura 1.9) se corresponde con una cierta combinacién de preferencias entre precision y
tiempo. Luego, si un individuo es instruido a privilegiar una variable por sobre la otra
(por ejemplo precisién sobre tiempo de reaccién), puede pensarse que estd tratando de
moverse a lo largo de la curva SAT, y equivalentemente, tratando de minimizar la funcién
f1 (en el ejemplo, con ¢; = 0).

En el caso de f; no existen parametros que puedan reflejar diferencias individuales relacio-
nadas a diferentes estilos de respuesta. A pesar de esa "desventaja” gran parte del trabajo
que se ha hecho previamente considera a la reward rate como la cantidad relevante.

Debe tenerse presente que p,T son en realidad funciones de los pardmetros internos del
modelo, y también de las condiciones experimentales. Esto puede expresarse como

(p, T) = g([l, _[2, a, ﬁ, g, .I(O)l, I(O)Q, Ll, L2> (43)

Asi, si un individuo quiere optimizar la funcién f debe producir cambios en las variables
que determinan p y 7. Entenderemos como aprendizaje en este contexto? al procedimiento
mediante el cudl se logran modificar las variables del argumento de la funcién ¢, con el

ILa ecuacién 4.2 es una versiéon simplificada para efectos de la exposicién. El lector interesado puede
ver la forma de la funcién en detalle por ejemplo en [1, p.721]
2A priori esta definicién de aprendizaje no se relaciona con las discutidas en 4.1.1
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objetivo de producir valores de p, T que optimicen la funciéon f. Dado que Iy, I5 son pa-
rametros manipulados experimentalmente y que no dependen del control del individuo es
que no se consideran como candidatos para ser modificados por él. Por el contrario, éstas
son variables que determinan el entorno o contexto en el que se produce el aprendizaje y
la tarea del individuo es, mediante modificaciones de los otros parametros, optimizar f, la
que esta a su vez parcialmente determinada por [, 5. Estas variables no necesariamente
estan fijas, de hecho pueden obedecer a una distribuciéon de probabilidad que varia en el
tiempo.

De todos los pardametros internos, ¢ no es un buen candidato para ser responsable del
aprendizaje, pues como se defini6 en el capitulo 3, es un reflejo de la actividad espontanea
aleatoria en el sistema encargado de la toma de decisiones, producida por perturbaciones
externas. Los candidatos restantes son los pesos de las conexiones entre ambos acumula-
dores (a, f3), la actividad basal z(0);, 2(0)2 y los umbrales de decisién Ly, Lo.

La idea de que los pesos de las conexiones pueden modificarse dinamicamente con el ob-
jetivo de minimizar una funciéon ha sido la piedra angular para la conceptualizacién del
aprendizaje en inteligencia artificial [%]. En esa disciplina las neuronas son modeladas me-
diante unidades que interactiian dindmicamente como un autémata celular. Asociadas a
dichas redes de automatas aparecen funcionales de energia, que dependen de los pesos de
las conexiones entre las unidades [6]. El aprendizaje consiste entonces en un procedimiento
dindmico, o algoritmo, donde los pesos de la red son modificados de manera que la funcién
de energia converja a su valor minimo. Dicha idea ha sido explotada tanto en contextos
industriales como en las ciencias cognitivas (ver por ejemplo [3, 1]). Su fundamento bio-
logico sera detallado méas adelante.

Entonces, la alternativa mas obvia para modelar el aprendizaje es proponer a «, 3 co-
mo variables temporales, descartando las otras opciones. Sin embargo, recientemente la
actividad basal y los umbrales han sido sefialados como las opciones mas factibles para
convertirse en variables dindmicas [2]. Ese estudio trata sobre las bases neuronales del SAT
(ver capitulo 1), y basado en evidencia proveniente de estudios de imagenes funcionales
(fMRI) propone que son esas las cantidades que podrian reflejar cambios en la curva SAT
(por ejemplo, pasar de preocupacién por la precisién a preocupacién por la velocidad), y
de acuerdo a lo antes discutido, finalmente en la funciéon f. Lamentablemente la técnica
fMRI, que permite detectar cambios de actividad cerebral locales provocados por la ejecu-
cion de una tarea, tiene una buena resolucién espacial a nivel macroscopico, pero es poco
decidora de qué es lo que ocurre en el nivel de poblaciones de neuronas. La metodologia
necesaria para poder determinar qué variables podrian influir en cambiar la funcién f es
la del single-unit, y lamentablemente no se dispone de resultados que hagan uso de esa
ténica

A continuacién se mostrara que a pesar de que no existe una validacién experimental, el
considerar al umbral de decisién como la variable cuya dinamica produce el aprendizaje
es una alternativa biolégicamente razonable.

4.1.3. El umbral de decisién como responsable del aprendizaje

La alternativa que ha sido mas explotada a nivel tedrico, y que también es la base de este
capitulo, es que son los umbrales de decision Ly, Lo las variables dindmicas que constituyen
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la base del aprendizaje perceptual [17] 3. En el articulo [5], y en la misma linea de lo
descrito en la seccion 1.4, es decir, considerando la toma de decisiones en un contexto
psicologico o estadistico pero no necesariamente neurobiologico, se considera al umbral de
decision como el resultado de las condiciones experimentales. Estas condiciones pueden
relacionarse con algtin sesgo motivacional (por ejemplo, si alguna respuesta esta asociada
a una mayor recompensa) o a una mayor probabilidad de ocurrencia de una alternativa
por sobre la otra. En cuanto a la posible contraparte neural se hipotetiza:

"we propose that in the brain, the threshold may be controlled by neural
circuits that calculate the rate of reward. [, pp.299]”

En la figura 4.2 se muestra cémo la reward rate es una funciéon del umbral de decisién,
y que existe un umbral tal que la tasa de recompensa alcanza su valor maximo. Dicha
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Figura 4.2: Reward rate como funcién del umbral de decisién (barrier height). Resultados de simulacién
obtenidos de [5]

hipétesis es posteriormente explotada en de manera tedrica en [12]. En un articulo de
modelamiento computacional, y en una linea muy similar a la de [16] (asociado al modelo
de espigas presentado en la seccién 3.1) se muestra como el umbral de decisién podria
ser el resultado de un circuito neuronal. Este mecanismo es esquematizado en la figura
4.3. Especificamente, en 4.3a se muestran las conexiones entre las distintas componentes
del circuito: desde arriba hacia abajo, el input sensorial es provisto por las neuronas MT,
las que alimentan a las neuronas corticales (LIP) . Asi, la parte superior del dibujo 4.3a
representa la misma estructura que la figura 3.7 mostrada en el modelo de espigas. Se
observan conexiones reciprocas entre este nivel cortical y niveles inferiores, que correspon-
den a estructuras cerebrales subcorticales. Una simulacion del mecanismo que da lugar
al umbral de decision se muestra en la figura 4.3b. Explicado en términos sencillos, al al-
canzar un valor determinado, el umbral, la actividad de algin grupo neuronal cortical se
procuce una gran descarga sibita en el nivel subcortical del coliculo superior (en la figura
4.3a corresponde al nivel més bajo), el que se piensa estd encargado de comandar acciones
motoras. Esa actividad subita a su vez actiia sobre el nivel cortical, reseteando el sistema.

3lo denominamos perceptual porque estamos en el contexto del movimiento de puntos, una tarea de
discriminacién perceptual

4La palabra cortical se usa para referirse a las estructuras ubicadas en la corteza cerebral. Tanto las
areas MT y LIP se encuentran en la corteza, sin embargo en lo sucesivo nos referiremos sélo a las neuronas
LIP como las corticales
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El valor exacto de actividad cortical necesaria para que se produzca este fendémeno queda
entonces determinado por los parametros del circuito.
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Figura 4.3: Mecanismo neuronal tedrico para el umbral de decisién. Obtenido de [12]

En ese mismo articulo se explora como los pesos de las conexiones entre las distintas
estructuras involucradas pueden modular el valor del umbral. En la figura 4.4 se muestra
coémo las conexiones entre la corteza y los niveles inferiores pueden modular este valor. Se
observa que el peso (o eficiencia) de las conexiones entre la corteza y el coliculo superior
practicamete no afectan el umbral de decision, contrariamente a lo que sucede con el peso
de las conexiones entre la corteza y la estructura subcortical del niicleo caudado ® (nivel
medio de la figura 4.3a).

Entonces, el peso de las conexiones cortico-caudales modifican el umbral de decision, el
que a su vez modifica la reward rate. Debido a que la funcién mostrada en 4.4 (color negro)
es mondtona decreciente, se concluye (mirando también la figura 4.2) que hay un tdnico
peso que maximiza la reward rate.

Ahora se puede retomar un idea previamente encunciada, la de los pesos de las conexiones
como la base del aprendizaje: vemos que finalmente en este modelo tedrico los cambios
en el umbral de decision estan medidados por cambios en pesos de conexiones en la red,
por lo tanto, el concebir el aprendizaje sobre la base de cambios dinamicos en el umbral
de decisién estd en linea con la corriente principal. Cabe en este momento preguntarse:
,qué mecanismos biologicos pueden ser la base de cambios en los pesos de las conexiones
cortico-caudales, y asi, y de acuerdo a este modelo, del umbral?

En el articulo [12] se concluye

”Our finding of tunable threshold through cortico-striatal synapses is notable
especially in light of the fact that modification of cortico-striatal connections

SEspecificamente, el niicleo caudado es un conjunto de neuronas de naturaleza similar, y con forma de
C, ubicado en los ganglios de la base
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Figura 4.4: Cambios en los pesos de las conexiones cortico-caudales (Cx-CD) y cortico-coliculares (Cx-SC)
producen cambios en el umbral de decisiéon. Obtenido de [12]

is strongly modulated by reward signals mediated by the dopamine system”®
[12, p. 962]

La importancia de ese parrafo es que el sistema dopaminérgico es el que esta involucrado
en mecanismos de plasticidad sindptica, especificamente de las denominadas Long Term
Potenciation y Long Term Depression [9, 7]. Para los fines de este trabajo, basta saber que
estos mecanismos permiten rapidas variaciones en los pesos de las conexiones relevantes.
Estas variaciones tienen como objetivo proveer al subject la mayor recompensa posible
de su entorno, y responder rapidamente ante cambios en éste [13] (de ahi, que el sistema
dopaminérgico sea también llamado ”de recompensa”). Con esto, los autores también
senialan

”a mechanism for tunable threshold can be implemented by the cortico-striatal
synaptic plasticity[...] more specifically, the activated cortico-striatal synapses
increase their strenght by a small amount in rewarded trials and reduce it in
error trials. Such cortico-striatal synaptic modifications in turn alter choice
behavior and thus the reward rate itself”[12, p. 962]

Es decir, se hipotetiza una regla bioldgicamente implementable mediante la cual los pesos
de las conexiones son modificados con el objetivo de optimizar la reward rate.

El objetivo de la seccién 4.2 es mostrar explicitamente un mecanismo (o regla) que esté
en linea con todas las ideas que han sido presentadas

4.2. Un mecanismo para el aprendizaje perceptual

En 4.1.1 se mencionaron los fendémenos cognitivos especificos que en el contexto de este
trabajo quedaran englobados bajo el término aprendizaje. Posteriormente, en 4.1.2 se

6Ta conexién cortico-striatal es la misma que en esta memoria se denomina cortico-caudal.
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propuso que una manera razonable de entender el concepto de aprendizaje en la toma
de decisiones es mediante un proceso de optimizacion. Finalmente, en 4.1.3 se dieron
argumentos basados en la literatura que apoyan la idea de que la modificaciéon de los
umbrales de decision constituye un mecanismo biolégicamente implementable para dar
cuenta de aquel proceso de optimizacion.

El objetivo de esta seccion es proponer explicitamente aquel mecanismo que modifica los
umbrales de decisién con el objetivo de optimizar una determinada funcién 7 . Se hara
un andlisis matematico riguroso de las propiedades de convergencia del algoritmo. En
la seccion 4.3 se mostrara que mediante esta modificaciéon de los umbrales se puede dar
cuenta del aprendizaje como fue definido en 4.1.1.

4.2.1. Preliminares: algoritmos de aproximaciéon estocastica y
resultados de convergencia

En esta subseccion se utilizarda un tipo particular de los llamados algoritmos de optimi-
zacion estocastica. En estos algoritmos se tiene una funcién f : R” — R de la que se
pretende encontrar  de manera que f() = 0. Existen procedimientos recursivos estandar
para encontrar raices de f, pero ahora, como se estd en un contexto estocastico, estas
recursiones resultan distintas. La aleatoriedad es incluida al asumir que f es de la for-
ma f(f#) = E(Y|0) donde Y es una variable aleatoria que depende del parametro 6. El
algoritmo especifico que se utilizard es el de Robbin-Monro [15]. En su version original
se asume que f es una funciéon de un solo pardmetro y ademas es creciente. La recursion
puede plantearse como

Oni1 =0, — Yye, (4.4)

Las cantidades Y,, son aleatorias tales que E(Y;,,) = f(6,) y la sucesion e, satisface
Temeo Yoo
n n

asi, una eleccién razonable es ¢, = % A pesar de que existen algoritmos eventualmente
mas eficientes, la ventaja de la recursion (4.4) es que el valor de 6 se actualiza sobre la base
un s6lo muestreo (V). La conveniencia de lo anterior serd mas clara cuando se plantee el
algoritmo en el contexto de este trabajo.
La pregunta fundamental relativa al funcionamiento de los algoritmos de aproximaciéon
estocastica es qué tipo de convergencia satisface la secuencia {6,},. Aquello depender4,
ademéas de la condicién sobre ¢,, de las particularidades de la funcién f y la sucesién
Y,,. Por ejemplo, si Y, es acotada y f es de clase C' entonces hay convergencia casi se-
gura a #. El mecanismo que se propondré implementa este algoritmo para el pardmetro
0 = (L, Ls). Por lo tanto, es necesario conocer un resultado de convergencia para el
caso multidimensional, el que sera ampliamente explotado en lo que resta de este capi-
tulo. Para enunciar ese resultado, consideramos primero la siguiente recursién, una ligera
modificacién de (4.4)

Oni1 =Tp(0, + Yoe,) (4.5)

"Debe advertirse que acé el término optimizacién es usado en un sentido ma$ bien vago, pues realmente
no se resolvera un problema de optimizacién, ya que esta modificacién de los umbrales no conduce al punto
que maximiza o minimiza la funcién objetivo. Sin embargo, conviene usar ese término por el bien de la
exposicién
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Donde IIp es la proyeccién sobre el conjunto D, que podemos suponer un hipercubo.
El objetivo de proyectar en Il es evitar que el parametro 6 fluctie, debido al azar, en
valores donde no deberfa. Afortunadamente la teoria de convergencia se tiene también en
este caso.

Los resultados y definiciones se enunciaran de la manera més breve posible y evitando
sobrecargar la notacion. Obviamente se asume un contexto probabilista, donde todas
las variables estédn definidas en un mismo espacio (2, F,P). El lector interesado en una
exposicién mas rigurosa puede consultar los capitulos 4 y 5 de [10].

La primera definiciéon relevante es la de ecuacion diferencial ordinaria proyectada

Definicién 4.2.1. Ecuacién diferencial ordinaria proyectada (EDOP)

Sea D =III" | [a;, b;] y para x € D consideramos el conjunto C'(z) definido como el singleton
0 si x esta en el interior de D y si x € 9D como el cono convexo infinito generado por las
normales externas a las caras a las que x pertenece. Definimos para f continua la EDOP
dada por la dinamica

#(t) = flz@) +2(t)  =(t) € =C(z(1)) (4.6)
z(t) es tomado como el vector de norma minima necesario para que z(t) € D, Vt

Otro concepto importante es el de conjunto limite, el cual en general tiene sentido para
sistemas dinamicos mas generales que los dados por el flujo de soluciones de una ecuacién
diferencial.

Definicién 4.2.2. Conjunto limite
Para 2y € D definimos un conjunto limite a partir de la solucién z(s) de la ecuacién (4.6)
con condicion inicial xg, de la siguiente manera

L(zo) = [ {z(s) : s >t}

t>0

Con las definiciones anteriores se puede ya enunciar el teorema

Teorema 4.2.3. (Teoremas 5.2.1 de [10]) Supongamos que para la ecuacion recursiva
(4.5) se verifican las siquientes condiciones:

(C1) sup, E(|Y,[?) < oo
(02) E(Yn) = f(en)

(C3) 3, 0 = 00 4 50, € < o0
(C4) f es continua

Entonces casi sequramente la secuencia 0, converge al algin conjunto limite de la ecuacion
(4.6), es decir, existe Q' C Q con P(QY) =1 tal que si w € Q' entonce existe xg € D tal
que

dist(0,(w), L(zg)) — 0
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4.2.2. El mecanismo

Se considera en lo sucesivo el modelo para la toma de decisiones del capitulo 3. Con to-
dos los parametros fijos, (exceptuando Ly, Lo. Los valores usados estan en la entrada del
algoritmo 2, pero se debe mencionar que el mayor cambio respecto a lo realizado en el
capitulo 3 es que se considera la condicién inicial X (0) = (0,0). La eleccién arbitraria de
esta variable es solamente para facilitar los calculos pero se debe destacar que se obtienen
resultados equivalentes si se consideran niveles de actividad inicial mayores a cero, como
en el capitulo 3, donde éstos se escogian como la media de la distribuciéon estacionaria
asociada al proceso en ausencia de input.

En dicho modelo se insertara un mecanismo cuyo fin es producir cambios en los umbrales
de decision, que seran el resultado del aprendizaje. El contexo es una sesiéon experimental
con N trials, donde las cantidades L}, L representan los valores de los umbrales de deci-
sion al comienzo del trial n < N. Las ecuaciones recursivas para L}, L} buscan actualizar
los umbrales sobre la base de la nueva informaciéon adquirida durante el trial n — 1. Esta
informacion es el tiempo de decision y la precision. En otras palabras, se asume que el
sistema (o individuo) tiene pleno conocimiento del tiempo exacto de su decisién anterior,
y de si la respuesta que dio fue un error o un acierto, lo que implica también el conoci-
miento de la direccién del movimiento de puntos.

Para explicitar la regla de actualizacién, primero se considera la sucesion (17, 15) de in-
puts. Esta secuencia la supondremos aleatoria. La aleatoriedad permite reflejar distintas
condiciones experimentales, por ejemplo, distintos valores de coherencia, a través de cam-
bios en la cantidad |I]* — I}|, o bien, el lugar donde est4 la respuesta correcta, lo que queda
reflejado en si I7 > 15 6 I > 1.

Para representar los tiempos de decision y la precision en el trial n consideramos las
cantidades

T =mf{t>0: x(t) = LYY m = inf{t > 0: ay(t) = Ly '}, 7" = min(]", 73
que son los tiempos de decisién, y por ultimo

n
pPr=lpsplypom +1pcplpom

que es la precisién & en el trial n.

En el algoritmo 2 se muestra la recursién que permite determinar L7, L5. Este puede ser
expresado concisamente a través de las ecuaciones (4.7),(4.8).

. ) N1 ; i+l i
Ll(Z + 1) = max (Ll(z) + ; <(1 — Zl+1)ﬂl§+1>[§+l]17i+1:T1i+1 — Zl+1T +1> ’O) (47)
1 , L
Ly(i + 1) = méx (Lg(i) + = ((1 — Zy g pin i — Z;+17-l+1> ,o> (4.8)
7 1 2 2

Es importante notar que a pesar de la dependencia en 7+ 1 de los términos multiplicados
por el factor 1/i de las ecuaciones (4.7), (4.8), éstos son esencialmente funciones de L(7)
y de términos aleatorios que no dependen de ningin L(7). Es decir, hay dependencia en

8Notar que en este caso no nos referimos a la precisién como a un promedio (esperanza), sino como a
la variable aleatoria que codifica si la respuesta fue errénea o correcta. Se usara la palabra indistintamente
en ambos contextos pero es importante entender la diferencia
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Algoritmo 2 Mecanismo de aprendizaje para los umbrales L}, L%

Entrada:
N >0, L,a,
1 05 B _
A_(O,5 1 ), o =0,5,X(0) =(0,0)
Secuencia 13, n <N

1. LY, LY iid, LY, LY ~ Uniforme(0, L)

2: Zl(Z>, ZQ(Z),Z =1...N lld, Zl(l), ZQ(Z) ~ Bernoulli(a)

3: fort=1...N do

4: Simular variables 7{, 7%, 7%, p con el algoritmo 1 del capitulo 3 con los pardmetros

A0, X(0), I = (I, I5) y § = 0,01

5: if Z,(i) =1 then

6 Lo(i) = La(i— 1) — ~7i

7 else '

8: if I > I} then

9: Ly(7) :Ll(i—l)—l—%(l—pi)
10: else

11: Li(i) = Li(i—1)

12: end if

13: end if

14: if Z5(i) = 1 then

15: LQ(Z) = LQ(Z — 1) — lTi

16: else '

17: if I > I} then

18: LQ(Z) :Lg(i— 1)—{—%(1 —pi)
19: else
20: Ly(i) = Lo(i — 1)
21: end if
22: end if
23: Ly(i) = max(L1(7),0), La(i) = max(Lo(7),0)
24: end for

Salida: (L%, Ly, p', 7%) izt vy
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L(7) pero no en L(k) con k # i

El algoritmo 2 se puede interpretar como sigue: se parte en una situacién donde los para-
metros LY, LY tienen una distribucién uniforme entre 0 y un valor L. Estas cantidades son
independientes entre si, y la aleatoriedad representa el desconocimiento total previo a la
realizacion de una tarea. En el primer trial de la tarea el individuo toma una decisiéon con
los umbrales dados por L?, LY, donde se obtiene un muestreo de las variables 71, p!, las que
ademads de las condiciones aleatorias dadas por L, L' y la aleatoriedad misma del proceso
de decisién (o) dependen también del azar de las condiciones externas dadas por I, I1.
Con esas variables el individuo modifica sus umbrales de decision de acuerdo la siguiente
regla, que se aplica en general al comienzo del trial n: en cada acumulador de evidencia
y de manera independiente se tira una moneda con probabilidad « de salir cara. Si ese
es el caso, en ese acumulador se bajara el umbral asociado. Si por el contrario sale sello
entonces se subird el umbral, pero sélo en el caso en que en el trial n — 1 haya habido un
error (p' = 0) y que ese error se haya debido a que el umbral correspondiente estaba en un
valor demasiado bajo. Por ejemplo, si la moneda del acumulador 1 sale sello y en el trial
n — 1 hubo un error debido a que el movimiento de puntos favorecia al acumulador 2 pero
se dio la respuesta 1 (I71 < I8! 771 = 7"1) entonces el umbral 1 subird su nivel. En
este punto es conveniente aclarar que las tres fuentes de aleatoriedad existentes; a saber,
el ruido del proceso de decision, los umbrales iniciales, los lanzamientos de moneda y la
secuencia de inputs externos son ademas todas independientes entre ellas.

Las cantidades exactas en la que suben o bajan estos umbrales son inversamente propor-
cionales al trial y directamente proporcionales al tiempo de decisiéon anterior en el caso
que algin umbral descienda. Si los umbrales suben, la cantidad en la que lo hacen sélo
depende del niimero del trial. Esta eleccion, a pesar de parecer arbitraria, se justifica por-
que permite asegurar la convergencia, como se vera en 4.2.3.

El rol del parametro o debe ser explicado en detalle: éste representa la predileccion del
individuo hacia la alternativa de responder rapido, en desmedro de responder de manera
precisa. Asi, @ = 1 representa la opciéon de un individuo de que su tiempo de decisién
sea 0, independiente de los eventuales errores que se podran cometer. Por el contrario, si
a =~ 0 corresponde al caso en el que el individuo quiere responder correctamente, inde-
pendiente del tiempo que esto pudiera tardarle. Casos intermedios entre « =0y a =1
pueden ser interpretados como una mayor o menor predileccion por las alternativas de
responder rapido o responder precisamente. Sin embargo, aunque sea tentador, no tiene
sentido decir por ejemplo que o =0.5 corresponde a tener la misma preocupacion por la
rapidez que por la precision, a pesar de que en el algoritmo esto signifique que la mitad
de las veces se privilegie disminuir el umbral en pos del tiempo y la otra mitad aumen-
tarlo en pos de la precisién. La razoén es que la precision y el tiempo de reaccion no son
unidades a priori comparables. De hecho, los tiempos de reacciéon pueden tomar valores
arbitrariamente altos pero la precision siempre es menor que uno.

Ahora que el algoritmo ha sido explicitado corresponde preguntarse cual es la convergencia
de éste. En la siguiente subsecciéon se mostrara un resultado de convergencia casi segura.
Lamentablemente, las demostracién debera hacerse de manera poco rigurosa; hay varios
detalles que pueden parecer intuitivos pero cuyas pruebas demandarian un trabajo que
esta fuera del alcance de esta tesis. Las simulaciones computacionales se convierten asi
en un gran aliado al momento de enunciar estos resultados, pues permiten comprobar la
veracidad de éstos aunque en rigor sean solo conjeturas.
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4.2.3. Analisis del algoritmo

Teorema 4.2.4. Sea a € (0,1]. Si los vectores aleatorios (I}, Iy) son i.i.d. ° (e inde-
pendientes del resto de las fuentes de aleatoriedad) y P(I} = I}) = 0, entonces existen
constantes (Ly, Ly) de manera que casi sequramente

(LY, L%) — (L1, Lo)

Esquema de la demostracion: La estrategia consiste en usar el teorema 4.2.3. Para eso,
primero tomamos las variables aleatorias (I, Is) ~ (I}, I}') y denotamos = P(I; < I).
Para cada par de L, Ly > 0 consideramos las variables aleatorias

T(L1, La), 71 (L1, La), 2(L4, L2)

obtenidas a través del muestreo del modelo de decision considerando los umbrales de
decision Ly, Ly, v inputs Iy, Is. Es importante hacer explicita la dependencia de dichas
variables, y de sus valores esperados, en Lq, Ly. Aunque no se escribe explicitamente,
se debe notar también la dependencia de las variables en Iy, I5. Con eso,definimos las
siguientes funciones:

f1<L17L2) = (]_ — Oé)ﬂ — (1 — Oé)]P)(T(Ll,LQ) = TQ(Ll,Lg), ]1 < ]2) — OéE(T(Ll, LQ))
Fo(Lu Lo) = (1 — a)(1 = B) — (1 — a)P(r(Ly, La) = 71(L1, Lo), Iy > L) — aB(r(Ly, L))

Sean ahora Z;, Z; v.a. i.i.d Bernoulli () y ademés independientes de las variables alea-
torias [y, Is y del movimiento browniano asociado al proceso de decision. Notando la
relacion

1= ]lT(Ll,Lz)=T1(L1,L2) + ]lT(L17L2)=T2(L1,L2) c.s. sl (Lb L2) 7& (Oa O) (49)

se pueden obtener nuevas expresiones para fi, fo (4.10),(4.11).

Ji(Ly, Lo) = E((1 — Z0) 1 o, Ly Lo)=r1 (L1,L0) — Z17 (L1, Lo)) (4.10)
fo(La, Lo) = B((1 = Zo)U s r, Lr (1, Lo)=ra (L1 L0) — Z2T (L, L)) (4.11)

Ahora se puede aplicar el teorema 4.2.3. Definamos la secuencia de variables aleatorias
Y, = (Y, Y5, Y") mediante

YL, Ly) = (1 — ZIL+1>]II§+1>I?+1]lq-n-*-l(L?,Lg):Tl"“(L?,Lg) — Zy (LY, L)

YL, Ly) = (1 — Z;L+1)]1'I?+1>I§+1]17"+1(L?,L§)=T;+1(L?,L§) — Zy (LY, L)

Donde los Z7', Z} son una sucesion i.i.d de Bernoulli(«r), como en el algoritmo 4.8. Luego,
de (4.10),(4.11) se deduce que

Su(LY, Ly) = B(Y)"), fa( LY, Ly) = E(Y3')

Consideramos entonces la funcién f = (fi, f2). Para obtener la convergencia deseada bas-
ta, en primer lugar, observar que las ecuaciones (4.7),(4.8) corresponden justamente al

9Puede haber sin embargo dependencia entre I7 y I}. De hecho, suponemos que estas cantidades se
pueden obtener mediante el muestreo de la variable aleatoria V,, = |I}* — I}| seguido de una variable
aleatoria independiente a V;,, que indica si I > I3’ o I3 > I}
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esquema numérico propuesto por la ecuacién (4.5) considerando f,Y,, como fueron recién
definidos y 0" = (L}, L), €, = 1/n y D = R2. Luego, en virtud del teorema 4.2.3, sélo
resta demostrar que f satisface C1-C4, y que cualquier conjunto limite de la ecuacién
(4.6) es el singleton (Ly, Ly).

Es en esta parte donde sélo hay en este instante algunas ideas y demostraciones incom-
pletas. Las condiciones C2,C3 se satisfacen trivialmente. La condicién C1 no es facil de
verificar, pues a priori las cantidades 7" podrian ser ilimitadamente grandes. Se propone
como posible solucién considerar esquemas donde las cantidades Lq, L, sean truncadas
también superiormente, acotando asi los momentos de orden dos de 7" (es facil demostrar
que si L es fijo entonces efectivamente 7" tiene su segundo momento finito), para luego
levantar dicha restriccién, considerando una sucesion de recursiones asociadas a proyec-
ciones sobre dominos D,, convergiendo a R2. La condicién C4 de hecho no se verifica.
Esto, porque para Ly, Ly > 0 se tienen las igualdades

f(L1,0) = (0,1 = a)(1 = 5)), f(0, L2) = (1 — a)B,0), £(0,0) = (0,0)

Lo que sucede cerca de (0,0) debe ser tomado con precaucién. En efecto, la ecuacién(4.9)
es valida solo para (L1, Lo) # (0,0) porque en caso contrario se obtiene 1 = 2. Lo anterior
hace suponer que, o bien esa disconuidad puede ser arreglada modificando ligeramente f (y
el algoritmo), o que simplemente la hip6tesis de continuidad podria ser violada sin afectar
la conclusion del teorema. Esta conjetura toma mas fuerza al observar las simulaciones
computacionales preliminares, de las que se concluye que raramente ocurre que ambos
umbrales decaigan a cero, pero incluso si aquello sucede, estos vuelven a valores positivos
rapidamente. La continuidad de f para puntos distintos a (0, 0) es bastante intuitiva, pero
una demostraciéon rigurosa requeriria usar herramientas avanzadas del calculo estocéstico.
Para probar que todos los conjuntos limites de (4.6) son el mismo singleton (Ly, Ly) proce-
demos, en primer lugar, demostrando la existencia de un tnico punto estacionario para la
ecuacion (4.6). Luego se deberia demostrar que el sistema es globalmente asintéticamente
estable, es decir, todas las trayectorias convergen a ese punto estacionario. No se dispone
de demostracién para ninguno de esos dos puntos, sin embargo se debe mencionar que
un hecho sin duda clave para probar la estabilidad es que f; es una funcién decreciente
en Ly y fy es decreciente en Lo. Luego, es esperable que estos puntos sean estables. De
hecho, si se tuviera que fi, fo son diferenciables (es razonable pensar que ese es el caso)
la estabilidad seria trivial.

Asumiendo valido el teorema 4.2.4 cabe preguntarse qué propiedades satisface el punto
(Zl,fg). Como se vio en el esquema de la demostracién, éste debe corresponder a un
punto estacionario de la ecuacién (4.6). Obviando el término z(t) (debido a que buscamos
puntos en el primer cuadrante), esto significa imponer las ecuaciones (4.12),(4.13)

(1 - O{)P(T(El,ﬁg) = TQ(El,EQ),]l < IQ) + CY]E(T(Ll,EQ)) = (1 - a)ﬁ (412)
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Mediante algebra sencilla, se deduce que

P(1(Ly, Ly) = 7 (L1, Ly)) = 1-8 (4.14)
P(r(Ly1, L) = 12(Ly, L)) = p3 (4.15)
B(r(T,Ta) = - ;O‘P(T(L,Zz) = (L, L), <L) (4.16)

11—«

= o P(T(Ll,Lg) :Tl(Ll,L2)|Il <]2)ﬁ

La interpretacion de estas ecuaciones se dara en las secciones 4.3 y 4.4. Se argumentara
que las propiedades que gozan Ly, L, implican que el algoritmo escogido da las convergen-
cias que en este contexto son tutiles. Por el momento basta notar (ecuaciones (4.14),(4.15))
que se han encontado expresiones explicitas para la probabilidad de elegir una alternativa,
y mas aun, éstas dependen sélo de . Lamentablemente, no es el caso del valor esperado
del tiempo 7 (ecuacién (4.16)), pues la probabilidad que ahi aparece depende de a 'y 3 de
manera desconocida. Sin embargo, algunos casos particulares pueden ser analizados mas
profundamente. Si 8 =0.5 y suponemos que I e I7 tienen la misma distribucién, entonces
es posible aprovechar la simetria del problema. En tal caso debe tenerse L; = Ly (si no,
se contradicen las ecuaciones (4.14),(4.15)). Otro anélisis sencillo corresponde a los casos
B =006 = 1. Debe tenerse que casi seguramente 7(L, Ly) = 71(L1, Ly) = 0 (si 8 = 0)
y 7(Ly1, Ly) = 75(L1, Ly) = 0 (si B = 1). Esas igualdades casi seguras implican que L; = 0
(si 3=0)y Ly =0 (si 3 = 1), aunque los valores de la variable restante (L, y L;) no
puedan ser calculados de manera sencilla.

Debe destacarse que las ecuaciones (4.14) y (4.15) son coherentes con lo que fue sugerido
en la seccion 1.4, esto es, que los umbrales de decisién deberian reflejar las probabilidades
a priori de ocurrencia los distintos eventos (en este caso I > I} y I < I}). La tltima
observacion respecto a la convergencia es que ésta implica la convergencia de los tiem-
pos de decisién (T'(LY, L)) v la precision (p(LY, LY)). La demostracién se omite, pero
intuitivamente, la convergencia se tiene porque éstas cantidades son valores esperados de
variables aleatorias que dependen de I}, I3, que son i.i.d, y ademas son continuas fun-
ciones continuas en L, Ly. Al converger los umbrales a una constante, en el limite las
cantidades Ty p son simplemente T'(Ly, Ly).

En la seccién 4.3 se mostraran los resultados provenientes de la simulacién del algoritmo
2, con el objetivo de comprobar como a través de él se puede dar cuenta del aprendizaje
como fue entendido en 4.1.1.
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4.3. Resultados

Se comienza esta seccion con algunas simulaciones elementales cuyo objetivo es ilustrar
el funcionamiento basico del algoritmo 2. El la figura 4.5 se muestran dos simulaciones
de la evolucién temporal (¢rials) de los umbrales de decisién, escogiendo LY = L§ = 2
10, Las variables se eligieron de modo que I7, I} tomaran dos valores posibles, 4 y 5, con
P(I} = I}) = 0, y ademds se tom6 o =0.2,4 =0.5. Es decir, la secuencia I7, I} puede
ser simulada simplemente a través de Bernoullis independientes de pardmetro 5 (en este
caso 0.5). Asi, con probabilidad 0.5 I]* = 4, I} = 5 y con probabilidad 0.5 I} =5, [ = 4.
Se observa en la figura 4.5 que efectivamente se tiene la convergencia casi segura de los
umbrales de decién a la constante (L, Ly). A pesar de que se tiene la convergencia, ésta
puede ser extremadamente lenta. En la simulacion, se consideran N =100.000 trials, pero
se observa que al comienzo (primeros miles de trials) los umbrales se encuentran distantes,
e incluso en el trial 100.000 los umbrales se mantienten a una distancia considerable. Se
comprueba también en la figura 4.5 que los dos umbrales convergen al mismo valor (aunque
eso no sea aun del todo claro en la figura, debido a la lentitud de la convergencia).

Esta lentitud en la convergencia puede apreciarse también en la figura 4.6 donde se

1.8

1.7} 1

1.6 1

1.5} 3

1_3 I I I I
0 2 4 6 8 10

x 10

Figura 4.5: Umbral de decisién como funcién del t¢rial (hasta 100.000) para dos simulaciones. Cada
simulacién estd en en un color distinto, y lineas distintas del mismo color representan a los dos umbrales).

muestran 2000 simulaciones durante los primeros N = 100 trials (s6lo se muestran las
secuencias L7). Es evidente también la gran variabilidad que existe en los umbrales, sobre
todo en los primeros trials.

En lo sucesivo se mostraran los resultados que demuestran que este modelo permite dar
cuenta de fenémenos de aprendizaje, como fueron entendidos en las subsecciones 4.1.1 y
4.1.2. Estos resultados pueden ser clasificados dentro de tres tipos:

= Convergencia a un equilibrio entre tiempo de decision y precision de acuerdo a un
criterio pre-establecido (ver 4.1.2)

10En general los umbrales iniciales son escogidos con distribucién uniforme, pero en algunas simulaciones
estas cantidades son elegidas iguales, con el fin de dar una mejor exposicién
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Figura 4.6: Umbral de decisién como funcién del trial para 2000 simulaciones

= Mejoras en los tiempos de reaccién y la precisiéon como producto de la practica (ver
4.1.1)

» Adaptacién a un entorno cambiante (ver 4.1.1)

4.3.1. Convergencia a un equilibrio de acuerdo a un criterio pre-
establecido

La figura 4.7 muestra al de decisién T" y la precision p como funciones de un tinico umbral
de decision, es decir, cuando se asume que L; = Lo, = L. El grafico fue creado usando los
mismos parametros I, Is y [, pero no se ejecuto el algoritmo 2, sino que sélo se muestreo
el modelo de decisién para distintos valores de L. Especificamente, se consideraron todos
los valores de L =0.1k,k = 1...50. Para cada uno de esos valores de L, T" y p fueron
estimados usando montecarlo con 10.000 simulaciones. En la figura 4.7a se observa que T
es una funcién creciente en L,T(L = 0) = 0, y aunque no se provea de una demostraciéon
rigurosa, es claro que T'(L = 0o) = oo. En la figura 4.7b se observa que p también es una
funcién creciente en L, con p(L = 0) =0.5y p(L = co) = 1. La figura 4.7c puede obtenerse
a partir de las figuras 4.7a y 4.7b, y muestra la relacion entre el tiempo de reaccion y la
precision, asi que puede ser entendida como una curva SAT. Es importante mencionar que
una de las tareas pendientes del modelo presentado en el capitulo 3 era dar cuenta del
speed-accuracy trade off. La semejanza entre la figura 4.7c y la figura 1.9 de la seccion 1.4
permiten concluir que efectivamente el modelo puede dar cuenta de la curva SAT, y mas
aun, que distintos puntos esta curva pueden ser obtenidos a través de distintas elecciones
del parametro L, lo que fue propuesto en 4.1.2.

En el analisis de convergencia del algoritmo 2 se argument que en un contexto donde los
I7', I3 son estacionarios (tienen la misma distribucién) entonces se tiene la convergencia
casi segura de (L7, L3) a (Ly, Ly). Estos valores limites son funciones de los pardmetros
a y de la distribucion de I7, I7. Con el objetivo de visualizar ese resultado, en la figura
4.8 se muestra como, en el largo plazo, el tiempo de decision y la precisiéon son fun-
ciones decrecientes de «a. Se ejecuto el algoritmo 2 en N = 200 trials, para los valores
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Figura 4.7: Arriba, tiempo de decisién y precisién como funcién del umbral. Abajo, Precisién como funcién
del tiempo de decision.

a=0.1k,k =1...9. El resto de los parametros se mantuvo fijo (5 =0.5 e I}, I} tomando
los valores 4 y 5), salvo la distribucién inicial de los umbrales de decisién, que fue escogida
como una Uniforme ~ (0, 4.5) para L; y L. Los graficos fueron obtenidos utilizando
montecarlo con 2.000 simulaciones. Para esas simulaciones se calcularon, en el trial 200,
los tiempos de decisién (figura 4.8a), la precision (figura 4.8a) y el umbral de decisién
promedio (figura 4.8¢c). 1. La relevancia de la figura 4.8 es que muestra que independiente
de las condiciones iniciales (LY, L9), se converge en valor esperado a una configuracién de
umbrales (en este caso iguales) que son un reflejo de la alternativa del individuo; valores
de a bajos implican tiempos de decision altos y precision alta, los que a su vez se co-
rresponden con un umbral de decision alto. Por el contrario, o altos estan asociados con
tiempos de decision bajos pero también precisiones mas cercanas al azar.

Interesantemente, aunque no mostradas aca, se realizaron pruebas donde las magnitu-

HDebido a que f =0.5, ambos umbrales deben tener el mismo valor esperado. A pesar de que en las
simulaciones ambos umbrales resultan ligeramente distintos, en la figura 4.8c sélo se muestra un umbral
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Figura 4.8: Tiempo de decisién, precisién y umbrales de decisién como funciéon de « en el trial 200

des de I, I, eran también variables (es decir, considerar distintos niveles de coherencia de
movimiento, a diferencia de lo mostrado hasta ahora, donde hay un tnico nivel). En tal
caso se obtienen graficos muy similares a los de la figura 4.8. Lo que es digno de destacar es
que la convergencia ocurre incluso cuando hay aleatoriedad en la coherencia de los trials,
y el umbral al que se converge es un reflejo de esas distintas coherencias. (de hecho, el
umbral al que se converge corresponde al de la coherencia esperada)

Como conclusion general de este analisis vemos que el algoritmo 2 permite ajustar los um-
brales de decisién a un nivel que serda una funciéon tanto de las preferencias individuales
() como de las condiciones externas (distribucién de I7, I%).

4.3.2. Aprendizaje como mejora en los tiempos de decisiéon y la
precision

En la figura 4.9 se muestran las curvas de aprendizaje obtenidas durante 20 trials, y

tomando a =0.2. Nuevamente, los umbrales iniciales se distribuyen como una Uniforme

~ (0,4.5) y la secuencia de I}", I} es como en las simulaciones anteriores (§ =0.5). Se

observan los claros efectos de aprendizaje; en la figura 4.9a se ve la réapida caida del
tiempo de reaccion y en la figura 4.9b el rapido crecimiento de la precision. El aumento de
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Figura 4.9: Tiempo de decisién, precision y umbrales de decisién como funcion del trial. @ =0.2. Los
promedios fueron calculados sobre la base de 10.000 simulaciones

esta ultima cantidad puede entenderse porque al principio hay mucha variabilidad en los
umbrales iniciales, induciendo una fuente de error. El sistema rapidamente evoluciona de
manera tal que ambos umbrales tomen valores similares, debido a que 5 =0.5. Por otra
parte, el decaimiento de los tiempos de reacciéon se debe a que en el comienzo, en promedio
los umbrales estan en un nivel mas alto que el asintético. La figura 4.9 debe ser comparada
con la figura 4.1, de ahi vemos que el modelo permite representar al aprendizaje como
mejoras en los tiempos de reaccion y la decision.

Sin embargo, mediante otras elecciones de parametros es posible observar curvas que no
se parecen del todo a las de 4.1. En la figura 4.10 se muestran resultados correspondientes
a simulaciones similares a las de 4.9, con la tunica diferencia que ahora a =0.5 Al ser «
ahora mayor, se tiende a privilegiar el disminuir los tiempos de reaccion, lo que trae como
consecuencia una caida en la precision en los primeros trials.

La conclusion de estas simulaciones es que el modelo puede dar cuenta de este tipo de
aprendizaje. Sin embargo, éstas curvas son también muy dependientes de la eleccion de
parametros, de manera que para ciertas elecciones de éstos, dejan de ser patentes los
efectos de la figura 4.1. Una discusiéon méas profunda sobre la validez de este resultado se
realizara en 4.4
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Figura 4.10: Tiempo de decisién, precision y umbrales de decision como funcion del trial. o =0.5. Los
promedios fueron calculados sobre la base de 10.000 simulaciones

4.3.3. Aprendizaje como adaptacion

Este punto en realidad esta muy ligado a lo que ya se ha visto. En esta subseccion se
presentan dos resultados. En primer lugar, se muestra cémo el sistema puede aprovechar
las ventajas o pistas que le otorga el medio para obtener un mejor resultado. Después se
muestra como este sistema es capaz de adaptarse a cambios sibitos en las condiciones
experimentales.

En la figura 4.11 se muestra cémo, después de 200 trials el sistema logra aprovechar

sesgos en las condiciones experimentales. Especificamente, se consideran valores de o =0.1,
LY, LY como antes y 3 =0.1k,k = 0...10 es decir, yendo de la situacién donde siempre la
respuesta correcta es la del acumulador 1 (8 = 0) hacia aquella donde la respuesta correcta
es la del acumulador 2 (8 = 1). En las figuras 4.11a y 4.11b observamos claramente que el
sistema ha aprovechado las ventajas que han sido dadas por el medio: si 5 # 0.5 entonces
existe sesgo a privilegiar una determinada direcciéon del movimiento. Como consecuencia,
los tiempos de decision son menores (figura 4.11a) y la precisién es mayor (figura 4.11b)
a medida que [ se aleja de 0.5. La figura 4.11c muestra que el sistema ha modificado sus
umbrales de decision, reflejando el sesgo introducido por 5. Si # < 0.5 entonces Ly < Lo,
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Figura 4.11: Tiempo de decision, precision y umbrales de decision como funcién del parametro 8 en el
trial 200. o =0.1. Promedios sobre la base de 10.000 simulaciones para cada valor de

ysiﬁ>().5L1>L2.
La figura 4.12 muestra que este patrén es robusto frente a modificaciones del parametro a.
Si ahora a =0.5 se esta en la situaciéon donde se privilegia la rapidez. Luego, las precisiones
de la figura 4.12b son inferiores a las de la figura 4.11b, y los tiempos de decision de la
figura 4.12a son también inferiores a los de la figura 4.11a
En este punto comienzan a hacerse mas evidente los problemas que acarrea la lentitud de
la convergencia. De acuerdo a lo establecido de manera teérica en 4.2.3, en el caso en que
8 =006 =1, en el limite se debe tener que alguno de los umbrales tome el valor 0. Sin
embargo, tanto en la figura 4.11c como en la 4.12c se observa que ambos umbrales estan
lejos del cero. Lo anterior es aiin mas evidente en la figura 4.13. En ella se muestran los
umbrales Ly, Ly como funcién del trial (hasta 20.000), en el caso en que 5 = 0.y a es 0.1
6 0.5
el resto de los comentarios sobre estos resultados se harédn en la seccién 4.4

Los tultimos resultados corresponden a situaciones donde la condiciéon experimental es
cambiada de un trial a otro. Con el objetivo de obtener una mejor visualizacion del fe-
noémeno, algunos parametros fueron cambiados. Los umbrales de decisién iniciales fueron
elegidos con distribucién uniforme [0, 2], los valores I}, I como 2 6 2.5, y ademas se fijé
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Figura 4.12: Tiempo de decision, precision y umbrales de decision como funcién del parametro 8 en el
trial 200. o =0.5 Promedios sobre la base de 10.000 simulaciones para cada valor de

a=0.7

En la figura 4.14 se muestra la evolucion de los tiempos de decision, precision y umbrales
como funcion del trial. En azul se muestran las trayectorias correspondientes a = 1.
Las lineas rojas y verdes corresponden a cambiar, después del trial 5, la cantidad 5. Esto
corresponde a cambiar la lateralidad del movimiento. Como § = 1 en los primeros trials,
el movimiento siempre favorece al acumulador 2. Cambiar a 8 = 0 corresponde invertir la
direccion del movimiento de puntos, y cambiar a § = 0,5 corresponde a restablecer una
situacién experimental en la que el movimiento no esta sesgado hacia ninguna alternativa.
Para obtener estas curvas, en cada una de las simulaciones, posterior al trial 5 se consi-
deraron también los escenarios de continuar con § = 1 (azul), cambiar a 5 =0.5 (verde)
o cambiar a = 0 (rojo). Las curvas se obtienen promediando sobre esas simulaciones,
que comparten los valores L9, L3. Se observa que en el trial 6 los tiempos de reaccién
aumentan y la precisiéon disminuye en las condiciones de cambio. En cuanto a los tiempos
de decisién, en la figura 4.14a éstos llegan a ser mayores cuando se cambia completamente
la direccién de movimiento (f = 1), y esa tendencia se prolonga durante al menos 15
trials, ya que la curva roja siempre esta por sobre la verde. De todas maneras, es posible
observar que posterior al cambio los tiempos de reaccion continiian disminuyendo en todas
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Figura 4.13: Umbrales L, Ly promedio como funcién del trial, para § = 0 y a =0.1 y a=0.5, sobre la
base de 200 simulaciones

las curvas. En la figura 4.14b se observa la caida en las precisiones. Interesantemente, en
la curva roja se obtiene una precision inferior a 0.5 posterior al trial 5, lo que significa
que sisteméticamente se esta eligiendo la alternativa incorrecta. Las precisiones vuelven a
subir rapidamente, y la curva roja llega a superar a la curva verde luego de algunos trials.
La figura 4.14c permite observar como estos cambios en la precision y tiempos de reaccién
tienen su contraparte en cambios en los umbrales de decision.

La figura 4.14 muestra que el mecanismo propuesto permite dar cuenta de céomo el

acostumbramiento a una condicién experimental puede implicar una disminucién en la
performance cuando sibitamente se cambia el contexto. Sin embargo, el mecanismo no
es capaz de dar cuenta de una plasticidad para adaptarse al nuevo contexto en un plazo
que sea razonable. Seria deseable que a pesar del aumento en tiempos de reaccién y dis-
minucion de la precisién justo después de cambiar de f =1 a § = 0, las curvas rojas y
azules vuelvan a juntarse luego de algunos trials, pues después de todo, ambas condiciones
(beta = 0,8 = 1) representan un mismo nivel de dificultad. Una discusién mas profunda
sobre posibles soluciones para este problema se daran en 4.4.
Para finalizar esta seccion, en la figura 4.15 se muestran los resultados para el cambio
de 8 = 0,5 a 8 = 0. Los parametros y convenciones son iguales que en la figura 4.14.
Se observa que el sistema es capaz de aprovecharse de que a partir del trial trial 6 el
movimiento va en una unica direccién, lo que es patente al comparar las curvas de la fi-
gura 4.15b. Extranamente, los tiempos de reaccién son ligeramente superiores después del
cambio a # = 0, como se observa en 4.15a. Sin embargo este cambio es realmente pequeno,
y concluimos que al menos en un sentido (el de la precision) se logra una adaptacién a
esta nueva condicién experimental, que es mas sencilla.

Se concluye este capitulo con una discusiéon mas profunda de los resultados y de cémo
éstos pueden ser insertados en la literatura.
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Figura 4.14: Tiempo de decision, precisién y umbrales de decisiéon como funcion del trial. Promedios sobre
la base de 5000 simulaciones. o =0.7

4.4. Discusion

Se ha inventado un mecanismo mediante el cual es posible dar cuenta de algunos ti-
pos de aprendizaje. Este tiene cualidades que lo convierten en una propuesta atractiva.
En primer lugar, esta en linea con lo que ha sido sugerido en la literatura, es decir, los
umbrales de decision son una alternativa bioldgicamene plausible para ser la cantidad que
es modificada con el objetivo de maximizar la reward rate. El enfoque utilizado en este
trabajo fue ligeramente distinto; en vez de maximizar una funcién como la reward rate,
se optd por buscar un procedimiento que esencialmente busca una raiz a una funcién
lineal del tiempo de decisién y la precision. Esa raiz, el par (Ly, Ly), cumple propiedades
razonables y que son interpretables en términos de la preferencia del individuo hacia pri-
vilegiar el tiempo de decisién o la precision (parametro «). Entonces, pese de la diferencia
de enfoques, el trabajo esencialmente sigue las directrices planteadas por las ideas predo-
minantes de la neurobiologia computacional. El trabajo es original en tanto que hasta la
fecha no se disponian de mecanismos explicitos que mostraran cémo los umbrales deben
ser modificados.

El tipo de ecuaciones que rigen la dindmica tiene cualidades que merecen ser comentadas.
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Figura 4.15: Tiempo de decision, precisién y umbrales de decisiéon como funcion del trial. Promedios sobre
la base de 5000 simulaciones. o =0.7

Pensando que todos los célculos son llevados a cabo a través de dinamicas neuronales,
es bastante razonable suponer que la informacion necesaria para actualizar los umbrales
consiste sélo en el tiempo de decisién y la precisién en el trial anterior 2. Ademas, los dos
umbrales son modificados de manera independiente, lo que implica que ambos acumula-
dores ni siquiera necesitan actuar coordinadamente para obtener resultados coherentes.
El hecho de que exista una convergencia casi segura a una constante es lo que uno deberia
esperar en este tipo de modelos; a pesar del azar de las condiciones aleatorias internas o
externas se converge al valor que refleja las preferencias del individuo. Con esta conver-
gencia se puede explicar también por qué al calcular promedios poblacionales se obtienen
comportamientos coherentes, como las curvas de aprendizaje. Respecto a estas curvas, se
observé en 4.3.2 que éstas pueden ser reproducidas en condiciones bien particulares sobre
los pardmetro. Se debe reconocer que no se piensa que este tipo de aprendizaje puede
ser entendido exclusivamente en términos de este modelo. De hecho, recientemente se ha
comprobado de manera experimental, mediante estudios single-unit, que las mejoras en
los tiempos de reaccion y precision van acompanadas de modificaciones en el proceso de

2Incluso podria no conocerse el tiempo de reaccién con precisién sino sélo una estimacién ruidosa de
éste; de cualquier manera se tendré la convergencia.
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acumulacion misma, probablemente a través de las modificaciones de las conexiones en-
tre los mismos grupos LIP. [11]. Aquello no desecha la hipdtesis de los umbrales como
fuente de dinamica en absoluto, pues la metodologia usada impide que cualquier cambio
en los umbrales sea observable 3. Adema4s, la escala temporal en la que se trabaja es la
de dias, y por ende podria haber otros mecanismos de aprendizaje de mas largo plazo y
comandadados por procesos neuronales diferentes. En conclusiéon, respecto a ese tipo de
aprendizaje se propone que este mecanismo puede explicar parcialmente el aprendizaje
pero se deja en claro que hay otros procesos que pueden ser mas relevantes.

Una critica que se le puede hacer al modelo es que el término % no tiene interpretacion en
términos biolégicos. Este cuociente arbitrario es también la causa de la falta de plasticidad
del modelo para permitir la adaptacién a un cambio en las condiciones de la tarea. De
hecho, a medida que n aumenta los umbrales son cada vez méas insensibles, haciendo mas
dificil la adaptacion. Aquello que surgié como un instrumento para generar la convergencia
ahora se convierte en un terrible impedimento para dar cuenta del aprendizaje. Se propone
como solucién el considerar también una dindamica para el coeficiente €, de la ecuacién
(4.5). Esto corresponde a considerar el problema més desde el punto de vista de la teoria
del control 6ptimo. Se han descrito dinamicas explicitas para los €,, en los llamados algo-
ritmos de aproximacién estocastica adaptativos [13]. Eventualmente, si se encuentra un
algoritmo apropiado para €, se podria, ademas de obtener una mayor plasticidad, poder
pensar en una interpretaciéon para esta dindmica en términos de algtn circuito neuronal,
sin que ésta parezca arbitraria y carente de explicacon. Otra alternativa mas sencilla es
suponer que en entornos cambiantes €, es fijo. Esa alternativa es sugerida como una solu-
ci6én heuristica en [10]. A pesar de esta critica, los resultados del modelo hacen pensar que
al menos se esta escogiendo la direccién correcta, pues aunque la adaptacion sea lenta,
ésta ocurre. El hecho que sea lenta puede también estar influido porque el mecanismo que
se propone es demasiado elemental, pero podria haber otros mas complejos interviniendo,
y que hagan que en la practica los primates, humanos o no, sean capaces de adaptarse
de manera rapida. Estos otros mecanismos bien podrian estar relacionados, por ejemplo,
con la capacidad de razonamiento, fenémeno que no es explicado por lo propuesto en este
capitulo.

Como un tultimo comentario general, pensamos que el mecanismo presentado es sin duda
una contribucion a la neurociencia computacional; Todas las ideas presentadas en este
trabajo son comprobables empiricamente, tanto a través de mediciones conductuales co-
mo electrofisiologicas. Algunas de ellas podrian resultar ser falsas, pero si al menos una
es cierta, creemos que este trabajo podra considerarse exitoso.

Bhasicamente, la razén es que se considera movimiento de puntos en varias direcciones posibles, en-
tonces, al hacer el promedio, las variaciones se cancelan
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Capitulo 5

Conclusiones y Problemas Abiertos

La conclusion general, ademés de todas las conclusiones particulares mencionadas en
cada capitulo, es que este trabajo cumple sus objetivos més importantes. En primer lugar,
se logra dar buen uso de la matematica para explicar como los procesos neurobiolégicos
pueden dar lugar a los procesos psicologicos. Por otra parte, el capitulo dedicado a las
ecuaciones diferenciales estocasticas reflejadas fue motivado por el interés de estudiar el
modelo que se plantea en el capitulo sobre la toma de decisiones. Asi, se muestra cla-
ramente que la neurociencia cognitiva puede también ser una fuente de inspiracién para
un mayor enriquecimiento de la matematica. Creemos en efecto que estas dos disciplinas
pueden establecer un didlogo fructifero que beneficie a ambas, y esa visién fue el gran
motor de esta memoria.

En cuanto a problemas abiertos, en el capitulo 2 hay algunos detalles técnicos que deben
ser solucionados. Es importante mostrar claramente cual es la sucesion de dominios acota-
dos que permite aproximar correctamente al primer cuadrante. Ademaés, seria interesante
poder dar resultados de convergencia a la medida estacionaria para dominos no suaves ni
acotados.

En el capitulo 3 se deben hacer modificaciones que permitan dar cuenta de todos los he-
chos asociados a la toma de decisiones que fueron mostrados, asi como otros mas. También
queda como tarea futura el buscar conjuntos de pardmetros que permitan simulaciones de
datos en sus escalas naturales.

Por 1ltimo, en el capitulo 4 algunos cambios deben ser hechos en el algoritmo con el obje-
tivo de aumentar tanto la rapidez de la convergencia como permitir una mayor plasticidad
frente a cambios en las condiciones externas.
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