UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

RANDOMIZACION DE MEDIDAS DE PROBABILIDAD POR AUTOMATAS
CELULARES DE TIPO PERMUTATIVO NO ALGEBRAICO

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

ITALO UMBERTO CIPRIANO JARA

PROFESOR GUfA:/
ALEJANDRO MAASS SEPULVEDA

MIEMBROS DE LA COMISION:
SERVET MARTINEZ AGUILERA
MICHAEL SCHRAUDNER

SANTIAGO DE CHILE
AGOSTO 2011



RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: ITALO CIPRIANO JARA
FECHA: 22 Agosto 2011

PROF. Alejandro Maass

RANDOMIZACION DE MEDIDAS DE PROBABILIDAD POR AUTOMATAS
CELULARES DE TIPO PERMUTATIVO NO ALGEBRAICO

El objetivo de esta memoria es estudiar la randomizacién asintotica de medidas de
probabilidad por autéomatas celulares. Esto es, estudiar el limite de la familia de medidas
de probabilidad (F ﬁ)neN cuando v es una medida de probabilidad sobre un espacio de
shift y F' es una funcién continua que conmuta con el shift. Lind | | demostré que la
media de Cesaro de la iteracién de medidas de Bernoulli en {0, 1}% por el autémata celular
F =0+ 071 con o el shift, converge a la medida producto uniforme. En | |, Fe-
rrari, Maass, Martinez y Ney, demuestran lo mismo para una clase mucho mas general de
medidas iniciales. Pivato y Yassawi en | , |, generalizan los resultados a autéma-
tas afines sobre cualquier full-shift multidimensional, lo que se extiende a espacios de shift
en | , , . En | |, Host, Maass y Martinez, demuestran la
existencia de la media de Cesaro de la iteracion de medidas de probabilidad por autéomatas
con regla local algebraica. Por otra parte, Blanchard y Tisseur, prueban en | |, que
la media de Cesaro de la iteracion de medidas shift ergodicas por autématas celulares con
palabras bloqueantes en alguna direccion, siempre existe.

En esta memoria, se busca evidencia de randomizaciéon de medidas de probabilidad
por autématas celulares no algebraicos que no tienen palabras bloqueantes en ninguna
direccion. Para esto, se propone una clasificacién de los autématas positivamente expan-
sivos no bipermutativos. En la familia de autématas considerada, se demuestra que casi
ninguno tiene regla local N—scaling y ninguno tiene regla local {)—asociativa. Ademas,
se prueba que los autématas permutativos a la derecha solo pueden tener palabras blo-
queantes en la direcciéon —1. Usando este resultado, se encuentran automatas en la familia
explorada que tienen palabras bloqueantes en alguna direccién, en cuyo caso, la media de
Cesaro de la iteracién de medidas shift ergddicas si existe. Para aquellos automatas en
que no pudieron encontrarse palabras bloqueantes, se simula la convergencia de la media
de Cesaro de la iteracién de medidas iniciales de Bernoulli. Las simulaciones sugieren que
los autématas considerados randomizan asintoticamente estas medidas iniciales. De lo an-
terior, se conjetura la media de Cesaro de la iteraciéon de medidas iniciales de Bernoulli
por autématas permutativos a la derecha, siempre existe, y que en el caso en que no hay
palabras bloqueantes en la direccién —1, la medida inicial es randomizada asintéticamen-
te. En el Capitulo 5, se le asocia a cada autémata actuando sobre Z}D\’ con p primo, una
familia de polinomios, permitiendo generalizar el concepto de randomizacion a familias de
polinomios no necesariamente asociados a autématas celulares. En el Capitulo 6 se mues-
tra una construccion de autéomatas celulares positivamente expansivos no permutativos.
Ademas, se demuestra que para estos automatas, la media de Cesaro de la iteracién de
medidas iniciales de Bernoulli si existe.
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Capitulo 1

Introduccion, Preliminares y
Problema

La randomizacién de medidas de probabilidad por autématas celulares de tipo per-
mutativo no algebraico es mucho més que la comprension de su dinamica, es el completo
conocimiento del comportamiento asintotico en casi cualquier configuraciéon inicial. Co-
menzaremos con una introduccién que guia al lector hacia el problema fundamental que
esta memoria plantea. Luego, se establecen las definiciones y se muestran los resultados
basicos. Al final, se muestran los resultados mas importantes conocidos, y se resume el
alcance de este trabajo.

1.1. Introduccion

En la naturaleza ocurren interacciones entre sus distintos entes. En muchos casos,
parece razonable asumir que estas interacciones ocurren de manera local y son constantes
en el tiempo. A su vez, la naturaleza no es estatica, sino por el contrario, esta en constante
evolucion. Luego, una manera muy simplificada de modelar estos fenémenos estda dada
por una secuencia de estados (que representan lo que realmente existe en cada época)
gobernados por la reiteracion de determinadas reglas fijas en el tiempo actuando sobre el
estado inmediatamente precedente.

Una formalizacién clasica de lo anterior, es la de autémata celular. Cada modelo de
autémata celular va a estar definido por dos ideas basicas, la de conjunto de estados
existentes en la “naturaleza” considerada, y la idea de regla local, que corresponde a
las “leyes naturales”de interaccién entre estos entes en la naturaleza. Sobre un mismo
conjunto de estados pueden considerarse distintas reglas locales, las que van a definir
distintos automatas celulares.

Desde la perspectiva de los sistemas dindmicos, un problema fundamental es como
depende la evolucién de un autémata celular del estado inicial. A su vez, este problema se
puede plantear desde dos punto de vista. Primero, puede estudiarse la evoluciéon cuando la
configuracion inicial tiene algunos patrones particulares (i.e. cuando el estado inicial tiene
propiedades que dependen de la “forma” o de la “organizacion espacial” de la naturaleza).
Segundo, puede estudiarse la evolucion cuando la configuracion inicial tiene determinadas
proporciones de cada tipo de ente en relacién al total (i.e. cuando el estado inicial presenta
propiedades que dependen de la relacion entre las distintas “concentraciones” iniciales,
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1.1. Introducciéon Capitulo 1

independientemente de la “organizacién espacial”). Veamos un ejemplo del segundo caso,
que tiene particular importancia en este trabajo.

Supongamos que hay tres tipos distintos de bacterias A, B y C en un sistema. Estas
bacterias se encuentran alineadas, una detrds de la otra, formando una fila infinita sin
origen ni fin, ademas hay un observador que puede ver desde su lugar una parte de esta
fila. Cada segundo, toda la fila de bacterias se ve modificada por las reglas de la naturaleza.
La ley natural hace que cada bacteria de especie A y B se transforme en una bacteria de
especie igual a la ubicada inmediatamente detras en la fila. Por otra parte, cada bacteria
de especie C se transforma en la especie B, C, A si tiene una bacteria de especie A, B,
C, respectivamente, ubicada inmediatamente detras en la fila. Si el observador supiera las
proporciones de cada especie al inicio (i.e antes de comenzar a contar el tiempo).

s ; Podria predecir lo que observara después de “mucho” tiempo?

= ;Podria predecirlo s6lo sabiendo que las proporciones iniciales de cada especie es
distinta de 07

» ; Existe alguna proporcién inicial que sea invariante en el tiempo?

Veremos que las preguntas anteriores aiin no pueden responderse de manera satisfactoria.
Sin embargo, si pueden responderse cuando las reglas de la naturaleza son distintas. Por
ejemplo, cuando cada bacteria de especie A, B, C se transforma en una bacteria de especie
igual a la ubicada inmediatamente detras en la fila. Es sorprendente que para ciertas re-
glas locales, problemas como el anterior, sean faciles de resolver, mientras que para otras,
sean problemas aiin abiertos.

Para formalizar el ejemplo, puede hacerse lo siguiente. Consideremos que la naturaleza
estd compuesta por secuencias infinitas de letras A, B y C. Cada secuencia infinita es un
estado de la naturaleza. Las transiciones entre estos estados estan dados por la regla local
que describimos mediante la matriz

A B C
A B C|,
B C A

indexada por A, B y C; donde la coordenada (X,Y) de la matriz representa la especie que
tendra en el siguiente segundo una bacteria X que se encuentra delante de una bacteria
Y. El concepto de proporcién lo podemos formular mediante el de distribucién de Ber-
noulli, que béasicamente dice que hay tres niimeros reales positivos que suman 1, pA, pB
y pC, asociados a la especie A, B y C, respectivamente. Estos niimeros son tales que en
cualquier posicion de la fila, independientemente de la especie de bacteria en esta posi-
cién, la probabilidad de que la bacteria inmediatamente detras sea A, B o C es pA, pB o
pC, respectivamente. En estos términos, se introduce el concepto de medida iterada, que
corresponde a la distribucion de las bacterias en el segundo 1, si éstas partieron con una
distribucion inicial de Bernoulli pA, pB, pC. Para cada segundo sucesivo, aparecen nuevas
distribuciones. En este contexto las preguntas son.

= ;Si se comienza con una distribucion de Bernoulli pA, pB y pC, existe el limite de
la medida iterada?
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= ; Es suficiente saber que pA>0, pB>0 y pC>0 para determinar el limite?

= ;Existe pA | pBy pC, tales que si comienza con una distribucién inicial de Bernoulli
pA, pB, pC, entonces cada medida iterada sigue teniendo la misma distribucion?

Para generalizar, el ejemplo anterior se utilizan espacios de shift X, y se definen me-
didas de probabilidad p sobre estos espacios. Se definen los autématas celulares mediante
funciones F': X — X continuas que conmutan con el shift y se estudia la convergencia de
las medidas {u(F~")}nen. Considerando Ax la medida de méaxima entropia para el shift
en X, se dice que el autémata celular randomiza asintética la medida pu, si la sucesion de
medidas {% SN W(EF ™)} Neqi,2,..y converge x—débil a Ax.

Veamos otro ejemplo, propuesto por Lind (ver | ]), considerado el primer resultado
de randomizacion de medidas de probabilidad por autématas celulares. Sobre el espacio
de shift {0,1}Z, el autémata celular F' = 07! + o, donde o es el shift en {0, 1}%, rando-
miza asintéticamente una medida inicial de Bernoulli. Este ejemplo responde de manera
satisfactoria las preguntas mencionadas antes, ya que en este caso el observador sabria
que si la distribucion inicial fue de Bernoulli, entonces después de “mucho” tiempo, “casi
siempre” veria en cada posiciéon fija un 0 o un 1 con la misma probabilidad.

El segundo ejemplo di6 origen a importantes generalizaciones del mismo fenémeno de
randomizacién. En [ | el resultado se generalizé a autématas celulares ¢ en Zy,,
con p un numero primo y n un entero positivo, tales que (¢z), = px, + vx,1 para todo
n € N, para hipétesis mucho més generales para la medida. Luego, el resultado se exten-
di6 en | | v ] a autématas celulares afines en A%, para A un grupo abeliano
compacto. En los resultados anteriores se obtiene que los autématas celulares randomizan
asintoticamente una medida inicial de Bernoulli (en el sentido que “transcurrido mucho
tiempo casi siempre se ve” la distribucién uniforme ). Por otra parte, de una manera com-
pletamente distinta, en | | se demuestra la convergencia de la media de Cesaro por
autématas celulares no necesariamente afines, pero con propiedades dindmicas de equi-
continuidad o de sensibilidad a las condiciones iniciales en alguna direccion.

La observacion de Lind y los resultados posteriores antes mencionados, muestran un
fenémeno de rigidez muy general en el contexto de los autéomatas celulares algebraicos y
parece poder ser extendido al contexto de autématas celulares positivamente expansivos
o expansivos. El problema planteado en esta memoria consiste en estudiar la extension
de los resultados actuales a autématas celulares positivamente expansivos y en encontrar
evidencia de randomizaciéon asintotica en alguna clase de autématas celulares no algebrai-
Cos.

Este informe esta organizado de la manera siguiente.
En el Capitulo 1, primero, en la Secciéon 1.2, se muestran los conceptos basico que seran
usados de Dindmica Topolégica, Dindmica Simbélica, Teoria Ergédica y Automatas Celu-
lares. Ademas se explica el concepto de la iteracion de medidas por autématas celulares.
En la Seccion 1.3 se enuncia el problema, se muestran los resultados conocidos, se exhibe
el estado actual del problema y al final se muestran los alcances de esta memoria.
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En el Capitulo 2 se esquematiza una manera para clasificar los autématas celulares
positivamente expansivos de radio 1 en Z}, para esto se proponen tres clases distintas.

En el Capitulo 3 se estudia la dinamica de los autématas celulares en las clases pro-
puestas en el Capitulo 2. Este estudio permite una nueva clasificacion de los automatas
celulares expansivos en ZY de acuerdo a la capacidad de randomizacién asintética de me-
didas de Bernoulli no uniformes.

En el Capitulo 4, primero se proponen métodos de simulaciéon, y segundo, se mues-
tran los resultados de simulaciones hechas con distintos autématas celulares positivamente
expansivos y no afines. El objetivo de estas simulaciones es mostrar evidencia de rando-
mizacién asintotica para distribuciones iniciales de Bernoulli por autématas celulares no
algebraicos.

En el Capitulo 5 se muestra una manera alternativa de abordar el problema desde el
punto de vista de los polinomios a coeficientes en cuerpos finitos. También se reescriben
en este contexto los resultados conocidos para automatas celulares y se plantea adecuada-
mente una conjetura que corresponderia al contexto donde buscar una solucién definitiva
al problema planteado.

En el Capitulo 6 se muestra una nueva manera de construir autématas celulares posi-
tivamente expansivos.

En el Capitulo 7 se presentan las conclusiones de la memoria.

1.2. Preliminares

A continuacién, se mencionan las definiciones basicas, notaciones y resultados impor-
tantes que seran usados, al final, se exhibe el problema planteado. El orden escogido para
presentar las definiciones y resultados tiene por objeto motivar el problema.

Notacion

Consideraremos que N = {0,1,...}, =N = {0,-1,...}, N* = {1,2,...},-N* =
{-1,-2,...}, Z = NU -N*, Z* = N* U —N*, R es el conjunto de ntimeros reales, R
es el conjunto de nimeros reales no negativos, C es el conjunto de nimeros complejos
y St = {cos(0) + isin(f) : 6 € [0,27)} C C. Para z € C, || es el médulo complejo.
Para n € {2,3,...} definimos Z, el grupo de los enteros mddulo n, y por Z* al conjunto
Zy \ {0}. Denotaremos para n € N* por [n] al conjunto {1,2,...,n}, para z € Z |z| es
igual a zsi 2 >0y —z si 2 < 0. Para r € R denotaremos [[r]] = sup{z € Z : 2z <r} ala
funcién parte entera; p siempre denotara a un nimero primo. Para A un conjunto finito
denotaremos su cardinal por #A.
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Dinamica simbdlica

A denota un conjunto finito llamado alfabeto, por A* denotamos al conjunto de se-
cuencias finitas o palabras v = vg...v,_; con letras en A. Por |v| denotaremos el largo
de v € A*. Sea K = N o Z. Se define el espacio A% como el conjunto de secuencias
z = (x;);ex (bi-infinitas en el caso K = Z e infinitas en el caso K = N) y puede usarse la
métrica d(u,v) = 2~ mnsexililu#it Se define un cilindro empezando en la coordenada i
con palabra v como [v]; = {x € A" : z; ;1 )p|—1] = v}, donde para z € A® y i < jen K se
define z}; ;) = ;... x;. Dadas dos palabras v;,v; € A" escribimos v = v;v; para denotar
la palabra v € A" tal que vjg|y,|-1] = V1 Y Vfjoy|,|or]|+|va|—1] = V2-

Dinamica topolégica (Basado en | D

Recordemos que K = N o Z. Desde el punto de vista topolégico el espacio (AX,d)
es espacio métrico, compacto, completo, totalmente acotado, sin puntos aislados, donde
los cilindros son una base clopen (i.e. de conjuntos abiertos y cerrados) para la topologia
inducida por d (i.e. es cero dimensional) y totalmente disconexo (luego es un conjunto de
Cantor). La funcién shift o : AX — AX o(x) = (2;11)iex es continua y es un homeomor-
fismo cuando K = Z. Un espacio de shift es un subconjunto cerrado shift-invariante .S de
AK . Se define un shift og (que usualmente se denota simplemente por o) sobre el espacio
S c AX, mediante la restriccién de la funcién o a S. Un subshift S C A% para K = N se
dice unilateral, cuando K = Z, se le llama bilateral. Para un subshift S (o espacio del shift)
se tiene que existe un lenguaje asociado L(S) = {v € A* | 3s € S, 59,juy|—1) = v}. Un espa-
cio de shift S se dice irreducible si Vu, v € L(S) Jw,w’ € L(S), tales que uwv, vw'u € L(5).
Un subshift S C A¥ se dice de tipo finito (STF) si existe un N € N y una coleccién L
de palabras de largo N, tal que x € S si y solo si z;j1n,—1] € L para todoi € K. Si A es
una matriz de m x m con entradas en {0,...,m}, sea G4 el grafo dirigido con conjunto
de vértices V' = {0,...,m — 1} y A j) arcos desde ¢ a j. Sea E4 el conjunto de arcos
en G 4. Sea Y4 el subconjunto de (E4)% obtenido por los caminos bi-infitos en G 4, i.e. el
conjunto

{x € E% : Vi el vértice de partida del arco z;,, es el vértice de llegada del arco x;}.

Sea 04 = ox,. El sistema (3 4,04) se llama shift de arcos, y es un STF bilateral. Consi-
derando solamente los caminos infinitos en una direccién obtenemos un STF unilateral.

Para S C A un espacio de shift, mediante el par ordenado (S,G) denotaremos a una
funcién continua G : S — S, y lo llamaremos sistema dindmico topoldgico (s.d.t.). Se dice
que (G1,S51) y (Ga,S2) son s.d.t’s conjugados si existe un homeomorfismo ¢ : Sy — 5
tal que G o @ = ¢ o G5. Este concepto es vital para estudiar propiedades topoldgicas de
s.d.t.s distintos, ya que muchas propiedades importantes que se veran en el contexto de
autématas celulares se preservan bajo conjugaciéon, por lo que cualquier clasificacién bajo
estas propiedades se podra hacer salvo conjugacién. Y mas ain, en el sentido inverso,
muchas propiedades de autématas celulares van a ser importantes precisamente por ser
invariantes bajo conjugacién, ya que permitira clasificarlos. Todo STF bilateral es conju-
gado a un shift de arcos, de hecho un STF S C AZ est4 determinado por un conjunto de
palabras L de largo N + 1, luego podemos considerar el grafo cuyo conjunto de vértices
V son las palabras en A" y el conjunto de arcos £ C ANt estal quee =¢y...eny € F
es el arco que va del vértice e ...ey al vértice ey ...ens1 siy solo si e € L. Lo anterior
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1.2. Preliminares Capitulo 1

nos dice que todo STF bilateral se puede representar mediante un shift de arcos en un
alfabeto mas grande (como se vid, si para un STF S con alfabeto A se tiene que

#L(S) = N + 1, entonces la representacién en shift de arcos es en realidad la repre-
sentacién de un espacio de shift conjugado S” sobre el alfabeto AY en que #L(S) = 1),
claramente esto se extiende a STF’s unilaterales, ya que podemos extenderlo al conjunto
de secuencias bi-infinitas en el mismo alfabeto con las mismas palabras prohibidas, el que
si podemos representar mediante un shift de arcos, luego este mismo representa al STF
inicial considerando los caminos infinitos en una direccién. Notar ademas, que la cons-
truccién anterior entrega un grafo con matriz de incidencia a entradas en {0, 1}, este shift
de arcos en el alfabeto A" se le llama representacién en shift de vértices del espacio de
shift S sobre el alfabeto A. De este modo un STF S C A% se representa por un shift de
vértice si existe una matriz cuadrada M a coeficientes en {0, 1} tal que

S ={zx = (xi)icz € A? : My, ,—1 para todo i € Z}.

Para ser rigurosos, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que en cada representa-
cion por shift de arcos o de vértices de un STF, el grafo considerado es tal que de cada
vértice sale y entra al menos un arco, este tipo de grafo se llama esencial. Se tiene que un
STF es irreducible si y solo si en la representacion por shift de arcos (automéaticamente
se tiene lo mismo para shift de vértices) existe un camino dirigido entre cualquier par de
vértices.

Se dice que una matriz cuadrada de m x m a coeficientes en R{ es irreducible si para todo
i,j € {1,...,m} existe un n € N tal que M;; > 0. Se tiene que un shift de arcos tiene
asociada una matriz de adyacencia M irreducible si y solo el STF asociado es irreducible.
La razon de que los STF’s se comprendan mucho mejor que los espacios de shift generales,
radica en el hecho que la representacién mediante shift de arcos o shift de vértices, permite
asociarles una matriz de adyacencia, a la que se puede aplicar herramientas de algebra
lineal y asi obtener propiedades para los STF’s.

Teoria de la Medida en A* (Basado en | D

Desde el punto de vista de la Teorfa de la Medida, la coleccién de los cilindros S(AX) =
{[v]; : v € A%, j € K} es una semi-dlgebra, i.e. ) € S, (AL Be€ S = ANBecS)y
(Ae S = X\A=U"FE) donde Ej,...,FE, son elementos de S disjuntos de a pares.
Sea B(AX) la o—algebra generada por S(A"),ie. S C B cC {A: AC AX} es el conjunto
méas chico en el sentido de la inclusién que satisface X € B, (Be B=X\BeB)y
(B, € B,Yn > 1= U,B, € B). Un conjunto de medidas de probabilidad adecuado para
trabajar en AZ es el conjunto de medidas de probabilidad shift-invariantes M, (AX), i.e.
el conjunto de medidas u : B(AX) — R tales que u = p(o™'). Gracias a un corolario
del teorema de consistencia de Kolmogorov el conjunto M,(AX) se identifica uno a uno
con el conjunto de funciones p : B(AX) — R{ tales que: Y,c4 1([a]o) = 1, y para toda
palabra v € A* y todo n € K se tiene que p([v],) > 0, u([v]n) = Yacapl[valy) y
p([v]n) = Yaca p(lav]y). Se define un vector de probabilidad m = (7, ..., mga-1) donde
m; > 0y X m = 1. Una familia importante de medidas en M, (A¥) son las medidas de
Bernoulli 4., que sobre S(AX) se definen por i, ([vg;1]i) = I}_;7my,. Llamemos M(AK)
al conjunto de medidas de probabilidad {u : B(AX) — R{}. Una medida que serd de
particular interés sera la medida de Bernoulli uniforme A\ = p, para m = (ﬁ, c ﬁ),
que llamaremos medida uniforme.
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Convergencia de medidas en A* (Basado en | , , D

Diremos que una sucesién de medidas (pi,)ney C M(AX) converge a u € M(AX) si
Uy —* 11, i.e. para toda funcién continua g : AX — C se tiene lim, o [ gdp, = [ gdp. En
nuestro caso se tiene que p, —* p es equivalente a p,([v]x) = w([v]x) para todo v € A* y
todo k € K.

La convergencia *-débil se puede escribir de un modo maés conveniente usando analisis
armonico en el caso que A tenga estructura de grupo, nos restringiremos en este trabajo
al caso en que A = Z,, el grupo de los enteros médulo p. En este caso se define w = e2mi/p

y

) . lel-1,
X(ZE) = {xg, - 2K — S' | € € (Z,)" k € K,z € ZE 5 g, (2) = wkico Gy (1)

donde iy = T + ... + Ty con z;yy sumado un nimero & € {0,...,p — 1} de veces
(la suma es en Z,). Para una medida p € M(Z)) v xje, € x(Z}) podemos definir su
transformada de Fourier /i evaluada en xjg, € X(ZK ) por

alxig,) = Y- wle o G = 37 Sr= 30

TEL zezf! zezlf!

\EI 1

donde &7z = Y- €.

Nota 1.2.1. Se puede definir una integral en ZK Para xg, € x(Z, Ky definimos

- e di = A(X(e),)-
De la férmula de inversién para la transformada de Fourier se tiene que para n € N*,
r€lyykekK

£€Z7l

lo que significa que {/i(x(¢], ) }¢ezp determina completamente la medida p sobre los cilindros
de largo n con primera coordenada fija k. De lo anterior, mas el Teorema de Hahn de
extension tnica de una medida definida en una semi-algebra, se concluye que p = v si
y solo si fi(xje,) = P(x(g,) para todo X, € x(Z)). Ademds, se deduce que para una
sucesion de medidas (fn)neny C M(AX) y p € M(ZK)

pn =" 11 (Xig,) = Ax(g,) para todo g, € x(Z;).

Hay todavia otra manera de interpretar estos resultados (podriamos decir que la pri-
mera interpretacion viene del andlisis, la segunda del andlisis armoénico y ésta tultima de
las probabilidades). Sea (€, B(AX),P) un espacio de probabilidad, (in)neny C M(AF)
una sucesién de medidas de probabilidad, 1 € M(AK), y sean Xy, X1,... una suce-
sién de variables aleatorias en este espacio tales que P(X; € [v]x) = wi([v]x) para todo
v € A* y todo k € K. Ademas sea X, una variable aleatoria en este espacio tal que
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P(Xy € [v]x) = u([v]g) para todo v € A* y todo k € K. Notemos que cada varia-
ble aleatoria X; (de nuevo por Hahn) estd determinada tnicamente por su distribucién
{1i([v]k) }vea ker- En este caso tenemos que

Mné*/i@Xi_inoo

donde —9 se llama convergencia en distribucion, y la equivalencia se tiene de la definicion,
ya que se define precisamente igual que —*.

Hay una nocién méas débil de convergencia de medidas que serd importante. Se dird que
un conjunto D C N* tiene densidad 1 si tiene densidad de Cesaro 1, i.e. si

1
limysoo— >, 1=1
n€[N]ND

Dada una sucesiéon de medidas de probabilidad {, }nens € M(AX) se dird que su media
de Cesaro converge si existe un conjunto D de densidad 1 tal que la sucesién de medidas
{ptn }nep converge. Notemos del andlisis real que como para todo n € N*, 0 < u,([v]x) <1
para todo v € A* y todo k € K, entonces que la media de Cesaro de la sucesion de
medidas {/i, bnens converja a p € M(AX) es equivalente a cada una de las siguientes
proposiciones

1
limN%ooN > wn([v]k) = p([v]k) para todo v € A" y todo k € K,
ne[N]

en el caso A = Z, es equivalente a

: 1 . .
limy ooz 2 fin(Xig,) = Alxig,) para todo xig, € X(Z;),
ne[N]

y en el caso probabilista, equivalente a

]i[ 3 X, = Xoo

ne[N]

Notar que cuando u € M, (AX) y v € A* k € K, en la notacion u([v]x) se puede omitir el
indice k, pues u([v]x) = p([v]x) para todo k' € K. Como en este trabajo consideraremos
solamente medidas u € M, (AX), nos daremos la libertad de escribir u(v) para v € A*.
Para la medida uniforme A, cuando A = Z,, se tiene que 5\()([5} .) =0paratodo& € A" k €
K y claramente es la tinica, ya que como mencionamos, una medida p queda tnicamente
determinada por los coeficientes {Q(x, ) }eeas kex- Para una medida p € M(AF), el
conjunto de puntos z € AX con la propiedad que p(U) > 0 para todo abierto U > x se
llama el soporte de p, y se denota por Sopp. Sea H : AX — AKX una funcién continua,
como es medible con respecto a B, tiene sentido la siguiente definicién. Sea una medida
p € M(AK) definimos la iteracion de la medida p por H como la medida H, = u(H ')y
definimos por My (AX) el conjunto de medidas H-invariantes en A¥ | i.e. el conjunto de
las medidas p € M(A®) tales que H, = p. Se tiene que My (AX) C M(AF) es convexo
y cerrado en la topologia *-débil, ademas por Teorema de Krylov-Bogoliulov (K-B) es
no vacio. Si una medida p € M(AX) es G-invariante y (AX, Q) s.d.t. entonces decimos

8
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que el sistema dindmico métrico (s.d.m.) (A%, u, G) tiene soporte en el s.d.t. (A% G),
claramente todo s.d.t. tiene al menos un s.d.m. con soporte en él (por K-B), en particular
cuando K = Z, (AZ,MJ(AZ),O) tiene soporte en el s.d.t. (A% o). Por definicién de

subshift (lo mismo que un espacio de shift) se tiene que para toda medida u € M, (A%)
el soporte Sopu es de hecho un espacio de shift.

Autématas Celulares (Basado en | D

Un autémata celular (AC) (A%, F') es una funcién F : AZ — AZ definida por
(Fa)i = f(Zivi(g), - - Tigr(f)), @ € AL e,

donde f : A"N=UN*TL A es una regla local (una funcién). Los enteros I(f),r(f),
[(f) < r(f), radio izquierdo y derecho respectivamente, son denotados [, r respectivamen-
te. Cuando [ > 0, puede verse al AC como una funcién F : AY — AN, ya que la funcién
F proyectada a N, ' : AN — AN tal que

(FJZ)Z = f(IZ, Ce ,I'H_T),l' S AN,i c N,

estd bien definida. Cada vez que escribamos F' estaremos haciendo referencia a un AC,
e implicitamente a su regla local f. Cuando r < 0, puede verse al AC como una funcién
F: AN - AN vy sin pérdida de generalidad puede considerarse F' : AN — AN con
la regla local f(le, ooy Tivr) = f(@igr, ..., Tig). De este modo, cuando r = 0 también
puede verse al AC como una funciéon F : AN — AN . Gracias a la observacién anterior
podemos definir ACs (AX, F'), ademés notar que no se pierde generalidad en definir un
AC conl = 0 or = 0 sobre A" en vez de sobre A%, sin embargo, las propiedades
topolégicas del AC pueden ser muy distintas (mas adelante, por ejemplo, veremos que
todo AC con | = 0 que es positivamente expansivo sobre AY deja de serlo si se le define
sobre AZ). Un teorema importante de Hedlund relaciona los ACs con ¢ y la topologia
de A%, éste dice que una funcién F : A2 — A% es un AC si y solo si F es continua
yooF = Foo. Si para S C A% un subshift, definimos una funcién F : S — S
continua tal que 0 o F' = F oo, del Teorema de Hedlund, se tiene la existencia de la regla
local, de hecho dado a € AN L(S) se tiene que existe una cantidad finita de cilindros
{C;} tales que F~'a = U ,C;, luego para todo a € AN L(S) existe un natural fijo
ny f:A"NLS) = ANL(S) tal que x € S = F(z)o = f(Zpn-1), como S es
subshift entonces s € S = o*s € S para todo k € K, entonces Yk € K se tiene que
o"F(z), 0"z € Sy F(z), = (6"F(x))y = F(c*z)y = f(Zgn+r_1), €l reciproco se tiene
facilmente. Esto ultimo nos permite extender la definicion de ACs a espacios del shift.

Iteracién de medidas por ACs en AX (Basado en | D

Del punto de vista de los sistemas dindmicos interesa conocer medidas invariantes, en
el caso particular de los ACs, estamos interesados en conocer las medidas u € M, (A%)
(veremos mas adelante cual es la motivacién y explicaremos porque siempre podemos con-
siderar las medidas definidas sobre K = Z, atin cuando el AC acttie sobre AY) que son
F-invariantes para (A, F) un AC (notemos que la continuidad de los ACs permite ha-
blar de la medida iterada). Hay teoremas de existencia que mencionaremos mas adelante,
también veremos que hay ACs para los que el hecho de que cierta medida sea F-invariante

9
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se deduce de algo puramente combinatorial, sin embargo, cuando uno trabaja con ACs
espera algo més de las medidas F-invariantes, uno esperaria al menos poder describir
explicitamente algunas, obviamente seria ideal poder clasificarlas todas, pero, estamos
aun lejos de una clasificacion completa y hay varios pasos importantes que dar antes de
conseguir un objetivo tan ambicioso. Una idea es buscar entre los puntos de acumula-
cién de {F['},en. Notar que la existencia de estos puntos de acumulacién es un hecho
simplemente del analisis real, ya que por Teorema de Hahn la sucesién de sucesiones en
R, {{F}} ([v]r) vea kek Jnen caracteriza completamente a la sucesion {F}'},en, y por un
argumento diagonal de Cantor se tiene que existe una subsucesion que caracteriza com-
pletamente a una medida v en AX que es un punto de acumulacién de {F] " nen (K-Ben
sistemas dindmicos o Banach-Alaoglu-Bourbaki en anélisis). En general, demostraciones
como estas no son un gran aporte en problemas de clasificacion, donde se pretende encon-
trar elementos de manera explicita, y sera una de las razones del enfoque especifico de este
trabajo. Una manera cldsica para buscar medidas en Mp(AZ) es restringirse a medidas
en el conjunto de puntos de acumulacién de la sucesién { % Yonen) F } vens, que es un
conjunto cerrado y no vacio contenido en Mp(AX); dada la importancia de este conjunto
anotaremos FTV = % Yneivy Fr- En particular, si para una subsucesion {N;} C N* la

sucesion {F'*} converge, entonces {N;} C N*, tiene una densidad de Cesaro asociada.
Particular importancia van a tener las medidas p tales que existe una subsucesion como
la anterior con densidad de Cesaro 1, en tal caso al limite lo denotamos C,(F) y se llama
media de Cesaro. De hecho es un problema abierto dado un AC identificar las medidas
de probabilidad tales que exista esa subsucesién con densidad 1 (claramente hay casos
triviales, como cuando el AC es epiyectivo y la medida es la uniforme), se conjetura que
para los ACs “interesantes” (digamos epiyectivos) hay un conjunto “grande” de medidas
para lo que ésto ocurre (al menos casi tan “grande” para contener las medidas de Ber-
noulli), la evidencia que permite tal conjetura esté basada en resultados de Lind, Ferrari,
Maass, Martinez, Ney, Pivato, Yassawi, F.Blanchard y Tisseur, entre otros, de un modo
que explicaremos. Estos trabajos consideran medidas de probabilidad en M, (AX), una
de las principales motivaciones debiera ser la siguiente: basado en el Teorema de Hed-
lund, si se quieren iterar medidas de probabilidad en AX por un AC F, si u € M, (AX),
entonces para todo x € Sopu, Vk € K, o %z € Sopu; luego uno puede estudiar el AC
(F(Sopu) N Sopu, F) que esté bien definido. Pero hay otras motivaciones, por ejemplo,
para medidas p € M, (AX) el espacio (AKX, i1, 0) es un sistema dindmico métrico (s.d.m.)
por lo que se puede aplicar la teoria de sistemas dindmicos (ver 1.2).

Generalizacién de resultados anteriores a espacios de shift S c AX

Asi como las medidas de Bernoulli son al espacio AX, las medidas de Markov son a
los espacios STF’s S C AX. Lo anterior, en el sentido que son las medidas o—invariantes
mas naturales. Una manera de construir medidas de Markov en un STF es la siguiente.
Dado un STF S C A¥, consideramos la representacién por shift de vértices con matriz de
adyacencia M, conjunto de vértices V' y conjunto de arcos E. A cada vértice v; le asociamos
un real p; € (0, 1], tal que Ezﬂ pi = 1. A cada entrada M, ; = 1 de la matriz de adyacencia
le asociamos un real P;; € (0,1], tal que Zfzvl P,; = 1 para todo i = 1,...,#V. Lo
anterior permite construir una matriz de Markov P y un vector estacionario p. Finalmente
definimos la medida sobre cada cilindro vy j;, Por fup,p)([Vjij)i) = PoiPoiwicy = Pojor;-

10
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Notar que usando la misma idea se pueden construir medidas de Markov sobre STF
usando las matrices de adyacencia del shift de arcos.

En los espacios de shift la teoria de medida aplica de la misma manera, ya que son
espacios medibles compactos, se sigue considerando la convergencia débil de las medidas.
La definicién de AC se extiende a estos espacios de shift S, de modo que se puede estudiar
de la misma manera la convergencia de las medidas iteradas por ACs. En este caso, el
conjunto de medidas estudiadas es el conjunto M, (.S).

Espacios de shift multidimensionales

Reordemos que K = Z o N. Los espacios de shift multidimensionales son acciones
sobre K¢ para d > 2 que generalizan las acciones sobre K que constituyen los espacios de
shift. Dado un alfabeto finito A y un entero d > 2, se define el full-shift sobre el espacio
producto AX” por el par ordenado (AX", {0;}icga), donde para cada i = (iy, ..., i) € K%,
se define la funcién o; : AX" — AK" tal que a z € AX" y j = (j1,....ja) € K% le
asocia 0;(r); = w;+;, donde la suma del subindice es componente a componente, i.e.
i+j = (i1 + j1,-..,%q + ja). Considerando la topologia discreta en A, usualmente se
utiliza la topologia producto en AX”, con ésta el espacio AX” es espacio métrico compacto,
totalmente disconexo. Un conjunto X C AKX * cerrado y o—invariante, i.e. tal que Vi € K¢
0;(X) = X, se llama espacio de shift en K¢, o K?—subshift. Definimos los patrones finitos
de dimensién d mediante el conjunto A*?¢ = Upckdr finito AP donde AT = {¢: F — A}

es el conjunto de funciones de F a A. Cada K%—subshift X c A% est4 definido por la
asociacion de una familia F C A*¢ de patrones tales que X = {x € AKY YE Cc K g P
F}, donde x | son los elementos de = en las coordenadas en F'. Cuando el conjunto F es
finito se dice que es un K4—STF. En K% definimos Ay = {0, a;e; : |a;| < N,a; € K},
donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) y el 1 aparece en la coordenada i. Notar que existe una
gran diferencia entre K—STF y K?—STF para d > 2, ya que los patrones localmente
admisibles en el caso K¢, a diferencia del caso K, no son necesariamente globalmente
admisibles, i.e. en general, dado X C AK? K?—STF, no existe un N € N fijo, tal que
dada una configuracion x € AKd, se pueda determinar si x € X conociendo x|y,
Vi € K (z|;1a, es la restriccién de x a i + Ay, en que se considera para i = (iy, ..., %4)
que i+ Ay ={(g1+i1,-.-,94+1):9=(91,---,94) € AN} ).

Teoria de Entropia de STF (Basado en | , D

Recordemos que K = 7Z o N. El teorema méas importante de la teoria de entropias
de K—STF’s (manera de denotar a los espacios de shift sobre K') dice que para un STF
S c AK irreducible, el ntimero log(v4) € R{, para v4 el mayor valor propio de la matriz de
incidencia del shift de arcos asociados a S, corresponde a la entropia topoldgica. Cuando
hay una medida de Markov i, p) asociada a un shift de vértices con matriz de incidencia
M de m x m (dé lo mismo si consideramos el shift unilateral asociado o el bilateral), la
entropia de medida con respecto a fi, p) estd dada por la formula — 377" pi P jlog P, ;.

Con respecto a las medidas de maxima entropia. En | |, Teorema 17.14, pagina 128,
aparece la demostracion que para los STF’s irreducibles existe una medida de entropia
méaxima, la demostracién construye tal medida. En | ], Teorema 19.14, pagina 157,

aparece la demostracion que los STF’s irreducibles son intrinsicamente ergddicos, i.e. que
existe una tnica medida ergédica de entropia maxima. Para el caso de los K?—STF’s con

11
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d > 2 no se conoce una férmula para calcular exactamente la entropia topologica, sin
embargo, en algunos casos particulares, si se conoce la entropia (ver ejemplos en | D).

1.3. Problema

El problema de estudiar la randomizacién asintotica de medidas de probabilidad por
ACs es un problema muy extenso que esta memoria no pretende abarcar en su totalidad.
En esta subseccion motivaremos las bases del enfoque especifico de este trabajo. Para
esto, primero mostraremos las propiedades basicas, luego, los resultados mas importantes
relacionados con el problema, para los cuales enunciaremos la notacion, y en algunos casos,
mostraremos los argumentos claves de sus demostraciones. Finalmente, describiremos el
alcance de esta memoria en relacion al problema planteado.

1.3.1. Resultados elementales

En esta subseccion se muestran los resultados y definiciones elementales en relaciéon a
las medidas iteradas por ACs.

Motivacion de porqué considerar ACs unilaterales

Dado un AC (AX, F), donde recordemos K = N o Z, y una medida pu € M,(A¥X),
como g es shift-invariante, entonces para todo k' € K, para todo cilindro [v]; con v €
A%k € K se tiene que F,([v]r) = F.([v]pr), i.e. p(Folg) = p(F~to ot [v])) =
i ((F o J_k/)‘l[v]k), luego para I = Foo~* se tiene F,([v];) = F([v]g), y luego F, = F),.
Lo anterior nos dice que dado un AC F' y una medida shift-invariante, la medida se itera
de manera idéntica por cualquier otro AC F' que se escriba como o o F' = F’ para algtn
k' € K. También nos dice que cuando estudiemos medidas iteradas por ACs (A%, F') no
se pierde generalidad en suponer que K = N, ya que de no serlo, se tendria [(f) < 0 luego
bastaria tomar el AC (AY, Foo™!()) y la medida iterada serfa la misma, ademés del punto
de vista de las medidas, si la medida inicial estaba definida en A%, basta considerar su
proyeccion a N que sigue siendo medida de probabilidad, por esta razén no es de extranar
iterar medidas de probabilidad definidas en A% por ACs definidos en AY, y més atin,
serd mas natural de hecho definir las medidas de probabilidad en A%. La medida uniforme
juega un rol primordial, una de las primeras propiedades que la relaciona con los ACs es el
hecho que Hedlund demostré que para todo AC (A%, F) con regla local f: A1 — A
se tiene que el AC es sobreyectivo si y solo si para todo v € A* #f1(v) = (#A),
luego la medida uniforme se preserva por un AC si y solo si este es epiyectivo, o en otras
palabras A € Mp(AZ) siy solo si el AC F es epiyectivo. Como veremos, es suficientemente
interesante el problema en el caso de ACs para aquellos en los cuales lo anterior si ocurre,
por eso nos restringiremos al estudio de los ACs epiyectivos. Notemos que cuando el AC
no es epiyectivo no tiene medidas shift invariantes con soporte completo (i.e. medidas en
que el soporte es A%) ya que el conjunto limite W (A%, F) = N;>oF*(z) € A% y entonces
p € Mp(A?) = Sopu C W(AZ F) C AZ.

Motivados por la discusién anterior, en el estudio de medidas iteradas por ACs, en general,
se consideran ACs epiyectivos (AY, F') y medidas de probabilidad en M, (A%).

12
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Definiciones y resultados topdlogicos relacionados con la iteracién de medidas
por ACs (Basado en | , D

Las definiciones para ACs sobre subshift bilaterales se extienden a los ACs sobre subs-
hift unilaterales, ya que se pueden aplicar sobre ACs con [ = 0 y restringir el dominio a
N.

Un AC (S C A% F) se dice:

1. equicontinuo si todo punto z € S es punto de equicontinuidad, donde z € S se dice
punto de equicontinuidad si

(\V/N > 0)<E|M > 0) {y c S, y[—M,M] = ‘T[_MJ\/” = FnI[_NyN] = Fny[_NVN] Vn € Z} ]

2. sensitivo a las condiciones iniciales si

AN > 0 tal que (Vz € S)(VM > 0)
[Ely € A%, 3n € N: z_ym) = Yi—mm), Fr ooy n # F”?J[—N,N]} ;

3. positivamente expansivo si

dN >0tal que Vo #Zy €S, In €N, F'yi_y N # F y—n N

4. expansivo si F' es biyeccion y

N >0talque Ve #y €S, In € Z, F'r_nn # F Y-~ -

Nota 1.3.1. Las definiciones anteriores siguen siendo wvdlidas para shifts unilaterales
considerando los intervalos [0, N y [0, M], en lugar de los intervalos [—N, N| y [—M, M],
respectivamente.

Notar que la extensién natural a Z de un AC (AN, F') positivamente expansivo, no
preserva la positiva expansividad, ya que para cualquier N € Z pueden considerarse
x # 2’ tal que Ty o) = :U’[Npo), luego F™(x)[n,00) = F"()n,00) Para todo n € N*.

Existen dos tipos de ACs sobre STFE’s irreducibles. Si existe una cota uniforme del
nimero de preimagenes de cada punto se dice que es finito-a-uno. Si tal cota uniforme no
existe se dice que es infinito-a-uno.

Un AC (S, F) sobre un espacio de shift S C AZ, se dice cerrado a la derecha si no
colapsa dos puntos asintéticos a la izquierda, i.e. si F(x) = F(2') y para algin I € Z se
tiene que z; = x} para todo —oo < i < I, entonces x = z’.

Una propiedad importante de los ACs cerrados a la derecha es que son siempre finito-
a-uno. Un AC sobre un STF irreducible es epiyectivo si y solo si es finito-a-uno, luego
todo AC cerrado es epiyectivo.

Si un AC (S € AN, F) es cerrado a la derecha con S STF irreducible, entonces pa-
ra todo N suficientemente grande la funcién 0¥ F' es positivamente expansiva (Lema 4.2
en | |). Desde el punto de vista de la iteraciéon de medidas de probabilidad en M, (.5),
en base al resultado anterior puede decirse lo siguiente. Dado un AC (S C A%, F) (consi-
deramos el caso K = Z ya que cuando K = N se deduce inmediatamente de éste) cerrado

13



1.3. Problema Capitulo 1

a la derecha con S STF irreducible, y una medida p € M,(S), entonces para G = oo F
el AC (S ¢ AN, @), donde S es el STF representado por el mismo shift de vértices que S,
pero considerando solamente los caminos en una direccién, es tal que F,, = G, ademas
existe un N tal que para G’ = oV o G el AC (S, ") es positivamente expansivo. Lue-
go, como F, = G;, estudiar la iteracion de medidas de probabilidad o—invariantes por
ACs positivamente expansivos sobre STF’s irreducibles unidireccionales es equivalente a
estudiar estas iteraciones por ACs cerrados a la derecha sobre STF’s irreducible bidirec-
cionales. Finalmente, como la positiva expansividad es un invariante bajo conjugaciéon
topolégica, y todo AC (S € AN, F) es conjugado a un AC (S C AN, F) con vecindad local
(I,7) = (0,1), entonces estudiar las iteraciones de medidas por ACs cerrados se reduce al
estudio de las iteraciones por ACs positivamente expansivos en que la regla local f depen-
de de dos pardmetros. En el caso particular en que se tiene un AC (AN, F') con vecindad
local (I,r) = (0, 1), la regla local queda determinada por una matriz M de (#A) x (#A4) a
coeficientes en A tal que f(z,y) = M,, para todo z,y € A. Diremos que M es la matriz
asociada al AC F. Esta idea, sigue la usada en el estudio de los STF’s, donde se buscan
propiedades dindmicas a partir de la representacién en shift de arcos (o vértices).

Decimos que un AC (AZ, F') con vecindad local dada por enteros 7,1 es permutativo a
la derecha si para todo v € A™~! la funcién f(v,-) : A — A definida por a € A+ f(va)
es inyectiva. Notar que cuando | = 0 (o r = 0 ver comentario en subsubseccion 1.2)
considerando la restriccién del AC a AN, ser permutativo a la derecha implica positiva
expansividad, veremos en Seccion 2 que la condicién también es suficiente cuando la car-
dinalidad del alfabeto A es prima.

Dado un AC (AZ, F') con vecindad local dada por enteros r, [. Una palabra v € A"~+1
se dice palabra bloqueante, si existe una secuencia infinita de palabras {v,},, |v.| =
i—j+1<r—1+1,para j,i constantes tales que [j,i] C [[,r], tal que para todo x € A%
con xp, = v se tiene que F™(x)[_;; = v, para n € Z*. Para extender la definicién a AC’s
(AN, F), considerar [ = 0 en la definicién anterior, y reemplazar F™(z)_;; = v, para
n € Z* por F™(x)j,) = v, para n € N*.

Un resultado clasico de medidas iteradas por ACs

El Teorema 6.12 en | ] es ligeramente méas general que lo siguiente. Dada una
transformacion continua T : A% — AX y u € M7p(AX). Entonces u es ergédica si y solo
si para toda medida v € Mp(AX) tal que v << u se tiene que

1N71

n=0

La demostracién de la condicién necesaria es la siguiente. Para f : A% — C, u ergddica
y v << i, del Teorema de Radon-Nikodym se tiene que 3¢9 = dv/du € L', luego

1 N-1 1 N-1

[ rats: PRRES DY [romav = ;N_O [ 1)g@)dpa),

y de la ergodicidad de p se concluye que

1 N—-1

N nz::()/f(T"x)g(x)du(x) — /fdu/gdlt: /fdﬂ/dV: /fdl%
14



1.3. Problema Capitulo 1

lo que prueba % SN T — 4, ya que lo anterior puede hacerse para toda funciéon f

como antes. Notemos que el teorema anterior aplica sobre ACs positivamente expansivos
en que la medida g = X la medida uniforme. De hecho los ACs son funciones continuas
de AX en A y para los ACs positivamente expansivos la medida uniforme X es la tinica
medida de entropfa maxima (ver | ]), luego de observacién en pagina 193 en | ]
se deduce que A es ergddica, y entonces para toda medida v << A y F—invariante, la
media de Cesaro C,(F) = \. Sin embargo, este teorema no nos dice nada de la conver-
gencia de iteraciéon de medidas v singulares con respecto a la medida uniforme. Por esta
razén no es util este resultado para estudiar iteraciones de medidas de Bernoulli no uni-
formes, pues son singulares con respecto a la medida uniforme. De hecho, usando este
mismo teorema puede probarse una medida p o-ergddica es tal que para toda medida
v € My (AF), v << u se tiene que v = p. Que basicamente dice que no existen medidas
o-invariantes que son a su vez distintas de una medida o-ergodica con respecto a la cual
son absolutamente continuas. En particular, se deduce el hecho obvio que las medidas de
Bernoulli son singulares entre si y que las medidas que no son de Bernoulli absolutamente
continuas con respecto a una medida de Bernoulli no son o—invariantes.

1.3.2. Resultados conocidos

En esta subseccion se presentan las definiciones y los resultados que esta memoria
considera mas importantes en relacién al estudio de medidas iteradas por ACs.

Resultados para ACs positivamente expansivos

En [ | se prueba que todo AC (AN, F') positivamente expansivo es topolégicamente
conjugado a un STF de orden N, i.e. un STF donde las palabras prohibidas son de largo
N. Si el AC ademas tiene vecindad (I,r) = (0,7), se prueba que existe una constante k;
que satisface que para cualquier bq,...,by_; € A"

k1 :#{aoeAr:Elx,yeAN,F(ao-x) :bl"'bel'y}a

con - la concatenacion. Ademas, Maass y Blanchard en | ], prueban que k; divide al
ntimero (#A)" y que hy(F) = log(k1) = hip(F), para A la medida uniforme en AY.

Randomizacion asintéticas de medidas de probabilidad con decaimiento suma-
ble y conexién completa por ACs (A" F) lineales de vecindad (I,r) = (0,1) y
alfabeto de cardinalidad p" para p un ntimero primo

El estudio de medidas iteradas por ACs tiene su origen en un trabajo de Lind | s
en que demuestra que la media de Cesaro de una medida de Bernoulli en {0, 1}Z iterada
por el autémata celular ' = 07! + ¢ en {0,1}%, para o el shift, converge a la medida
uniforme A. Como generalizacion a este hecho y en un contexto en relacién a las medidas
iniciales mucho mas general, Ferrari, Maass, Martinez y Ney demuestran el siguiente
teorema en | ].

Teorema 1.3.2 (Ferrari, Maass, Martinez y Ney). Sea (G,+) un grupo abeliano finito
con #G = p" y p un primo. Sea P una medida de probabilidad shift-invariante en G con
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1.3. Problema Capitulo 1

conexion completa y decaimiento sumable. Sea ¢ : GY — G un AC dado por (¢x), =
ax, + br,1 paran € N, donde a,b son coprimos con p". Entonces para todo v € G~ la
distribucion de la media de Cesdro Cp,(F') existe y es igual a la medida uniforme.

Se consideran las siguientes definiciones.

Primero, se define para una distribucién inicial P en G%
1 M—-1

Cp = limpy—yoo— Z Po (p_m.
M m=0

Segundo, para una medida P shift-invariante en G%, v € G, Se define para todo
mzoyg()77gm€G7

Po{zo =60y, Tm = gm} =P{xo = g0, ..., Trm = g | T = w;,7 < 0}.

Tercero, se dice que P tiene conexién completa si satisface

Vgo € G,Yv' € GV Py{zo = go} > 0.

Cuarto, para m > 0 se define
]P’v/ To =
’ymisup{ w{zo 90}_

v{zy = go}
Se dice que P tiene decaimiento sumable si

1‘ g eG U, ve GV v =wi € [—m,—l]}.

oo
> A < 00
m=0

Las hipotesis sobre la medida se deben a que la demostracion esta basada en un lema
de renovacion que las necesita. Entraremos en el detalle de este lema més adelante (). La
demostracion tiene tres elementos fundamentales. Para demostrar el resultado las ideas
son una generalizaciéon notacionalmente un poco enredada, pero en esencia iguales, a la
demostracion para el caso de cilindros con una sola letra, por esta razén mostraremos los
argumentos en el caso de cilindro de este tipo.

El primer argumento es un lema (Lema 4.1 en 1.3.2), que dice que para una medida
P, como en el Teorema 1.3.2 existe € : N* — R una sucesién decreciente a 0, tal que para

toda sucesion {a;};en+ C G, para G un grupo abeliano finito con #G = p” y p un primo,

1
Pw{zaﬂi:g}—#g

1€[n]

< e(#{a; : i € [n],a; # 0 mod p}), Vg € G. (1.2)

El segundo argumento usa la hipotesis sobre el cardinal del grupo G y la linealidad
del AC ¢, lo que permite concluir que

(e"a)i= ) < 7,? ) p . (1.3)
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El tercer argumento relaciona los dos argumentos anteriores para extraer el resultado.
También se usa el Teorema de Lucas, que dice que para dos enteros no negativos m, k; y p
un numero primo tal que los desarrollos de m y k en base p estan dados por m = > ; m;p’

vy k=", kip' se tiene
m n m;
()], == ()
P

El Teorema de Lucas se usa para demostrar que para a € (0,1) y M € N* si

p

m=Y"mp' <My #{m;:m;#0} > aloglogh,
=0

entonces
{k <m: l( 7: )] # 0} > galoglogM
P
Finalmente se demuestra que el conjunto
{m<M:m=> mp'y#{m;:m;#0} > aloglogM } yjen C N (1.4)

1=0

tiene densidad de Cesaro 1, luego usando el argumento primero y segundo se concluye que

. 1 M-1 1

lo que finaliza la demostracion.

Veamos el detalle de (). Cuando se tienen las hipétesis de o—invarianza, conexiéon
completa y decaimiento sumable de la medida P en G% se tienen los Lemas 2.8 y 3.1
en | ]. El Lema 2.8 permite construir variables aleatorias (xr, : ¢ > 0) i.i.d.
(independientes e idénticamente distribuidas) uniformemente distribuidas en G. El Lema
3.1 demuestra que N(A) = > ;51 1p,ca para A C N es tal que P{N(A4) = 0} < €(|4])
para € : N* — R una sucesion decreciente a 0. Introduciremos la idea de “propagaciéon
aleatoria” que estd implicita en el Lema 4.1, y es el argumento clave para demostrar la
randomizacion.

LTI P TP OXE DA XETTETTPTPfT0]

X 5 X

Uniforme_ Uniforme

Figura 1.1: Propagacion aleatoria.

La idea de “propagacién aleatoria” dice lo siguiente. Para un AC (A% F) con | =
1,r =1, algin m € N* y k > k' para un k' € N* fijo, tal que independientemente de
las coordenadas j; € [—k,k| para i = 1,...,m se tiene que: si x;, son variables i.i.d.
con distribucién uniforme, entonces para y tal que y;, = z,, y para j # j;, y; ~ alguna
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1.3. Problema Capitulo 1

distribucién de probabilidad, la variable aleatoria F*(y)y tiene distribucién uniforme. La
idea de “propagacién aleatoria” se usa para demostrar (1.2), el primer argumento clave de
la demostraciéon de randomizacién en | |. En el Capitulo 5 formalizaremos este
concepto y demostraremos que es suficiente para demostrar que se tiene randomizacién
en un sentido un poco mas general que definiremos.

Nota 1.3.3. En el caso de ACs no lineales no es directo aplicar un argumento como el
(&), ademds no se dispone necesariamente de una formula sencilla como (1.3).

Randomizacion asintéticas de medidas de probabilidad armdénicamente mez-
cladoras por ACs (A", F') difusivos en densidad

Motivados en los resultados obtenidos en | |, Pivato y Yassawi demuestran
en | | el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4. Sea A un grupo abeliano finito, Ml un monoide (por ejemplo, NE, 7P,
ZP xNE) Si F: AM — AM es un AC lineal y p una medida arménicamente mezcladora
en AM, entonces la media de Cesdro C.(F) existe y es igual a la medida uniforme.

Una version ligeramente menos general del teorema anterior, pero con demostracién
completamente analoga, es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.5 (Pivato y Yassawi). Sean € {2,3...} y F : ZF — ZE un AC lineal
difusivo y i una medida arménicamente mezcladora en ZE | entonces la media de Cesaro
C.(F) existe y es igual a la medida uniforme.

Donde se consideran las siguientes definiciones.

= Primero consideremos una definicién mas general de cilindros, digamos el dlgebra
generada por los cilindros, i.e._g)ara el espacio AX consideramos el conjunto de los
elementos [v]> para v € A* yk € K" tal que [v] = {z € AX : 2y, = v; para i =
0,...,|v] —1}.

» Segundo consideremos una definicion un poco mas general de (1.1), para n €
{2,3...} se define w = €™/ y el conjunto

— l€l—
X(Z5) = {x1e- : 7K 5 St cezr, k e K¥l x e 2K X[l () = wzizolﬁixﬂrki}.
K

Para un elemento x(g, € X(Z1) se define el rango de X[¢)»» denotado mnk(X[ﬂ?),

como [¢] (el largo de la palabra £). Diremos que una medida p € M(AX) es arméni-
camente mezcladora en ZE si para todo € > 0 existe R > 0 tal que para todo
€ € (Z,)" con [¢| > R, para todo k € K, se tiene que

S ([l S| < e

vEZInE‘

» Tercero, decimos que un AC (ZX | F) es lineal si la regla local

o tm) = 3 fizs (1.6)
=0
18
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donde f; € Z, para todo ¢ = 0,...,m — 1 (notar que f; puede tomar el valor 0).
Consideremos que para j € K y x € ZE, F(2); = f(@jp1,...,2j4r) paral <r € K
fijos tales que L +7r+1=m

» Cuarto, para un AC (ZE | F) lineal con regla local definida como en (1.6) y Xlg» €
_>
X(ZE), consideremos k pin = min{k;} vy k maz = maz{k;} y definimos para y € ZE

— —

¥ maz+
Z ﬂuz " f(xik7'~-7x7;}j,l+r)yi—l

Xigg 0 F(y) = w-Fuln ,

é
con xf = 0sii §é k y x = ¢ sii € k: ie. X o F es un elemento X[r]»
e —
donde 0 = f(x Zg),...,wmﬂﬂ) tal que f( LT L = 0 para todo i < g,
n = f(zf,...,z},,) tal que para todo iy < z <y f(zfF,. o 2k,,) =0,y asi
ﬁ
sucesivamente, luego claramente |7| = #{i : f(zf,... 2}t ) # 0}.

= Quinto, se dice que un AC (ZX| F) lineal es difusivo si para todo £ € Z*,k € K con
€] > 0 se tiene que rank(xg-, o F") — 0o cuando n — oo.

Mostraremos las ideas fundamentales en la demostracion del Teorema 1.3.5. Hay basi-
camente tres argumentos.
El primer argumento es de gran similitud con la demostraciéon del Teorema 6.12 en
[ ]. Usaremos la notacion en la Nota 1.2.1. Se tiene que para (Z{f , F') un AC lineal,
p € M(Zy), m e Ny g, € x(Zy),

Frr(xe,) / xdF," = / X, © F™dp.
Del hecho que F es lineal se tiene que xjg, o F™ = x' € X(Z ), luego
Fr(xien) = ” X dF," = /Zg X'dp = fi(x').
Para demostrar la convergencia
F" — X cuando m — oo,
se propone demostrar que

Flm(X[f]k) — 0 cuando m — oo, para todo X[,

Para demostrar esto tltimo se propone el concepto de medida aménicamente mezcladora
que dice que para todo € > 0 existe R > 0 tal que

’I“ank‘(X[g]k) > R= ﬂ(X[ﬂk) <,
y el concepto de AC difusivo que dice que

rank(xe, © F™) — oo cuando m — oo, para todo xjg, -
19
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El segundo argumento de la demostracion, es que las medidas de Bernoulli son armoéni-
camente mezcladoras, y el tercer argumento, es que los ACs lineales son difusivos, para
esto se utiliza el Teorema de Lucas. No entraremos en el detalle de estas demostraciones.

Pivato y Yassawi demuestran en | ] que toda medida de Bernoulli es armoni-
camente mezcladora y que todo AC lineal (Zf , F'), para p primo, es difusivo en den-
sidad. Esto significa que existe un conjunto D C N* de densidad de Cesaro 1 tal que
(VX[ )i ooneprank(x(g-, o F™) = oo, con lo que concluyen para todo AC lineal
(Z}, F), la media de Cesaro C,(F) existe, para p cualquier medida de Bernoulli (si la
medida inicial tiene soporte completo). En | | los mismos autores generalizaron los
resultados obtenidos para el caso ZX, para n > 1 no necesariamente primo.

Nota 1.3.6. Cuando el AC (Z}, F) no es afin, no es cierto que ¥m € N*, Vg, € x(Z)),
X, © F™ € X(fo). FEsto restringe el concepto de difusividad solamente a ACs afines.

Existencia de la media de Cesaro para la iteracién medidas de probabilidad
shift invariantes y shift ergdédicas por ACs definidos sobre espacios de shift con
palabras bloqueantes en alguna direccion

Blanchard y Tisseur en | | demuestran que ACs definidos sobre espacios del shift
S, que tienen direcciones con palabras bloqueantes, son tales que la media de Cesaro C,(F')
existe para medidas p € M,(S) que son o—ergddicas. La gracia de este resultado es que
resuelve el problema de la existencia de la media de Cesaro para una familia “grande” de
ACs, dejando el problema abierto solo en el caso de ACs que en ninguna direcciéon tienen
palabras bloqueantes.

Teorema 1.3.7 (Blanchard y Tisseur). Sea (S, F') un AC y p una medida o—ergédica tal
que existe una palabra bloqueante B € L(S) tal que u([Blo) > 0. Entonces eziste la media
de Cesaro C,(F') y se tiene que para todo u € L(S)

1 p(k,m)—1 —
S (Bl m) 0 PG ([u]o)),

Cul ) ([ulo) = limtmsoo - P

(k,m)

Con respecto a las hipétesis. La hip6tesis sobre el AC (S, F') que permite obtener el
resultado en un espacio de shift .S generaliza el hecho que el resultado sea valido solamente
para ACs (A, F), pero en realidad este hecho pasa desapercibido en la demostracion.
En el sentido estandar, la o-ergodicidad de la medida g se usa solamente para poder
deducir que p—casi seguramente (c.s.) en cada = € S aparece B infinitas veces en cual-
quier direccion, por lo que no habria problemas en cambiar la hipdtesis “u una medida
o—ergbdica tal que existe una palabra bloqueante B € L(S) tal que u([Blo) > 07 por
“sea B € S una palabra bloqueante y sea p una medida tal que pg—c.s. en cada = € S
ocurre B infinitas veces en cualquier direcciéon. R(k,m) es el conjunto de puntos en S
tales que tienen al menos una ocurrencia de B en [—m — k, —k| y otra en [k, m + k], luego
limum—oopt(R(k,m)) = 1. Y dado que esta es la tnica parte donde se usa la ergodicidad de
la medida inicial, podrian relajarse las hipdtesis sobre la medida p de modo de solamente
pedir que sea shift invariante y que se tenga esta convergencia. Con respecto a la demos-
tracion, hay dos argumentos claves.
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El primer argumento es que se pueden intercambiar los limites

Uit ool oo = S0 1 (R(k,m) N E~4 ([u)g)) =

limm_,oolimn_,oogzzzol p(R(k,m) N F~ ([u)o)) - (1.7)
Y el segundo argumento es que
lim ook S (R(Em) N F () = .

Ly S (R, m) 0 F7Em) ([u]o) ).

p(k,m) =0
Para el primer argumento se demuestra que considerando la sucesion acotada

1 n—1

Tnm = = > i (Rlk,m) 0 F 7 ([ul))

n =y

para cada m fijo el limite de z,,,, existe, y que z,, ,,, converge uniformemente en n cuando
m — o0.

Para el segundo argumento, notar que para k,m € N* fijos, x € R(k,m) y 2o ju-1] =
u € L(S) donde |u| < k, la sucesién {F"(x)[o,ju)-1 }nen depende solamente de Z(_j_p, ftm]-
De la combinatoria acotada se deduce el resultado, ya que {F"(2)[o,ju)-1}nen tiene que
tener un preperiodo p'(k, m,z) y un periodo p(k, m,x) y definiendo

p(k,m) =mem({p(k,m,n) : x € R(k,m)})

y P/ (k,m) el correspondiente preperiodo, donde mem es el minimo comtn multiplo, se
obtiene que para toda palabra u € A® para s < k, y todo 7,57 € N

R(k:,m) N F—(ip(k,m)+j+p’(k7m))([u]o) — R(k, m) N F‘(p'(k’m)ﬂ)([u]o),

de donde se concluye el resultado.

-k-m -k 0 k k+m

| "~ Palabra bloqueante I I Palabra bloqueante

Combinatoria
Acotada

Figura 1.2: Tteracion de x € R(k,m).

Randomizacién asintética de medidas de Markov en A% compatibles con una
matriz M irreducible por el AC (AZ, F) lineal y A con propiedades algebraicas

En [ ], Maass, Martinez, Pivato y Yassawy, extiende los resultados en | ,

, , ]. En | | se considera el mismo problema de estudiar la
convergencia de la iteracion de medidas por ACs lineales, pero definidos sobre subgrupos
de Markov. Dado un alfabeto fijo A, los subgupos de Markov son STF’s definidos por un
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shift de vertices tales que son subgrupo de A%. Se puede probar que para los subgrupos
de Markov la matriz M es tal que en todas sus filas aparece el mismo ntimero de 1’s que
denotamos F, de lo que se deduce que existe una tunica medida de maxima entropia v de
Markov, determinada por la matriz estocastica P y el vector de probabilidad estacionario
p, definidos por P; ; = % siM;;=1y0sino, yp= ﬁ(l, ..., 1). Se prueba el siguiente
teorema. Dada una matriz M irreducible, se dice que una medida de Markov v definida
por (P,p) es compatible con M si P;; > 0 < M, ; = 1, i.e. si la medida v tiene soporte
Sop(v) = S, donde S es el STF definido por la matriz M. Recordemos que un AC (AZ, F)
lineal tiene la forma F = Y"I_, a;0" para a; € A y o el shift.

Teorema 1.3.8 (Maass, Martinez, Pivato y Yassawy). Asumiendo que p es una medida
de probabilidad de Markov en A* compatible con una matriz cuadrada irreducible M.
Asumiendo ademds que A es un grupo abeliano de p®-torsion para algin nimero primo p
y s > 1. Entonces la media de Cesaro de p bajo la accion de un AC ® lineal converge a
la medida v.

La demostracion sigue ideas de | |, primero se construye un proceso de reno-
vacion, luego se explotan propiedades del triangulo de Pascal para estudiar las iteraciones
del AC, y finalmente se usa lo anterior para demostrar la convergencia. El Teorema 1.3.8 se
generaliza en [ |, donde los mismo autores obtienen resultados de randomizacién
asintotica de medidas de Markov con soporte completo en ANP por ACs lineales.

Randomizacién asintética de medidas de Markov por ACs afines
En [ |, Maass, Martinez y Sobottka, demuestran el siguiente teorema.

Teorema 1.3.9 (Maass, Martinez, Sobottka). Si G' es de p° torsidn con p un primo y
G C GZ es un shift irreducible y subgrupo. Si ® : G — G es un AC afin de vecindad
(I,r) = (0,1) y p una medida de probabilidad o—invariante con conexion completa y
decaimiento sumable compatible con G. Entonces la media de Cesaro C,(®) converge a la
medida de mdzima entropia para (G, o).

Este resultado es una extension del resultado de randomizacion asintotica de una
medida con decaimiento sumable y conexién completa en | ] por AC lineales de
vecindad (I,7) = (0,1).

Iteracion de medidas de Bernoulli por ACs permutativos con reglas locales
algebraicas

Host, Maass y Martinez prueban en | ] que toda medida shift-invariante en AX
para n € N* con conexion completa y decaimiento sumable es arménicamante mezcladora,
dando una interpretacién probabilista al concepto introducido por Pivato y Yassawi. En
[ | los autores también prueban la existencia de la media de Cesaro para ACs no
necesariamente lineales, pero con propiedades algebraicas. Después de mostrar algunas
definiciones de ACs presentaremos los resultados.

Definicién 1.3.10. Decimos que un AC (A%, F') permutativo a la derecha con vecindad
(I,7) = (0,1) tiene una regla local i)—asociativa si para alguna funcién ¢ : 4 — A se
tiene que

Va,b,c € A,¢(f(f(a,b),c)) = f(avf(b’ C))
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Definicién 1.3.11. Decimos que un AC (A%, F') permutativo a la derecha con vecindad
(I,7) = (0,1) es N—scaling si existe un entero N > 2 tal que

(FNx)g = f(xo, zy) para todo = € A%
Definicién 1.3.12. Dado un AC (A%, F') permutativo a la derecha con vecindad (I,7) =
(0,1) se define la relacion de equivalencia a ~ b < f(a,-) = f(b,-), y se define A = A/ ~.
Se prueban los siguientes teoremas.
Teorema 1.3.13 (Host, Maass y Martinez). Sea (A%, F) un AC con regla local 1h—asociativa

tal que A es abeliano. Si i es una medida de probabilidad shift-invariante con conexion
completa y decaimiento sumable, entonces la media de Cesdaro C,(F) existe.

Teorema 1.3.14 (Host, Maass y Martinez). Sea (A%, F) un AC N—scaling. Si pu es una
medida de probabilidad shift-invariante con conexion completa y decaimiento sumable,
entonces la media de Cesdaro C,(F) existe.

Para ACs afines se prueba el resultado siguiente.

Teorema 1.3.15 (Host, Maass y Martinez). Sea (A%, F) un AC afin con A de cardina-
lidad prima, entonces la unica medida p, F'—invariante con h,(F) > 0 y o—ergddica, es
la medida uniforme.

Iteracion de medidas por ACs bipermutativos

En | ], Pivato propone estudiar la iteracién de medidas de probabilidad en A% por
ACs (A%, F) bipermutativos con vecindad (I,7) = (0,1). Lo anterior permite caracterizar
las medidas F'—invariantes, y a la vez obtener resultados andlogos a aquellos para ACs
afines en | ]. Notar que la matriz M asociada a estos ACs bipermutativos se carac-
teriza por tener exactamente una ocurrencia de cada a € A en cada fila y cada columna
(a matrices con esta propiedad se les denomina cuadrado latino).

Supongamos que (A,-) es un grupo finito y ® : AY — AN es un AC con vecindad
(I,7) = (0,1) y regla local f(a,b) = a-b. Sea pu una medida sobre A"Y. Se define para cada
a € AV la medida p, sobre A por

pa(b) = p({zo = b: 2 = a}),
donde z € AN es una secuencia p—aleatoria. Sea fi la proyeccién de pu en AN, Se tiene
que

H= /AN* (Ha X da)dfi(a).

Para C un subgrupo de A, se dice que p es una C—medida si fi — c.s. para todo a € AV,
Sop(ii,) es una clase lateral derecha de C en G, y p, estd uniformemente distribuida en
esta clase.

Teorema 1.3.16 (Pivato). Si pu es ®—ergddica y o—invariante, entonces u es una C—medida
para algin subgrupo C de A.

Cuando (AN, ®) es un AC bipermutativo con vecindad (I,7) = (0,1), se prueba el
siguiente resultado.

Teorema 1.3.17 (Pivato). Si u es ®—invariante y o—ergddica, entonces existe k € [#.A]
tal que h,(®) =log(k) y ¢ es p—c.s. k a 1.
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1.3.3. Alcances del trabajo

Hay tres preguntas fundamentales con respecto a las medidas iteradas por ACs:
1. ;Cuales son las medidas que se preservan?

2. ;Cuando la media de Cesaro existe?

3. ;Cuando un AC randomiza asintéticamente una medida inicial?

Como resumen de los teoremas antes mencionados, las respuestas mas importantes
que se han dado a cada una de estas preguntas son las siguientes.

1. Para los ACs (AN, F) afines con #.A4 = p primo, la tnica medida pu, c—ergddica y
F—invariante con h, > 0, es la medida uniforme en AN,

2. » La media de Cesaro existe cuando el AC tiene direcciones con palabras blo-
queantes y la medida inicial es o—ergddica.

» La media de Cesaro existe cuando el AC cumple condiciones algebraicas de
regla local —asociatiava y N-scaling.

3. Un AC afin sobre STF’s y con condiciones algebraicas sobre el alfabeto, randomiza
asintoticamente una medida inicial con conexion completa y decaimiento sumable.

Esta memoria pretende explorar la randomizacién asintotica de medidas de Bernoulli
en A% por ACs positivamente expansivos de vecindad (I,7) = (0,1) que no cumplen con-
diciones algebraicas de regla local {)—asociatiava ni N-scaling, no son afines, ni tampoco
bipermutativos. En particular, la investigacion se centra en la familia de ACs positiva-
mente expansivos sobre AN con #.A4 = 3. Esta familia de ACs no ha sido explorada en
detalle.
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Capitulo 2

Autématas celulares permutativos a
la derecha con vecindad (I,r) = (0, 1)

Los ACs son sensibles o tienen puntos de equicontinuidad (ver | ], Capitulo 5). El

ultimo caso fue estudiado por Blanchard y Tisseur en | |, v prueban que las medias
de Cesaro existen. El caso sensible es mas complejo. Ahi viven los ACs positivamente
expansivos y expansivos, ademds los algebraicos con esa propiedad. Por otro lado si un AC
es cerrado a la derecha (o izquierda), por un resultado de Boyle y Kitchens (ver | D,
su composicion con alguna potencia del shift es positivamente expansivo. Luego lo que
falta es explorar esta clase y partir desde los expansivos no algebraicos parece interesante.
Ahi solo se conocen algunos ejemplos como los N-scaling, etc.
Es dificil describir los ACs positivamente expansivos de manera general. La clase de ACs
(AN F') positivamente expansivos con #.A4 primo y vecindad (I,r) = (0,1), es facil de
describir y no ha sido explorada en detalle. En este capitulo se clasificaran los ACs en
esta clase en tres familias distintas de acuerdo a si la regla local tiene vecindad [ =7 =1,
es afin, o si tiene vecindad (I,7) = (0,1) y no es afin. Ademés se propone una familia de
ACs positivamente expansivos con vecindad local (I,7) = (0,1), que segtn se verd en el
Capitulo 4 parece randomizar asintéticamente una medida inicial de Bernoulli.

2.1. Una clasificacién de autématas celulares permu-
tativos a la derecha con vecindad (I,r) = (0, 1)

Se consideraran los ACs con vecindad (I,r) = (0,1) positivamente expansivos en Z}
para p primo y mas en general los permutativos a la derecha sobre cualquier alfabeto.
Primero se prueba una propiedad que es corolario directo del trabajo de Blanchard y Maass
en | |, que dice que los ACs positivamente expansivos sobre alfabetos de cardinalidad
prima de vecindad (I,7) = (0, 1) son los permutativos a la derecha. Después, se propone
una clasificacién de los ACs permutativos a la derecha con vecindad (I,r) = (0, 1) en tres
clases: los triviales (parecidos al shift), los afines, y los especiales, que son el complemento
de las dos primeras clases. También se da un algoritmo para determinar la clasificacién
salvo conjugacion uno-bloque.

Proposicién 2.1.1. Si (AN, F) es un AC con vecindad (I,7) = (0,1) positivamente ex-
pansivo, con matriz asociada M, i.e. la matriz de (#A) x (#A) a coeficientes en A tal
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que para f, la regla local de F, se tiene que f(x,y) = M,, para todo x,y € A. Entonces
existen constantes ki, ko con #A = k1ks, tales que cada letra a € A aparece eractamente
en ki filas distintas de M, y en cada fila en que aparece lo hace exactamente ko veces, i.e.

Vee A#{a:3b,Myp=c} =k y#{b: Myp=c} >0=#{b: Myp = c} = ko.

Demostracién. Dado un AC (AN, F) con regla local de vecindad (I,r) = (0, 1) positi-
vamente expansivo. De Proposicién 3.6 en | | se tiene que existen constantes ki, ko
tales que #A = kiky, ademés, de Lema 3.5 en el mismo articulo, se tiene que indepen-
dientemente de a,b € A si 3¢ : f(a,c) = b, entonces ky = #{w € A : f(a,w) = b}. Lo
anterior, demuestra que en la matriz M si aparece la letra b € A en una fila a, entonces

aparece ko veces. En | | se concluye a partir de Lema 3.4 que independientemente de
ceA #{ae A: 3, f(a,b) = c} = ky, de lo que se deduce que cada letra ¢ € A aparece
en k; filas de M. O

Corolario 2.1.2. Si (AN, F) es un AC con regla local de vecindad (I,7) = (0,1) positiva-
mente expansivo y la cardinalidad de A es prima. Entonces (AN, F) es un AC permutativo
a la derecha. En particular, para cada fila a € A de M, la matriz asociada al AC F, existe
una permutacion p, : A — A tal que My, = p,(b) para todo b € A.

Demostracién. Sea (AY, F) como en el enunciado, y p un primo tal que #A4 = p. De
la Proposicién 2.1.1, se obtiene que existen constantes ki, ko tales que #A4A = p = kiko, si
k1 =1y ky = p, entonces el AC es la identidad, que no es positivamente expansivo, luego
ki =py ke =1, lo que demuestra que en cada fila de M aparecen todas las letras de A,
y entonces que para cada a € A existe una permutacion p, : A — A tal que M, = p,(b)
para todo b € A. H

El Corolario 2.1.2 permite concluir que un AC (AY, F) con #.A primo y vecindad
(I,7) = (0,1) cumple la condicién siguiente: (AN, F) es positivamente expansivos si y
solo si en cada fila de la matriz asociada M aparece exactamente una vez cada letra
a € A. Notar que un AC (AN, F') con #.A = m, positivamente expansivo y de vecindad
(I,7) = (0,7") con r’ > 1, es topoldgicamente conjugados a un AC positivamente expan-
sivo de vecindad (I,7) = (0,1) con alfabeto A’ y #A" = m". Luego son “pocos” los ACs
(AN F) positivamente expansivos de vecindad (I,7) = (0,1) con #.A4 primo.

A continuacién, particionaremos el conjunto de ACs permutativos a la derecha de ve-
cindad (I,7) = (0, 1). La idea de particionar tiene por objeto distinguir aquellos ACs para
los que se conoce la convergencia de la medida iterada. La generalidad en la naturaleza
del alfabeto A permite obtener resultados en cierto sentido independientes de la posible
algebraicidad de éste. La primera definicién estd basada en los trabajos de medidas itera-
das por ACs afines en | , , , ]. El objetivo es identificar los ACs
permutativos a la derecha no afines. La segunda definicién estd motivada en el trabajo
de Pivato en | |, donde se estudian propiedades de la medida iterada por ACs biper-
mutativos, los lemas a continuacién de la segunda definicién permiten relacionarla con la
primera.

Definicién 2.1.3. Denotamos a la familia de ACs permutativos a la derecha de vecindad
(I,7) = (0,1) por PE. Para denotar a la subfamilia de ACs sobre alfabetos de cardinalidad
m € {2,...}, anotamos PE,,, y cuando ademads se considera que los ACs se definen sobre
un mismo alfabeto A, anotamos PEy4(A). Para m € {2,3,...} y considerando v : Z,, —

26



2.1. Una clasificacién de autématas celulares permutativos a la derecha con vecindad
(I,r) =(0,1) Capitulo 2

A una biyeccién, definimos las subclases AL, (A,7), TR (A,7), ES(A,v) C PE,(A)

de la siguiente manera.

= Sm = {p} el grupo simétrico de orden m, i.e. el grupo de todas las permutaciones
de m simbolos.

= Sm/ C Sm tal que Vp € Sp’ existe (b,c) € Z* X Zp, tal que cumple

p(i) = bi + ¢ Vi € L.

= Sm” C Sm tal que Vp € Sm” existe a € Z, tal que cumple
p(i) =i+ a Vi € Zy,.

» Dada una permutacién p € Sm, definimos pa~ = (ag, - . ., Gm-1) Para ag, ..., dy_1 €
A tales que p(i) = v (a;). Definimos S(A,~) = {pa~} el grupo de permutaciones
en A, S"(A,v) ={par:peSm'}, y S"(A,v) ={pa,:pc Sm"}

» Definimos AL,,(A,~) como la familia de ACs (AY, F) € PE,,(A) tales que para
M, la matriz asociada al AC (AN, F'), se tiene que existen dos permutaciones p4., €
S"(A, ), pla, € S'(A,7) fijas con M, = p% 0y, para cada ﬁlla a € A; donde
definimos para pa, € S(A,7)ya € A, p% , = py, donde p” = p7 ¢, la composicién

po---o0p~y ta veces.

» Definimos T'R,,(A) como la familia de ACs (AN, F) € PE,,(A) tales que para M, la
matriz asociada al AC (AN, F'), se tiene que existe una permutacién p Ay € S(A7)
tal que M,. = pa, para todo a € A.

» Definimos ES,,(A,~) como la familia de ACs (AN, F) € PE,,(A) N AL,,(A,7)¢N
TR,,(A, ).

Sobre un alfabeto A, S4 denotard una conjugacién uno-bloque de AN en el mismo,
i.e. (AN, S4) serd un AC con regla local de vecindad | = r = 0, tal que la regla local
sa: A — A es biyectiva. Para un alfabeto A se define la relacién de equivalencia ~ 4
sobre el conjunto de ACs sobre el alfabeto AN

F ~4 G & existe una conjugacién uno-bloque S tal que F = S ' oG o S.

Para cadam € {2,3,...} y cada alfabeto A con #4 =m y v : Z,, — A una biyeccion,
definimos las clases de equivalencia

ALW(A7 7)/ NAvTRm(Av 7)/ ~aA Y ESm(Aa 7)/ ~A -

Lema 2.1.4. Para m € {2,3,...}, A un alfabeto con #A = m, y v : Z,, — A una
biyeccion, la definicion de TR,,(A,~) no depende de 7.

Demostracion. Sea m € {2,3,...}, A un alfabeto con #4 = m, y v : Z,, — A una
biyeccion. Luego T R,,(A,v) corresponde a la familia de ACs (AN, F) € PE,,(A) tales
que en M, la matriz asociada al AC (AN, F'), aparece solo una letra en cada columna, i.e.
Vae Adbe AM,=(a,...,a)" donde (a,...,a)" representa un vector columna donde
aparece #A veces la letra a. Luego la definicién es independiente de 7. O
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Lema 2.1.5. Para p = 3, A un alfabeto con #A = p, y v : Z, — A una biyeccion, la
definicion de ALy(A,v), TR,(A,~) y ES,(A,~) no depende de ~.

Demostracion. Sea p = 3 y A un alfabeto con #4 =py v : Z, — A una biyeccién.
Se tiene que #Sp = 6 = 3 -2 = #Sp’. Luego AL,(A,7) es la familia de ACs (AY, F) €
PE,(A) tales que M, la matriz asociada al AC (AN, F'), es un cuadrado latino, i.e. una
matriz donde en cada fila y en cada columna aparecen todos las letras a € A, luego
AL,(A,~) no depende de . Como por Lema 2.1.4 TR,(A,7) no depende de v y se
demostré que AL,(A,~) tampoco, entonces de la definicion de ES,(A,~) se concluye el
resultado. O]

Proposiciéon 2.1.6. Para m € {2,3,...}, A = Zy,, y v : Zp — A la identidad, se
tiene que AL,,(A,v) corresponde a la familia de ACs sobre AN con regla local dada por
f(z,y) = ax+by+c cona,b € Z,, ¢ € Z,,. Ademds se tiene que |AL,,(A,v)| = m(m—1)2,
TR (A, )| =m! y|ESu(A,7)| = (m)™—m! —m(m— 1)

Demostracion. Seam € {2,3,...}0, A=Z,,,y v : Z, — Alaidentidad, denotada por
Id. Dado un AC en (AN, F) € AL,,(A,~), de la definicién, para M, la matriz asociada
al AC (AN, F), se tiene que existen dos permutaciones pz, 14(i) = i + a para a € Z;,
Yy Py, 1a(i) = bi 4 c para (b,c) € Z}, X L, tales que M;. = p, 1,07 ;4 para cada fila
i € L. Luego, para cada i, j € Zy, Mij = p 14(p7, 1a(3) = 05, 1a(bj +¢) = ai +bj+c
para a,b € Z' y ¢ € Zyy,, recordando que M es tal que para todo z,y € Z,, f(z,y) = M,,
se concluye la primera parte del Lema. Para demostrar las cardinalidades, notar que la
cardinalidad de ES,,(A, ) se deduce directamente de su definicién de la cardinalidad de
los otros dos conjuntos. La cardinalidad de T'R,,,(\A, ) se deduce de la demostracién del
Lema 2.1.4, ya que para cada AC en esta familia, se tiene que en la primera fila de su
matriz asociada M, puede aparecer cualquier permutacién de Z,,, pero una vez escogida
ésta, la matriz M queda tnicamente determinada (de hecho todas las filas son iguales).
Finalmente, para demostrar la cardinalidad del conjunto AL,,(.A,~), notar que como la
regla local estd dada por f(x,y) = ax + by + c con a,b € Z},, ¢ € Zy,, y cada eleccién de
a,b, ¢ da una regla distinta, como hay (m — 1) maneras de escoger a, el mismo nimero de
maneras de escoger b y m maneras de escoger ¢, entonces el cardinal es m(m — 1)2. [

Definicién 2.1.7. Para cada m € {2,3,...} y A con #A = m, definimos las subclases
BIP,,(A)y No— BIP,,(A) de la siguiente manera. BIP,,(A) es la familia de ACs (AZ, F)
en PE,,(A) tal que la matriz M asociada al AC es un cuadrado latino, i.e. en cada
fila y en cada columna aparecen todas las letras de A. Definimos No — BIP,,(A) =

PE,.(A)\ BIP,(A).

Notemos que para cadam € {2,3,...}, A un alfabeto de cardinalidad m,y v : Z,, — A
se tiene que TR, (A), AL, (A,~) C BIP,,(A).

Lema 2.1.8. Cuando p = 3 y A un alfabeto de cardinalidad p, AL,(A) = BIP,(A).
Cuando m > 3, y v : Zy, — A una biyeccion, TR,,(A) U AL,,(A,~) C BIP,,(A).

Demostracion. Cuando p = 3y A un alfabeto de cardinalidad p, demostramos en Lema
2.1.5 que la matriz M asociada al AC es un cuadrado latino, luego la igualdad. En el caso
m > 3, del Lema 2.1.6 se tiene que |AL,,(A,v)| = m(m—1)% < m! pues como (m—3)% > 2,
se tiene que m?—5m+6 > m—1, y de esto se deduce que (m—2)(m—3) > m—1y finalmente
que m! > m(m—1)% Como |BIP,,(A)| = m!(m—1)!(m—2)!---1 > 2m! > m(m—1)?+m!
se concluye el resultado. O
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La siguiente propiedad permite caracterizar ~z , cuando m € {2,3,...}.

Definicién 2.1.9. Definamos M™ = {M,} ,csn €l conjunto de matrices de permutacién,
donde para cada p € Sm, M, es su matriz de permutacién asociada. Recordar que M,
se obtiene a partir de p = (x1,...,x,,) de la siguiente manera; para i = 1,...,m la
columna ¢ de M, tiene en todas las coordenadas 0’s salvo en la posiciéon x; que tiene
un 1. Ademads recordar que dada una matriz M de m x m, entonces M - M,, para - la
multiplicacion matricial, corresponde a la permutacién de filas de la matriz M de acuerdo
a p, luego MpT - M corresponde a la permutacién de columnas de la matriz M de acuerdo
a p. Definamos el conjunto M PE,,(Z,,) de matrices asociadas a ACs en PE,,(Z,,). Para
cada permutacion p € Sm definimos la funcién C, : M EP,,(Z,,) - MEP,,(Zy,) tal que
C,(M) corresponde a la matriz M reemplazando los elementos en cada coordenada de
acuerdo a la permutacion p.

Proposicién 2.1.10. Param € {2,3,...} y A = Z,,, se tiene que para dos ACs (AN, F)
y (AN F") en PE,,(A), y M, M’ sus respectivas matrices asociadas (recordar que para un
AC F con regla local f, en la coordenada x,y de su matriz asociada M se ve f(x,y))

Forg, F're3peSm: M- Cp(M) - My = M. (2.1)

Demostracion. Sea m € {2,3,...}, A = Z,,. Deducimos de la definicién de ~z, que
dados dos ACs (AN F) y (AN, F') en PE,,(A), con f, f' sus respectivas reglas locales,
y M, M’ sus respectivas matrices asociadas, entonces F' ~z F’ si y solo si existe una
permutaciéon p € Sm tal que para todo z,y € Z,, p~* f(p(z), p(y)) = f'(z,y). De las notas
hechas en la Definicion 2.1.9, y considerando

P2
P1 (M) ’

la matriz M con filas indexadas por p; y columnas indexadas por p,, obtenemos el siguiente
diagrama.

id Co(*) P
id (M) - p (Co(M) )
i M,
id (MI-Co(M) - Myr) = id ((Cp(M) - M)
De lo anterior se deduce el resultado. O

Corolario 2.1.11. Para p = 3 y A = Z,. Se define Sp = {012,102, 021,210, 120, 201}.
Consideremos el conjunto de matrices de permutacion

Mp = {M012, M1027 M0217 M2107 M1207 M201}-

Se tiene que para dos ACs (AN, F), (AN, F') en PE,(A), y M, M’ sus respectivas matrices
asociadas, '~z F' siy solo si existe una permutacion xyz € {012,102,021,210} tal
que M, ,C(M)Myy. = M' o (xyz = 120 y My Crog(M )My = M') 0 (xyz = 201 y

Mlj;OCQQl(M)MlgO = M’)
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Demostracién. Basta notar que 01271 = 012, 1027 = 102, 021~! = 021, 210~ = 210,
12071 = 201, 201~ = 120 y aplicar la Proposicién 2.1.10. O

El lema a continuacién es una generalizacién directa de Proposicién 1 en | ].

Lema 2.1.12. Todo AC actuando sobre ZZZ) para p primo, estd definido por una regla local
algebraica (en el sentido que la regla local es un polinomio). El caso p no primo no es
necesariamente cierto.

Demostracion. Todo AC tiene asociada una regla local de un cierto diametro k, lla-
mando h a tal regla local, h : Z'g — 2Ly, se demostrara que existe un polinomio g €
Lplzy, ... x], tal que q(z1,...,25) = h(z1,...,28) V(21,...,28) € Z’;. Se definen los
conjuntos A; = {(€1,...,€x) : h(eq,...,ex) =i} parai=1,...,p — 1. Ahora notemos que
existe una funcién 1.y : Zz — {0,1} tal que 1(;4) = l,—y. Se pueden definir funciones
fi : Z, — 7Z, que valen 0 en todo punto salvo en i € Z, donde vale 1, f;(z) = ¢;IL; 2 (x — j)
con ¢; = (Mjxi(i — 5))~'. Luego se define 1(,,y = YY=, fi(x)fi(y). Extendiendo esta de-

mostracion, podemos definir fie, . e (21, ..., zx) = II_, S0 fi(e;) fi(x;). Finalmente

p—1

h(:l:‘l,...,l'k) :Z Z Z'f(El ..... ek)(xl,...,:ck).

1=1 (e1,...,ex)EA;

Demostraremos méas adelante que el caso p no primo no es necesariamente cierto. 0

2.2. Autématas celulares positivamente expansivos con
vecindad (/,r) = (0,1) y alfabeto Z;

El objetivo de esta seccién es identificar las clases de ACs

ALy (A, )/ ~z,, TR, (A,7)/ ~z, v ESy(A,7)/ ~az,

parap =3, A=17Z,,y v :Z, — Alaidentidad. Recordar que este caso, AL,(.A,~) son los
ACs con regla local dada por una funcién afin, i.e. en que la regla local f(z,y) = ax+by+c
para a,b # 0, TR,(A,~) es el conjunto de ACs tales que la regla local f(z,y) = p(y) para
p una permutacién de Z, y ES,(A,7) es el conjunto de ACs (AN, F') permutativos a la
derecha con vecindad (I,7) = (0,1) que no estan ni en AL,(A,~) ni en TR,(A,~).

Definicién 2.2.1. Para p = 3, A = Z,, y v : Z, — A la identidad. Definimos dos
conjuntos disjuntos ESp(A,v) y ES}(A,~) cuya unién es ESp(A, 7). ES)(A,7) se define
como la colecciéon de ACs (AN, F) en ES,(A,7) tales que la matriz asociada a su regla local
M esta definida por dos permutaciones distintas, i.e. existen dos permutaciones distintas
p1,p2 € S, y un elemento i € Z, tal que M;. = p; y para todo j # i M,. = p,. Definimos
ES}(A.7) = ES,(A.7)\ ESI(A.7).

Definicién 2.2.2. Definimos cuatro familias de matrices de 3 x 3 a coeficientes en Zg,
denotadas por TRQs3, ALQ3, ESQY, ESQ} de la siguiente manera.

01 2 021 120
TRQ;={|lo0o12|,]o21],[120
01 2 120
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01 2 01 2 0 21 0 21 1 0 2
ALQ3 = 120,201,/ 102],1/210],/]021
2 01 1 20 210 1 0 2 210
01 2 01 2 01 2 01 2
012 {(,]012{|,]012{|,1]021],
0 21 1 0 2 1 20 0 21
01 2 01 2 0 21 0 21
ro02,1 207,02 1],]02T1/[,
0. 10 2 1 20 1 0 2 1 20
ESQ; = 0 21 0 21 0 21 1 0 2
021 (,]021{,]1T201],]02T1],
2 01 210 1 20 0 21
1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 20
102 1,1 20],{201],[120
1 20 1 20 2 01 2 01
01 2 01 2 01 2 01 2 01 2
o21(,]021(,]021{|,]021]{|,] 102,
1 0 2 1 20 2 01 210 1 20
01 2 01 2 01 2 01 2 01 2
Tro02],f102]|,{120]|,{201],({21°0],
1. 2 01 210 1 0 2 1 0 2 1 0 2
ESQs = 0 21 0 21 0 21 0 21 0 21
ro02 1,102,120, 120],[20T1],
1 20 2 01 1 0 2 2 01 1 20
1 0 2 10 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
021 (,1]02 1,120}, 1T 201{|,]201
1 20 2 01 0 21 2 01 1 20

Proposicién 2.2.3. Parap =3, A=17Z,, yv: Z, — A la identidad. Se tiene lo siguiente.

1. Para un AC (AN, F) en PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F') en TR,(A,7) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permutacion
p € Sp tal que Mz,l -Cp(M) - M, € TRQs.

2. Para un AC (AY, F) en PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F') en AL,(A,v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permutacion
p € Sp tal que M, - C,(M) - M, € ALQs3.

8. Para un AC (AY, F) en PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe un
AC (AN F') en ESQS(A, v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permutacion
p € Sp tal que M - C,(M) - M, € ESQ3.

4. Para un AC (AN, F) en PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe un
AC (AN F') en ESQ:},(A, v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permutacion
p € Sp tal que M) - C,(M) - M, € ESQ3.
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Demostracion. Seap = 3, A =7Z,, vy v :Z, - A la identidad. Para demostrar esta
propiedad conviene considerar a T'R,(A,~) como el conjunto de ACs en que la matriz
asociada a la regla local tiene la misma permutacién en cada fila y AL,(A,v) como
el conjunto de ACs en que la matriz asociada a la regla local es un cuadrado latino.
Consideremos el conjunto L de matrices de 3 x 3 a coeficientes en Zs tal que cada fila
es una permutacion, i.e. L = {M : 3py, p1, p2 € Sp, M;. = p;}. Denotemos la operacién
M = M~y -Cp(M)- M,-1 de Proposicién 2.1.10 por C(p, M), y definamos L —C(p, M) =
L\ {C(p, M)}. Aplicamos el siguiente algoritmo, que tiene por entrada L, el conjunto
PE,(A), y por salidas dos conjuntos TRQ), ALQ) C Ly L\ (TRQ U ALQ), y

En el input L: %L se representa por una lista
Definir TRQ=[], ALQ=[] % Listas vacias
Mientras exista M en L tal que las tres filas sean igual:
Escoger M en L tal que las tres filas sean igual
Agregar M a la lista TRQ
Para cada rho en Sp
Definir L = L-C(rho, M)
Mientras existe M en L tal que M sea cuadrado latino:
Escoger M en L tal que M sea cuadrado latino
Agregar M a la lista ALQ
Para cada rho en Sp
Definir L = L-C(rho, M)
Retornar L, TRQ, ALQ

El algoritmo anterior permite obtener la familia de ACs ES,(A,~). Consideremos
el siguiente algoritmo con entrada L, la salida del algoritmo anterior, y con salida dos
conjuntos ESQO, ESQ1 C L.

En el input L: %L se representa por una lista
Definir ESQO=[], ESQ1=[] % Listas vacias
Mientras exista M en L tal con dos filas iguales:
Escoger M en L con dos filas iguales
Agregar M a la lista ESQO
Para cada rho en Sp
Definir L = L-C(rho, M)
Mientras L sea distinta de []:
Agregar M a la lista ESQ1
Para cada rho en Sp
Definir L = L-C(rho, M)
Retornar ESQO, ESQ1

Podemos considerar L dado por una lista ordenada L = [Li1, Ls,...]. Y en cada uno
de los algoritmos anteriores escoger la matriz M = L; con i el menor indice tal que L;
cumple la hipotesis solicitada para M en el algoritmo respectivo. De la Proposicién 2.1.10,

considerando el comentario anterior, escogiendo un orden especifico para L, y definiendo
TRQ; =TRQ, ALQ; =ALQ, ESQY% =ESQ0 y ESQ} =ESQ1, se obtiene el resultado. [
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2.3. Una familia de autématas celulares no positiva-
mente expansiva con vecindad (I,r) = (0,1) y al-
fabeto 73

Parap =3, A=2Z,, v v:7Z, — A la identidad. Consideremos las familias de ACs
TR,(A,v), AL,(A,v), ES)(A,7) y ES}(A,v). Recordar que este caso, AL,(A,v) son
los ACs con regla local dada por una funcién afin, i.e. en que la regla local f(z,y) =
ax + by + ¢ para a,b # 0, TR,(A,7) es el conjunto de ACs tales que la regla local
f(z,y) = p(y) para p una permutacién de Z, y ES,(A,7) es el conjunto de ACs (AN, F)
permutativos a la derecha con vecindad (I,7) = (0,1) que no estan ni en AL,(A,~) ni
en TR,(A,7). ES)(A,7) es el conjunto de ACs en ES,(A,7) tales que su matriz M
asociada a la regla local tiene dos permutaciones distintas en las filas, y ES; (A,7) es el
conjunto de ACs en ES,(A,~) tales que en su matriz M asociada a la regla local, cada
fila es una permutacion distinta. Definiremos cuatro familias 0 ' TR, (A, ), 0 1AL, (A, ),

o 'ES)(A,v) y 0 ES}(A,~) de ACs no positivamente expansivos con vecindad (I,7) =
(0,1) y alfabeto Zs. Estas familias de ACs serdn estudiadas en el capitulo siguiente.

Definicién 2.3.1. Parap =3, A=7Z,,y v: Z, — A la identidad. Definimos la familia
o~ 'PE,(A) de los ACs (AN, F') con regla local f : A? — A tales que el AC (AN, F)
con regla local f'(z,y) = f(y,z) pertenece a PE,(A). De manera andloga definimos
TRy(A,v), 07 AL,(A, ), 0 ES)(A,7), 0 'ESy(A,7) y 0 ES,(A, 7).

Definicion 2.3.2. Definimos cuatro familias de matrices de 3 x 3 a coeficientes en Zs de
la siguiente manera. 0 'TRQ3 = {M7T : M € TRQs3}, 0 'ALQs = {MT : M € ALQs},
o 'ESQY ={MT: M € ESQY} y ' ESQL = {MT : M € ESQ}}.

Proposicién 2.3.3. Parap =3, A=17Z,, yv: Z, — A la identidad. Se tiene lo siguiente.

1. Para un AC (AN, F) en 07 PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F') en o™ 'TR,(A, ) tal que F ~ 4 F' siy solo si existe una permutacion
p € Sp tal que M) - C,(M) - M, € 07T RQ3.

2. Para un AC (AN, F) en 0 'PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F") en oY AL, (A, ) tal que F ~4 F' siy solo si existe una permutacion
p € Sp tal que M), - C,(M) - M, € 07" ALQs.

8. Para un AC (AN, F) en 071 PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F') en o 1ESQO( v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permu-
tacion p € Sp tal que M ( ) M,-1 € 07T ESQY.

4. Para un AC (AN, F) en 07 'PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe
un AC (AN, F') en o 1ESQ ( v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permu-
tacion p € Sp tal que M- ( )- M, € 07 ESQL.

Demostracion. Sea p =3, A =127Z,, vy v :Z, — A la identidad. Basta demostrar que
para un AC (AN, F) en 7' PE,(A) con regla local asociada a una matriz M, existe un
AC (AN, F") en 07T R,(A,v) tal que F ~4 F' si y solo si existe una permutacién p € Sp
tal que ML 1 Co(M) M, €0 “ITRQs3, ya que las otras demostraciones son andlogas.
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Supongamos un (AY, F') en 0! PE,(A) con regla local asociada a una matriz M,y un AC
(AN, F") en 07 'TR,(A, ), con matriz asociada M’, tal que F' ~ 4 F'. Aplicando Corolario
2.1.2, obtenemos que M, -C,(M)- M, = M'. Como (A", F') € 07 'TR,(A, v), entonces
la regla local f" del AC (AN, F”) es tal que existe un AC (AN, F”) € TR,(A,~) con regla
local "y f'(z,y) = f"(y,x). Luego para M" la matriz asociada al AC (AN, F") y M’
la matriz asociada al AC (AN, F') se tiene que (M")T = M’. Usando Propiedad 2.2.3, lo
anterior demuestra que existe una permutacion p € Sp tal que MPT,l - Cp(M) - M, €
o0 'TRQ;. Para el reciproco, supongamos que tenemos un AC (AN, F') en 0 'TR,(A,7)
tal que existe una permutacion p € Sp tal que M,)T,l - Cy(M) - M, € 07 'TRQ3. Luego
existe una matriz M’ € o' TRQ3 tal que M, - C,(M) - M, = M, luego para (A", F”)
el AC asociado a la matriz M’ se tiene que pertenece a o T R(Q)s, finalmente aplicando
la condicion suficiente en Corolario 2.1.2 se concluye que F' ~z F'. O

Recordemos que la familia 0~ PE,(.A) corresponde a los ACs (AN, F) con regla local
[ A% — Atales que el AC (AN, F”) con regla local f'(z,y) = f(y, ) pertenece a PE,(A).

Lema 2.3.4. Parap=3, A=17Z,, y~:Z,— A la identidad. Todo AC en 0 *PE,(A)\
o YAL,(A,v) no es positivamente expansivo.

Demostracion. Seap=3, A=27Z, y~:7Z,— Alaidentidad. Dado un AC (A", F) en
o 'PE,(A)\ 07 *AL,(A,v) con matriz asociada M, de la definicién de los elementos del
conjunto o' PE,(A), debe existir una matriz M’ asociada a un AC en PE,(A)\AL,(A, )
tal que M7 = M’. Como las matrices asociadas a los ACs AL, (A, ) son las matrices que
son cuadrado latino (con todos elemento de A en cada fila y cada columna), entonces
las matrices asociadas a los ACs en PE,(A)\ AL,(A, ) tienen necesariamente dos letras
iguales en alguna columna, luego su traspuesta tiene necesariamente dos letras iguales en
una fila, i.e. no todas las filas son permutaciones de Sp. Del Corolario 2.1.2 se concluye
que como los ACs en 0 'PE,(A) \ 0 'AL,(A,~) no son permutativos a la derecha y la
cardinalidad del alfabeto es prima, entonces no pueden ser positivamente expansivos. [

2.4. Descripciéon de una familia de autématas celu-
lares permutativos a la derecha con vecindad
(I,r)=(0,1) y alfabeto Z,, para m € {2,3,...}

Se define una familia de ACs permutativos a la derecha con vecindad (I,7) = (0,1) y
alfabeto Z,, para m € {2,3,...}. Esta familia serd llama RANDOMES. En el Capitulo
4 se vera que ACs en esta familia parecen randomizar asintéticamente una medida inicial
de Bernoulli. Recordar que la matriz M asociada a la regla local f de un AC es tal que
Mx,y = f(may)

Definicién 2.4.1. La familia de ACs RANDOMES = {(Z% | F,,,) }in>2 es la coleccién de
ACs (ZY | F,,), tales que la regla local estd asociada a una matriz

01 m—1

01 m—1
M= : :

01 .o m—1

1 2 m—1 0
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vecindad (I,7) = (0,1) y alfabeto Z,, para m € {2,3,...} Capitulo 2

Proposicién 2.4.2. Para F,,, € RANDOMES se tienen los siguientes casos:

1. sim=2= F =id+ o es lineal con regla local f(z,y) =z + y;

2. si m > 2 y par, entonces el AC no es algebraico en el sentido que no existe un
polinomio p € Zy,|x,y| tal que p(x,y) sea la regla local;

3. sim > 2 y primo, entonces el AC es algebraico en el sentido que tal polinomio existe
(no afin).
Demostracion. Para cada caso se tiene:

1. Se vé directamente en la matriz M.

2. Para m par fijo, supongamos existe tal polinomio p(x,y). Notar que el polinomio
P (z,y) = p(x,0) + y define la misma regla local, pues p'(z,y) =ysiz #m—1y
P (z,y) =y +1siz=m— 1. Luego, basta demostrar que no existe un polinomio
q en Zplx] tal que gq(z) = 0siz #m—1y q(x) = 1si x = m — 1. Notar que
tal polinomio ¢, no puede escribirse de la forma z®(x — 1)* -+ (x — (m — 2))%*m-2
para a; € {1,2,...} Vi, ya que evaluando en m — 1 queda ¢,(m — 1)! para ¢, € Z,,
constante, pero (m — 1)! =, 0 si m > 4, luego la contradiccién. Para el caso m = 4,
q(3) = ¢3! =2 # 1.
Para demostrar ésto notemos que ¢ debe escribirse ¢(x) = Zf’:(%l) a;xt, con ¢ la
funcién de Euler. Como ¢(0) = 0, entonces ag =, 0, luego encontrar ¢ se reduce a

encontrar coeficientes (ai, ..., agm)) tales que
1 1 e 1 1 ay 0
22 . 2¢(m)-1 2¢(m) as :
: : : 1o
m—1 (m—-12 ... (m—1)2m=1 (m—1)%m A gs(m) 1

Como (m — 1)* = 1, se tiene

1 1 ... 1 1 a 0
2 92 . 2¢(m)=1 9d(m) ay ;
: : : I
m—1 1 ... m-—1 1 Qg (m) 1

Restandole a la ultima fila la primera, se obtiene,

1 1 ... 1 1 ay 0
2 92 . 2¢(m)=1 9d(m) ay :
: : : I
m—2 0 ... m-—2 0 A (m) 1

o(m) 6(m)
Pero (m —2)>,4 ag—1 = 1. Llamando z = Y,% ag_1 (se usa que ¢(m) es par

para m > 3 ), implica que existe k tal que (m —2)x = mk+ 1, pero el lado izquierdo
es par y el derecho impar, luego la contradiccion.
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3. Para F}, se puede considerar la regla local

plr.y) =y +((m—1) "z —(m-2))(z—(m=3))(z- 1.

En particular para el caso m = 3, se tiene que p(z,y) = y+2lz(z—1) = y+22°—2x =
T+ y + 222

]

La proposicién anterior demuestra que en el caso p no primo la regla local a veces
no puede ser representada mediante un polinomio, que finaliza la demostracion de Le-
ma2.1.12.

2.5. (Generalizacién de familias anteriores a cualquier
alfabeto A

La definicion de la familia de ACs no positivamente expansiva con vecindad (I,r) =
(0,1) y alfabeto Z3 dada en Seccién 2.3 y la definicién de la familia de ACs permutativos a
la derecha con vecindad (I,r) = (0, 1) y alfabeto Z,, para m € {2,3,...} dada en Seccién
2.4 pueden generalizarse a cualquier alfabeto.

Definicion 2.5.1. Sea una matriz cuadrada M de m X m a coeficientes en un alfabeto
A con #A = m. Llamamos a una matriz N submatriz de M, si existen dos conjuntos
Angita C AY ANecolumna C A tales que N = (Myp)acAy iabeAncoramna- DeCIMOS que M
cumple la condiciéon de “submatriz prima no bipermutativa’si existe una submatriz N
cuadrada de p X p para p un primo, tal que Ay = Ay fia = ANcotumna, {Naptapeay = An
y la matriz N no es cuadrado latino.

Lema 2.5.2. Para p un primo y #A = p. Toda matriz M asociada a la regla local de un
AC en No — BIP,(A) cumple la condicion de “submatriz prima no bipermutativa’

Demostraciéon. Sea p un primo, #A = p y M una matriz asociada a la regla local de
un AC (AN, F) en No — BIP,(A). M no es un cuadrado latino y M es de p x p. Como
(AN F) es permutativo a la derecha con vecindad (I,7) = (0, 1), entonces de Proposicién
2.1.1 se concluye que en cada fila de M aparecen todos los elementos de A, pero como
no es cuadrado latino, necesariamente tiene que existir cuatro letras ¢, aq,as,b € Ay con
a; # ay tales que N, p = N,y p = c. Considerando N = M se deduce que M cumple la
condiciéon de “submatriz prima no bipermutativa”. O

Lema 2.5.3. Dado un alfabeto A con #A =m y (AN, F) un AC positivamente expansivo
en No— BIP,,(A) tal que su matriz asociada a la regla local M cumple la condicion de
“submatriz prima no bipermutativa”. Entonces el AC (AN, F') con matriz asociada MT
no es positivamente erpansivo.

Demostracién. Sea A con #.A = m un alfabeto, (AN, F) un AC positivamente expan-
sivo en No— BIP,,(A) tal que su matriz asociada a la regla local M cumple la condicién
de “submatriz prima no bipermutativa”para una submatriz N. Ademas sea (AY, F') el
AC con matriz asociada a la regla local igual a M’ = M?T. Consideremos la submatriz
N’ = NT de N'. Como el AC es (AN, F) un AC positivamente expansivo, entonces la
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matriz N tiene en cada fila una permutacion de Ay, ya que si no, el AC (AY, F|4,) para
F| 4, la restriccién de F a A% con regla local asociada a la matriz N no es positivamente
expansivo ya que por Proposicién 2.1.1 seria un AC sobre un alfabeto de cardinalidad
prima no permutativo a la derecha, luego el AC (AN, F') no podria ser positivamente ex-
pansivo, ya que como (A%, F|4,) no es positivamente expansivo, entonces no existe una
cota uniforme N tal que para x # y € Ay F|" (®)on # F|%, W)p,n para n € N,
luego no existe una cota uniforme N tal que para = # y € Ay C AN F§ i (2) # Fig z(v)
para n € N*| y entonces el AC (AN, F') no serfa positivamente expansivo lo que es una
contradiccion.Luego, en cada fila de la matriz N aparece una permutacién de Ay, como
no es cuadrado latino, pero aparecen solo letras en Ay, entonces deben existir cuatro
letras c,ay,a2,b € Ay con a; # ay tales que N, = Ny, p = ¢, luego en la matriz NT,
Nio, = N, = cy entonces el AC (ANr, F'|4,) para F'| 4, la restriccion de F” a Ay con
regla local asociada a la matriz N7 no es positivamente expansivo. Para demostrar esto
tiltimo se usa un argumento igual al usado anteriormente para probar que (AY, F|4,)
tiene que ser positivamente expansivo. O

Finalmente, en base a los lemas demostrados, la familia natural de ACs que generaliza
a cualquier alfabeto las familias dadas en las Secciones 2.3 y 2.4 es la siguiente.

Definicién 2.5.4. Definimos una familia de ACs no positivamente expansivos con vecin-
dad (I,r) = (0,1) sobre un alfabeto A de cardinalidad m, dada por los ACs (A", F) en
No— BIP,,(A) tales que su matriz asociada M cumple la condicién de “submatriz prima
no bipermutativa ” y el AC asociado a la matriz M’ = M7 es positivamente expansivo.

Lema 2.5.5. Para un alfabeto A de cardinalidad prima p, todo satisfaciendo la Definicion
2.5.4 es epiyectivo.

Demostracién. Sea A un alfabeto de cardinalidad prima p, y (AY, F') un AC cumpliendo
Definicién 2.5.4. El AC (AN, F) es epiyectivo, de hecho considerando su extensiéon natural
a AZ, de la Definicién 2.5.4, se tiene que el AC (A%, 0 o F) es positivamente expansivo,
y como los ACs positivamente expansivos son epiyectivos (ver | |) v el shift o es un
homeomorfismo en AZ, entonces o~* es epiyeccion y el AC (AZ,07 oo o F) = (AL F)
es epiyectivo, como la regla local de (A%, F) tiene vecindad (I,r) = (0, 1), entonces la
restriccién natural de este AC es (AY, F) y se preserva la epiyectividad. O

Los ACs en la familia definida son epiyectivos, pero no son positivamente expansivos,
gracias al Lema 2.5.3. Estudiaremos otras propiedades dindmicas de esta familia en el
capitulo siguiente.

Veamos algunos ejemplos de ACs cumpliendo la definiciéon anterior.
Ejemplo 2.5.6.
1. El shift o sobre A%, para A un alfabeto cualquiera.

2. Param = 2,..., los ACs (Z} | F,,) con matriz asociada M tal que M7 = M’ para
M’ la matriz asociada al AC (Z), F,,) € RANDOMES.

3. Todo AC (ZY, F) asociado a una matriz M € 0 'ESQ}U o 1ESQL.
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4. En el alfabeto A = {A, B,C} el AC con vecindad (/,7) = (0, 1) asociado a la matriz

M con submatriz M.
A A B
M=| B B C |.

c C A

5. En el alfabeto A = {A, B,C, D, E} el AC con vecindad (/,r) = (0,1) asociado a la

matriz M con submatriz M.

=

[
SECEONIES
HO QW
O QW
mo QW
SSICECEON

6. En el alfabeto A = {A, B,C, D, E, F} el AC con vecindad (I,7) = (0,1) asociado a

la matriz M con submatriz N.

MTEHO QW
DO Qm e
= OQmY
e O AQx
SDQaQw
OQw
CwmAQ
~

O QW
TmaQxsT
=
Il
—

7. En el alfabeto A = {A, B,C, E} el AC con vecindad (I,r) = (0,1) asociado a la
matriz M con submatriz N.

A A A
N=| B B B
c c cC

oA
oQW e
oA
= QW

Dado dos conjuntos finitos oy y ag, definimos a; Vas = {ANB: A€ a1, B € as}.

Lema 2.5.7. Sea (AY, F) un AC que satisface la Definicion 2.5.4 y ademds su matriz
asociada M es tal que en cada fila aparecen al menos dos letras distintas. Entonces para
la particion o = {[a‘]o}area se tiene que a\/ F~ta = {[a,b]o : a,b € A}. Sin embargo, lo
anterior no es suficiente para demostrar que el AC (AY, F) no tiene palabras bloqueantes.

Demostracién. Consideremos la particién o = {[a']o}s1c4. Definamos el conjunto de
cilindros de largo 2 con primera coordenada en 0 {[a}, a3]o} (41 a1)ea2; ¥ asi paran € {3,...}
definimos {[a},a}, ..., apn]o}(n.ap.....an)ean €l conjunto de cilindros de largo n con primera

coordenada en 0. Para cada a' € A tenemos que

F~Y([a']o) = {[b1, @' (b1)]o, [b2, @' (B2)]o, - - -, [bns @' (bn)]o },

donde b;,a'(b;) € A son tales que a'(b;) # a'(b;) sii # j y ya que en cada fila de M
aparecen al menos dos letras distintas se tiene que existen 41, i5 tales que b;, # b;,, entonces
para todo a € A F~*([a']o) # [a]o.
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a\/ Fla=a\/{F ([a"]) | d' € A}
= {[alon{[bs, a* (b1)]o, [b2, a* (B2)lo, - - -, [bn, @' (D n)]o} | a € A, F(bi,a' (b)) = F(b;,a' (b))Vi, j}
= U U lalo 0 {[b1, @' (D1)]o; (b2, @' (Da)]os - - -, [bn, @' (Ba)]o}
(F(bi,al (b)) =F(b;al (b)) ¥irj) a€A
_ U (b1, @ (b0)]o, (b, @ (0o - - - [ @ (b)lo} = {la, o : a,b € A}

F(bj,at (b;))=F(bj.al(b;))Vi,j

De lo anterior se tiene que o\ F~'a = {[a,b]p : a,b € A}. Esto no es suficiente para
demostrar que para todo N € N* V"' F"q = {[ay,...,an]o : a; € A}. Por ejemplo,

01 2
considerar el AC asociadoalamatriz | 1 0 1 |. ]
2 20

El grafo de preimagen

Definiremos un grafo asociado a cada AC en la familia de ACs que cumplen con la
Definiciéon 2.5.4. Motivaremos la definiciéon con un ejemplo.

Ejemplo 2.5.8. Consideremos el AC (Z}, F') asociado a la matriz

M = € o 'ESQS.

N = O
o = O
O N =

Sea (ZY, F) el AC asociado a la matriz M = M'". Supongamos se desea determinar
F~1([0]p); entonces en la matriz M buscamos en cuales coordenadas se ve un 0, como
Moo = Mio = My = 0, podemos determinar que F~*([0]o) = {[0, 0], [1,0]o, [2, 2o, }-
Anotemos lo anterior por

0

0

5 -

N = O

0

Supongamos ahora que queremos determinar F'~1([0, 0]y). Veremos que para determinar
este conjunto nos sirve conocer F~1([0]y). Del hecho que el AC (Zf, F) es epiyectivo (ver
Lema 2.5.5) sabemos que encontrar 3 preimagenes es equivalente a encontrarlas todas.
Como F~1([0]o) = {]0, 0]o, [1,0]o, [2,2]o} determina todas las preimagenes de [0]y, enton-
ces las preimagenes de [0, 0]y deben tener prefijo en el conjunto F~*([0]y). Entonces el
problema se reduce a encontrar ay, as, az tales que [0, a;o, [0, a:]o, [2, ailo € F~'([0]). En
este caso encontramos que [0, 0]o, [0, 0], [2,2]o € F~1([0]y), luego

F_l([0]0> = {[Ov 0, 0]07 [17 0, 0]07 [27 2, 2]0}'

Anotemos lo anterior por

000
100
2 2 27
0 0
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Asi podemos continuar con este proceso. A continuacién se muestra el proceso de
encontrar las preimagenes de los cilindros [0]o, [0, 0]o, [0,0,1]o, [0,0,1,2]o, [0,0,1,2,2],
[Oa 07 ]-7 27 25 1]07 [07 07 1a 27 27 17 O]Oa [07 07 17 27 2a ]-7 07 2]0a [Oa 07 17 27 2a ]-7 07 27 2]0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 1
2 2 - 2 2 2 - 2 2 2 0
0 0 0 0 0 1
1
0 0 0 1 2 1 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2
1 0 0 1 2 1 1 1 0 0 1 2 1 1 0 0 1 2
2 2 2 0 2 1 1 - 2 2 2 0 2 1 - 2 2 2 0 2
0 0 1 2 2 1 0 0 1 2 2 0 0 1 2
1
0 0 0 1 2 1 1 0 0 0 0 1 2 1 1 0 2 0 0 0 1 2 1 1 0 2 0
1 0 0 1 2 1 1 0 1 0 0 1 2 1 1 0 2 1 0 0 1 2 1 1 0 2 0
2 2 2 0 2 1 1 0 7 2 2 2 0 2 1 1 0 2 T 2 2 2 0 2 1 1 0 2 0
0 0 1 2 2 1 0 0 0 1 2 2 1 0 2 0 0 1 2 2 1 0 2 2
Notemos que lo anterior puede describirse de la siguiente manera.
0 0 1
1 — 0 - 0 = 1
0 2 0 2 1 0
$ 2
1 1 2
1 — 1 — 2
1 1 1 2 2
0
0 2 0
0 - 2 = 0
0 2 2 2 0
x
El diagrama motiva ver a los vectores | y | como nodos de un grafo, y considerar una
z
I T2
transiciéon por a € Z, del nodo | y; | al nodo | yo | si My, o = My, 4y, = M, ., = a.
21 Z9

Como hay una cantidad finita de vectores de 3 x 3 a coeficientes en Zs y cada palabra
tiene 3 preimagenes, puede construirse un grafo asociado. Mostramos el grafo encontrado
en Figura 2.1.

Veamos un ejemplo de uso de este grafo. Para encontrar el conjunto preimagen de
[1,0,1, 2]y basta comenzar en (0, 1,2)7 y pegar los vértices visitado al leer en los arcos la
palabra 1,0, 1, 2. Los vértices visitados son (0, 1,2)%, (1,1,0)T,(0,0,0)T, (1,1, 1)T, (2,2, 2).
Luego F~1([1,0,1,2]y) = {[0,1,0,1,2]o,[1,1,0,1,2]o,[2,0,0,1,2]s}. Otros ejemplos son:

1. F~1([0,0,0]y) = {[0,0,0,0,[1,0,0,0]0, [2,0,0,2]o}.

2. F~1([0,0,0,2]o) = {]0,0,0,0,2]o,[1,0,0,0,2]o, [2,0,0,2, 1]o}.

3. F~1([0,0,0,2,2],) = {[0,0,0,0,2,1]o,[1,0,0,0,2, 1o, [2,0,0,2, 1,2}

4. F71(]0,0,0,2,2,2,0,1,2]o) = {[0,0,0,0,2,1,2,2,0,1]o, [1,0,0,0,2,1,2,2,0, 1],
2,0,0,2,1,2,1,0,1, 1]o}.
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Figura 2.1: Grafo asociado al AC con matriz asociada M = M (012,012, 120).

Al AC original (ZY, F") le podemos asociar el mismo grafo de preimagen, pero que lee
al revés. Vemos los siguientes ejemplos.

1. F'~1(]0,0,0]p) = {[0,0,0, 0], [0,0,0,1]o,[2,0,0,2]}

(
2. F'71(]0,0,0,2]o) = {[2,0,0,0,0,0], [2,0,0,0,1]o, [1,2,0,0,2]}.
3. F71([0,0,0,2,2]) ={[1,2,0,0,0,0], [1,2,0,0,0,1],[2,1,2,0,0,2]o }.
(

4. F'=1([0,0,0,2,2,2,0,1,2]y) = {[1,0,2,2,1,2,0,0,0, 0], [1,0,2,2,1,2,0,0,0, 1],
[1,1,0,1,2,1,2,0,0,2]o}.

Ejemplo 2.5.9. Consideremos el AC (Z}, F') asociado a la matriz

0
M=11
2

N = O

0
2 | €0 T'ESQS.
1

Sea (ZY, F) el AC asociado a la matriz M = (M’')T. El grafo asociado a los ACs (ZY, F”)
v (ZY, F) es el siguiente. De cada nodo tienen que salir arcos con 0,1y 2, en la figura hay
nodos en que salen solamente arcos con dos ntimeros distintos, en estos casos es debido a
que el arco que no aparece es un arco que apunta hacia el mismo nodo, i.e. un loop hacia
el mismo vértice con el niimero que no aparece.

Algunos ejemplos de su uso para encontrar preimagenes de los ACs (ZY, F') y (ZY, F).

1. F71([0,1,2]p) = {[0,0,1,1]y, [1,0, 1, 1], [2,0,1, 1]}
2. F71(]0,1,2,0,0,2]p) = {[0,0,1,1,0,0,2],[1,0,1,1,0,0,2], [2,0,1,1,0,0, 2]}

3. F'71(]0,1,2]o) = {[0,2,2,0]o, [0,2,2,1]o,[0,1,1, 2]}
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Figura 2.2: Grafo asociado al AC con matriz asociada M = M (012,012, 021).

4. F'1([0,2,1,1]p) = {[0,2,1,1,0]o,[0,2,1,1,1]0, [0,1,2,2,2]0}.

Ejemplo 2.5.10. Consideremos el AC (ZY, F') asociado a la matriz

021
M=|201]|€cocESQ;.
120

Sea (Z§, F') el AC asociado a la matriz M = (M')T. El grafo asociado a los ACs (Z}, F”)
v (Z5, F) es el siguiente. De cada nodo tienen que salir arcos con 0,1 y 2, en la figura hay
nodos en que salen solamente arcos con dos nimeros distintos, en estos casos es debido a
que el arco que no aparece es un arco que apunta hacia el mismo nodo, i.e. un loop hacia
el mismo vértice con el niimero que no aparece.

Figura 2.3: Grafo asociado al AC con matriz asociada M = M (021,201, 120).

Demostraremos que siempre podemos construir un grafo como los mostrados en los
ejemplos. Estudiaremos propiedades dinamicas de un AC a partir de propiedades del grafo
asociado. La definicién formal del grafo de preimagenes no tiene mucho interés. De hecho
es mejor tomar por definicién la construccion en la demostracion del siguiente lema.

Lema 2.5.11. A cada AC en la familia de ACs no positivamente expansivos con vecindad
(I,r) = (0,1) sobre un alfabeto A de cardinalidad prima, dada por los ACs (AN, F') en
No— BIP(A) tales que para su matriz asociada a la regla local M’ existe un AC (AN, F)
en No — BIP(A) positivamente expansivo asociado a una matriz M = (M’)T le podemos
asociar un grafo de preimagenes. El mismo grafo se le puede asociar al AC (AN, F).

Demostracién. Dado un alfabeto A de cardinalidad prima, un AC (AN, F’) en No —
BIP(A) tal que para su matriz asociada a la regla local M’ existe un AC (AN, F) en
No — BIP(A) positivamente expansivo asociado a una matriz M = (M’)T. En cada fila
de la matriz M aparece una permutacion de A por Corolario 2.1.2. Construiremos el
grafo asociado al AC (AN, F). Dado que el grupo de permutaciones es independiente del
alfabeto A y la matriz M se puede definir mediante permutaciones, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que el alfabeto es Z,. Para construir el grafo aplicaremos el
siguiente algoritmo.
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En el input M:
Definir r=(0,1,2,...,p-1) 7% denominado nodo raiz
Definir E=[], V=[r]
Mientras exista v en V tal que no existen arcos saliendo de v:

i=0
Mientras i<p :
j=0
Mientras j<p
Buscamos w(j) en Z_p tal que M(v(j),w(j))=i
j=i+1
Definimos w y lo agregamos a V
Definimos e(v,w,i) y lo agragamos a E
i=i+1
Retornar E, V
Sea r = (0,1,...,p — 1)T el nodo raiz. Como el alfabeto es de cardinalidad prima y

(AN F) es positivamente expansivo, entonces en cada fila de la matriz M aparece una
permutacion, luego la primera iteracién del algoritmo puede hacerse, ya para cada i € Z,,
j € Z, existe un unico w(j) € Z, para el cual M; ;) = i, luego existe el vértice w’ tal que
w;» = w(j) para todo j € Z,, como lo anterior puede hacerse para todo i, entonces pueden
construirse los vértices w; (pueden no ser todos distintos), luego para cada w’ el arco
de v a w' con etiqueta ¢ queda bien definido. Notando que para cada vértice en v € V
que no tiene arcos saliendo y cada letra a € Z, existe una Unica manera de encontrar
una palabra w € ZP tal que M,, ., = a para todo j € Z,, entonces el proceso en cada
iteracion estd bien definido. Ademas, el algoritmo termina, ya que existe un nimero finito
de palabras en ZI'. Esto demuestra que el grafo siempre puede construirse. O

2.6. Conclusiones

La clasificacién de los ACs permutativos a la derecha de vecindad (I,7) = (0,1) sobre
un alfabeto A con #.A4 = m en la Definicién 2.1.3, permite obtener la clase de ACs ES,,(A)
que es “grande” comparada con la clase de ACs afines (Propiedad 2.1.6). Esta clase de
ACs es una familia de ACs positivamente expansivos para los que no se conocen en general
propiedades de existencia de la media de Cesaro, salvo en el caso en que alguno de estos
ACs tiene direcciones con palabras bloqueantes, gracias a | |. La Proposicién 2.1.10
permite hacer la clasificacién salvo conjugacion uno-bloque lo que facilita la exploraciéon de
la clase entera. La Seccién 2.3 muestra un caso bien particular de ACs en la clase ES3(.A),
de ACs positivamente expansivos no bipermutativos de vecindad (I,7) = (0, 1). La Seccién
2.4 obtiene una familia de ACs permutativos a la derecha de vecindad (I,7) = (0,1)
que no son bipermutativos. El estudio de la iteracion de medidas de Bernoulli en las
clases anteriores es la principal motivacién de esta memoria; el estudio de su dinamica
serd llevado a cabo en el capitulo siguiente y se simulara la media de Cesaro de medidas
de Bernoulli iteradas por estos ACs en el Capitulo 4. Los resultados finales en la Seccién
2.5 permiten extender las familias anteriores, obteniendo clases de ACs positivamente
expansivos de vecindad (I,7) = (0,1) que no son bipermutativos y tales que compuestos
con 0! dejan de ser positivamente expansivos. No se conocen resultados generales para
la iteracion de medidas en estas clases.
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Capitulo 3

Dinamica de autématas celulares no
positivamente expansivos y no
algebraicos con vecindad (/,r) = (0,1)

3.1. Resultados para autématas celulares de vecin-
dad (I,7) = (0,1)

Denotamos a la familia de ACs permutativos a la derecha de vecindad (I,r) = (0,1) y
alfabeto A por PE44(A).

Proposicién 3.1.1 (Palabras Bloqueantes). Para A un alfabeto, ningin AC en PE4(A)
tiene palabras bloqueantes en direcciones distintas de —1. Luego, estos ACs son sensiti-
vos en todas las direcciones, salvo en la direccion —1, en la que no son necesariamente
5ensitivos.

Demostracion. Sea A un alfabeto. Definamos la familia de ACs ZPE44(.A) como la
extension natural de la clase PE4a(A) a A% i.e. ZPEy4(A) es la familia de ACs (A% F)
permutativos a la derecha con vecindad (I, r) = (0, 1) y alfabeto .A. Denotamos por S#A =
{p} al grupo simétrico de orden #A, i.e. el grupo de todas las permutaciones de #A
simbolos.

Para un AC F con regla local f en ZPE,44(A) se tiene que para cada i € Z

(F™(2)i—n)nen = (pn(3))nen,

donde p, € S#A depende de x[;_1_p;_1]. Definiendo pp : A" — S#A tal que w € A" —
pr(w) = f(F" Y (y)o, ) para y € A% con yjg,,—1] = w, se tiene que

F'(z)i—y = pF(x[iflfn,ifl})(xi) Vn € N.
Luego, se tiene que para cada direccion k € Z
(F © O.k(w))g = Fn<x)kn = pF(x[kn—l,kn—&—n—l])(Q:kn+n>-

Si hubiera una palabra bloqueante w € A?*™"! escogiendo n tal que | kn +n |> m
(lo que no puede hacerse en el caso k = —1), se tiene que para z,y € A” con Z_p ) =
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Y-mm] = W, Tj = yz(vz < kn+n>7 Tkn+n 7£ Ykn+n, SE€ tiene que pF(x[kn—l,kn+n—l])(xkn—l—n) 7£
P (Ykn—1knt+n—1]) (Ykntn). Luego (F o o (x))i # (F o 0*(y))§, lo que es una contradiccién
con el hecho que w sea palabra bloqueante. O

Corolario 3.1.2. Para A un alfabeto de cardinalidad prima, ningin AC (AZ, F) positi-
vamente expansivo con vecindad (I,7) = (0,1) tiene palabras bloqueantes en direcciones
distintas de —1. Luego, estos ACs son sensitivos en todas las direcciones, salvo en la
direccion —1, en la que no son necesariamente sensitivos.

Demostracion. Recordando Corolario 2.1.2, obtenemos que todo AC positivamente ex-
pansivo con vecindad (,r) = (0,1) es permutativo a la derecha, luego de la Proposicién
3.1.1 se deduce el resultado. O]

Recordemos del Capitulo 2 que cada AC en la familia de ACs no positivamente ex-
pansivos con vecindad (I,7) = (0, 1) sobre un alfabeto A de cardinalidad prima, dada por
los ACs (AN, F’) en No — BIP(A) tales que para su matriz asociada a la regla local M’
existe un AC (AN, F') en No — BIP(A) positivamente expansivo asociado a una matriz
M = (M')T le podemos asociar un grafo de preimagenes. Denotemos a esta familia :
familia de ACs con grafo de preimagenes asociado. Recordemos también, que en un grafo
etiquetado G con etiquetas en un alfabeto A, una palabra s € A* que se lee en caminos
de G se llama palabra sincronizante si al leer s en cualquier camino que se considere uno
puede estar seguro del vértice de GG en el que se encuentra.

Observacion 3.1.3. Para cada alfabeto A de cardinalidad prima, la familia de ACs (AN, F")
no positivamente expansivos con grafo de preimagen asociado y entropia positiva con
respecto a la medida uniforme no tienen palabras bloqueantes en ninguna direccion.

Demostracién. Sea A un alfabeto de cardinalidad prima p y (AY, F’) un AC que tiene
grafo de preimagenes asociado. En Proposicion 5.2 en | |, se demuestra que, si existe
una palabra bloqueante w € A" y una medida p F'—invariante y sigma—ergddica tal que
u([w]o) > 0, entonces la entropia con respecto a la medida y es igual a 0. Como (AN, F’) es
epiyectivo, la medida uniforme \ en AZ es F'—invariante y sigma—ergédica, de la hipétesis
se tiene que hy(F) = log(p) > 0, entonces toda palabra w € A* tal que A([w]p) > 0
no es bloqueante, pero como para cualquier palabra u € AT A([u]y) = m > 0, se
concluye que no pueden haber palabras bloqueantes. Para demostrar que no hay palabras
bloqueantes en ninguna otra direccién notar que si consideramos la extensién natural a
AZ del AC (AN, F') al AC (AZ, F"), entonces el AC (AZ, 00 F") es positivamene expansivo
de cardinalidad prima, entonces es permutativo a la derecha, y entonces podemos aplicar
la Proposicién 3.1.1 y obtener que no tiene palabras bloqueantes en ninguna direccién,
salvo en la direccién —1, pero como en la direccion —1 se recupera el AC (AZ, F) que
no tiene palabras bloqueantes por lo anteriormente demostrado, entonces se concluye el
resultado. O]

3.2. Una familia de autématas celulares ni ¢y—asociativa
ni N—scaling

Consideraremos la familia de ACs (ZY, F') asociados a una matriz M € ESQIUESQ?3,
definida en el Capitulo 2. Recordemos que un AC (A% F) permutativo a la derecha con
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vecindad (I,7) = (0,1) tiene una regla local 1)— asociativa si para alguna funcién ¢ :
A — A se tiene que Va,b,c € A, W(f(f(a,b),c)) = f(a, f(b,c)), y que un AC (A% F)
permutativo a la derecha con [ = 0,7 = 1 es N—scaling si existe un entero N > 2 tal
que (FNz)o = f(xo,zn) para todo z € AZ. Notar que las propiedades de ser N-scaling
y tener regla local p—asociativa es invariante bajo conjugacion 1-bloque. Demostraremos
que ningiin AC en la familia de ACs (ZY, F) asociados a una matriz M € ESQJU ESQ}
tiene regla local ¢—asociativa y que “casi ninguno” con matriz asociada en ESQY es
N —scaling, con esto concluiremos (gracias a que éstos son todos los ACs positivamente
expansivos no bipermutativos de vecindad (/,7) = (0, 1) un alfabeto A con #.4 = 3 salvo
conjugacién uno bloque) que ningiin AC sobre un alfabeto de cardinalidad 3 positivamente
expansivo con vecindad (I,7) = (0,1) y no bipermutativo, tiene regla local ¢—asociativa
y que “casi ninguno” es N —scaling.

Proposicién 3.2.1 (Regla 1-Asociativa). Ningin AC (ZY, F) asociados a una matriz
M € ESQs tiene regla local 1-asociativa.

Demostracion. Para demostrar que un AC en Z3 no es y-asociativo basta encontrar seis
elementos a, b, ¢, z,y, z en Zs tal que f(f(a,b),c) =m, f(a, f(b,c)) =s1y f(f(z,y),2) =
m. Se tiene que f(z, f(y, z)) = s2 con s1 # s, ya que de ser asi se tendria que ¥(m) = s;
y ¥(m) = sq, lo que es una contradiccion.

Para cada AC asociado a una matriz M en ESQY, ESQL se muestran los a,b,c,z,y, 2
encontrados. Considerar las matrices M en ESQY numeradas de 1 a 16, de izquierda a
derecha y de arriba hacia abajo en la definicion. Considerar también, las matrices M
en FSQ3, numeradas de 1 a 20, de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo en la
definicion.

’ ESQ) ‘ (m, s1, (a,b,c)) ‘ (m, s2, (z,y,2)) ‘ ESQS ‘ (m, s1, (a,b,c)) ‘ (m, s9, (z,y,2)) ‘
1 | (LL(L22) (L2(201)] 9 ]00(0,00)]0L(011)
2 1(0,0,(0,0,00) ] (0,1, (20,0) ] 10 |00, (0,0,0)] (0,2 (0, 1,2)
3 1(0,0,(0,0,0)) | (0,1, (20,00 | 11 (0,0, (0,0,0) (0,2 (L,0,2)
I [(2,20,02) CLOLLL) | 12 [21L00,1)](220.21)
5 1(0,0,(0,0,0)](0,1,(221)] 13 |(L0,(0,0,0)] (1,2 (20 0)
6 1(0,0,(0,0,00) ] (0,1,(21,2) | 14 |(1,0,(0,0,0))] (1,2 (20,0)
7 1(0,0,(0,0,0) | (0,1, (22 1) | 15 | (20 (0,0,0) ] (22 (0,20)
8 1(0,0,(0,0,0)](0,1,(20,0) ] 16 |(L2(0,0,0)] (L1122 0)
’ ESQ3 ‘ (m, s1, (a,b,c)) ‘ (m, s2, (z,y,2)) ‘ ESQ} ‘ (m, s1, (a,b,¢)) ‘ (m, s9, (x,y,2)) ‘
T [(0,0,(0,0,0)] (0LLLLD)] I ](0,0,(0,00)] 01002 1)
2 (0,0,(0,0,0) (0,2 (L 1,2)] 12 |(00(0,00)] (0,2 (22 1)
3 1(0,0(0,0,0)] 0,1 (LL1)| 13 1(0,0,(0,0,0) (0, 1, (22 1))
4 1(0,0,(0,0,0)] (0,2 (1,1,2) | 14 [(0,0,(0,0,0)] (0,2 (1,0,2)
5 1(0,0,(0,0,00)] 0,2 (20,1) | 15 10,0, (0,0,0)] (0,2 (2 1,2)
6 1(0,0,(0,0,0) ] (01,(1,21)] 16 |(0,0,(0,0,0)] (0,2 (1, 1,2)
7 1(0,0,(0,0,0) | (0,1, (1,22) | 17 |(0,0,(0,0,0)) (0,2 (20,1))
8 1(0,0,(0,0,00) (0,2 (1,2,0) | 18 |(1,0,(0,0,0)) (1,2 (1,0,0)
9 1(0,0,(0,0,00) | (0,1, (1,1,0) | 19 |(10,(0,0,0)] (12 (1,0,0)
101 (0,0,(0,0,0)) | (0,1, (L0, 1)) | 20 |(2,0,(0,0,0)) | (22 (0,2 1))
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]

Proposicién 3.2.2 (N-scaling en ESQY). Ningin AC (ZY, F) asociados a una ma-
triz M € ESQY, salvo los asociados a las matrices M(012,012,102), M (012,021, 021),
M (021,021,120) y M(102,201,201), es N-scaling (independiente del N ).

Demostracién. Para demostrar que un AC F epiyectivo sobre AN con regla local f no
es N-scaling para N > 1 es suficiente encontrar ¢ = ¢y ... q,, € A" tal que para a,b,c € A
conb#cy f(b,x) = f(c,x) Vo € A (esto se tiene ya que se estd en ESQY) se tenga que

€1 if<a7b)7éf(a>c)i51

e = f(er, q1) 7’£ f(s1,q1) = 82 (3.1)

€m = f(em—h qm—l) 7é f(sm—la Qm—l) = Sm

tal que
€m = €kySm = Sk Y ¢m = qr para algun k < m. (3.2)

Esto es suficiente, ya que considerando w € A™ tal que F"(bw)y = F"(cw)y = g, para
n < m, se tiene que para todo 1 < N < m el AC no es N-scaling, pues Vn < m
f™(abw) # f™(acw) pero la primera letra y tltima letra de abw y acw coinciden. Para
el caso N > m gracias a (3.2) se tiene que para p,q tales que N = pm + ¢ con ¢ < m
basta considerar las palabras abwPwy; ¢ y acwPwy; 4. Considerar las matrices M en E'S QY
numeradas de 1 a 16, de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo en la definicion.
Usando la idea mostrada se demostrd que los siguientes ACs no son N-scaling.

’ES:?\a‘b,c‘q‘W‘ESg‘a\b,c‘q\w‘
1 (210111 9 (00,100
2 |- -1]-]-1]10 |0]01]0]0
3 [1]01 1|1 ] 11 ]0[12]0]0
i |- - |-[-[1z]ol[12]0]0
5) 1112100 13 (10111
6 1112|1010 14 |0(12(1]1
7 12101110 15 | -] - |-]-
8 |-| - |-|-1]16 [0]01]0]|0

]

3.3. Palabras bloqueantes en una familia de autéma-
tas celulares no positivamente expansivos

Consideraremos la familia de ACs (ZY}, F') asociados a una matriz M € o~ 'ESQY U
o 'ESQ}, definida en el Capitulo 2. Esta familia es salvo conjugacién uno- bloque la
familia de ACs no positivamente expansiva de vecindad (I,r) = (0, 1) con matriz asociada

M’ tal que existe un AC (ZY, F) positivamente expansivo y no bipermutativo de vecindad
(I,7) = (0,1) con matriz asociada M = (M')T.

Proposicion 3.3.1. ACs con matriz asociada M en o' ESQS con palabra bloqueante.
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expansivos
| o 'ESQY | Palabra bloqueante |
M (000,112, 221) 0
M (001,110, 222) 2
M (000, 122,211) 0
M (011,100, 222) 2
M (001,222, 110) 12
M (002,220, 111) 22

Demostraciéon. Demostracion de casos no triviales.

1. 12 es palabra bloqueante para M (001,222,110): Si no fuera palabra bloqueante,
entonces para alguna iteraciéon se llega a la configuracion

1
2
1

2

2
?
?
2

donde ? son elementos a determinar de Zs. Pero notar que si se llega a esta confi-
guracion puede deducirse el valor para los elementos 7 de la siguiente manera

2

(O NG
.\D.\D.\J-\D
(O N
DO = 0 DO

?
?
2

N — DN

2

0
1
2

4

lo que es una contradiccién, pues (2,7) — {0,1}.

2

N — DN

0
1
2

2

?
?
?

[N N

2

0
1
2

2

2
2
2

2. 22 es palabra bloqueante para M (002,220, 111): Supongamos se parte con la confi-

guracion

N =N

Si 22 no fuera palabra bloqueante en algiin momento se llegaria por primera vez a

Las configuraciones

N DN -

O~ N

(RS O

RO = DD -

O =N - s
RO O b -e-
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estan descartadas, y la configuracion

2
1
10 10
SN
10 10
2 0 2 0
1 2 1 2
0 0

también, pues no habria sido la primera vez que se llega a una configuracién con un
0 en vez de un 2. Por ultimo, s6lo queda el caso en que se llega a

707 2 2

11 11 2
20 2 01 2
10 1 001
..:... )
Do : : ?
10 1 0 0 2
20 2 0 2

1 2 1 2

0 0

lo que es imposible, pues 7 tendria que ser 1y 2 a la vez.

Proposicion 3.3.2. ACs asociados a matrices en o 'ESQ3 con palabra bloqueante.

’ o 'ESQ} ‘ Palabra bloqueante ‘
M (012,101, 220) 21
M (021,110, 202) 22
M (012,220,101) 11
M (021,202, 110) 21

Demostracion. Ningun caso es trivial.

1. 21 es palabra bloqueante para M (012,101,220): Si no fuera palabra bloqueante se
tendria
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2 1 2 1 2 1 20000 - 0 2
2 9 2 9 2 9 20000 - 2
2 7 N 2 7 7 N 2 7 7 = . 200 0 ’
2 7 2 77 2 00 20 0 2
2 7 2 0 2 2 0 2 20 2
2 2 2 2 2 2 2 9
0 0 0 0

lo que es una contradiccién con haber partido con una configuracién iniciando con

la palabra 21.

2. 22 es palabra bloqueante para M (012,110,202): Si no lo fuera se tendria

2

2

DN D D D e e

2

2

?

N 9 ) =D e

2

2

—_ O O 0 D e

?

?

2

0

000 O

lo que es una contradiccion con haber partido con una configuraciéon iniciando con

la palabra 22.

3. 11 es palabra bloqueante para M (012,220, 101): Si no lo fuera se tendria uno de los

dos casos siguientes:

M'\D'\D'\D'\B"’

0000 O

N O OO -

OO -

10000 O

OO = D = N -
—o oo o -
—_—o oo -

—_ o o -

y los dos casos son contradictorios con haber comenzado con la palabra 11.

4. La demostracién de que 21 es palabra bloqueante para M (021,202, 110) es analoga
al caso anterior.
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3.4. Ejemplos de iteracion de medidas de Bernoulli

por autématas celulares permutativos de vecin-
dad (I,7) = (0,1)

En la familia de ACs (Z§, F”) asociados a una matriz M € ¢ 1ESQJ U o 1ESQ},
definida en el Capitulo 2, mostraremos dos ejemplos de iteracion de medidas de Bernoulli.
El primer ejemplo muestra un AC no algebraico y permutativo que no preserva ninguna
medida de Bernoulli. El segundo es un ejemplo de aplicacion del resultado de Blanchard y
Tisseur en | |, en que se encuentra un AC positivamente expansivo con una palabra
bloqueante en el soporte, y luego puede concluirse que la media de Cesaro existe.

Ejemplo 3.4.1. El AC asociado a la matriz M (012,012,120) en ESQY no preserva nin-
guna medida de Bernoulli, salvo la uniforme.

Demostracion. Supongamos hay una medida de Bernoulli (7, 71, m2) que se preserva.
Del grafo de preimagenes asociado (ver Figura 2.1), se deduce que:

F_l([l]o) = {[07 1]07 [17 1]0’ [27 O]O}v
F_1<[17 1]0> = {[07 L, 1]07 [17 L 1]07 [27 0, 1}0}‘
En el grafo de preimagen asociado el nodo (1,1,1) tiene un loop con etiqueta 1, luego
F_l([ln]o) = {[0171]07 [171"!‘1]07 [201”_1]0}a

para todo n € N*, donde consideramos 1" la concatenaciéon de n 1’s. De lo anterior y de
suponer que la medida se preserva se obtiene que

™ = mo(1 — mg) + 72
w2 = mom(l —m) + 7
o= mori M1 —m) +m T

luego, se tiene que para todo n € N

n
T = 7T0(]_ — 7T0) Zﬂ'i + 7TIL+2,
=0

y tomando limite en n se obtiene que
m1 (1 — ) = me(1 — mp). (3.3)

Ahora consideremos el cilindro C' = [1220] , las preimagenes son [01200]o, [11200],, [20200],
luego utilizando la ecuacién (3.3) se deduce que mym 75 = wam T, de donde my = mo, ¥
utilizando nuevamente la ecuacién (3.3) se concluye que 7y = %, de donde se obtiene que
la tnica medida de Bernoulli que se preserva es la uniforme (3, 3, 3). O
Ejemplo 3.4.2. Para el AC asociado a la matriz M(012,012,102) € ESQ$ con una
distribucién de Bernoulli inicial (pg, p1, p2), se tiene que la medida iterada o se preserva
y por tanto converge, o no se preserva y no converge, pero en cualquier caso la media
de Cesaro existe. Ademas, en el caso en el que la distribuciéon de Bernoulli inicial no se
preserva, la medida iterada un niimero par de veces siempre es la distribucién de Bernoulli
original, pero un ntimero impar ni siquiera es una distribuciéon de Bernoulli.
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Demostracion. Se tiene que para una distribucién inicial de Bernoulli (po, p1, p2), para
m =2n+1,n € N la medida F}" sobre cilindros con una coordenada fija es

p(E7™2]0) = p2, (F7™[0]o) = (1 = p2)po + papr, (F~"[1]o) = (1 — p2)p1 + papo.

Cuando hay dos coordenadas fijas, en particular se tiene

p(F"[20]0) = pap1.

Entonces si F}[" fuera de Bernoulli se tendria que tener que F;'([20]3) = pu(F~"[20]2) =
E7([2]o) F/™([0]o), pero en este caso py = (1 — p2)po + pap1, luego p1 = po, pero la medida
de Bernoulli (pg, po, p2) se preserva por el AC, luego si la medida inicial no se preserva
F'" no es distribucion de Bernoulli. Para ver que una medida de Bernoulli (po, Po, p2) se
preserva basta notar que en este caso la medida no distingue a 0 de 1, luego la medida se
itera de la misma manera en que se itera una medida de Bernoulli (2pg, p2) por el AC sobre
8 Z . Como el AC con matriz M’ = M7
itera una medida de probabilidad oc—invariante de la misma manera que el AC asociado
a M,y la matriz M’ es la matriz que representa al AC identidad, entonces se tiene que
en este caso la medida inicial se preserva. Veamos que un resultado analogo se tiene para
las iteraciones pares. Sea m = 2n,n € N. Entonces para w € (Z3)*

el alfabeto {0, 2} asociado a la matriz M =

luego como las medidas de Bernoulli son o—invariantes se concluye que la medida es la
misma que la medida original. Lo anterior demuestra que en el caso de que la medida
no se preserve la medida iterada no converge. Sin embargo, podemos demostrar que la
media de Cesaro si existe, de hecho es directo de [ |, va que se demuestra que para
todo AC con una palabra bloqueante en el soporte de una medida p, la media de Cesaro
de u iterada por el AC existe. En este ejemplo, la existencia de la media de Cesaro se
puede demostrar de manera directa. Como la medida iterada en las iteraciones pares
es siempre la misma y en las iteraciones impares ocurre lo mismo, entonces podemos
encontrar la media de Cesaro sobre cada cilindro, de la siguiente manera. Denotemos por
Cu(F)(-) = im0 % 2711\/:—01 F ;7()7 a la media Cesaro. Tenemos que sobre cada cilindro
[w] con w € Zi, k € N,

Lo anterior demuestra que la media de Cesaro existe, y permite obtenerla explicitamente
sobre cada cilindro. O

La misma idea en la demostracion del ejemplo anterior puede usarse para demostrar
que para los ACs asociados a las matrices

01 2 01 2 01 2 01 2 0 21 0 21
o1214,;0o12{(,{fo211,{f102],1]021],]021
0 21 1 0 2 0 21 1 0 2 1 20 2 01
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en £SQY; v a las matrices
01 2 01 2 0 2 1 0 21
102|210, l120],]201
210 1 0 2 2 01 1 20

en £SQL, la media de Cesaro de una medida de Bernoulli iterada existe, pero depende
de la medida inicial, luego estos ACs no randomizan asintéticamente una medida inicial.
Este hecho constituye un ejemplo de aplicacién de los resultados de existencia de la media
de Cesaro para ACs con palabras bloqueantes en alguna direccion contenidas en el soporte
de una medida inicial c—ergddica. Notar ademas que la idea usada para demostrar que
la medida (p, p,q) se preserva en el ejemplo anterior puede ser usada para demostrar un
resultado anélogo en otros ACs asociados a matrices en ESQY.

Ejemplo 3.4.3. Los ACs asociados a las matrices M (012,012,021) y M (012,021, 021)
en ESQY preservan cualquier medida de Bernoulli de la forma (p, ¢, q). Lo mismo pasa
para los ACs asociados a las matrices M(012,012,102) y M (012,102,102) en ESQ$ para
una medida de Bernoulli (p, p, q).

Observacion 3.4.4. Se deduce de | | que para todo AC F en ESQ3; que preserve
una medida de Bernoulli po = p,,, la entropia con respecto a ésta satisface h,(F) =

—plog(p) — qlog(q) — rlog(r).

3.5. Observaciones con respecto a las direcciones de
equicontinuidad

Veremos algunos resultados elementales de la dinamica de un AC que permiten concluir
que no hay direcciones de equicontinuidad.

Lema 3.5.1. Dado un AC (AN, F) permutativo a la derecha de vecindad (I,7) = (0,1),
con matriz asociada M. sea Dy el grafo dirigido con vértices V= A y arcos E = {(e,v) :
My = v}. Si en Dy existe un vértice sin arcos incidentes, entonces (AN, F) no tiene
direcciones de equicontinuidad.

Demostracién. Se tiene que un AC (A%, F) es equicontinuo y sobreyectivo si y solo
si 3p’ > 0 tal que cualquier x € AZ es F-periédico de perfodo p’ (ver demostracion en
[ ]). En particular los ACs permutativos a la derecha son epiyectivos, luego Fj, = Foo*
para cada k € Z también (notar que cuando k € —N sin pérdida de generalidad se puede
considerar la extensién del AC a A% ). Si F}, fuera equicontinuo se tendria entonces que
todo x € A? seria periédico de periodo p’, para algtin p’. Sin embargo, para v € A el
vértice sin arcos incidentes, considerando x tal que z; = v(Vi € Z) se tiene que F}}(z) # x
para todo n > 0, luego no es periédico para ningin p’ > 0. O

Corolario 3.5.2. Los ACs (AN, F) permutativos a la derecha de vecindad (I,r) = (0,1),
con matriz asociada M que en la diagonal no aparecen todas las letras a € A, no tienen
direcciones de equicontinuidad, son epiyectivos y no son inyectivos.

Con respecto a la relacion entre el grafo de preimagenes y las palabras bloqueantes en
la direccién —1 notar lo siguiente.
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Observacién 3.5.3. Coincidentemente cuando A = Zs, los ACs (AY, F”) no positivamente
expansivos en la familia de ACs con grafo de preimagen asociado y palabra bloquente
s € A* son tales que en el grafo de preimagen la palabra s es sincronizante.

3.6. Conclusiones

La Proposiciéon 3.1.1 demuestra que los ACs permutativos a la derecha de vecindad
(I,7) = (0,1) no tienen palabras bloqueantes en ninguna direccién salvo la direccién —1
en la que si pueden tener palabras bloqueantes. En el caso de tener palabras bloqueantes
la existencia de la media de Cesaro se tiene de | |, los ACs afines con regla local
de vecindad (I,r) = (0,1) son casos particulares de ACs permutativos a la derecha sin
palabras bloqueantes en la direccion —1, y se sabe que asintéticamente randomizan una
medida inicial con conexiéon completa y decaimiento sumable. En este capitulo ademas se
demostro que los ACs en la clase ES3(Z3) construida en la Seccién 2.3 no tiene propiedades
para las que se conozca la existencia de la media de Cesaro. En el capitulo siguiente
simularemos la iteracion de medidas de Bernoulli por estos ACs.

54



Capitulo 4

Simulaciones y Evidencia

El Capitulo 2 estuvo dedicado a la clasificacién de los ACs expansivos de radio 1 en Z}'.
Esta clasificacion permitié obtener una familia precisa de ACs donde buscar randomizacién
asintotica por ACs no algebraicos (aquellos asociados a matrices en ESQY y en ESQY).
También se definié una clase de ACs en ZN para m = 2,3,4,5... los cuales en el caso
m > 2 no son lineales ni tienen propiedades para los que se conoce la media de Cesaro
(Capitulo 3). Se quiere saber si los ACs en las clases anteriores randomizan asintéticamente
una medida de Bernoulli inicial. Las simulaciones hechas en este capitulo constituyen
evidencia de que para algunos ACs con matriz asociada en ESQY y en RANDOMES,
tal randomizacion deberia tenerse.

El capitulo esta organizado como sigue. Primero, en la Seccién 4.1, se plantean distintos
métodos de simulaciones que permiten sugerir que existe randomizacion asintética de una
medida de Bernoulli inicial, segundo, en la Seccién 4.2, se muestran los resultados de las
simulaciones, y tercero, en la Seccién 4.3, se discuten los resultados obtenidos.

4.1. Meétodos

Demostrar que ACs randomizan asintéticamente una medida inicial puede ser muy
complicado. La dificultad estd en que para un AC F en AN, F™ no es necesariamente
facil de entender. Lo que hace que, tampoco sean faciles de describir las particiones de
A" por {F~"(a)}aea- Y por dltimo, lo anterior complica calcular la iteracién n-ésima
de una medida p por el AC F', F?. En el caso expansivo, el AC es epiyectivo, y por tanto
se tiene que #F ™ (a) = #A™ Ya € A,m € N. Este crecimiento exponencial del niimero
de preimagenes hace que la simulacién que explicitamente encuentra la medida iterada
sea infactible para m “grande”. Es por lo tanto necesario disponer de una simulacién
viable para “estimar” la medida iterada “muchas veces” por un AC. Lo anterior es el
objetivo principal de esta seccion, la que estd organizada de la siguiente forma. Primero,
se muestran los métodos mas naturales, calculo explicito de las medidas iteradas e imagen
de las iteraciones sobre una configuracion inicial con una distribuciéon de Bernoulli dada,
luego se muestra un método que permite hacer simulaciones de la medida iterada “muchas
veces”.
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4.1.1. Calculo explicito de la medida iterada

Sea (AN, F') un AC de vecindad (I,r) = (0,1) sobre un alfabeto A = {0, 1,2}. Defina-
mos para cada a € A las funciones D, : AT — N tal que a una palabra z € A" le asigna
D,(x) el nimero de veces que aparece a en x, i.e. Dy(z) = Z‘iﬂal ly,—a, para 1,,—, = 1 si
x; = a y 0 si no. Consideremos una medida de Bernoulli en AY 11, para © = (g, 71, m2).
Denotemos a los cilindros [c], para ¢ € A*, k € N, simplemente por ¢. Para un cilindro ¢
y m € N anotamos F~"c = {z € A™**l : 3y € ANF™(2y)9¢-1] = ¢}. Dado un cilindro
c € A", se tiene que #F "¢ = 3™y F~"c C Zj' metlel
notacion anterior, tenemos que, para cada entero n > O

Z p )yD2(z)

rzeF~"c

, para cada entero m > 0. Con la

Luego conocer la medida F™p sobre cilindros de largo m se reduce a conocer el conjunto
{F™"c} ez En particular conocer Fu(a) para a € Zs se reduce a conocer F~"0, F~"'1,
F~"2. Asi una evidencia de randomizacién asintOtica es que

luﬂ'()JTlﬂTQ(F_nO) ~ g, 1,72 (F_nl) ~ MWOﬂTlaﬂ'Q(F—nQ)? (4.1)

para (mo > m > mo), (Mg > mo > m), (M > Mo > W), (M1 > 2 > W), (M2 > Mo > 1)
y (my > m > mp), omitiendo el caso my = m = my donde se tiene igualdad en (4.1) del
hecho que los ACs con matriz asociada en FS()3 son epiyectivos, yn € M C N con M
de densidad 1, i.e. tal que + | M N{0,1,...,N} |= 1 cuando N — occ.

Mediante un programa en Matlab es facﬂ obtener los conjuntos F~"0, F~"1, FF~"2 para
n muy pequeno. La dificultad no esté en el calculo de F™(zq, ..., x,) para m > 1 entero,
sino que en el hecho que #F~"a = 3", para a € Z3. Sin embargo, si existiera una manera
recursiva de hacerlo podria aproximarse la medida iterada eficientemente. Lamentable-
mente tal recursividad también es complicada de comprender. Atn asi, puede usarse esta
idea para calcular explicitamente la media de Cesaro iterada partiendo de ciertas distri-
buciones de Bernoulli de un modo distinto, que seria 1til en el caso de que tal recurrencia
si existiera. Veamos un ejemplo en que se aplica esta idea alternativa sobre una medida
de Bernoulli con distribucién (p,p, 7).

Ejemplo 4.1.1. Sea (AY, F') un AC de vecindad (I,7) = (0,1) sobre un alfabeto A =
{0,1,2}. Para cada a € A,c € A*,;i € N;m € {0,...,i+ |¢|} definamos

= {2 € A" tales que F'(z) = c y Dy(z) = m},

zcm

Q’Lcm = #chm

Sin pérdida de generalidad, supongamos a = 2. Usando las definiciones anteriores
tenemos que para una medida de Bernoulli en AN, p, con 7 = (p,p, 1 — 2p),

1 N—1|c|+i ]
- N Z Z G o (1 — 2p)pleIimm,
i—=0 m=0

Si se escoge a = 0, lo mismo es valido para la medida p, con 7 = (1—2p, p, p), y lo mismo
vale para a = 1 y la medida p, con m = (p, 1 — 2p, p). Consideremos el caso particular en
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4.1. Métodos Capitulo 4

que ¢ € A esta fijo, y estudiemos los ¢f.,,. En el caso de que el AC sea sobreyectivo se
tiene que ¢j.,, debe satisfacer:

141

Y qfem =3, VieN,

m=0

OSQ3c,m<<Z;1>21“m,VOSmgiH,ieN.

Evidencia de la convergencia de la media de Cesaro a la distribucién uniforme esta dada
por la siguiente convergencia:

. i+ |C| 2i+|c|—m
qi,c,m - ( m > 3|c| 0. (42)
Ya que
i+|c|
Z ,U, zcm -
H‘|C| Z+|C| i+|c|—m
— m H—‘C‘ i+ ‘C| 2 _ m, i+|c|—m

i+]c]

3|c‘ Z ( 1+ |C‘ ) p>i+|c\—m(1 . 2p)m _ 3|10|

Nota 4.1.2. Ver simulaciones usando lo anterior en la Figura 4.5.

4.1.2. Imagen de iteraciones por autématas celulares con una
distribucion inicial

Este método sélo entrega una imagen que sirve como heuristica del hecho de randomi-

zacion asintética de una medida por un AC. La idea es generar una secuencia de “outputs”

(instancias) de variables aleatorias i.i.d. con distribucién de Bernoulli e iterar el AC sobre
esta secuencia. El resultado es una imagen con las iteraciones.

Supongamos se tiene una manera de generar variables aleatorias con distribucién uni-
fome en (0,1), U(0,1). En general, estos generadores pseudorandom estan implementados
en los softwares matematicos. En Matlab, por ejemplo, esto esta implementado en la fun-
cion rand. Luego, para simular una variable aleatoria X de Bernoulli con distribucién
(p,q,7) a valores en Zz con P(X =0) = p,P(X =1) = r,P(X = 2) = r, se puede hacer lo

siguiente:
1. Generar U ~ U(0,1).

2. Retornar
0 siU€]0,p)

X= (1 siUe€pp+q) -
2 siU€Ep+ql)
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4.1. Métodos Capitulo 4

Con lo anterior digamos que tenemos una manera de simular variables aleatorias con dis-
tribucién de Bernoulli (p, ¢, 7), que denotaremos B(p, q, 7).

Sea F' un AC con matriz asociada en ESQ3 y regla local f, simularemos las medidas
iteradas F"u, ., mediante la simulacién de la variable aleatoria F™(X,, ..., X,) para X;
i.i.d tal que X; ~ B(p, q,r). Para esto, sea n > 0 un entero fijo

1. Generar X,..., X, ~ B(p,q,r).
2. Retornar Y,, = F™"(Xy,..., X,).

Lo anterior es una manera de generar variables aleatorias con distribuciéon F"pu,, .. Cuan-
do se desee hacer explito el AC F' y la distribucién 7 = (p, q,r) de los que depende Y,,,
escribiremos Y,/

Notar que
limn Yy =Y ~ B~ L 1 (4.3)
MMp—scoln = ~ PRSI .
” 333
sugiere convergencia de la medida iterada a la medida de Bernoulli uniforme. Y que,
1 - 111
li o= Y,=Y ~B(z,-,-), 4.4
s 3 (553 (4.4)

sugiere randomizacion asintética de la medida iterada.

En base a la construccién para generar variables aleatorias con distribucién F™py, 4,
se puede hacer lo siguiente. Para cada n,m4, my > 0 enteros tales que m;, < n+ 1 —

may Xo...,X, variables aleatorias i.i.d. con distribuciéon B(p,q,r), podemos generar
variables aleatorias T)f, . @ Q"™ — My, 0 (Zs), TL,, (W), = X;(w;) y para
i >0, Ty iy, (Wig = f(Tagngmy (W)iz1 Ty gy (W)i-1,j1) donde

Mapain, (Zs) = {wi; € Ls}oicma—10<j<mp-1

es el espacio de las matrices de ma X my, a coeficientes en Zg (indexadas desde 0) y £ un
espacio de muestreo sin importancia.

La simulacion que se hace consiste en generar instancias de la variable aleatoria
F . . .7 . .« e .
wmamy due depende de una distribucién inicial B(p,q,r) (cuya dependencia en no-
tacion de la variable aleatoria se omite), del AC F' con matriz asociada en ESQ3 y de tres
enteros n,ma, my > 0 tales que my, < n+1—m4. Lo que se obtiene de la simulacion es
T, .m, (W) para una instancia w € Q". Una manera de visualizar T}, (w) es reem-
plazando los niimeros 0, 1,2 en la matriz por tres colores distintos, que corresponde a la
imagen que entrega la simulacién.

Nota 4.1.3. Lo que usualmente se hace para evitar tener que almacenar mucha infor-
macion es lo siguiente. Se escoge n “grande” (en las simulaciones n = 35000), m “chi-

co” (en las simulaciones my = 5000), y my “lo mds grande posible” (en las simula-
ciones My, = 30000). Para una instancia se almacena solamente T} (W){0.m 4] j0.m]
Y Tf,mA,mL(w)[mL—mA,mL],[O,mA]: donde para una matriz M = {m;;} se representa por

Mg p ey la submatriz {mi i} j)efabx [cd-
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4.1. Métodos Capitulo 4

Nota 4.1.4. Ver simulaciones usando lo anterior en las Figuras 4.3 y 4.4.

4.1.3. Estimacion de la medida iterada

Dado un AC F y una distribucién de Bernoulli 7 = (p, ¢, r), sea Y,/"™ como antes y

definamos
1 N
F,r

-1
voer . - Fr

para Yy = X ~ B(p, q,7). Como se descuti6é antes, el estudio de (4.3) y (4.4) sirve
para sugerir convergencia a la medida uniforme. Notemos, que agregando una condicién
adicional podemos obtener evidencia mas precisa de tal randomizacion.

Dado un AC F y una distribucién de Bernoulli 7 = (p, ¢, ), para cada n > 0 entero
simulemos una variable aleatoria (Y.*, V%) como sigue:

1. Generar Xy, ..., X, Xpi1 ~ B(p,q,r).

2. Retornar (Vi = F"(Xo,..., X,), YV, = F*(Xy,..., Xp0)).

Si la medida iterada converge a una medida de Bernoulli uniforme B (%, %, %), entonces
las variables aleatorias Y;* y Y,® tienen que tender a ser independientes. Sea G : Zz X Z3 —
Zg definida por (0,0) — 0, (0,1) — 1, (0,2) — 2, (1,0) — 3, (1,1) — 4, (1,2) — 5,
(2,0) — 6, (2,1) — 7, (2,2) — 8. Simularemos una variable aleatoria Z,, para n > 0
entero, como sigue:

1. Generar Xy, ..., X, Xpi1 ~ B(p,q,r).
2. Retornar Z, = G (Y2 = F"(Xo, ..., X,), Y, = F"(X1,..., Xnp)).-

Notemos que la condicién que Y,X y Y% sean variable aleatorias independientes y que Y,
y Y® tengan distribucién de Bernoulli uniforme es equivalente a que la variable aleatoria
Z, tenga distribucion de Bernoulli uniforme (%, %, %, é, %, é, é, é, é) Como antes, anotemos
ZE™ cuando se quiera hacer explicita la dependencia en F'y en 7 de Z,. Notemos que

por simétria en la construccion del AC, la condiciones

Uit sooZn = Z o B(oy ) 2= o o ) (4.5)

N _ 111111111

1
lr 00 NT ZniZNBf77>7777777777777 4.6
iMoo 2 599999990 (4.6)

n=1

constituyen evidencia mas precisa de randomizacion de la medida inicial.
A continuaciéon se muestra como estimar la medida iterada y una manera de testear

si se tiene (4.5) y (4.6). Supongamos en lo siguiente que F' es un AC con matriz asociada
en ESQ3 y it = p, una medida de Bernoulli 7 = (p, ¢, ), y sea n > 0 un entero.
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4.1. Métodos Capitulo 4

= Simulacién de la medida iterada: F}(a) para a € Z3 se simula por

1 M

s Z Ly px w;)=a’

Mz
para M > 0 un entero.

» Simulacién de la media de Cesaro: = SN

N =1 I} (a) para a € Z3 se simula por

1 M
A 2 7 o
para M > 0 un entero.

» Testear (4.5): Test de Hipdtesis: Hip6tesis nula

111111111
HOZTF:(7777777)777777777%
9°9°9°9°'9°9°9°9°9

y para un entero n > 0 “grande” se considera como muestra un ntmero m de
instancias de Z,,.

» Testear (4.6): Se hace lo mismo que antes considerando Z,,, en vez de Z,,.

Nota 4.1.5. Usando adecuadamente T,),, .~ en lugar deY,]" puede simularse F}}(c) para

c un cilindro cualquiera. El procedimiento es andlogo.

Denotemos las simulaciones de la medidas iteradas {F}, y de la media de Cesaro

{PTV} N, por {SM}, v {SM} y, respectivamente. Donde M > 0 es el entero que aparece en
la simulacion. Ademés para c un cilindro fijo denotaremos las simulaciones de la medidas
{Frcyn y {FNchy por {S) el y {SN c}n, respectivamente.

Para enteros n, N, M > 0 y un cilindro c se estudia lo siguiente:

= Instancias de la variable aleatoria Sy ,c = (SMc, ..., SMc).

» Instancias de la variable aleatoria Sy yc = (SMec, ..., SMc).

Cuando en Sy ,c v Sy nc se quiera hacer referencia explicita al AC F' y la media

Ce . ; oFm Fr :
inicial pt = pir, se anotard Sy;,,c y Sy v, respectivamente.

Para estudiar si un AC F' con matriz asociada en FSQ3 estd randomizando o ran-
domizando asint6ticamente una medida inicial de Bernoulli con distribucién 7 en ZY, se
hace lo siguiente:

1. Se escogen enteros n, N, M > 0 fijos.

2. Para distintos cilindros ¢ se obtiene una instancia de S;;5,¢cy Sy ye-

3. Se retorna las instancias obtenidas para cada cilindro c.

Nota 4.1.6. Ver simulaciones en la Figura 4.1.
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4.2. Simulaciones Capitulo 4

4.2. Simulaciones

Se muestran las simulaciones hechas con los ACs Fy, F5 € RANDOMES. Estas, se
separan en tres tipos. Primero, se simula la convergencia de la media de Cesaro del AC' Fj
con respecto a una medida de Bernoulli con distribucién fija. El objetivo es evidenciar ran-
domizacion asintética del AC respecto a esta medida inicial. Segundo, se usa la heuristica
de imagenes de iteraciones por los ACs F}, F; con distintas medidas de Bernoulli iniciales
con el objeto de evidenciar randomizacién asintotica de cualquier medida de Bernoulli
inicial por estos ACs. Y tercero, se usa el método en el Ejemplo 4.1.1 para evidenciar ran-
domizacién asintética del AC F3 con respecto a una medida de Bernoulli inicial particular.
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Capitulo 4

Las especificaciones de las simulaciones hechas se muestran a continuacién.

1. Figura 4.1: Convergencia de la media de Cesaro del AC' F; con respecto a una medida

de Bernoulli (0,01;0,01;0,98).

Paran = 2% 10*, M = 1, 7 = (0,01;0,01; 0,98) fijos,

y cada cilindro ¢=[0]o, [11]o, [02]o, [111]o, [120]o, [2010]y, se simula una instancia de

{Sﬁ’]@c}%zl. En los gréficos el punto rojo indica la medida del cilindro para la

distribucién uniforme.
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0.04

0.0z

0.04 T T T T T T T T T

0035
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0025

(i3

0015

0.04 T T T T T T T

00351

003p

00251

onzr

005y

0.045 T T T T T T T T T

004

0035

0.03

0.025

0oz

0015

o

0.005

Figura 4.1: Simulaciones de la

convergencia de la media de Cesaro del AC F3.
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2. Figura 4.2: Error entre la distribucién uniforme y {Sfj}f,c}’fv:l en funcién de n,
cuando 7 = (0,01;0,01;0,98), N = 1,...,2%10%* M = 1y se consideran los cilindros
c=[0]o, [11]o, [02]o, [111]o, [120]y, [2010]o. El error para cada cilindro ¢ se calcula en
funcién de N por la féormula

1 2
S e p—
’ 3lel
04 0014
L 101z
03
ool
025
0.008
0z
0.008
015
0.004
01
0.5 0.00z
0 I I h 0
0 02 04 0B 08 1 12 14 18 18 z 14 16 18 2
4 4
x10 x10
s
x10
0014 14
ome 12
oo 1
0.008 ik}
0.006 06
0.004 04
0.002 0z
0 I N — 0 I I
0 02 04 0B 08 1 12 14 18 18 z 0 0z 04 08 OB 1 12 14 18 18 2
4 +
x10 x10
4
x10
18 T
14
12
1
08
08
04
0z
0 I
18 z 0 0z 04 08 OB 1 12 14 18 18 2
4 +
x10 x10

Figura 4.2: Simulaciones de los errores de convergencia para las simulaciones de la media
de Cesaro del AC Fj3.
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3. Hay dos simulaciones

a) Figura 4.3: Imagenes de iteraciones por AC Fjy. Se considera n = 35000, m4 =
5000, My, = 30000. Basandose en Nota 4.1.3 se consideran las instancias

W) 0maloma) (lado izquierdo de la imagen) y
T,f‘;%mL (W) g —ma,mi,0,ma) (1ado derecho de la imagen),

para tres distribuciones de Bernoulli distintas
(0,01;0,01;0,01;0,97), (0,01;0,01;0,97;0,01) y (0,97;0,01;0,01;0,01).
En la imagen los resultados para cada distribucién aparecen en orden descen-

dente.

b) Figura 4.4: Tmagenes de iteraciones por AC Fj. Se considera n = 35000, m4 =
5000, M, = 30000. Basandose en Nota 4.1.3 se consideran las instancias

Fs

nvame(w)[oymA]y[()’mA] (lado izquierdo de la imagen) y

T,f?nA’mL(w)[mL,mA,mLLm’mA] (lado derecho de la imagen),

para tres distribuciones de Bernoulli distintas
(0,01;0,02;0,03;0,04;0,9), (0,6;0,2;0,1;0,05;0,05) y (0,2;0,1;0,6;0,05;0,05).

En la imagen los resultados para cada distribucién aparecen en orden descen-
dente.
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T
G i g
@y

ey S
oz

Ca o L ¢ s L i i Gt
50 1000 1500 200 S0 100 1500 E zm

s 1000 1500 200 250 50 100 50 a0 5m

n

Figura 4.3: Simulacién de medidas Fj,.
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m 1000 1500 a0 ) S0 100 1500 a0 m

m 1000 1500 a0 250 S0 100 150 am zm

S0 100 50 a0 zm

n

Figura 4.4: Simulacién de medidas Fy,.
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4. Figura 4.5: Implementacion de Ejemplo 4.1.1 para evidenciar randomizacion asintoti-
ca del AC F3 con respecto a una medida de Bernoulli (0,01,0,01,0,98). Se grafica

27L+17m

. L+ 1 :
enverdeqiﬂp,myenrOJO(Z;) s— param =2,¢c=0,i=06,7,...12.

8
=
F—E
-9
1o
F—| 1
12

Estimacion de o,

Estimacion de g,

# veces que F[2)=m

Estimacion de g

Estimacion de g

Estimacion de o, 5

Estimacion de yq 1

Estimacion de L1P

Figura 4.5: Crecimiento de ¢;o. = ¢;.

Nota 4.2.1. Las simulaciones fueron hechas en Matlab 7.6.0 en un computador con pro-
cesador Intel Core Duo T2300, Dual core, 1.66GHz, 667TMHz FSB, 2MB L2 Cache.

4.3. Conclusiones

Se pretende justificar que la evidencia encontrada corresponde efectivamente a rando-
mizacién asintética. La seccion estd dividida en dos partes, primero se sintetiza cuando
las simulaciones son evidencia de tal randomizacion, y segundo se discuten los resultados
obtenidos.

4.3.1. Interpretaciones de resultados

Se esquematiza cuando un resultado es evidencia de randomizacion asintotica de la
medida inicial.

1. (4.1.1) Célculo explicito de la medida iterada.

» Caso General: si se tiene que para n “grande”; para todo cilindro ¢ = [y, . .., ¢

» Ejemplo: si se tiene la convergencia (4.2). Notar que este resultado es més débil
que en el caso general, pues es equivalente a solo considerar los cilindros con
una coordenada fija.
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2. (4.1.2) Tmagen iteraciones por AC : si para n,mp,m4 > 0 “enteros grandes” tal que
cumplan la condicién my < n + 1 — my4 se tiene que el bloque

Tomams (w) [mr—ma,mg],[0,m]

no se puede “distinguir” de uno generado por una instancia de una distribucion
uniforme.

3. (4.1.3) Estimacion de la medida iterada:

» Simulaciéon medida iterada: Si dado un M > 0 entero, para todo cilindro ¢ =
[C1y ey Cm)

1
Su.nc — Im cuando n — oo.

= Simulacion media de Cesaro: Si dado un M > 0 entero, para todo cilindro
c=le1, ..., Cml

- 1
Sm.nc — 3m cuando n — oo.

= Test de hipdtesis sobre Z: Si dado cierto m > 0 entero y n “grande”, se tiene
que en base a las observaciones de m instancias de Z,, que se acepta la hipdtesis
nula.

» Test de hipdtesis sobre Z: Si dado cierto m > 0 entero y n “grande”, se tiene
que en base a las observaciones de m instancias de Z,, que se acepta la hipotesis
nula.

4.3.2. Discusion de resultados

Primero se discute cada resultado, luego se obtiene las conclusiones generales. Mas
simulaciones fueron incorporadas en Anexo.

1. Figura 4.1: Los resultados que se obtienen sugieren que efectivamente se tiene la
convergencia a la medida de Bernoulli uniforme. De hecho para todo cilindro ¢
considerado se tiene que el error

|2

_ 1
| Sive¢ — == |*— 0 cuando N — oc.

3lel

El estudio de los errores para cada cilindro considerado se muestra en la Figura 4.2.
2. Hay dos simulaciones

a) Figura 4.3: Imagenes de iteraciones por AC Fj. Los resultados que se obtienen
sugieren que efectivamente se tiene la convergencia a la medida de Bernoulli
uniforme y que es independiente de la medida de Bernoulli inicial considerada.
Lo anterior es debido a que en las imagenes en el lado derecho no es posible
diferenciar de la distribuciéon de la medida uniforme.

b) Figura 4.4: La conclusién es andloga al caso anterior.
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3. Figura 4.5: El resultado evidencia randomizacién asintotica de la medida de Ber-
noulli (0,01;0,01;0,98) por el AC F3, ya que se tiene la convergencia (4.2).

Todos los resultados anteriores evidencian que efectivamente se tiene convergencia

asintotica de una medida iterada a la medida uniforme por los ACs F3y Fs;en RANDOMES,
y mas aun sugieren que es independiente de la distribuciéon de Bernoulli inicial.
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Randomizacion

Para entender la medida iterada por un AC (AN, F') es fundamental poder describir
F~([c|o) para ¢ € A y n “grande”. Supongamos que (A", F) es un AC de vecindad
(I,7) = (0,1). La accién F" i.e. la iteracién n veces de la funcién F', se puede interpretar
como una funcién G : A" — A tal que para w € A" y z € AV, G(w) = F*(wz)o.
Con esta interpretacion, dado ¢ € A, F~"([c]p) corresponde al conjunto solucién de la
ecuacion G(wy,...,w,) = c. Si esta ecuacién es ficil de resolver, entonces F~"([c]y) es
facil de obtener. Notemos que gracias al Lema 2.1.12, si A = Z,, con p primo, entonces
todo AC (AN, F) estd definido por una regla local algebraica, en el sentido de que es un
polinomio a coeficientes en Z,. Luego, en este caso, se tiene que la funcién G definida antes
también es un polinomio, y entonces resolver la ecuacion G(wy, ..., w,) = ¢, se reduce a
encontrar las raices de un polinomio. Como Z, es un cuerpo finito, y existe una teoria
para estudiar las funciones polinomiales en cuerpos finitos, parece razonable estudiar la
iteracion de medidas de probabilidad desde este otro punto de vista. Usando esta idea, a
cada AC (Z}, F) de vecindad (I,r) = (0,1) con p primo, le asociaremos una familia de
polinomios a coeficientes en Z,, (G, )nen. Primero enunciaremos la nomenclatura tipica
en el estudio de polinomios sobre cuerpos finitos, luego reescribiremos en este contexto
resultados conocidos para la medida iterada, y finalmente extenderemos algunas ideas
usadas en ACs a familias de polinomios en general.

5.1. Notacion y definiciones

Sea p un primo. Sea I, el cuerpo finito con p elementos, que puede ser identificado
con Z/pZ, y para un entero n > 1 escribamos [F) para el espacio vectorial de dimension
n sobre [F,, el que se entendera tiene una base (ey,...,e,), con respecto a la cual puede
descomponerse z € F,, por (z1,...,2,). Escribamos N = p".

El conjunto de caracteres x : F) — St estd dado por las funciones g, definidas por
TCE
Xe(®) = Xey,.en(¥) =07,
27
p

donde § e Fy yw =e ‘. Para cada § € F}, se define la transformada de Fourier de una
funcién f : F) — C mediante

F©) =X fla)xe(z) = X flaput™,

zEF; zEF;}
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Definicién 5.1.1 (Derivada multiplicativa). Dada una funciéon f : Fy — C y h € Fy,
definimos la derivada multiplicativa Ap, f(x) : F* — C por la férmula

Anf(x) = f(z+h)f(z).

Definicién 5.1.2 (Derivada aditiva). Dada una funcién P : Fy — F, y h € F}, definimos
la derivada aditiva Dy, P(z) : ) — F, por la férmula

Dyf(x) = P(x + h) — P(x).

Notar que para f = ep(P) tal que ep(j) = €*™/? para j = 0,...,p — 1 (donde
P:F) — [F,), se tiene que A, f = ep(D)P).

Dado un entero d > 0, decimos que una funcién P : F} — [, es un polinomio de
grado a lo mds d si se tiene que Dy, - Dy, P = 0 para todo hi,...,hqy1 € F", y
denotamos Py(F}) el espacio de los polinomios en F de grado a lo més d. Py(F}) es un
espacio vectorial con la base formada por los monomios z4' .. i para 0 <y, ...,0, <p
y i1+ --- + i, < d. Esta base la denotaremos por BPy(F}). Decimos que una funcién
f:Fy — Cesun polinomio de fase de grado a lo mds d si es de la forma f = eg,(P) con

P e Pd(FZ)

Definicién 5.1.3 (Rank). Sea d > 0, y P : F; — F, una funcién, definimos rank,(P)
como el menor entero k > 0 para el cual existen polinomios @1, ...,Qx € Pa(F}) y una
funcién B : IE"; — F, tal que P = B(Q1, ..., Q). Si tal k no existe se define como infinito.

Definicién 5.1.4 (Rango). Sea d > 0 un entero y P : F; — F,, una funcién, definimos el
rango de grado d de P, denotado rangoq(P), como el menor entero k > 0 tal que existen
N CF, vy {ai}r, C BPd(]Fg) tal que Zle \io; = P.

5.2. Motivacién y ejemplos

En general, dado un AC (Zg, F) con vecindad (I,7) = (0,1), se le puede asociar la
familia de polinomios (G, ),en definidos por G, : ZZ“ — Z, tal que a z € ZZH >
Gn(x) = F"(zw)o € Zy, para w € Zy cualquiera.

Ejemplo 5.2.1.

= Sea (ZE’,F) el shift, i.e. para x € Z,, F(z); = z;+1. En este caso se tiene que la
familia de polinomios asociada (G,,)nen es tal que G, (2o, . .., T,) = Ty.

= Sea (Zg, F) un AC afin tal que para z € Z,, F(v), = pa, + vny para p,v € Zy.
Entonces se tiene que la familia de polinomios asociada (G, ),en es tal que

Gn(Zo, .. n) =D ( Z > TS

k=0

Veamos algunas propiedades elementales.
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5.3. Resultados Capitulo 5

Lema 5.2.2. Sea (Z,,F) un AC con vecindad (I,r) = (0,1) y familia de polinomios
asociada (Gp)nen. Entonces la condicion siguiente es equivalente a la nocion de positi-
va expansividad en ACs. Para todo n € N existe m > n tal que para cada vector fijo
(o, -+, ¥p1) € Zy existen (Tp, -, ), Yns - -+, Ym) € Ly ™" tales que Gr(To, - .-, Tm) #
G0y Tne1, Yny -+ s Ym)-

Lema 5.2.3. Sea (Z)),F) un AC con vecindad (I,7) = (0,1) y familia de polinomios
asociada (Gp)nen. Entonces la existencia de una direccion de equicontinuidad en ACs
implica la siguiente condicion. Erxiste un n € N y k € N tal que para todo m > n,
Gm(To, ..., o) depende de k variables.

Lema 5.2.4. Sea (Z)),F) un AC con vecindad (I,r) = (0,1) y familia de polinomios
asociada (Gp)nen. Entonces la ezistencia de una palabra bloqueante implica la siguiente
condicion. Eziste n € N y (xg,...,x,) € ZZ“ tal que para todo m > n,

Gm(Toy -y Tpy Ynaty - - Ym) no depende de (Ynit,-- - Ym)-

Ejemplo 5.2.5. Sea el AC (Z}, F) con regla local f(x,y) = 2%y + y. Este AC es cla-
ramente positivamente expansivo, pues para la familia de polinomios asociada (G, )nen,

Gu(xo, ..., 2n) = Py(xo,. .., Ty 1)+x, para P, un polinomio. Sin embargo, el AC (Z}, 0 1o
F) tiene palabras bloqueantes. De hecho, este AC tiene regla local f(x,y) = y*x+x, luego
Gn(zo, ..., xn) = 2P, (x1,...,2,) para P, un polinomio. De donde se deduce inmediata-

mente que 0 es palabra bloqueante.
El siguiente ejemplo es un problema abierto para esta memoria.

Ejemplo 5.2.6. Consideremos el AC (Z§, F) con regla local f(z,y) = x? + y. Este
AC es claramente positivamente expansivo por la misma razén que el ejemplo ante-
rior. Sin embargo, no se sabe si el AC (Z}, 07! o F) tiene palabras bloqueantes. En
este caso la regla local es f(z,y) = x + y* y se puede demostrar que G, (zo,...,T,) =
PYzo...,xn_1) + 22Pi(x1...,20_1) + 22, para P2, P! polinomios. Para probar que no
hay palabras bloqueantes bastaria demostrar que para cualquier k£ € N y cualquier vec-
tor (zo...,xx) € ZET existe un m > k y un vector (yes1,....ym) € Z2F tal que
PYxy .. %n 1, ki1, -, Ym) # 2. La prueba anterior de hecho demostraria que el AC
original (ZY, F') no tiene palabras bloqueantes en ninguna direccién, ya que este AC es
permutativo a la derecha, y entonces no tiene palabras bloqueantes en direcciones distintas
a —1.

5.3. Resultados

Motivados principalmente por | |, llevaremos algunos resultados de ACs al
contexto mas general de familias de polinomios a coeficientes en cuerpos finitos.

Sea (Zy, F) un AC con vecindad (I,7) = (0,1) y sea (Gy)nen la familia de polinomios
asociadas. Para tener randomizacion asintética de una medida de probabilidad en Z§ hay
que verificar que para todo cilindro [c]; para ¢ € Z;,i € N

1 N-1
N S" u(F"[c);) — p7' cuando N — oo.
n=0
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Una condicién necesaria para tener la convergencia anterior, es que para todo ¢ € Z,,
1 N-
NZ ) = p ! cuando N — oo,

que en términos de la familia de polinomios asociada (Gy,)nen, significa que existe D C N
de densidad de Cesaro 1, tal que para todo c € Z,

w({[zo, - .., 2n]o : Gu(zo, ..., 20) =c}) — p~* cuando n € D — oo.

Veremos que la idea usada por Ferrari, Maass, Martinez y Ney en | | para
demostrar que

nw({lzo, -y xnlo Y ( Z ) "R = ¢}) = p~! cuando n € D — oo, (5.1)
k=0

se puede adaptar facilmente para demostrar que este fendmeno también ocurre para fami-
lias de polinomios (G],),en con coeficientes en Z, que no estan necesariamente asociados

a ACs.

En [ ] se demuestra (5.1). De hecho se prueba que para una familia de poli-
nomios (G),)nen con G, € Zy|xo, ..., T,), definidos por la recurrencia siguiente: G{(zo) =
apzo, Gl (z0,...,Tn) = G;_l(xo, ce o Tpo1) + Ang1Zng cON a; € Zy y P una medida en Z7

invariante bajo translaciones, con conexion completa, decaimiento sumable y w € Z,, N se
verifica
’]P’Q(G; =g) — (p)’l‘ < e(Rangoi(G),)) para todo n € N, g € Z,, (5.2)

para € : N — R una funciéon decreciente a 0.

Esquema de demostracién de (5.2)

Denotemos H = Z,. Dada P una medida en H” invariante bajo translaciones, con
.7 . . _N* . .
conexién completa, decaimiento sumable y w € H~N". Se construye una secuencia aleatoria
z de distribucién P,,. Para esto se define

a_1(hlw) = infy,c py ze g P{zo = hlz; = 7;,1 < —1},
y para cada h € H se define
ap(hlw) = infye g P{xo = h|lz; =7;,1 < —1}.
Para cada h € H y k € N* se define
ar(h|lw) = infye e P{zg = hlx; =w;, —k <i < —1,z; =v;,1 < —k}.

Luego, se definen intervalos disjuntos contenidos en [0,1], {Bx(h|w)}re(-10,.}.hem, tales
que la medida de Lebesque de B_j(h|lw) sea a_j(h|lw), y para cada k € N la medida
de Lebesque de By(h|w) sea ag(h|lw) — ax—1(hlw). Sea (U, : n € Z) una sucesién bi-
infinita de variables aleatorias i.i.d. y uniforme en [0, 1]. Se define el espacio inducido por
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estas variables aleatorias (2, F,P). Finalmente se construye la secuencia aleatoria T de
distribucion Py, de la siguiente manera. Para cada n € N

Tn, = Z Z 1{Un € Bl<h‘xnfla s 7$07w)}

heH [I1>—1
Se define para cada a € N a, = min, {>cy ax(h|w)}. Se definen los tiempos

Ty =min{n > 0:U,1; <a;j_1,j > 0},

E = mln{n > 7—%—1 : Un+j S a'j—lvj Z 0}7
para i > 1. Se define el proceso de conteo N inducido por (7; : ¢ > 1): Para A C Ny
n €N,
N(A) =Y UT; € A}.
i>1
Se demuestra que N cumple las hipdtesis del Lema 5.3.1 y que las variables (zr, : i > 0)
son i.i.d y estan uniformemente distribuidas en H.

Lema 5.3.1 (Ferrari, Maass, Martinez, Ney). Si N es un proceso de renovacion estacio-
nario con tiempo medio entre renovaciones finito. Entonces para todo A C N,

P(N(A) =0) < e(#4)
con € : N = R una funcion decreciente a 0.

De la definicién de (G’,)nen se obtiene una sucesion (a,)ney € HY. Definamos la
subsucesion (a,, )Jmeny € HY tal que a,,, # 0 para todo m € N. Definiendo 7 = inf{k €
N : N(ng) = 1}, ¢ = (#H)™' vy n* = Rango(G’)) se deduce que demostrar (5.2) es
equivalente a probar

P(G], = gl <n*) = ¢P(r < n*), (5.3)

ya que en este caso
IP(G), =g) —q| = |¢P(T < n*) — ¢+ P(G,, = g|T > n")|
= |—¢P(7 > n*) + P(G, = g|7 > n")| < 2P(17 > n*) < 2e(n* + 1),

donde la ultima desigualdad se tiene del Lema 5.3.1.

Familias de polinomios que randomizan asintéticamente una medida de pro-
babilidad inicial

Veremos que hay otras familias de polinomios (G,,),en N0 necesariamente asociadas a
ACs que también satisfacen (5.3). Luego, para estos polinomios también se verifica (5.2).

Definicién 5.3.2. Sea (G,,)nen una familia de polinomios con G,, € Z,|xo, . .., x,], sea P
una medida de probabilidad en Z% invariante bajo translaciones, con conexiéon completa,
decaimiento sumable, w € Z, Ny & = (w9, 71, .. .) una secuencia aleatoria de distribucién
P,. Ademas sea U una variable aleatoria uniformemente distribuida en Z,. Diremos que
la familia de polinomios (G, ),en satisface la condicién (x;) si existe un conjunto D C N*
con densidad de Cesaro 1, tal que para todo n € D y para todo m € [n + 1] la variable
aleatoria Gy, (g, ..., Tm-1,U, Tmi1,. .., Ty) estd uniformente distribuida en Z,.
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Definicién 5.3.3. Sea (G,,),eny una familia de polinomios con G,, € Z,[xo, . .., x,]. Dire-
mos que la familia de polinomios (G, ).en satisface la condicién (*3) si existe una funcién
¢ : N — N estrictamente creciente y un conjunto D C N con densidad de Cesaro 1, tal
que para todo n € D, Gy(xo,...x,) depende de ¢(n) variables y depende de todas las
variables que dependia G,,(zo, ... Z,), para m el mayor entero en D que es estrictamente
menor que n.

Proposicién 5.3.4. Dada una familia de polinomios (Gp)nen. La condicion (xq) + (*2)
es una condicion suficiente para tener randomizacion asintética de una medida inicial
invariante bajo translaciones, con conexion completa y decaimiento sumable.

Demostracion. Supongamos (G,,),en es una familia de polinomios satisfaciendo la con-
dicion (x1)+(*2). Tomemos D = D; N Dy C N, para D; el conjunto de densidad de

Cesaro 1 de (x;) y Ds el respectivo de (xg). Denotemos D = {ni,ns,...}. Para cada
n € D sean R, C [n] los conjuntos de indices tales que G,, depende de las variables
con indices en R,. De (x;) se tiene que R,, C R,, C ---. Definamos R = U>oR,,.

Considerando el orden natural en N numeramos los elementos de R = {ry,79,...}. Defi-
nimos 7 = min{k € N : N(ry) = 1}, con N el proceso de renovacién en el esquema de
demostracion de (5.3). Luego, de (1) se tiene que paran € Dy k € {0,..., N}

1
P(G,=g|lt=k) =-.
p
De la misma manera que en | ], esto se usa para demostrar que

N
P(Gy = g7 < N} = S P(Gyy = gl7 = k) = ;P(T < N).
k=0

Aplicando el mismo argumento que en la ultima parte del esquema de demostracion de
(5.2), obtenemos que

Finalmente de (*2) se concluye el resultado. O

Algunos ejemplos de familias cumpliendo las hipotesis de la ultima proposicion son las
siguientes.

Ejemplo 5.3.5.

» Para un primo p > 2 considerar la familia de polinomios (G, ).en & coeficientes en
Z,, tales que para n par

n/2 n/2—1
-1 -2
Gn(IOv-'wxn) = ngk + Z $§k+1>
k=0 k=0

y cuando n es impar

1 (n—1)/2

(n—1)/2
Gz, yan) = > ab + Y ab?
k=0 k=0
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= Consideremos P el conjunto de los niimeros primos. Para un primo p considerar la
familia de polinomios (G )nen a coeficientes en Z, tales que

Gn(x07"'7xn):<p_]‘)x0+ Z xZQ

i€[n]JUP

El argumento complicado para generalizar esta demostracion al caso de familias de
polinomios asociadas a ACs con regla local no lineal es poder demostrar una condicién
andloga a (x1). No se consiguié obtener tal generalizacion, pero se plantea una conjetura.

Conjetura 5.3.6. Sea (Gp)nen una familia de polinomios con G, € Z,|x,...,x,] tal
que para todo n € N, ezt er,(Gn(xo, ..., 2n)) = 0. Sea D de densidad de Cesaro
1. Sean ¢1 : N — N wuna funcion no decreciente y ¢o : N — N funcion estrictamente
creciente. Si para cada n € D, el rank;(G,) = ¢1(n) y a la vez para los polinomios
Q1. ., Qo () tales que existe una funcion B : Zf;l(”) — Zyp con Gy, = B(Q1, ..., Qs (n))
se satisface rango1(Q;) > ¢o(n) para todo i. Entonces (G)nen randomiza asintoticamente
una medida invariante bajo translaciones, de conexion completa y decaimiento sumable.

Recordar que en el caso de un AC (Zs, F) afin tal que para z € Z,, F(z), = pz, +
VIpyq para p,v € Zy. Se tiene que la familia de polinomios asociada (Gp)nen es tal que

Gn(@o, ... x) = < Z ) T %S

k=0

Luego, estas familias de polinomios satisfacen la conjetura anterior, ya que en este caso
se tiene que rank;(G,) = 1 constante y que rango;(G,,) es estrictamente creciente.

5.4. Conclusiones

A cada AC (ZE, F'), para p primo, se le asocié una familia de polinomios a coeficientes
en Z,. Se estableci6 un andlogo entre estudiar propiedades de randomizacién asintética
por el AC y estudiar propiedades de su polinomio asociado. La Proposicion 5.3.4 permite
extender el concepto de randomizacion asintética a familias de polinomios que no tienen
necesariamente un AC asociado. La Conjetura 5.3.6 plantea una alternativa para demos-
trar randomizacién asintética de la iteracién de medidas por ACs que no tiene propiedades
algebraicas.
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Capitulo 6

Autématas Celulares positivamente
expansivos

El estudio de las medidas iteradas por ACs sugirié buscar en la clase de ACs positiva-

mente expansivos. En el Capitulo 2 se demostrd que los ACs positivamente expansivos de
vecindad (I, 7) = (0, 1) sobre alfabetos de cardinal primo son los permutativos a la derecha.
En | | Blanchard y Maass encuentran una generalizacion de los ACs permutativos a
la derecha que son expansivos, y construyen para s = kiky con kq, ko € N una familia de
ACs epiyectivos de vecindad (0,1) definidos por Fj, y,(2); = kily, + fu,,, 2 € ZY donde
para a € Zs, fo € Zy,,la € Zy, son tales que a = f ko + ;. Ademés demuestran que el AC
F}, &, es positivamente expansivo si y solo si k; divide a una potencia positiva de k;. Este
ultimo ejemplo no es permutativo a la derecha y no es permutativo en el sentido de la
generalizacién de éstos en | ]. Sin embargo, la falta de ejemplos de ACs positivamente
expansivos de vecindad (I,r) = (0, 1) (y expansivos en general) sobre alfabetos de cardinal
no primo ha sido algo que ha llamado fuertemente mi atencién. Como se mencioné en el
Capitulo 2, los ACs de vecindad (I,7) = (0,1) con alfabeto de cardinal m € N* estén
caracterizados por una matriz de m x m a entradas en el alfabeto. Parece “complicado”
determinar si una matriz define un AC expansivo.
Esta secciéon muestra una manera de construir ACs positivamente expansivos de vecindad
(I,7) = (0,1) de una manera no algebraica. La potencia de la construccién radica en su
simplicidad y en que nos da la posibilidad de obtener una familia “grande” de ACs positi-
vamente expansivos. La idea esta inspirada en la vieja idea de particulas en movimiento.
Al final del capitulo se estudian propiedades dinamicas de la clase.

6.1. Construccion

En esta seccion se pretende mostrar la construccion de ACs expansivos y positivamente
expansivos de una manera no algebraica. La idea es colocar un niimero finito de particulas
que se mueven de manera periddica en direccion al origen de modo tal que no interfieren
con el movimiento de las otras. En este capitulo, consideraremos que los ACs se iteran
hacia arriba. Motivaremos la definicién con algunos ejemplos.
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6.1.1. Ejemplos

Ejemplo 6.1.1. Supongamos hay particulas que se mueven en el vacio. Cada particula
tiene una manera predeterminada e idéntica de moverse. Los movimientos son secuencias
de dos estados, durante una iteracion la particula permanece en una posicion y luego
se mueve hacia el origen en la iteracién siguiente. En la siguiente figura se muestran
iteraciones del AC descrito, después se definird formalmente el modelo.

Figura 6.1: AC positivamente expansivo.

El AC tiene vecindad (0,1) y actiia sobre un alfabeto de 4 letras {O, RM, RI, RR}.

La regla local esta dada por la matriz siguiente.

O O RM RM
M- RI RI RR RR
| O O RM RM |’

RI RI RR RR

indexada por O, RM, RI, RR en este orden. El AC quedara descrito por el movimiento de
particulas. Donde una particula siempre sigue la secuencia RM, RI, RM, RI, ...y donde
RM representa que en la siguiente iteraciéon ocupara la misma posicién y RI que en la
siguiente iteracién estard una coordenada mas a la izquierda. El estado O representa el
vacio. El estado RR se produce cuando dos particulas ocupan una misma celda. No puede
darse que mas de dos particulas ocupen una misma celda, por lo que el alfabeto queda bien
definido. El AC descrito no es permutativo a la derecha, sin embargo, es positivamente

expansivo. De hecho, es el AC definido en | ] por Foo(z); = 21y, + frr,y, © € ZY donde
para a € Zy, f, € Zo,l, € 7y son tales que a = 2f, + l,, que representa la multiplicacién
por 2 en base 4. En | | se prueba en la Proposicién 4.2 que la multiplicacién por

k1 en base ki1ko es positivamente expansiva si y solo si ky divide a una potencia de k;.
Como en este caso k1 = ko = 2 se tiene que la proposicion en particular prueba que el AC
construido en este ejemplo es positivamente expansivo.

Ejemplo 6.1.2. Con la misma idea del ejemplo anterior construiremos otro AC positiva-
mente expansivo. En este caso cada particula debe permanecer en la misma posicion tres
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iteraciones y luego desplazarse a la izquierda. El movimiento de cada particula no inter-
fiere con el de otra si es que momentaneamente tuvieran que ocupar la misma posicién.
El movimiento de una particula sin interferencia por el de otras se muestra en la siguiente
figura.

Figura 6.2: Movimiento de una particula en el vacio.

La definicion del movimiento de una particulas es suficiente para determinar el AC
asociado a éste. Notemos que el movimiento de una particula depende solamente de su
posicién en una vecindad (I,7) = (0, 1) en cada instante. Ademads, con el movimiento des-
crito, nunca pueden ocupar una misma posicién al mismo tiempo mas de cuatro particulas,
luego podemos definir un alfabeto finito asociado al AC, este AC es tal que la informacién
de cada particula no se pierde, y cada particula se mueve hacia la izquierda, luego de-
termina un AC positivamente expansivo. Detallaremos estas ideas cuando formalicemos
el modelo. En este ejemplo se encuentra que el alfabeto A tiene cardinalidad 16, y se
muestra a continuacion.

El AC obtenido es positivamente expansivo y de vecindad (I,7) = (0,1). Para repre-
sentar la regla local usaremos una matriz M de 16 x 16 a entradas en 0, ..., 15, indexada

por 0,...,15. Notar que esto es equivalente a hacer una conjugacion uno-bloque con un
AC a alfabeto A" ={0,...,15}.
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Figura 6.3: Alfabeto del AC.

000 4 1 1 4 1, 4 4 15 1 15 0 15 1
222 5 13 13 5 11 5 5 11 13 11 2 11 13
333 7 & & 7 10 7 7 10 8 10 3 10 8
000 4 1 1 4 15 4 4 15 1 15 0 15 1
000 4 1 1 4 15 4 4 15 1 15 0 15 1
333 7 8 8 7 10 v 7 10 8 10 3 10 8
333 7 8 8 7 10 v 7 10 8 10 3 10 8
M 000 4 1 1 4 15 4 4 15 1 15 0 15 1
222 5 13 13 5 11 5 5 11 13 11 2 11 13
6 6 6 12 9 9 12 14 12 12 14 9 14 6 14 9
222 5 13 13 5 11 5 5 11 13 11 2 11 13
6 6 6 12 9 9 12 14 12 12 14 9 14 6 14 9
33 3 7 12 12 7 10 7 7 10 12 10 3 10 12
6 6 6 12 9 9 12 14 12 12 14 9 14 6 14 9
6 6 6 12 9 9 12 14 12 12 14 9 14 6 14 9
222 5 13 13 5 11 5 5 11 13 11 2 11 13

Observar que se cumple la condicién necesaria de expansividad de la Proposicion 2.1.1.
Recordemos que esta propiedad dice que en la matriz asociada a un AC positivamente
expansivo todos los nimeros aparecen en ki filas ko veces. En este caso se tiene que
k‘l = ]{ZQ = 4.
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6.1.2. Formalizacion de la construccion

Motivaremos la construcciéon con el Ejemplo 6.1.2. La Figura 6.2 define lo que llamare-
mos posibles estados o formas de una particula. De manera genérica, lo anterior se define
mediante un alfabeto que denotamos por Ajg. La particula puede permanecer en la misma
coordenada o moverse a la izquierda, pero siempre debe cambiar de estado.

A cada estado le asociamos una letra S o L dependiendo si en la siguiente iteracion la
particula permanecera en la misma posicién, o si la particula se movera una posiciéon a la
izquierda en la siguiente iteracion, respectivamente. Esto particiona al alfabeto Ag en A5
y Af.

Definimos la especie de una particula por una permutaciéon que depende de los posibles
estados, ver Figura 6.4.

L\ H
s S L 'S

Figura 6.4: Representacion de la especie.

De manera genérica, definimos una especie por un par ordenado (A, R), donde Ay
es el alfabeto y R : Ay — Ap una permutacion. Por ejemplo, la Figura 6.5 muestra una
particula de la especie definida en el Ejemplo 6.1.2 adoptando una forma particular.

Figura 6.5: Forma de una particula en cierto instante de tiempo.

La iteraciones de solo una particula queda completamente determinada por Ag, como
muestra la siguiente figura.

Figura 6.6: Particula moviéndose en el tiempo.

Para estudiar las iteraciones de muchas particulas simultaneamente es necesario con-
siderar en el alfabeto las posibles interacciones entre ellas. Por ejemplo, la Figura 6.7
muestra interacciones entre dos particulas.

Enunciaremos un lema que permite construir un AC positivamente expansivo a partir
de una especie de particula (Ag, R). Recordemos que consideranos que Ay es el alfabe-
to asociado a la particula que se particiona en dos conjuntos Af y A5, que permiten
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Figura 6.7: Interaccion entre distintas particulas.

determinar si la particula se moverd en la siguiente iteracién a la izquierda (A}), o si
permanecera en la misma posicién. La funciéon R : Ay — Ay es una permutacién que
describe las transiciones entre estados de la particula.

Lema 6.1.3. Dado un alfabeto Ay = A5 U Ak de cardinalidad m, A% # 0 y una especie
(Ao, R). Se puede definir un AC (AN, F) positivamente expansivo con regla local f de
vecindad (I,7) = (0,1), de la siguiente forma. Considerar Ay = (z1,%2,...,Ty) con un
orden arbitrario pero fijo. Definamos

A={0,1}"
y la regla local f: Ax A — A, tal que para (aq,...,am), (b1,...,by) € A,

fl(at, ... ;am), (b1,... ;b)) = (c1, -+, cm),

donde c¢; = 1 si y solo si existe j € [m] tal que a; = 1, R(z;) = z; y x; € A3 o si existe
j € [m] tal que b; =1, R(z;) = z; y x; € Ak.

Demostracion. Sea Ay = (r1,x2,...,2,) el orden escogido y fijo de Ag. Veamos que
f estd bien definida. Sean (aq,...,an),(b1,...,bn) € A. Para cada i, ¢; esta definido
univocamente como 0 o 1, luego esta bien definida. Luego esto define a un AC de vecindad
(I,7) = (0,1). Veamos que es positivamente expansivo. Sean @, b € AY dos configuraciones
tales que j € N es el menor entero positivo con @; # b;. Demostraremos que existe n’ € N

tal que F™(a)y # F™ (b)o. Consideremos que @; = (al,....d), @1 = (™. adfh)
v bj1 = (B, ... 1), Sin pérdida de generalidad a] = 0 y b, = 1. Demostraremos

que existe n € N tal que F™(a@);_; # F™(b);_1 y por induccién concluiremos el resultado.
Interpretemos el vector (0,...,a’) € {0,1}™ como un indicador de la distribucién de
particulas en la coordenada 7 € N en t = 0. Si todo esta en 0 quiere decir que no hay
particulas en la coordenada, si hay un 1 en la posicién j indica que que hay una particula
en esa coordenada adoptando la forma z;. Notemos que esto estd bien definido, pues
no pueden haber dos particulas distintas en una misma coordenada adoptando la misma
forma, pues se comportarfan siempre de manera idéntica (dado que todo su futuro y
pasado queda determinado por la permutacién R), luego podria considerarse es una tnica
particula. Notar que la interpretacién anterior es independiente de las definiciones. Luego,
como @} = 0y b =1 se tiene que: en la coordenada j en la instancia @ no hay ninguna
particula adoptando la forma z;, pero en la coordenada j de la instancia b si hay una
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particula adoptando la forma 1. Seguiremos la trayectoria de esta particula hasta que se
tenga que mover a la izquierda. En ese instante podremos obtener el resultado buscado.
Notemos que en las hipétesis se tiene que AL # ), luego toda particula en algin instante
se mueve a la izquierda. Observar que la necesidad de que f tenga vecindad (I,7) = (0, 1)
es para poder hacer el movimiento a la izquierda cuando estemos siguiendo la trayectoria
de la particula en cuestion. Sea t € [m] el menor entero positivo tal que R(zg)! € A§. De
la definicién de la regla local del AC obtenemos que en la instancia F*(b) en la coordenada
7 hay una particula adoptando una forma z, = R(zo)" € A%, pero en la instancia F*(a) en
la coordenada j no hay ninguna particula adoptando la forma z;. Luego de la definicién
de la regla local F**'(b);_1 = (c(b)1,...,c(b)m) es tal que para k' tal que zp = R(zy)
c(b)y = 1, pero en F'*Y(@);_; = (c(a)1,...,c(a)m), c(b)y = 0 ya que x), € AY y en la
coordenada j de la instancia F*(@) no hay ninguna particula adoptando la forma xj. Lo
anterior concluye la demostracion. O]

Teorema 6.1.4. Dado un alfabeto Ay = A5 U AL de cardinalidad m, Af, A5 # 0 y una
especie (Ag, R). Entonces se puede construir un AC (AN, F) con #A = 2™ de vecindad
(I,7) = (0,1) que es positivamente expansivo y no permutativo.

Demostracién. Consideremos el AC (AY, F) construido a partir del Lema 6.1.3. Para
demostrar que no es permutativo notar que como .Ag # (), entonces existen 1,1y € AOS
distintos, consideremos que en el orden de Aj, considerado fijo antes de construir el AC
(AN F), y = 21 y yy = x3. Consideremos a = (0,...,0) € {0,1}™, b = (1,0,...,0) €
{0,1}™ y ¥ =(0,...,0,1,0,...,0) € {0,1}™ el vector de puros 0’s salvo la coordenada k.
De la definicién de la regla local f del AC (AN, F') se deduce que f(a,b) = f(a,V') = a,
luego el AC construido no es permutativo. n

6.1.3. Generalizaciones de la construccion

El Lema 6.1.3 permite encontrar ACs positivamente expansivos sobre alfabetos de
cardinalidades que son potencias de 2. Si la particula puede adoptar k£ formas distintas,
entonces la cardinalidad del alfabeto es 2. Notar que cuando se restringe a la particu-
la a adoptar sélo una posicién, en realidad se estd considerando el shift en {0,1}. La
construccion anterior estuvo basada en el movimiento de una particula de una tnica
especie. Veremos que la misma idea puede generalizarse, de modo de construir ACs po-
sitivamente expansivo no permutativos sobre cualquier alfabeto de cardinalidad r»™ para
r,m € {2,...}. Bastard considerar r — 1 especies de particulas en que cada una puede
adoptar m formas distintas de una manera compatible. Con lo anterior se podra construir
un AC positivamente expansivo no permutativo sobre cualquier alfabeto de cardinalidad
k= plfl ---pkn con py, ..., p, primos distintos y algtin k; > 1, simplemente tomando el AC
producto de los n ACs construidos sobre alfabetos de cardinalidad pf ‘parat=1,...,n.

Primera Generalizacién

Definicién 6.1.5. Sean r € {2,3,...} y m € N*. Sean Ao(i) = Aj(i) U AL(i) para
i=1,...,r — 1, alfabetos distintos de cardinalidad m, con Ag(i)* # 0, y sean (Ay(i), R;)
r — 1 especies. Diremos que las especies son compatibles si para cada par de especies
(Ao(2), R;), (Ao(j), Rj) con i # j, existe una funcién biyectiva ¢;; : Ao(j) — Ao(7) tal
que Rio¢;j = d;;0Rjy ¢ij(Ao(j)°) = Ag(i)°. Diremos que r — 1 especies compatibles
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(Ao(), R;) parai = 1,...,r—1, con alfabetos distintos Ay (i) = A5 (i) UAL (i) de cardina-
lidad m, son especies compatibles ordenadas de cardinalidad m, si Ag(1) tiene un orden
arbitrario pero fijo, i.e. Ag(1) = (21, 22,...,2y), y los otros alfabetos estan ordenados de
acuerdo al orden dado por ¢;. y Ag(1l), i.e. para cada j € {2,...,r — 1} consideramos

Ao(j) = (o1 (1), d1j(22), - b1 (Tm))-

Lema 6.1.6. Dadas r — 1 especies compatibles ordenadas de cardinalidad m, (Ao(i), R;)
coni=1,...,r — 1 y tales que Ag(1)* # 0, donde cada alfabeto se considera Agy(i) =
(x1(i), ..., xn() parai=1,...,r — 1.

Se puede definir un AC (AN, F) donde #A = r™, con regla local f de vecindad (0,1)

y positivamente expansivo, de la siguiente forma. Definamos
A={0,1,...,r—1}™,
y la regla local f: Ax A — A, tal que para (aq,...,an), (b1,...,by) € A,

fl(ag, .. am), (b1, ;b)) = (c1, .-+, Cm),

/

donde ¢; = r'" € {1,...,r — 1} si y solo si existe j € [m] tal que a; = " € {1,...,r}
si y solo si Ry(x;(r')) = zi(r') y z;(r") € AJ(r') o si existe j € [m] tal que b; = 1/,
Ru(x;(r')) = zi(r') y 2;(r') € AL(r'), cuando la condicién anterior no se cumpla c¢; = 0.

Demostracion. Sean (Ay(i), R;) coni = 1,...,r—1r—1 especies compatibles ordenadas
de cardinalidad m, y tales que Aq(1)L # 0. Interpretaremos cada especie como un color
en Color = {1,...,r — 1}. Para cada ' € Color y j € {1,...,m}, diremos que z;(1’)
es la forma j-ésima de la particula de color /. Cuando ' = 0, Adema4s, interpretaremos
(a1, ...,am,) € A como el vector que indica la distribucién de especies en una coordenada
fija. Si a; = ' € Color, entonces la particula de color ' tiene su forma i-ésima en la
coordenada fija considerada. De este modo dada una configuracién @ € AY, interpretamos
para cada j € N @; como la distribucion de las especies en la coordenada j. Notar que
estamos haciendo un supuesto en lo anterior para que todo esto tenga sentido. Estamos
suponiendo que no puede haber dos colores adoptando la misma forma i—ésima en una
misma coordenada fija, pero esto tiene sentido, ya que de lo contrario, gracias a que
son especies compatibles ordenadas se tendria que siempre en el futuro y en el pasado
estas dos particulas adoptaran y han adoptado al mismo tiempo la misma forma, luego
puede suponerse sin pérdida de generalidad que en realidad es solamente una de ellas.
Como la definicion es consistente, entonces la regla local esta bien definida y se obtiene
un AC. Para demostrar la positiva expansividad seguiremos la misma idea que en la
demostracién del Lema 6.1.3. Nos daremos dos configuraciones a,b € AN distintas con
j € N el menor entero positivo tal que @; # b;. Suponemos que a; = (a{, conal)y
BjH = (b{, ..., b0). Sin pérdida de generalidad suponemos ademéas que a{ =ry b{ =7
para r # r’. En el caso que r = 0y r’ € Color la demostracién es idéntica al Lema 6.1.3.
Supongamos entonces que 7,7’ € Color. Con la interpretacién del inicio, esto significa que
en la instancia @ en la coordenada j hay una particula de color r adoptando la forma 7,
y en la instancia b en la coordenada j hay una particula de color ' adoptando la forma
j. De nuevo, gracias a que son especies compatibles ordenadas, entonces para t € [m]
el menor entero positivo tal que ' = R,(z;(r))" € A§(r) se tendra que a la vez que
V' = Ry (z;(r")) € Ak (r’). De la definicién de la regla local del AC obtenemos que en la

84



6.1. Construccion Capitulo 6

instancia F'71(@) en la coordenada j — 1 hay una particula adoptando una forma x(r) =
R.(a")t € AL (r), pero en la instancia F'™(b) en la coordenada j — 1 hay una particula
adoptando una forma z(r') = R (V') € Ak (1), luego F'*'(@);_1 = (¢1(a), ..., ca(a)) con
cr(@) =ry FFYb),;_1 = (c1(b), ..., cn(b)) con ¢ (b) = r’, luego por induccién se concluye
el resultado. [

Teorema 6.1.7. Dadasr—1 especies compatibles ordenadas de cardinalidad m, (Ao(7), R;)
coni=1,...,7—1y tales que Ag(1)~, Ag(1)% # 0, se puede definir un AC (AN, F) donde

#A = 1™ con regla local f de vecindad (0,1) y positivamente expansivo y no permutativo.

Demostracién. La demostracion es completamente andloga a la del Teorema 6.1.4. [

Ejemplos de construcciéon de ACs positivamente expansivos usando Lema 6.1.6

Construiremos tres ejemplos de ACs usando el Lema 6.1.6. Para esto se definiran las
especies y se mostrara la tabla de composiciéon que define a los ACs obtenidos. En el
primer ejemplo ademéds se mostrara una iteracion del AC alli construido.

Ejemplo 6.1.8 (AC positivamente expansivo no permutativo en un alfabeto de cardina-
lidad 9). En este ejemplo consideramos dos especies. Cuyo alfabeto Ay(i) y permutacion
asociada R; para i = 1,2, se muestra en la Figura 6.8. Los bloques azules corresponden a
Ap(1) y los rojos a Ag(2). El bloque con la diagonal azul representa al elemento en A5 (1),
y el con la diagonal roja al elemento en A5(2). La regla local R; queda determinada en
Ap(1) por la alternacién de los bloques azules, y la regla local Ry por la alternacién de los
bloques rojos. Claramente ambas especies son compatibles.

Figura 6.8: Definiciéon de dos especies compatibles.

El AC inducido queda definido por el siguiente alfabeto en la Figura 6.9.

Figura 6.9: Alfabeto del AC inducido.

El AC queda determinado por la siguiente tabla de composiciéon en Figura.6.10.
Una iteracion del AC se muestra en la Figura 6.11.
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ONO OO IND—~ O

Figura 6.10: Tabla de composicién del AC inducido por dos especies.

Figura 6.11: Iteraciéon del AC inducido por dos especies.

Ejemplo 6.1.9 (AC positivamente expansivo no permutativo en un alfabeto de cardina-
lidad 16). En este ejemplo consideramos tres especies, cuyo alfabeto Ay(i) y permutacién
asociada R; para ¢ = 1,2, 3, se muestra en la Figura 6.12. Los bloques azules corresponden
a Ao(1), los verdes a Ap(2) y los amarillos a Ay(3). Los bloques con diagonal representan al
elemento en A§ (7). La regla local R; queda determinada por la alternacién de los bloques
de cada alfabeto Ay(7). Claramente las especies son compatibles.

Figura 6.12: Definicién de tres especies compatibles.
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La Figura 6.13 muestra la matriz asociada a la regla local del AC inducido a partir de
las tres especies consideradas al usar el Lema 6.1.6.

01/2/3/4/5/6|7|8|9/10/11/12/13/14/15

OO INOO O~ WIN =IO
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w

—
o

N
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Figura 6.13: Tabla de composicién del AC definido por tres especies.
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Ejemplo 6.1.10 (AC positivamente expansivo no permutativo en un alfabeto de cardi-
nalidad 25). En este ejemplo consideramos cuatro especies, cuyo alfabeto Ay(i) y permu-
tacion asociada R; para i = 1,2, 3,4, se muestra en la Figura 6.14. Los bloques amarillos
corresponden a Ap(1), los verdes a Ay(2) y los azules a Ay(3). Los bloques con diagonal
representan al elemento en A5 (7). La regla local R; queda determinada por la alternacién
de los bloques de cada alfabeto Ay(7). Claramente las especies son compatibles.

Figura 6.14: Definicion de cuatro especies compatibles.

La Figura 6.15 muestra la matriz asociada a la regla local del AC inducido a partir de
las cuatro especies consideradas al usar el Lema 6.1.6.

0(1(2(3(4|5|6|7|8|9(10(11/12|13|14|15/16|17|18/19|20|21|22|23|24

Alalalalalalalalala
‘om\‘mm_‘;mm_‘omm\l@mhww—‘o

N
o

N
-

N
N

N
w

N
S

Figura 6.15: Tabla de composicién del AC inducido por cuatro especies.
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Segunda Generalizacion

El objetivo de esta parte es usar las construcciones en los Lemas 6.1.3, 6.1.6 y el
producto cruz entre ACs, para construir otros ACs positivamente expansivos.

Definicién 6.1.11. Dada una familia de ACs {(AY, F;)}™, definiremos el AC producto
(I AL (Fy, .. F))

donde
(Fl, ceey Fm>($1, ce ,$m)(i1,_,,71m) = ((Fl.Il)il, ey (mem)2m>7

para = € AY.
Lema 6.1.12. Dada una familia de ACs {(AY, F;)}™ . Si para algin i el AC (AY, F}) no

tiene palabras bloqueantes en ninguna direccion, entonces el AC producto no tiene palabras
bloqueantes en ninguna direccion.

Demostracién. Supongamos el AC (¢! o Fy,... 0" F,) para ji,...,jm € Z tuviera
una palabra (w!, ..., w™) € II"™, A} bloqueante, luego para cada i = 1....,m, w® serfa
palabra bloqueante del AC ¢/ o F;, lo que concluye la demostracién. O

Lema 6.1.13. El AC producto (11", AY (Fy,..., F,,)) es positivamente expansivo si y
solo si para todo i el AC (AY, F;) es positivamente expansivo.

Demostracién. Hagamos la demostracion en el caso que cada AC (AN, F}) es de vecin-
dad (I,7) = (0,1). Si el AC producto (II7"; AN, (Fy,..., F,,)) es positivamente expansivo,
entonces para cada i podemos considerar x/ € .A?I fijos para j # i. Luego del hecho que
el AC producto sea positivamente expansivo se concluye que para todo x* # 3 existe un
n € N tal que

(Fl, c. ,E, .. ,Fm)n(l'l, c. ,ZEi, c. ,IL‘m)(OWWQ) 7é (Fl, c. ,Fm)n(l'l, c. ,yi7 e ,l'm)((),”_70),

que claramente implica que F*(z')o # F(y')o, lo que demuestra que el AC (AN, F}) es
positivamente expansivo. Para demostrar el reciproco basta notar que si (z',...,2™) #
(y',...,y™) entonces para algtin i = 1,...,m, se tiene que z' # y’ y de la positiva
expansividad de (AY, F}) se concluye que 3n € N tal que F'z® # FM'y® y luego que

(Fla Ce ,E, Ce ,Fm)n(l'l, Ce ,‘me)(o’m’(]) % (Fla Ce ,Fm)n(yl, e 7ym)(0,.‘.,0)7

lo que concluye la demostracion. O]
Proposicién 6.1.14. Dado un nimero k = pt* - phn . con py,...,pn primos distintos,
ki, ..., k, enteros positivos tales que algun k; > 1. Entonces puede construirse un AC

(AN, F) positivamente expansivo y no permutativo de vecindad (I,r) = (0,1) con alfabeto
A de cardinalidad k

Demostracién. Para j = 1,...,n usando el Lema 6.1.6, construimos los ACs (.A]N, F;)
positivamente expansivos de vecindad (/,7) = (0, 1), donde A; es un alfabeto cualquiera

de cardinalidad pfj y Aj = A7 U AL donde A # 0 para j # i, y escogiendo A; con
cardinalidad pf* satisfaciendo ademds que A; = AY U AF con AY, AL # (). Gracias a
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Teorema 6.1.7 se tiene que el AC (AY, F}) es no permutativo, luego se concluye el resultado
considerando el AC producto (IT}",A;, I | F;) con regla local

f((ala s 7a’n>7 (b17 SR bn)) = (f1<a1;b1)7 cee 7fn(an7 bn))a
para (CLl, ce ,an), (bl, .. ,bn) S H?:lAz ]

Notemos que en el Lema 6.1.6 para cada r,m € {2,3,...} se construye un AC positi-
vamente expansivo no permutativo de vecindad (0, 1) sobre un alfabeto A de cardinalidad
r™ y no se usa en la construcciéon el producto cruz entre ACs. Luego dados r y mq, ..., m,
tales que m = Y ; m;, podemos construir un AC positivamente expansivo no permuta-
tivo de vecindad (0, 1) sobre un alfabeto A de cardinalidad ™ haciendo el producto cruz
entre los ACs construidos usando el Lema 6.1.6 sobre alfabetos de cardinalidad r™ para
1=1,...,n.

6.2. Propiedades dinamicas y de iteraciéon de medidas
por los autématas celulares construidos

Los dos lemas a continuacién se enuncian sin demostraciéon dado que son directos.

Lema 6.2.1. Dadas r — 1 especies compatibles ordenadas de cardinalidad m, (Ay(i), R;)
coni=1,...,r —1 y tales que Ao(1)L, Ag(1)° # 0. Gracias al Teorema 6.1.7 se puede
definir un AC (AN, F) donde #A = r™, con regla local f de vecindad (0,1) positivamente
expansivo y no permutativo. Para cada cilindro [c|; con ¢ € A*;i € N yn € N se tiene
que F~"([c];) es un cilindro con |c| - #A coordenadas fijas.

Lema 6.2.2. Dado el AC (AY, F) positivamente expansivo y no permutativo de vecindad
(I,r) = (0,1) con alfabeto A de cardinalidad k = p§* - - - pk», con py, ..., pn primos distin-
tos, ki1, ..., k, enteros positivos tales que algun k; > 1, construido en Proposicion 6.1.14.
Para cada cilindro [c]; con c € A*;i € N yn € N se tiene que F~"([c];) es un cilindro con
lc| - #£A coordenadas fijas.

Proposicién 6.2.3. Dado el AC (AN, F) positivamente expansivo y no permutativo de
vecindad (1,7) = (0,1) con alfabeto A de cardinalidad k = p§'---pFr, con py,... pn,
ki, ..., k, enteros positivos tales que algiun k; > 1, construido en Proposicion 6.1.14. Se
tiene que la media de Cesaro de una medida de Bernoulli iterada existe.

Demostracion. Gracias al Lema 6.2.2, se tiene que para cada cilindro [¢]; con ¢ € A* i €
NynéeN, F7"([¢);) es un cilindro con a lo méas n(c) = |c| - #.A coordenadas fijas y para
n > n(c), con exactamente n(c) coordenadas fijas. Definamos Cyy = {(21,...,%n()) :
x; € A}, y consideremos que Cye) = {¥i }ican. Podemos definir la funcién

¢c : {H(C),’H,(C) + 1’ t } - On(c)
donde
¢C(n) = (xla s 73:71(0)) € C(n(c)
si
Fﬁn([c]l) = {Z € AN : El{ilu cee 7in(c)} - N> (ZiU cee 7Zn(c)> = (1’1, cee 7In(c))}
90



6.3. Conclusiones Capitulo 6

También podemos definir para cada i =1, ...,.4™°
1 N-1
0; = limN—moN > Hoeln) =i}
n=n(c)+1
Para cada (1,...,Zn(c)) € Cn(e), definamos c((z1,. .., Ty))) = (21 Tn(e)o- Luego,

CulF)([eli) = 3 dinle(yi)-

Como lo anterior puede hacerse para cualquier cilindro se deduce que la media de Cesaro
existe. ]

6.3. Conclusiones

En este capitulo se construyen ACs positivamente expansivos no permutativos sobre
alfabetos de cualquier cardinalidad tal que existe un primo p para el que p? divide esta
cardinalidad. El capitulo presenta la construccién y una propiedad de existencia de la
media de Cesaro para la iteraciéon de medidas de Bernoulli iteradas por estos ACs. No se
exploran propiedades dinamicas generales de la clase, pero la construccién debiera per-
mitir construir ACs donde la dindmica puede definirse a priori, en el sentido de controlar
las direcciones de equicontinuidad y aquellas con palabras bloqueantes. También debiera
poder ser facil usar las misma ideas para definir ACs positivamente expansivos sobre sub
shifts de tipo finito, y también en ese caso estudiar la iteraciéon de medidas.
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Capitulo 7

Conclusiones y Preguntas Abiertas

Mostramos las conclusiones obtenidas en esta memoria y los problemas abiertos de
interés.

Con respecto a familias de autéomatas celulares que no cumplen ninguna hipétesis
para las que se sabe la existencia de la media de Cesaro, para iteraciones de medidas
iniciales de Bernoulli en A", se propone la familia de autématas celulares asociados a las
matrices en el conjunto ES(A). En particular se estudiaron propiedades dindmicas de los
autématas asociados a matrices en £S3(Z3). Estos autématas celulares son positivamente
expansivos de vecindad (I,7) = (0,1), no son afines, en general no tienen regla local
1—asociativa ni son N—scaling, pero pueden tener palabras bloqueantes en la direccién
—1. Seria interesante extender los resultados conocidos de existencia de la media de Cesaro
a automatas en las familias encontradas. Las demostraciones conocidas parecen no ser
aplicables, por lo que es necesario descubrir nuevas técnicas para poder demostrar este
resultado.

Con respecto a la randomizacién asintética de medidas de probabilidad shift-ergddicas
por autématas celulares permutativos a la derecha, se demostr6 que hay dos casos: la
media de Cesaro existe, o el AC es conjugado topologicamente a un AC permutativo con
regla local de vecindad [ = 0, » = 1 que no tiene palabras bloqueantes en la direcciéon —1,
en cuyo caso no sabemos probar si dicho limite existe.

Quedan abiertas las siguientes preguntas:

= ;Siempre existe la media de Cesaro en el caso de autématas celulares permutativos
a la derecha de vecindad [ =0, r =17

= ; Existe una manera de demostrar que no existen palabras bloqueantes en la direccion
—1 para un AC permutativo a la derecha de vecindad (I,r) = (0,1)?

Con respecto a la simulacién de las iteraciones de medidas de Bernoulli por autématas
celulares permutativos, se propusieron tres maneras de estudiar la randomizacion asintoti-
ca. Los resultados permiten conjeturar que la media de Cesaro de la iteraciéon de medidas
de Bernoulli por autématas celulares permutativos siempre existe. Y que en el caso en
que no hay palabras bloqueantes en ninguna direccién, siempre se tiene randomizacién
asintotica.
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Capitulo 7

Con respecto a ejemplos conocidos de automatas celulares positivamente expansivos
no permutativos, se muestra una construccién sencilla que permite obtener autématas
celulares de este tipo con vecindades [ = 0, r = 1, sobre cualquier alfabeto de cardinalidad
divisible por p?, para p un ntimero primo cualquiera. Es ficil estudiar la medida iterada
por estos automatas.
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Apéndice A
Evolucién ACs en ESQsy 0 1ESQ;

Se obtiene la evolucién de cada AC en ESQs3 y 0 ' ESQ5 a partir de un punto inicial
generado con distribucion uniforme. Estas simulaciones fueron hechas en SAGE.

Los ACs se simulan mediante el siguiente codigo. Tiene por entrada una matriz M de
3 x 3 a valores en Z3z que define la regla local del AC

def automata(x,F):
#’sage.matrix.matrix_integer_dense.Matrix_integer_dense’

#matrix F: M matrix of 3x3, local rule
#

n=len(x)

y=[11*n

for i in range(n):

y[il=int (x[i])

M=matrix(n,n, [-1 for i in range(0,n"2)])
for i in range(n):
M[0,il=y[i]

for i in range(1l,n):
for j in range(0,n-i):
M[i,j1=FM[i-1,3],M[i-1,j+1]]
return M
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Apéndice B

Iteracion medida de Bernoulli por
ACs en ESQV

Se programé en Matlab un AC de radio 1 de la siguiente manera.

function R=CelAut (M,word,r)

#matrix M es la matriz que define al AC

#array word es un vector con entradas en 0,1,2
que representa la palabra a ser iterada

#int r columnsize es el tamano el ancho de la columna que queremos ver
#example:

#M=[0,1,2;0,1,2;2,1,0];
#x=discretesample([0.05,0.9,0.05],100)’-1;
#R=CelAut (M,x,2);

#image (M, ’CDataMapping’,’scaled’);

#0J0: r<length(word)

n=length (word) ;

R=zeros(n-r+1,r);
R(1,:)=word(1l:r);
iter wordO=word;

for i1=2:n-r+1

iter wordl=zeros(1,n-il+1);
for i2=1:n-il+1
iter_word1(i2)=M(iter_word0(i2)+1,iter_word0(i2+1)+1);
end
R(il,:)=iter_wordl(1l:r);
iter_word0=0;
iter_wordO=iter_wordl;
iter_wordl1=0;

end

end
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Figura B.3: Simulacién de iteraciones de g de Bernoulli con distrbucion = =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M,

112



Capitulo B

=
I
N = O

0 0
2 2
11

& il il 40 40 il

1
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Figura B.7: Simulacién de iteraciones de g de Bernoulli con distrbucion n© =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M;g
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Figura B.12: Simulaciéon de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion « =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M,
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Figura B.13: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M
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Figura B.14: Simulaciéon de iteraciones de p de Bernoulli con distrbuciéon « =

(0,05;0,9;0,05) por el AC M;3
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Figura B.15: Simulaciéon de iteraciones de p de Bernoulli con distrbuciéon « =
(0,05;0,9;0,05) por el AC My,
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Figura B.16: Simulaciéon de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion « =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M;;
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Iteracion medida de Bernoulli por
ACs en o~ ! — ESQ}
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Figura C.2: Simulacién de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion © =

(0,05;0,9;0,05) por el AC M
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Figura C.7: Simulacién de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion = =
(0,05;0,9;0,05) por el AC My,
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Figura C.8: Simulacién de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion © =
(0,05;0,9;0,05) por el AC My
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Figura C.10: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC My
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Figura C.11: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC Mag

137



Capitulo C

=

N

|
=N O
N O =
— O N

il 10 10 il & il il 40 40 il

Figura C.12: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC Moy
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Figura C.13: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC Mog
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Figura C.14: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC Myg
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Figura C.15: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M3y
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Figura C.16: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M3,
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Figura C.17: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion n= =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M3
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Figura C.18: Simulacion de iteraciones de p de Bernoulli con distrbucion = =
(0,05;0,9;0,05) por el AC M3
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Apéndice D
Demostraciones usando SAGE

Obtenciéon de las subclases de PFE;

Se obtienen a partir del siguiente cédigo en SAGE.

1. Se crea una lista con todos los ACs en PFEjs

L=[fo,1,2],[0,2,1],[1,0,2],[1,2,0],[2,0,1],[2,1,0]]
PE=[]
for il in range(6):
for i2 in range(6):
for i3 in range(6):
PE.append(matrix (3,3, [L[i1],L[i2],L[i3]1]))

2. Aplicacién de propiedad para encontrar ACs conjugados en informe.

def transform(N,vector):
#primero cambiar simbolos
M=copy (N)

for i,j in CartesianProduct(range(3),range(3)):

if M[i,j]==0:
M[i,jl=-1
if M[i,j]1==1:
M[i,i1=-2
if M[i,jl==2:
M[i,j]1=-3

for i,j in CartesianProduct(range(3),range(3)):
if M[i,jl==-1:
M[i,jl=vector[0]
if M[i,jl==-2:
M[i,jl=vector[1]
if M[i,j]==-3:
M[1i,jl=vector[2]
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PerM=[matrix (3,3, [1, ,0,0,0,1]),

3 b b

0,0,0,1
matrix(3,3,[(0,1,0,1,0,0,0,0,1]) ,matrix(3,3,[1,0,0,0,0,1,0,1,0]),
matrix(3,3,[0,0,1,0,1,0,1,0,0]) ,matrix(3,3,[0,0,1,1,0,0,0,1,0]),
matrix(3,3,[0,1,0,0,0,1,1,0,0])]

b b 3 b b

if vector==[1,0,2]:

M=copy (PerM[1] .transpose () *M*xPerM[1])
if vector==[0,2,1]:

M=copy (PerM[2] . transpose () *M*xPerM[2])
if vector==[2,1,0]:

M=copy (PerM[3] . transpose () *M*xPerM[3])
if vector==[1,2,0]:

M=copy (PerM[5] . transpose () *M*xPerM[5])
if vector==[2,0,1]:

M=copy (PerM[4] . transpose () *M*xPerM[4])

return M

CLASS=[]
INCLUDED=[]
aux=0
for _ in range(216):
aux=0
for i in range(216):
for j in range(6):
if PE[_J]==transform(PE[i],L[j]):
if ( PE[i] in INCLUDED )==false and aux==0:
CLASS.append (PE[i])
aux=1
INCLUDED. append (PE[i])

. Obtencién de TRQ3, ALQ3, ESQY, ESQ} y cardinalidad de cada clase.

indexTRQ=vector([0,19,42])

indexALGQ=vector([15,17,26,31,35])
indexESQO=vector([1,2,3,4,9,14,20,21,22,23,28,32,36,38,41,43])
indexESQl=vector([5,6,7,8,10,11,12,13,16,18,24,25,27,29,30,33,34,37,39,40])

TRQ3=[CLASS[i] for i in indexTRQ]
ALQ3=[CLASS[i] for i in indexALGQ]
CO=[CLASS[i] for i in indexESQO]
C1=[CLASS[i] for i in indexESQ1]
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4. Encontrar polinomio de cada AC en PEQ;

def FindFunction(M):
A1=[]
A2=[]
for (i,j) in CartesianProduct(range(3),range(3)):
if M[i,jl==1:
A1 .append((i,j))
if M[i,j]==2:
A2.append((i,j))

I(x,y)=2%x"2+2%y " 2+2%x*y+1
f(x,y,el,e2)=(1(0,el1)*I(0,x)+
I(1,e)*I(1,x)+I(2,e1)*xI(2,x))*
(1(0,e2)*I(0,y)+I(1,e2)*I(1,y)+I(2,62)*1(2,y))
h(x,y)=f(x,y,1,1)

s1(x,y)=0
for (i,j) in A1l:
s1(x,y)=s1(x,y)+f(x,y,1,3)

s2(x,y)=0
for (i,j) in A2:
s2(x,y)=s2(x,y)+f(x,y,1,3)

s2(x,y)=2*s2(x,y)
h(x,y)=s1(x,y)+s2(x,y)
return h

Z3=IntegerModRing(3)

L=[’X’ s )y;]

R = PolynomialRing(Z3,2, L, ’lex’)

x,y= PolynomialRing(Z3,2, L, ’lex’).gens()

a) Polinomio de ACs en TRQ3

for in indexTRQ:
h=FindFunction(CLASS[ ])
hh=h.factor()
latex(R(hh))

b) Polinomio de ACs en ALQs3

for _ in indexALGQ:
h=FindFunction(CLASS[ 1)
hh=h.factor ()
latex(R(hh))
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¢) Polinomio de ACs en ESQ}

for _ in indexESQO:
h=FindFunction(CLASS[_])
hh=h.factor()
latex(R(hh))

d) Polinomio de ACs en ES Qé

for _ in indexESQ1:
h=FindFunction(CLASS[ 1)
hh=h.factor()
latex(R(hh))

Demostracion propiedad N —scaling

Programado en SAGE.

def Scaling 2(x,letra):
p1=[2,1,0]
p2=[2,0,1]
F=matrix (3,3, [p1l,pl,p2])

n=len(x)

y=[1]*n

for i in range(n):
ylil=int (x[i])

Mi=matrix(n,2, [0 for i in range(0,n*2)])
M2=matrix(n,2, [0 for i in range(0,n*2)])

M1[0,1]=0
M2[0,1]=1

M1[0,0]=letra
M2[0,0]=letra

for i in range(1,n):
M1[i,1]=y[i]

for i in range(1l,n):
M2[i,1]=y[i]

for i in range(1l,n):
M1[i,0]=F[M1[i-1,0],M1[i-1,1]]
M2[i,0]=F[M2[i-1,0] ,M2[i-1,1]]

return [M1,M2]
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Demostracion regla local yy—asociativa

Programado en SAGE.

def psiasociativity_2(x):
p1=[2,1,0]
p2=[1,2,0]
F=matrix (3,3, [pl,pl,p2])

n=len(x)

y=[1]*n

for i in range(n):
y[il=int (x[i])

M=matrix(2,n, [0 for i in range(0,n*2)])
for i in range(n):

M[0,i]=y[i]
for i in range(1,2):

for j in range(0O,n-i):

M[i,jl=F[M[i-1,3],M[i-1,j+1]]

return M[1,0]#[range(0,n/2),range(0,n/2)]
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Apéndice E

Evidencia de Randomizacion en
RANDOMES

Se programé en Matlab un AC en RANDOMES de la siguiente manera.

function [M1,M2]=Randomes(x,n)

h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
b

Create matrix itereation from RANDOMES local rules

[M1,M2]=Automata(x,n)
creates two matrices M1 and M2, M1 corresp
onds
to the first 300 iterations, M2 corresponds to
the iterations from
25000 to 25300. x is a word with lenght 26000
given as a vector with coefficients
in {0,1,..n-1}, and n is an integers that represents
index of the CA in RANDOMES.

Remarks

- This function is designed only for RANDOMES type
CA.

- In the input it is necessary to put a vector x with
lenght 26000.

- This function can easily be modified in order to
obtain other number of iterations, or other type of CA

- This function can be useful for inputs that comes
from Bernoulli random variables.
Using this it is possible to use the funtion to
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pA generate random matrix from CAs in

h RANDOMES.

h

%  Examples

/A

pA % sample to generate a RANDOM matrix from

yA Bernoulli random variables with distribution
YA [1/4,1/4,1/4,1/4] using the CA F_4

pA [M1,M2]=Randomes (discretesample([1/4,1/4,1/4,
b 1/4],26000) ’-1,4);

h

% % sample to iterate the word 1...1 26000 times

YA repited with the CA F_6

yA [M1,M2] =Randomes (ones (26000,1),6) ;

b

%  Created by Italo Cipriano, On Dic, 2010

11=length(x);
porte=300;
M1=zeros(porte,porte);
M2=zeros(porte,porte) ;

M(1,:)=x(1:porte);
1=11;
for i=1:11-1
iaux=find(x([1:1-1])==n-1);
x=x([2:1]);
x(iaux)=mod (x(iaux)+1,n);
if i<porte+l
M1(i+1,:)=x(1:porte);

end
if i>24999 & i1<24999+porte+2
M2(1-24999, :)=x(1:porte);
end
1=1-1;
iaux=0;
end
himage (M, ’CDataMapping’,’scaled’); to create a
Jmatrix to represent the output
end
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.1: Simulaciones iteraciones por Fj3 de la medida de Bernoulli x con distribucién
m = (0,01;0,09;0,9) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.2: Simulaciones iteraciones por F3 de la medida de Bernoulli x con distribucién
7 =(0,09;0,9;0,01) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.3: Simulaciones iteraciones por F3 de la medida de Bernoulli x con distribucién
7 =(0,9;0,01;0,09) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.4: Simulaciones iteraciones por F; de la medida de Bernoulli x con distribucién
m = (0,01;0,02;0,07;0,9) .
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al 100 130 00 23l a0n

300 .- A e R o At v i _-5‘:!'_"#
al 100 130 200 2al 300

Figura E.5: Simulaciones iteraciones por F de la medida de Bernoulli x con distribucién
m = (0,02;0,07;0,9;0,01) .
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Figura E.6: Simulaciones iteraciones por F; de la medida de Bernoulli x con distribucién
m = (0,07;0,9;0,01;0,02) .
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Figura E.7: Simulaciones iteraciones por F de la medida de Bernoulli x con distribucién
m = (0,9;0,01;0,02;0,07) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.8: Simulaciones iteraciones por Fj de la medida de Bernoulli x4 con distribucion
m = (0,05;0,1;0,15;0,2;0,5) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.9: Simulaciones iteraciones por Fj de la medida de Bernoulli ¢ con distribucion
7 =(0,1;0,15;0,2;0,5;0,05) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.10: Simulaciones iteraciones por Fj de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién
m = (0,15;0,2;0,5;0,05;0,1) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.11: Simulaciones iteraciones por Fj de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién
m = (0,2;0,5;0,05;0,1;0,15) .
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Figura E.12: Simulaciones iteraciones por Fj de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién

m = (0,5;0,05;0,1;0,15;0,2) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.13: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién
m = (0,05;0,1;0,15;0,1;0,1;0,5) .
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300 L

al 100 130 200 2all a0n

Figura E.14: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién
m = (0,1;0,15;0,1;0,1;0,5; 0,05) .
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al 100 130 00 23l a0n

al 100 130 200 2all a0n

Figura E.15: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli ¢ con distribucién
m = (0,15;0,1;0,1;0,5; 0,05;0,1) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.16: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli 1 con distribucién
m = (0,1;0,1;0,5;0,05;0,1; 0,15) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.17: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli 1 con distribucién
m = (0,1;0,5;0,05;0,1;0,15;0,1) .
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al 100 130 200 2all a0n

Figura E.18: Simulaciones iteraciones por Fg de la medida de Bernoulli 1 con distribucién
m = (0,5;0,05;0,1;0,15;0,1;0,1) .
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