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El presente trabajo de memoria tiene por objetivo principal el estudio de propiedades
topoldgicas de la clase de sistemas dinamicos llamados nilsistemas. Esta clase de sistemas
dindmicos ha ganado importancia desde la demostracion dada por B. Host y B. Kra en
[25] de la convergencia de algunas medias ergdédicas no convencionales. A partir de su
demostracion se han encontrado aplicaciones importantes de los nilsistemas en Teoria
Ergédica y se han desarrollado herramientas ergddicas en otras areas de las matemaéticas,
como en Combinatoria Aditiva.

En su articulo Host y Kra desarrollaron una teoria de nilsistemas desde el contexto
medible. El desarrollo topoldgico de los nilsistemas se ha profundizado en dos articulos
recientes de B. Host, B. Kray A. Maass y de S. Shao y X. Ye, en 2010, en donde demuestran
que cada sistema dinamico tiene factores que son nilsistemas de cualquier orden. En esta
memoria, se estudian algunas propiedades topoldgicas adicionales de los nilsistemas, en
particular propiedades de mezcla y estabilizacién de esos factores.

La complejidad asociada a un cubrimiento abierto finito en un sistema dinamico
comenz6 a ser estudiada en [4] en donde se muestra que esa cantidad goza de propiedades
que permiten caracterizar sistemas dinamicos. Una de las motivaciones de la presente
memoria es indagar qué otros tipos de conclusiones pueden ser obtenidas estudiando esta
cantidad. Una pregunta interesante es qué clase de sistemas tiene complejidad polinomial.
En particular, se estudia la complejidad de los nilsistemas y se concluye que ésta es poli-
nomial en cada cubrimiento abierto donde el grado del polinomio es una constante del
sistema.

En el Capitulo 1 se introduce el tema de memoria, el contexto histérico mateméatico
que la motiva y las preguntas relevantes que se desarrollan a lo largo del texto.

En el Capitulo 2 se introducen las nociones basicas de Dinamica Topoldgica y Teoria
Ergoédica y también las definiciones y resultados recientes relacionados con la teoria de
nilsistemas.

En el Capitulo 3, se estudia la complejidad topoldgica de los nilsistemas y de sus
limites inversos y se logra demostrar que ésta es polinomial en cada cubrimiento abierto.

En el Capitulo 4 se desarrollan algunas propiedades topoldgicas sobre nilsistemas, las
cuales fueron obtenidas en [10] en un articulo en colaboracién. Se demuestra un criterio
de débil mezcla utilizando los cubos dindamicos y se prueba que la secuencia de nilfactores
de un sistema dindmico o es estrictamente creciente o se estabiliza en un cierto nivel. Se
estudia ademas la relacién entre recurrencia con estructura IP con el limite inverso de los
nilfactores topolégicos. Se muestra que un sistema sin recurrencia estructurada IP es una
extension casi uno a uno del limite inverso de sus nilfactores.

Finalmente, en el Anexo se adjunta el articulo Infinite-step nilsystems, independence
and complezity, dentro del cual se inserta el trabajo realizado en esta memoria.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio sistematico de sistemas dinamicos a través de sus factores fue propuesto en
los 60’ en los trabajos de Furstenberg, quien noto la riqueza tedrica de este concepto y las
herramientas que entrega para entender un sistema dinamico. Variadas clases de factores
han sido descritas, tanto en el contexto medible como en el topolégico. Por mencionar un
ejemplo importante, en Teoria Ergddica, el factor de Kronecker es el factor mas grande que
consiste en una rotaciéon en un grupo abeliano compacto, y probar el Teorema Ergodico
de Von Neumann en estos factores es suficiente para demostrarlo en el caso general. Esta
idea se denomina técnica de factores caracteristicos, introducida por Furstenberg en [12].

Un teorema notable de Combinatoria Aditiva demostrado por Szemerédi [37] en un
articulo publicado en 1975, afirma que cualquier subconjunto de los naturales con densidad
superior positiva contiene progresiones aritméticas de largo arbitrario. Las herramientas
usadas en esta demostracién son combinatoriales, de la teoria de grafos. Posteriormente,
Furstenberg logré demostrar este mismo resultado usando técnicas de la Teoria Ergddica,
en particular un Teorema Ergddico:

Teorema 1.1 (Furstenberg). Sea (X, X, u, T) un sistema dindmico abstracto y sea A € X
un conjunto con medida positiva. Entonces para cada d € N,

R S . . _
1ﬂ1£fNZM(AmT "ANT 2AN...NT™"A) > 0.
n=1

Con su demostracion, Furstenberg establecié una conexién profunda entre Teoria
Ergédica y Combinatoria Aditiva, que se ha alimentado de manera creciente en los tltimos
anos. Por citar un resultado, la demostracién del teorema de Green y Tao que afirma que
los niimeros primos contienen progresiones aritméticas de largo arbitrario surgié de esta
conexion.

De aqui que toman importancia los llamados Teoremas Ergddicos no Convencionales,
que se formulan como sigue. Sea (X, X, u,T) un sistema dindmico abstracto, d € N
v fi,..., fq funciones acotadas en X. En virtud de la demostracion de Furstenberg del
Teorema de Szemerédi interesa estudiar la convergencia en L?(u) (o en algin otro espacio)
de expresiones de la forma

1 N-1

v > AT ) (T ) . fa(T )

n=0
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El caso d = 3 con la hipdtesis de total ergodicidad fue probado por Conze y Lesigne
en una serie de papers ([5], [6] y [7]) y posteriormente fue demostrado por Host y Kra
en [24] en el caso general. En el caso débilmente mezclador, Furstenberg probé que para
cualquier d € N el limite es constante y es igual al producto de las integrales. En el
caso no débilmente mezclador probar la convergencia de tales expresiones es un problema
mucho més dificil, y estuvo abierto por muchos anos. Finalmente, Host y Kra en [25]
demostraron:

Teorema 1.2. Sea (X, X, u, T) un sistema dindmico abstracto con T invertible. Sea d € N
y sean fi,..., fq funciones medibles y acotadas en X. Entonces

5 3 AT ST (T
n=0

converge en L*(j1) cuando N — cc.

Host y Kra lograron demostrar este teorema usando la técnica de factores caracteristi-
cos de Furstenberg y tales factores caracteristicos resultaron ser nilsistemas, los cuales han
sido de gran utilidad tanto en el desarrollo de herramientas Ergddicas en Combinatoria
Aditiva (por ejemplo Green y Tao en [18],[19],[20]) como en el desarrollo de la Teoria
Ergédica en si misma.

La contraparte topolégica de la teoria de nilsistemas, es decir, los nilsistemas desde
la Dindmica Topoldgica, ha sido desarrollada en articulos recientes (2010) de Host, Kra,
Maass [27] y Shao y Ye [38]. Ellos demuestran que cada sistema dindmico topoldgico tiene
asociados factores que son nilsistemas de cualquier orden, introduciendo una relacién de
equivalencia llamada de proximalidad regional de orden d y que se denota RP!. Estudiar
propiedades topologicas adicionales de los nilsistemas es una de las motivaciones impor-
tantes de la presente memoria.

Otro concepto fundamental que aparece en la teoria de los sistemas dinamicos topologi-
cos es el de clasificacién. El buscar cémo se pueden clasificar los sistemas, qué conceptos
o cantidades son ttiles para discriminar si dos sistemas dinamicos tienen naturaleza dis-
tinta, ha sido un tépico frecuente en el desarrollo de la teoria. Algunos de los conceptos
mas profundos y populares que han surgido son:

» Estudiar propiedades de recurrencia y en particular el estudio de los tiempos de
retorno. Esto es, si (X,T) es un sistema dindmico, x € X y U es una vecindad de
x, estudiar el conjunto de tiempos de retorno {n € N : Tz € U}. Esta forma de
estudiar un sistema fue profundizada por Furstenberg y siguié siendo desarrollada
por E.Akin, E.Glasner, W.Huang, X.Ye, entre otros. Una buena referencia sobre el
tema es [14].

» Otra manera, sistematizada también por Furstenberg en [13] es el estudio de sistemas
via joinings, donde se clasifican los sistemas estudiando disyunciones entre distintas
familias. Para una revisiéon sobre el tema ver [9]. En [15] se puede encontrar una
fuente mas extensa y detallada.

» Una tercera manera de clasificacion, y es la que motiva esta memoria, es la clasi-
ficacién de sistemas dindamicos usando la funcion de complejidad. Un ejemplo, el

2
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caso acotado, fue estudiado por F. Blanchard, B. Host y A. Maass en [4] en donde
prueban que los sistemas con complejidad acotada en cada cubrimiento abierto no
trivial son exactamente los sistemas donde la accion es equicontinua. Surgen a este
resultado preguntas naturales sobre qué otro tipo de conclusiones se pueden obtener
de un sistema estudiando la funciéon de complejidad, o més precisamente estudiando
su escala de crecimiento . j Puede caracterizar otra escala de crecimiento de la com-
plejidad alguna clase de sistemas? En particular, es interesante estudiar qué clase
de sistemas tiene una complejidad que crece polinomialmente.

Por otro lado, dada la importancia de los nilsistemas en el desarrollo moderno de la
Teoria Ergédica y Dinamica Topologica es razonable estudiar su complejidad. Como
en los ejemplos basicos de nilsistemas se observa una polinomialidad de las érbitas,
es natural estudiar la relacién entre complejidad de nilsistemas y polinomialidad.
Esta relacion es uno de los ejes centrales de esta memoria, donde demostramos que
en un nilsistema la complejidad esta acotada polinomialmente en cada cubrimiento
abierto, donde el grado del polinomio es constante.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo entregamos algunas definiciones basicas de Dinamica Topolégica y
Teoria Ergédica. Ademas exponemos algunos conceptos geométricos basicos en grupos de
Lie que son mencionados a lo largo de esta memoria.

2.1. Definiciones basicas en Dinamica Topolégica y
Teoria Ergddica

2.1.1. Sistemas Dinamicos Topolégicos

Un sistema dindmico topoldgico (X,T) es un espacio métrico compacto X dotado
de una transformacién T continua y sobreyectiva de X en si mismo. Escribiremos s.d.t.
por sistema dinamico topologico o simplemente hablaremos de sistema. En esta memoria
supondremos que 7' es un homeomorfismo.

En lo que sigue mostramos algunos de los conceptos clasicos mas usados en Dinamica
Topoldgica, como la transitividad, minimalidad y débil mezcla, y teoremas ligados a estos
conceptos.

Un sistema dindmico topoldgico (X,T) se dice transitivo si para cualquier par de
abiertos no vacios U,V C X existe n € N con UNT (V) # (. Se tiene,

Teorema 2.1 ([1],Cap 1). Sea (X,T) un s.d.t. Son equivalentes:

1. (X, T) es transitivo.

Eziste x € X tal que orb(z), = {T™(x) :n € N} = X,

Eziste x € X tal que orb(x)_ = {T™(z) : n € =N} = X.

Eziste x € X tal que orb(xz) = {T"(z) :n € Z} = X.

{r € X :orb(z) = X} es un G5 denso.

S & e e

St U C X es un abierto T-invariante no vacio, entonces U es denso en X.
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Un s.d.t. (X, T) se dice débilmente mezclador si (X x X, T x T) es transitivo. Se tiene,

Teorema 2.2 ([1], Cap 7). Son equivalentes:

1.

2.

(X,T) es débilmente mezclador.

Para A,B,C,D C X abiertos no vacios existe n € N tal que simultaneamente

ANT™C)#0 yBNT (D) # 0.
(X x X, T xT) es débilmente mezclador.

Para todo k € N y (Ay, -+, Ag), (B1, -+, Bg) k-tuplas de abiertos no vacios existe
n € N tal que simultdneamente A; N T~"(B;) # (0 para todo i € {1,...,k}.

Una forma fuerte de transitividad es la minimalidad. Un s.d.t. (X, T") se dice minimal si
cada x € X tiene dérbita densa, es decir orb(z) = X en cada z € X. Se tiene,

Teorema 2.3 ([1], Cap 1). Son equivalentes:

1.

2.

(X,T) es minimal.
No existen conjuntos no vacios cerrados e invariantes distintos a X .

Para cada conjunto U abierto no vacio, se tiene |J T™(U) = X.
nez

N
Para cada conjunto U abierto no vacio, existe N € N tal que |J T™(U) = X.
n=—N

Para cada v € X y cada vecindad U de x, el conjunto N(x,U) ={n e N:T"(z) €
U} es sindético, es decir existe K € N con N(x,U) +{1,..., K} =Z.

Mencionamos ahora los conceptos de proximalidad y distalidad que son centrales en
Dinédmica Topoldgica desde los teoremas de Estructura de Furstenberg.
Sea (X,T) un s.d.t. Decimos que (z,y) € X x X es un par proximal si

71lr61£ d(T"x, T"y) = 0.

Denotamos por P(X) los pares proximales en (X,T). Cuando el contexto sea claro, es-
cribiremos P en lugar de P(X). Decimos que x e y son distales si (z,y) ¢ P(X).

Ligado a los conceptos anteriores aparecen clases especiales de sistemas dindmicos
topoldgicos. Decimos que:

1.

2.

(X,T) es una isometria si se preserva la distancia, es decir d(z,y) = d(Tx,Ty) en
cada z,y € X.

(X, T) es equicontinuo si para todo € > 0 existe d > 0 tal que si d(z,y) < ¢ entonces
d(T"x,T™y) < € para todo n € Z.



3. (X,T) es distal si P(X) = Ax = {(z,z) : € X}, es decir no hay pares proximales
no triviales.

Claramente de las definiciones, una isometria es un sistema equicontinuo y un sistema
equicontinuo es un sistema distal. Ademas, cuando el sistema es equicontinuo y minimal
se puede probar que es conjugado a una isometria minimal.

Citamos algunas propiedades clasicas de los sistemas distales, que usaremos.

Teorema 2.4 (Ver [1](Caps. 5y 7)).
1. El producto cartesiano de una familia finita de sistemas distales es distal.

2. Si (X,T) es un sistema distal e Y C X es un subconjunto cerrado e invariante,
entonces (Y, T) es distal.

3. Un sistema transitivo y distal es minimal.

4. Un factor de un sistema distal es distal.

5. Sea m: X — Y wun factor entre los sistemas distales (X,T) e (Y,T). Si (Y,T) es
minimal, entonces m es una funcion abierta.

2.1.2. Semigrupo envolvente

En esta seccion revisamos la nocién de semigrupo envolvente desarrollada por Robert
Ellis en la década del 60, la cual permite estudiar un sistema dinamico topolégico minimal
desde un punto de vista algebraico.

Sea (X, T) un sistema dindmico topolégico. Sea X el conjunto de funciones de X en
X. Si u,v € XX denotamos como uv la composicién de u y v. Con esta operacion X*
resulta ser un semigrupo y la accién de 7' en X induce en X la operacién u +— Tu, la
cual también llamaremos T'. Consideramos en X~ la topologfa de la convergencia puntual
(es decir la topologia producto). El semigrupo envolvente o semigrupo de Ellis E(X,T)
se define como la clausura de {T™ : n € Z} en X*X.

Se tiene que E(X,T) con la composicién de funciones resulta ser un semigrupo com-
pacto en el cual las operaciones

u—u y ur—Tu

son continuas para u,v € E(X,T). Notemos que (E(X,T),T) resulta ser un s.d.t.
El semigrupo envolvente ha ayudado a caracterizar propiedades topoldgicas de un
sistema dindamico. A continuacién enunciamos algunos de los resultados mas notables.

Teorema 2.5 ([1], Caps 3y 6). Sea (X,T) un s.d.t. y E(X,T) su semigrupo envolvente.
Entonces:

1. (X, T) es distal si y solamente si E(X,T) es un grupo.

2. (X, T) es equicontinuo si y solamente si E(X,T) es un grupo de homeomorfismos
de X y la topologia de la convergencia puntual en E(X,T) coincide con la topologia
uniforme.
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Un resultado importante que permite caracterizar la proximalidad usando el semigrupo
envolvente es el siguiente,

Teorema 2.6 ([1], Caps 3y 6). Sea (X,T) un s.d.t. Se tiene,
1. x1,29 € X son prozimales si y solamente si existe p € E(X,T) tal que pry = pxs.

2. Six e X yu € E(X,T) es un idempotente (es decir, un elemento que satisface
2

u® = u), entonces (x,ux) € P.
3. 8t (X,T) es minimal, entonces (z,y) € P si y solamente si existe v € E(X,T)
tdempotente minimal tal que y = ux.

2.1.3. Factores y conjugaciones entre sistemas dinamicos topologi-
cos

Un factor 7 : (X, T) — (Y, 5) es una funcién continua y sobreyectiva tal que S o =
moT. Cuando tal funcién existe, diremos que (Y, S) es un factor de (X,7T") y que (X, T)
es una extensién de (Y, S). Cuando 7 es biyectiva se dird que es una conjugacién entre
(X,T) e (Y,S) y (X,T) e (Y,5) se dirdn sistemas conjugados. Escribiremos también
7: X =>Yon:(X,T)— (Y,T) para denotar un factor y en general la transformacién
se denotara siempre 7.

Notemos que una relacion de equivalencia R C X x X cerrada y T-invariante define
un factor 7 : (X,T) — (X/R,T). Reciprocamente, cada factor 7 : X — Y define la
relacién de equivalencia cerrada y T-invariante R, = {(z,2') : 7(z) = w(2’)}.

Un joining entre X y Y es un subconjunto J C X x Y cerrado, que se proyecta en X
eY,esdecir mx(J) =X ymy(J) =Y. Cuando J # X x Y se dird que J es un joining no
trivial. Diremos que X e Y son disjuntos como sistemas, si no existen joining no trivales
y se anota X LY.

Hay clases importantes de factores que se definen a partir de los conceptos de distalidad
y proximalidad mencionados en la seccién anterior. Definimos algunos a continuacion.

Sea 7 : X — Y un factor entre sistemas dindmicos topoldgicos. Decimos que (X, 7))
es una extension :

1. Prozimal si w(x) = 7(y) = (z,y) € P(X).

2. Distalsiw(x) =n(y)y z £y = (z,y) # P(X).
3. Isométrica si w(x) = 7(y) = d(z,y) = d(T"x, T"y) Vn € Z.

4. Casi uno a uno si {x € X : 7= }(w(x)) = {x}} es un conjunto Gs denso.

Factor equicontinuo maximal

En esta subseccién, mostramos un ejemplo importante de factor asociado a un sistema
dindmico topoldgico, que ha motivado importantes generalizaciones que han contribuido a
recientes y notables desarrollos en Dindamica Topoldgica y Teoria Ergédica. Sean : X — Y
un factor entre los s.d.t. (X,T) e (Y,T). Decimos que (Y,T") es un factor equicontinuo
de (X, T) si (Y,T) es un s.d.t. equicontinuo. Puede haber un amplio espectro de factores
equicontinuos asociados a un sistema, pero un teorema clasico afirma lo siguiente.

7
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Teorema 2.7. Sea (X,T) un s.d.t. Entonces existe un factor equicontinuo mazximal, es
decir un factor (Y, T) equicontinuo, tal que si (Z,T) es un factor equicontinuo de (X,T),
entonces (Z,T) también es factor de (Y,T).

Al factor equicontinuo maximal de (X, T) lo anotamos (X.,, 7). Si (Z,T) es cualquier

factor equicontinuo de (X,7T") tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(X,T)

N

(Xeqa T) W <27 T)

El siguiente concepto permite construir explicitamente el factor equicontinuo maximal
a través de una relacion de equivalencia cerrada e invariante. Esta construccién permite
generalizar el concepto de factor equicontinuo maximal, como mostraremos en la seccion
2.5.

Sea (X,T) uns.d.t. y z,y € X. Decimos que z,y son regionalmente proximales si para
cada § > 0 y para cada € > 0 existen T,y € X y existe n € Z con d(z,T) < §,d(y,7g) < ¢
y d(T™(z), T"(y)) < €. Escribimos RP(X) a los pares regionalmente proximales y cuando
no haya confusion, los anotaremos simplemente como RP. Es un resultado clasico que en
un sistema minimal RP(X) es una relacién de equivalencia.

En cualquier sistema dinamico topoldgico se pueden definir los factores distal y equicon-
tinuo maximal y se determinan por las relaciones P(X) y RP(X).

Teorema 2.8 ([15]). Sea (X,T') un s.d.t. y sean Sy y Seq las relaciones de equivalencia
cerradas, T-invariantes mds pequenas que contienen a P(X) y RP(X) respectivamente.
Luego Xgq = (X/Sa,T) y Xeg = (X/Seq,T) son el factor distal y equicontinuo mazimal
respectivamente.

Analogamente a ser factor equicontinuo maximal, ser factor distal maximal significa
que si (Z,T) es un factor distal de (X, T'), entonces (Z,T') también es un factor de (Xp,T)
Se deduce que (X, T) es factor de (Xp,T).

2.1.4. Sistemas Dinamicos Abstractos

Un sistema dindmico abstracto (s.d.a.) (X, X, u,T) es un espacio de probabilidad
(X, X, u) dotado de la transformaciéon 7" : X — X X-X-medible que preserva la medida,
es decir Tu(B) := u(T'B) = u(B) para todo B € X. A menudo, un s.d.a. (X, X, u,T)
lo escribiremos como (X, i, T'), omitiendo la o-algebra.

Sea (X, pt, T) un s.d.a. Un conjunto medible A € X se dice invariante si u(AAT1A) =
0,donde AAB = (A\B)U(B\A). Els.d.a. (X, u, T) se dice ergédico si no existen conjuntos
invariantes no triviales, es decir, si A € X y u(AAT1A) = 0 entonces necesariamente
u(4) = 0 0 p(A) = 1.

Si (X, u,T) es un s.d.a. usaremos la palabra factor con dos significados distintos:
como una sub-o-algebra T-invariante ) de X o como un s.d.a. (Y, Y, r,S) y una funcién
7: X' CX =Y CY medible con u(X') =v(Y')=1ytalqueru=vy Somr=moT.
Se identifica la o-dlgebra ) de Y con la sub-o-algebra invariante 7—1()) de X.
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Relacién entre s.d.t. y s.d.a.

En esta memoria el objeto de estudio son los sistemas dinamicos topoldégicos. Sin
embargo, los sistemas dinamicos abstractos aparecen como una herramienta importante
en su estudio, por lo cual mostramos resultados clasicos que relacionan tales conceptos.

Sea (X,T) un s.d.t. y consideremos la o-algebra de Borel B(X) generada por los
abiertos de X. Denotemos por M(X) el conjunto de medidas de probabilidad definidas
sobre B(X) y M(X,T) ={p € M(X) : Ty = pu} el conjunto de medidas invariantes para
T'. Los siguientes teoremas clasicos ligan los s.d.t. con los s.d.a.

Teorema 2.9 (Krylov-Bogolioubov). Sea (X,T) un s.d.t. Luego M(X,T) es no vacio.
Se tienen ademads las siguientes propiedades de M(X,T):

Teorema 2.10. Sea (X,T) un s.d.t., luego
1. M(X,T) es un subconjunto compacto de M(X).
2. M(X,T) es convezo.

3. € M(X,T) es un punto extremo de M(X,T) si y solamente si (X,u,T) es un
s.d.a. ergodico. En este caso, decimos que | es una medida ergodica.

4. St p,v e M(X,T) son dos médidas ergodicas, entonces p=v o L v.

Asi, si (X, T) es un s.d.t., siempre existe una medida invariante p (o ergddica) que
permite estudiarlo como un s.d.a.

2.2. Nocién de cubo y cubos dinamicos

2.2.1. Cubos

En esta seccién desarrollamos la nocién de cubo, introducida en [27], la cual ha sido de
gran utilidad en desarrollos recientes en Dinamica Topoldgica y Teoria Ergddica, siendo
la base de un importante Teorema de Estructura demostrado en [27] que mencionamos al
final de la Seccién 2.4.

Sea X un conjunto y d € N. Escribimos [d] = {1,...,d}. Vemos el hipercubo {0, 1}¢
de dos maneras, como una secuencia € = €; ... €4 de ceros y unos o como un subconjunto
de [d]. Un subconjunto € corresponde a la secuencia ¢; ...e5 € {0,1}¢ tal que ¢; = 1 si y
solamente si ¢ € €. Por ejemplo 0 = 0...0 corresponde al conjunto vacio.

Sin=(ny,...,nq) € Z%y e C [d], definimos

d
n-e— E €n; — E n;.
i=1

€€

Denotamos X4 = X2*. Un punto x € X puede ser escrito de dos maneras equiva-
lentes, dependiendo del contexto,

x = (2. : €€ {0,1})) = (x.: € C [d]).

9
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Como ejemplos, los puntos en X2 se escriben como

(T00, T10, To1, T11) = ($¢,${1},I{2},${1,2}),

y puntos en X son de la forma

(90000, L1005 L0105 £110, L0015 101, %11,%111) = (f(z), L1}, T{2}, T{1,2}, ${3}7${1,3}7${2,3}7${1,2,3})-

Dado = € X, escribimos 7l¥ = (z,...,7) € X4, La diagonal de X@ es Ald = {zld : €
X}

Un punto x € X puede ser descompuesto como x = (x/,x") con x/,x" € X1
donde x’ = (2 : € € {0,1}971) y X" = (24 : € € {0,1}¢71). También podemos aislar la
primera coordenada, escribiendo un punto x € X% como x = (z¢, z,), donde z, = (z. :
e C[d\{0}) e X" .= x2'-1,

Identificando {0,1}¢ con los vértices del cubo unitario euclideano, una isometria eu-
clideana del cubo permuta los vértices del cubo y por lo tanto las coordenadas de x € X4
Estas permutaciones se denominan permutaciones euclideanas de X4, Como ejemplos de
permutaciones euclideanas podemos mencionar:

» Permutaciones de digitos: son las permutaciones de {0, 1}¢ inducidas por permuta-
ciones de [d].

» Simetrias: son las permutaciones de {0, 1}¢ que se forman al reemplazar ¢; por 1 —¢;
para algin i € [d].

Por ejemplo,

(00,10,01,11) — (00,01, 10,11)
(00,10,01,11) — (10,00, 11, 01)

corresponden a una permutacion de las coordenadas y a una simetria en la primera posi-
cién. Las permutaciones euclideanas son formadas por composiciones de permutaciones y
simetrias.

2.2.2. Cubos dinamicos

En esta seccion mostramos como formar cubos utilizando la dindamica de un sistema
dindmico topolégico. Esta construccion, como veremos mas adelante, puede decir muchas
propiedades del sistema dindmico mismo.

Sea (X, T) un sistema dindmico topolégico y d € N. Definimos Q¥(X) como la cerra-
dura en X de elementos de la forma:

(T™(x) : € = (eq,...,€q) € {0,1}%)

donde n = (ny,...,ny) € Z* y x € X. Cuando no haya ambiguedad escribiremos Q! (X)
simplemente como Q. Un elemento en Q¥(X) se llamard un cubo o paralelepipedo
dindmico. Observemos algunas propiedades bésicas de Q4 (X):

10
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1. 2 € QU(X) para todo z € X;

2. Q(X) es invariante bajo permutaciones euclideanas;
3. Si x € Q(X), entonces (x,x) € QU+ (X).

Para clarificar:

= Q(X) es la clausura en XM = X2 del conjunto {(z,T"(z)) : * € X,n € Z}. Si
(X,T) es minimal, QM(X) = X x X.

» QP(X) es la clausura en X = X* del conjunto

{(x, T2, T"x, T"""z) : x € X,n,m € Z}.

= QP(X) es la clausura en X = X*® del conjunto

{(x, T2, T"x, T "™, TPx, TP g, TP "y, TP x) € X, n,m,p € Z}.

Si7: X — Y es un factor entre los s.d.t., (X,T) e (Y,T) entonces 7l4(Q(X)) =
Q(Y) donde 7l = 7 x 7--- x 7 (2¢ veces).

Definimos a continuacién transformaciones de QI%(X) en si mismo, definidas a partir
de la transformacién 7 en X, que determinan una dindmica en Q¥ (X).

Definicién 2.11 (Transformaciones de fase). Sea (X,7) un s.d.t. y d € N. Definimos la
transformacién diagonal como T : X4 — X4 donde

(T9x%), = Tz,

para X = (Tc)eefo1)4 -
Por ejemplo, en Xp]? Tm(%m%oﬁm&n) = (Txoo, Tx10, To1, TT11).
Para cada j € [d] definimos la transformacién de fase T}d] : X4 — X1 como

T»[d}x _ (T'j[d]X)6 =Tx. sij€ce
J T-[Ul]x)€ = T, sijée
J
Si se piensa en las coordenadas de x como los vértices de un cubo, estas transformaciones
corresponden a iterar la transformacion en una sola cara. Por ejemplo, con k = 3, en la
figura se muestran las transformaciones de fase asociadas. Cada una cambia los valores
indexados por los simbolos pintados en azul:

11



Zoo1 T110 2001 Z110
/ J/ Tf 7 /
T101 111 T(x101) + T(z111)
Z000 Zo10 Z000 2010
A Y
100 —— T110 T(x100) - T'(2110)
Zoo1 T110 Tool — (13110)

/ /
Z101 T111
Z000 + Zo10
/ /

100 —— 110 Z100 — T'(x110)
Toot Z110 (Ioo ) =T (z110)

/ / Tl 4

2101 111 (x101> ‘k ( )

Zooo + To10
/ /

Z100 T110 Z100

Figura 2.1: Transformaciones de fase en X[

El grupo de fase de dimensién d es el grupo F4(X) de transformaciones en X
generadas por las transformaciones de fase. El grupo paralelepipedo de dimensién d es el
grupo G(X) generado por la transformacién diagonal y por las transformaciones de fase.
Similar a la notacién usada en X% un elemento S € F4(X) (o en G4 (X)) serd escrito

| S—(S.:ec{0,1}) = (S.:eC[d}).

En particular,

F(X)={S € G(X): Sy = Id}.
Notamos que el grupo Gl satisface propiedades andlogas a Q¥:
1. Tl ¢ gld
2. Gl es invariante bajo permutaciones euclideanas;

3. Si S € Gl entonces (S, 9) € Glatl,

2.3. Propiedades basicas de Grupos de Lie

En esta memoria aparecera como objeto de estudio el concepto de grupo de Lie, lo
cual hace necesario mostrar las nociones basicas sobre Grupos de Lie que se discutiran a
lo largo de este texto. Dedicaremos esta seccion a tal propdsito, sin ambicién de entrar en
mayores detalles. Una referencia general a este tema es [21].
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Un grupo de Lie G o (G, -) es un grupo (en el sentido abstracto) que ademds es una
variedad diferenciable, donde las operaciones son compatibles con la diferenciabilidad, es

decir:

(g,h) = g-h:=gh
g—g"

son funciones diferenciables de G x G — Gy de G — G respectivamente.

Ejemplos:

1.

2.

(R™,+) es un grupo de Lie.

Sea GL, = {A € M,x»(R) : A es invertible } el grupo lineal general. Es una variedad
n2-dimensional, y con la multiplicacién usual de matrices resulta ser un grupo de
Lie. Consta de dos componentes conexas, GLT = {A € M,,x,(R) : det(A) > 0} y
GL, ={A € M,xn(R) : det(A) < 0}.

Sea O(n) = {A € M,x,(R) : ATA = Id}, con la multiplicacién usual de matrices.
Es un grupo de Lie que se denomina grupo ortogonal y consta de dos componentes

conexas, O(n)" = {A € O(n) : det(A) =1} y O(n)” = {A € O(n) : det(A) = —1}.

. Sea SO(n) = O(n)" = {A € O(n) : det(A) = 1} con la multiplicacién usual de

matrices. Resulta ser un grupo de Lie conexo y se le denomina el grupo especial
ortogonal.

1 =z
Sea G = 0 1 cx,y,2 € R 3 con la multiplicaciéon usual de matrices. Es
0 0

[l SR

un grupo de Lie conexo y se denomina el grupo de Heisenberyg.
Sea

(
1 ry T2 ... Tp z

H — .. . : : IZL’l,...,l‘mylw‘wymZER

0 1 Yn

\ /

con la multiplicacién de matrices. Es un grupo de Lie y es la generalizacién mas
simple del grupo de Heisenberg.

7. Sea

1 a2 ... Q1n
1 as3 ... QAo

U, = ta; €ERsig—e2>1

0 1 Ap—1,n

13
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con la multiplicacién usual de matrices. Es un grupo de Lie y lo llamaremos el grupo
de Heisenberg de orden n.

8. Sea G = R xR xS ={(z,y,2) : x € Ry € R,z € C,|z| = 1} y definamos la
operacion
(T1,91, 21) * (T2, Y2, 22) = (21 + T2, Y1 + Yo, €721 22)
Se puede probar que G es un grupo de Lie y que no es isomorfo (como grupo) a
ningun grupo matricial.

2.3.1. Campos vectoriales y el Algebra de Lie

Los siguientes conceptos y resultados geométricos son clasicos, para una referencia ver
21], [22].

Sea GG un grupo de Lie de dimensiéon m. Un campo vectorial es una funciéon X que a
cada g € G le asocia X, € T,(G) donde T,(G) es el espacio tangente a G en g. Usando
un sistema de coordenadas, podemos expresar el campo vectorial como

X,(f) = (Z ak<g>§—;>

k=1

para cada f € C(G).

g

Podemos definir una funcién C*(G) — C*(G), que llamaremos también X, escribi-
endo X(f)(g9) = X,(f). A X definido de esta forma lo llamaremos también un campo
vectorial. Para X e Y campos vectoriales (como funciones de C*°(G) en si mismo) defini-
mos [X,Y] = XoY —Y oX. Con esta operacién, los campos vectoriales forman un algebra
de Lie de dimension infinita.

Sea g € G un elemento fijo y definamos la aplicacién L, : G — G por L,(h) = gh.
Como la multiplicacién es suave en G x G, L4 resulta ser diferenciable. Denotemos por
D(Ly) el diferencial de L,. Luego D(Ly)(h) : Th(G) — Tr,1)(G) = Tyn(G) es un funcional
lineal. Un campo vectorial se dice invariante por la izquierda si

D(L,)(h)(Xy) = Xy para cualquier g, h € G

Sea T.(G) el espacio tangente a G en la identidad e y sea v € T,(G). Definamos el campo
vectorial X colocando X = D(L,)(e)(v). Este es el tinico campo vectorial que satisface
X! = v. Se tiene que el espacio de campos vectoriales invariantes por la izquierda es un
espacio vectorial de la misma dimensién que G y es isomorfo como espacio vectorial a T} (e)
via evaluacién en la identidad. Este isomorfismo permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 2.12 (Algebra de Lie). Sea G un grupo de Lie. El élgebra de Lie g de G es
el espacio tangente a G en la identidad e, dotado de la operacion definida por

[v,w] = [ X", X”](e).

Sea GG un grupo de Lie simplemente conexo y g = T.(G) el dlgebra de Lie. Se define el
mapeo exponencial exp : g — G como exp(v) = y(1) donde 7 es la tnica curvay: R — G

14
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tal que fl—ﬂt:o = v. Sea G° la componente conexa de la identidad. Si G es simplemente
conexo, GV es exponencial, es decir el mapeo exponencial entre g y G° es un difeomorfismo.
Luego, si G es conexo y simplemente conexo exp : g — G es un difeomorfismo.

Sean G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo y sean a = exp(X), b = exp(Y)
donde a,b € Gy X,Y € g. En este caso ab = exp(Z) para algin Z € g. La pregunta
natural es la relacién entre Z, X e Y. Esto lo responde la formula de Baker-Campbell-
Hausdorft.

Teorema 2.13. Sea G un grupo de Lie simplemente conezo, sean X,Y € g y sea Z € g
tal que exp(Z) = exp(X) exp(Y'). Entonces, se tiene la siguiente formula

(= i i+ si)!
7 = = mesl . XT"YS”
nz>0 n Ti;PO rlsle-rpls,! [ )
1<i<n

donde

(XY XTYer] = (XXX, [y Y])L ]
T1 S1 Tn Sn

Los primeros términos de la serie vienen dados por X +V + 1[X, Y]+ &£ [X, [X, Y]] —

Si G es abeliano se tiene exp(X)exp(Y) = exp(X + V).

2.4. Nilvariedades y nilsistemas

En esta seccion definimos las nilvariedades y nilsistemas, que seran los sistemas dinami-
cos de nuestro interés en esta memoria.

Sea G un grupo y [-,-] el conmutador asociado, es decir [a,b] = a~'b~'ab en cada
a,b € G. Dados subgrupos A, B C G, escribimos [A, B] para denotar al subgrupo generado
por {[a,b] : a € A,b € B}. Se definen inductivamente los subgrupos conmutadores G;
como:

GOZG
Gin=1[G,Gy] j=0

Definicién 2.14. Decimos que G es un grupo nilpotente de orden d si G4 es el subgrupo
trivial.

Ejemplos:

El grupo nilpotente de orden 0 es el grupo trivial.

Un grupo es nilpotente de orden 1 si y solamente si es abeliano.

El grupo de Heisenberg definido en la Seccion 2.3 es nilpotente de orden 2.

Los grupos H,, definidos en la Seccion 2.3 son nilpotentes de orden 2.

15
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= Los grupos de Heisenberg U,, definidos en la Secciéon 2.3 son nilpotentes de orden
n— 1.

Definicién 2.15. Dado un grupo de Lie G nilpotente de orden d y I un subgrupo discreto
cocompacto de G (es decir, numerable y tal que G/T" es compacto), decimos que X = G /T’
es una nilvariedad de orden d. Los elementos de X se anotan como hl' donde h € G.

En X consideramos la accién T' dada por la traslacién por la izquierda por un elemento
g € G fijo, es decir T'(hI') = ghl'. El sistema (X,7T) resulta ser un s.d.t. Sea p la medida
de Haar de (X, T) (aquella invariante por rotaciones en el grupo). Esta es la tinica medida
de probabilidad invariante bajo T'. Notamos que (X, u, T') resulta ser un s.d.a. y tanto al
s.d.t. (X, T) como al s.d.a. (X, u, T') los llamaremos nilsistemas de orden d o d-nilsistemas.

Ejemplos:
= La rotacion R, : ©* — = + « en un grupo abeliano compacto es un nilsistema de
orden 1.
= Sea
1 2z vy 1 m k
G = 01 z | :z,yeR,z€Z I'= 0 1 n |:nmkéeZ
0 01 0 0 1
Es f4cil ver que podemos identificar T? con G/T asociando a (z,y) € T? el elemento
1 0y
01 x |T.
0 01
110
Consideremos la accion T dada por la multiplicacién por g=| 0 1 « | y note-
0 0 1
mos que
110 1 0y 11 z+y 1 0 z+vy
0 1 « 01 2 |I'=| 01 2z+a |I'=[0124+a |T
0 01 0 01 0 0 1 0 0 1

El sistema (G/I",T") es un nilsistema de orden 2 y se conoce como el toro torcido.

» Fl sistema de Heisenberg de orden n, dado por (U, /T',,T) donde

( )

1 a2 ... ... A1
1 asg ... oy
U, = ta; €ERsig—e>15
0 I an—1pn
\ 1 J

16
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;

1 myp ... ... Min
1 mog ... Moy,
r, = cmyy €lsiy—i>1
0 1 my—1n
1

\ Vs

y T es la multiplicacién por un elemento g € U, es un nilsistema de orden n — 1.

En lo que sigue mencionaremos algunas propiedades topoldgicas y medibles de los nilsis-
temas.

Teorema 2.16 ([2]). Si (G/I',T) es un nilsistema, entonces es distal. Es decir, para cada
x,y € X se tiene
inf d(T"z,T"y) > 0

neL

Se observa una conexion estrecha entre la teorfa medible y topoldgica de nilsistemas (lo
que se conoce como rigidez). Un teorema importante que exhibe este hecho es el siguiente:

Teorema 2.17 ([34]). Sea (X = G/T',T) un nilsistema y p su medida de Haar. Entonces
las siguientes propiedades son equivalentes:

1. (X,T) es transitivo.

2. (X,T) es minimal.

3. (X, T) es unicamente ergodico.
4. (X,p

T) es ergddico.

Sea (X = G/I',u,T) un nilsistema de orden d, donde T'(hI') = ghl'. Definimos
(G/T)wy = G/[G,GIl' y m : G/ — G/|G,G|I' la proyeccién canodnica. Se tiene que
G/|G,G]I es isomorfo a R™« /Z™« donde mg, = dim(G) —dim([G, G]). Sea T la rotacién
inducida en (G/T')4, por 7(g). Decimos que ((G/I)ap, T) es la abelianizacién del nilsistema
(G/T', T). La importancia de la abelianizacién de un nilsistema viene dada por el siguiente
criterio de ergodicidad.

Teorema 2.18 ([2]). Sea (G/T',u,T) un nilsistema donde T es la traslacion por g €
G y sea (G/|G,G|T,T) su abelianizacién. Supongamos que G estd generado por G°, la
componente conexa de la identidad, y por el elemento g € G. Luego (G/T, u, T') es ergddico
si y solamente si la rotacion ((G/T), T) es ergddica.

Ejemplo:
En el grupo de Heisenberg clasico
1 z =z 1 n k
G= 01y |:zyyzeR} yI'= 01 m |:nmkeZ
0 01 0 0 1
Es facil ver que
1 0 2
G,G]| = 010 zeR
0 01
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y por lo tanto

1 n =z
G,G|I' = 01 m|:2zeR nmeZ
0 0 1
1 = 0
Luego G/[|G,G|T 0 1 y |:x,yel0,1)p.Siconsideramos en G/T la traslacion
0 0 1
1 a c ~
dada por g = | 0 1 b |, vemos que (G/[G,G|I,T) es isomorfo a (T? T) donde
0 01
T(z,y) = (x + a,y + b). Esta transformacién es ergédica en T2 si y solamente si {1,a, b}

son linealmente independientes sobre Q. Como G es conexo (es homeomorfo a R?), con-
cluimos que la traslacién dada por g en G/I" es ergddica si y solamente si {1, a, b} son Li.
sobre Q.

Similarmente, en el grupo de Heisenberg U,, de orden n, se puede ver que la ergodici-
dad depende de la independencia lineal sobre Q de la superdiagonal.

El caso no ergddico en general se puede ignorar en las aplicaciones, gracias al siguiente
teorema.

Teorema 2.19 ([33]). Sea (G/T', 1, T) un nilsistema donde T es la traslacion por g € G.
Sea g € G/T' y consideremos Y = orb(xg) = {T™xq : n € Z}. Luego, existe un subgrupo
G' CG tal que g€ G, IV =TNG" es cocompacto en G' yY = G'/T". Como (Y,T|y) es
transitivo, resulta ser minimal y ergodico.

En el desarrollo de la teoria de nilsistemas son relevantes los limites inversos de éstos.
La principal razén es que los limites inversos de nilsistemas no son nilsistemas, salvo si
todos los grupos son abelianos.

Definicién 2.20 (Limites inversos secuenciales).

Caso topologico:

Sean {(X;,T;)}ien sistemas dindmicos topoldgicos donde cada X; tiene una métrica d;
y diam(X;) < 1. Supongamos que existen factores m; : X;1; — X; . El limite inverso de
estos sistemas se define como el conjunto
X = {(@i)ien : mi(viq1) = T3}
el cual resulta ser un subconjunto cerrado (y por lo tanto compacto) de [[ X; y el cual

ieN
puede ser dotado de la métrica

di(s, ;)
d = —_—,
(7,9) Z 5
ieN
Las transformaciones (7});eny inducen en X la transformacién 7" = [] 7;. Anotamos
ieN
(X,T) = lim(X,, T)).
—
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Caso medible:

Sean {(X;, X;, i, T;) hien s.d.a. y supongamos que existen factores medibles m; : X; 11 —
X;. Sea X el conjunto
X = {(z)ien : mi(Tit1) = 4}

Sea p; la proyeccién de X en X, es decir p;((z;)jen) = ;. A X lo dotamos de la o-dlgebra

X generada por p; '(X;) donde i € Ny con la medida x definida en el algebra |J p;*(X;)
neN

como u(p; 1 (B)) = pi(B) para B € X;, i € N. Si T = [[ T;, el limite inverso de los s.d.a.
ieN

(X, Xy i, T;) es (X, X, u, T) y lo anotamos (X, X, u, T) = lim(X;, X;, ps, ;).
—

Muchas propiedades dindmicas pasan hacia el limite inverso, como minimalidad, dis-
talidad y tunica ergodicidad.

El siguiente teorema permite caracterizar los limites inversos de nilsistemas usando la
nocion de cubo dinamico.

Teorema 2.21 (Teorema de Estructura (Host-Kra-Maass)). Sea (X,T) un sistema tran-
sitivo y d > 2 un entero. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Six,y € Q¥ (X) tienen 2¢ — 1 coordenadas en comiin, entonces x =y.
2. Six,y € X son tales que (z,y,...,y) € QU(X), entonces x = y.
3. X es un limite inverso de nilsistemas de orden d — 1.

Un sistema satisfaciendo la hipotesis del teorema anterior se dice un sistema de orden
(d—1).

2.5. Las relaciones de proximalidad regional

En esta seccién se muestran generalizaciones de la relacién RP definida anteriormente
en la subseccién 2.1.3. Similarmente a como RP define el factor equicontinuo maximal,
estas relaciones definen los nilfactores topoldgicos maximales que definimos a continuacién.

Definicién 2.22. Sea (X, T) uns.d.t. y d € N. Decimos que un factor (Y, T") es el nilfactor
de orden d maximal si (Y,T) es un sistema de orden d, es factor de (X, T) y si cada vez
que existe (Z,T) sistema de orden d que es factor de (X,T), (Z,T) también es factor
de (Y,T). En caso de existir tal (Y,T') lo escribimos como (Z4,T) y se tiene el siguiente
diagrama conmutativo.

(X,T)

) e

(24,T) 77— (2, T)

TZg,Z

La siguiente definicién permite construir tales factores en cualquier sistema dinamico
topoldgico minimal.
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Definicién 2.23. Sea (X,T) un s.d.t y d € N. Decimos que los puntos z,y € X son
regionalmente proximales de orden d si para cualquier § > 0, existen z/,y € X y un
vector n = (nq,...,ng) € Z4 tales que d(z,2') < 8, d(y,y') <dy

d(T™2', T™%') < § Vee {0,1}%\{0,...,0}

d
donde n - e =" n;e;.

i=1

Denotamos por RP!® (X) el conjunto de los pares regionalmente proximales de orden
d. Si el contexto es claro, escribiremos RP“ en lugar de RP™(X).

Observamos que RP [ = RP vy que para cada d € N, RP“" € RP!. Notamos
también que P C RP para todo d € N. Damos acd una demostracién alternativa a la
dada en [38], en la que usaremos la estructura de cubos. Citamos para ello el siguiente
resultado de [27].

Teorema 2.24. Sea (X, T) un sistema. Luego si eziste a € X tal que (z,a,y,a) € QU+
entonces (z,y) € RPY.

Veamos entonces que P C RPl-1 para cada d > 2. Sean (z,y) € Py d > 2. En
virtud del Teorema 2.6 tomemos u idempotente del semigrupo envolvente E(X,T') tal que

y = ux. Consideramos las transformaciones de fase u[ ], J € [d] asociadas a u

oy _ .
o (x) = (uf X)e - U, Sl] €e
(uj'x)e =z sijée

Observamos que como Q¥ es cerrado, se tiene u ( ) € Q¥ si x € QI para todo j € [d].
Notamos que

[d]( ooox) = (x,. .z, ux) = (2,2, y) € QY

d
u&]l(x XYy y) = (T, U, U Y, YUY, ., UY)
:($7"'7$’ y?"'7y7 y?"'7y7 y""7y)

Y facilmente deducimos que
d d d d
u[l] ou[Q] ---ou[l](x[d]) = (x,y,...,y) S QH

y por lo tanto (z,y) € RP-1,
Luego,
PC...C RPUICRPY C...C RPZ C RPU = RP.

En [38], generalizando los resultados de [27], se demuestra:

Teorema 2.25. Sea (X,T) un sistema minimal y d € N. Luego:

1. (z,y) € RPY siy solamente si (x,y, ...,y) € QY siy solamente si (x,y,...,y) €
FT] (gld+1)



2. RPY es una relacién de equivalencia;

3. (X,T) es un sistema de orden d si y solamente si RP¥(X) = Ay.

Teorema 2.26. Sea 7 : (X, T) — (Y,T) un factor y d € N. Luego
1. (= x m)(RPY(X)) C RPY(Y).
2. Si (X,T) es minimal, (7 x 7)(RPY(X)) = RPY(Y).

3. Si (X, T) es minimal, (Y,T) es un sistema de orden d si y solamente si RP (X)) C
R, ={(z,2") € X x X : w(x) = n(a)}.

En particular (X/ RPM, T) es el nilfactor maximal de orden d y obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

(X,T)

Teq
™D
Td+1 Tq

(Xp, T) == —(Za11(X), T) — (Za(X), T) —= - —= (L1(X), T) = (X, T)

Pd+1
v/

p1

donde Xp y X, son los factores distal y equicontinuo maximal respectivamente. Estos
nilfactores aparecen entre los factores distal y maximal respectivamente, en los cuales
desde Furstenberg se habia notado una relacién muy estrecha. La apariciéon de estos sis-
temas intermedios es novedosa y tienen importancia en Dindmica Topoldgica. Mas atin,
tienen una importancia trascendental desde el punto de vista medible que mostramos en
la seccién siguiente y que motivaron su desarrollo topoldgico.

2.6. Nilfactores medibles, medidas y seminormas HK

En esta seccién exponemos brevemente la teoria de nilsistemas desarrollada por Host
y Kra en el contexto medible, la cual logré resolver la convergencia de algunas medias
ergddicas no convencionales.

Sea (X, i, T') un s.d.a. ergédico y d € N. Con el objetivo de probar la convergencia en
L?(p) de expresiones de la forma

N-1
1
¥ 2 h(T D) L(T*7) . fuT"2) (2.1)
n=0
donde fi,..., fqs € L™(u), Host y Kra en [25] demuestran que es necesario y suficiente

probar la existencia de tal expresiéon en un nilsistema de orden d, usando el concepto de
factor caracteristico introducido por Furstenberg y Weiss en [12].



2.6. Nilfactores medibles, medidas y seminormas HK Capitulo 2

Definicién 2.27. Sea 7w : (X, X, u,T) — (Y,Y,v,T) un factor medible. Sean d € N y
fiy-ooy fa € L*(u). Decimos que (Y, v, T) es un factor caracteristico para los promedios

—Z F(Tx) fo(T? ) ... fa(T )

si cada vez que E(f;]))) = 0 para algin i € {1,...,d}, se tiene que el limite cuando
N — oo de

N-1
% > A(T") (T ) . fa(T)
n=0

existe en L?(u) y es igual a 0.

Esta propiedad implica que

N-1 d 1N1d
lezo( L1 =5 2 HTEthr) >=0

n=0 i=1 n=0 i=1

en L?(u) y por lo tanto para probar la convergencia de expresiones de la forma (2.1) es
suficiente probar tal convergencia en un factor caracteristico.

2.6.1. Construccion de factores caracteristicos

En esta seccién mencionamos sin entrar en detalles la construccién de factores carac-
teristicos para los promedios (2.1).

Sea (X, ut, T) un sistema ergédico. En [25], capitulo 3, se define las medida z¥ en X1
y la seminorma HK en L*(u) las cuales exponemos a continuacién.

Medidas ;!4

Escribiremos C'z = % la conjugacién compleja en C y para € = (ey,...,¢4) € {0,1}4
denotamos |e| = ¢ + - - - + €4. Definimos la medidas pl¥ inductivamente.

Sea pl = pen X% = X. Como es usual, un punto x € X% se escribe como x =

(x',x") con x',x" € X! Supongamos que hemos definido p¥~" en X1 entonces

definimos pl en X% como el producto independiente de 4~ consigo mismo sobre Z14-1,
la o-algebra de los invariantes de (X141, yld=1 Tl Es decir, si F,G son funciones
acotadas en X141 entonces

/F(X)G( )dﬂ[d]( ) = / E(F|I[d71])(y)'E(G|I[d*”)(y)du[d*”(y)

X Xd-1]

Notemos con ello que,

[T creian= [ BC ] € )z i) i iy = 0

x4 €€{0,1}4 xld—1] n€{0,1}d-1
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2.6. Nilfactores medibles, medidas y seminormas HK Capitulo 2

y se define la cantidad
1
sl = ([ TT CMraadny=
xd] 66{0,1}d
Se prueba que |||, es una seminorma en L>(u) y se denomina la seminorma HK.

Definicién 2.28. Sea d € N. Definimos Z;_; como el conjunto
{B e B: existe A C X4 = X~ tal que 14(z.) = 15(z) para pl¥-c.s z = (24, 2,) € X9}

Se prueba que ésta es una sub-o-dlgebra T-invariante y por lo tanto define un factor
medible de (X, u, T).

Lema 2.29. Sea (X, u,T) un s.d.a. y f € L>(u). Luego
E(f|Z4-1) = 0 st y solamente si |||f|||, =0

Se concluye del lema que Z,_; es factor de Z;. Mas aun, se tiene el siguiente Teorema
de Estructura:

Teorema 2.30 (Teorema de Estructura de Host-Kra). Sea (X, u, T) un s.d.a. ergddico.
Entonces Z4 es un limite inverso (medible) de nilsistemas ergodicos de orden (d — 1).

La importancia de este factor viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 2.31 ([25]). Sea (X, p, T) un s.d.a. ergédico y fi,..., fa € L>°(n). Luego Z4(X)
es un factor caracteristico para los promedios

=

1

N : f1 (Tnl')fQ(TZnLU) . fd(Tan)

I
o

Sea (X, p,T) un s.d.a. y d € N. Decimos que (X,T) es un sistema de orden d en el
sentido medible si Z;(X) = X. Al igual que en el caso topoldgico, el factor Z;(X) define
el factor de orden d medible maximal, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.32 ([25]).
1. Un factor de un sistema de orden d es un sistema de orden d.

2. Sea m: X = Y un factor medible entre los s.d.a. (X,u,T) y (Y,v,T). Si (Y,v,T)
es un sistema de orden d (en el sentido medible), entonces es un factor medible de

Z4(X).

3. Un limite inverso (en el sentido medible) de sistemas de orden d es un sistema de
orden d.

Se deduce que si (X,T) es un s.d.t. y p es una medida tal que (X, u,T) es un s.d.a.,
entonces existe un factor medible entre Z;(X) y Z4(X).
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2.6. Nilfactores medibles, medidas y seminormas HK Capitulo 2

Resultados de convergencia

Ademads de probar la convergencia de los Teoremas Ergédicos no Convencionales, en
[25] se prueban resultados de convergencia promediando en parelelepipedos, los cuales
permiten definir funciones duales que han servido en el desarrollo de la teoria topoldgica
de los nilsistemas.

Teorema 2.33 ([25]). Sean f., e € {0,1}¢ 29 —1 funciones en L>®(u). Luego los prome-

dios
Hd Z I[ for®

- ha=0 c{0,1}4

convergen en L*(u) cuando H — oo.
Denotando F el limite de los promedios anteriores, se tiene que para toda g € L?(ju)

/ o) F()du(z) = / (xo) T £ (k)i (x).

X xld) <

Considerando f. = Cllf, con f € L>®(u), se obtiene,

Corolario 2.34.
d eh
Hd Z [[ cvrr
+,ha=0¢e€{0,1}¢

converge en L*(p1) cuando H — oc.

Este limite se anota D;f y se denomina la funciéon dual de f. Se prueba ademas que

el corolario anterior vale también tomando f € L2’ (i), con convergencia en L2d () y

que la funcién
od

Dy L () = L7 ()

que a f le asocia su dual, es continua.

En [26] se muestran las propiedades de la medida p¥ v las seminormas HK, cuando
(X =G/, 1, T) es un nilsistema de orden (d — 1). Para ello, se usa el siguiente teorema:

Teorema 2.35 ([26]).

1. La medida p¥ es la medida de Haar de una subvariedad X; de X'¥. Las transfor-

maciones de fase T4 y Tj[d}, 1 <i<d, actian en X4 de manera ergédica (y por lo

tanto de manera unicamente ergddica y minimal).

2. Sea Xy, la imagen de X4 bajo la proyeccion x — x, desde X% q X" Entonces
existe una funcion suave ® : Xy, — Xy tal que

Xg={(P(x:), %) : X € X}

3. Illl; es una norma en C(X).
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4. Para cadax € X, sea Wy, = {x € X4:x9 = x}. Luego Wy, es unicamente ergddico
bajo las transformaciones T}d], 1< <d.

5. Para cada x € X, sea p, la medida invariante de Wy ,. Luego, six € X y g € G,
entonces pg, (la medida invariante de Wy g,) es la imagen de p, bajo la traslacion

por g = (9,9, -+, g).

A partir de este resultado, se prueban mejores convergencias que las establecidas en el
Teorema 2.33.

Proposicién 2.36 ([26]). Sean f., e € {0,1}¢, 2% —1 funciones continuas en X. Luego
los promedios

% Z_ H fe(Te'hx)—>/ H Je(ze)dp,(x)

hi,,hg=0ec{0,1}¢ ec{0,1}4
cuando H — oo. Mas aiun, la convergencia es uniforme en x € X.
Corolario 2.37 ([26]). Si f € C(X), entonces
pih)= [ TI e rwdnx
ec{0,1}¢
y como es el limite uniforme de

H-1

% > I ¢t

ha, ha=0 e€{0,1}
Dyf resulta ser una funcion continua.

Ademés se prueba que Dy : C(X) — C(X) se puede extender a Dy : L~ () —
C(X). Del Teorema 2.33 se deduce:

Proposicién 2.38 ([27]). Sea (X,T) un sistema topoldgico minimal y p una medida
invariante ergddica definida en X. Luego, la medida pl¥ estd concentrada en el conjunto

Q.
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Capitulo 3

Complejidad topoldgica de
nilsistemas

Como discutimos en el Capitulo 1, se han desarrollado en la teoria variadas maneras
de clasificar los sistemas dindamicos topoldgicos transitivos. En este Capitulo discutiremos
la clasificacién de sistemas dinamicos utilizando la funciéon de complejidad introducida
por F.Blanchard, B.Host y A.Maass en [4]. En particular, discutiremos la relacién entre
complejidad topoldgica de nilsistemas y polinomialidad. Concluiremos que cada nilsistema
tiene complejidad polinomial en cada cubrimiento abierto, donde el grado de la cota
polinomial es constante. Asimismo, planteamos preguntas reciprocas que iremos revelando
en el transcurso del capitulo.

3.1. Complejidad en un sistema dinamico topolégico

Entregamos a continuacion las definiciones bésicas ligadas al concepto de complejidad
asi como también algunos de los resultados importantes obtenidos en [4] utilizando esta
idea.

Definicién 3.1. Sea (X, T') un sistema dindmico topolégico. Un cubrimiento U = (U;);er

es una coleccién de subconjuntos de X que satisfacen | J U; = X. Cuando I es finito, dire-
i€l

mos que el cubrimiento es finito y lo anotaremos como U = (Uy, . .., Uy,,). Un cubrimiento

U = (U,);er se dird abierto si U; es un conjunto abierto para cada i € I.

Dados dos cubrimientos & y V definimos su refinamiento U V'V como el cubrimiento

formado por los conjuntos no vacios de la forma UNV donde U € U y V' € V. Similarmente

sily,...,U, son n cubrimientos de X, entonces \/ U; := U, V ...V U, es la coleccion de
i=1

conjuntos no vacios de la forma U; N---NU, con U; € Y; para i € {1,...,n}. Notamos
que el refinamiento de un conjunto de cubrimientos abiertos y finitos es un cubrimiento
abierto y finito.

Sean U y V dos cubrimientos de X. Decimos que U es més fino que V (V < U) si para
cada U € U, existe V € V tal que U C V.

Sea U un cubrimiento abierto de X. Para i € N definimos T~*(/) como el cubrimiento

abierto formado por los conjuntos de la forma T—*(U) con U € U. Se tiene que si ¥V < U
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3.1. Complejidad en un sistema dinamico topoldgico Capitulo 3

entonces T~*V < T~ para cada i € N. Denotaremos por

n—1
Uy =\ T U =uUvT U V.. VT W)
=0

Sea U = (Uy,...,Uy) un cubrimiento abierto finito. Denotemos por
M
r(U) =min{M >0:3A;,..., Ay € U tal queUAi =X}
i=1

es decir, el cardinal minimo entre los subrecubrimientos de .
La funcion de complejidad del cubrimiento U se define como:

cU,n) =rU ") = T(\/ T-U).

Notemos que si V < U, entonces ¢(V,n) < ¢(U,n) para cada n € N,

En [4] se inici6 el estudio de esta cantidad para clasificar sistemas dindmicos. Damos
a continuacion algunas nociones de complejidad introducidas.

Un cubrimiento se dice estandar si estd formado por dos abiertos no densos. Un cu-
brimiento estdndar C = (A, B) separa los puntos z e y si x € int(A°) , y € int(B°).

Un s.d.t. (X,T) se dice dispersador (scattering) si cualquier cubrimiento finito no
por abiertos no densos tiene complejidad no acotada y se dice 2-dispersador si cada
cubrimiento estandar tiene complejidad no acotada. Claramente ser dispersador implica
ser 2-dispersador. Intuitivamente hablando, estas nociones hablan de sistemas con gran
complejidad, en el sentido de la combinatoria de sus érbitas.

Esta nocion de complejidad de alguna manera recupera nociones clasicas de la teoria,
como son la mezcla débil topolégica. Estas nociones se ligan de la siguiente manera (todos
estos resultados fueron demostrados en [4]).

Proposicién 3.2 ([4]). Sea (X,T) un s.d.t. débilmente mezclador. Luego (X,T) es un
s.d.t. dispersador. Reciprocamente, si cada cubrimiento estindar U de (X,T) es tal que
c(U,n) >n+1 para algin n € N, entonces (X, T) es débilmente mezclador.

Proposicién 3.3 ([4]). Si (X,T) es un s.d.t. 2-dispersador, entonces (X, T") es un s.d.t.
2-dispersador y transitivo para cada n € N.

Proposiciéon 3.4 ([4]). Supongamos que x es un punto de equicontinuidad del s.d.t.
(X, T). Luego (X, T) no es débilmente mezclador topoldgicamente si para cualquiery € X,
y # x, hay un cubrimiento estandar U separando x ey con complejidad c(U,n) < n+ 1.

Un teorema importante de caracterizacion de s.d.t. basado en la complejidad es el
siguiente:

Teorema 3.5 ([4]). [Teorema de disyuncion] Para un s.d.t. transitivo (X, T) las siguientes
propiedades son equivalentes:
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1. (X, T) no es dispersador.

2. Eziste un s.d.t. minimal (Y, S) tal que (X XY, T x S) no es transitivo. Si tal sistema
existe, se puede encontrar un homeomorfismo con la misma propiedad.

3. Eziste un s.d.t. minimal (Y, S), un subconjunto propio J de X xY, cerrado T' x S-

invariante y un entero N > 0 tal que |J (Id x S™)J = X x Y. Si tal sistema
0<n<N

(Y, S) existe, hay un subshift minimal con la misma propiedad.

Una consecuencia es que los s.d.t. dispersadores son disjuntos de los s.d.t. minimales
distales.

Finalmente, en [30] se prueba que dispersador y 2-dispersador son equivalentes y se
concluye:

Teorema 3.6. Los s.d.t. 2-dispersadores son disjuntos de los s.d.t. minimales distales.

Otra consideracion sobre la complejidad viene dada por la velocidad con la que pueden
diverger algunos cubrimientos abiertos. Dado un cubrimiento abierto finito podemos en-
contrar distintas escalas de crecimiento de la complejidad. Por ejemplo, podemos encontrar
complejidad acotada, acotada linealmente, polinomialmente o exponencialmente.

El caso de complejidad acotada fue resuelta en [4] con el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Sea (X,T) un sistema dindmico topolégico. Son equivalentes:
1. (X, T) es equicontinuo.
2. (c(U,n))nen es acotada para cualquier cubrimiento finito U.

Luego, un sistema dindmico topolégico minimal con complejidad acotada es equicon-
tinuo y por lo tanto es conjugado a una rotaciéon minimal. Es natural entonces preguntarse
si se puede deducir alguna propiedad andloga en un sistema con complejidad polinomial.

Como vimos en el Capitulo 2, los nilsistemas son factores caracteristicos para los
promedios

N-1
% > AT) (T ) fa(T ).
n=0

El caso d = 1 corresponde al Teorema Ergddico de Von Neumann y en este caso el factor
caracteristico es una rotaciéon en un grupo abeliano compacto (el factor de Kronecker) que
tiene complejidad acotada. En el caso general los factores caracteristicos corresponden a
nilsistemas. Una de las propiedades principales de este tipo de sistemas es que sus orbitas
tienden a separarse de manera polinomial, al menos en los ejemplos basicos. Esto hace
pensar en alguna relacién entre complejidad polinomial y nilsistemas.

Pregunta 3.8. {Cudl es la complejidad en un nilsistema bésico? O més generalmente,
., Cual es la complejidad de limites inversos de nilsistemas?

Pregunta 3.9. ; Se puede caracterizar la complejidad en un nilsistema? ; Qué propiedades
de la complejidad caracterizan un nilsistema?

Estas preguntas motivan este capitulo y se desarrollan en la seccién siguiente.
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3.2. Complejidad topoldégica en nilsistemas

En esta seccion, estudiamos la complejidad topoldgica en la clase de los nilsistemas.
Durante este trabajo, se pudo concluir que si (X, 7’) es un nilsistema entonces tiene com-
plejidad polinomial en cada cubrimiento abierto finito donde el grado del polinomio es
independiente del cubrimiento, dependiendo sélo del grado de nilpotencia y dimension de
la variedad. Para desarrollar esto, se utilizaron las herramientas introducidas por Green
y Tao en [17] para estudiar el comportamiento cuantitativo de érbitas polinomiales en
un nilsistema. En su trabajo, los autores introdujeron una métrica en una nilvariedad
inducida por las bases de Mal’cev y estudiaron el comportamiento de esta métrica bajo
multiplicaciones. Aqui usamos las notaciones y resultados de [17] y [2].

Primero recordemos algunas nociones clasicas introducidas por Dinaburg y Bowen
para definir la entropia de un sistema dinamico topolégico de una forma alternativa.
Estos conceptos ayudaran a desarrollar las preguntas anteriormente planteadas.

Sea (X, T) un sistema dindmico topolédgico con una métrica d. Sea n € N y escribamos

_ Z (3 (3
dy(z,y) = oJngx d(T'z, T"y).

Decimos que un subconjunto F' C X es (n,¢)-shadowing si para cada = € X, existe
y € F tal que d(T"z,T'y) < € para todo i € {0,...,n — 1} (es decir d,(z,y) < ).
Escribamos

r(n,e) = min{|F|: F C X, F is (n, ¢)-shadowing}

el cardinal minimo de un conjunto (n, €)-shadowing.
Decimos que un subconjunto £ C X es (n,¢)-separado respecto a T' si para todo
x,y € E, d,(z,y) > €. Escribamos

s(n,e) = max{|E| : E C X es un conjunto (n, ¢)-separado}

el cardinal maximo de un conjunto (n, €)-separado.

Se tiene que
€
r(”ae) < 3(”76) < T(n, 5)

El siguiente teorema liga estos conceptos con la complejidad de los cubrimientos abier-
tos.

Teorema 3.10. Sea (X,T) un s.d.t. Luego:

1. Sild = (Uy,...,Uy) es un cubrimiento abierto finito de X con nimero de Lebesgue
0 > 0, entonces
o o
cU,n) <r(n, 5) < s(n, 5) (3.1)

2. Sea e >0 yU = (Uy,...,Ug) un cubrimiento abierto finito de X con

grglfi;%(dmm(Ui)) < €. Luego

r(n,e) < s(n,e) < cU,n). (3.2)

Volviendo al desarrollo de las preguntas planteadas en la seccion anterior, supondremos
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primero que G es un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y denotaremos G; al i-
ésimo subgrupo asociado a los conmutadores. Bajo estas hipdtesis, en 1951 Mal’cev [35]
probo:

Teorema 3.11 (bases de Mal’cev). Sea G un grupo de Lie nilpotente m-dimensional y
[' C G subgrupo cocompacto. Entonces existe una base X = {Xy,..., X} del dlgebra de
Lie g asociada al grupo G tal que:

1. Para cada j € {0,...,m —1} el subespacio h; = Span(Xji1,...,Xy,) es un ideal en
g y exp(h;) es un subgrupo normal de G.

2. G; = exp(Bim—m,), donde m; = dim(G;).

3. Cada g € G se escribe de manera unica como exp(t1Xy)---exp(t,Xy) donde t =
(t1,...,tm) € R™.

4. T ={exp(m Xy) - exp(nmXm) :n=(n1,...,nm) € Z™}.

Decimos que X = {Xy,...,Xn} es una base de Mal’cev para G/T adaptada a la
secuencia de conmutadores (G;)i>o-

Sea g = exp(t1X1) - - - exp(t,m Xm) € Gy denotemos 1(g) = (t1,...,tn) € R™. Denote-
mos por |(g)| = [|¥(9)|le. Usando una base de Mal’cev X en [17] los autores introdujeron
una métrica en Gy en G/I.

Definicién 3.12 (métrica de Green y Tao en G y G/TI"). Sea

n—1
d(z,y) = inf {Z min([o(x; 2, )|, (@ )]) - n €N, zo,..., 1, €G, 19 =T, = y}
i=0

la cual es invariante por multiplicacién a la derecha, es decir d(x,y) = d(xg,yg) para todo g €
Gy d(z,y) < [¢(zy™)|.

Esta métrica induce una métrica en G/I' que también llamamos d(-, -) colocando:
d(zT,yl) = inf{d(2',y/) : 2’ € 2T,y € yI'}
= inf{d(z,y72) : 11,72 € I'} = f{d(z,y7) : v € I'}
donde la ultima igualdad es por invarianza por multiplicacion a la derecha.

Motivacion: 3.13. Si escribimos z = gy o y = ¢'x, entonces una nocién de distancia entre
x e y es el tamaiio de las coordenadas de g o ¢', es decir min{¢)(zy™!), Y (yx™1)} =: k(z,y).
La métrica escrita en GG es tomar el camino mas corto usando puntos entre = e y.

xq
k(z,z1) k(x1,22)
/ \
z k(xg,xg)/x

T3 .- Tp

2 Yy

<

xnvy)

En lo que sigue, usamos algunos resultados obtenidos en [17] y refraseamos otros de
una manera conveniente. Recordemos primero el siguiente resultado clasico de grupos de

Lie (ver [8]).
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Teorema 3.14. Si G es un grupo de Lie (conexo y simplemente conexo), entonces G es
nilpotente de orden d si y solamente si su dlgebra de Lie g es nilpotente de orden d.

Usando este teorema y la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff se deduce:

Lema 3.15 (Multiplicacién e inversién). Sean z,y € G, t = ¥(z), u = ¥(y). Sea m la
dimension de G. Luego,

1. Y(xy) = (i +ur, to+us + Pt wa), oot U+ P (B, b1, Ut o Upp—1)

donde para cada i € {1,...,m — 1}, P, es un polinomio real.
2. Y(x7t) = (—t1,—ta + Q1(t1), ..., —tm + Qm-1(t1,.. ., tm-1)) donde para cada i €
{1,...,m}, Q; es un polinomio real.

Facilmente obtenemos ¢ (xy 1) = (Ry(t,u), Ra(t, u), ..., Ry(t,u)) donde R; es un poli-
nomio real para cada i € {1,...,m}. Para simplificar notaciones, en lo que sigue escribire-
mos P para referirnos a cualquier polinomio real genérico con coeficientes positivos.

A partir de esto, utilizando la métrica de Green y Tao, podremos concluir que las
orbitas en un nilsistema se separan polinomialmente. Para ello, necesitaremos el desarrollo
de una serie de lemas.

Lema 3.16 (Cota polinomial de las coordenadas). Sean x,y € G. Luego,

d(z,y) < P([v ()], [v@)]) [v(@) — ()l
Demostracion. Sea ¥ (z) =ty 1(y) = u. Del Lema 3.15 tenemos,
d(x> y) < hﬂ(xyil)’ = |(R1(t7 u>> RQ(t> u)? st >Rm(t7 u))l

Escribamos R;(t,u) =) Cg)gt&ug . Como R;(t,t) =0, se deduce

a.p

Ri(t,u) = Ry(t,u) — Ry(t.t) = > Cg)gt&(ug — 7).
a8 7

Expandiendo ( ) = > i (ui — t;)Wj,(t,u), donde Wj, son polinomios, obtenemos,

d(z,y) < [{(z ZZ CONE Wy, (¢ w)] < [6(x) — @) P( ()], 14 (y)]).

Lema 3.17. Sean g,x,y € G. Luego
d(gz, gy) < P([v(g)l, [ (@), [0 (y)]) d(z,y).

Demostracién. Sean g,z € G. Del Lema 3.15 vemos que ¥ (gzg~') es una funcién poli-
nomial de ¥(z) y 1¥(g) que se anula cuando ¥(z) = 0. Asi el polinomio puede ser escrito

como (2) P(¢(g), ¥ (2)). Luego

[W(gzg~ )| < ()P (w(2)], [ (g)]). (3:3)
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Por el Lema 3.16,

d(z,y) < P([¥()l, [W () (2) =) < P ()], [0 (m))(1+ [ () — v (y)°) = P((@), $(y))-

Luego, para calcular la distancia entre x e y podemos restringirnos a caminos
r=uxq...x, =y satisfaciendo

k(i xip1) < P(|o()], [9(y)])

donde k(z;, zi41) = min(|¢(za, )], [W(ziqz;)]).
Observemos que si k(z,y) < P(|¢(x)], |1 (y)]), entonces [y (zizih)| < Pl ()], [ (y)])
o |(zipiz; )| < P(|y(z)|, [¢(y)]). En el primer caso, como (2;112; ')~! = z;2,., usando

el Lema 3.15 obtenemos que [1)(z;y12; )| < P(P([(x)l, [ (y))) = P(|¢(2)], [¥(y)]). En

el segundo caso procedemos de manera similar para concluir que

méx (| (x|, [z )) < P(ld(@)], [(y)])- (3.4)
Consideremos = = xy, . .., £, = y un camino satisfaciendo k(z;, z;11) < P(|v(x)], [¥(y)])
y veamos el camino gz = gz, gz1, - - ., gr, = gy. De (3.3), aplicado a z = z;z;}, obtene-

1mos

V(grirshg )|

k(g griy1) < |
(@i ) [P (i )] [ (g)])-

<
<

Aplicando (3.4) obtenemos

(@i D IP(W ()] [(9)]) < [z [P( ()], [ ()], [¢(9)])

y por lo tanto
k(gzi, griv) < [ (@) [P(10(2)], [()], [D(g)]).

Similarmente,
< [P(gripaz; g™
< [z )Pl
< |Y(@ip17; )|P(|?/)

k(gxz', 9$i+1)
(@iraz; )|, [¥(9)])
@), [P @)I, [v(g)])-

Luego,
kg2, gziea) < min{[(zsai) P10 (@)], [¥ ()] [ (9)); W (@i HIP(W ()], [ ()], [b(9))}

= P([¢(x)], [ ()], [9(g)]) min{ [ (ziz )|, [ (@iaz; ]}
= P([Y @), [ )], [v(g) k(@i zit).-
Concluimos,
d(gzx, gy) < k(gxo, gx1) + ... + k(92n_1, gzn)

<
< P([o(@)] [0 W)l [0 (@) (R(zo, 21) + - + k(zn-1, 20))
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y tomando el infimo obtenemos

d(gz,gy) < P([¢(2)], [¥ ()], [v(g))d(x, y).

Lema 3.18. Sea g € G, luego en cadan € N,

[¥(g")| < P(n)
donde P es un polinomio con coeficientes dependiendo de |¢(g)|.

Demostracion. De la férmula de multiplicacién del Lema 3.15 notamos que

(W™ D = (9" 9 = (g™ + (¥(9))

y facilmente deducimos que
(¥ (g")1 = n(b(g)1-

Luego la primera coordenada esta controlada polinomialmente.

Supongamos ahora que la j-ésima coordenada esté controlada polinomialmente para
Jje{l,---,i}, es decir (¢(g")); < P(n) si j < i. Veamos que lo mismo ocurre con la
(7 + 1)-ésima coordenada.

En efecto, usando la féormula de multiplicacion del Lema 3.15 vemos inductivamente
que

(¢(9n+1))i+1 = (¥(9".9))in
= (W(9")i+1 + (¥(9))i1 + P((¥(g" )1, -, 0((9"))is (W(9)1, - -, (¥(9))i)

y luego

W(Qnﬂ))iﬂ —(W(9"))ir1 = (V(9))ir1 + P((L(9" )1, -5 (0(9"))is (V(9))1, -+ -5 (¥(9)))

Como ()(g™)); estd controlado polinomialmente si j < 4, deducimos entonces que

(g™ ))is1 = (U(g™))i+1 < P(n)

y concluimos
(g™ ))isa| < (n+1)P(n+1).

]

Consideremos ahora I' C G el subconjunto discreto y cocompacto al cual estd asociada
la base de Mal’cev.

Lema 3.19 (Factorizacién). Cada g € G se escribe de una inica manera como g = {g}[g]
con p({g}) € [0,1)™ y [g] € T

Asi al escribir 2" podemos suponer que z es tal que |[¢(x)| < 1.

33



3.2. Complejidad topoldgica en nilsistemas Capitulo 3

Lema 3.20 (ver [17], Lema A.15). Sean x,y € G. Luego,

d(zT.yT) = inf d —  inf d
(2D, yT) Inf (z,y7) L (z,y7)

donde C' es una constante dependiendo sélo de | (x)| y [¥(y)].

Combinando los dos ultimos lemas vemos que:

d(xI',yI') = inf d(x,
( yT) yED Y (y)|<C (z.7)

donce C' es una constante.

Obtenemos, para n € N,

d(g"zl, g"yl') < inf d(g"z,g"
(g"al, g"yT) P (9", g"y7)

Usando los Lemas 3.17, 3.18 y 3.20 obtenemos,

Corolario 3.21. Sean x,y,g € G con [¢(z)| <1 y [¢(y)| < 1. Entonces para cadan € N

d(g"xl, g"yl') < inf P ")d(x,

(9 g"yl') < Ve <O (lv(g™)d(z, yv)
< P(n inf d(z, = P(n)d(zD',yI’
<P >7€F,\w(v)|§0 (z57) (n)d(aT’, yT)

(3.5)

En lo que sigue escribimos X = G/I'y T : X — X es la transformacion T'(z) = gx
para un g € G fijo.
A partir del Corolario 3.21 obtenemos:

Teorema 3.22. Sea G un grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente conexo y sea I' C
G un subgrupo discreto cocompacto. Consideremos la nilvariedad X = G/T yT : X — X
la transformacion x — gx para un g € G fijo. Sea U un cubrimiento abierto de X . Luego:

cU,n) < P(n)

donde P es un polinomio real de grado uniformemente acotado, es decir que no depende
del cubrimiento U.

Demostracion. Sea U un cubrimiento abierto de X y sea 0 > 0 su ntimero de Lebesgue.
Para € > 0, sea N(€) el nimero més pequeno de bolas de radio € que se necesitan para

cubrir X. La dimension de Minkowski (o dimensién de la caja) (ver [11],[36]) se define
como

v log N (¢)

imsup —————=.

o log(1/e)

Esta dimension coincide con la dimensién usual en una variedad compacta X y por lo
tanto existe una constante K tal que:

N(e) <K <1)dim(X)+1 : (3.6)

€
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Usando la cota (3.5) observamos que si 2,y € X y d(z,y) < %(n), entonces

d(T'z, T'y) = d(g'aT, g'yI')
< P(1)d(z,y)
< P(z)é
~ P(n)2’

Por lo tanto si ¢ < n, dado que P tiene coeficientes positivos, obtenemos
d(TZxasz) S a

Esto nos dice que si recubrimos X con bolas de radio entonces los centros de

5
2P(n)’
tales bolas forman un conjunto (n, g)—shadowing. Deducimos entonces que,

5 )
~—  ‘2P(n)

). (3.7)
Luego, usando las desigualdades (3.7), (3.1) y (3.6) obtenemos

dim(X)+1
5 5\ 2P()

cU,n) <r(n, 5) < N(QP n)) > Sdim(X)+1

y se obtiene una cota polinomial para la complejidad con grado independiente de /. [

En el caso general, cuando GG no es necesariamente un grupo de Lie conexo y simple-
mente conexo, seguimos un argumento dado por A.Leibman en [33], para lo cual definimos
algunos conceptos.

Definicién 3.23. Decimos que un subconjunto cerrado Y C X es una subvariedad de X
siY = Hx donde H es un subgrupo cerrado de G y x € X.

Lema 3.24 (ver [33]). Sea G un grupo de Lie nilpotente (no necesariamente conexo y
simplemente conexo) y I' C G un subgrupo discreto cocompacto. Luego, existe un grupo de

Lie nilpotente conexo y simplemente conezro G r C G un subgrupo discreto cocompacto,
una subvariedad X de X = G/F y un isomorfismo 7 : X = G/T' — X tal que X = G/T
con la accidn de G es isomorfo a X con la accidn de 7(G).

X=GT=—=XCG/
Concluimos

Teorema 3.25. Sea G un grupo de Lie nilpotente y I' C G un subgrupo discreto cocom-
pacto. Consideremos la nilvariedad X = G/T y T : X — X la transformacion x — gz
para un g € G fijo. Sea U un cubrimiento abierto de X. Luego:

cU,n) < P(n)
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donde P es un polinomio real de grado uniformemente acotado, es decir que no depende
del cubrimiento U.

Demostracion. Sean X X y 7 como en el Lema 3.24. Notemos que (X,T) es isomorfo
a (X,T) donde T : X — X esté definido como T( ) = 7(g)Z. Luego (X,T) es un
Sub51stema de (X, T). Entonces, 7U) = (7(Uy),...,m(Uy)) es un cubrimiento abierto de
Xy
oU,n) = c(x(U),n) < c(U,n)

donde U = (Vi,...,V,,, X¢) es un cubrimiento abierto de X con 7(U;) = X NV; para

todo i € {1,...,m}. Del Teorema 3.22 c(Z:l\ ,n) esta acotado polinomialmente y obtenemos
una cota polinomial en el caso general. Ademés notamos que el grado del polinomio no
depende de U. O

Dada la importancia de los limites inversos de nilsistemas, también consideremos su
complejidad. Para ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.26. Supongamos (X,T) es un limite inverso de los sistemas (X;,T;)ien donde
(X;, T;) tiene complejidad polinomial para cada i € N. Luego X tiene complejidad polino-
mial.

Demostracion. Mostraremos que el sistema producto tiene complejidad polinomial y por
lo tanto el limite inverso también posee aquella propiedad.

Denotemos por ry(n,€) el cardinal minimo de un conjunto (n,€)-shadowing en Y y
dy la métrica en el conjunto Y. Suponemos que la métrica en X; es tal que diam(X;) <1
para cada i € N. Sea ¢ > 0 y escojamos N(¢) € N tal que 6(¢) = ¢ — 27V > 0. Sea
x = (7;)ieny € X y supongamos que Vi < N existe z; € X; con dx,(TVxz;, T72) < (¢
Vj€{0,...,n—1}. Seaz € [[ X; con z; = z; para i < N(e). Entonces

ieN
. . N dXi (le‘i,TjZZ') dXi (le’i,TjZi)
dx(T?'x,T’z) = } 5 + Z i
=1 >N (e)
<0 L
<d(e) + N
<e
Luego
rx(n,e) § rx,(n,0(€)).
N(e)
Concluimos usando el Teorema 3.10. Silf = (U17 ..., Up) es un cubrimiento abierto de X

con numero de Lebesgue € > 0, entonces

cU,n) <rx(n,=) < H x,(n,0(e/2)) < H c(Ui,m)

i<N(e/2) i<N(e/2)

donde U; es un cubrimiento abierto de X; con Iiléz{x(diam(A)) < d(€e/2). Por hipotesis el
€U;
ultimo término esta controlado polinomialmente y concluimos el lema.

]
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Concluimos:

Corolario 3.27. Si d € N y (X,T) es un limite inverso de nilsistemas de orden d,
entonces (X,T) tiene complejidad polinomial.

En vista de lo anterior podemos formular la siguiente pregunta

Pregunta 3.28. ; Es un sistema con complejidad polinomial un nilsistema de orden d para
algin d € N 7

Réapidamente aparecen respuestas negativas a esta interrogante, por ejemplo algunos

sistemas simbdlicos, los cuales al ser expansivos no pueden ser distales y por lo tanto no
son conjugados a los nilsistemas ni a sus limites inversos. Los resultados clasicos que se
mencionan en lo siguiente pueden ser vistos en [32].

1) Subshift Sturmianos:

Sea o € [0,1] y T = R/Z el intervalo unitario. Consideramos en T la rotacién por un
angulo «, es decir la transformacién R, : T — T definida por R, (z) = = + a(modl).

Consideremos a € [0,1] NI irracional y definamos la particion U = (Uy, U;) con
Up=[0,1—a], U; = [1 —a,1). Decimos que la secuencia w = (wy)nez € {0,1}% es un
itinerario para = € [0,1) si

Wy, =

0 siRIx)eU
1 siRlNx)el

Sea X, = {w € {0,1}2 : existe x € T tal que w es un itinerario de x}. Se tiene que
X, es un subshift y (X,,0) es una extension de (T, R, ). El sistema (X,, o) se llama
el sistema Sturmiano asociado a (T, R,).

Mencionamos algunos resultados clésicos.

Proposicién 3.29. Sea (X,,0) un subshift Sturmiano y sea L,(X,) el conjunto de
las palabras de largo n que aparecen en X,. Entonces |L,(Xa)| =n + 1.

De la proposicién anterior notamos que la complejidad de los cubrimientos abiertos
estd linealmente acotada. En efecto, sea W = {[a]o : a € X} la particién del origen

y sea U = (Uy,...,U,) un cubrimiento abierto finito. Tomemos N € N tal que U <
N
\/ o'(W). Entonces
i=—N
N
cU,n) < c(\/ o' W),n) = [Lonirn(Xa)] = (2N +1+n)
-N

y por lo tanto la complejidad de cualquier cubrimiento abierto esta acotada linealmente.

Ademas este sistema tiene la propiedad de que es una extension asintotica de la
rotacién, y en medida son isomorfos.
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2) Subshifts de sustitucidn:

Sea X un alfabeto finito y >* el lenguaje de palabras finitas sobre . Una sustitucién
es una funcién 7 : X — X*. Notamos que podemos extender 7 a ¥* por concatenacion,
es decir

T(ay...an) =7(a1)...7(an) a; €%, je{l,...,n}

De la misma manera, se puede extender la sustitucién a ¥Z. Sea M, (a,b) la cantidad
de veces que aparece la letra b en 7(a) y M, = (M,(a,b))qpex. La sustitucién se dice
primitiva si existe n € N tal que M > 0. El lenguaje £, C ¥* asociado a 7 es
el conjunto de todas las subpalabras de palabras que se pueden formar iterando la
sustitucién, es decir

L, :={u€X,:Jaec X neN tal que u es subpalabra de 7"(a)}.

El subshift asociado a una sustitucion es

X,={reXt . VkeZVicN a5...704 € L,}.

Recordemos los siguientes resultados clasicos:
Proposicién 3.30. Si la sustitucion es primitiva, entonces (X,,0) es minimal.

Proposicién 3.31. Sea L, (X;) el conjunto de las palabras de largo n que aparecen en
X.. Entonces existe una constante K > 0 tal que |L,(X;)| < Kn.

De la proposicion anterior notamos que la complejidad de los cubrimientos abiertos
estd linealmente acotada. En efecto, sea W = {[a]p : a € X} la particién del origen
y sea U = (Uy,...,U,) un cubrimiento abierto finito. Tomemos N € N tal que U <

N
\/ o'(W). Entonces
i=—N
N
ot m) < e\ FW).n) = [Lan4n(X)] < K@N +14n)
-N

y por lo tanto la complejidad de cualquier cubrimiento abierto esté acotada linealmente.

Entonces sabemos que un nilsistema tiene complejidad polinomial, pero no reciproca-
mente.

Pregunta 3.32. ; Qué condiciones adicionales pueden ser consideradas en (X, T') para que
en conjunto con complejidad polinomial impliquen que ser un nilsistema?

Por ejemplo serfa interesante obtener alguna cota inferior polinomial en la complejidad
para cubrimientos abiertos con diametros pequenos.

También seria beneficioso estudiar bajo qué tipos de extensiones la complejidad poli-
nomial se preserva.
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Capitulo 4

Sistemas Zo

En el Capitulo 2 mostramos la secuencia creciente de nilfactores en un sistema dinami-
co topolédgico. Aparece con naturalidad el limite inverso de estos nilfactores que resulta
ser una extension de cada nilfactor que preserva la complejidad polinomial y que presenta
propiedades dindmicas interesantes que seran discutidas en este capitulo. Los resultados
mostrados a continuacién son demostrados en [10], en un articulo realizado en colabo-
raciéon. Se omiten algunas demostraciones que se pueden ver en el articulo en Anexo.

4.1. La relacién RP!™

En el Capitulo 2, introdujimos la relacién RP4(X) en X x X la cual es cerrada,
T x T-invariante y es una relacién de equivalencia en el caso minimal. Es facil ver que

RP>(X) := (| RP"(X)
d=1
es una relacién de equivalencia cerrada e invariante. Cuando no haya confusion, escribire-

mos RP™(X) como RP™.

Definicién 4.1. Sea (X,T) un sistema minimal. Decimos que (X, 7’) es un sistema Z, si
y solamente si la relacién RP(X) es trivial, es decir RP™(X) = A.

Lema 4.2. La relacién RP™(X) define el factor Z., mazimal.

Demostracion. Sea m : X — Y y supongamos que Y es un sistema Z.,. Denotemos
Tso la proyeccién de X en X/RP™(X). Sean z,y € X con mo(x) = moo(y). Entonces
(z,y) € RP¥(X) para cada d € N. Del Teorema 2.26 (7(z), 7(y)) € RP¥(Y) para todo
d € Ny por lo tanto (7(z),7(y)) € RPPI(Y) = Ay. Luego 7(x) = n(y). O

Anotamos Z.,(X) = X/RP™(X). Citamos a continuacién un resultado de [10].

Teorema 4.3. Un sistema minimal es un sistema Zo, st y solamente si es un limite

mverso de nilsistemas minimales.
Mas ain, si (X,T) es un sistema Zo,, se tiene (X, T) = lm(Zy4(X),T).
H
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4.2. Complejidad y sistemas Z Capitulo 4

Como los nilsistemas son sistemas distales, y la distalidad se preserva bajo limites
inversos, del Teorema 4.3 deducimos que el factor Z(X) de (X,T) es distal y por lo
tanto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(X,T)

WD\L \
Too T

(XD, T) —= (Zoo(X), T) 7 (Za(X),T)

Too,d

Pd

donde Xp es el factor distal maximal.

4.2. Complejidad y sistemas 7.

Con los resultados obtenidos anteriormente facilmente determinamos la complejidad
de los sistemas Z..

Teorema 4.4. Si (X,T) es un sistema Z, entonces tiene complejidad polinomial.

Demostracion. Recordemos que un limite inverso de nilsistemas de orden d tiene comple-
jidad polinomial. Del Teorema 4.3, (X, T') = lim(Z4(X), T'). Del Lema 3.26 la complejidad
H

polinomial se preserva bajo limites inversos y concluimos la polinomialidad de la comple-
jidad en (X, T). O

Pregunta 4.5. Con la aparicion de los sistemas Z., podemos reformular la pregunta sobre
complejidad. ;Es un sistema con complejidad polinomial un sistema 7.7

Como estos sistemas siguen siendo distales, los mismos ejemplos de sistemas simbélicos
mostrados en el capitulo anterior responden negativamente a esta pregunta. De todos
modos, estos sistemas son una aproximacién mas estrecha a la pregunta reciproca.

4.3. Estabilizacion de nilfactores

Una pregunta interesante es analizar qué ocurre cuando tenemos dos nilfactores conse-
cutivos iguales, es decir, entender qué significa RP¥ = RPI+1 A continuacién daremos
algunas observaciones para responder esta pregunta.

Notemos que Q42 = QU+l x QU+ implica que RPY = RPH. Como siempre
RPIH1 C RP s¢lo hay que probar RPY C RPI, Sea (x,y) € RP“. Del Teorema
2.25 tenemos que (z,y,...,y) € Q. Si QU+ = QU+ x QU+ como (y,...,y) €
Q41 se deduce que (z,y,...,y,y,...,y) € Q¥ y por lo tanto (x,y) € RPUHY,

Entonces la condicién QU+ = QU+ x QU+ eg suficiente para obtener RP¥ =
RPY pero est4 lejos de ser necesaria, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 4.6. Sea (X,T) un s.d.t. minimal. Si QU+ = QU x Q¥ para algin d € N,
entonces (X, T) es débilmente mezclador y por lo tanto Q¥ = X4 y RP (X)=XxX
para todo d € N.
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Demostracion. Sean z,y,a € X. Por minimalidad observamos que (z,y) € QM. Recorde-
mos que x € Q¥ = (x,x) € Q4. Aplicando esta propiedad reiteradamente obtenemos
que

(z,y, 2,9, 2,9, ..., 2,y) € Q.

Por hipétesis
X= <x7y7x7y7xay7"'7xuy7a;a,...a7a) € Q[dJrl].

Sid=1, (z,y,a,a) € Q. Realizando una permutacién euclidena obtenemos que (x,a,y,a) €
QP y luego (z,y) € RP.
Para d > 1, vemos que

X = (XeOO)Ee[d—2]7 (XdO)ee[d—Q}a (Xeol)ee[d—2]7 (Xell)ee[d—2]>-

d+1]

Permutando las dos tltimas coordenadas (Q9!) es invariante bajo estas operaciones)

obtenemos
((X600>e€[d72}7 (Xeol)ee[de]a (Xdo)ee[dﬂ], (Xell)ee[de})

= (T, Yy Y Gy AT Y T Y, .. a) € QT

Proyectando la primera mitad e iterando el proceso habremos terminado en el caso
d = 1. Concluimos RP = X x X y como un sistema minimal es débilmente mezclador
si y solamente si tiene un factor equicontinuo maximal trivial, obtenemos el resultado. El
hecho que Q¥ = X4 y RP¥ = X x X se obtiene de [38], Teorema 3.10. ]

En virtud de la Proposicién 2.38 es necesario entender mejor la relacién entre Q¥ y
y en particular deducir qué significa pltt = pld @ pl.
En lo que sigue discutiremos la propiedad de estabilizaciéon haciendo algunas reduc-

ciones.
Sea (X,T) un s.d.t. y d € N. Sea (P) la propiedad

4l

RP = RPUH = RPUHY = RPIF,
Esta propiedad naturalmente equivale a
Za(X) = Za1(X) = Za1(X) = Zai2(X).

Notemos primero que por maximalidad de los nilfactores, si 7,7 € N, ¢ < 7, entonces
(Z;(Z;(X)),T) es un factor de (X,T) y es un limite inverso de nilsistemas de orden i.
Por otro lado, (Z;(Z;(X)),T') es factor de (X,T') y es un limite inverso de nilsistemas de
orden ¢. Como (Z;(X),T) es factor de (Z;(X),T'), usando la maximalidad de los nilfactores
concluimos que Z;(Z;(X)) = Z;(Z;(X)) = Z;(X).

Usando esto concluimos que si queremos probar (P) en un s.d.t. basta probar (P)
en (X,T) un limite inverso de nilsistemas. En efecto, supongamos que hemos probado
la propiedad (P) en la clase de limites inversos de nilsistemas y sea (X,7T') s.d.t. con
Z4(X) = Zg11(X). Entonces

Zar1(Zas2(X)) = Zan(X) = Za(X) = Za(Za42(X))
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y como el Teorema 2.21 afirma que Z;,2(X) es un limite inverso de nilsistemas concluimos
que Zgi2(X) = Zgi2(Zgyo(X)) = Zgs1(Zgio(X)) = Zg1(X) y por lo tanto (X, T) tiene
la propiedad (P).

Ahora, vemos que para probar la propiedad (P) en un limite inverso de nilsistemas
podemos reducirnos a probarla en los nilsistemas. Para ello necesitamos los siguientes
lemas.

Lema 4.7. Sea (X,T) = lim(X;,T;) donde (X;,T;) es un s.d.t. minimal para cada i € N.
H

Sean x = (2;)ien, Y = (Yi)ien € X. Luego (X,y) € RP (X) si y solamente si (x;,y;) €
RP(X;) para todo i € N.

Demostracion. Seai € Ny denotemos 7; la proyeccién de X en X;. Notamos que (z;,y;) €
RPY(X;) = (m x m)(RPY (X)) y por lo tanto podemos encontrar (w;, z;) € RP9(X)
con (m; xm;) (Wi, zi) = (24, ;) (y conello (m; x;) (Wi, 2i) = (z;,y;) para j < i). Claramente
(Wi, z;) — (x,y) y como RP¥(X) es cerrado, concluimos (x,y) € RPY(X). O

Del lema anterior claramente deducimos que si RP¥(X;) = RPIH(X;) para todo
i € N, entonces RP¥(X) = RPIHI(X),

Corolario 4.8. Sea (X,T) = lim(X;,T;) donde (X;,T;) es un s.d.t. minimal para cada
H
i € N. Si cada (X;,T;) tiene la propiedad (P), entonces (X,T) también la tiene.

Demostracién. Supongamos RPY(X) = RPH(X) y denotemos 7; la proyeccién de X
en X;. Luego

RPY(X,) = (m; x m)(RP(X)) = (m; x m)(RP(X)) = RPIHI( X))

y por lo tanto RP?(X;) = RPU(X;) para cada i € N. De la conclusién del lema
anterior, deducimos RP"2(X) = RPIU(X) = RPY(X) y (X,T) tiene la propiedad
(P). O

Asi, basta probar la propiedad (P) en un nilsistema. Estas reducciones fueron discuti-
das durante la memoria pero la demostracién fue concluida en [10], donde los siguientes
lemas son cruciales (ver el articulo en el Anexo para una demostracién detallada).

Lema 4.9. Si (X,T) = (G/T',T) es un nilsistema bdsico y d € N, entonces los factores
Zy(X) y Z4(X) coinciden.

Lema 4.10. /23] Sea (X,T) = (G/T',T) un nilsistema bdsico de orden n € N. Entonces
para cadad € N, Z4(X) = Zy(X) = G/G4T", donde G, es el d-ésimo subgrupo conmutador.

Se concluye,
Teorema 4.11.

1. Sea (X, 1, T) un s.d.a. ergodico. Si Z4(X) = Z411(X), entonces Z,(X) = Z4(X)
para cada n > d.

2. Sea (X,T) es un s.d.t. minimal. Si RPY = RPYH | entonces RPM™ = RPY para
cada n > d.
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3. Sea (X,T) un s.d.t minimal y sea p una medida ergédica. Si Z4(X) es isomorfo
(en el sentido medible ), a Zy(X) par algin d € N, entonces Z,(X) es isomorfo a
Zn(X) para cadan < d.

Demostracion. Mostremos los puntos generales de la propiedad de estabilizacién topologi-
ca, una demostracién mas detallada se puede ver en el Anexo. De la discusién anterior
podemos suponer que X = G/T" es un nilsistema. Ademds podemos suponer que cada G4 es
conexo ( ver [3]). Entonces la propiedad RP¥ = RP+Y equivale a Gy T = Gy, Como
' es discreto, se tiene Gyy1 y Ggio tienen la misma dimensién. Sean gq.1, gqr2 las algebras
de Lie asociadas a G411 y G412. Entonces g4, 0 es subdlgebra de g,.1 y como tienen la mis-
ma dimension, coinciden. La conexidad implica que G441 = exp(ga+1) = exp(gare2) = Gaio
y por lo tanto
Gd+3 = [G7 Gd+2] = [Ga Gd+1] = Gd+2 = Gd+1-

Esto implica naturalmente que RPI+I = RplH = RPM.

Ejemplos
» En un sistema débilmente mezclador, RP = X x X para cada d > 1.
» En un nilsistema de orden d, RP™ = Ay paran > d

Estas son las estabilizaciones triviales: X x X o Ay. Seria interesante encontrar un
ejemplo donde ocurra una estabilizacion que no sea trivial.
Un bosquejo de respuesta a esta interrogante viene dada por el siguiente lema:

Lema 4.12. Sea 7 : X — Y wun factor entre s.d.t. y supongamos que es proximal. Luego
RP(X) = RPY(X) si y solamente si RPI(Y) = RPIH (v).

Demostracion. Supongamos RP¥(Y) = RPUI(Y) y sea (z1,20) € RPY(X). Sea
(71,73) € RPUFI(X) tal que (7 x 7)(71,%2) = (7 x @)(z1,x3). Como 7 es proximal,
obtenemos (z1, 1), (2, 22) € P(X) € RP“M(X). Como RPH(X) es una relacién de
equivalencia, concluimos (z1, 25) € RPUH(X). O

Con el lema anterior, deducimos que:

Lema 4.13. Sea 7 : X — Y un factor prozimal entre s.d.t. y supongamos que (Y,T) es
un nilsistema de orden d. Luego RP™(X) = RP(X).

Demostracion. Si (Y, T) es un nilsistema de orden d, se tiene que RP"(Y) = RP4(Y) =
Ay para cada n > d. Aplicando el lema anterior deducimos que RP™(X) = RP¥(X) si
n > d y por lo tanto RP™/(X) = RP¥(X). O

Ejemplo: El subshift Sturmiano (X,, o) definido en el capitulo anterior es una exten-
sién proximal de la rotacién irracional en el circulo (R/Z) por éngulo « y por lo tanto
RP™(X) = RPY(X) = RP(X) y esta estabilizacién no es trivial.

De la misma manera, podemos preguntarnos si hay sistemas que no se estabilizan, y
esto lo responde rapidamente el siguiente corolario del Teorema 4.11.
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Corolario 4.14. Sea (X,T) un s.d.t. minimal. Si (X,T) es un sistema Z,, entonces o
bien es un nilsistema de orden d para algin d > 1 o bien RPIH - RPY para cada
d>1.

Demostracion. Si RPY = RPIHY para algtin d > 1, entonces RP™ = RP para
n > d vy por lo tanto RPI™ = N, RP" = RPM. Pero si (X,T) es un sistema Zo

Ax = RP™ = RPY y luego (X, T) es un nilsistema de orden d. O
Ejemplo:
Consideremos a = (a;);en una secuencia tal que para cada n € N (1,aq,...,a,) son

linealmente independientes sobre Q (por argumentos de cardinalidad siempre podemos
construir tal secuencia). Para d > 2 consideramos el nilsistema de Heisenberg de orden d,
considerando la traslacién dada por

1 a7 O .- 0

0 1 as :

9d = 0 1 0
: ad—1

0 0 0 1

Denotemos por (Xg4,T) a este sistema. Notemos que cada X, es minimal y hay un
factor candnico my : Xq — X4-1. Consideremos entonces (X, T) = lim(Xy,T'), el cual en
H

virtud del Teorema 4.3 es un sistema Z,, minimal. Observamos ademéas que el grado de
nilpotencia en los factores va creciendo, con lo que el sistema no es un nilsistema de orden
d para algin d € N y por lo tanto RP"(X) € RPI"(X) para cada n > 1.

4.4. Pares de independencia y sistemas Z

En esta seccién discutimos la estructura de sistemas minimales sin pares de indepen-
dencia IP-finita, nocién que aparece primeramente en [31] y fue desarrollada posterior-
mente en [28] y [29]. Mencionaremos la conexién de este concepto con la relacién RP™.
Todos los resultados que se exponen acé fueron obtenidos en [10] y se excluyen algunas
demostraciones pues una parte importante es en colaboracion.

Sea (X,T') un s.d.t. Para una tupla A = (A;,..., A,,) de subconjuntos de X decimos
que F' C Z, es un conjunto de independencia para A si para cada conjunto finito no vacio
J C F, se tiene

(T A #0

jet
para cada s € {1,2,...,m}’.
Escribiremos por Ind(A4;, ..., 4,,) o Ind(A) la coleccién de conjuntos de independencia
de A =(Ay,..., An).
Un subconjunto finito ¥ C Z, se dice un conjunto IP-finito si existen pq,...,px

numeros naturales tales que F' consiste en sus sumas finitas, es decir

F:{€1p1+62p2+"'+6kpk161...€k€{0,1}k}.
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Por ejemplo {0,2,3,5,7,9,10,12} es un conjunto IP-finito pues consiste en las sumas
de2,3yT.

Sea (X,T) un s.d.t. Un par (z1,72) € X x X se llama un par de independencia
IP-finita si para cada par de vecindades Uy, U; de x1 y x9 respectivamente, Ind(Uy, Us)
contiene conjuntos IP-finitos de largo arbitrario. Denotamos Indy;,(X,T") a los pares de
independencia IP-finita.

Los siguientes lemas ligan la nocién de pares de independencia IP-finita y los cubos
dindmicos.

Lema 4.15. Sea (X,T) un s.d.t. y (z1,22) € X x X con xy # x3. Luego,
(z1,22) € Indpip(X,T) si y solamente si para cada d > 1, {z,y}¥ = {z,y}*" € Q¥(X).

Corolario 4.16. Si (X,T) es un s.d.t. minimal, entonces Inds;,(X,T) C RP™I(X).

Demostracion. Si (z1,22) € Indp,(X,T), entonces para cada d > 1 (z,y,...,y) €
QU+1(X) y por lo tanto (z,y) € RPY(X). O

Lema 4.17. Sea (X,T) un s.d.t. transitivo, 1 un punto transitivo y d > 1. Supongamos
que (z9,21...,21) € QY para cierto x5 € X. Sea A = orb((x1,x5), T x T) y suponga-
mos que la proyeccion en la primera coordenada m : A — X es semi-abierta (es decir
int(m1(U)) # 0 si U C A es abierto no vacio). Entonces {1, z5}% C QM.

Corolario 4.18. Sea (X,T) un s.d.t. minimal, x1,29 € X yd > 1. Si (x1,29) € RPM 4
(z1,72) es un punto T x T minimal, entonces {xy, zo}% C QU+1,

Demostracion. Sea A = orb((zq,22),T X T) y m : A — X la proyeccién en la primera
coordenada. Entonces m; es un factor entre s.d.t. minimales y por lo tanto m; es una
funcién semi-abierta. Se concluye observando que (29,21, ...,2;) € Q! y aplicando el
lema anterior. O

En el caso en que (X, T) es un s.d.t. minimal distal, (de [27], Corolario 4.2) se tiene que
(z,y) € RPY siy solamente si {z,y}¥ € Q¥(X) y por lo tanto el corolario anterior gene-
raliza ese resultado dado que cada (z1,22) € X x X es T'x T minimal al ser (X, T’) distal.
Como consecuencia observamos que en el caso minimal distal Ind s, (X, T) = RPP. En el
caso no distal la inclusién puede ser estricta, como en el subshift Sturmiano ([10], Ejemplo
4.8), donde existen puntos (z,y) € P C RPI™ y existe d > 1 con {z,y}!9 ¢ Q¥(X).

Recordemos que un sistema (X, T) es un sistema Z, si RP®/(X) = Ay. Una pre-
gunta interesante es investigar cémo son los sistemas sin pares de independencia IP-finita
no triviales, es decir con Indy;,(X,T) = Ax. ;Hay alguna relacién entre ausencia de
recurrencia estructurada IP y complejidad polinomial? La respuesta es que un sistema
con Indy;,(X,T) = Ax es una extensién casi uno a uno de un sistema con complejidad
polinomial, como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 4.19. Si (X, T) es un s.d.t. con Inds;,(X,T) = Ax, entonces es una extension
casi uno a uno de su factor Zuo(X).

Para dar una demostracién a este teorema, necesitamos los siguientes resultados clasicos
de Dinamica Topolégica. Si m: X — Y es un factor entre s.d.t. minimales entonces se
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puede cambiar por una extensiéon abierta via modificaciones casi uno a uno. Mas pre-
cisamente, si 7 : X — Y es un factor entre s.d.t. minimales, entonces existe el siguiente
diagrama conmutativo (denominado shadow diagram)

X=X

”*l lﬁ

con las siguiente propiedades:
1. o0 y 7 son extensiones casi uno a uno.
2. 7 es una extension abierta, es decir 7*(U) es abierto si U C X* es abierto.

3. X* es el unico conjunto minimal en R, = {(z,y) € X xY* :7(z) =7(y)} yoy
m* son las restricciones de las protecciones de X x Y* a X e Y* respectivamente.

Necesitamos ademas el siguiente teorema sobre extensiones débilmente mezcladoras,
el cual aparece en [16].

Teorema 4.20. Sea 7 : X — Y un factor entre s.d.t. minimales métricos. Supongamos
que la extension m es proximal y abierta. Entonces m es una extension débilmente mez-
cladora, es decir existe un punto transitivo en (R, T x T).

Con estos resultados demostremos el Teorema 4.19.

Demostracion. Sea m : X — Z,(X) el factor canénico. Primero veamos que 7 es una
extension proximal. Notemos que si (z,y) € R, = RP™ es T x T minimal, entonces
(z,y) € Ind;,(X,T) y luego = y. Sea ahora (x,y) € R, arbitrario y sea u € E(X,T)
un minimal idempodente. Entonces (ux,uy) € R, es T x T minimal, y por lo tanto
uxr = uy. Esto dice que x e y son proximales.

Consideremos el diagrama asociado a w y sean 7*, ¢ y 7 como en el diagrama. Notemos
que Too : X* — Y es una extensién proximal. Sean (z1,xs) € Ry« y escribamos x; =
(x1,91), 2 = (23, y3). Entonces yi = y3 y por lo tanto m(x1) = 7(yi) = 7(y3) = 7(23).
Como 7 es proximal se concluye que (1, z3) es un par proximal y luego 7* es una extensién
proximal. Del Teorema 4.20, 7* es una extensién débilmente mezcladora y por lo tanto
existe (z1,22) € Ry« con Ry« = orb((xy,z2),T X T). Probaremos que (z1,z3) € R, con lo
que concluiremos R« C R,. Para ello, consideremos 7 la proyeccién de R,« en la primera
coordenada. Si U,V C X* son conjuntos abiertos, entonces m (U x V') = 7*(U)N7*(V) y
por lo tanto 7; es una funcién abierta. Luego como (x1, x5) es un par proximal, por el lema
4.17 se tiene que (z1,22) € Indyg;,(X*, T). Concluimos que (o(x1),0(z2)) € Indy;, (X, T)
y por lo tanto, por hipétesis, o(x;) = o(z3). Es decir (x1,23) € R, y Ry C R,.

Como 7 es casi uno a uno, sea y € Y tal que |[77(y)| = 1. Sean 1,29 € 77 (y) vy
sean z7, x5 € X* tales que o(27) = x1, o(2}) = x2. Por la conmutatividad del diagrama
tenemos que 7(7*(27)) = w(o(z])) = 7w(x1) =y = 7w(ra) = w(o(23)) = 7(7"(23)) ¥

por lo tanto 7*(z%), 7*(x%) € 771(y), de donde 7*(x}) = 7*(x3) y (a3, 2%) € R C R,.
Concluimos que z1 = o(z}) = o(x}) = x5 y luego |77 (y)| = 1, lo que demuestra que 7 es
una extension casi uno a uno.

[l
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Una pregunta que aun estd abierta es determinar si un sistema con Ind,(X,T) = Ax
es unicamente ergodico. Las siguientes ideas aparecen al intentar responder a esta pregunta
y tienen importancia en si mismas.

Sea (X,T) un s.dt. y p € M(X,T) una medida ergdédica. Consideremos el fac-
tor Z4(X) del s.d.a. (X, u,T) definido en el Capitulo 1. Sea g la medida de Z4(X) y
p = [ pdpa(z) la descomposicién de p sobre jiy. Consideremos A\g = [ i, X pdpa(z) y
denotemos F) = sopp(A\4). El siguiente teorema liga este concepto con RP),

Teorema 4.21. Sea (X,T) un s.d.t. y p € M(X,T) una medida ergddica. Luego:

1. Sid e N, entonces Flj C RP.
2. () F C Indyip(X, T)
d=1

En el articulo mostrado en el apéndice, en la observacion 6.3 se muestra un ejemplo
donde las inclusiones son estrictas. Surge naturalmente la pregunta si existe alguna medida
oo
ergédica tal que F; = RP o N F# = RPM™.

d=1
Ademas, del Teorema 4.21 se deduce:

Teorema 4.22. Sea (X,T') un s.d.t. minimal y p € M(X,T) con Inds;,(X,T) = Ax.
Entonces para cada pp € M(X,T) medida ergddica se tiene que (X, B, u,T) es isomorfo
en el sentido medible a un sistema Z.
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Capitulo 5

Conclusiones y Preguntas Abiertas

En este capitulo mostramos las conclusiones matematicas obtenidas durante esta
memoria y resumimos preguntas abiertas de interés.

Con respecto a la complejidad topoldgica de nilsistemas desarrollada en el Capitulo 2,
concluimos que ésta es acotada superiormente en cada cubrimiento abierto por un poli-
nomio de grado independiente al cubrimiento abierto. Respecto a esta conclusién quedan
las siguientes interrogantes:

= ; Puede decirse algo sobre una cota inferior polinomial en alguna clase de cubri-
mientos abiertos (por ejemplo aquellos formados por abiertos pequenos)?

= ; Bajo qué tipo de extensiones podemos preservar la polinomialidad de la comple-
jidad ?

= ; Qué otro tipo de condiciones necesitamos considerar para que la complejidad
caracterice a la clase de nilsistemas?

= En general, ; qué otro tipo de conclusiones podemos obtener estudiando la comple-
jidad de un sistema?

Con respecto a las propiedades topoldgicas de los nilsistemas abordadas durante es-
ta memoria, pudimos concluir un criterio de débil mezcla usando el concepto de cubos
dindmicos y la propiedad de estabilizacién de nilsistemas culminada en [10]. Quedan pen-
dientes en este tema:

= ; Hay alguna relacién més estrecha que la inclusién entre sopp(ul?) y Q4?

» Si (X,T) es un s.d.t, ; existe alguna medida ergédica p tal que F = RPM o
N Fi =RP ?
d=1

» ; Esuns.d.t. (X,T) con Indy;,(X,T) = Ay tnicamente ergédico ?

Algunas de estas interrogantes seguiran siendo discutidas durante los préximos meses.

48



Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]

[12]

J. Auslander, Minimal flows and their extensions, North-Holland Mathematics
Studies 153 (1988), North-Holland, Amsterdam.

L. Auslander, L. Green and F. Hahn, Flows on homogeneous spaces, Annals of
Mathematics Studies 53, Princeton University Press, Princeton, N.J. 1963 vii+107

bp.

V. Bergelson, B. Host and B. Kra, Multiple recurrence and nilsequences, Invent.
Math., 160, (2005), 261-303, with an appendix by I.Z. Ruzsa.

F. Blanchard, B. Host and A. Maass, Topological complexity, Ergod. Th. & Dynam.
Sys. 20 (2000), 641-662.

J.-P. Conze and E. Lesigne, Théorémes ergodiques pour des mesures diagonales.
Bull. Soc. Math. France, 112 (1984), 143-175.

J.-P. Conze and E. Lesigne, Sur un théoreme ergodique pour des mesures diagonales,
Publications de I'Institut de Recherche de Mathématiques de Rennes, Probabilités,
1987.

J.-P. Conze and E. Lesigne, Sur un théoréeme ergodique pour des mesures diagonales,

C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 306 (1988), 491-493.

L. J. Corwin and F. P. Greenleaf, Representations of nilpotent Lie groups and their
applications. Part I. Basic theory and examples, Cambridge Studies in Advanced
Mathematics 18, Cambridge University Press, Cambridge, 1990. viii+269 pp.

T. de la Rue, An introduction to joinings in ergodic theory, Discrete Contin. Dyn.
Syst. 15 (2006), pp. 121-142.

P. Dong, S. Donoso, A. Maass, S. Shao and X. Ye, Infinite-step nilsystems, inde-
pendence and complexity. arXiv:1105.3584.

K. Falconer, Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications. Second
edition. John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, NJ, 2003. xxviii+337 pp..

H. Furstenberg and B. Weiss. A mean ergodic theorem for SN f(Ta)g (T x),
Convergence in Ergodic Theory and Probability, (Columbus, OH 1993) (Bergel-
son, March, and Rosenblatt, eds.), Ohio State Univ. Math. Res. Inst. Publ . 5, de
Gruyter, Berlin (1996), 193-227.

49



Bibliografia Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

H. Furstenberg, Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem in
diophantine approximation, Math. Systems Theory 1 (1967), 1-49.

H. Furstenberg Recurrence in ergodic theory and combinatorial number theory,
Princeton University Press, Princeton, N.J., 1981. xi+203 pp.

E. Glasner, Ergodic theory via joinings, American Mathematical Society, Provi-
dence, RI, 2003. xii+384 pp.

E. Glasner, Topological weak mixing and quasi-Bohr systems, Israel J. Math., 148,
(2005), 277-304.

B. Green and T.Tao, The quantitative behaviour of polynomial orbits on nilmani-
folds, to appear in Annals of Math.

B. Green and T. Tao, The primes contain arbitrarily long arithmetic progressions,
Ann. of Math (2) 167 (2008), 481-547.

B. Green and T. Tao, Linear equations in primes, Ann. of Math. (2) 171 (2010),
no. 3, 1753-1850.

B. Green and T. Tao, Quadratic uniformity of the Mdbius function, Ann. Inst.
Fourier 58 (2008), 1863-1935.

V.V. Gorbatsevich, A.L. Onishchik and E.B. Vinberg , Foundations of Lie theo-
ry and Lie transformation groups. Translated from the Russian by A. Kozlowski.
Reprint of the 1993 translation [Lie groups and Lie algebras. I, Encyclopaedia Math.
Sci., 20, Springer, Berlin, 1993; MR1306737 (95f:22001)]. Springer-Verlag, Berlin,
1997. vi+235 pp.

B. Hall, Lie Groups, Lie Algebras, and Representations. An Elementary Introduc-
tion, Springer, 2003.

B. Host, Convergence of multiple ergodic averages, arXiv:0606362.

B. Host and B. Kra, Convergence of Conze-Lesigne Averages, Ergod. Th. & Dynam.
Sys., 21 (2001), 493-509.

B. Host and B. Kra, Nonconventional averages and milmanifolds, Ann. of Math.,
161 (2005) 398-488.

B. Host and B. Kra, Uniformity seminorms on > and applications, J. d’Analyse
Mathématique, 108 (2009), 219-276.

B. Host, B. Kra and A. Maass, Nilsequences and a Structure Theory for Topological
Dynamical Systems, Advances in Mathematics, 224 (2010) 103-129.

W. Huang, H. Li and X. Ye, Family-independence for topological and measurable
dynamics, Trans. Amer. Math. Soc., to appear,arXiv: 0908.0574.

W. Huang, H. Li and X. Ye, Localization and dynamical Ramsey property, preprint.

50



Bibliografia Bibliografia

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

W. Huang and X. Ye, Topological complexity, return times and weak disjointness,
Ergod. Th. & Dynam. Sys., 24 (2004), 825-846.

D. Kerr and H. Li, Independence in topological and C*-dynamics, Math. Ann. 338
(2007), 869-926.

P. Kurka, Topological and symbolic dynamics volume 11 of Cours spécialisés. So-
ciété Mathématique de France, Paris, 2003. xii+315 pp.

A. Leibman, Pointwise convergence of ergodic averages for polynomial sequences of
translations on a nilmanifold, Ergodic Theory and Dynamical Systems 25 (2005),
no. 1, 201-213.

E. Lesigne,Sur une nil-variété, les parties minimales associées a une translation
sont uniquement ergodiques, Ergod. Th. & Dynam. Sys.11 (1991), 379-391.

A. Malcev, On a Class of Homogeneous Spaces, Amer. Math. Soc. Translations
1951, no. 39, A. M. S., Providence, RI, 1951.

M. Pollicott, Fractals and  Dimension Theory. Available at
http://www.warwick.ac.uk/masdbl/preprints.html

7. Szemerédi , On sets of integers containing no k elements in arithmetic progres-
sion, Acta Arithmetica 27 (1975), 199-245

S. Shao and X. Ye, Regionally proximal relation of order d is an equivalence one for
minimal systems and a combinatorial consequence, arXiv:1007.0189.

51



Anexo

En este anexo, incluimos el articulo Infinite-step nilsystems, independence and
complezity en donde se inserta, en la seccion 7 el trabajo realizado en esta memoria.

INFINITE-STEP NILSYSTEMS, INDEPENDENCE AND
COMPLEXITY

PANDENG DONG, SEBASTIAN DONOSO, ALEJANDRO MAASS, SONG SHAO,
AND XIANGDONG YE

ABSTRACT. An oo-step nilsystem is an inverse limit of minimal nilsystems. In
this article is shown that a minimal distal system is an oco-step nilsystem if and
only if it has no nontrivial pairs with arbitrarily long finite IP-independence sets.
Moreover, it is proved that any minimal system without nontrivial pairs with
arbitrarily long finite IP-independence sets is an almost one to one extension of its
maximal co-step nilfactor, and each invariant ergodic measure is isomorphic (in the
measurable sense) to the Haar measure on some oco-step nilsystem. The question
if such a system is uniquely ergodic remains open. In addition, the topological
complexity of an oco-step nilsystem is computed, showing that it is polynomial for
each nontrivial open cover.

1. INTRODUCTION

In this paper we introduce the notion of co-step nilsystem and study its relation-
ship with the concept of independence. We also study its topological complexity. In
this section, first we discuss the motivations for this subject and then we state the
main results of the article.

1.1. Motivations. By a topological dynamical system (t.d.s. for short) we mean a
pair (X,T), where X is a compact metric space and 7' : X — X is a homeomor-
phism.

There are several motivations for studying this subject. The first one comes
from the so called local entropy theory, for a survey see [12]. Each t.d.s. admits a
maximal zero topological entropy factor, and this factor is induced by the smallest
closed invariant equivalence relation containing entropy pairs [5]. In [22], entropy
pairs are characterized as those pairs that admit an interpolating set of positive

P. Dong and X. Ye were supported by NNSF of China (11071231). S. Donoso and A. Maass
were supported by Basal-CMM and FONDAP-CRG grants. S. Shao was supported by NNSF of
China (10871186) and Program for New Century Excellent Talents in University.
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2 Infinite-step nilsystems, independence and complexity

density. Later on, the notions of sequence entropy pairs [20] and untame pairs
(called scrambled pairs in [17]) were introduced. In [24] the concept of independence
was extensively studied and used to unify the afore mentioned notions. Let (X, T)
be a t.d.s. and A = (A4y,..., Ax) be a tuple of subsets of X. We say that a subset
F C Z, is an independence set for A if for any nonempty finite subset J C F' and
any s = (s(j) :j € J) € {1,..., k}’ we have (., T~/ Ay # 0. Tt is shown that a
pair of points z,y in X is a sequence entropy pair if and only if each A = (A, As),
with A; and A, neighborhoods of x and y respectively, has arbitrarily long finite
independence sets. Also, the pair is an untame pair if and only if each A = (A3, As)
as before has infinite independence sets. It is known that each t.d.s. admits a
maximal zero sequence entropy factor, i.e. a null factor [20], which is induced by
the smallest closed invariant equivalence relation containing sequence entropy pairs,
and a maximal tame factor [24], which is induced by the smallest closed invariant
equivalence relation containing untame pairs. It was shown ([20, 24, 10]) that a
minimal null (resp. tame) system is an almost 1-1 extension of an equicontinuous
t.d.s. and is uniquely ergodic. For a similar study see [27]. Moreover, in the
equicontinuous case the uniquely ergodic measure is measure theoretical isomorphic
to the Haar measure of the underlying Abelian group.

To get a better understanding of the role of the notion of independence in t.d.s., in
[18, 19] the authors systematically investigate the independence for a given collection
of subsets of Z, . For a finite subset {p1,...,pn} of N, the finite IP-set generated by
{p1,...,pm} is the set {e1p1 + ...+ €mpm s € € {0,1},1 < i <m}\ {0}. The notion
of Indy;,-pair is introduced and studied in [19]: a pair of points (z,y) in X is an
Ind f;,-pair if and only if each A = (A;, Ay), with A; and Ay neighborhoods of 2 and
y respectively, has arbitrarily long finite [P-independence sets. Among other results
it is shown that the Ind s;,,-pair relation has the lifting property, i.e. if 7 : (X,T) —
(Y, S) is a factor map between two t.d.s. then m x m(Ind;,(X,T)) = Indyy, (Y, S),
where Indy;,(X,T') is the set of all Ind;,-pairs of (X, T'). It is clear that,

Tameness
Nullness Zero entropy

Indﬁp = AX

So it is interesting to understand the dynamical properties of a minimal t.d.s. with-
out Indy;,-pairs.

A second motivation comes from the study of the dynamics of nilsystems. Let
(X, B, 1, T) be an ergodic system.

In [15], to study the convergence of some non-conventional ergodic averages in
this system, the authors proved that the characteristic factors for such averages in
L*(X, B, ;1) are d-step nilsystems for some integer d > 1. Then, in the topological
setting, in [16] the authors defined the notion of regionally proximal relation of order
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d associated to a t.d.s. (X,T), RP¥ and showed that if the system is minimal and
distal then RP is an equivalence relation and (X/RP, T') is the maximal d-step
nilfactor of the system. In a recent preprint [29], this result was generalized to
arbitrarily minimal t.d.s. When studying minimal distal systems carefully one finds
that if (z,y) € RPY for some integer d then each A = (A, A,), with A; and A,
neighborhoods of = and y respectively, has a finite IP-independence set of length
n(d) such that limy_, n(d) = co. This means that if (z,y) € RP™ = N RPY,
then (z,y) € Indy,(X,T). This is the main reason leading us to define oco-step
nilsystems and to study properties of minimal t.d.s. without Ind;,-pairs.

The third motivation comes from the theory of local complezity in topological
dynamics. In [4] the authors introduced the notion of topological complexity for a
t.d.s. using open covers, and showed that a t.d.s. is equicontinuous if and only if
each nontrivial open cover has a bounded complexity. For a further development,
see [21]. An interesting, but more difficult question, is to understand t.d.s. with
polynomial complexity or extensions of such systems. It appears (this is proved
in Section 7) that inverse limits of nilsystems are special systems with polynomial
complexity.

1.2. Main results of the paper. In this paper, we study co-step nilsystems, which
are t.d.s. with trivial RP™ i.e. RP = N RPY = A the diagonal. First, we
prove that a minimal system is an co-step nilsystem if and only if it is an inverse
limit of minimal nilsystems. Then we study the relation of co-step nilsystems and
independence pairs. It is proved that any minimal system without nontrivial Ind z;,-
pairs is an almost one-to-one extension of its maximal oco-step nilfactor. Moreover,
a minimal distal system is an oo-step nilsystem if and only if it has no nontrivial
Ind ¢;,-pairs. We observe that there are plenty of minimal distal systems which are
not oo-step nilsystems, though it is not easy to construct explicit examples.

In addition, we show for any minimal system without nontrivial Ind ;,-pairs that
each invariant ergodic measure is measure theoretical isomorphic to the Haar mea-
sure on some oo-step nilsystem. We conjecture that such class of systems are
uniquely ergodic.

Finally, we prove the topological complexity of an co-step nilsystem is polynomial
for each non-trivial open cover.

1.3. Organization of the paper. We organize the paper as follows. In Section 2
we introduce basic notions and facts we will meet in this article. Then we define
oo-step nilsystems in Section 3. In Section 4 we study the relationship between oo-
step nilsystems and independence pairs; and in Section 5, we give some examples.
In section 6 we study the conjecture concerning unique ergodicity, and state some
further ideas and questions. Finally, in Section 7, we discuss the complexity of an
oo-step nilsystem. Moreover, we give proofs of some results stated in Section 3 in
the Appendix.
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Acknowledgements: We thank W. Huang, H.F. Li and B. Kra for useful comments
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2. PRELIMINARIES

2.1. Topological dynamical systems. A transformation of a compact metric
space X is a homeomorphism of X to itself. A topological dynamical system (t.d.s.) or
just a system, is a pair (X, T"), where X is a compact metric space and 7" : X — X is
a transformation. We use p(+, -) to denote the metric in X. In the sequel, and if there
is no confusion, in any t.d.s. we will always use T to indicate the transformation.

We will also make use of a more general definition of a system. That is, instead of
just considering a single transformation 7', we will consider commuting homeomor-
phisms 77, ..., T} of X. We recall some basic definitions and properties of systems
in the classical setting of one transformation. Extensions to the general case are
straightforward.

A system (X, T') is transitive if there exists © € X whose orbit O(x,T) = {T"x :
n € Z} is dense in X and such point is called a transitive point. The system is
manimal if the orbit of any point is dense in X. This property is equivalent to
saying that X and the empty set are the unique closed invariant subsets of X.

Let (X,T) be a system and M(X) be the set of Borel probability measures in
X. A measure y € M(X) is T-invariant if for any Borel set B of X, u(T™'B) =
wu(B). Denote by M(X,T) the set of invariant probability measures. A measure
w € M(X,T) is ergodic if for any Borel set B of X satisfying u(T"'BAB) = 0 we
have u(B) = 0 or u(B) = 1. Denote by M¢(X,T') the set of ergodic measures. The
system (X, T) is uniquely ergodic it M(X,T) consists of only one element.

A homomorphism between the t.d.s. (X,T) and (Y,T) is a continuous onto map
7 : X — Y which intertwines the actions; one says that (Y,7') is a factor of (X, T)
and that (X, T) is an extension of (Y,T). One also refers to 7 as a factor map or
an extension and one uses the notation 7 : (X,T) — (Y, T). The systems are said
to be conjugate if 7 is a bijection. An extension 7 is determined by the correspond-
ing closed invariant equivalence relation R, = {(x1,x2) : 7(z1) = 7(xq9)} = (7 X
) 'Ay C X x X, where Ay is the diagonal on Y. An extension 7 : (X, T) — (Y, T)
is almost one-to-one if the G5 set Xo = {x € X : 7 !(n(z)) = {z}} is dense.
2.2. Distality and Proximality. Let (X,T) be a t.d.s. A pair (z,y) € X x X is
a proximal pair if

inf p(T"z, T"y) = 0

and is a distal pair if it is not proximal. Denote by P(X,T') or Px the set of proximal

pairs of (X, 7). The t.d.s. (X,T) is distal if (z,vy) is a distal pair whenever x,y € X
are distinct.
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An extension 7 : (X,T) — (Y,S) is prozimal if R, C P(X,T) and is distal if
R.NP(X,T) = Ax. Observe that when Y is trivial (reduced to one point) the map
7 is distal if and only if (X, 7 is distal.

2.3. Independence. The notion of independence was firstly introduced and studied
in [24, Definition 2.1]. It corresponds to a modification of the notion of interpolating
studied in [11, 22] and was considerably discussed in [18, 19].

Definition 2.1. Let (X,T') be a t.d.s. Given a tuple A = (Ay,...,Ay) of subsets
of X we say that a subset F' C Z, is an independence set for A if for any nonempty
finite subset J C F and any s = (s(j) : j € J) € {1,...,k}’ we have

(T A #0.
jes
We shall denote the collection of all independence sets for A by Ind(A, ..., Ax)
or IndA.

A finite subset F' of Z, is called a finite IP-set if there exists a finite subset
{p1,p2, ..., pm} of N such that
F=FS{p}il) ={pi + - +py 1 <in <o <ipg <mb.
Now we define Ind ;,-pairs.

Definition 2.2. Let (X,T') be a t.d.s. A pair (z1,22) € X x X is called an Ind ;-
pair if for any neighborhoods Uy, Us of x1 and x5 respectively, Ind(Uy, Us) contains

arbitrarily long finite IP-sets. Denote by Indy;,(X,T) the set of all Ind,-pairs of
(X,T).

2.4. Parallelepipeds. Let X be a set, d > 1 be an integer, and write [d] =
{1,2,...,d}. Weview {0,1}% in one of two ways, either as a sequence € = ¢, ... €4 :=
(€1,...,€q) of 0's and 1's; or as a subset of [d]. A subset e corresponds to the se-
quence (e, ...,€4) € {0,1}? such that i € € if and only if ¢, = 1 for i € [d]. For
example, 0 = (0,0,...,0) € {0,1}% is the same as ) C [d].

Ifn=(ng,...,ng) €Z%and € € {0,1}¢, we define

d
n-e= E T;€E;.
=1

If we consider € as € C [d], thenn-e =3 _ n;.

We denote X?2* by X[, A point x € X4 can be written in one of two equivalent
ways, depending on the context:

X = (z.: e €{0,1}) = (z.: e C [d)).
Hence zy = x¢ is the first coordinate of x. As examples, points in X are written

(1U00,37107$0173311) = ($®7${1}7${2}7${1,2})7
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and points in X ¥ look like

(ﬁooo, 21005 L0105 L1105, L0015, L1015 L011, $111)

= (wo, 21}, T(2y, T1,2), T{3}, T{1,3}> T{2,3}> T{1,2,3})-

For z € X we write zl4 = (x,z,...,2) € X[ The diagonal of X is AlY =
{xé“]q : x € X}. Usually, when d = 1, we denote the diagonal by Ax or A instead of
Al

A point x € X! can be decomposed as x = (x/,x”) with x',x” € X9=1 where
x' = (g :€€{0,1} ) and X" = (z : € € {0,1}97!). We can also isolate the first
coordinate, writing X1 = X2~! and then writing a point x € X @
where x, = (z. : € # 0) € X!,

Identifying {0, 1} with the set of vertices of the Euclidean unit cube, a Euclidean
isometry of the unit cube permutes the vertices of the cube and thus the coordinates
of a point x € X, These permutations are the Euclidean permutations of X

d—1

as x = (g, X,),

2.5. Dynamical parallelepipeds. We follow definitions from [16].

Let (X,T) be a t.d.s. and d > 1 be an integer.

We define the set of (dynamical) parallelepipeds of dimension d, Q4 (X) (or just
Q) as the closure in X! of elements of the form

(T™Cp = Tmet-—tnacay . e = (¢, ..., ¢4) € {0,1}%),

where n = (ny,...,nq) € Z% and 2 € X. It is important to note that Q¥ is invariant
under the Euclidean permutations of X
As examples, Q@ is the closure in X = X* of the set

{(x, T"x, Tz, T""™z) : x € X,m,n € Z}
and Q! is the closure in Xl = X® of the set
{(x, T™2, T"x, T" "z, T?x, T™ Py, T" Py, T Py) 2 € X, m,n,p € Z}.

Let ¢ : (X,T) — (Y, T) be a factor map. Definegl® : X4 — Yl by (¢llx), = ¢z,
for every x € X9 and every ¢ C [d]. The diagonal transformation of X% is the
map T4, We define face transformations inductively as follows: Let T = T,
T 1[1] =idxT. If {Tj[dfl] ?;i is already defined, then set

d _ ld—1] [d-1] .
T8 = T Tl e (1,2, d— 1},
Tl — =1 Tl

It is easy to see that for j € [d], the face transformation Tj[‘ﬂ : X9 — X can be
defined, for every x € X9 and € C [d], by

Tl (T]{jX)e =Tz, jE&
/ (T]°%)e =2, je
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The face group of dimension d is the group F¥(X) of transformations of X%
spanned by the face transformations. The parallelepiped group of dimension d is the
group Gl(X) spanned by the diagonal transformation and the face transformations.
We often write F14 and Gl¥ instead of F9(X) and G¥(X), respectively. For Gl
and F19 we use similar notations to that used for X¥: Namely, an element of either
of these groups is written as S = (S, : € € {0,1}%). In particular, 719 = {S € G4 .
Sp =id}.

For convenience, we denote the orbit closure of x € X4 under F4 by m(x),
instead of O(x, Fld).

It is easy to verify that Q¥ is the closure in X of

{S2 .5 e Fll 2 € X}
If (X,T) is a transitive system and x a transitive point, then Q¥ is the closed orbit
of zl¥ under the group Gl4. Moreover, it is easy to get that
Q[d] = {(Tn'ex)ee{o’l}d n e Nd,l’ € X} .

2.6. Nilmanifolds and nilsystems. Let G be a group. For g,h € G and A, B C
G, we write [g,h] = ghg~th~! for the commutator of g and h and [A, B] for the
subgroup spanned by {[a,b] : a € A,b € B}. The commutator subgroups G, j > 1,
are defined inductively by setting G; = G and G,41 = [G;,G]. Let d > 1 be an
integer. We say that G is d-step nilpotent if G4, is the trivial subgroup.

Let G be a d-step nilpotent Lie group and I' be a discrete cocompact subgroup
of G. The compact manifold X = G/T" is called a d-step nilmanifold. The group G
acts on X by left translations and we write this action as (g,x) +— gz. The Haar
measure 1 of X is the unique probability measure on X invariant under this action.
Let 7 € G and T be the transformation x — 72 of X. Then (X, pu,T) is called a
d-step nilsystem. In the topological setting we omit the measure and just say that
(X,T) is a d-step nilsystem.

We will need to use inverse limits of nilsystems, so we recall the definition of a
sequential inverse limit of systems. If (X, T});en are systems with diam(X;) < 1
and m; @ X;11 — X, are factor maps, the wnverse limit of the systems is defined
to be the compact subset of [], .y X; given by {(z:)ien @ mi(2iy1) = 24}, and we
denote it by im(X;, T;)ien. It is a compact metric space endowed with the distance

(—
p((@i)ien, (Yi)ien) = D ien 1/2%pi(xs,y;), where p; is the metric in X;. We note that
the maps T; induce naturally a transformation 7" on the inverse limit.

The following structure theorem characterizes inverse limits of nilsystems using
dynamical parallelepipeds.

Theorem 2.3 (Host-Kra-Maass). [16, Theorem 1.2.] Assume that (X,T) is a tran-
sitive topological dynamical system and let d > 2 be an integer. The following
properties are equivalent:
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(1) If x,y € Q¥ have 2¢ — 1 coordinates in common, then x =y.
(2) If v,y € X are such that (z,y,...,y) € Q¥ then x = y.
(3) X is an inverse limit of (d — 1)-step minimal nilsystems.
A transitive system satisfying one of the equivalent properties above is called a
system of order (d — 1).

3. 00-STEP NILSYSTEMS

3.1. Regionally proximal relation of order d. First we recall a fundamental
relation introduced in [16] allowing to characterize maximal nilfactors in [16] (for
minimal distal systems) and in [29] (for general minimal systems).

Definition 3.1. Let (X,T) be a system and let d € N. The points z,y € X are
said to be regionally prozimal of order d if for any 6 > 0, there exist 2/,3’ € X and
a vector n = (ny,...,ng) € Z% such that p(z,2') < 8, p(y,y’) < J, and

p(T™ 2, T™ ") < § for any nonempty € C [d].

In other words, there exists S € FI¥ such that p(Sca’, Scy/) < & for every € # (). The
set of regionally proximal pairs of order d is denoted by RP¥ (or by RP(X,T)
in case of ambiguity), and is called the regionally prozimal relation of order d.

It is easy to see that RP is a closed and invariant relation. Observe that
P(X,T)C...C RPUI Cc RPY C .. RP® C RPN =RP(X,T).

The following theorems proved in [16] (for minimal distal systems) and in [29] (for
general minimal systems) tell us conditions under which (z, ) belongs to RP@ and
the relation between RP and d-step nilsystems.

Theorem 3.2. Let (X,T) be a minimal system and let d € N. Then
(1) (z,y) € RPY if and only if (z,y, . ..,y) € QY if and only if (x,y,...,y) €
Fla+1](gld+1ly,
(2) RPY is an equivalence relation.
(3) (X, T) is a system of order d if and only if RPY = Ay.

3.2. oo-step Nilsystems. The regionally proximal relation of order d allows to
construct the maximal d-step nilfactor of a system. That is, any factor of order d
(inverse limit of d-step minimal nilsystems) factorize through this system.

Theorem 3.3. [29] Let m : (X, T) — (Y,T) be a factor map between minimal
systems and let d € N. Then,

(1) 7 x 7(RP"(X, 7)) = RPY(y, T).

(2) (Y,T) is a system of order d if and only if RP (X, T) C R,.
In particular, the quotient of (X,T) under RPY(X,T) is the mazimal d-step nil-
factor of X (i.e. the maximal factor of order d).
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It follows that for any minimal system (X, 7T),
RP™ = (Y RPY

d>1

is a closed invariant equivalence relation (we write RP™(X,T) in case of ambi-
guity). Now we formulate the definition of oco-step nilsystems or systems of order
00.

Definition 3.4. A minimal system (X,7) is an oo-step nilsystem or a system of
order oo, if the equivalence relation RP™! is trivial, i.e. coincides with the diagonal.

Remark 3.5. Similar to Theorem 3.3, one can show that the quotient of a minimal
system (X, T) under RP™/ is the maximal co-step nilfactor of (X, T).

Let (X,T) be a minimal system. It is easy to see that if (X,7T) is an inverse
limit of minimal nilsystems, then (X,7) is an oo-step nilsystem. Conversely, if
(X,T) is a minimal oo-step nilsystem, then RP™) = Ay. For any integer d > 1
let (X4, T) be the quotient of (X, 7)) under RP™. Then (X, T) = lim(Xy, T)gen as

%
Ay = RP™ = N RP“. In fact we can show more as the following theorem says.
d>1
Theorem 3.6. A minimal system is an oo-step nilsystem if and only if it is an
inverse limit of minimal nilsystems.

Proof. Tt remains to prove that if (X,7") is a minimal co-step nilsystem, then it
is an inverse limit of minimal nilsystems. First we may assume that (X,7T) =
lim (X4, T) gen, where Xy = X/RP[d] for any d > 1. By Theorem 2.3, for any d > 1,
«—

(X4, T) is an inverse limit of minimal d-step nilsystems.
We need the following claim.

Claim: Let (Y,S) be a minimal system, and let (Y;,S) be factors of (Y,S) which
are k;-step nilsystems, where 1 < i < n and max{k; : 1 <i < n} =k. Then there
exists a k-step nilsystem (Z,S) such that it is a factor of (Y, S) and is an extension
of (Y;,8) for1<i<n.

Proof of Claim: Let m; be the factor map between (Y, S) and (Y;,S) and assume
(Y;,S) has the form of (H;/T;, h;), where h; € H; and S is the left translation by
hi onY;. Set G = H x---xH, I' =Ty x---, and g = (hy,...,h,). Then
G is a k-step nilpotent Lie group and I' is a discrete uniform subgroup of G. Let
S : G/T' — G/T be the transformation x — gz. Choose any point y € Y and let
Z ={g"(m1(y),...,m(y)) : n € Z} C G/T" be the orbit closure of (71(y), ..., T (y))
under S. Since nilsystems are distal, (Z,S) is minimal. Moreover it is a k-step

nilsystem [25]. And of course, (Z,S) is a factor of (Y, S) and it is an extension of
(V;,8) for 1 <i <mn.
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Now we show that (X, T') is an inverse limit of minimal nilsystems using previous
claim. As (X1,T) is a system of order 1, it is an inverse limit of some 1-step nilsys-
tems ((X1)i, T)ien by Theorem 2.3. Similarly, as (Xo,T') is a system of order 2, it is
an inverse limit of some 2-step nilsystems ((X3);, T);en. Note that all ((X1);,7T)ien
and ((X2);,T)ien are factors of Xs. By the above claim, we may reconstruct 2-
step nilsystems ((Xa2)i, T");en such that for all ¢ € N, ((X3);41,7) is an extension of
((Xl)hT)v ((X1)27 T)? ) ((Xl)i+1>T) and <<X2)17T)7 R ((X2)27 T)

Similarly and inductively, for any given k € N (X, T) can be written as the
inverse limit of some k-step nilsystems ((Xy);, T)ien satisfying that for all i € N,
((Xky1)i, T) is an extension of ((Xx);, 7).

Since (X, T') is the inverse limit of (X, T)ren, Uyeny C(Xi) is dense in C'(X). And
as (X, T) is the inverse limit of ((Xj);, T)ien, we have that ..y Uien C((Xk)i)
is dense in C(X). So we may choose a sequence of (kp,in)ney € N x N with
kn < knit,in < inqq such that |,y C((Xy,)i,) is dense in C(X). Thus (X,T) is
the inverse limit of ((Xj, )i, T)nen. That is, (X, T) is an inverse limit of minimal

nilsystems. This completes the proof of the theorem.
O

Since minimal nilsystems are uniquely ergodic, it is easy to see that minimal
oo-step nilsystems are also uniquely ergodic.

3.3. About RPI™ = RPM, Observe that if QU+ = QM x Q¥ then RPI4 Y =
RPY. Indeed, if (x,y,...,y) and (y,...,y) € Q¥ then (z,y,...,y,y,...,y) €
QU+, Moreover, the system is weakly-mixing and thus RPY = X x X for any
d > 1, as shows the following proposition.

Proposition 3.7. Let (X, T) be a minimal system. If Q4T = QU x QU for some
d € N then X is weakly-mizing and hence Q¥ = X for any d € N.

Proof. Let z,y,a € X. By minimality (z,y,z,y,...,x,y) € Q! and by hypothesis
the point x = (x,y,2,y,...,2,y,a,...,a) € QU If d =1, (x,y,a,a) € Q? and
then (z,y) € RPY. For any integer d > 1, applying Euclidean permutations, we
get that y = (2,9,...,7,v,a,...,a,2,y...,2,9,a,...,a) € Q¥ too. Considering
the first half of y and iterating the process we finish in the case d = 1. We conclude
RPY = X x X and the result follows. O

Now, if RPI" = RP for some d the following theorem states that all regionally
proximal relations of higher order coincide and thus RP!™ = RPI~U. This result
is natural but its proof is somewhat involved, so we leave it for the appendix. For
the definition of Z; see Section 7.

Theorem 3.8. (1) Let (X,T) be a minimal system. If RPY = RPUH for
some d € N, then RP" = RPY for all n > d.
(2) Let (X,B,u,T) be an ergodic measure preserving system. If Zy = Zgiq for
some d € N, then Z,, = Z; for each n > d.
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(3) Let (X,T) be a minimal system and p be an ergodic Borel probability mea-
sure on X . If Z, is isomorphic (with respect to the corresponding invariant
measure) to X, = X/RPM for some n € N, then Z) is isomorphic to
X, = X/RPY for all k < n.

4. THE STRUCTURE OF MINIMAL SYSTEMS WITHOUT NONTRIVIAL Indfip-PAIRS

In this section we discuss the structure of minimal systems without nontrivial
Ind ;,-pairs. We will show that such systems are almost one-to-one extensions of
their maximal oo-step nilfactors.

4.1. A criterion to be an Indg,-pair. First we characterize Indg;,-pairs using
dynamical parallelepipeds.

Let (X, T) be a transitive system. It is easy to check that x = (2. : € C [d]) € Q!
if and only if for any neighborhood U, of z, respectively, there exist positive integers
n = (ny,ny,...,ng) € N such that ﬂGC[d} T-™<U, # (). Moreover, the point in
ﬂec[d] T—™¢U, can be chosen to be in the orbit of a transitive point.

Lemma 4.1. Let (X,T) be a transitive t.d.s. and (z1,x2) € X X X with x; # .
Then, {1, 22} C QI for all integer d > 1 if and only if (x1,72) is an Indip-pair.

Proof. Let (z1,5) € X x X with 21 # x,. First, we assume {z1, 5} c Q¥ for
all integer d > 1.

Let Uy, Uy be neighborhoods of x; and x5 respectively and fix d € N. We show
there exist positive integers {p1, pa, ..., pa} such that

F=FS({p}l) ={pn +-+py 1<t < <ip < d}
belongs to Ind(Uy, Us).

Since {z1, 5} has 22" elements we write it {x, : 7 C [29]}. Now, for any € C [d]
and n C [29, let ., = (x,) and construct the point x = (z, : € C [d],n C [29]) €
{1, xg}pd“”. Clearly, if we choose an identification of coordinates, we can write
x=(x,:pC[2+d]). Forany p C 2¢+d], let U, = U; if z, = ;, i = 1,2.
Then the product set @ pC[2+d] U, is a neighborhood of x. Since, by hypothesis,
x € Q2+ then there exist z € X, py € N and p = {p1,-..,paarq} C N such that
for any p C [2¢ +d], TP PPz € U,

We show that the finite IP set F' generated by {p1, ps, . .., pa} belongs to Ind(Uy, Us).
For any s € {1,2}*" = {1,2}9  gince {250 : € C [d]} € {x1,22}9] there exists
n C [27 such that x,, = {zye : € C [d]}, L.e. for any € C [d], Ze = @) Let
y = TP+ ZienPitay Then, for any € C [d], TXiecPiyy = TrotP(en)y ¢ Uy = Ug(e)- So

() 77> Uy # 0,

eC[d]

and F belongs to Ind(Uy, Us).
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Now assume that (1, z3) is an Ind;,-pair. That is, for any neighborhood U; x Uy
of (x1,75), any d € N and any s € {1,2} there are positive integers pi,...,pq

such that () T~ ZiEepiUs(e) #£0. Let z € () T~ ZiEepiUs(e). Then T2 iecPiy € Us(e)
ecld] eCld]

for any e C [d]. This implies that {z, 2.} c QI O
The following lemma is a useful application of the previous lemma.

Lemma 4.2. Let (X,T) be a transitive system, x1 € X be a transitive point and
d > 1 be an integer. Suppose that (xq,xy,...,21) € QU for some x4 € X and that
m A — X is semi-open, where A = orb((z1,x2),T X T) and m is the projection
to the first coordinate. Then {x,,z,} c Q.

Proof. It X is finite, then the lemma holds. Thus we assume that X is infinite. We
first prove the following claim.
Claim: If x = (z1,a,) € {71, 22} N QW then (15,a,) € QU

Let U; and Uy be neighborhoods of z; and x5 respectively. Since 7 is semi-open
and X is infinite, then Vi = int(m (U; x Uy N A)) # 0 and infinite. Set V5 = Us.

Let s = (s(e) : € C [d]) € {1,2}l9 such that x = (24 : € C [d]). From
the hypothesis, x = (z1,a,) € {z1, 25}/ N Q4 then there exist positive integers
no, N1, - .. ,ng such that T+ ™¢x, € Vi for each e C [d], i.e. ﬂec[d] TV # 0,
where n = (nq,...,ng).

Let W, = ﬂC T V CVland Wy = Vo = Us. Since W1XWQQA§£®,
there exists a posmve mteger M such that (T x T)™(xy,25) € Wy x Wo. And,
since (g, 21,...,21) € Q. there exist positive integers mg, my, ..., mq such that
Tmog, € T-MW, = T=MU,, and T™ot™ g € T-MIW, for all n C [d] \ {0}, where
m = (my,...,my). It follows that T-mo=M[J, Ny iap 0y T—mo-M=mnyy o () That
is,

m T—mn ﬂ Tfn-e‘/s(e) ?é 0.

ncCld\{0} eC[d]

ﬂ Tm"ﬂT“GU # 0.
[d]\{0} eCld
Set p; =n; +m; for 1 <1 § d7 and p = (p1,...,pq). Then we have
U0 [ TPy # 0,
nCld\{0}
and so we get that (z,a,) € Q. The proof of the claim is completed.

Thus,

For any x € {x1, 25}, let [(x) be the number of z,’s appearing in x. We prove
this lemma by induction on [(x).
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If I(x) = 0, then obviously x = x[ld] € Q4. Suppose the lemma holds when
I(x) < k,ie x € Qif(x) < k. Now, for I(x) = k-+1 without loss of generality we
write x = (23, a,). Since [((z1,a,)) = k, we have by hypothesis that (z;,a,) € Q.
Thus from the claim we get that x = (29,a,) € Q4. The proof of this lemma is
completed. O

The following corollary extends Corollaries 4.2. and 4.3. from [16], and the
comment right after, that were only proved in the distal case.

Corollary 4.3. Let (X,T) be a minimal t.d.s., x1,29 € X and d > 1 an integer. If
(x1,29) € RPY and (z1,22) is a T x T-minimal point, then {xy, z,}4+1 c QI+,

Proof. Let A = orb((x1,22), T x T). Since (A,T x T') and (X,T') are minimal, the
projection m : A — X is semi-open. By Theorem 3.2, (29, 21,...,2;) € QY so
{21, 22} € Ql+Y by Lemma 4.2. O

By the above discussion, we get the following criterion to be a Ind;,-pair.

Corollary 4.4. Let (X,T) be a minimal system and (z1,x,) € RPN\ Ay =
Nas1 RPN\ Ax. If (x1,23) is T x T-minimal or the projection

w1 orb((xy,22), T X T) = X

is semi-open, then (x1,x2) is an Indgy,-pair.

Proof. If (x1,25) is T x T-minimal, by Corollary 4.3, we have {x1, 25}/ ¢ Q¥ for
every integer d > 1. Now, if the projection 7 : orb((z1,22),T x T) — X is semi-

open, then, since (z1,zs) € RP™ we have (z9,21,...,71) € QM for every d > 1.
Hence, by Lemma 4.2, we also have {z, 25}l c Q¥ for every integer d > 1.
By Lemma 4.1, the proof is completed. 0

4.2. The structure of minimal systems without nontrivial Indy;,-pairs. The
following is the main result of this section.

Theorem 4.5. Let (X,T) be a minimal system. If X does not contain any non-
trivial Ind g;p-pair, then it is an almost one-to-one extension of its maximal co-step
nilfactor.

To prove this theorem we need some preparation. Every extension of minimal
systems can be lifted to an open extension by almost one-to-one modifications. To
be precise, for every extension 7 : (X,T) — (Y, T) between minimal systems there
exists a canonically defined commutative diagram of extensions (called the shadow
diagram,)

X 25 X

”*l lﬁ

T

Yy* — Y
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with the following properties:

(1) o and 7 are almost one-to-one extensions;
(2) 7 is an open extension, i.e. for any open set U C X*, 7*(U) is an open set
of Y*;
(3) X* is the unique minimal set in R, = {(z,y) € X x Y*: 7w(x) = 7(y)} and
o and 7" are the restrictions to X* of the projections of X x Y* onto X and
Y™ respectively.
We refer to [1, 8, 30, 31] for the details of this construction.

In [8] it was shown that, a metric minimal system (X, T') with the property that
n-proximal tuples are dense in X" for every n > 2, is weakly mixing. This was
extended by van der Woude [33] as follows (see also [9]).

Theorem 4.6. Let 7 : (X, T) — (Y, T) be a factor map between the metric minimal
systems (X, T) and (Y,T). Suppose that 7 is an open proximal extension, then w is
a weakly mizing extension, i.e. (R, T x T) is transitive.

Now we give the proof of Theorem 4.5.

Proof of Theorem 4.5. Let (X,7T) be a minimal system without Ind;,-pairs.
We denote by (Y,T) the quotient system of (X,T") determined by the equivalence
relation RP™ (X T) and let 7 : (X,T) — (Y,T) be the canonical projection map.

We first prove that 7 is a proximal extension. Remark that if (z,y) € R, = RP™
is a T'x 1" minimal point, according to Corollary 4.4, we have (z,y) is an Ind s;,-pair
and thus we must have z = y. Now consider any (x,y) € R, and v € E(X,T) a
minimal idempotent. Since (uz,uy) is a T x T minimal point, we have from previous
observation that ux = uy, which implies (z,y) is a proximal pair.

As the shadow diagram shows, there exists a canonically defined commutative
diagram of extensions

X 25 X

Yy —— Y
verifying properties (1)-(3) above.

Since 7 is proximal and ¢ is almost one-to-one, we have 7 o ¢ is proximal. For
any (z,2') € Ry«, moo(x) = moo(a'), so (z,2) is a proximal pair, which implies 7*
is proximal too. By Theorem 4.6, 7* is a weakly mixing extension, and hence there
exists (z1,x2) € Ry« such that Ry« = orb((z1,x2),T x T'). Let m be the projection
of R« to the first coordinate. It is easy to get that for any open sets U,V C X*,
(U x V) =7*(U) N w*(V) is an open set. So we get that 7 is an open map too.
Since (21, z2) is a proximal pair, we have (21, z2) is an Ind;,-pair by Corollary 4.4.
Hence (0(z1),0(x2)) is an Indy;,-pair too. Then we must have o(z1) = o(z3), and
thus R« C R,.




Dong, Donoso, Maass, Shao, Ye 15

Since 7 is almost one-to-one, we can choose y € Y such that 77'(y) contains
only one point. Suppose x1,75 € 7 '(y), then there exist z},x3 € X* such that
o(z}) =x; and o(23) = x9. AsTon™(z}) =7moo(z}) =y =moo(x}) =7on*(x}),
we have 7*(z}), 7*(x3) € 771 (y) and so 7*(z}) = 7*(x}), i.e. (2}, 25) € Ry« C R,.
Hence x; = x9, which implies that 77!(y) contains only one point too. We conclude
7 is almost one-to-one. U

Proposition 4.7. Let (X,T) be a minimal distal system. Then there are no non-
trivial Ind s;,,-pairs if and only if (X, T) is an co-step nilsystem.

Proof. 1t is a direct consequence of Theorem 4.5. U

4.3. The assumption of semi-openness in Lemma 4.2 cannot be removed.
In this subsection we give an example to show that the condition of semi-openness
in Lemma 4.2 cannot be removed. First we recall some notions.

Let (X,T) be t.d.s. For any open cover U, let N(U) denote the smallest pos-
sible cardinality among finite subcovers of U. Given an increasing sequence A =
{t1,ta,...} in Z,, the sequence entropy of (X, T) or just T with respect to A and
the cover U is

. 1 s
ha(T,U) = limsup — log N <\/ T t'LZ/{>
n—oo T =1
and the sequence entropy of T" with respect to A is ha(T') = supy ha(T,U), where
the supremum is taken over all finite open covers U of X. The system (X,T) is a
null system if for any sequence A C Zy, ha(T) = 0.

Similar to Ind;,-pair we can define IN-pairs. Let (X,T) be t.d.s. and (z,x2) €
X x X. Then, (x1,29) is a IN-pair if for any neighborhoods U;, Uy of 1, x9
respectively, Ind(Uy, Us) contains arbitrary long finite independence sets. In [24] is
shown that (X, 7) is a null system if and only if it contains no nontrivial IN-pairs.
It is obvious that a null system contains no nontrivial Indy;,-pairs as Ind;,-pairs
are IN-pairs.

The following example is classical.
Example 4.8. Sturmian system.

Let o be an irrational number in the interval (0,1) and R, be the irrational
rotation on the (complex) unit circle T generated by e?™. Set

Ag={e":0<0<(1—0a)} and Ay ={"™:(1-a) <0 <1}

Consider z € T and define z € {0,1}% by: for all n € Z, x, = i if and only if
R'(z) € A;. Let X C {0,1}% be the orbit closure of x under the shift map o on
{0,1}%, ie. for any y € {0,1}%, (6(y))n = Yns1. This system is called Sturmian
system. It is well known that (X, o) is a minimal almost one-to-one extension of
(T, R,). Moreover, it is an asymptotic extension. Also, it is not hard to prove that
it is a null system.
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Let m: X — T be the former extension and consider (z1,z2) € R, \ Ax. Then
(x1,22) is an asymptotic pair and thus (zq,x2) € RP for any integer d > 1. In
particular, (zg,71,...,21) € QU+ for any integer d > 1. Now, if {x;, 25}
QU4 for any integer d > 1, then, by Lemma 4.1, (21, 7) is a nontrivial Ind s;,-pair,
and so an IN-pair, which contradicts the fact that (X, T') is a null system. Therefore,
there exists an integer d > 1 such that {x1, z5}!9 ¢ Q!4 which implies the condition

w2 orb((x,y), T x T) — X is semi-open in Lemma 4.2 cannot be removed.

5. MINIMAL DISTAL SYSTEMS WHICH ARE NOT 00-STEP NILSYSTEMS

In the previous section we showed that a minimal distal system is an oo-step
nilsystem if and only if it has no nontrivial Indy;,-pairs. In this section we will
give examples of minimal distal systems which are not oo-step nilsystems. We
remark that if (X,7’) is minimal distal and 7 : (X,7) — (X, T) is the maximal
equicontinuous factor of (X, T'), then each pair in R, \ Ay is an untame pair (see
[20, 17, 27]). In fact, the result in previous section tells that if 7o, : (X,T) —
(Z,T) is the factor map from X to its maximal oco-step nilfactor, then each pair
in R, \ Ax is an Indy;,-pair. We do not know how to glue both results together.

5.1. The existence. To show the existence of minimal distal systems which are not
oo-step nilsystems we use some abstract results from [26]. We use freely notations
therein.

Proposition 5.1. [26, Theorem 4.4] Every ergodic measurable distal system
(X, B, u, T) can be represented as a minimal topologically distal system equipped with
a Borel measure of full support.

Lemma 5.2. [26, Claim 5.5] Suppose (Y, D,v,T) is an isometric extension of the
ergodic rotation (T, B, \, R,) by a finite group that is not a Kronecker system. Then
(Y, D,v,T) does not have a uniquely ergodic distal model.

The following result produces as much examples as we want.

Theorem 5.3. Suppose (Y, D,v,T) is an isometric extension of the ergodic rotation
(T, B, A\, R,) by a finite group, that is not a Kronecker system. Then any minimal
distal topological model of (Y, D,v,T) is not an oco-step nilsystem.

Proof. By Proposition 5.1, (Y,D,v,T) has a minimal topologically distal system
(X, T) model equipped with a Borel measure of full support. By Lemma 5.2, (X, T)
cannot be uniquely ergodic. It is clear that a minimal co-step nilsystem is uniquely
ergodic, so (X, 7)) is not an oco-step nilsystem. OJ

5.2. An explicit example. A way to produce an explicit example is to use the
following Furstenberg result. It appeared first in [6]. We recall that a topological
dynamical system is strictly ergodic if it is minimal and uniquely ergodic.
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Theorem 5.4. [6, Theorem 3.1] Let (Q,Tp) be a strictly ergodic system and pyg
its unique ergodic measure. Let 0 = Qg X T and let T : Q — Q be defined by
T(wo,s) = (To(wo), g(wo)s), where g : Qo — T is a continuous function. Then, if
the equation

(5.1) 9" (wo) = R(Ty(wo))/R(wo)

has a solution R : Qg — T which is measurable but not equal almost everywhere to
N-1

a continuous function, then ]\}g}wﬁ Z% foT"w) cannot exist for all continuous

functions f and all w € €.

Now we recall some elements of the example from [6] satisfying the criterion of
the previous theorem. The first step (that we omit here) is the construction of a
sequence of integers (ny)rez and an irrational number « such that

1 . .
h(e) _ Z ?<62mnka o 1)62mnk9
= I¥]
6271'1'/\h

and g(e?"?) @) where A is as yet undetermined, are O™ functions of [0, 1)

and T respectively. Clearly, h(0) = H(0 + ) — H(), where
1 .
H(@) _ Z me%rmkﬁ '

k£0
Thus H(-) is in L?(0,1) and in particular defines a measurable function. However,
H(-) cannot correspond to a continuous function since ), 40 ﬁ = oo and hence
the series is not Cesaro summable at § = 0 ([34]). Therefore, for some \, > ()
cannot be a continuous function either. Considering R(e?™) = 2™ (9) we get

R(e*™s)/R(s) = g(s)

with R : T — T measurable but not continuous.
By Theorem 5.4, the transformation 7" of T x T given by

T(s1,82) = (62ma81,g(51)52)
will not possess all its ergodic averages, i.e. there are a continuous function f and
N-1
1 " .
w € T x T such that ]\}eréo N Z% foT"(w) does not exist.

Let Q = orb(w,T) C T x T. It is easy to get that (T x T,T) is distal, and so
(Q,T) is minimal distal. If (2, 7T") is an oo-step nilsystem, then it is an inverse limit
of minimal nilsystems, and of course (£, T) is strictly ergodic. Let h = f|q and h

N-1
apparently continuous on €2, so lim — Z goT"(w) exists, contradicting the choice
N—o0 N

n=0
of f and w. Therefore (€2, 7T") is minimal distal but not an co-step nilsystem.
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6. DISCUSSION ABOUT THE UNIQUE ERGODICITY

In this section we aim to investigate the question whether a minimal system with-
out Indy;,-pairs is uniquely ergodic. First we observe that when (X,7’) is minimal,
then (Xo = X/ RP[°°],T) is uniquely ergodic since it is an inverse limit of uniquely
ergodic systems.

Assume that (X,T) is a minimal system and let g be an ergodic measure for
(X,T). Then (X,B,u,T) is an ergodic measure preserving system, where B is
the o-algebra of Borel sets of X (we omit B in the sequel). In [15], to prove the
convergence in L?(X, B, i) of some non-conventional ergodic averages, the authors
introduced measures p@ € M(X T for any integer d > 1 and used them
to produce the maximal measure theoretical factor of order d of (X, u,T) (in the
measurable context this means that the system is an inverse limit, with measurable
factor maps, of d-step nilsystems), denoted by (Z4, Z4, pta, T').

In the topological setting, (X, = X/RP T is the maximal factor of order d of
(X,T) and is uniquely ergodic. In [16] it was observed that (X4, T') is also a system
of order d in the measurable sense for its unique invariant measure. This implies
that X, is a factor of Z; in the measurable sense.

Let u = de p-dpg(z) be the disintegration of p over py. Pairs in the support of
the measure

Ad = / fhz X podpa(z)
Zq

are called F}-pairs, where F = supp(Aq). To study F} we will need the following
lemma from [15].

Lemma 6.1. [15, Propostion 4.7., Theorem 13.1.] Let d > 1 be an integer and
Vd = {07 1}[d}
(1) For f., e € Vy, bounded measurable functions on X,

[d _ [d]
/X & Sl = /Z . QE(za ik,
d

d
(d] e€Vy -1 eeVy

where (Z(Ed_]l, ,uEldll) is the joining of 2¢ copies of (Zq_1, pa—1)-

(2) For f., € € Vy, bounded measurable functions on X, the average

1 / H :
Oitr > fooT
i=1 NZ o Mz ne[Mq,Ny)x--x[Mq,Ng) X e€Vy
converges to
/ I fe(zo)dpt (x)
Xl eeVy

as Ny — M; — oo for all 1 <1 <d.
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We get the following theorem about FJ'.

Theorem 6.2. Let (X,T) be a minimal system and j an ergodic measure on X .

(1) Let d > 1 be an integer, then Fi C RP!
(2) Nuen Fy € Indgip (X, T).

Proof. Let (zo,x1) € Fj. Then for any neighborhood Uy x Uy of (zg, x1)
)\d(UO X Ul) = / E(1U0|Zd)E(1U1|Zd)d,ud > 0.
Zq

Let {U¢ : € € Va1 } C {Uy, Uy} be open sets. We claim that

/ H 1y, (z)dp (%) > 0.
X [d+1]

EEV +1

Proof of the claim: Since [, E(1y,|Za)E(Ly,|Z2a)dpa > 0, there exists B € Z; with
ta(B) > 0 such that for any z € B, E(1y,|Z4)(2)E(1y,|24)(2) > 0. Also, since U, =
Up or U, = U, for € € Vi1, we have for any z € B! that [] E( )(ze) >
0. Now, by the previous lemma, we obtain

/X[d+ H 1U6 ;Ce d+1 /d+1] H E 1U6

EEV +1 66‘/d+1

/d+] H ElUE

EGVd 1

eeVit

Z)(z)dul ™ (2)

Z)(z)dp ™ (z) > 0.

This completes the proof of the claim since it was shown in [15] that s, 41} gla+1)y >
pa(B)* > 0.
Again, by Lemma 6.1,

DS /H Ly, o T ttiacin dy

0<ni,..., ng4+1<N X e€Vgi1

/ H 1y, (z)dp (%) > 0
d+1]

eeVy +1
as N — oo. Hence, there exists a Borel set B with u(B) > 0 and ny,...,ngy € Z,
such that for each x € B

H 1y. o Tri€rt+ndr1€d41 (:L‘) > 0.

EEVd+1
That is, for each x € B, T™e - Fnari€ati(g) € U, or

ﬂ T*nlelfwfndJrlEdﬂLlUE # @

e€Vgy1

converges to
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First we prove statement (1). Let (zo,z1) € Fj. For 6 > 0 let Uy x U; be a
neighborhood of (zg,z1) where the diameters of Uy and U; are less than J. Set
U....0) = Uo, Ul,...01) = Uy and U, = U, for any other € € V1. By previous dis-
cussion, there exist x € X and ny,...,ngy1 € Z, such that TetFnavicar(g) € U,
for any € € V1. Let yo = 2 =Tz € Ug,.. o) = Uy, th = T"+x € U, o1y = Us.
Then, for any € € V; \ {(0,...,0)}, we have T™et-+ni¢a(ys) € Uy = Uy and
Tmeat—tnica(y) € Uy = Uy. Since the diameters of Uy and U; are less than
d, we get that d(zo,y0) < 6, d(z1,y1) < 0 and for any ¢ € V;\ {(0,...,0)},
d(Tmert-tnaca(yy) Trert-+naca(y,)) < §. Therefore Ff ¢ RP,

To show (2), by Lemma 4.1, it remains to prove that if (2, 21) € [,y F, then
{xg, 2, }11 € Q¥ for any integer d > 1. Let d > 1 be an integer and take x =
(z)eev, € {mo,21}4. Given a neighborhood V of x, there exists a neighborhood
Uy x Uy of (zg,x1) such that if we set U, = U; depending on z. = xy or z. = 1,
then @, .y, Ue C V. From the conclusion of part (1), there exist x € X and
ni,...,Ng € Z, such that Tmat-+nmac(g) € U, for any € € V. Let n = (nq,...,ny).
We have (T™x).cy, € V, and thus x € Q4. The proof is completed. O

Remark 6.3. We have shown that F C RP“. However, the converse is not true in
general. For example, let (Z,S5) be a non-trivial d-step nilsystem and v an ergodic
measure on Z. In [32] it was shown that there exists a weakly mixing minimal
uniquely ergodic system (X, 7T") with the uniquely ergodic measure u satisfying that
for all z,y € X with y € {T"x},ez, the orbit {(T"z,T"y)}nez is dense in X x X;
and (Z,v,S) and (X, u, T') are isomorphic. Then (X, u1) coincides with (Z4(X), ua),
and so Fl‘f = Ax. Since (X, T) is weakly mixing, we get that RP“ = X x X, which
implies that F¢ G RPM.

A direct application of the above theorem is the following.

Theorem 6.4. Let (X,T) be a minimal system with Ind,(X,T) = Ax, then for
each ergodic measure u, (X,u,T) is measure theoretical isomorphic to an oco-step
nilsystem.

Proof. Applying Theorem 6.2 we get that (),cnFy C Indsip(X,T) = Ax. The
result follows, since it is easy to check that (", F = FL, where F* is the support
of Moo = fzoo o X phodiies(2) With (Zao, pieo) the inverse limit of (Zg, p1q)- O

To show the unique ergodicity of an oo-step nilsystem the following question is
crucial.

Question 6.5. Let (X, T) be an E-system (i.e. is transitive and admits an invariant
measure with full support), let x be a transitive point and p be a fized point of (X, T).
Is it true that (p,z,...,z) € Q¥ for any integer d > 1 ?

If this question has a positive answer, then by Lemma 4.2, we have {z, p}/9 c Q!4
for any integer d > 1 (since orb((z,p), T x T) = X x {p}), and thus (z,p) is an
Ind ¢;,-pair by Lemma 4.1.
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Conjecture 6.6. Let (X,T) be a minimal system with Ind;,,(X,T) = Ax. Then
(X, T) is uniquely ergodic.

If Question 6.5 has a positive answer, then using the proof of [20, Theorem 4.4]
and the lifting property of Indy;,-pairs [19], we may conclude that the conjecture
holds.

7. TOPOLOGICAL COMPLEXITY OF 0o-STEP NILSYSTEMS

The big development in the study of non-conventional ergodic averages during
the last decade has put in evidence, among other facts, the crucial role of nilsystems
when studying “polynomial” phenomena in dynamical systems theory. The objec-
tive of this section is to prove that oco-step nilsystems have polynomial topological
complexity. It is well known that bounded complexity characterize minimal rota-
tions on compact Abelian groups (see [4]). Some basic symbolic examples (substi-
tutions systems for example) show that polynomial complexity cannot characterize
oo-step nilsystems, so the characterizion of polynomial complexity seems to be a
deep problem far to be solved.

In order to study the quantitative distribution of polynomial orbits in nilmani-
folds, Green and Tao introduced in [13] a metric induced by the Mal’cev basis on a
nilmanifold and they studied its behaviour under left multiplication. We obtain as
an application a polynomial bound for the topological complexity of nilsystems and
consequently of oco-step nilsystems. We use freely the notations and results from

[13] and [2].

7.1. Polynomial behaviour of orbits. In this subsection we assume G is a con-
nected and simply connected Lie Group and I' C GG is a co-compact subgroup. We
will denote by G; the i-th subgroup of the associated lower central series. Under
these assumptions Mal’cev proved the following theorem.

Theorem 7.1 (Mal'cev basis). Let G be an m-dimensional nilpotent Lie group and
' € G a co-compact subgroup. There ezists a basis X = {Xy,..., X} of the
associated Lie algebra g such that:
(1) For each j € {0,...,m — 1} the subspace bh; = Span(X;t1,...,Xp) is an
ideal in g and exp(h;) is a normal subgroup in G.
(2) G; = exp(bm—m,), where m; = dim(G;).
(3) Each g € G can be written uniquely as exp(t,Xy) - - - exp(t, Xm) where t =
(t1, ... ty,) € R™.
(4) T ={exp(mi1 Xy) - - - exp(n X)) :n = (n1,...,ny) € ZM}.
We say that X = {Xy,..., X} is a Mal’cev basis for G/U' adapted to the lower
central series (G;)i>o-

Let g = exp(t1X1) - - - exp(t Xin) € G and denote ¥(g) = (t1,...,t,) € R™. Let
[U(g)] = [|¥(9)|lo- Fix a Mal’cev basis X. In [13], the authors introduced the
following metric on G and G/T.
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Definition 7.2. Let x,y € G and define

n—1
d(xz,y) = inf {Z min(|(zioiz; D, [W(zx ) n€N, xg,..., 2, €G, 10 = T,7, = y}

which is right-invariant, i.e. d(z,y) = d(zg,yg) forallg € G and d(xz,y) <
Y (zy )]

This metric induces a metric on G/T" that we also call d(-,-) by setting:
d(zT,yl) = inf{d(z',y/) : 2’ € 2T,y € yI'}
= inf{d(zy,y72) : 11,72 € I't = inf{d(z,yy) : v € I'}
where the last equality follows from the right-invariance of the metric.

In the sequel we use some results obtained in [13] and we rephrase some others in
a convenient way. The Mal’cev basis X is fixed.

Lemma 7.3 (Multiplication and inversion). Let x,y € G, t = ¥(z), u = ¥(y).

Then,
(1) ¥(zy) = (titur, totug+ Pty wa), oottt Pra (b, b1, U, U 1)
where for each i € {1,...,m — 1}, P; is a real polynomial.
(2) Y(x™h) = (—t1, —ta + Q1(t1), - .., —tm + Qu1(t1, ..., tm_1)) where for each

ie{l,...,m}, Q; is a real polynomial.

We get easily that ¢ (xy~!) = (Ry(t,u), Ro(t,u), ..., Ry(t,u)) where R; is a real
polynomial for each ¢ € {1,...,m}. In order to simplify notations in what follows
we will write P to refer to any generic real polynomial with positive coefficients, not
necessarily the same. This will be clear from the context.

Lemma 7.4 (Coordinates polynomial bound). Let z,y € G. Then,

d(z,y) < Pmax([y(2)], [ ()]) [(x) = ¢ (y)]

Proof. Let 1p(z) =t and 1(y) = u. From the definition of the distance and Lemma
7.3 we have,

d(z,y) < [(y™)| = [(Ru(t,u), Re(t,u), ... Rin(t,w))].

Write R;(t,u) =Y. C’ qto‘uﬁ Since R;(t,t) = 0, one deduces

ap

Ri(t,u) = Ri(t,u) = Rt 1) = > CV#%(u B _ 18
ap

Expanding (ug - tg) = > sy (ui — i)Wy, (t,u), where Wy, are polynomials, we get,

d(z,y) < |¢(x IZZIC AW (8, w)| < (@) —(y)| Plmaz(j(@)], [¢(y)))).

a,@ll
O
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Lemma 7.5. Let g, x,y € G, then

d(gz, gy) < P([¢(9)], [v ()], [v(y)]) dz,y)

Proof. Let g,z € G. From Lemma 7.3 we see that 1)(gzg™!) is a polynomial function
of ¥(z) and ¢(g) that vanishes when ¢(z) = 0. This this polynomial function can
be written as 1 (z)P(1(g),1%(z)). Then,

(7.1) (9297 ") < [ (2)] P(l9(2)], [4(g)])
By Lemma 7.4, d(z,y) < P(|¥(x)|, | (y)|), and then for computing the distance
between x and y we can restrict to paths x = z, ..., x, = y satisfying k(z;, z;11) <

P([v()], [(y)]) where k(w:, xi41) = min(|y(z20)], [¢¥ (254127 )]). Let us observe
(using Lemma 7.3) that this property implies that max(|¢(zz,4)], [ (zi2;)|) <
P([¢ ()], [0 (y)])-

Consider = = xg,...,x, = y such a path and the path gx = gxg, gz1,..., 92, =
gy. From (7.1),
k(gzi, gri) < [¥(gziaig7")]
< [ (wia )P ([, [(g)])
< (x| P (@) [ )]s ¢ (9)])

In the same way,

[W(gina; g™ < (e DIP(0()], ()], [v(9)])
and then
k(gzi, gzivr) < P[0 ()], [V (W), [0(9))|E(zi, zia)]

We conclude,
d(gz,gy) < k(gzo, gz1) + - .. + k(gZn—1, gn)
< P([v(@)], [v ), [0 (9))(k(zo, 21) + - .. + k(zn-1,20))

and the lemma follows taking the infimum. OJ

Lemma 7.6. Let g € G and n € N, then |¢(¢9")| < P(n), where P is a polynomial
with coefficients depending on |1 (g)|.

Proof. By the multiplication formula we observe that (1(¢")); = n¥(g)1, i.e. the
first coordinate is controlled polynomially. Suppose now that the i-th coordinate
is controlled polynomially, then the same happens with the ¢ + 1-th coordinate. In
fact, we see inductively that,

V(g )i = (9" 9)ir1 = V(91 HU(9)ia P (W (g" )1, - 0 (g")is (91, -, U(g

and then |¢(¢" ™) 1| — [¥(9™)iz1] < P(n), and we conclude [¢(g"");41| < (
1)P(n + 1). (Here all polynomials P are not necessarily the same.)

)i)
+
U

Lemma 7.7 (Factorization). Fach g € G can be written in a unique way as g =

{g}tlg] with 1({g}) € [0,1)™ and [g] € G.
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Therefore, when writing zI" we can assume x is such that [¢(z)] < 1.

Lemma 7.8. Let x,y € G. Then,

I,yl) = inf = inf
dal,yl) = infd(z,yy) = inf _ d(z,y7y)

where C' is a constant depending only on | (x)| and | (y)|.

Combining the last two lemmas we see that:

I.yT) =  inf
d(zl',yI') yer,\%)gcd(“”’m)

where C' is a constant.

We obtain,

d(g"zl', g"yl') < inf d(g"z, g"
(9", g™y )_WGW(W)‘SC (9", 9"yy)

Using Lemmas 7.5, 7.6 and 7.8 we get,
Corollary 7.9. Let z,y,g9 € G with |¢(x)| <1 and |(y)| < 1. Then,

(7.2) d(g"zl,g"yl) < inf  P(je(g")]) d(z,yv) < P(n) d(zI',yI')

YT, [¥(7)|<C
7.2. Complexity computation. Let (X,T') be a t.d.s. We say that a subset F' C
X is (n, €)-shadowing if for all x € X there exists y € F such that d(T"z, T'y) < ¢ for
alli € {0,...,n}. Write r(n,€) = min{|F| : F C X, F' is (n,€) —shadowing}. Given
an open cover U = {Uy, ..., U} the topological complexity function of U is the se-

M

quence on n: c¢U,n) =min{M >1:3V;,...,Viy € \/I_,T~"U, such that |JV; =
i=1

X}. One has that,

cU,n) <r(n, g)

where ¢ > 0 is the Lebesgue number of U.

To compute the topological complexity of a nilsystem in the general case (i.e.
when G is not neccesarily a connected and simply connected Lie group) we will use
an argument given by A.Leibman in [25]. For that we require an extra definition
and one lemma from [25].

Let X = G/T" be a nilmanifold and 7' : X — X the transformation given by
x — gx with a fixed g € G.

Definition 7.10. We say that a closed subset Y C X is a submanifold of X if
Y = Hx where H is a closed subgroup of G and z € X.

Lemma 7.11. There exists a connected, simply connected nilpotent Lie group G
and T - G a co- compact subgroup such that X with the action of G 1s isomorphic
to a submanifold X OfX G’/F representing the action of G in G.
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This is the main result of the section.

Theorem 7.12. Let X = G/T" be a nilmanifold and T : X — X the transformation
giwen by x — gx with a fired g € G. Let U be an open cover of X. Then, for all
n €N,

cU,n) < P(n)

where P s a polynomaial.

Proof. First, assume that G is a connected, simply connected nilpotent Lie Group.
For € > 0, let N(e) be the smallest number of balls of ratio € needed to cover X.
The upper Minkowski dimension or box dimension (see [28]) is defined by

I log N (€)

im sup ———=

e log(L/e)

This dimension coincides with the usual dimension of the manifold X and hence
there exists a constant K such that:

N(E) < K(l)dim(X)-i—l
€
Using the bound in (7.2) we observe that if z,y € X and d(z,y) < %(n), then
d(T'z, T'y) < g((;))% < % if 7 < n since P has positive coefficients. Let § the Lebesgue

number of U. We get,

cU,n) <N (F(n)

and the polynomial bound of the complexity is obtained.

) - <2P(n>)dim(X)+1
— Hdim(X)+1

Now consider the general case. Denote by 7 : X — X the isomorphism given by
Lemma 7.11. We see that (X, T) is conjugate with (X,7) where T : X — X is
defined by T(7) = 7(g)Z. Hence (X,T) is a subsystem of (X,T).

It = (Uy,...,U,) is an open cover of X, m(Ud) = (7 (U;),...,m(Uy)) is an open
cover of X and (U, n) = c(x(U),n) < cU,n) where T(U) = (V1,..., Vy, X°) is
an open cover of X with ©(U;) = XNV foralli € {1,...,m}. Thus, we get a
polynomial bound of the complexity in the general case. 0

Finally, we consider the complexity of a oo-step nilsystem. For that we need the
following easy lemma.

Lemma 7.13. Suppose X is an inverse limit of the systems (X;,T);en where (X;,T)
has a polynomial complexity for each i € N. Then X has polynomial complezity.

Proof. We will show that the product system has polynomial complexity and there-

fore the inverse limit has the same property. Let € > 0 and choose N € N such that

§=¢—2"" > 0. Then rx(e,n) < ] 7x,(6,n) and by assumption the right side is
i<N

polynomially bounded. [l
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We conclude,
Theorem 7.14. If X is an oco-step nilsystem then it has a polynomial complezity.

Proof. By the above discussion a d-step nilsystem has polynomial complexity. By
Theorem [16] the factors (X4, T) defined by the relation RP¥ are inverse limits
of d-step nilsystems and therefore they have polynomial complexity. Using again

the inverse limit argument we conclude the polynomial bound for the complexity of
(X, T). O

8. APPENDIX

In this appendix we give the proof of Theorem 3.8. First we discuss Theorem 3.8
(2). The idea to prove this fact was inspired from personal communications with B.
Kra [23], here we give details of the proof.

Lemma 8.1. [14] Let (X, u,T) be an ergodic d-step nilsystem with X = GJT', u
be its Haar probability measure and T be the translation by the element t € G.
Moreover, assume that the group G can be spanned by the connected component of
the identity and the element t (it is always possible to reduce to this case, see [3]). Let
d > 1 be an integer. If Zy, is the mazimal factor of order d of (X, u,T) with k < d,
then Zy. has the form G/(Gr1l') endowed with the translation by the projection of
t on G/GkJrl, where Gl = G,GQ = [G, Gl],Gg = [G, GQ], ceey Gd+1 = {6}

Now we prove Theorem 3.8 (2):

Proof of Theorem 3.8 (2): Let n > d be any integer, we will show Z,, = Z;. In [15]
it was shown that Z, is an inverse limit of n-step nilsystems (Z,, ;)ien. For any Z, ;.
assume it has the form of G/I', where the group G is spanned by the connected
component of the identity and the translation element ¢.

Let G° be the identity component of G. Just as showed in [3], Gy = [G,G] =
[G°, G] is connected; and inductively for any integer k > 2, Gy is connected. By
Lemma 8.1, the d-step maximal nilfactor and d + 1-step maximal nilfactor of G /T’
is G/(Gg41l") and G/(Gg42D") respectively. We have that G/(Ggy2l) is also a d+ 1-
step nilfactor of X, so it is a factor of Z;,; = Z4, which implies that G/(Ggpol) is
also a d-step nilsystem. Now, by the maximality of G/(Gg11"), we have G /(G 442D)
and G/(Ggy1I') coincide. Then, G4i1I" = Ggi2l', and of course the nilpotent Lie
groups Ggy1 and Gg,o have the same dimension since I is discrete.

For any positive integer k, let g; be the associated Lie algebra of Gj. Then
ga+1 and ggio have the same dimension, which implies that g,;,1 and g4.2 coincide
since gg4o is a subalgebra of ggy1. Since G441 and Gg4yo are connected, Gy =
exp(gat+1) = exp(gar2) = Gayo, and then we have that

Gars = [G,Gayo) = |G, Gag] = Gayo = Gaya.

Inductively, we have Gy = G4y for all d < k < n, which implies that G4.1 = {e},
G is d-step nilpotent and Z,,; = G/I' is a d-step nilsystem. So the inverse limit Z,
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is a d-step nilsystem. By the maximality of Z; we conclude Z,, = Z,;. The proof is
completed. O

To show the next lemma we need some results from [16].

Proposition 8.2. Let (X,T) be a minimal system. Then, If (X,T) is an inverse
limit of some d-step nilsystems, then each measurable factor is a topological factor.

Proof. Tt is a combination of [16, Proposition 5.2] and [16, Lemma 6.1 |. O

Lemma 8.3. Let (X,T) be a minimal system of order n, then the mazimal mea-
surable and topological factors of order d coincide, where d < n.

Proof. Let p be the unique invariant probability measure of X and Z; is the maximal
measurable factor of order d of (X, i, T'). It is clear that Z; is a topological factor of
order d of (X, i, T') by Proposition 8.2. Endow the maximal topological factor X of
order d of X with its unique invariant probability measure. Clearly it is a measurable
factor of order d of (X, u, T') and so is a measurable factor of Z;. By Proposition 8.2
again, Xy is a topological factor of Z;, and so Z; = X, is the maximal topological
factor of order d. O

Now we can finish the proof of Theorem 3.8.

Proof of Theorem 3.8: (1) For any k > 1, recall X, = X/RP[k] and let py be its
unique invariant probability measure. Let n > d be an integer. By the Lemma
8.3 and since X, is a minimal system of order n, then the maximal measurable
and topological factors of order k of X,, coincide and X, /RP[k] (Xn) = Xk = Zi,
k<mn. As (Zg, pa,T) = (Zgs1, ttas1, T), by Theorem 3.8(2), we have for any d <
k <n, (Zg,ug, T) = (Zg, ppa, T). Therefore (Z,, pu,, T) and (Zy, g, T') coincide in
the measurable sense, and by Proposition 8.2, they coincide in the topological sense
too, i.e. X, = Z, = Zy = X4, which implies that RP"/(X) = RP(X).

(3) If Z, is measure theoretical isomorphic with X, = X/RP™(X) for some
n € N. By the Lemma 8.3, for any positive integer k& < n, the measurable and topo-

logical maximal factors of order k£ coincide, which implies Z;, is measure theoretical
isomorphic with X, = X/RP®(X). The proof of the theorem is completed. [
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