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ENLACE TOPOLOGICO ASINTOTICO DE SOLENOIDES INCRUSTADOS
EN EL TORO SOLIDO.

Un solenoide de dimension 1 es localmente el producto de njumim de Cantor por un in-
tervalo. La teoria de nudos trata acerca de las incrustesi¢embeddings”) del circul8' en la
esferaS®. Por ejemplo, se puede definirlaiking de Gaussle dos nudos efi*. Este trabajo trata
acerca de las incrustaciones de solenoides en la ésfera

Para cualquier difeomorfismp en Diff(D?, 9D?) y cualquier medida de probabilidad in-
variante, se puede intentar medir el enlace promedio (gedmaking) de las oOrbitas de. Esto se
puede hacer de dos maneras canonicas y distintas.

Por un lado, einvariante de Calabmide el enlace asint6tico promedio de los pares de o6rbitas
bajo la accién del difeomorfismo; por otro ladojmlariante de Ruellenide la rotacion asintotica
promedio del plano tangente alrededor de una 6rbita bapriamade la diferencial del difeomorfis-
mo. A pesar del hecho que estos dos invariantes describpregeales topoldgicas y diferenciales
del enlace, ellos no estan muy relacionados y podemos f&aibrconstruir ejemplos de difeomor-
fismos y medidas en donde uno de estos numeros es cero pem @b ot

En este trabajo se analiza la situacion particular en quéemdorfismog en Diff(D?, 9D?)
posee un conjunto de Cant&rinvariante, tal que la dinamica restringid&aes minimal y Unica-
mente ergddica. El objetivo es mostrar como, en este pracsuente, los invariantes de Calabiy
Ruelle son dos elementos del mismo contexto global en larda#éde los solenoides.

Una clase interesante de solenoides incrustados, coari&ie solenoides que son un conjunto
invariante de un campo de vectores no singular de ¢ldseuyas hojas son transversales a la fibra
del toro. Las propiedades de esta clase se comentan al fifeahtEmoria.



AGRADECIMIENTOS

Las personas a quienes debo mi formacién son muchas. Taheeatables. Los
nombres de todas ellas no cabrian aca. Sin embargo, voyaeekrsubsucesion
que me es mas importante.

Mi padre y mi madre han sido los pilares basicos. Les agradsacconstancia
para conmigo y su apoyo incondicional. Mis abuelos. Ellas sis otros padres
y mis segundos pilares cuando los primeros tiemblan. Lesdagco su bondad y
su carifio. A mis seis hermanos les debo los buenos ratos ydtmsiambién. No
me olvido de la cortesia y nobleza de corazén de todos y canl@eimis tios, a
guienes, con justa razén, debo llamar hermanos.

Al profesor Jean-Marc Gambaudo le debo todo este trabajoeteama. He tenido
la suerte de desarrollar con €l un problema relacionado@uinds muy bonitos y
no muy familiares aca en la Universidad. Quizas su mas gramskfianza provenga
no solo de los momentos de discusion de los temas, sino deébsu general, su
amplia Optica y de su calidad humana. Agradezco su ayuda gridaal que me
brindé al dirigir este trabajo y aceptar su direccion y leogstn deuda porque,
entre otras cosas y a pesar de mi poca experiencia en matapsimpre le dio
gran relevancia a mis ideas y me ensefié que existe una matawiédrente, y una
manera diferente de hacer matematica. Agradezco su irgarpkanos de mi vida
mas alla de los netamente estudiantiles.

No quiero perder la oportunidad de agradecer al profesorudlatiel Pino, quien

me hizo ver la belleza de la matematica en los primeros afi@stielio en esta
facultad y siempre estuvo interesado en mis proyectos. iBandgradezco a los
profesores Felipe Alvarez, Patricio Felmer, Roberto Conatti, Pablo Dartnell y

Alejandro Maass por la excelencia de sus catedras en losscoosrespondientes y
por su carifio hacia los alumnos de esta carrera. Sumo a&fp@ssona del profesor
Jaime Gonzalez, quien ha sido muy noble conmigo y me ha apudadho en los

meses de preparacion de este trabajo.

De manera muy especial agradezco a las personas mas linéstadierra: Claudia
y Palomita y espero que me perdonen el sacrificio que les lsadauwurante este
tiempo.

A mis amigos y compafieros. Gracias a Emilio, quien siempe/esercano a mi
y a mi familia y con quien vivi gratos momentos de amistad.casatambién a
Willy por su amistad sincera y temprana. Gracias a Oscar Wsgompafiero de
carrera'y amigo sustancial. No quiero dejar de mencionang Relilodran, Hernan
Castro y Alonso Silva quienes han sido muy buenos compaiyenosca dejaron
de aclararme las materias de los ramos. Sinceramente.



“Nadie puede escribir un libro. Para
Que un libro sea verdaderamente,
Se requieren la aurora y el poniente,

Siglos, armas y el mar que une y separa.”

Jorge Luis Borges

Este trabajo esta dedicado a la
memoria del Nico y de mi Abuelo.



INDICE GENERAL

. Introduccion . . . ..o
1.1. Antecedentes Histéricos para la Teoriade Nudosy Eslac. . . . . .. ... ..
1.2. Sobre “Infinite Cascades of Braids” . . . . . . . .. ... . . . ..a.. ...

. Prerequisitos. . . . . . . ..
2.1. Elementosde Geometria . . . . . . . . . ...
2.1.1. EspacioTangente . . . . . . . . . . .
2.1.2. Fibrados . . . . . . . . . e
2.2. Sistemas DINnamiCoS . . . . . . . . . e e e
2.2.1. DinamicaContinua . . . . . . . . . . . . e e
2.2.2. Aractores . . . . . . . . . e e
2.3. NUudosyTrenzas . . . . . . . . . i i i it i e e e
2.4. Solenoide . . . . . ... e e e
2.5. Resultados Adicionales . . . . . . . . . ... e

. Acerca de la Cascada Infinita de Orbitas Periédicas. . . . . . . . .
3.1. Cascada de orbitas peridédicas y homeomorfismosdalcddi. . . . .. ... ..
3.2. Asymptotic linking numbers para cascadas de oOrbitasis® de flujos 3-D

3.3. Propiedades Asintéticas . . . . . . . . . . .. e

. Properties of Asymptotic Linking of solenoids in the gdibrus . . . . .
4.1. The Calabiinvariant and the Ruelle invariant. . . . . ...... .. ... .. ...
4.1.1. TheCalabiinvariant . . .. .. ... .. ... ... . .........
4.1.2. TheRuelleinvariant . . .. ... ... ... .. ... .........
4.1.3. Examples . . . . ..
4.2. Minimal Cantorsystem. . . . . . . . . . .. e e
4.2.1. Matrixrepresentation . . . . . . . . .. .. e
4.3. Linking properties of invariant minimal Cantorsets . . . . .. ... .. .. ..

. Discusiony Conclusiones. . . . . . . . . ... ... L.



Indice general

A. Abstract Solenoids

A.1. Oriented solenoids
A.2. Embedded solenoids

Bibliografia . . . . .



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Antecedentes Historicos para la Teoria de Nudos y Eslac

Las herramientas que se utilizan en este estudio proviesemcialmente de la geometria di-
ferencial y de los sistemas dinamicos topoldgicos; ambssplinas tienen un cauce coman que
nos ocupa durante gran parte del capitulo 2 y que ésolda de nudos y enlaces en variedades
3-D. Los resultados e ideas basicas de esta teoria pueden seimdpseintuitivamente, simple-
mente jugando con un pedazo de cuerda. De hecho, ese esogbiprote algunas formulaciones
bastante antiguas de esta disciplina. Sin embargo, late@miematica de los nudos comenzo sélo
en el siglo diecinueve. Sus origenes descansan en el imter&auss por las lineas de campos
electromagnéticos y en intentos por clasificar cuerdasadagique modelaban el comportamiento
de algunos elementos quimicos. Rapidamente esta ramaudejaigenes fisicos y llega a ser una
piedra fundamental en el estudio de topologias en dimeesicimcas.

Las raices de los sistemas dindmicos son considerablearget&res. Pueden ser encontradas
ya en elPrincipia Mathematicade Isaac Newton y en intentos de modelamientos del movimient
de objetos livianos. Al inicio, sin embargo, se trataba denfdaciones técnicas que tenian mera
relacion con el calculo diferencial e integral. En los Gltgcien afios, esta rama también ha reque-
rido una fuerte componente geométrica. Henri Poincaréceerente inventd la moderna teoria
geomeétrica de los sistemas dinamicos.

Por otro lado, en el decenio pasado hubo fuertes intentascoanplementar la teoria de nudos
con la teoria de los sistemas dinamicos. La idea centraltdesfierzo es simple: una 6rbita cerra-
da (periédica) en un flujo tridimensional es una incrustaciél circulo,S*, dentro de la variedad
3-D que constituye el espacio de estados del sistema; panto,tes un nudo. Similarmente, una
coleccion finita de érbitas peridédicas defineamace.

En este marco surgen varios hechos. Entre ellos destacastareia de nudos y enlaces no
triviales para flujos de un campo vectorial de una ecuaciereticial ordinaria. De hecho, fue
R.F. Williams, en el contexto de un seminario relativo a i¢éd y turbulencia llevado a cabo en
el Departamento de Matematica de Berkeley en 1976, qui@mepoi conjeturd la existencia de
enlaces no triviales en un set de EDO bien conocidas: laceces de Lorenz. Por supuesto,
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debido a que las orbitas periodicas so6lo forman nudos y eslen flujos 3-D, las aplicaciones a
sistemas dinamicos, en general, son muy limitadas. Sin gop@o se pretende mas; es decir, los
resultados y las ideas centrales de este trabajo tienemigesies en teorias desarrolladassén

1.2. Sobre “Infinite Cascades of Braids”

En el afio 1994, J.-M. Gambaudo, D. Sullivan y C. Tresser pafwin un articulo [3] titulado
Infinite Cascades of Braids And Smooth Dynamical Sysesriiepology Ahi se aborda el proble-
ma del “enlace” entre 6rbitas en un conjunto compacto iavée de un campo vectorial no singular
en alguna region del espacio euclidiaRt Grosso modpeste articulo integra dos conceptos ya
conocidos en la literatura matematica de mediados de los88fique provienen de considerar
un campo vectoriak (y el flujo {¢'} sin singularidades asociado) sobre una variédatrrada,
conexa, orientable, de dimensién 3. Uno de estos concegt@atoenlace Infinitesimab: (=, T')
de un vectow tangente en el puntoa la variedad’, ya habia permitido a Ruelle demost{a985)

(z,T)

un teorema relativo a la convergengigtp de la cantidaéﬁ’tT’ cuandol’ — ooy cuando el
fiorado normal a la variedald es trivial, donde: es una medida invariante para el flyjo

El otro pilar sobre el que descansa el argumento del artieslta nocion d&nlace Topoldgi-
co entre los pares de 6rbitas. Se define como el nimero algeldaigeces que un punto “gira”
alrededor del otro cuando el par de érbitas se mira como lgepmdn moévil de dos puntos en
un 2-disco transversal al par de érbitas. La existenciaAdébenlace Infinitesima} del Enlace
Topoldgicose establece de manera no muy compleja en virtud de las gexj@e diferenciales y
topolégicas del flujo.

Una consecuencia de la diferenciabilidad del flujo es elisiga hecho: si se consideran tres
Orbitas que permanecen cercanas durante un tiempo T, estefenlace topologic@ntre dos de
ellas difiere debutoenlace infinitesimale la tercera en, a lo mas, una vuelta y media. Ademas,
debido a que la cantidad,:(x, T") es cuasi-aditiva codefectagual a 1, hay una relacion entre el
enlace topologico promedipel autoenlace infinitesimal promedémtre érbitas cercanas (ver [4].)

Pues bien, lo anterior condujo en ese articulo a la dema&trde un teorema muy importante:
la coherencia de las cascadas de trenzas en un flujo suaeeconstituye el punto de partida para
este trabajo y al que dedicaremos todo el capitulo 3. Esterteoestablece la convergencia de la
sucesioén de loaumeros de enlace topoldgico promedio entre las orlstaesivas de la cascada.
Es mas, se prueba que este nimero de enlace promedio coexagg@mental promedio del giro
temporal de la derivadayerage twisting numbaete la derivada).

Acé determinamos una generalizacion de este teorema atleasuenoides minimales que no
se obtienen necesariamente como limite de una cascadaities driddicas. Esta extension es el
punto de partida para una serie de consecuencias muy sagivdi€ y matematicamente estéticas.
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PREREQUISITOS

2.1. Elementos de Geometria

En lo que sigue, es clave la definicion de variedad y variedfadeticial.

Unacarta de de dimensién en un espacio topolégicd es un pafU, =), dondeU es un abierto
deVyzx:U — U es unhomeomorfismo dé en un abiertd/ deR".

Un atlasde dimensiom y claseC* en un espacio topoldgidd es una familia de cartas de dimen-
sionn tales que sus dominios forman un cubrimiento abiertd’desi (Uy, z1) Y (Us, x5) son dos
cartas del atlas, entonces la funcirﬁjn1 o 5 es de clas€” sobre su dominio.

Unaestructura diferencia¢én un espacio topolégidd es un atlas maximal respecto de la inclusion.

Unavariedad diferenciatle claseC* y de dimensiom es un parV, £), dondel’ es un espacio
topolégico de Hausdorff con una base numerablB,gs una estructura diferencial de clageen
V' y de dimensiém.

2.1.1. Espacio Tangente

SeaV una variedad diferencial y sea € V. Definimos elconjunto de las funciones dife-
renciables locales ep como el conjunta’;® (V) formado por todas las funciones diferenciables
f : U — R definidas sobre un entorno abietfodep enV.

Hay que notar el hecho qu& (V) no tiene estructura de espacio vectorial, pues, por ejgmplo
f— f # g— g salvo quef y g tengan el mismo dominio. Este inconveniente se soslayartdma
clases de equivalencia. El espacio reultante se denagspecio de gérmenes diferenciabjeso
tiene mayor incidencia en el resto del trabajo.

Definimos elespacio tangente & enp como el conjuntd,, (V') formado por todas las aplica-
cionesv : C°(V) — R que cumplen:

v(ira+sp) = rv(a)+ sv(f)
v(af) = v(@)B(p)+ alp)v(B)
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para todoo, 8 € C°(V),r,s € R. Tales aplicaciones se llamalerivaciones er€;*(1), y son
normalmente denominadesctores tangentesla enp.

Un hecho notable sobre los vectores tangentes es su cdoaeter

Teorema 2.1.1.SeaV una variedad diferencialy € V, v € T,,(V') y consideremos dos funciones
fyg € C;¥ que coinciden en un entorno geEntonces(f) = v(g).

(Para la demostracion de este teorema se puede consultar [10

2.1.2. Fibrados

El ejemplo tipico de fibrado es el fibrado tangente a una vad&d En general, un fibrado pue-
de entenderse como una parametrizacion de una familia alades, donde el parametro recorre,
a su vez, una variedad.

Seal’ una variedad diferencial de dimensionl'V = U T,(V') se denominéibrado tangente

peV
aV y es por si misma una variedad diferencial.

Un fibrado (diferencial)es una cuédrupla®, =, B, F'), donder : E — B es una aplicacion
diferenciable entre variedades tal que cada pur¢oB posee una vecindad abieffa para la cual
hay un difeomorfismo

f:UxF — 7 YU)

tales quer(f(p,v)) = p paratodog € U y para todov € F; f es llamaddactorizacion local de
E.

Se dice queB es elespacio base del fibrada, es laproyecciony F' es lafibra tipica. Para cada

p € B, el conjuntoF, = 7~ '(p) es lafibra sobre p.

Un resultado conocido en la literatura es que cada fihtgene una estructura natural de subvarie-
dad deFE’ difeomorfa aF.

Otro ejemplo de fibrado es ébrado trivial E = B x F, conw : £ — B la proyeccion en la
primera componente. En un capitulo posterior se ocupa esiamde fibrado trivial. Veamos en
qué consiste.

Un homomorfismo de fibrad@s una aplicacion diferenciabfe: ¥ — FE’ tal que siz,y € E
satisfacenr(x) = 7(y), entonces se cumple también qtiés(z)) = 7' (4 (y)).

Entoncesp induce una aplicaciong : B — B’ GUnicamente determinada por la conmutatividad
del siguiente diagrama:
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La aplicaciénpg es diferenciable.

Diremos quep es unisomorfismo de fibradas es un homomorfismo de fibrados y un difeomor-
fismo. (En tal casapp es difeomorfismo.) Un fibrad@&' estrivial, si es isomorfo al fibrado trivial
B x F.

A modo de ejemplof = R™*!\ {0} tiene estructura de fibrado trivial sobRecon la fibraS™ a
través de la aplicacion : E — R dada porr(z) = ||z||.

2.2. Sistemas Dinamicos

El punto clave de los sistemas dinamicos esspacio de estadosna variedad diferenciable
M, que constituye todos los posibles estados del sistemag jumcion oflujo definido sobrel/.
En los ejemplos clasicos de sistemas de ecuaciones dif@eshordinarias (EDO), el campo vec-
torial ahi definido genera un flujg, : M — M, ¢t € Ry el problema general asumido por los
tedricos es describis, geométricamente, via las acciones sobre subconjuntds. desto conlleva
a la clasificacién del comportamiento asintético de todaptsibles soluciones, mediante la bas-
gueda de puntos fijos, 6rbitas periddicas y subconjuntagnettes mas extrafios, como también
el conjunto de Orbitas que atraviesan este tipo de conjutiosnuchas aplicaciones depen-
de también de parametros externos, y los cambios topol®gibdurcacionesque ocurren e/
mientras estos parametros varian, también son de sudtateiés. Estudiando estos fendmenos y
otros relacionados, uno ya no puede esperar encontraicodsccerradas de los sitemas de ecua-
ciones, en términos de funciones conocidas. En lugar déhagajue realizar estudios cualitativos
del comportamiento de las soluciones.

2.2.1. Dinamica Continua

Aunque los sistemas dinamicos se originaron en cuestiaigs fas dindmicas a tiempo con-
tinuo de algunos problemas aieecanica celestenucha de la teoria primero se desarrollé para
funciones a imagen discreta, cuyo analisis es mas simpke flthtion puede ser vista como una
accion deZ sobre la variedad/. El analogo continuo de una funcion es una accioR éebre)M,

o unflujo.

Un flujo sobre una variedad/ es una funcién continu& : R x M — M que satisface las
siguientes condiciones:

1) ¢, = ®(t,—) : M — M es un homeomorfismo de para toda;
(2) ¢o = ido, 0 seagp(z) = = para todar € M;

(3) 61(64(x)) = 1. (w) para todos, ¢ € R.
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Mientras funciones a imagen discreta (simplemente lastamos funciones) y flujos son dos ob-
jetos fundamentalmente distintos, en ciertos ejemplodgruestar relacionados. Dada una funcién
f M — M, uno puede definir dlujo suspendido d¢ como el espacio cuociente dé x R
con el flujo trivial ¢, (x, s) = (z, s + t), identificandd(z, s) con(f(x), s + 1). El flujo ¢, pasa a un
flujo suspendidog,, actuando sobre @happing toro M = M x R/(z,s) ~ (f(z),s + 1). Enel
caso en qu¢g sea isotopica a la identidatl] es homeomorfo &/ x S'.

Analogamente, dado un fluja sobre una variedad cerradadecimos qué tiene unaseccion
local de crucgo unaseccidn de Poincajési existe una subvariedad cerrddac .S de codimensién
1, que transversalmente intersecta al flujo en cada puriib Be el caso en que algun subconjunto
U C II consista de oOrbitas que retornarleen un tiempo finito, hay unfuncién de retornqo
funcion de Poincargr : U — II que asigna a un punfoc U la imagen) ) (p), dondeT(p), el
tiempo de retornoes el méas chico de las> 0 tal quew,(p) € II. En el caso en quH intersecte
a todas las lineas del flujn, decimos quél es unaseccion global de cruc&laramente, tomar
la (apropiada) seccion de Poincaré es lo inverso de suspendéuncion. El estudio de funciones
iteradas es de central importancia luego de que Poincaegrdiéara la técnica de secciones de
cruce y funciones de retorno para el estudio de 6Orbitasgiead en flujos generados por ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Definicion 2.2.1.Un conjunto invariante\ para un flujog, (es decirg,(A) = (A) ) sobreM es
hiperbolicosi existe una disociacion (splitting) del espacio tangéhié, = £} @ E} @ Ef, con

|Do(v)|| < CeM|v|| Vo€ E;, Vt>0,
<

[Dé—e(v)] Ce™[lv]| Yve Ef, Vt>0,
d
% t=0() genera ES, Vr e,

para alguna constanté' > 0, A > 1. La direccion del “centro” unidimensionak’ es tangente a
la 6rbita misma en cada punto.

Dado un flujo¢, sobre M, un puntox € M escadena-recurrentgara ¢ si, para cualquier
e > 0, existe una sucesion de puntps = w4, xs,...,x, = x} y un conjunto de nimeros rea-
les{ty,ts, ..., 1,1}, tales que; > 1y ||¢y, (z;) — x| < &, paratodol < i < n — 1. El conjunto
cadena recurrentéde ¢, es el conjunto de todos los puntosideque son cadena recurrentes.

2.2.2. Atractores
Paraf : M — M un difeomorfismo, un conjuntd C M es unatractor si existe un conjunto
compactaV C M tal queA = ﬂ f¥(N) y A esta contenido en el conjuntadena recurrente.

k=0
Veremos en otra subseccién por qué es importante la nociatraietor en este trabajo.
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2.3. Nudosy Trenzas

En el trabajo de Henri Poincaré aparece la idea siguiengedthita periddica de un flujo dentro
de la esfera de dimension tres formanudg es decir, la incrustacion de un circulo orientable den-
tro deS®. Esto permitia relacionar naturalmente dos dominios apanmegnte distintos: el estudio
de los sistemas dinamicos y la teoria de nudos.

Nudos

Un nudoes una incrustaciolk : S' < S® de la 1-esfera dentro de la 3-esfera. &mace
L: H S! < S?% es una coleccion disjunta y finita de nudos.

La 3-esfera se define como la esfera unidaileAhora bienS? puede ser vista conig® mas un
punto adicional: el infinito.
En este sentido, unudoes un espacio métrico compacto, conexo, localmente honméomrain

intervalo (ver [11].) Elnudomas simple es el “unknot8! (ver figura2.1) Un “unknot” es una
incrustacion dé&' enS? cuya imagen es la frontera de un disco incrustBdac D?:

Fig. 2.1:Unknot

Los siguientes nudos “mas simples” sortrefoil knot (o nudo trébo), y el octo-nudo(ver figuras
2.2y 2.3) Usualmente, consideraremosolidéentacionde los nudos.

OO

Fig. 2.2:Trefoil

El problema fundamental de la teoria de nudos (enlaces) sigwgénte: ¢ cuando dos nudos
(enlaces) son el mismo? En teoria de nudos, la nocion deltigdase construye acorde con la
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-

Fig. 2.3:0cto-nudo

nocion intuitiva del término; es decir, un nudo es igual a sfrse puede llevar, sin romper la cuer-
da, a esa otra configuracion.

Dos nudosk; y K, sonambiente isotopicQ®, simplementeisotopicossi existe una familia
{h,} de homeomorfismos d&’ tal queh, es la identidad y; o K| = K.
En estos términos, la pregunta fundamentalesiando son dos nudos isotopicos?

Uno de los primeros logros en teoria de nudos fue una refacian de la pregunta anterior
de un problema topoldgico global a uno de combinatoria |abebido aReidemeisteDado un
nudo o enlace, consideremos todas sus posfiresentacioneses decir, proyecciones planares
con orientaciones dibujadas. Cualquier presentacionsiese puede elegiegular,o sea, teniendo
s6lo dobles puntos transversales. Al respecto, Reideeneishcluyd el siguiente

Teorema 2.3.1.Dos presentaciones regulares corresponden a enlacespisosi y sélo si sus
diagramas estan relacionados por isotopia (fijando los pamte cruce) y por una secuencia finita
de las tredMovidas de Reidemeistedadas en la figura 2.4.

|
g b

R1 R2

/ﬁ\ ) \/\//

Fig. 2.4:Movidas R1, R2, R3
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Auln con el teorema 2, el problema de la equivalencia de nuslosug dificil de resolver. Sin
embargo, bajo algunas condiciones (nudos toroidalesjingslas versiones de este problema han
tenido una solucion satisfactoria.

La teoria de nudos y enlaces estudia incrustaciones déasienS*. Con algunas restricciones
cuidadosas en el rango de estas incrustaciones, tambiéede mcrustar arcos &7 de distintas
formas topoldgicas. La teoria de trenzas estudia estosfends.

Trenzas

Dado un entero positividV, unatrenza deN filamentoses una coleccion = {b;} de N
incrustaciones disjuntas del intervalo [0,1] dentro debeso euclidiandR? tal que para cada

(1) 6:(0) = (4,0,1)
(2) b;(1) = (7(4),0,0) para alguna permutacian y

(3) ps[b:(t)] es una funcion monotona decreciente dgondep; denota la proyeccion dentro de
la tercera coordenada.

Dos trenzasi; y by, son isotdpicas si existe una isotopiadesdeb; a b, y Si h; o b; satisface
la definicién anterior, para todo< [0,1].

El estudio de trenzas difiere del estudio de nudos, fundaimeeante en que existe ueatruc-
tura natural de grupo sobre el conjunto de las trenzas. Restringiéndonos al otimfle todas las
trenzas deV filamentos, hay una operacion de grupo dada por la concadendzadas trenzas
b1 Yy bs, uno define la suma de trenzas mediante el siguiente promgdonafnadiendo el extremo
superior del-ésimo filamento dé, al extremo inferior del-ésimo filamento dé; (ver figura2.5)
De esta manera, uno obtienggelipo de trenzas d&’ filamentos By .

]y
R[N

Fig. 2.5:Suma de trenzas sobfg

Los generadores estandar p#a se denotafo; : i = 1,...,(N — 1)} y estan dados
geométricamente como el cruce detsimo filamento sobre él+ 1-ésimo filamento, como se
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muestra en la figurd.6. Las presentaciones paRa; en relacién a estos generadores fue dada por
Artin [Art] y son las siguientes:

By = <01,02> < ON-1 1 005 = 0,0y li—jl>1; 0,0i410; = 051100541, @< N — 1>

Las relaciones para estas presentaciones se ilustran goraZi7.

M A

Fig. 2.6:Ejemplos de generadores pddg: o1 y agl

(S

Fig. 2.7:Relacionesv;o; = ojo; parali — j| > 1; 00,410, = 0410041 parai < N — 1

Una conexion entre teoria de trenzas y teoria de nudos ddezsigpor una simple operacion
sobre el grupo de las trenzas, conocido camwadura.Dada una trenzé, uno puedeerrarla, b,
de la siguiente manera: conectar el extremo superior y eegpondiente inferior de cada filamento
deb de la manera obvia: ver figuta8. Una pregunta que aparece en este contexto es la siguiente:
¢cudl tipo de trenzas cerradas representan nudos y enlacesSpuesta viene de Alexander (ver

[11]).

Teorema 2.3.2(Alexander)
Cualquier enlacd. es isotopico a una trenza cerrada con algin namero de filansent

Un ejemplo particular en donde aparece naturalmente lgdnatg trenza cerrada es en el caso
en que el campo de vectores se obtiene por la suspension deamadrfismo del disco euclidiano
D?2. Para ser mas precisos, consideremos un difeomorfisde discoD? que es la identidad en
el borde.¢ puede ser “conectado” a la identidad por un camfing formado por difeomorfismos
del disco que fijan el borde, llamado “isotopia”. NotenTfosomo el toro séliddD* x R/Z. El

0 .
campo de vectores d®* x Ry de coordenada(s%(x), 1) en el borde superior de cada punto
(x,t) induce un campo de vectorés, dentro del'. Una Orbita periddica de tal campo reviste una
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%h
Y

Fig. 2.8:La trenzao}o, y su cerradura.

forma particular: ella se incrusta naturalmente dentraatel solido “girando siempre en el mismo
sentido”. Tal orbita describe urteenza cerrada.

Existe otra manera de interpretar el grupo de trenzas de,Artés en relacién con la nocién
de dinamica. Consideremos el disco “punteadoRdeD?, construido mediante la remocion de

- . 1 .
puntos distintos del disd?, de coordenada(sl—1 — 3 0) para: variando dé) an — 1. El grupo
n JR—
fundamentak (D?) de D? se define como el grupo de homotopia de caminos cerradbg dgie
pasan por un punto base previamente fijado. J.S. BirmanI¢@rdemostr6 que:

Teorema 2.3.3(Birman).

El grupo de trenzas de Artin es isomorfo al subgrupo de autbsmeos del grupo fundamental
m1(D2) inducido por los homeomorfismos B¢ que son la identidad cerca del borde del disco
D2

SeaD un disco abierto difeomorfo a un disco euclidiano incrustadR® y seaG = {v; :
[0,1] — R* i = 1,...,n} una coleccidn finita de curvas simples de cla@Sedos a dos disjuntas,
tales que verifican las condiciones siguientes (ver figuda

(1) caday; intersecta @ solo en sus extremos (los extremos~gey estas intersecciones son
transvesales,

(2) caday;(0) y caday;(1) inducen la misma orientacion sohfe

La clase de isotopia de difeomorfismos que preservan latadém de un sistema de curvas como
el descrito antes, es yseudo-nudo.
M. Lagrange (ver [11]) demostro una extension del teoremaleeander:

Teorema 2.3.4.Cualquier pseudo-nudo es isotépico a una trenza con algamend de filamentos.

Asi como la nocién de nudo tiene una relacion mas o menogadicea la nocién de trenza, un
pseudo-nudo tiene una relacion directa con la nocion dedosteenza. De hecho, la origina.
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(D,
y

N

Fig. 2.9:Un representante de un pseudo-nudo.

2.4. Solenoide

Existe un ejemplo muy bonito de atractor hiperbéliccs@kenoide Este objeto ya era conocido
por topologos hacia principios de la década de los ‘60, pezarftroducido por Smale el afio 1967
como ejemplo de sistema dinamico. Mas tarde, utilizand® @sjeto como modelo, R. Williams
desarroll6 la teoria de atractores unidimensionales. Encemtexto, entenderemos la contruccion
del solenoide, en el capitulo 3, como un conjunto limite quaaece cuando se itera la funcion (del
toro solido en el toro sélido) siguiente:

1 1 1 1
s (—2 + = oyt 2
(x,y,0) (10:E+ 2003(9), my—l— 286”(9), 0)

Esta estructura simula a utr@nza cerradaUna descripcion de tal conjunto la encontramos
también en [3]. Ahi se obtiene un solenoide como limite deaaisgada de Orbitas peridédio@s,
Os, O3,... donde&),, ;1 €s una trenza conexa dentro de un toro sdligde diametra),, y el primer
toro T} es el toro solido estandar @'

Definicion 2.4.1. Un conjuntoC no vacio y compacto aminimal si la Orbita de cada punto es
densa ert.

La siguiente definicion proviene de [11]:

Definicion 2.4.2.Un conjunto minimal de un campo de vectoPé®s unsolenoidesi él es local-
mente homeomorfo al producto de un conjunto de Cantor pontamialo.

Un resultado muy atractivo que aparece en el mismo articula giguiente
Proposicion 2.4.1.Todo solenoide es trenzable.

Sin embargo, hay conjuntos minimales de campos de vecterelmseC'™ que no lo son. La
proposicién nos dice que esta obstruccion desaparece aneete los solenoides.
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2.5. Resultados Adicionales

Los siguientes resultados, relativos alenension topoldgicade los nudos y solenoides, son
bien conocidos en la literarura. Han sido extractados de [11

SeaX un espacio topologico. Uoubrimientode X es una colecciof de conjuntos abiertos en
X, cuya uniéon contiene &. Un refinamientade un cubrimient@ de X es otro cubrimient@’ de
X tal que cada conjuntB enC’ esta contenido en algin conjurdcencC.

Definicion 2.5.1.Decimos queX tienedimension topolégica: si cada cubrimient@ de X posee
un refinamient@’ en el cual cada punto d& aparece en, a lo mas; + 1 conjuntos er’’, y m es
el menor de tales enteros.

Lema 2.5.1.
Todo nudo es de dimension 1.
Todo solenoide es de dimension 1.
Como esta escrito en la introduccién a este trabajo, lasadrperiddicas de flujos 3-D forman

nudos y enlaces solo &?. Es por esto que interesa estudiar las incrustaciones o @sjetos en
el espacio 3-euclidiano.

Teorema 2.5.1.Todo nudo se incrusta &’
Corolario 2.5.1. Todo solenoide se incrusta &1.

En [12], por ejemplo, se demuestra que cualquier enla& pnede obtenerse como la frontera
de alguna superficie incrustadagh Tales superficies son Utiles cuando se desea estudiar alguna
propiedades del enlace, como la factorizacion de un nudompaenentes primas, o bien el estu-
dio de los polinomios de Alexander asociados al nudo. SedasrdinaSuperficies de Seifeitin
ejemplo de una tal superficie se muestra en la figuta.

Un problema interesante abierto tiene que ver con la pasaloilde construir superficies cu-
yo borde sea un solenoide: ¢ podemos construir, para el easn dolenoide, el equivalente a la
superficie de Seifedsociada a un nudo? (ver [11].)

Definiciéon 2.5.2. Una Superficie de Seiferde un enlace. enS® es una superficie conexa, com-
pacta y orientable contenida &7, que tiene a. como frontera.
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Fig. 2.10:El borde de la superficie es un nudo.



Capitulo 3

ACERCA DE LA CASCADA INFINITA DE ORBITAS
PERIODICAS

3.1. Cascada de orbitas periodicas y homeomorfismos delc-di

Seaf un homeomorfismo del 2-discB?, que preserva la orientacion. Uoascada de Orbitas
periodicasparaf es una sucesion infinita de oOrbitas periodi€&s } de f con periodoq g, } tales
que, para cada > 1, se tiene:

- ¢, =20y Qg1 CONg=1Yya, >1,

- existe una colecciog’, ...,C»-'~! de curvas simples, cerradas y disjuntas que que son la
frontera de los discos disjuntos respecti®s ..., D"~ y que tienen las siguientes pro-
piedades:

- cadaD’ contiene exactamente un punto@dg_; y a, puntos de),,,

f(C!) es isotépica & "'™-1 en el disco “con hoyos” (perforad®)? \ U O;,

i<n

la union de los disco®!, esta contenida en la union de los dis&¥s ,,
- los didametros de los disc@¥, convergen uniformemente a 0 con

Sea{ft}te[m un arco de homemorfismos que une la identid@d= Id, con f; = f,y sea
{fi }+er €l arco de homemomorfismos que une la identidadcon todos los iterados d& don-
def, = o fy- A cada cascada de Orbitas periodio@s, le podemos asociar ursignatura

- ~ l, . . L,
{(ln, qn)}, dondel,, = — y [,, se define a continuacion:
q

n

En alguno de lo®’ tomamos el punte,_; deO,_;, y un punto der,, deO,,; entonces,, es
hlitr(xn) - ft(xn—l)
[..‘?t(xn> - ft(xn—l)H

cuandot va de O hasta, . El nl]meroln es independiente de la eleccion@g, e independiente de
la eleccion del punta,, enD;,.

el numero algebraico de vueltas que el veﬁ efectla en el circulo unitario
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. ~ - L, . . n
Para cada signatufd/,,, ¢,,) } conl,, = —, ¢,, es estrictamente creciente,y = a
q

n Gn—1

y l,, son
coprimos para cada.

La siguiente figura muestra los primeros elementos de deastwada de 6rbitas periddicas en
el caso en que todos los disc@% son discos geométricosf(C’) = Cirimodan-1,

Fig. 3.1:Primeros elementos de una cascada

3.2. Asymptotic linking numbers para cascadas de orbitasis®
de flujos 3-D

Vamos a considerar el enladeking) entre 6rbitas de un conjunto compacto invariante de un
campo de vectores no singular de clésedentro de un toro sélido, tal que las lineas del flgjo
son transversales a los 2-discos (ver figBu®) Ademas, fijamos la estructura de producto directo
S! x D? en el toro solido, trivializando el fibrado solfé.

Fig. 3.2:Las lineas de flujo son transversales a la fibra.

Se tienen los siguientes hechos:
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(i) Dos segmentos de orbitas, largos vy finitos, tienerdinking numberaproximado si parten
y terminan juntos uno del otro. Este nimero es el nimero edggbde veces que un punto
gira alredor del otro cuando el par de 6rbitas se mira comgemeion en la fibrd?* x {6}
(los 2-discos transversales) como un par de puntos mélieambigledad en este nimero
es de una vuelta para todos esos pares de 6rbitas, una vez egtalslece la proyeccion.

(i) Si el flujo es continuamente diferenciable, existe umeto de giro analogo al anterior para
cada segmento de orbita. Se define contando el nimero dequezas vector tangente en la
direccion del disco gira alrededor de la orbita. Notarensta eantidad comoy, (-, 7). Dos
vectores tangentes distintos giraran el mismo numero desvean un error de hasta media
vuelta, debido a la linelidad (vectores antipodales gicamismo.)

La siguiente relacion (o coherencia) entrdieking topoldgicodel punto (i) y elself linking
infinitesimaldel punto (ii) es una consecuencia de la continua difereiicad del flujo:

(iii)y Para cada tiempd’, existe ure = £(7') > 0 de tal forma que si tres Orbitas de longitudes
estan dentro de para0 < ¢ < T, entonces el linking topoldgico entre dos de ellas difiere
del self linking infinitesimal de la tercera érbita por, a I@suna vuelta y media.

(iv) Estos linking satisfacen la propiedad de cuasi-adicg& consideramos el recorrido de una
Orbita hasta el tiemp@; y luego hasta el tiemp®,, entonces los linking hasta el tiempo
T, +T5 se relacionan con los linking hasta los tiempos antericges¥é manera cuasi-aditiva.

(v) En [Ruelle], usando la propiedad algebraica anteriorRDelle prob6 que para casi todo
punto relativo a una medida ergddica invariante, el promeei los linking infinitesimales
tiene un limite cuand@’ — oo.

Invariante de Ruelle y difeomorfismos del disco

En el contexto del self-linking infinitesimal, en [4] apagacel teorema y la definicidn siguien-
tes.

Teorema 3.2.1.SeaV’ una variedad cerrada, conexa, orientable, de dimensiér3uyn flujo sin
singularidades sobr& donde el fibrado normal es trivial; sgauna medida invariante para;.
Entonces:

(z,T)

- Para u-ctp = enV, la cantidad * -
limite Q4 (),

converge cuandd’ tiende haciatoo hacia un

- Lafuncion2, : V' — R es integrable.
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Llamaremosnvariante de Ruell@asociado al paf¢,, ;1) y lo notaremos com® ,(¢) a la integral

| futariuta).

Ademas,Diff"(D? 0D?) es el grupo de difeomorfismos de clagé (0 < r < oo) definidos
sobre el discdD?, que son la identidad cerca del bord®?. Parar = 0 este grupo se anota
Homeo(D?, dD?). Si . es una medida finita sobf2?, el subgrupo de difeomorfismos de clase
que preservan la medida se anota cdbf,(D*, 0D?).

Observacion.En el mismo articulo [4] se demuestra que, bajo ciertas comis, R, (¢;) €S un
invariante de conjugacion topoldgica, en un sentido queigaeemos en el siguiente capitulo.

3.3. Propiedades Asintoticas

Consideremos la sucesion de cascada de oérbitas perid@@jcd3,, Os, ... dondeO,,,; es una
trenza conexa (con al menos dos filamentos para evitarlida@d dentro de un toro solid@,
(que “envuelve” a la orbit@,,). Entonces asumimos qde es el toro sélido original estandar de
R3, e inductivamente, los 2-discos de cada nuevo toro sdlide estan contenidos en el 2-disco
grande del toro precedenfg, tal que el didmetro de los 2-discos tiende a cero cuande oo.
Entonces el conjunto compacto invariante (solenoide) iesdeseccion de los toros sélidos y existe
una sucesion de numeros de enlace (linking numberg),de alrededor de&),,. Dividiendo este
namero de enlace por el nimero de veces @ue'se enrolla” en torno d€; (en el caso de los
homeomorfismos del disco, este numero es el perigilse define eh-ésimo nimero de enlace
promediq .

Observacion.

1. Elflujo en cascadas dentro del toro sdlido ciclicamernter¢éambia pequefios discos invariantes
en la seccion de la fio@®?* x {6}, y repite esta accion dentro de estos discos (ver figura 3.1)

2. Lainterseccion del solenoide con los 2-discos tranal@essie7; es un conjunto de Cantor (ver,
v.g. [13]) y el movimiento acé es cuasi-periodico; es derig traslacion minimal (pues las oOrbitas
son densas) de un grupo abeliano compacto. Por lo tantde exia Unica medida ergddica sobre
el Cantor relativa a la accién del flujo.

3. Desde un punto de vista topolégico, puede aparecer daalsucesion de numeros de enlace
promedio (para mas detalles, consultar [3].)

En relacién a la Gltima observacion, si suponemos que el ésjde clas€!, entonces un
teorrema nos asegura que habra convergencia de la sucesios nimeros de enlace promedio.
Como se sefial6 en la introduccion, el objetivo de este wadmgxtender esta idea al caso de sole-
noides minimales generales, que no se obtienen como limitea cascada de Orbitas periddicas.
Es decir, queremos generalizar el siguiente
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Teorema 3.3.1(Coherencia de cascadas trenzadas en un flujo suave)

La sucesion de nimeros de enlace promedio topoldgicamefitedbs entre drbitas sucesivas de
la cascadafl, }, converge. El limite es igual al promedio asint6tico def §iaking infinitesimal
de la derivada.

Demostracién.Usando la propiedad (v), elegimos un punto x del conjunto alet@ para el cual
existe el promedio asintético del self linking infinitesim@, (). Seal’ > 0y N suficientemente
grande de tal manera que todas las 6rbflasconn > N permanezcan dentro de una vecindad
de radios(T) de la 6rbita der para todo tiempo. Denotando corhoel nimero de enlace d@,
alrededor d&),,_,, tenemos:

5 n
= wolr,a)| < 5 (1)

donde sa ha usado (iii) y el hecho que la cuasi-aditividad,de, T') tiene defecto 1. Por lo tanto,
para cualquier punto de acumulacibde la sucesion,, tenemos:

1

= Qy()| <

po | ot
|

Como esto vale para cada> 0, se tiene que

lim 1, = Qg4 (x).

n—oo

O

Observacion.La demostracion y la observacion anteriores muestrartjyer) existe para todo

x en el conjunto de Cantor, y esta cantidad es independiente De manera mas general, en
el caso Unicamente ergddico (es decir, cuando hay una Ur@daeninvariante sobre el conjunto
invariante) el limite del promedio del self linking infindienal existepara cualquier sucesion de
segmentos de 6rbitas cuya longitud tiende a infinito, y espeddiente de la sucesion de segmentos
de Orbitas.
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PROPERTIES OF ASYMPTOTIC LINKING OF SOLENOIDS IN
THE SOLID TORUS

Let D? stands for the-disk andDiff(D?, 0D?) the group of smooth diffeomorphisms @
that are identity in a neighborhood of the boundaly*. For any diffeomorphism in Diff(D?, 9D?)
and any invarint probability measuye one can try to measure the average linking of the orbits of
#. This can be done in two different standard way@n the one hand, th@alabi invariant mea-
sures the average asymptotic linking of pair of orbits urttieraction of a diffeomorphism. and
on the other hand, thRuelle invariantmeasures the averaged asymptotic rotation of the tangent
plane around an orbit under the action of the differentiad diffeomorphism. Despite the fact that
these two invariants describe linking properties, theyraretightly connected and we can easily
contruct examples of diffeomorphisms and measures wherenanof these two numbers is zero
and the other different from zero.

In this paper we analyse the particular situation when adifhorphismy in Diff(D?, 0D?)
possesses an invariant Cantor Eesuch that the dynamics rectrictedXois minimal and uniquely
ergodic. We shall denote hyy the unique invariant probability measure with supporkin
Our aim is to show how, in this precise context, the Calaiiant and the Ruelle invariant are two
elements of a same global picture. This picture is given tbrars the abstract study of minimal
maps on a Cantor set and thKiakutani-Rohlin towers

4.1. The Calabiinvariant and the Ruelle invariant

In this section, following [4], we recall definitions and merties of the Calabi invariant and
the Ruelle invariant.

4.1.1. The Calabi invariant

Let ¢ be an element ibiff,,(D?, dD?), The Calabi invariant measures the average asymptotic
linking of pair of orbits of¢ . It is constructed as follows: Since the groDjff (D?, 9D?) is arc
connected, we can chose an isotdpy)c,; from the identityp, = Id to ¢, = ¢. For any pair of

1 See [4] for more sophisticated contructions.
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distinct pointsr andy in D? we denoteAng,(z,y) the angular variation of the vecteg(z)¢;(y)
whent goes from0 to 1 (see figuret.1)

&

Fig. 4.1:Geometric meaning of thang, function.

Since the groupiff(D?, dD?) is contractible, the quantitxng,(x, y) does not depend on the
chosen isotpy. Lef stands for the diagonal iD? x D?. Since the probability measuredoes not
charge pointsA has measure zero whd» x D? is equipped with the product measuyre< .
Since¢ is a diffeomorphism, the map:

(z,y) € D* x D*\ A Ang,(z,y) € R,

is bounded. It follows that the mafing, is integrable orD? x D2 Calabi invariant denoted by
Cal,(¢) is the integral:

Cal,(¢) = //Ang¢(x,y)du(x)du(y).

Notice that whenp belongs tdlomeo(D?, D?) which is also arc connected and contractible, it is
still possible to define the map

(z,y) € D* x D*\ A — Ang,(z,y) € R,

but it is not possible to insure that this map in integrable.
For any pair of homeomorphismsand in Homeo(D? dD?) and any pair of distinct points
andy in D?, we have:

Angd)ov,b(xv y) = AIlgd)(I', y) + Ang(z)(zﬁ(x), ¢(y))
This relation induces the following three properties.

Group morphism:
The mapCal : ¢ € Diff,(D? dD?) — Cal,(¢) € R is a group morphism:

Caly(porp) = Cal,(¢) + Cal, (1), Ve, € Diff,(D? 9D?).
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Ergodic average:
For any elementb in Diff (D2 0D?) and amost every pair of points andy in D? x D? the

quantlty Ang(z)n x,y) Z Angd) #*(y)) converges when goes toco to a limit that
we denote b)Ang¢(w, Y). The map
(z,y) € D? x D? i+ Ang,(z,y)

is integrable and its integral satisfies:

[ et nautaranty) = cao) = [ Ang,o)dnorinty).

Topological invariance:

Theorem 4.1.1.[4] Let u; and u, be two probability measures that do not charge poigtsa
diffeomorphism imDiff ,, (D?, dD?) and ¢, a diffeomorphism iDiff ,, (D? dD?). Assume there
exists a homeomorphisiin Homeo(D?, 9D?) such that:

o hy(pr) = po;
o ho¢py=¢yoh.
Then:

Cal,, (¢1) = Cal,,,(¢2).

4.1.2. The Ruelle invariant

The Ruelle invariant measures the averaged asymptoticontaf the tangent plane around an
orbit. Chose again an isotopy; ). (0,1 from the identityp, = Id to ¢, = ¢ and extend this, istopy
to the iterates o by setting:

Gt = Qg © Qb[ﬂ, vVt € R,

where[-] stands for the integer part. For any painin D? and any tangent vectarin R* different
from 0, and any timet in R, we consider the vectafo,(z)(u)/||dé:(z)(u)|| and we denote by
wy(z,u, T') the angular variation of this vector whemoes from0 to 7" (see figuret.2) Since the
map¢ is a diffeomorphism, for any pair of vectots andu, different from0, we have:

we(z,u1,T) — wy(z,u9, T)| < 1, V€ D? VT €R.
We define:
we(z,T) = Inf wy(x,u,T) VzeD? VI eR.

u€R2—{0}
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Fig. 4.2:The infinitesimal self linking of the derivative.

We have the following quasi-additive property:
wol@, T+ T') = wy(,T) — wy(¢7(x), T')| < 1, ¥reD? T,T'€R.
: L1 _—
It follows that, for y-almost everyr in D?, the quantltyf%(x,T) converges to a limit2,(z)
independent on the chosen isotopy. Furthermore the map:
z€D?— Qy(x) €ER

is integrable and the Ruelle invariant is the quantity:

Ruld) = [ Oula)dta).
The quasi-additivity also yields the following properties

Group quasi-morphism
The mapR,, : ¢ € Diff ,(D? dD?) — R,(¢) € R is a group quasi-morphism:

Ru(dot)) — Ru(d) — Ru(¥)] < 4u(D?),, Vo, ¢ € Diff ,(D?, D?).

Homogeneity
The quasi-morphisik , is homogeneous:

Ru(6") = nR,(¢), V¢ € Diff,(D? 0D?), Vn € Z.

Topological invariance:

Theorem 4.1.2.[4]Let 1; and uy be two probability measures that do not charge poigtsa
diffeomorphism imDiff ,, (D?, dD?) and ¢, a diffeomorphism iDiff ,, (D? dD?). Assume there
exists a homeomorphisimin Homeo(D?, 9D?) such that:

o hy(pr) = po;
& h [e] ¢1 = ¢2 (@) h
Then:

Rm (9251) - RM2(¢2)‘
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4.1.3. Examples

Consider the case we the invariant measure is the lebesgasuneg associated with the stan-
dard area formv onD?. Let’H : D* — R be a smooth function which vanishes in a neighborhood
of the boundanyD?. For any regular valué¢ of H, H*(¢) is a finite collection of simple disjoint
closed curves. To each of these curves we associate an-ridex—1 according to the fact that
increases or decreases when crossing the curve from itinte its exterior. We denote by;;(()
the sum of these indices.

The hamiltonian vector fiel;, associated witfH is the symplectic dual of the 1-foraf, i.e.:

dH(=) = w(=, Xn).

This vector field generates a flaw,. For this flow and for the lebesgue measure, the Calabi inva-
riant and the Ruelle invariant can be computed.

Proposition 4.1.3.[4]

Caly(6l) = —2¢ [ H(@)d\z), and Ra(6l) — ¢ / e (C)dC.

D2 R

4.2. Minimal Cantor system

Let X be a Cantor sete. a compact metric space perfect and totally disconnectedeind
¢ : X — X be a minimal homeomorphisire. all its orbits are dense. We call the dafs, ¢) a
minimal Cantor system.

Fix a pointz, in X and a decreasing sequence of positive numbg)s., converging to zero.
A Kakutani-Rohlin towers system sequence associated ayitgmd (9;),,~o can be constructed as
follows.
Step 1:.Choose a clopen (closed open ) suldgedf X containingz, with diameter smaller thady.
For eachr in Cy we denote by, () the first return of the forward orbit of in C,. The minimality
condition implies that there exists a partition@fin clopen sets:

C0,0,Co15 - - Cok(co)
such that :
o the return time function i€, n¢, take a constant value, ; on eaclC,,’s;
o the diameter ob"(C, ;) is smaller thary, for eachn in {0, ..., ng; — 1};
o up to renaming it is always possible to assume ihat Cy .

Fori=0,...,%k(Cy), the collection

{Co,i, #(Coy), ..., @™ H(Cos)}
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is called atowerand the collection of all towers wherruns fromo0 to £(Cy), atower systemvith
meshd.
Step 2:

Choose now a clopen subggtof C, o containingx, with diameter smaller thasy. The mini-
mality condition again implies that there exists a pantitas C; in clopen sets:

Ci,0,Ci15- -, Cikien
such that :
o the return time function i, n¢, take a constant value, ; on eaclC, ;'s;
o the diameter of"(C, ;) is smaller thar; for eachn in {0,...,ny,; — 1};
o up to renaming it is always possible to assume ihat C ;.

We add an extra condition relating the tower system in cootitbn with the tower system
already constructed:

o foreach eachiin {0,...,k(C,)} andnin {0,...,n,; — 1}, there exisy in {0, ..., k(Cy)}
andm in {0,...,ng; — 1} such that

¢"(C1i) C 9™ (Coy)-

We have constructed in this way a second tower system withh mesoherent with the first
one.
Step 3:We iterate this procedure in order to get for each 0, a clopenC; with diameter);, and a
partition ofC; in clopen sets:
Cl,07 Cl,17 cee 7Cl,k’(cl)

such that :
o the return time function i, n¢, take a constant valug ; on eaclC;;'s;
o the diameter ob"(C; ;) is smaller thard, for eachn in {0,...,n;; — 1};

o foreach eactiin {0,...,%k(C)} andnin {0,...,n;,; — 1}, there exisy in {0, ..., k(C;—1)}
andm in {0,...,n;_1; — 1} such that

¢"(Cri) C " (Cro1y)-

o ¢"(C;) is smaller thar, for eachn in {0,...,n;; — 1};

o up to renaming it is always possible to assume ihat C; .
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(KRST)

Cio Cia Cuia

Fig. 4.3:A Kakutani-Rohlin towers system (KRTS).

We have constructed in this way a sequence: dbwer systems with meséh, ..., J, each
one coherent with its predecessor. Figdrg shows a representation ofkakutani-Rohlin towers
systenby drawing the clopen sets in the base of the rectangles @thers) and figurel.4 shows
the coherence between towers of generationd andi.

@M (Cry)

6" (Cra)

- $"(Cny)

" (Cri)

Cri CZ*LJ

Fig. 4.4:The coherence between towers.
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4.2.1. Matrix representation

There is a naive idea behind these representations. We oatrgct a matrix associated to this
Kakutani-Rohlin towers systeas follows:
Choosd > 0 and let{C,,,C;1, - - ,Cl,k(l)} be a partition of the clopefj, constructed as before.

The matrixM; associated to the Kakutani-Rohlin towers system (KRTS)4ff) is a(n; o +mn; 1 +
o key)) X (o + i+ -+ nyke,)) real matrix, such that

(M)py = / / Angg(z,y)dpx(x)dpx (y)
E(Cr,i)x @™ (Cr5)

where; stands for the unique natural number such that
no+mng oy <p <ottty
and; stands for the unique natural number such that

o+t nGoy <@ <ottt

and
t = p—(uo+ma+- - +nu))
r o= q— (nl,o +ng+-+ nz,(j—l))
Intuitively, (M), , Withp € {1,---, (n0 + - - - + nyr(c,)) }, Measures the average asymptotic

linking between orbits of points in a definite clop€n (i is just determined by). Figure4.5is a
schematic aproximation to this concept:

Fig. 4.5:Contributions to the “inner” Calabi.

On the other hand.M,), ., with p # ¢, measures the average asymptotic linking between
orbits of points which, in generatidnbelong to different clopeg; ; andC, ;, or belong to the same
clopenC; ;, but the tower associated to this clopen crosses itself.r&gyé shows this situation.
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0

Fig. 4.6:Contributions to the “outer” Calabi.

Notice thatCal,,, (¢) = Z(Ml)p,q. This fact, and the above construction, yield to defining

p,q
Cal, i, (¢) as the contribution td'al,,, (¢) of the diagonal elements, ardt/,,, .., (¢) as the
contribution of outer elements of the diagonal. In thesmgemwe can formally “arrange” the clo-
pen sets of generatianin such a way the matrix rows and the matrix colums corresgorttie
clopen level positions. Actually, this is the meaning of thatrix definition. Figuret.7 shows this
arrangement. Therg (C, ), with k € {1,...,k(C;)}, is the tower associated with the clop@n..

4.3. Linking properties of invariant minimal Cantor sets

In this section we consider a diffeomorphignin Diff(D? 0D?) which possesses an invariant
Cantor setX on which the dynamics af| y is minimal and uniquely ergodic. We denote by the
unique probability measure with supportin

Consider first the Ruelle invaria®,, , (¢). The unique ergodicity of the map on the Cantor set
implies:

Proposition 4.3.1.The quantity%wd,(x, n) converges uniformly in whenn goes to infinity to the
constantR,, (¢).
Proof: After [3], we notice thatz € D? and all positive integers andm we have:
lwe(z,n+m) —we(z,n) —we(P"(x),m)| < 1.
Therefore, we get the following inequalities

wo(z,n+m) <wp(z,n) +we(@"(x), m) <wy(z,n+m)+ 1. (4.3.1)
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T(Cro) T(Ci1) T(Cr2) T (Crrw)

T (Cro) [

B (Mi)ss
T(Cl_]) |
T(Ci2) [

_— (Ml)ll),S

T (Crrw) E EE

Fig. 4.7:Matrix representation: the sumaticE(Ml)p,q is the Calabi invariant, at each generation
p.q

Now, consider the Euclidean division efby m : n = km +r, with 0 < r < m — 1. Using
(4.3.1) we obtain

we(m,n) < wy(w, km) + ws(™™, 1) < wy(w,n) + 1.
Using (4.3.1) again we obtain

k—2

(. km) < wol.) + D (a6 (), m) + w6 V7 (). m — 1)) < w(a. bm) + k,

for j € {0,1,...m — 1}. By adding up all these inequalities we obtain

ool km) < (i)(nf(w¢<x,j>+w¢(¢<k“m“'(x),m—j))+(k_§_lw¢<¢i<x>,m>)

m , :
j:O 1=0
< wg(x, km) + k.

This yields:

wo(w,m) (%) (%) jz:;wd)(gbi(x),m)‘ < (1) (b + 1+ Flwg, 2,m) + o (2), 7))

n n
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where
m—1 m—+r—1

Flog,zm) ( ) S (wolaym) +ws(@* I @) m— ) + 3 wel¢® I (@), m))|.
7=0 Jj=0

Notice that there exists a uniform boutim) such thatF(wy, z,m) + |ws(¢™(z),7)| < B(m),
thus:

S (@) E ] (urseen oz

But according to th&irkoff ergodic theorem,

LSl ) ) e [ ol ) (),

=0

and sinceu,(-,m) : X — R* is a continous function, the unique ergodicity hypothesiplies
that this convergence is uniform an(see [16], pp 160.)
Thereforedn € N such that, for alk:, if n > n, then

’(%) (%) gwd’(d)i(f‘%m)—/x%’mdux(x) <

Besidesdm € N such that ifm > m, then

Ru()~ [ 20| <

W[ ™

oolm

m

So, choosing! = min{n,m}, we get forallz, according to (4.3.2)

’%’n)—&(cﬁ)’ < §+§+ (%)(k+1+3(m>>

and this holds for ath, m > M. This proves the lemmaJ
Let us consider now the Calabi invariaftl, (¢) and a Kakutani-Rohlin towers system se-
quence associated with a pointin X and with a sequence of mesh@g);~,. Choosd > 0 and

define:
T = {(n,i):nE{O,.. —1},4 €40,. (Cl)}}

Int; = {((n,z), (n,9)) : (n,i) € 7?} Cc T x 7T,
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and
Outl = 7; X Z\]ntl'

As stated before, the Calabi invariaiit/, . (¢) decomposes as:

Cal, (¢) = / Angg(x, y)dpx (x)dpx (y)

XxX

= >, ). / / Angy(w, y)dpx (v)dpx (y).

(n,i)eT; (m,j)eT; (C1,i)x¢™(Cuj)

But according to the matrix representation:

Cal MX Intl Z // Ang(b(x? y)dux(x)dMX(y)7
Int, (C1,i) %™ (Cr i)
and
Calyy ou,($) = Y / / Ang¢(:r, y)dpx (x)dpx (),
Out; "(Cri) x¢™(Cy ]
we have:

Cal#x (¢) = Calux,fntz(¢) + Ca/lNXvoUtl(qb)‘
The proof of the following proposition is plain.

Proposition 4.3.2. The sequence®’al,, out,(¢))i=0 @and (Cal,,, e, (¢))i>0 Satisfy:

Whenl = 0 :
Calﬂx (¢) = Calux,fnto(¢) and Cal#x70uto(¢) = 0.

Whenl goes tot-oo :

lim Calx ou,(¢) = Caly, (¢) and  1lim Calx ey, (¢) = 0.

l—+o0 l—+o00

Proof: By hypothesis; —, ., 0. Thereforeux(C;;) —i—o0 0.

Then, by definition,
lim Calx e, (¢) = 0.

l—+00

O

The link between the Calabi invariant and the Ruelle invdria given by the following theo-
rem:
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Theorem 4.3.3.

1
ll}inoo KC luX,Intl(¢) = RNX (¢)7

K(C)
whereA, stands for the product measurebft, : A, = Z npipix (Cri)?

Proof: We can rewrit€'al,, 1n,(¢) as:

k(C)

Calyuy it (¢ Z / /C . Anggmi(z,y)dpx (z)dpx (y).
1,i XCp 5

In fact,
Z// Angy(z,y)dpx (r)dpx (y) =
Int n(CZ i ><¢" Cl z
k(cz)nlz
S / / Angy(¢"x, ¢"y)dux (x)dux(y) =
i=0 n=0 ClzXClz
k(C) ny;—1
Z / / > Angy(¢"x, ¢"y)dpx (x)dpx (y) =
Cl ZXCl i n=0
k(C)

Z//C“X%An%"h z,y)dpx (v)dux (y)

the second equality being a consequence ¢f(ux) = ux, for all n € N, and the last equality
being a consequence of teegodic averag@roperty ofAng,.

We use now the following standard lemma which is a direct equence of thé'*-smoothness
of the diffeomorphism.

Lemma 4.3.4.For any N, there exist9 sufficiently small such that for any triplet of pointsy
and z which are within a distance smaller tharone of the other:

|Anggn (z,y) —we(z,n)] < 3, V0<n<N,.

So, choosingV, € N, for [ big enough so thaY; < §, we have, using a telescopic sum:

3n i
"1 (Cri)?

[ ngeten) - woleomldu(o)dixto) < 5
C1,i xCy 0

with z € €.
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Thus
k(Cr) k(Cr) I
i
|Calyy 1 (¢) — Zw¢($l,i,nl,i)ﬂx(cz,z’)2| < Z N MX(Cl,i)Qa Va € Gy
i=0 =0 9

Using Proposition 4.3.1, we get that there exigtsuch that for bigger tharn:

k(Cy) k(Cy) 3L
(Calutniy(9) = D Ry (D)manx (Ca)’l < ) NO’ZMX(Cl,i)Z-
i=0 i=0

Let A; be the measure dint;, we have:

@)
A = an,iﬂX(Cl,i)Q'
i=0

It follows that |

|Ecalux,lntl(¢) — Rux(9)] <

Since this can be prove for anyj, we get:

3
Ny

, 1
ll}inoo Ecalux,fntl(¢) = RNX (¢)



Capitulo 5

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el capitulo precedente, hemos utilizado una de las esizationes del invariante de Calabi.
Realmente, esta caracterizacion nos llega de Albert Faien introdujo el invariante de Calabi
como la integral iterada de la funciétng, sobre el discd* x D? (al respecto, ver [2].) La in-
terpretacién que él entrega ahi es la que hemos usado enaésti@ ty es la que permite visualizar
el teorema 4.3.3 como la generalizacion del resultado pagiacascada de Orbitas periddicas que
aparece en [3].

Como se sefial6 en el capitulo 4, cuando uno elige un difecsnfp, el nimeroAng, no de-
pende de la isotopia, elegida. En efecto, supongamos ques Homeo(D?, D?). Como este
grupo es contractil, dos isotopia$y ¢; pueden ser unidas mediante un camino de isotagias
cont € [0,1]y s € [0,1] (¢ = Id, ¢] = ¢). Entonces el angulo que gira el vector correspondiente

¢;(x)¢; (y) cuando t varia dé a 1 es independiente depues, por una parte, es continuo €y,
por otra, su reduccion moéduld no es otra que el angulo &yZ entreg, = ¢; Yy ¢1 = 5.

La funcion Ang, esta definida y es continua en el complemento de la diagar@gntro de
D? x D*. Se pueden construir ejemplos de homeomorfismtades quedng, no es una funcién
acotada. Sin embargo, sies de clas€' se puede demostrar que esta funcion esta acotada (ver
[4], pp. 1358-1359.)

En términos gruesos, el resultado aqui expuesto consisigesgl promedio asintético de la fun-
cion Cal, i, (¢) cuandog es un difeomorfismo del disco, es exactamente el nimero déeRue
R, (¢). Lo que demuestra 4.3.3 es una generalizacion deliarencia de las cascadas trenzadas
en un flujo suaveel paper [3]. Sin embargo, hay un hecho que es importantaaisEn el caso
de un solenoide general, los nUmerGs!,,, ., (¢) Y Cal,, ou,(¢) NO son siempre invariantes
topolégicos, en el sentido del resultado 4.1.1. Pero ensal ea que el solenoide se obtiene como
el limite de una cascada de 6rbitas periddicas y cuando ¢asoses de estas drbitas son discos,
entoncesCal, . ey, (@) Y Cal,, out,(¢) Si sON invariantes topolégicos (en el sentido del teorema
4.1.1.) Lo que es invariante topolégico en el caso genetal ®sma de ambos numeros.

Una de las preguntas que quedan abiertas en relaciorbaesficies de Seifert asociadas a un
nudoes la siguiente: ¢ podemos tener para los solenoides ebdeptiz a una superficie de Seifert
asociada a un nudo? Si ese es el caso, entonces podemoardgtudivariantes construidos a partir
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de superficies de Seifert: enlace, signatura, polinomioldgakder, etc. Tal vez la descripcidon que
aca entregamos con J.-M. Gambaudo sirve para elaborar aritalg de construccion de superfi-
cies solenoidales. Pero ese es otro problema.



Apéndice A

ABSTRACT SOLENOIDS

A.1. Oriented solenoids

Consider a compact metric spaSeand assume that, attached withthere exists a collection
(U;, T;, I;, hyi)icr SUCh that:

o Foreach in I:

U, is an open set i;

T; is a totally disconnected compact metric space;

I; is an open real interval;
e andh; : U; — I; x T; is a homeomorphism.

o The collection{U, };c; is a cover ofS.

o Thetransition maps:; ; = h; o h; ' read on their domains of definitions:

hij(x,t) = (fij(z, 1), (1)),

wherer; ; is a continuous map, anfl; is a map continuous in thevariable, smooth in the
variable, and which satis®f; ;(z, t)/0xz > 0 where defined.

Such a collectionU;, T;, I;, h;) ;< defines aratlasof a (oriented) solenoid structuren S. TheU,’s
are calledboxesand theh;’s are callecchartsof the solenoid structure. Two atlases acgiivalentf
their union is again an atlas. Aoriented solenoids the data of a compact metric spat¢ogether
with an equivalence class of atlases. To lighten notatiomsw speak about an oriented solenoid
S without making explicitly reference to the underlying eealence class of atlaset’.

We callslice of an oriented solenoid, a subset of the fdzgﬁ(]j x {t}) for somej in I, ¢t in T;,
where (U;, Ty, I;, h;)ic; is an atlas ind™. The transition maps map slices onto slices. Taves
of S are the smallest connected subsets that contain all tresgshey intersect. Each leaf is a one
dimensional oriented differentiable manifold. Similane call transversal®f an oriented solenoid
the subsets of of the formh ' ( C;) whereC; is a clopen (closed open) setin'(I; x Tj) for
somej in I, where(U;, T;, I;, h;)ic is an atlas ind™ such that the projectiofi; — Tj is injective.
As for slices, the transition maps map transversals ontst@rsals.
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Notice that whenever tHg’s of a given atlas are finite sets, the oriented solenoidgeslto a finite
collection of oriented closed curves.

The most naive example of oriented solenoid is the orientetecS'. Actually, any product
S' x T whereT is any totally disconnected compact metric space can bg@pgdiwith a structure
of oriented solenoid. More generally, any bundle over thdewhose fiber is a totally disconnected
compact metric space inherits a structure of oriented siderh.et us be more precise about this
last statement. Consider a totally disconnected compatiarspaceC and a homeomorphism
¢ : C — C. On the product space x R we define the equivalence relation:

(x,u)~(y,v) <= wv—u€Z and z=7¢" “(y).

The quotient spaaé x R/~ is a compact metric space which is naturally equipped witinuectire
of oriented solenoid.

Two oriented solenoids; andS, areisomorphicif there exists a homeomorphisin: §; —
S, such that¥ and its inverse are orientation preserving smooth mapsaraaf direction. The
following proposition due to Etudiant de Lille shows thattogsomorphisms the above examples
contain the set of all oriented solenoids:

Proposition A.1.1. Any oriented solenoid is isomorphic to a bundle over theleivehose fiber is
a totally disconnected compact metric space.

Proof: Notice that, using a partition of the unity, it is alygapossible to equip an oriented sole-
noid S with a never vanishing vector field tangent to the leaves Wwharies smoothly in the leaf
direction and continuously in the transverse direction poithting in the positive direction. Up to
homotopy there is only one such vector field. k&be its flow. For any finite collection of disjoint
verticals, we define the maps:

Q:veV—ov)eV

where®(v) is the first point in) on the open-half positive leaf emanating frem
and
C:veV—((v) eRT,

where
veEV((v)=mf{t >0,¢'(v) € V} e R".

The following lemma is plain.

Lemma A.1.2. There exist a finite collection of disjoint verticals= {V, };cr, | L| < oo,andr > 0
such that:
T < ((v), ve.

Furthermore for any) < ¢ < 7 and for anyl in L, there exists a decomposition of each vertizal
in a finite union of disjoints clopen seafs; wherel < k < satisfying:

o there exists a uniquéin L such thatd(Cy ;) C Vy;
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o sup ((v) — inf ((v) <e
vECK, vECK 1
Consider now the boB;.; = U,cc, ,Uo<i<c(v) {¢"(v)}. Itis possible to make a reparametrization
of the flow¢' in this box so that the new flow satisfies that each orbit staftomC; ; takes a same
rational timer,,; to reachV},. We perform a similar surgery for all boxés;.;, 1 < k£ < k(l) , [ in
L. This surgery define a homeomorphignn S which smooth in the leaf direction. For the image
flow ¢!, the corresponding map

C:veV—((v)=mf{t>0¢) € V}eR",

takes only a finite number of rational values, namely, 1 < k£ < k(1) ,lin L. . Letd be arational
common divisor of all these values. For each painin S, there exists a uniqukin L, a unique
1 <k <, auniquev in C; and a unique (w) in [0, r4,[ such that:

w = ¢ (v).
Consider the projection : R — R/dZ. The map

moroh:S8 — R/dZ,

actually defines a fibration over the cirdle/dZ. O

A.2. Embedded solenoids

The aim of this section is to describe linking propertiestd teaves and extend the classical
Gauss linking number to embedded oriented solenoids. dlthiat, using a partition of the unity,
it is always possible to equip an oriented solensidith a never vanishing vector field tangent to
the leaves which varies smoothly in the leaf direction angtiooiously in the transverse direction
and pointing in the positive direction. Up to homotopy thisrenly one such vector field.

Since oriented solenoids have topological dimension 1,esldings of solenoids exist (see for
instance [9] or [14].)

By the above statements, every oriented solegotdn be seen as the suspension of a homeo-
morphismes of a compact totally disconnected gkt Any compact totally disconnected set can
be mapped by a continuous injective map in 2heéisk D and any homeomophism of a compact
totally disconnected subset bf can be extended to a homeomorphisniofit follows that there
exists an injective continuous magrom Cs to the 2-diskD and a homeomorphism : D — D
such that:

eops = .
Actually the homeomorphisny can be chosen so that its restriction to the bounddbyof the

disk D is the identity. The suspension of the maglefines a continuous flow’ in the solid torus
7 = D x S' and the embedded soleneids) is an invariant set for this flow.
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Let us consider a solenoifl. Let 7 be a solid torus and : 7 — S! the associated fibration
over the circleS* with fiber the2-disk D.
A map:
e:S§—T,

is anembeddindin the solid torus, see figur.1) if:
o itis @ homeomorphism onto its image;
o is smooth along the leaves and the differential in the leaextion never vanishes;

o the image of each leaf is tranverse to the fibers of the filbmatio

Fig. A.1: An embedded solenoid in the solid torus.

Two embedded solenoids(S) andey(S) are isotopic if there exits a homeomorphism isotopic
to the identity that maps one embedded solenoid onto the pligves being mapped smoothly on
leaves and orientation preserving.

It seems tempting to try to extend knot thedrg, the study of isotopy classes of links §7,
to oriented solenoid. Let us recall a first result obtainethia direction by M. Lagrange [11]. A
closed braid is a collection of smooth closed oriented caiimethe solid torus of revolution in
R? Cc R®U {co} = S%

T = {(cosb(1+ pcose),sinf(1 + pcos ), psing), 0 € [0,2x[,¢ € [0,27[,0 < p < %}
wrapping in the solid torus along tlencreasing direction. A classical result by Alexander asse
that any oriented link irs? is isotopic to a closed braid (see chapter 2.) Recently li@erem has
been generalized to oriented embedded solenoids:

Theorem A.2.1.[11] Any embedded oriented solenoid is isotopic to an eméedalenoid in the
solid revolution torus whose leaves are oriented in@hecreasing direction.
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Notice that this last result can be seen as an “embeddedwési Proposition A.1.1.

Consider a solid toru§™ defining a fibration over the circle : 7 — S* whose fiber is the
2-disk D and fix a direct product structu® x D in the solid torus trivializing the fibration over
S!. Consider now a non singulét'-vector fieldX in 7 tranverse to the fibers of the fibration and
denotey’ its flow. An invariant set’(S) = S of flow is asolenoidif it intersects each fiber along
a Cantor set.

Fix a fiberD and denote

®:D—D

the first return map associated with in the fiberD. Assume now that the map possesses an
invariant Cantor sef on which the dynamics is minimal.€. each forward orbit of a poinf
is dense inC) . We call invariant solenoidassociated withX and C, and denoteS(X,C), the
suspension of the Cantor sgt

S(X,C) = Upeeldt(x),t € R*Y.
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