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ENLACE TOPOLÓGICO ASINTÓTICO DE SOLENOIDES INCRUSTADOS
EN EL TORO SÓLIDO.

Un solenoide de dimensión 1 es localmente el producto de un conjunto de Cantor por un in-
tervalo. La teoría de nudos trata acerca de las incrustaciones (“embeddings”) del círculoS1 en la
esferaS3. Por ejemplo, se puede definir ellinking de Gaussde dos nudos enS3. Este trabajo trata
acerca de las incrustaciones de solenoides en la esferaS

3.

Para cualquier difeomorfismoφ en Diff(D2, ∂D2) y cualquier medida de probabilidadµ, in-
variante, se puede intentar medir el enlace promedio (average linking) de las órbitas deφ. Esto se
puede hacer de dos maneras canónicas y distintas.

Por un lado, elinvariante de Calabimide el enlace asintótico promedio de los pares de órbitas
bajo la acción del difeomorfismo; por otro lado, elinvariante de Ruellemide la rotación asintótica
promedio del plano tangente alrededor de una órbita bajo la acción de la diferencial del difeomorfis-
mo. A pesar del hecho que estos dos invariantes describen propiedades topológicas y diferenciales
del enlace, ellos no están muy relacionados y podemos fácilmente construir ejemplos de difeomor-
fismos y medidas en donde uno de estos números es cero pero el otro no.

En este trabajo se analiza la situación particular en que el difeomorfismoφ enDiff(D2, ∂D2)
posee un conjunto de CantorX invariante, tal que la dinámica restringida aX es minimal y única-
mente ergódica. El objetivo es mostrar cómo, en este precisoambiente, los invariantes de Calabi y
Ruelle son dos elementos del mismo contexto global en la dinámica de los solenoides.

Una clase interesante de solenoides incrustados, consisteen los solenoides que son un conjunto
invariante de un campo de vectores no singular de claseC1, cuyas hojas son transversales a la fibra
del toro. Las propiedades de esta clase se comentan al final dela memoria.
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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Antecedentes Históricos para la Teoría de Nudos y Enlaces

Las herramientas que se utilizan en este estudio provienen esencialmente de la geometría di-
ferencial y de los sistemas dinámicos topológicos; ambas disciplinas tienen un cauce común que
nos ocupa durante gran parte del capítulo 2 y que es lateoría de nudos y enlaces en variedades
3-D. Los resultados e ideas básicas de esta teoría pueden ser apreciados intuitivamente, simple-
mente jugando con un pedazo de cuerda. De hecho, ese es el principio de algunas formulaciones
bastante antiguas de esta disciplina. Sin embargo, la teoría matemática de los nudos comenzó sólo
en el siglo diecinueve. Sus orígenes descansan en el interésde Gauss por las líneas de campos
electromagnéticos y en intentos por clasificar cuerdas anudadas que modelaban el comportamiento
de algunos elementos químicos. Rápidamente esta rama deja sus orígenes físicos y llega a ser una
piedra fundamental en el estudio de topologías en dimensiones chicas.

Las raíces de los sistemas dinámicos son considerablementeanteriores. Pueden ser encontradas
ya en elPrincipia Mathematicade Isaac Newton y en intentos de modelamientos del movimiento
de objetos livianos. Al inicio, sin embargo, se trataba de formulaciones técnicas que tenían mera
relación con el cálculo diferencial e integral. En los últimos cien años, esta rama también ha reque-
rido una fuerte componente geométrica. Henri Poincaré esencialmente inventó la moderna teoría
geométrica de los sistemas dinámicos.

Por otro lado, en el decenio pasado hubo fuertes intentos para complementar la teoría de nudos
con la teoría de los sistemas dinámicos. La idea central de este esfuerzo es simple: una órbita cerra-
da (periódica) en un flujo tridimensional es una incrustación del círculo,S1, dentro de la variedad
3-D que constituye el espacio de estados del sistema; por lo tanto, es un nudo. Similarmente, una
colección finita de órbitas periódicas define unenlace.

En este marco surgen varios hechos. Entre ellos destaca la existencia de nudos y enlaces no
triviales para flujos de un campo vectorial de una ecuación diferencial ordinaria. De hecho, fue
R.F. Williams, en el contexto de un seminario relativo a vórtices y turbulencia llevado a cabo en
el Departamento de Matemática de Berkeley en 1976, quien primero conjeturó la existencia de
enlaces no triviales en un set de EDO bien conocidas: las ecuaciones de Lorenz. Por supuesto,
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debido a que las órbitas periódicas sólo forman nudos y enlaces en flujos 3-D, las aplicaciones a
sistemas dinámicos, en general, son muy limitadas. Sin embargo, no se pretende más; es decir, los
resultados y las ideas centrales de este trabajo tienen sus orígenes en teorías desarrolladas enS

3.

1.2. Sobre “Infinite Cascades of Braids”

En el año 1994, J.-M. Gambaudo, D. Sullivan y C. Tresser publicaron un artículo [3] titulado
Infinite Cascades of Braids And Smooth Dynamical SystemsenTopology. Ahí se aborda el proble-
ma del “enlace” entre órbitas en un conjunto compacto invariante de un campo vectorial no singular
en alguna región del espacio euclidianoR

3. Grosso modo, este artículo integra dos conceptos ya
conocidos en la literatura matemática de mediados de los año’80 que provienen de considerar
un campo vectorialX (y el flujo {φt} sin singularidades asociado) sobre una variedadV cerrada,
conexa, orientable, de dimensión 3. Uno de estos conceptos,el Autoenlace Infinitesimalωφt(x, T )
de un vectoru tangente en el puntox a la variedadV , ya había permitido a Ruelle demostrar(1985)

un teorema relativo a la convergenciaµ-ctp de la cantidad
ωφt(x, T )

T
cuandoT → ∞ y cuando el

fibrado normal a la variedadV es trivial, dondeµ es una medida invariante para el flujoφt.

El otro pilar sobre el que descansa el argumento del artículo, es la noción deEnlace Topológi-
co entre los pares de órbitas. Se define como el número algebraico de veces que un punto “gira”
alrededor del otro cuando el par de órbitas se mira como la proyección móvil de dos puntos en
un 2-disco transversal al par de órbitas. La existencia delAutoenlace Infinitesimaly del Enlace
Topológicose establece de manera no muy compleja en virtud de las propiedades diferenciales y
topológicas del flujo.

Una consecuencia de la diferenciabilidad del flujo es el siguiente hecho: si se consideran tres
órbitas que permanecen cercanas durante un tiempo T, entonces elenlace topológicoentre dos de
ellas difiere delautoenlace infinitesimalde la tercera en, a lo más, una vuelta y media. Además,
debido a que la cantidadωφt(x, T ) es cuasi-aditiva condefectoigual a 1, hay una relación entre el
enlace topológico promedioy el autoenlace infinitesimal promedioentre órbitas cercanas (ver [4].)

Pues bien, lo anterior condujo en ese artículo a la demostración de un teorema muy importante:
la coherencia de las cascadas de trenzas en un flujo suave, que constituye el punto de partida para
este trabajo y al que dedicaremos todo el capítulo 3. Este teorema establece la convergencia de la
sucesión de losnúmeros de enlace topológico promedio entre las órbitassucesivas de la cascada.
Es más, se prueba que este número de enlace promedio convergeexactamenteal promedio del giro
temporal de la derivada (average twisting numberde la derivada).

Acá determinamos una generalización de este teorema al casode solenoides minimales que no
se obtienen necesariamente como límite de una cascada de órbitas periódicas. Esta extensión es el
punto de partida para una serie de consecuencias muy significativas y matemáticamente estéticas.



Capítulo 2

PREREQUISITOS

2.1. Elementos de Geometría

En lo que sigue, es clave la definición de variedad y variedad diferencial.

Unacarta de de dimensiónn en un espacio topológicoV es un par(U, x), dondeU es un abierto
deV y x : U −→ Ũ es un homeomorfismo deU en un abiertõU deR

n.

Un atlasde dimensiónn y claseCk en un espacio topológicoV es una familia de cartas de dimen-
siónn tales que sus dominios forman un cubrimiento abierto deV y si (U1, x1) y (U2, x2) son dos
cartas del atlas, entonces la funciónx−1

1 ◦ x2 es de claseCk sobre su dominio.

Unaestructura diferencialen un espacio topológicoV es un atlas maximal respecto de la inclusión.

Unavariedad diferencialde claseCk y de dimensiónn es un par(V,E), dondeV es un espacio
topológico de Hausdorff con una base numerable, yE es una estructura diferencial de claseCk en
V y de dimensiónn.

2.1.1. Espacio Tangente

SeaV una variedad diferencial y seap ∈ V. Definimos elconjunto de las funciones dife-
renciables locales enp como el conjuntoC∞

p (V ) formado por todas las funciones diferenciables
f : U −→ R definidas sobre un entorno abiertoU dep enV.
Hay que notar el hecho queC∞

p (V ) no tiene estructura de espacio vectorial, pues, por ejemplo,
f − f 6= g − g salvo quef y g tengan el mismo dominio. Este inconveniente se soslaya tomando
clases de equivalencia. El espacio reultante se denominaespacio de gérmenes diferenciablesy no
tiene mayor incidencia en el resto del trabajo.

Definimos elespacio tangente aV enp como el conjuntoTp(V ) formado por todas las aplica-
cionesv : C∞

p (V ) −→ R que cumplen:

v(rα+ sβ) = rv(α) + sv(β)

v(αβ) = v(α)β(p) + α(p)v(β)
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para todoα, β ∈ C∞
p (V ), r, s ∈ R. Tales aplicaciones se llamanderivaciones enC∞

p (V ), y son
normalmente denominadosvectores tangentes aV enp.

Un hecho notable sobre los vectores tangentes es su carácterlocal.

Teorema 2.1.1.SeaV una variedad diferencial,p ∈ V , v ∈ Tp(V ) y consideremos dos funciones
f y g ∈ C∞

p que coinciden en un entorno dep. Entoncesv(f) = v(g).

(Para la demostración de este teorema se puede consultar [10].)

2.1.2. Fibrados

El ejemplo típico de fibrado es el fibrado tangente a una variedadV . En general, un fibrado pue-
de entenderse como una parametrización de una familia de variedades, donde el parámetro recorre,
a su vez, una variedad.

SeaV una variedad diferencial de dimensiónn. TV =
⋃

p∈V

Tp(V ) se denominafibrado tangente

a V y es por sí misma una variedad diferencial.
Un fibrado (diferencial)es una cuádrupla(E, π,B, F ), dondeπ : E −→ B es una aplicación
diferenciable entre variedades tal que cada puntop ∈ B posee una vecindad abiertaU , para la cual
hay un difeomorfismo

f : U × F −→ π−1(U)

tales queπ(f(p, v)) = p para todop ∈ U y para todov ∈ F ; f es llamadafactorización local de
E.
Se dice queB es elespacio base del fibrado,π es laproyeccióny F es lafibra típica.Para cada
p ∈ B, el conjuntoFp = π−1(p) es lafibra sobre p.
Un resultado conocido en la literatura es que cada fibraFp tiene una estructura natural de subvarie-
dad deE difeomorfa aF.

Otro ejemplo de fibrado es elfibrado trivial E = B × F, conπ : E −→ B la proyección en la
primera componente. En un capítulo posterior se ocupa esta noción de fibrado trivial. Veamos en
qué consiste.
Un homomorfismo de fibradoses una aplicación diferenciableφ : E −→ E ′ tal que six, y ∈ E
satisfacenπ(x) = π(y), entonces se cumple también queπ′(φ(x)) = π′(φ(y)).
Entoncesφ induce una aplicaciónφB : B −→ B′ únicamente determinada por la conmutatividad
del siguiente diagrama:

E
φ

//

π

��

E ′

π′

��

B
φB

// B′
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La aplicaciónφB es diferenciable.

Diremos queφ es unisomorfismo de fibradossi es un homomorfismo de fibrados y un difeomor-
fismo. (En tal caso,φB es difeomorfismo.) Un fibradoE estrivial, si es isomorfo al fibrado trivial
B × F.

A modo de ejemplo,E = R
n+1 \ {0} tiene estructura de fibrado trivial sobreR con la fibraSn a

través de la aplicaciónπ : E −→ R dada porπ(x) = ‖x‖.

2.2. Sistemas Dinámicos

El punto clave de los sistemas dinámicos es suespacio de estados:una variedad diferenciable
M , que constituye todos los posibles estados del sistema, y una función oflujo definido sobreM.
En los ejemplos clásicos de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), el campo vec-
torial ahí definido genera un flujoφt : M −→ M , t ∈ R y el problema general asumido por los
teóricos es describirφt geométricamente, vía las acciones sobre subconjuntos deM. Esto conlleva
a la clasificación del comportamiento asintótico de todas las posibles soluciones, mediante la bús-
queda de puntos fijos, órbitas periódicas y subconjuntos recurrentes más extraños, como también
el conjunto de órbitas que atraviesan este tipo de conjuntos. En muchas aplicacionesφt depen-
de también de parámetros externos, y los cambios topológicos obifurcacionesque ocurren enM
mientras estos parámetros varían, también son de sustancial interés. Estudiando estos fenómenos y
otros relacionados, uno ya no puede esperar encontrar soluciones cerradas de los sitemas de ecua-
ciones, en términos de funciones conocidas. En lugar de eso,hay que realizar estudios cualitativos
del comportamiento de las soluciones.

2.2.1. Dinámica Continua

Aunque los sistemas dinámicos se originaron en cuestiones sobre las dinámicas a tiempo con-
tinuo de algunos problemas demecánica celeste, mucha de la teoría primero se desarrolló para
funciones a imagen discreta, cuyo análisis es más simple. Una función puede ser vista como una
acción deZ sobre la variedadM. El análogo continuo de una función es una acción deR sobreM ,
o unflujo.

Un flujo sobre una variedadM es una función continuaΦ : R ×M −→ M que satisface las
siguientes condiciones:

(1) φt ≡ Φ(t,−) : M −→ M es un homeomorfismo deM para todot;

(2) φ0 = id0, o sea,φ0(x) = x para todox ∈M ;

(3) φt(φs(x)) = φt+s(x) para todos, t ∈ R.
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Mientras funciones a imagen discreta (simplemente las llamaremos funciones) y flujos son dos ob-
jetos fundamentalmente distintos, en ciertos ejemplos pueden estar relacionados. Dada una función
f : M −→ M , uno puede definir elflujo suspendido def como el espacio cuociente deM × R

con el flujo trivialφt(x, s) = (x, s+ t), identificando(x, s) con(f(x), s+ 1). El flujo φt pasa a un
flujo suspendido, φ̃t, actuando sobre elmapping toro, M̃ = M × R/(x, s) ∼ (f(x), s + 1). En el
caso en quef sea isotópica a la identidad,̃M es homeomorfo aM × S

1.

Análogamente, dado un flujoψt sobre una variedad cerradaS, decimos queS tiene unasección
local de cruce(o unasección de Poincaré) si existe una subvariedad cerradaΠ ⊂ S de codimensión
1, que transversalmente intersecta al flujo en cada punto deΠ. En el caso en que algún subconjunto
U ⊂ Π consista de órbitas que retornan aΠ en un tiempo finito, hay unafunción de retorno(o
función de Poincaré) r : U −→ Π que asigna a un puntop ∈ U la imagenψT (p)(p), dondeT (p), el
tiempo de retorno,es el más chico de lost > 0 tal queψt(p) ∈ Π. En el caso en queΠ intersecte
a todas las líneas del flujoφt, decimos queΠ es unasección global de cruce.Claramente, tomar
la (apropiada) sección de Poincaré es lo inverso de suspender una función. El estudio de funciones
iteradas es de central importancia luego de que Poincaré desarrollara la técnica de secciones de
cruce y funciones de retorno para el estudio de órbitas periódicas en flujos generados por ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Definición 2.2.1.Un conjunto invarianteΛ para un flujoφt (es decir,φt(Λ) = (Λ) ) sobreM es
hiperbólicosi existe una disociación (splitting) del espacio tangenteTMΛ = Es

Λ ⊕Eu
Λ ⊕Ec

Λ, con

‖Dφt(v)‖ ≤ Ce−λt‖v‖ ∀v ∈ Es
Λ, ∀t > 0,

‖Dφ−t(v)‖ ≤ Ce−λt‖v‖ ∀v ∈ Eu
Λ, ∀t > 0,

dφt
dt

|t=0(x) genera Ec
x, ∀x ∈ Λ,

para alguna constanteC > 0, λ > 1. La dirección del “centro” unidimensionalEc
x es tangente a

la órbita misma en cada punto.

Dado un flujoφt sobreM , un puntox ∈ M es cadena-recurrenteparaφ si, para cualquier
ε > 0, existe una sucesión de puntos{x = x1, x2, ..., xn = x} y un conjunto de números rea-
les{t1, t2, ..., tn−1}, tales queti > 1 y ‖φti(xi) − xi+1‖ < ε, para todo1 ≤ i ≤ n− 1. El conjunto
cadena recurrentedeφ, es el conjunto de todos los puntos deM que son cadena recurrentes.

2.2.2. Atractores

Paraf : M −→M un difeomorfismo, un conjuntoΛ ⊂M es unatractorsi existe un conjunto

compactoN ⊂M tal queΛ =
∞⋂

k=0

fk(N) y Λ está contenido en el conjuntocadena recurrente.

Veremos en otra subsección por qué es importante la noción deatractor en este trabajo.
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2.3. Nudos y Trenzas

En el trabajo de Henri Poincaré aparece la idea siguiente: una órbita periódica de un flujo dentro
de la esfera de dimensión tres forma unnudo, es decir, la incrustación de un círculo orientable den-
tro deS

3. Esto permitía relacionar naturalmente dos dominios aparentemente distintos: el estudio
de los sistemas dinámicos y la teoría de nudos.

Nudos

Un nudoes una incrustaciónK : S
1 →֒ S

3 de la 1-esfera dentro de la 3-esfera. Unenlace
L :

∐
S

1 →֒ S
3 es una colección disjunta y finita de nudos.

La 3-esfera se define como la esfera unidad deR
4. Ahora bien,S3 puede ser vista comoR3 más un

punto adicional: el infinito.
En este sentido, unnudoes un espacio métrico compacto, conexo, localmente homeomorfo a un
intervalo (ver [11].) Elnudomás simple es el “unknot”S1 (ver figura2.1.) Un “unknot” es una
incrustación deS1 enS

3 cuya imagen es la frontera de un disco incrustadoD
2 ⊂ D

3:

Fig. 2.1:Unknot

Los siguientes nudos “más simples” son eltrefoil knot (o nudo trébol), y el octo-nudo(ver figuras
2.2y 2.3.) Usualmente, consideraremos laorientaciónde los nudos.

Fig. 2.2:Trefoil

El problema fundamental de la teoría de nudos (enlaces) es elsiguiente: ¿cuándo dos nudos
(enlaces) son el mismo? En teoría de nudos, la noción de “igualdad” se construye acorde con la
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Fig. 2.3:Octo-nudo

noción intuitiva del término; es decir, un nudo es igual a otro si se puede llevar, sin romper la cuer-
da, a esa otra configuración.

Dos nudosK1 y K2 sonambiente isotópicos, o, simplemente,isotópicossi existe una familia
{ht} de homeomorfismos deS3 tal queh0 es la identidad yh1 ◦K1 = K2.
En estos términos, la pregunta fundamental es:¿cuándo son dos nudos isotópicos?

Uno de los primeros logros en teoría de nudos fue una reformulación de la pregunta anterior
de un problema topológico global a uno de combinatoria local, debido aReidemeister.Dado un
nudo o enlace, consideremos todas sus posiblespresentaciones;es decir, proyecciones planares
con orientaciones dibujadas. Cualquier presentación siempre se puede elegirregular,o sea, teniendo
sólo dobles puntos transversales. Al respecto, Reidemeister concluyó el siguiente

Teorema 2.3.1.Dos presentaciones regulares corresponden a enlaces isotópicos si y sólo si sus
diagramas están relacionados por isotopía (fijando los puntos de cruce) y por una secuencia finita
de las tresMovidas de Reidemeister, dadas en la figura 2.4.

R1 R2

R3

Fig. 2.4:Movidas R1, R2, R3
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Aún con el teorema 2, el problema de la equivalencia de nudos es muy difícil de resolver. Sin
embargo, bajo algunas condiciones (nudos toroidales), restringidas versiones de este problema han
tenido una solución satisfactoria.

La teoría de nudos y enlaces estudia incrustaciones de círculos enS3. Con algunas restricciones
cuidadosas en el rango de estas incrustaciones, también se puede incrustar arcos enS3 de distintas
formas topológicas. La teoría de trenzas estudia estos fenómenos.

Trenzas

Dado un entero positivioN , una trenza deN filamentoses una colecciónb = {bi}
N
1 deN

incrustaciones disjuntas del intervalo [0,1] dentro del espacio euclidianoR3 tal que para cadai,

(1) bi(0) = (i, 0, 1)

(2) bi(1) = (τ(i), 0, 0) para alguna permutaciónτ ; y

(3) p3[bi(t)] es una función monótona decreciente det, dondep3 denota la proyección dentro de
la tercera coordenada.

Dos trenzas,b1 y b2, son isotópicas si existe una isotopíaht desdeb1 a b2, y si ht ◦ b1 satisface
la definición anterior, para todot ∈ [0,1].

El estudio de trenzas difiere del estudio de nudos, fundamentalmente en que existe unaestruc-
tura natural de grupo sobre el conjunto de las trenzas. Restringiéndonos al conjunto de todas las
trenzas deN filamentos, hay una operación de grupo dada por la concatenación. Dadas trenzas
b1 y b2, uno define la suma de trenzas mediante el siguiente procedimiento: añadiendo el extremo
superior deli-ésimo filamento deb2 al extremo inferior deli-ésimo filamento deb1 (ver figura2.5.)
De esta manera, uno obtiene elgrupo de trenzas deN filamentos,BN .

+ =

Fig. 2.5:Suma de trenzas sobreB3

Los generadores estándar paraBN se denotan{σi : i = 1, ..., (N − 1)} y están dados
geométricamente como el cruce deli-ésimo filamento sobre eli + 1-ésimo filamento, como se
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muestra en la figura2.6. Las presentaciones paraBN en relación a estos generadores fue dada por
Artin [Art] y son las siguientes:

BN =
〈
σ1, σ2, ..., σN−1 : σiσj = σjσi, |i− j| > 1; σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i < N − 1

〉

Las relaciones para estas presentaciones se ilustran en la figura2.7.

Fig. 2.6:Ejemplos de generadores paraB4: σ1 y σ−1
3

==

Fig. 2.7:Relaciones:σiσj = σjσi para|i − j| > 1; σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 parai < N − 1

Una conexión entre teoría de trenzas y teoría de nudos se establece por una simple operación
sobre el grupo de las trenzas, conocido comocerradura.Dada una trenzab, uno puedecerrarla, b,
de la siguiente manera: conectar el extremo superior y el correspondiente inferior de cada filamento
deb de la manera obvia: ver figura2.8.Una pregunta que aparece en este contexto es la siguiente:
¿cuál tipo de trenzas cerradas representan nudos y enlaces?La respuesta viene de Alexander (ver
[11]).

Teorema 2.3.2(Alexander).

Cualquier enlaceL es isotópico a una trenza cerrada con algún número de filamentos.

Un ejemplo particular en donde aparece naturalmente la noción de trenza cerrada es en el caso
en que el campo de vectores se obtiene por la suspensión de un difeomorfismo del disco euclidiano
D

2. Para ser más precisos, consideremos un difeomorfismoφ del discoD2 que es la identidad en
el borde.φ puede ser “conectado” a la identidad por un camino{φt} formado por difeomorfismos
del disco que fijan el borde, llamado “isotopía”. NotemosT como el toro sólidoD2 × R/Z. El

campo de vectores deD2 × R y de coordenadas(
∂φt
∂t

(x), 1) en el borde superior de cada punto

(x, t) induce un campo de vectoresXφt
dentro deT. Una órbita periódica de tal campo reviste una
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Fig. 2.8:La trenzaσ2
1σ2 y su cerradura.

forma particular: ella se incrusta naturalmente dentro deltoro sólido “girando siempre en el mismo
sentido”. Tal órbita describe unatrenza cerrada.

Existe otra manera de interpretar el grupo de trenzas de Artin, más en relación con la noción
de dinámica. Consideremos el disco “punteado” deR

2, D2
n, construído mediante la remoción den

puntos distintos del discoD2, de coordenadas(
i

n− 1
−

1

2
, 0) parai variando de0 an−1. El grupo

fundamentalπ(D2
n) deD

2
n se define como el grupo de homotopía de caminos cerrados deD

2
n que

pasan por un punto base previamente fijado. J.S. Birman (ver [11]) demostró que:

Teorema 2.3.3(Birman).

El grupo de trenzas de Artin es isomorfo al subgrupo de automorfismos del grupo fundamental
π1(D

2
n) inducido por los homeomorfismos deD

2
n que son la identidad cerca del borde del disco

D
2.

SeaD un disco abierto difeomorfo a un disco euclidiano incrustado enR
3 y seaG = {γi :

[0, 1] −→ R
3, i = 1, ..., n} una colección finita de curvas simples de claseC∞ dos a dos disjuntas,

tales que verifican las condiciones siguientes (ver figura2.9):

(1) cadaγi intersecta aD sólo en sus extremos (los extremos deγi) y estas intersecciones son
transvesales,

(2) cadaγ′i(0) y cadaγ′i(1) inducen la misma orientación sobreD.

La clase de isotopía de difeomorfismos que preservan la orientación de un sistema de curvas como
el descrito antes, es unpseudo-nudo.
M. Lagrange (ver [11]) demostró una extensión del teorema deAlexander:

Teorema 2.3.4.Cualquier pseudo-nudo es isotópico a una trenza con algún número de filamentos.

Así como la noción de nudo tiene una relación más o menos directa con la noción de trenza, un
pseudo-nudo tiene una relación directa con la noción de pseudo trenza. De hecho, la origina.
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D

Fig. 2.9:Un representante de un pseudo-nudo.

2.4. Solenoide

Existe un ejemplo muy bonito de atractor hiperbólico, elsolenoide.Este objeto ya era conocido
por topólogos hacia principios de la década de los ‘60, pero fue introducido por Smale el año 1967
como ejemplo de sistema dinámico. Más tarde, utilizando este objeto como modelo, R. Williams
desarrolló la teoría de atractores unidimensionales. En este contexto, entenderemos la contrucción
del solenoide, en el capítulo 3, como un conjunto límite que aparece cuando se itera la función (del
toro sólido en el toro sólido) siguiente:

(x, y, θ) 7→ (
1

10
x+

1

2
cos(θ),

1

10
y +

1

2
sen(θ), 2θ)

Esta estructura simula a unatrenza cerrada. Una descripción de tal conjunto la encontramos
también en [3]. Ahí se obtiene un solenoide como límite de unacascada de órbitas periódicasO1,
O2,O3,... dondeOn+1 es una trenza conexa dentro de un toro sólidoTn de diámetroOn y el primer
toroT1 es el toro sólido estándar deR

3.

Definición 2.4.1. Un conjuntoC no vacío y compacto esminimal si la órbita de cada punto es
densa enC.

La siguiente definición proviene de [11]:

Definición 2.4.2.Un conjunto minimal de un campo de vectoresX es unsolenoidesi él es local-
mente homeomorfo al producto de un conjunto de Cantor por un intervalo.

Un resultado muy atractivo que aparece en el mismo artículo es la siguiente

Proposición 2.4.1.Todo solenoide es trenzable.

Sin embargo, hay conjuntos minimales de campos de vectores de claseC∞ que no lo son. La
proposición nos dice que esta obstrucción desaparece en el caso de los solenoides.
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2.5. Resultados Adicionales

Los siguientes resultados, relativos a ladimensión topológicade los nudos y solenoides, son
bien conocidos en la literarura. Han sido extractados de [11].

SeaX un espacio topológico. UncubrimientodeX es una colecciónC de conjuntos abiertos en
X, cuya unión contiene aX. Un refinamientode un cubrimientoC deX es otro cubrimientoC′ de
X tal que cada conjuntoB enC′ está contenido en algún conjuntoA enC.

Definición 2.5.1.Decimos queX tienedimensión topológicam si cada cubrimientoC deX posee
un refinamientoC′ en el cual cada punto deX aparece en, a lo más,m+ 1 conjuntos enC′, y m es
el menor de tales enteros.

Lema 2.5.1.

Todo nudo es de dimensión 1.

Todo solenoide es de dimensión 1.

Como está escrito en la introducción a este trabajo, las órbitas periódicas de flujos 3-D forman
nudos y enlaces sólo enR3. Es por esto que interesa estudiar las incrustaciones de estos objetos en
el espacio 3-euclidiano.

Teorema 2.5.1.Todo nudo se incrusta enR3.

Corolario 2.5.1. Todo solenoide se incrusta enR
3.

En [12], por ejemplo, se demuestra que cualquier enlace enS
3 puede obtenerse como la frontera

de alguna superficie incrustada enS
3. Tales superficies son útiles cuando se desea estudiar algunas

propiedades del enlace, como la factorización de un nudo en componentes primas, o bien el estu-
dio de los polinomios de Alexander asociados al nudo. Se las denominaSuperficies de Seifert.Un
ejemplo de una tal superficie se muestra en la figura2.10.

Un problema interesante abierto tiene que ver con la posibilidad de construir superficies cu-
yo borde sea un solenoide: ¿podemos construir, para el caso de un solenoide, el equivalente a la
superficie de Seifertasociada a un nudo? (ver [11].)

Definición 2.5.2.Una Superficie de Seifertde un enlaceL enS
3 es una superficie conexa, com-

pacta y orientable contenida enS3, que tiene aL como frontera.
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Fig. 2.10:El borde de la superficie es un nudo.



Capítulo 3

ACERCA DE LA CASCADA INFINITA DE ÓRBITAS
PERIÓDICAS

3.1. Cascada de órbitas periódicas y homeomorfismos del 2-disco

Seaf un homeomorfismo del 2-disco,D
2, que preserva la orientación. Unacascada de órbitas

periódicasparaf es una sucesión infinita de órbitas periódicas{On} def con períodos{qn} tales
que, para cadan ≥ 1, se tiene:

- qn = an · qn−1 conq0 = 1 y an > 1,

- existe una colecciónC0
n, ..., C

qn−1−1
n de curvas simples, cerradas y disjuntas que que son la

frontera de los discos disjuntos respectivosD0
n, ...,D

qn−1−1
n , y que tienen las siguientes pro-

piedades:

- cadaDi
n contiene exactamente un punto deOn−1 y an puntos deOn,

- f(Cin) es isotópica aCi+1modqn−1

n en el disco “con hoyos” (perforado)D2 \
⋃

i≤n

Oi,

- la unión de los discosDi
n está contenida en la unión de los discosDi

n−1,

- los diámetros de los discosDi
n convergen uniformemente a 0 conn.

Sea{ft}t∈[0,1] un arco de homemorfismos que une la identidad,f0 = Id, conf1 = f , y sea
{ft}t∈R el arco de homemomorfismos que une la identidad,Id, con todos los iterados def , don-
de ft = f [t] ◦ f{t}. A cada cascada de órbitas periódicas,On, le podemos asociar unasignatura

{(l̃n, qn)}, dondẽln =
ln
qn

y ln se define a continuación:

En alguno de losDi
n tomamos el puntoxn−1 deOn−1, y un punto dexn deOn; entoncesln es

el número algebraico de vueltas que el vector
ft(xn) − ft(xn−1)

‖ft(xn) − ft(xn−1)‖
efectúa en el círculo unitario

cuandot va de 0 hastaqn. El númeroln es independiente de la elección deDi
n, e independiente de

la elección del puntoxn enDi
n.



Capítulo 3: Acerca de la Cascada Infinita de Órbitas Periódicas 21

Para cada signatura{(l̃n, qn)} con l̃n =
ln
qn

, qn es estríctamente creciente yan =
qn
qn−1

y ln son

coprimos para cadan.

La siguiente figura muestra los primeros elementos de de una cascada de órbitas periódicas en
el caso en que todos los discosDi

n son discos geométricos yf(Cin) = Ci+1modqn−1

n .

f

  f

 f

Fig. 3.1:Primeros elementos de una cascada

3.2. Asymptotic linking numbers para cascadas de órbitas: el caso
de flujos 3-D

Vamos a considerar el enlace (linking) entre órbitas de un conjunto compacto invariante de un
campo de vectores no singular de claseC1 dentro de un toro sólido, tal que las líneas del flujoφt
son transversales a los 2-discos (ver figura3.2.) Además, fijamos la estructura de producto directo
S

1 ×D
2 en el toro sólido, trivializando el fibrado sobreS1.

Fig. 3.2:Las líneas de flujo son transversales a la fibra.

Se tienen los siguientes hechos:
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(i) Dos segmentos de órbitas, largos y finitos, tienen unlinking numberaproximado si parten
y terminan juntos uno del otro. Este número es el número algebraico de veces que un punto
gira alredor del otro cuando el par de órbitas se mira como proyección en la fibraD2 × {θ}
(los 2-discos transversales) como un par de puntos móviles.La ambigüedad en este número
es de una vuelta para todos esos pares de órbitas, una vez que se establece la proyección.

(ii) Si el flujo es continuamente diferenciable, existe un número de giro análogo al anterior para
cada segmento de órbita. Se define contando el número de vecesque un vector tangente en la
dirección del disco gira alrededor de la órbita. Notaremos esta cantidad comoωφ(·, T ). Dos
vectores tangentes distintos girarán el mismo número de veces con un error de hasta media
vuelta, debido a la linelidad (vectores antipodales giran lo mismo.)

La siguiente relación (o coherencia) entre ellinking topológicodel punto (i) y elself linking
infinitesimaldel punto (ii) es una consecuencia de la continua diferenciabilidad del flujo:

(iii) Para cada tiempoT , existe unε = ε(T ) > 0 de tal forma que si tres órbitas de longitudesT
están dentro deε para0 ≤ t ≤ T , entonces el linking topológico entre dos de ellas difiere
del self linking infinitesimal de la tercera órbita por, a lo más, una vuelta y media.

(iv) Estos linking satisfacen la propiedad de cuasi-adición: si consideramos el recorrido de una
órbita hasta el tiempoT1 y luego hasta el tiempoT2, entonces los linking hasta el tiempo
T1+T2 se relacionan con los linking hasta los tiempos anteriores de una manera cuasi-aditiva.

(v) En [Ruelle], usando la propiedad algebraica anterior, D. Ruelle probó que para casi todo
punto relativo a una medida ergódica invariante, el promedio de los linking infinitesimales
tiene un límite cuandoT → ∞.

Invariante de Ruelle y difeomorfismos del disco

En el contexto del self-linking infinitesimal, en [4] aparecen el teorema y la definición siguien-
tes.

Teorema 3.2.1.SeaV una variedad cerrada, conexa, orientable, de dimensión 3 yφt un flujo sin
singularidades sobreV donde el fibrado normal es trivial; seaµ una medida invariante paraφt.
Entonces:

- Para µ-ctp x en V , la cantidad
ωφ(x, T )

T
converge cuandoT tiende hacia±∞ hacia un

límiteΩφ(x),

- La funciónΩφ : V −→ R es integrable.
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Llamaremosinvariante de Ruelleasociado al par(φt, µ) y lo notaremos comoRµ(φ) a la integral∫

V

Ωφ(x)dµ(x).

Además,Diffr(D2, ∂D2) es el grupo de difeomorfismos de claseCr (0 ≤ r ≤ ∞) definidos
sobre el discoD2, que son la identidad cerca del borde∂D2. Parar = 0 este grupo se anota
Homeo(D2, ∂D2). Si µ es una medida finita sobreD2, el subgrupo de difeomorfismos de claseCr

que preservan la medida se anota comoDiffrµ(D
2, ∂D2).

Observación.En el mismo artículo [4] se demuestra que, bajo ciertas condiciones,Rµ(φt) es un
invariante de conjugación topológica, en un sentido que precisaremos en el siguiente capítulo.

3.3. Propiedades Asintóticas

Consideremos la sucesión de cascada de órbitas periódicasO1, O2, O3, ... dondeOn+1 es una
trenza conexa (con al menos dos filamentos para evitar trivialidad) dentro de un toro sólidoTn
(que “envuelve” a la órbitaOn). Entonces asumimos queT1 es el toro sólido original estándar de
R

3, e inductivamente, los 2-discos de cada nuevo toro sólidoTn+1 están contenidos en el 2-disco
grande del toro precedenteTn, tal que el diámetro de los 2-discos tiende a cero cuandon → ∞.
Entonces el conjunto compacto invariante (solenoide) es laintersección de los toros sólidos y existe
una sucesión de números de enlace (linking numbers) deOn+1 alrededor deOn. Dividiendo este
número de enlace por el número de veces queOn “se enrolla” en torno deT1 (en el caso de los
homeomorfismos del disco, este número es el períodoqn) se define eln-ésimo número de enlace
promedio, l̃n.

Observación.

1. El flujo en cascadas dentro del toro sólido cíclicamente intercambia pequeños discos invariantes
en la sección de la fibraD2 × {θ}, y repite esta acción dentro de estos discos (ver figura 3.1)

2. La intersección del solenoide con los 2-discos transversales deT1 es un conjunto de Cantor (ver,
v.g. [13]) y el movimiento acá es cuasi-periódico; es decir,una traslación minimal (pues las órbitas
son densas) de un grupo abeliano compacto. Por lo tanto, existe una única medida ergódica sobre
el Cantor relativa a la acción del flujo.

3. Desde un punto de vista topológico, puede aparecer cualquier sucesión de números de enlace
promedio (para más detalles, consultar [3].)

En relación a la última observación, si suponemos que el flujoes de claseC1, entonces un
teorrema nos asegura que habrá convergencia de la sucesión de los números de enlace promedio.
Como se señaló en la introducción, el objetivo de este trabajo es extender esta idea al caso de sole-
noides minimales generales, que no se obtienen como límite de una cascada de órbitas periódicas.
Es decir, queremos generalizar el siguiente
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Teorema 3.3.1(Coherencia de cascadas trenzadas en un flujo suave).

La sucesión de números de enlace promedio topológicamente definidos entre órbitas sucesivas de
la cascada,{l̃n}, converge. El límite es igual al promedio asintótico del self linking infinitesimal
de la derivada.

Demostración.Usando la propiedad (v), elegimos un punto x del conjunto de Cantor para el cual
existe el promedio asintótico del self linking infinitesimal, Ωφ(x). SeaT̃ > 0 y N suficientemente
grande de tal manera que todas las órbitasOn conn > N permanezcan dentro de una vecindad
de radioε(T̃ ) de la órbita dex para todo tiempo. Denotando comoln el número de enlace deOn

alrededor deOn−1, tenemos:

|ln − ωφ(x, qn)| ≤
5

2
· (
qn

T̃
+ 1)

donde sa ha usado (iii) y el hecho que la cuasi-aditividad deωφ(x, T ) tiene defecto 1. Por lo tanto,
para cualquier punto de acumulaciónl̃ de la sucesióñln, tenemos:

|l̃ − Ωφ(x)| ≤
5

2
·

1

T̃
.

Como esto vale para cadãT > 0, se tiene que

ĺım
n→∞

l̃n = Ωφ(x).

2

Observación.La demostración y la observación anteriores muestran queΩφt
(x) existe para todo

x en el conjunto de Cantor, y esta cantidad es independiente dex. De manera más general, en
el caso únicamente ergódico (es decir, cuando hay una única medida invariante sobre el conjunto
invariante) el límite del promedio del self linking infinitesimal existepara cualquier sucesión de
segmentos de órbitas cuya longitud tiende a infinito, y es independiente de la sucesión de segmentos
de órbitas.



Capítulo 4

PROPERTIES OF ASYMPTOTIC LINKING OF SOLENOIDS IN
THE SOLID TORUS

Let D2 stands for the2-disk andDiff(D2, ∂D2) the group of smooth diffeomorphisms onD2

that are identity in a neighborhood of the boundary∂D2. For any diffeomorphismφ in Diff(D2, ∂D2)
and any invarint probability measureµ, one can try to measure the average linking of the orbits of
φ. This can be done in two different standard ways1. On the one hand, theCalabi invariant mea-
sures the average asymptotic linking of pair of orbits underthe action of a diffeomorphism. and
on the other hand, theRuelle invariantmeasures the averaged asymptotic rotation of the tangent
plane around an orbit under the action of the differential ofa diffeomorphism. Despite the fact that
these two invariants describe linking properties, they arenot tightly connected and we can easily
contruct examples of diffeomorphisms and measures where anyone of these two numbers is zero
and the other different from zero.

In this paper we analyse the particular situation when a diffeormorphismφ in Diff(D2, ∂D2)
possesses an invariant Cantor setX such that the dynamics rectricted toX is minimal and uniquely
ergodic. We shall denote byµX the unique invariant probability measure with support inX.
Our aim is to show how, in this precise context, the Calabi invariant and the Ruelle invariant are two
elements of a same global picture. This picture is given to usfrom the abstract study of minimal
maps on a Cantor set and theirKakutani-Rohlin towers.

4.1. The Calabi invariant and the Ruelle invariant

In this section, following [4], we recall definitions and properties of the Calabi invariant and
the Ruelle invariant.

4.1.1. The Calabi invariant

Let φ be an element inDiffµ(D
2, ∂D2), The Calabi invariant measures the average asymptotic

linking of pair of orbits ofφ . It is constructed as follows: Since the groupDiff(D2, ∂D2) is arc
connected, we can chose an isotopy(φt)t∈[0,1] from the identityφ0 = Id to φ1 = φ. For any pair of

1 See [4] for more sophisticated contructions.
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distinct pointsx andy in D
2 we denoteAngφ(x, y) the angular variation of the vector

−−−−−−−→
φt(x)φt(y)

whent goes from0 to 1 (see figure4.1.)

φ(y) φ(x)

x y

φt(x)

φt(y)

−−−−−−−→
φt(x)φt(y)

Fig. 4.1:Geometric meaning of theAngφ function.

Since the groupDiff(D2, ∂D2) is contractible, the quantityAngφ(x, y) does not depend on the
chosen isotpy. Let∆ stands for the diagonal inD2 ×D

2. Since the probability measureµ does not
charge points,∆ has measure zero whenD2 × D

2 is equipped with the product measureµ × µ.
Sinceφ is a diffeomorphism, the map:

(x, y) ∈ D
2 × D

2 \ ∆ 7→ Angφ(x, y) ∈ R,

is bounded. It follows that the mapAngφ is integrable onD2 × D
2. Calabi invariant denoted by

Calµ(φ) is the integral:

Calµ(φ) =

∫∫
Angφ(x, y)dµ(x)dµ(y).

Notice that whenφ belongs toHomeo(D2, ∂D2) which is also arc connected and contractible, it is
still possible to define the map

(x, y) ∈ D
2 × D

2 \ ∆ 7→ Angφ(x, y) ∈ R,

but it is not possible to insure that this map in integrable.
For any pair of homeomorphismsφ andψ in Homeo(D2, ∂D2) and any pair of distinct pointsx
andy in D

2, we have:

Angφ◦ψ(x, y) = Angψ(x, y) + Angφ(ψ(x), ψ(y)).

This relation induces the following three properties.

Group morphism:
The mapCal : φ ∈ Diffµ(D

2, ∂D2) 7→ Calµ(φ) ∈ R is a group morphism:

Calµ(φ ◦ ψ) = Calµ(φ) + Calµ(ψ), ∀φ, ψ ∈ Diffµ(D
2, ∂D2).
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Ergodic average:
For any elementφ in Diffµ(D

2, ∂D2) and amost every pair of pointsx and y in D
2 × D

2 the

quantity
1

n
Angφn(x, y) ≡

1

n

n−1∑

k=0

Angφ(φ
k(x), φk(y)) converges whenn goes to∞ to a limit that

we denote bỹAngφ(x, y). The map

(x, y) ∈ D
2 × D

2 7→ Ãngφ(x, y)

is integrable and its integral satisfies:
∫∫

Ãngφ(x, y)dµ(x)dµ(y) = Calµ(φ) =

∫∫
Angφ(x, y)dµ(x)dµ(y).

Topological invariance:

Theorem 4.1.1. [4] Let µ1 andµ2 be two probability measures that do not charge points,φ1 a
diffeomorphism inDiffµ1

(D2, ∂D2) and φ2 a diffeomorphism inDiffµ2
(D2, ∂D2). Assume there

exists a homeomorphismh in Homeo(D2, ∂D2) such that:

⋄ h⋆(µ1) = µ2;

⋄ h ◦ φ1 = φ2 ◦ h.

Then:
Calµ1

(φ1) = Calµ2
(φ2).

4.1.2. The Ruelle invariant

The Ruelle invariant measures the averaged asymptotic rotation of the tangent plane around an
orbit. Chose again an isotopy(φt)t∈[0,1] from the identityφ0 = Id to φ1 = φ and extend this, istopy
to the iterates ofφ by setting:

φt = φt−[t] ◦ φ
[t], ∀t ∈ R,

where[·] stands for the integer part. For any pointx in D
2 and any tangent vectoru in R

2 different
from 0, and any timet in R, we consider the vectordφt(x)(u)/‖dφt(x)(u)‖ and we denote by
ωφ(x, u, T ) the angular variation of this vector whent goes from0 to T (see figure4.2.) Since the
mapφ is a diffeomorphism, for any pair of vectorsu1 andu2 different from0, we have:

|ωφ(x, u1, T ) − ωφ(x, u2, T )| ≤ 1, ∀x ∈ D
2, ∀T ∈ R.

We define:
ωφ(x, T ) = ı́nf

u∈R2−{0}
ωφ(x, u, T ) ∀x ∈ D

2, ∀T ∈ R.
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x

u

X(x)

φT (x)
X(φT (x))

dφt(x)(u)

Fig. 4.2:The infinitesimal self linking of the derivative.

We have the following quasi-additive property:

|ωφ(x, T + T ′) − ωφ(x, T ) − ωφ(φ
T (x), T ′)| ≤ 1, ∀x ∈ D

2, T, T ′ ∈ R.

It follows that, forµ-almost everyx in D
2, the quantity

1

T
ωφ(x, T ) converges to a limitΩφ(x)

independent on the chosen isotopy. Furthermore the map:

x ∈ D
2 7→ Ωφ(x) ∈ R

is integrable and the Ruelle invariant is the quantity:

Rµ(φ) =

∫

D2

Ωφ(x)dµ(x).

The quasi-additivity also yields the following properties:

Group quasi-morphism
The mapRµ : φ ∈ Diffµ(D

2, ∂D2) 7→ Rµ(φ) ∈ R is a group quasi-morphism:

|Rµ(φ ◦ ψ) − Rµ(φ) − Rµ(ψ)| ≤ 4µ(D2), , ∀φ, ψ ∈ Diffµ(D
2, ∂D2).

Homogeneity
The quasi-morphismRµ is homogeneous:

Rµ(φ
n) = nRµ(φ), ∀φ ∈ Diffµ(D

2, ∂D2), ∀n ∈ Z.

Topological invariance:

Theorem 4.1.2. [4]Let µ1 and µ2 be two probability measures that do not charge points,φ1 a
diffeomorphism inDiffµ1

(D2, ∂D2) and φ2 a diffeomorphism inDiffµ2
(D2, ∂D2). Assume there

exists a homeomorphismh in Homeo(D2, ∂D2) such that:

⋄ h⋆(µ1) = µ2;

⋄ h ◦ φ1 = φ2 ◦ h.

Then:
Rµ1

(φ1) = Rµ2
(φ2).
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4.1.3. Examples

Consider the case we the invariant measure is the lebesgue measureλ associated with the stan-
dard area formω onD

2. LetH : D
2 → R be a smooth function which vanishes in a neighborhood

of the boundary∂D2. For any regular valueζ of H, H−1(ζ) is a finite collection of simple disjoint
closed curves. To each of these curves we associate an index+1 or−1 according to the fact thatH
increases or decreases when crossing the curve from its interior to its exterior. We denote bynH(ζ)
the sum of these indices.
The hamiltonian vector fieldXH associated withH is the symplectic dual of the 1-formdH, i.e.:

dH(−) = ω(−, XH).

This vector field generates a flowφtH. For this flow and for the lebesgue measure, the Calabi inva-
riant and the Ruelle invariant can be computed.

Proposition 4.1.3. [4]

Calλ(φ
t
H) = −2t

∫

D2

H(x)dλ(x), and Rλ(φ
t
H) = t

∫

R

nH(ζ)dζ.

4.2. Minimal Cantor system

Let X be a Cantor seti.e. a compact metric space perfect and totally disconnected andlet
φ : X → X be a minimal homeomorphismi.e. all its orbits are dense. We call the data(X, φ) a
minimal Cantor system.

Fix a pointx0 in X and a decreasing sequence of positive numbers(δl)l≥0 converging to zero.
A Kakutani-Rohlin towers system sequence associated withx0 and(δl)n≥0 can be constructed as
follows.
Step 1:Choose a clopen (closed open ) subsetC0 ofX containingx0 with diameter smaller thanδ0.
For eachx in C0 we denote bynC0

(x) the first return of the forward orbit ofx in C0. The minimality
condition implies that there exists a partition ofC0 in clopen sets:

C0,0, C0,1, . . . , C0,k(C0)

such that :

⋄ the return time function inC0, nC0
take a constant valuen0,i on eachC0,i’s;

⋄ the diameter ofφn(C0,i) is smaller thanδ0 for eachn in {0, . . . , n0,i − 1};

⋄ up to renaming it is always possible to assume thatx0 ∈ C0,0.

For i = 0, . . . , k(C0), the collection

{C0,i, φ(C0,i), . . . , φ
n0,i−1(C0,i)}
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is called atowerand the collection of all towers wheni runs from0 to k(C0), a tower systemwith
meshδ0.
Step 2:

Choose now a clopen subsetC1 of C0,0 containingx0 with diameter smaller thanδ1. The mini-
mality condition again implies that there exists a partition of C1 in clopen sets:

C1,0, C1,1, . . . , C1,k(C1)

such that :

⋄ the return time function inC1, nC1
take a constant valuen1,i on eachC1,i’s;

⋄ the diameter ofφn(C1,i) is smaller thanδ1 for eachn in {0, . . . , n1,i − 1};

⋄ up to renaming it is always possible to assume thatx0 ∈ C1,0.

We add an extra condition relating the tower system in construction with the tower system
already constructed:

⋄ for each eachi in {0, . . . , k(C1)} andn in {0, . . . , n1,i − 1} , there existj in {0, . . . , k(C0)}
andm in {0, . . . , n0,j − 1} such that

φn(C1,i) ⊂ φm(C0,j).

We have constructed in this way a second tower system with mesh δ1 coherent with the first
one.
Step 3:We iterate this procedure in order to get for eachl ≥ 0, a clopenCl with diameterδl, and a
partition ofCl in clopen sets:

Cl,0, Cl,1, . . . , Cl,k(Cl)

such that :

⋄ the return time function inCl, nCl
take a constant valuenl,i on eachCl,i’s;

⋄ the diameter ofφn(Cl,i) is smaller thanδl for eachn in {0, . . . , nl,i − 1};

⋄ for each eachi in {0, . . . , k(Cl)} andn in {0, . . . , nl,i − 1} , there existj in {0, . . . , k(Cl−1)}
andm in {0, . . . , nl−1,j − 1} such that

φn(Cl,i) ⊂ φm(Cl−1,j).

⋄ φn(Cl,i) is smaller thanδl for eachn in {0, . . . , nl,i − 1};

⋄ up to renaming it is always possible to assume thatx0 ∈ Cl,0.
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. . . . . . (KRST)

Cl,0 Cl,1 Cl,k(l)

Fig. 4.3:A Kakutani-Rohlin towers system (KRTS).

We have constructed in this way a sequence ofn tower systems with meshδ0, . . . , δn each
one coherent with its predecessor. Figure4.3 shows a representation of aKakutani-Rohlin towers
systemby drawing the clopen sets in the base of the rectangles (the towers) and figure4.4 shows
the coherence between towers of generationsl − 1 andl.

Cl,i

φn(Cl,i)

φnl,i−1(Cl,i)

φnl−1,j−1(Cl−1,j)

φm(Cl−1,j)

Cl−1,j

...

...

...

...

Fig. 4.4:The coherence between towers.
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4.2.1. Matrix representation

There is a naive idea behind these representations. We can construct a matrix associated to this
Kakutani-Rohlin towers systemas follows:
Choosel ≥ 0 and let{Cl,0, Cl,1, · · · , Cl,k(l)} be a partition of the clopenCl, constructed as before.

The matrixMl associated to the Kakutani-Rohlin towers system (KRTS) (fig. 4.3) is a(nl,0+nl,1+
· · ·+ nl,k(Cl)) × (nl,0 + nl,1 + · · ·+ nl,k(Cl)) real matrix, such that

(Ml)p,q =

∫ ∫

φt(Cl,i)×φr(Cl,j)

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y)

wherei stands for the unique natural number such that

nl,0 + nl,1 + · · ·+ nl,(i−1) < p ≤ nl,0 + nl,1 + · · ·+ nl,i

andj stands for the unique natural number such that

nl,0 + nl,1 + · · ·+ nl,(j−1) < q ≤ nl,0 + nl,1 + · · ·+ nl,j

and

t = p− (nl,0 + nl,1 + · · · + nl,(i−1))

r = q − (nl,0 + nl,1 + · · · + nl,(j−1))

Intuitively, (Ml)p,p, with p ∈ {1, · · · , (nl,0 + · · ·+ nl,k(Cl))}, measures the average asymptotic
linking between orbits of points in a definite clopenCl,i (i is just determined byp). Figure4.5 is a
schematic aproximation to this concept:

Cl,i

Fig. 4.5:Contributions to the “inner” Calabi.

On the other hand,(Ml)p,q, with p 6= q, measures the average asymptotic linking between
orbits of points which, in generationl, belong to different clopenCl,i andCl,j, or belong to the same
clopenCl,k but the tower associated to this clopen crosses itself. Figure 4.6shows this situation.
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Cl,i Cl,j Cl,k

Fig. 4.6:Contributions to the “outer” Calabi.

Notice thatCalµX
(φ) =

∑

p,q

(Ml)p,q. This fact, and the above construction, yield to defining

CalµX ,Intl(φ) as the contribution toCalµX
(φ) of the diagonal elements, andCalµX ,Outl(φ) as the

contribution of outer elements of the diagonal. In these terms, we can formally “arrange” the clo-
pen sets of generationl in such a way the matrix rows and the matrix colums correspondto the
clopen level positions. Actually, this is the meaning of thematrix definition. Figure4.7shows this
arrangement. ThereTl(Cl,k), with k ∈ {1, . . . , k(Cl)}, is the tower associated with the clopenCl,k.

4.3. Linking properties of invariant minimal Cantor sets

In this section we consider a diffeomorphismφ in Diff(D2, ∂D2) which possesses an invariant
Cantor setX on which the dynamics ofφ|X is minimal and uniquely ergodic. We denote byµX the
unique probability measure with support inX.

Consider first the Ruelle invariantRµX
(φ). The unique ergodicity of the map on the Cantor set

implies:

Proposition 4.3.1.The quantity
1

n
ωφ(x, n) converges uniformly inx whenn goes to infinity to the

constantRµX
(φ).

Proof: After [3], we notice that∀x ∈ D
2 and all positive integersn andm we have:

|ωφ(x, n+m) − ωφ(x, n) − ωφ(φ
n(x), m)| ≤ 1.

Therefore, we get the following inequalities

ωφ(x, n+m) ≤ ωφ(x, n) + ωφ(φ
n(x), m) ≤ ωφ(x, n+m) + 1. (4.3.1)
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T (Cl,0) T (Cl,1) T (Cl,2) T (Cl,k(l))

T (Cl,0)

T (Cl,1)

T (Cl,2)

T (Cl,k(l)) · · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

...
...

...
...

...

...

...

· · ·

· · · (Ml)5,5

(Ml)10,5

Fig. 4.7:Matrix representation: the sumation
∑

p,q

(Ml)p,q is the Calabi invariant, at each generationl.

Now, consider the Euclidean division ofn by m : n = km + r, with 0 ≤ r ≤ m − 1. Using
(4.3.1) we obtain

ωφ(x, n) ≤ ωφ(x, km) + ωφ(φ
km, r) ≤ ωφ(x, n) + 1.

Using (4.3.1) again we obtain

ωφ(x, km) ≤ ωφ(x, j) +

k−2∑

i=0

(
ωφ(φ

im+j(x), m) + ωφ(φ
(k−1)m+j(x), m− j)

)
≤ ωφ(x, km) + k,

for j ∈ {0, 1, . . .m− 1}. By adding up all these inequalities we obtain

ωφ(x, km) ≤

(
1

m

)(m−1∑

j=0

(
ωφ(x, j) + ωφ(φ

(k−1)m+j(x), m− j)
)

+

(k−1)m−1∑

i=0

ωφ(φ
i(x), m)

)

≤ ωφ(x, km) + k.

This yields:
∣∣∣∣
ωφ(x, n)

n
−

(
1

m

)(
1

n

) n−1∑

i=0

ωφ(φ
i(x), m)

∣∣∣∣ ≤
(

1

n

)(
k + 1 + F(ωφ, x,m) + |ωφ(φ

km(x), r)|
)



Capítulo 4: Properties of Asymptotic Linking of solenoids in the solid torus 35

where

F(ωφ, x,m) =

(
1

m

)∣∣∣∣
m−1∑

j=0

(
ωφ(x,m)+ωφ(φ

(k−1)m+j(x), m− j)
)
+

m+r−1∑

j=0

ωφ(φ
(k−1)m+j(x), m)

∣∣∣∣.

Notice that there exists a uniform boundB(m) such thatF(ωφ, x,m) + |ωφ(φ
km(x), r)| ≤ B(m),

thus:

∣∣∣∣
ωφ(x, n)

n
−

(
1

m

)(
1

n

) n−1∑

i=0

ωφ(φ
i(x), m)

∣∣∣∣ ≤
(

1

n

)
(k + 1 +B(m)). (4.3.2)

But according to theBirkoff ergodic theorem,

1

n

n−1∑

i=0

ωφ(φ
i(x), m) −→n→∞

∫
ωφ(x,m)dµX(x),

and sinceωφ(·, m) : X −→ R
+ is a continous function, the unique ergodicity hypothesis implies

that this convergence is uniform onx (see [16], pp 160.)
Therefore,∃ñ ∈ N such that, for allx, if n ≥ ñ, then

∣∣∣
(

1

m

)(
1

n

) n−1∑

i=0

ωφ(φ
i(x), m) −

∫

X

ωφ(x,m)

m
dµX(x)

∣∣∣ ≤ ε

3
.

Besides,∃m̃ ∈ N such that ifm ≥ m̃, then

∣∣∣Rµ(φ) −

∫

X

ωφ(x,m)

m
dµX(x)

∣∣∣ ≤ ε

3
.

So, choosingM = min{ñ, m̃}, we get forallx, according to (4.3.2)

∣∣∣ωφ(x, n)

n
−Rµ(φ)

∣∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
+

(
1

n

)
(k + 1 +B(m))

and this holds for alln,m ≥M. This proves the lemma.2
Let us consider now the Calabi invariantCalµX

(φ) and a Kakutani-Rohlin towers system se-
quence associated with a pointx0 in X and with a sequence of meshes(δl)l≥0. Choosel ≥ 0 and
define:

Tl =
{

(n, i) : n ∈ {0, . . . , nl,i − 1}, i ∈ {0, . . . , k(Cl)}
}
,

Intl =
{(

(n, i), (n, i)
)

: (n, i) ∈ Tl

}
⊂ Tl × Tl,



Capítulo 4: Properties of Asymptotic Linking of solenoids in the solid torus 36

and
Outl = Tl × Tl \ Intl.

As stated before, the Calabi invariantCalµX
(φ) decomposes as:

CalµX
(φ) =

∫ ∫

X×X

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y)

=
∑

(n,i)∈Tl

∑

(m,j)∈Tl

∫ ∫

φn(Cl,i)×φm(Cl,j)

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y).

But according to the matrix representation:

CalµX ,Intl(φ) =
∑

Intl

∫ ∫

φn(Cl,i)×φn(Cl,i)

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y),

and

CalµX ,Outl(φ) =
∑

Outl

∫ ∫

φn(Cl,i)×φm(Cl,j)

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y),

we have:
CalµX

(φ) = CalµX ,Intl(φ) + CalµX ,Outl(φ).

The proof of the following proposition is plain.

Proposition 4.3.2.The sequences(CalµX ,Outl(φ))l≥0 and(CalµX ,Intl(φ))l≥0 satisfy:

Whenl = 0 :
CalµX

(φ) = CalµX ,Int0(φ) and CalµX ,Out0(φ) = 0.

Whenl goes to+∞ :

ĺım
l→+∞

CalX,Outl(φ) = CalµX
(φ) and ĺım

l→+∞
CalX,Intl(φ) = 0.

Proof: By hypothesisδl −→l→∞ 0. Therefore,µX(Cl,i) −→l→∞ 0.

Then, by definition,
ĺım
l→+∞

CalX,Intl(φ) = 0.

2

The link between the Calabi invariant and the Ruelle invariant is given by the following theo-
rem:
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Theorem 4.3.3.
ĺım
l→+∞

1

Λl

CalµX ,Intl(φ) = RµX
(φ),

whereΛl stands for the product measure ofIntl : Λl =

k(Cl)∑

i=0

nl,iµX(Cl,i)
2.

Proof: We can rewriteCalµX ,Intl(φ) as:

CalµX ,Intl(φ) =

k(Cl)∑

i=0

∫ ∫

Cl,i×Cl,j

Angφnl,i (x, y)dµX(x)dµX(y).

In fact, ∑

Intl

∫ ∫

φn(Cl,i)×φn(Cl,i)

Angφ(x, y)dµX(x)dµX(y) =

k(Cl)∑

i=0

nl,i−1∑

n=0

∫ ∫

Cl,i×Cl,i

Angφ(φ
nx, φny)dµX(x)dµX(y) =

k(Cl)∑

i=0

∫ ∫

Cl,i×Cl,i

nl,i−1∑

n=0

Angφ(φ
nx, φny)dµX(x)dµX(y) =

k(Cl)∑

i=0

∫ ∫

Cl,i×Cl,i

Angφnl,i (x, y)dµX(x)dµX(y)

the second equality being a consequence ofφ−n(µX) = µX , for all n ∈ N, and the last equality
being a consequence of theergodic averageproperty ofAngφ.

We use now the following standard lemma which is a direct consequence of theC1-smoothness
of the diffeomorphism.

Lemma 4.3.4.For anyN0 there existsδ sufficiently small such that for any triplet of pointsx, y
andz which are within a distance smaller thanδ one of the other:

|Angφn(x, y) − ωφ(z, n)| ≤ 3, ∀ 0 ≤ n ≤ N0.

So, choosingN0 ∈ N, for l big enough so thatδl < δ, we have, using a telescopic sum:
∫ ∫

Cl,i×Cl,j

|Angφnl,i (x, y) − ωφ(z, nl,i)|dµX(x)dµX(y) ≤
3nl,i
N0

µX(Cl,i)
2

with z ∈ Cl,i.
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Thus

|CalµX ,Intl(φ) −

k(Cl)∑

i=0

ωφ(xl,i, nl,i)µX(Cl,i)
2| ≤

k(Cl)∑

i=0

3nl,i
N0

µX(Cl,i)
2, ∀xl,i ∈ Cl,i.

Using Proposition 4.3.1, we get that there existsl0 such that forl bigger thanl0:

|CalµX ,Intl(φ) −

k(Cl)∑

i=0

RµX
(φ)nl,iµX(Cl,i)

2| ≤

k(Cl)∑

i=0

3nl,i
N0

µX(Cl,i)
2.

Let Λl be the measure ofIntl, we have:

Λl =

k(Cl)∑

i=0

nl,iµX(Cl,i)
2.

It follows that

|
1

Λl

CalµX ,Intl(φ) − RµX
(φ)| ≤

3

N0
.

Since this can be prove for anyN0, we get:

ĺım
l→+∞

1

Λl

CalµX ,Intl(φ) = RµX
(φ).

2



Capítulo 5

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

En el capítulo precedente, hemos utilizado una de las caracterizaciones del invariante de Calabi.
Realmente, esta caracterización nos llega de Albert Fathi,quien introdujo el invariante de Calabi
como la integral iterada de la funciónAngφ sobre el discoD2 × D

2 (al respecto, ver [2].) La in-
terpretación que él entrega ahí es la que hemos usado en este trabajo y es la que permite visualizar
el teorema 4.3.3 como la generalización del resultado para una cascada de órbitas periódicas que
aparece en [3].
Como se señaló en el capítulo 4, cuando uno elige un difeomorfismoφ, el númeroAngφ no de-
pende de la isotopíaφt elegida. En efecto, supongamos queφ ∈ Homeo(D2, ∂D2). Como este
grupo es contráctil, dos isotopíasφ0

t y φ1
t pueden ser unidas mediante un camino de isotopíasφst ,

cont ∈ [0, 1] y s ∈ [0, 1] (φs0 = Id, φs1 = φ). Entonces el ángulo que gira el vector correspondiente
−−−−−−−→
φst(x)φ

s
t (y) cuando t varía de0 a 1 es independiente des pues, por una parte, es continuo ens y,

por otra, su reducción móduloZ no es otra que el ángulo enR/Z entreφ0 = φs0 y φ1 = φs1.

La funciónAngφ está definida y es continua en el complemento de la diagonal△ dentro de
D

2 × D
2. Se pueden construir ejemplos de homeomorfismosφ tales queAngφ no es una función

acotada. Sin embargo, siφ es de claseC1 se puede demostrar que esta función está acotada (ver
[4], pp. 1358-1359.)

En términos gruesos, el resultado aquí expuesto consiste enque el promedio asintótico de la fun-
ciónCalµX ,Intl(φ) cuandoφ es un difeomorfismo del disco, es exactamente el número de Ruelle
RµX

(φ). Lo que demuestra 4.3.3 es una generalización de lacoherencia de las cascadas trenzadas
en un flujo suavedel paper [3]. Sin embargo, hay un hecho que es importante destacar. En el caso
de un solenoide general, los númerosCalµX ,Intl(φ) y CalµX ,Outl(φ) no son siempre invariantes
topológicos, en el sentido del resultado 4.1.1. Pero en el caso en que el solenoide se obtiene como
el límite de una cascada de órbitas periódicas y cuando las secciones de estas órbitas son discos,
entoncesCalµX ,Intl(φ) y CalµX ,Outl(φ) sí son invariantes topológicos (en el sentido del teorema
4.1.1.) Lo que es invariante topológico en el caso general esla suma de ambos números.

Una de las preguntas que quedan abiertas en relación a lasSuperficies de Seifert asociadas a un
nudoes la siguiente: ¿podemos tener para los solenoides el equivalente a una superficie de Seifert
asociada a un nudo? Si ese es el caso, entonces podemos estudiar los invariantes construídos a partir



Capítulo 5: Discusión y Conclusiones 40

de superficies de Seifert: enlace, signatura, polinomio de Alexander, etc. Tal vez la descripción que
acá entregamos con J.-M. Gambaudo sirve para elaborar un algoritmo de construcción de superfi-
cies solenoidales. Pero ese es otro problema.



Apéndice A

ABSTRACT SOLENOIDS

A.1. Oriented solenoids

Consider a compact metric spaceS and assume that, attached withS, there exists a collection
(Ui, Ti, Ii, hi)i∈I such that:

⋄ For eachi in I:

• Ui is an open set inS;

• Ti is a totally disconnected compact metric space;

• Ii is an open real interval;

• andhi : Ui → Ii × Ti is a homeomorphism.

⋄ The collection{Ui}i∈I is a cover ofS.

⋄ Thetransition mapshi,j = hj ◦ h
−1
i read on their domains of definitions:

hi,j(x, t) = (fi,j(x, t), τi,j(t)),

whereτi,j is a continuous map, andfi,j is a map continuous in thet variable, smooth in thex
variable, and which satisfy∂fi,j(x, t)/∂x > 0 where defined.

Such a collection(Ui, Ti, Ii, hi)i∈I defines anatlasof a (oriented) solenoid structureonS. TheUi’s
are calledboxesand thehi’s are calledchartsof the solenoid structure. Two atlases areequivalentif
their union is again an atlas. Anoriented solenoidis the data of a compact metric spaceS together
with an equivalence class of atlases. To lighten notations we will speak about an oriented solenoid
S without making explicitly reference to the underlying equivalence class of atlasesA+.
We callsliceof an oriented solenoid, a subset of the formh−1

j (Ij × {t}) for somej in I, t in Tj ,
where(Ui, Ti, Ii, hi)i∈I is an atlas inA+. The transition maps map slices onto slices. Theleaves
of S are the smallest connected subsets that contain all the slices they intersect. Each leaf is a one
dimensional oriented differentiable manifold. Similarlywe call transversalsof an oriented solenoid
the subsets ofS of the formh−1

j ( Cj) whereCj is a clopen (closed open) set inh−1
j (Ij × Tj) for

somej in I, where(Ui, Ti, Ii, hi)i∈I is an atlas inA+ such that the projectionCj → Tj is injective.
As for slices, the transition maps map transversals onto transversals.
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Notice that whenever theTi’s of a given atlas are finite sets, the oriented solenoid reduces to a finite
collection of oriented closed curves.

The most naive example of oriented solenoid is the oriented circle S
1. Actually, any product

S
1 × T whereT is any totally disconnected compact metric space can be equipped with a structure

of oriented solenoid. More generally, any bundle over the circle whose fiber is a totally disconnected
compact metric space inherits a structure of oriented solenoid. Let us be more precise about this
last statement. Consider a totally disconnected compact metric spaceC and a homeomorphism
φ : C → C. On the product spaceC × R we define the equivalence relation:

(x, u)∼ (y, v) ⇐⇒ v − u ∈ Z and x = φv−u(y).

The quotient spaceC×R/∼ is a compact metric space which is naturally equipped with a structure
of oriented solenoid.

Two oriented solenoidsS1 andS2 are isomorphicif there exists a homeomorphismΨ : S1 →
S2 such thatΨ and its inverse are orientation preserving smooth maps in the leaf direction. The
following proposition due to Etudiant de Lille shows that upto isomorphisms the above examples
contain the set of all oriented solenoids:

Proposition A.1.1. Any oriented solenoid is isomorphic to a bundle over the circle whose fiber is
a totally disconnected compact metric space.

Proof: Notice that, using a partition of the unity, it is always possible to equip an oriented sole-
noidS with a never vanishing vector field tangent to the leaves which varies smoothly in the leaf
direction and continuously in the transverse direction andpointing in the positive direction. Up to
homotopy there is only one such vector field. Letφt be its flow. For any finite collection of disjoint
verticals, we define the maps:

Φ : v ∈ V 7→ Φ(v) ∈ V

whereΦ(v) is the first point inV on the open-half positive leaf emanating fromv;
and

ζ : v ∈ V 7→ ζ(v) ∈ R
+,

where
v ∈ V 7→ ζ(v) = ı́nf{t > 0, φt(v) ∈ V} ∈ R

+.

The following lemma is plain.

Lemma A.1.2. There exist a finite collection of disjoint verticalsV = {Vl}l∈L, |L| <∞, andτ > 0
such that:

τ < ζ(v), v ∈ V.

Furthermore for any0 < ǫ < τ and for anyl in L, there exists a decomposition of each verticalVl
in a finite union of disjoints clopen setsCk,l where1 ≤ k ≤ l satisfying:

⋄ there exists a uniquel′ in L such thatΦ(Ck,l) ⊂ Vl′ ;
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⋄ sup
v∈Ck,l

ζ(v) − ı́nf
v∈Ck,l

ζ(v) < ǫ.

Consider now the boxBk,l = ∪v∈Ck,l
∪0<t<ζ(v){φ

t(v)}. It is possible to make a reparametrization
of the flowφt in this box so that the new flow satisfies that each orbit starting fromCk,l takes a same
rational timerk,l to reachVl′ . We perform a similar surgery for all boxesBk,l, 1 ≤ k ≤ k(l) , l in
L. This surgery define a homeomorphismh onS which smooth in the leaf direction. For the image
flow φ̃t, the corresponding map

ζ̃ : v ∈ V 7→ ζ(v) = ı́nf{t > 0, φt(v) ∈ V} ∈ R
+,

takes only a finite number of rational values, namelyrk,l, 1 ≤ k ≤ k(l) , l in L. . Letd be a rational
common divisor of all these values. For each pointw in S, there exists a uniquel in L, a unique
1 ≤ k ≤ l, a uniquev in Ck,l and a uniquer(w) in [0, rk,l[ such that:

w = φ̃r(w)(v).

Consider the projectionπ : R → R/dZ. The map

π ◦ r ◦ h : S → R/dZ,
actually defines a fibration over the circleR/dZ. 2

A.2. Embedded solenoids

The aim of this section is to describe linking properties of the leaves and extend the classical
Gauss linking number to embedded oriented solenoids. Notice that, using a partition of the unity,
it is always possible to equip an oriented solenoidS with a never vanishing vector field tangent to
the leaves which varies smoothly in the leaf direction and continuously in the transverse direction
and pointing in the positive direction. Up to homotopy thereis only one such vector field.

Since oriented solenoids have topological dimension 1, embeddings of solenoids exist (see for
instance [9] or [14].)

By the above statements, every oriented solenoidS can be seen as the suspension of a homeo-
morphismφS of a compact totally disconnected setCS . Any compact totally disconnected set can
be mapped by a continuous injective map in the2 disk D and any homeomophism of a compact
totally disconnected subset ofD can be extended to a homeomorphism ofD. It follows that there
exists an injective continuous mape from CS to the 2-diskD and a homeomorphismψ : D → D

such that:
e ◦ φS = ψ.

Actually the homeomorphismψ can be chosen so that its restriction to the boundary∂D of the
diskD is the identity. The suspension of the mapψ defines a continuous flowψt in the solid torus
T = D × S

1 and the embedded solenoide(S) is an invariant set for this flow.
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Let us consider a solenoidS. Let T be a solid torus andπ : T → S
1 the associated fibration

over the circleS1 with fiber the2-diskD.
A map:

e : S → T ,

is anembedding(in the solid torus, see figureA.1) if:

⋄ it is a homeomorphism onto its image;

⋄ is smooth along the leaves and the differential in the leave direction never vanishes;

⋄ the image of each leaf is tranverse to the fibers of the fibration π.

Fig. A.1: An embedded solenoid in the solid torus.

Two embedded solenoidse1(S) ande2(S) are isotopic if there exits a homeomorphism isotopic
to the identity that maps one embedded solenoid onto the other , leaves being mapped smoothly on
leaves and orientation preserving.

It seems tempting to try to extend knot theory,i.e. the study of isotopy classes of links inS3,
to oriented solenoid. Let us recall a first result obtained inthis direction by M. Lagrange [11]. A
closed braid is a collection of smooth closed oriented curves in the solid torus of revolution in
R

3 ⊂ R
3 ∪ {∞} = S

3:

T = {(cos θ(1 + ρ cosφ), sin θ(1 + ρ cos φ), ρ sinφ), θ ∈ [0, 2π[, φ ∈ [0, 2π[, 0 ≤ ρ ≤
1

2
}

wrapping in the solid torus along theθ increasing direction. A classical result by Alexander asserts
that any oriented link inS3 is isotopic to a closed braid (see chapter 2.) Recently this theorem has
been generalized to oriented embedded solenoids:

Theorem A.2.1. [11] Any embedded oriented solenoid is isotopic to an embedded solenoid in the
solid revolution torus whose leaves are oriented in theθ increasing direction.
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Notice that this last result can be seen as an “embedded version” of Proposition A.1.1.
Consider a solid torusT defining a fibration over the circleπ : T → S

1 whose fiber is the
2-diskD and fix a direct product structureS1 × D in the solid torus trivializing the fibration over
S

1. Consider now a non singularC1-vector fieldX in T tranverse to the fibers of the fibration and
denoteφt its flow. An invariant setφt(S) = S of flow is asolenoidif it intersects each fiber along
a Cantor set.

Fix a fiberD and denote
Φ : D → D

the first return map associated withX in the fiberD. Assume now that the mapΦ possesses an
invariant Cantor setC on which the dynamics is minimal (i.e. each forward orbit of a pointC
is dense inC) . We call invariant solenoidassociated withX and C, and denoteS(X, C), the
suspension of the Cantor setX:

S(X, C) = ∪x∈C{φ
t(x), t ∈ R

+}.
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