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Resumen

Esta tesis trata sobre Train-Algebras, esto es, algebras ponderadas no necesaria-

mente asociativas (A, w) sobre un cuerpo K, que satisfacen una ecuacién del tipo

1

2"+ nw ()2 pw(@)2" T 4 (@) e = 0,

donde v; € K y n es el menor entero positivo para el cual A satisface una ecuacién de
este tipo y 2™ es la n-ésima potencia principal de z definida por 2! = z, 2! = z¥z
para k > 1, n se llama el rango del algebra.

En este trabajo definimos train-representaciones de rango 3 y de rango 4 asociativa
en las potencias. Probamos que en el caso de rango 3 el algebra asociativa generada
por las imagenes del nicleo de la train-representacién es nilpotente, lo cual implica
que los médulos irreducibles sobre una train-algebra de rango 3 son unidimensional.
Para el caso de train-algebras asociativas en las potencias de rango 4, el resultado es
el mismo para dos clases de estas dlgebras, pero los métodos son distintos.

Relacionamos las Train-Algebras con identidades polinomiales, demostramos que
toda Train-Algebra que satisface una ecuacién polinomial de grado 3 es asociativa,
y que cualquier Train-Algebra de rango 3 que satisface una identidad polinomial de
grado 4 sobre cuerpos de caracteristica # 2, 3,5 es un algebra de Jordan o un algebra
que satisface la relacién z%y? = (zy)?. Ademas en estas dlgebras esta dltima identidad
no es contradictoria ni implica la identidad de Jordan.

Encontramos explicitamente la forma de los elementos idempotentes para tres fa-

milias de Train-Algebras asociativas en las potencias (no necesariamente de dimensién

finita) de rango n.
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Abstract

In this thesis we deal with train algebras, that is, baric algebras (A, w) where

w: A — K is a non zero algebra homomorphism, satisfying an equation of the form

2"+ yw(x)2™ 4y w(z) e =0,

where n is the minimum positive integer for which the identity holds, i, -, Vn-1
are fixed elements in K and z" is the n-th principal power of z defined by z! =
z, "' = 2%z for k> 1, n is called the rank of the algebra.

We give a characterization of the representations on train algebras of rank 3 and of
power-associative train algebras of rank 4. We prove that in the case of train algebras
of rank 3 the subalgebra of the algebra of endomorphisms of the module generated by
the representation of the kernel of the algebra is nilpotent. Moreover we prove that
every irreducible module has dimension one over the ficld under consideration. In the
case of power-associative train algebras of rank 4 we obtain the same result for two
classes of these algebras. Here we use different methods.

We also relate train algebras of rank 3 with polynomial identities. Here we prove
that every train algebra of rank 3 satisfying a polynomial identity of degree three
is an associative algebra. We also prove that a train algebra of rank 3 over fields of
characteristic not 2, 3,5 that satisfies a polynomial identity of degree four is either a
Jordan algebra or satisfies the identity (zy)?> — z2y? = 0. Moreover, in these algebras
this last identity does no oppose or imply the Jordan identity.

We have also found a explicit formula for the idempotent elements for three fam-
ilies of power-associative train algebras (not necessarily finite-dimensional) of rank

1.
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Capitulo 1

Introduccion

Luego de un seminario de un semestre sobre dlgebras no asociativas dictado por la
Dra. Alicia Labra Jeldres, basado principalmente en los libros Rings that are Nearly
Associative de Zhevlanov, Slin’ko, Shestakov y Shirshov [22]; y en Introduction to
Nonassociative Algebras de Schafer [20] fue que me interesé en estos temas. Luego
la misma profesora Labra dirigié un seminario de Variedades de Algebras, basado
principalmente en el libro de Osborn, Varieties of Algebras [18], y fue en ese momento
cuando comencé a entender los métodos de trabajo en este tipo de algebras , donde
por ejemplo no es cierto que ' # x?2% M4és adelante leyendo el libro de Worz-
Busekros, Algebras in Genetics [21], fue que conoci a las train-algebras y vi como se
relacionaban con otras. Son éstas, las train-algebras , las que ocuparan las siguientes
paginas.

El capitulo dos dara una vision historica de las train-algebras enmarcadas dentro
de las algebras no asociativas , también en ese capitulo se daran las definiciones
basicas y algunos resultados importantes que nos serviran para entender mejor nues-
tros resultados, algunas definiciones mas precisas se daran en el capitulo pertinente
para facilitar la lectura de esta tesis.

El tercer capitulo trata sobre representaciones de train-algebras de rango 3 y 4.
Damos las definiciones de train-representaciones, las caracterizamos y probamos que

en el caso de rango 3 el dlgebra asociativa generada por las imagenes del nicleo de la



train-representacion es nilpotente, lo cual implica que los médulos irreducibles sobre
una train-algebra de rango 3 es unidimensional, lo cual creemos que permitira avanzar
en el estudio de la envolvente universal de una train-algebra de rango 3. Para el caso
de train-algebras asociativas en las potencias de rango 4, el resultado es el mismo para
dos clases de estas dlgebras, pero los métodos son distintos. Ademads en este capitulo se
relaciona a las train-algebras de rango 3 con las identidades polinomiales de grado 3 y
4. Probamos que una train-algebra de rango 3 que satisface una identidad polinomial
de grado 3 es necesariamente asociativa, en cambio que si satisface una de grado 4
o bien es de Jordan o satisface la identidad z*y*> = (xy)?. Estos resultados pueden
acercar a una meta natural que es ;Cudl es la variedad de dlgebras méas pequena que
contiene a las train-algebras de rango 37 Ademads explicitamos la forma que tienen
los idempotentes en tres familias de train-algebras asociativas en las potencias.

El capitulo cuarto enunciara las preguntas naturales que surgen al tratar estos
temas y mas particularmente después de leer este trabajo.

Finalmente entregamos una bibliografia de donde obtuvimos todos los resultados
previos, algunos libros y/o articulos no son citados durante este trabajo, pero son
lectura obligada para entender estos temas y fundamentales para lograr una base

tedrica que sustente este trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

Este Capitulo mostrard a las train-algebras enmarcadas dentro de las dlgebras no
asociativas, mostrard una referencia historica de éstas y dara las definiciones basicas

y resultados mas importantes para el mejor entendimiento de nuestros resultados.

2.1 Historia

Las algebras no asociativas aparecen por primera vez en Matemdticas en 1845,
cuando el matematico inglés Artur Cayley construye un algebra A de dimensién ocho
sobre el cuerpo de los niimeros reales, la cual no es conmutativa ni es asociativa, pero
satisface:

(aa)b = a(ab) Va,b € A.

Las algebras que satisfacen esta ultima relacién se llaman dlgebras alternativas
y el ejemplo particular que di6 Cayley hoy se llama fflgebm de Cayley. Cayley, sin
embargo, no estaba buscando un ejemplo donde la asociatividad fallara, sino que
buscaba una forma de representar el producto de dos elementos que son suma de
ocho cuadrados como la suma de ocho cuadrados, del mismo modo que el algebra de
Cuaterniones resolvia el problema para cuatro cuadrados.

En el mismo siglo, pero a finales de la década del "70 en el estudio que hace el
matematico noruego Sophus Lie de los grupos continuos, hoy llamados Grupos de Lie,

aparece una estructura de algebra no asociativa en el plano tangente a un punto del



grupo de Lie visto éste como una variedad diferenciable. Este estudio fue realizado
inspirado en la teoria de Galois para ecuaciones algebraicas, él intenta hacer lo mismo
con las ecuaciones diferenciales. Aquellas algebras hoy llamadas dlgebras de Lie, han
sido estudiadas desde entonces y han tenido aplicaciones en otras areas

Las algebras de Jordan, quizas las mas famosas junto a las dlgebras de Lie, nacen
en el trabajo que hace el fisico aleman P. Jordan en la formalizacién en Mecédnica
Cuéntica, a comienzos de la década del ’30 del siglo XX. Ambos tipos de algebras
hoy forman una 4rea de estudio independiente de sus inicios.

En Genética aparecen édlgebras no asociativas, introducidas por Etherington [7] a
finales de los anos '30. Existen trabajos anteriores a los de Etherington donde se trata
el problema de las leyes de Mendel usando un modelamiento algebraico. Algunos de
ellos son: Sercbrowski, Glivenko, Kostitzin(ver [21], pags. 1-4) El modelamiento que se
hace en genética agrega otro ingrediente al estudio de las dlgebras no asociativas que
es el concepto de la funcién peso en un algebra, esto es un homomorfismo no nulo del
algebra A al cuerpo base K. El propio Etherington introduce el concepto de algebras
ponderadas y el de Train-Algebras [8]. Schafer y Gonshor fueron un paso adelante
y definieron el concepto de dlgebras genéticas (ver [21]). Estas dlgebras son por lo
general conmutativas pero no necesariamente asociativas. Mds tarde Holgate [12] y
Ljubi¢ [16] introducen un importante ejemplo de dlgebras en genética que fueron las
algebras de Bernstein que han tenido un importante desarrollo durante los tdltimos

anos.



2.2 Conceptos y Resultados Basicos

Daremos en este apartado las definiciones basicas y resultados clasicos que ocu-
paremos a lo largo de esta tesis.
Una algebra no asociativa A sobre K es un espacio vectorial sobre un cuerpo K,

provisto de una funcién bilineal:
AXA— A

(a,b) — ab
denotada por yuxtaposicion, y llamada el producto de la dlgebra o la multiplicacion
de la algebra. No necesariamente supondremos que satisface la ley asociativa:

a(be) — (ab)e = 0, Va,b,c € A.

Es por esto que también se les llama algebras no necesariamnete asociativas.
Una algebra no asociativa A, conmutativa, esto es, que satisface la ley ab — ba =

0, Ya,b € A, y ademds satisface:
a?(ba) — (a*b)a = 0, Va,b e A,

se llama una algebra de Jordan. Esta ultima identidad se la conoce como identidad
de Jordan.
Una dlgebra no asociativa A, anti-conmutativa, esto es, que satisface la ley ab +

ba =0, VYa,b € A, y ademads satisface la identidad de Jacobi, esto es:
(ab)e + (be)a + (ca)b = 0, Va,b,c € A,
se llama una algebra de Lie.

Ejemplo 2.2.1 Sea A una dlgebra asociativa. A partir del producto en A defini-
mos los productos x © y = zy + yz y [z,y] = zy — yz. Consideremos las dlgebras
At = (A, ®) y la dlgebra A~ = (A,[ ]), entonces AT es una dlgebra de Jordan y A~

es una dlgebra de Lue.



Por teoremas de Poincaré-Birkhoff-Witt (ver por ejemplo [14], pag. 159-162) se
sabe que toda algebra de Lie es isomorfa a una subalgebra de A~ para cierta algebra
asociativa A. Sin embargo existen ejemplos de dlgebras de Jordan que no son isomorfas
a una subalgebra A" para cualquier algebra asociativa A. Aquellas que si resultan

del proceso anterior se llaman algebras de Jordan especiales.

Algunas notaciones:
Si A es una algebra y B C A entonces anotaremos < B > el algebra generada

por B en A. Para denotar el espacio vectorial generado por B ocuparemos el simbolo

[B].
Para cada elemento x de un algebra no asociativa A, definimos recursivamente las
potencias principales derechas de x como sigue:

z! =z, =gt Vi € N.

Del mismo modo podemos definir las potencias principales izquierdas. Las poten-

cias plenarias de z se definen recursivamente como sigue:
U= g, 2l = gl Vi e N.

Si B es una subalgebra de un algebra A definimos las potencias principales dere-

chas de B recursivamente como sigue:

B! = B, B = <B'B>, Vi € N.

Del mismo modo podemos definir las potencias principales izquierdas. Las poten-

cias principales de B se definen recursivamente como:

BM = B, B+) = «BOB BB®> Vi € N.

Las potencias plenarias de B se definen recursivamente por :

B =B, B+ — < gl BEls Vie N



Si una 4lgebra conmutativa A satisface r'7/ = z’z? para todos los x en A y para
todos los ntimeros naturales ¢ y j, diremos que A es una dlgebra asociativa en las
potencias. Esto es equivalente a decir que un algebra es asociativa en las potencias si
la algebra generada por x es asociativa para cada x en A. En particular si A es una
algebra de Jordan entonces A es una algebra asociativa en las potencias (ver el libro
de Shafer [20]).

Un elemento = de una algebra A se llama nilpotente por la derecha de indice k
si ¥ = 0, pero z¥~1 # 0. Del mismo modo se definen elementos nilpotentes por la
izquierda.

Una subdlgebra B de un algebra A se dice nil por la derecha si todos sus elementos
son nilpotentes por la derecha. Del mismo modo se define nil por la izquierda.

Una subalgebra B de un algebra A se dice nilpotente por la derecha de indice k si
B = {0}, pero B¥~1 # {0}. Del mismo modo se define nilpotente por la izquierda.

Una subdlgebra B de un élgebra A se dice nilpotente de indice k (respectivamente
soluble de indice k) si B® = {0}, pero B*~Y #£ {0} (respectivamente B* = {0},
pero B¥=1 5£ {0}). Desde luego que si el dlgebra es conmutativa los calificativos de

derechos e izquierdos se omiten.

Por un resultado de Albert (ver el libro de Schafer [20], pag. 130) se sabe que
si una dlgebra A conmutativa sobre un cuerpo de caracteristica distinta de dos, tres

4

cinco y satisface 2! = x%2?, V2 € A entonces A es asociativa en las potencias. En

particular si A es un algebra de Jordan sobre un cuerpo de caracteristica distinta de

dos, tres y cinco entonces satisface 2! = z22%, Vo € A or lo que vimos antes se
? 9 ?

tiene que A es asociativa en las potencias.

El reciproco del resultado de arriba no es cierto, es decir, existen algebras de

Jordan que no son asociativas en las potencias. El siguiente es un ejemplo de ello.

Ejemplo 2.2.2 Sea A un dlgebra conmutativa de dimension 4 sobre el cuerpo de los

nimeros reales con base {e,u,v,2} y con tabla de multiplicacion €* = e, 2eu = u,



ev = v, uwv = z y todos los otros productos nulos. Se verifica facilmente que 2" =

2?x? Va € A, luego por el resultado de Albert se tiene que A es asociativa en las

potencias y no es un dlgebra de Jordan; pues tomando, por ejemplo, x = e + u

y=e+u-+uv+z setiene que 2*(yx) # (2*y)x

Sea A una dlgebra que pertenece a una clase C de algebras conmutativas sobre un

cuerpo K y M un espacio vectorial sobre K. Una funciéon K-lineal no nula
p: A — End(M)

se llama una representacion de A en la clase C si la dlgebra A = A @ M con multi-

plicacién definida por:
(a+m)(b+n) =ab+ p(a)(n) + p(b)(m), Va,be A, myne M

es también un elemento de C. En el capitulo 3, usaremos la notacién p(a)(n) = p(a)n.

Sip: A — End(M) es una representacion de A en la clase C, decimos que M es un
A-mdédulo. Por ejemplo, si A es un algebra de Jordan, la funcién lineal p : A — End M
es un representaciéon de Jordan (una representaciéon de A en la clase de las dlgebras

de Jordan) si y solamente si se cumplen las dos relaciones siguientes:

p(a®)p(a) = pla)p(a®) Ya e Ay
2p(a)p(b)p(a) + p(a®h) = 2p(a)p(ab) + p(b)p(a’) Va.b e A.
En este caso M es un A-médulo de Jordan si se cumple:
a-m=m-a Ya € A, Ym e M,
(m-a*)-a=(m-a)-a®> Ya€ A, Vme M y
2(m-a-b)-a+m-(a*b) =2(m-a)- (ab) + (m-b)-a* Va,b€ A, Vm € M.

Un K-subespacio de M que es un A-médulo en la clase C se llama un submaddulo

de M. Un A-mddulo M en la clase C,se dice irreducible si M no tiene submddulos



propios no nulos. En ese caso decimos que la representacion p es irreducible. Es
decir, M es irreducible si y solamente si no existen subespacios propios no triviales
invariantes por p(a) Va € A.

Un resultado que motivé nuestro estudio es el siguiente, que se debe a Bernard,
[tyakov y Martinez [2]: Si (B,w) es un algebra de Bernstein nuclear de dimensién
finita sobre K, entonces todo modulo irreducible sobre B es de dimensién uno sobre

K.

Sea A una algebra no asociativa sobre K y sea
w:A—= K

un homomorfismo no nulo de dlgebras , entonces (A, w) se llama un dlgebra ponderada
con funcion peso w. Como w es un morfismo no nulo entonces existe un elemento de

peso uno, (w(z) = 1), y se tiene la siguiente descomposicién:

A=Kz @ N, donde N = Ker(w).

Sea A una algebra no asociativa sobre K. Para cada elemento z € A definimos

las siguientes funciones K-lineales:
L,:A— A, definida por: L,(a) =za y

R,: A— A, definida por: R,(a) = axz,

llamadas multiplicacién por la izquierda y por la derecha de x respectivamente.

Otro tema que es necesario ver en estos preliminares es el de las identidades
polinomiales y el proceso de linealizacion.

Recordemos que un grupoide es un conjunto N junto con una operacion binaria.
Nosotros denotaremos esa operacién por yuxtaposicion, y en el caso de estudiar una
sucesion de productos, agregaremos paréntesis para hacer patente el orden de nuestro
producto. Si X es un conjunto de simbolos, denotaremos por N{X} el conjunto de

todas las palabras de largo finito que pueden ser realizadas usando los elementos de X
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y usando paréntesis para indicar la manera en que dicha palabra fue construida. Dos
palabras son iguales en N{X} si ellas fueron construidas con los mismos simbolos
y en el mismo orden, esto es con la misma cantidad de paréntesis y en las mismas
posiciones; por ejemplo (zy)(zy) # z(y(zy)). N{X} con la operacién de yuxtaposi-
cién forma un grupoide y se le llama el grupoide libre del conjunto X . El grado de un
elemento z en N{X} es la cantidad de elementos de X que fue usada para construir
z contando multiplicidades, donde por multiplicidades queremos decir el niimero de
veces que aparece un simbolo en una palabra, por ejemplo la multiplicidad de y en
(xy)(zy) es dos y la de = es uno. También decimos que el grado de x; en una palabra
es la multiplicidad de x; en esa palabra.

Si R es un anillo (asociativo) conmutativo con elemento unidad, R{X} denotara
el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de N{X} con

coeficientes en R. Definamos en R{X} un producto como sigue:

Z ;% Z Bijw; = Z ;5 (zw;),

donde ;, 85 € R y #%,w; € R{X}. Con este producto, R{X} se llama el dlgebra no
asociativa libre en X sobre R. En términos simples, es el dlgebra de polinomios sobre
R donde la multiplicacion no es asociativa y no hay elemento unidad.

Un monomio es un elemento de R{ X'}, el cual es el miltiplo escalar de una palabra
de N{X}.

Un elemento p de R{X}, se dice homogéneo de grado n, si cada monomio de p
tiene la misma cantidad, n, de simbolos de X, y cada x; tiene el mismo grado en cada
monomio. Por ejemplo, x?(yz) — z(yz?) es un elemento homogéneo de grado cuatro.

Una identidad polinomial de grado m en un algebra A es un elemento homogéneo!
p(X) = p(zq, 29, ...,2,) de K{z1,22,...,2,} de grado m, tal que p(X) estd en el
nicleo de ¢ , para cualquier homomorfismo ¢ : R{X} — A. Esto es equivalente a

decir que p(ay,aq, ... ,a,) = 0 para cualesquiera a; € A. Por este motivo anotaremos

'La homogeneidad no es una restriccién en la definicién, ver [18], pag. 177.
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la identidad polinomial como p(X) = 0 en vez de p(.X') simplemente.

Sea S un subconjunto de K{X}, con K un cuerpo. La clase V' de todas las dlgebras
sobre K que satisfacen todas las identidades de S se llama la variedad de algebras
generada por S.

Por ejemplo la identidad 22 = 0 define la variedad de 4lgebras de Boole, la iden-
tidad z(yz) — (zy)z = 0 define la variedad de las algebras asociativas, las identidades
zy—yr =0y z*(yz) — x(yz?) =0 definen la variedad de las algebras de Jordan.

Sea p(z1, %o, ... Ti +Y,...,xm) € R{X} yseay € R{X} — {x1,...,2,}, susti-

tuyamos, para un ¢ fijo, z; por x; + y, entonces se tiene que
p(flﬁ'l,.’l}'Q,..-,flJm) - E pik(xlax27"'7$m7y)7
k

donde p;;, es la suma de todos los términos que tienen grado k£ en la variable y. La
suma anterior es finita, pues p;z = 0 cuando k£ es mayor que el grado de x; en p.

Definamos el operador 6¥(y) actuando en p como py,, esto es

p(xlax% ceey Ty e axm)ézk(y) :pik(x17$27 cees Ty e axmay)a

es claro que 6F(y) es lineal en el sentido siguiente:

(ap + B)o; (y) = a6 (y)) + B(ad (y)).

Se puede ver facilmente que 6¥(y) reemplaza cada monomio de p por la suma de

aquellos que pueden ser obtenidos de p reemplazando k de los zls por y, por ejemplo

(@12) (2121)6; () = (ya2) (@121) + (2122) (Y1) + (2122) (21Y)

Si x; tiene grado mayor que k en algin monomio de p, entonces pé¥(y) se llama
una linealizacion simple de p. Una identidad f que resulta de aplicar una o mas
linealizaciones simples de p se llama una linealizacion de p. Una linealizacion de p en
la cual cada monomio tiene grado no mayor que 1 en cada x; se llama una linealizacion
completa de p.

Lo importante a destacar acerca de las linealizaciones es el siguiente teorema (ver

[18], pag 180).
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Teorema 2.2.1 Sea K un cuerpo y n un numero natural. Sea la caracteristica de K
cero o mayor que n y sea V. = V(S) una variedad de dlgebras sobre K donde cada
identidad de S es homogénea que en cada x; es de grado no mayor que n. Entonces V
es igual a la variedad V' de todas las dlgebras sobre K satisfaciendo las linealizaciones

completas de las identidades de S.

2.3 Train-Algebras

Este apartado puede ser incluido en el anterior, pero hemos decidido dejarlo sep-
arado, para dar énfasis en que éstas son las definiciones y resultados mas particulares

y mas importantes para el desarrollo de este trabajo.

Definicidén 2.3.1 Sea (A,w) un dlgebra ponderada conmutativa sobre el cuerpo K.
Llamaremos a (A,w) (o simplemente a A) una train-algebra® si existen escalares ~;

tal que para cada © € A se cumple:
2" + (@)™t + pw ()2 + .+ yw(z) e = 0. (2.1)

Al menor entero positivo n para el cual A satisface una ecuacién del tipo (2.1) lo
llamaremos el rango de A.
A la ecuacién (2.1), donde n es el rango de A, la llamaremos la ecuacion train de

A.

Al polinomio
p(x) = 2" + 2" a4 y7 € K7

lo llamaremos el polinomio train asociado a A y a sus raices en algin cuerpo de

descomposicién de p(z) sobre K las raices train.

2Existen otros tipos de dlgebras, por ejemplo estdn las dlgebras genéticas segiin Schafer y las
algebras genéticas segiin Gonshor que implican que A sea una train-algebra sin necesidad de conocer
los coeficientes ;. En estos preliminares no daremos esas definiciones pues creemos que no son
necesarias para leer este trabajo. Una referencia es el libro de Wérz-Busekros [21].
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Evaluando algin elemento de peso 1 en (2.1) se tiene que los coeficientes de la

ecuacion train satisfacen la relacion:

n—1
1+ 7=0
=1

lo cual dice en particular que {0,1} es un subconjunto del conjunto formado por las
p(x)

x(z —1)

ejemplo, existe una tnica ecuacion train de rango 2, a saber:

raices train. A las raices de se les llama las raices train principales. Por

2* —w(x)r =0

en particular se tiene que cualquier elemento de peso uno es un elemento idempotente
y cualquier elemento de peso 0 es un elemento nilpotente de indice 2.

Para n = 3 se tiene 1 4+ v; 4+ v = 0. Si ponemos 2 = 7, la ecuacién train resulta:
2 — (14 y)w(x)2? + yw(z)?xr = 0. (2.2)
I.M.H Etherington [8] probé el siguiente:

Teorema 2.3.1 Si A es una train-algebra de rango 3, que satisface (2.2) con vy # 5
entonces siempre existe un elemento idempotente en A. Ademds st x es un elemento

de peso 1 y {x,2?} es un conjunto linealmente independiente entonces el elemento:

1
1 — 2y

er = (" — 2y0)

es idempotente.
El siguiente ejemplo muestra que la condicién v # % no es futil.

Ejemplo 2.3.1 Sea A una dlgebra de dimension 3 sobre R con base {c¢,y, z} y tabla
de multiplicacion dada por ¢¢ = ¢+ y, 2cy = 2yc = y, 2cz = 2z¢c = 2z y todos
los otros productos nulos. Definamos w por su accion en la base: w(z) = w(y) = 0
y w(c) = 1. Entonces A es una train-algebra de rango 3 que satisface la ecuacion

2® — 3w(z)2? + Jw(x)?z = 0 y no tiene elementos idempotentes no nulos. De hecho,



14

si lo tuviera, digamosv = ac+y+7z, se tendria que v = v? = o’c+(?+af)y+ayz,
como o = w(v) se tiene que o = 1, luego se tendria que o> + af =1+ B = 3 lo cual

es imposible. Luego no existen idempotentes en A no nulos.

En lo que sigue, para train-algebras de rango 3, asumiremos siempre char(K) # 2
YV # 3
Si A es una train-algebra de rango 3 sobre un cuerpo K, entonces se tiene la

siguiente descomposicion de Peirce relativa al idempotente e:
A=KeapUeV con UPCV, UVCV, V2=0 (2.3)

donde U = {z € Ker(w)/ 2x =x}yV = {z € Ker(w)/ ex = vx} son los
subespacios propios asociados a los valores propios % y v respectivamente de la funcién
lineal L, : Ker(w) — Ker(w) definida por L.(z) = ex (Ver Costa y Suazo [6]).

Notar que V' no puede ser el espacio nulo, pues si lo fuese A satisfaceria la ecuacion
train de rango 2, lo cual seria una contradiccién. Notar también que desprende de
(2.2) que N = Ker(w) es una nil subdlgebra de nilindice 3.

El siguiente es un importante teorema sobre train-algebras de rango 3 debido a

M. Ouattara [19]:

Teorema 2.3.2 Sea A una train-algebra de rango 3 que satisface (2.2). Entonces las
stquientes afirmaciones son equivalentes:
(i) A es un dlgebra de Jordan.

(i1) A es un dlgebra asociativa en las potencias.

(iti)) vy =00~y =1.

En general para n > 3 existen train-algebras asociativa en las potencias que no
son algebras de Jordan. El dlgebra del ejemplo (2.2.2) es una train-algebra de rango
4 asociativa en las potencias que satisface: 2 — 2w(z)z3 + w(z)%x2 = 0 y no es de

Jordan.
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El siguiente es un resultado de E. Guzzo [9] que relaciona a las raices train con la

condicién de asociatividad en las potencias.

Teorema 2.3.3 Si A una train-algebra asociativa en las potencias, entonces el con-

Junto de las raices train es un subconjunto de {0,1}.

Las ecuaciones train de train-algebras asociativa en las potencias de rango 4 son:

v —w(@)® =0 (2.4)
2! — 3w(z)2® + 3w(x)*2? — w(z)’z =0 (2.5)
' —2w(x)2® + w(z)?2? =0 (2.6)

Gracias al trabajo de Andrade y Labra [1] se sabe que una train-algebra asociativa
en las potencias que satisface (2.4) es un édlgebra de Jordan y es también sabido que
sl una train-algebra asociativa en las potencias satisface (2.5), entonces es un édlgebra
de Jordan (ver [17]). El propio ejemplo (2.2.2) que hemos visto muestra que para el
caso de la ecuacién (2.6) no puede haber un resultado como los anteriores.

Recién en el afio 1994, Lépez-Sanchez y Rodriguez-Santa Maria [17] encontraron
condiciones para asegurar la existencia de idempotentes en train-algebras de rango
4 y desde alli obtuvieron una descomposicién de Peirce para conocer el algebra en

cuestién. Ellos probaron el siguiente:

Teorema 2.3.4 Sea A es una train-algebra de rango 4 sobre un cuerpo K que con-
tiene a las raices train principales \; y Ay distintas y distintas de 1/2. Entonces A
posee al menos un idempotente. Mas ain, para cada x con w(x) = 1, el siguiente

elemento en < x > es idempotente:

| 2
WA R rer s wrr sy R

2 2 2 o oy
(1—2XM)%(1 — 2)\2)p () + (1—2X)2(1 — 2)\2)2]7(11)(11(@'

€, = T+

_|_

donde p(z) = 2> —z y qi(z) = 23 — (1 + \)x? + A\
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En el mismo trabajo también se encuentra el siguiente:

Teorema 2.3.5 Sea A una dlgebra ponderada. A es una train-algebra de rango 4
sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y de 3 que contiene a las raices train
principales \1 y Ag distintas y distintas de 1/2, si y solamente si:

I) A posee un idempotente e y, con respecto a e, esta tiene una descomposicion
de Peirce

A=Kea U, & U, & Uy,

donde U; = {z € ker(w)/ ez =iz }, i € {3, 1, A} con Uy, # 0 para i € {0,1}, y las
stquientes condiciones son satisfechas:

Ug C Uy &V,

U%U,\igU%@UAj 157

Uz C Uy, i F

Uy, Uy, = {0}

(Ux, @ Uy,)* = {0}

II) Para todo u € U%, velU, y we U, las siguientes relaciones se verifican:

5= o) (), + (3= A)(u(u)a)s =0

2

(

(A2 = M) (u(uw)1)x, + (A2 = 3)(u(uw)y )y, =0

(1= 2X)(v(uw))s + (M — Huv? =0

(1= 2A)(w(uw))s + (A2 = Fuw? =0

(5 = M) (vluw) )1 + (5 — A)(w(uv) 1) =0

(A1 = A)(w(uv) )y, + (A = g)w(uv)y, =0

(A2 = Ay)(v(uw) ), + (A2 — v(uw)y, = 0 donde (z); denota la proyeccion de

z € Ker(w) sobre el subespacio Uy, i € {1, A1, Ao}

IIT) Para cualquier z € Ker(w), se tiene z* =0



Capitulo 3

Resultados

Este capitulo estd dedicado exclusivamente a mostrar los resultados que hemos
obtenido durante el desarrollo de esta tesis. Primero abordaremos las train-representaciones
de rango tres. otra seccion serd dedicada a la existencia de elementos idempotentes
en ciertas familias de train-algebras asociativas en las potencias, luego estudiaremos
las train representaciones de rango cuatro asociativas en las potencias y la secciéon
ultima de este capitulo tratard acerca de la relacién entre train-algebras de rango tres

e identidades polinomiales.

3.1 Representaciones de train-algebras de rango 3

En esta seccion estudiaremos representaciones de train-algebras de rango 3.
Consideremos la clase C de todas las train-algebras de rango 3 sobre el cuerpo K, de

caracteristica distinta de dos y de tres, con train ecuacién:
2 — (14 y)w(x)z? + yw(z)?z =0 (3.1)

con vy # % . Considemos A (a lo largo de la seccién) en C, la cual tiene una descom-

posicion de Peirce para el idempotente e dada por:
A=KeaU@V  con U?CV, UVCV, V?=0 (3.2)

donde U = {z € Ker(w)/ 2ex =2z} y V ={2 € Ker(w)/ exr=rzx}.

17
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Sea M un espacio de dimensién finita sobre K y sea  p: A — End(M) una
funcién lineal no nula. Diremos que p es una representacion de A en C, si el dlgebra
A =A@ M con multiplicacién:

(a+m)(a +m') = ad + pla)m' + pla)m
y funcién peso definida por: @w(a + m) = w(a) es un elemento de C, donde p(a)m

denota p(a)(m).

Lema 3.1.1 Sea A, C y p como en el pdrrafo anterior, entonces p es una repre-

sentacion de A en C si y solamente si Ya € A se cumple:
2u(a)® + p(a®) = 2(1 + y)w(a)p(a) + yw(a*) I =0 (3.3)

donde I denota la funcion identidad de M.

Demostracion:
La demostracién resulta al observar que:
(a+m)? = a® + 2u(a)m, Va € A, Vme M
(a+m)* =a®+ 2u(a)*m + p(@®ym, Vae A, Vme M

y de reemplazar x por (¢ +m) en (3.1). O

Observaciéon 3.1.1 5i asumimos que M y i son como en el lema anterior entonces
A = A® M satisface (3.1) y como M C Ker(w), tenemos que M se descompone
COMO Sigue:

M = My & My, donde
My ={me M/2u(eym =m} y My ={m € M/u(e)m =~ym}
Ademas tenemos las siguientes relaciones:

P/MU = MU7 UMU - MV7 VMU - MU7 UMV - MU7

My siy#0

VMy =10}, eMy = { {0} siy=0.
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Lema 3.1.2 5i A y i son como en el lema anterior, entonces para cualquier par de

elementos a,b en N = Ker(w) C A se tiene:

pu(a) p(b) + p(b) (@) + p(ab) = 0. (3.4)

En particular si a,b estan en V' entonces p(a) y p(b) anticonmutan.

Demostracion:
Si reemplazamos © € N por a en (3.3) tenemos que para cualquier z € N se
cumple:

2p(2)* + p(a*) =0 (3.9)
ahora si tomamos a,b € N y ponemos x = a + b en la identidad anterior se obtiene:
2u(a)® + 2p(a) u(b) + 2p(b) (@) + 2p(b)* + po(a®) + 2(ad) + u(b?) = 0

que junto a (3.5) nos permite obtener (3.4). En el caso particular en que a y b estan

en V entonces ab = 0, luego (3.4) se reduce a pu(a)pu(b) + p(b)u(a) = 0. O

Notemos que para cualquier a € V' tenemos que p(a)? = 0. El siguiente lema dice

que en general todos los elementos de ;(N) son nilpotentes de nilindice a lo més 3.

Lema 3.1.3 Si A, M, N, y pu son como en el lema anterior, entonces u(z)® = 0,

para cualquier elemento x € N.

Demostracion:
Consideremos la relacién (3.5). Multiplicando ésta por p(x) por la izquierda y la

derecha respectivamente se obtiene:
2u(2)’ + pla)u(a®) =0y 2p(2)” + p(@*)p(x) = 0. (%)
Si restamos estas dos relaciones queda:

) pu(e?) = p(a*) () =0
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Ahora bien, si ponemos a = x y b = z® en (3.4) y recordando que z3 = ( para

cualquier x € N se obtiene:

(@) () + p(a®)u(z) = 0,

que junto a la dltima relacién resulta: p(x)p(z?) = p(z?)p(x) = 0 y reemplazando

esto en (*) se ve que p(z)* =0. O

Notemos que si a € N entonces el dlgebra asociativa generada por p(a) en
End(M),< p(a) >, es nilpotente, pues < u(a) > = {au(a) + Su(a)?/«, 8 escalares}
y es trivial verificar que el producto de tres elementos cualesquiera de < p(a) > es
nulo. Es importante notar que < p(a) > es un subconjunto de p(N), pese a que no
necesariamente este conjunto es una subélgebra de End(M).

Supongamos que al igual que < p(a) > el dlgebra asociativa generada por u(N),<
w(N) >, es nilpotente de indice n, es decir, < u(N) >"= 0, pero < p(N) >""1+#£ 0.
Sea 0 # m €< u(N) >""1 M, entonces para cualquier a € N se tiene pu(a)m = 0. Si
M fuese irreducible y consideramos M’ = {m € M/u(N)m = 0}, entonces claramente
M’ es un A—submédulo de M que no es {0} pues de < p(N) >""! M C M’, se tiene
M' =M y p(a)m = 0 para cualquier a € N y para cualquier m € M. En este caso
si 0 % m € M entonces [m], el espacio vectorial generado por m, es invariante bajo
p(a) Ya € A, luego M = [m]. Concluyendo: si < p(N) > fuese nilpotente habriamos

probado el siguiente:

Teorema 3.1.1 Una condicion necesaria y suficiente para que M sea un A—mddulo

wrreducible es que M sea unidimensional.

Pues bien, avoquémonos a probar lo que nos falta para demostrar el teorema
recién enunciado. Tenemos que probar que < p(N) > es nilpotente. Sabemos que todo
elemento de p(N) es nilpotente de nilindice a lo més 3, que < p(a) > es nilpotente

de nilindice a lo més 3 y que ademads es subconjunto de p(N). Tenemos una relacién
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muy importante que en cierto modo mide la anticonmutatividad en p(N), a saber la

relacién (3.4) que recordamos ahora:

pla)p(b) + p(b) p(a) = —p(ab)

Lema 3.1.4 Si M, N, y p son como antes, entonces < 1(N) > es nilpotente.

Demostracion: (Antes de dar la demostracién agreguemos una notacién: Si S C p(N)
tal que si pu(a), u(b) € S implica que p(ab) € S anotamos S <, u(N).)

Si u(N) = {0} no hay nada que demostrar. Si M = {0} tampoco hay nada que
probar. Entonces supongamos M # {0} y p(N) # {0} y hagamos induccién sobre
la dimensién de M. Si la dimensién de M es 1 entonces necesariamente p(a)m = 0
para cualquier @ € N y para cualquier m € M pues p(a)® = 0, lo cual implica que
u(N) = 0, luego el caso dim(M) = 1 es cierto por vacuidad. Supongamos que el
resultado es cierto para espacios vectoriales de dimensiéon menor que n y supongamos
que la dimension de M es n.

Sea ¥ = {S <, u(N)/ < S > es nilpotente}, notemos que ¥ # {0} pues si
p(a) # 0 entonces < u(a) >€ X por lo visto en el parrafo anterior a este lema. Sea
S € ¥ de dimensién maximal. Si < S > = < p(N) > la demostracién termina aqui.
Entonces supongamos que < S > # < u(N) > . Afirmamos que existe p(a) € p(N)
tal que p(ax) €< S > para cualquier u(x) € S. De hecho, sea p(a;) € p(N) — < 5 > .
Si plaqz) € < S >, Yu(z) € S nuestra afirmacién estaria probada. Supongamos
que existe p(zy) € S tal que p(aizy) €< S >, definamos ay = —ayz1 asi pfay) €
p(N)— < S >, sl plagz) €< S > para cualquier p(z) € S entonces ay es el elemento
que buscamos en nuestra afirmacién. Si no, continuamos este proceso definiendo a; =
—ap_1Tg—1 con plag) € p(N)— < S > sucesivamente.

Para probar nuestra afirmacién basta mostrar que este proceso es finito; notemos
que plas) = plan)u(an) + pla)(ar) ¥ plas) = (ulan)u(on) + plwn)plan)a(es) +

p(xo)(play) p(zy)+p(xy)u(ar)). En general p(ax) es una combinacién lineal de monomios
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consistentes de k£ — 1 elementos de S y p(a;). Como < S > es nilpotente existe r
tal que p(x;))p(xs,) -+ p(w;,) =0, luego p(asy 1) = 0 lo cual es una contradiccién si
suponemos que el proceso es infinito. Entonces tenemos que existe p(a) € p(N) tal
que p(a) ¢ < S >y ademds p(az) € < S > para cualquier p(z) € S.

Sea ahora M’ = [{sm/s €< S >, m € M}|, claramente M’ # 0 pues < S >
# 0 pero tampoco es M pues si lo fuese tomemos cualquier elemento m no nulo
de M. Entonces m = Y s;m;, para ciertos s; € < S > y ciertos m; € M. Pero
cada m; a su vez es una combinacion lineal de elementos de la forma s;,m;, y asi
sucesivamente. Repitiendo este proceso tendremos que m = Z” Siy Siy =+ Si,My; =0
por la nilpotencia de < S > lo cual es una contradiccién; entonces 0 # M’ # M.

Sea T el conjunto de todos los elementos de p(N) que dejan invariante a M.
Notemos que T es un subespacio de p(N) y que ademds si p(a) y p(b) estdn en T,
entonces ji(ab) estd también en T por la relacién (3.4). Luego T <, u(N). Note-
mos ademds que S C T. Luego T tiene la misma propiedad de anticonmutativi-
dad que p(N), T actia en M’ e induce una accién en M/M' que tiene dimensién
menor que n. Luego < T > es nilpotente por hipétesis inductiva. Luego T € X. Sea
pla) € p(N)— < S > tal que p(az) € < S > para cualquier u(z) € S. Sim e M
entonces p(a)p(z)m = —p(x)p(a)m — plax)ym € M'. Luego p(a) € T lo cual es una

contradiccién pues supusimos S de dimensién maxima.

3.2 Idempotentes en Train-Algebras asociativas en
las potencias

Antes de empezar a estudiar las representaciones de train algebras de rango cuatro
asociativa en las potencias quisiéramos dar una forma explicita de los idempotentes
en cada caso. En esta seccion supondremos que la caracteristica de K es cero. Primero

recordemos el siguiente teorema clasico en dlgebras no asociativas:

Teorema 3.2.1 Toda dlgebra asociativa en las potencias de dimension finita sobre
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el cuerpo K, la cual no es una nilalgebra, tiene un elemento idempotente.

En el libro de Schafer ([20], pag.32, Prop.3.3) se puede ver una demostracién de

este teorema. Una aplicacién directa de este resultado a nuestra teoria es el siguiente:

Corolario 3.2.1 Toda train-algebra asociativa en las potencias (no necesariamente

de dimensidn finita) tiene un elemento idempotente.

Demostracion:

Sea A es una train-algebra y sea z un elemento de peso 1. Ahora bien, el dlgebra
generada por 2 es asociativa en las potencias, de hecho es asociativa, y no es nilalgebra
pues w(z™) = 1,¥n € N, luego x no es nilpotente. Ademds < = > es de dimensién

finita pues A satisface la ecuacién:
a" +yw(a)a™ 4+ yw(a)?a" 2 + -+ v, qw(a) e = 0.
En particular x satisface:
g = —ma" T = ™ — =y,
y como A es asociativa en las potencias se tiene que el conjunto
{z,2% 2°,... 2" '}

es un conjunto generador de < z > . Por el teorema anterior se tiene que en < x >

existe un elemento idempotente.O

Sin desmedro de la importancia del teorema y su corolario no tenemos una forma
explicita de aquellos idempotentes. Recordemos que si A es una train-algebra asocia-
tiva en las potencias de rango n entonces satisface una de las siguientes ecuaciones
Train (ver Guzzo [10]):

2" —w(z)z" =0 (3.6)



2" — 2w(x)x" ! + w(z)?2" 2 =0 (3.7)

2" — 3w(2)2" ! + 3w(z)?2"? — w(z)*2x" P =0 (3.8)

n 5
2" — (n— Dw(x)2" ! + (2>w(x)2.77”‘2 +o+ (=) w(@)" e = 0.
A continuaciéon mostraremos la forma que tienen los idempotentes en los primeros 3

Casos.

Proposicién 3.2.1 §i A es asociativa en las potencias y satisface (3.6) entonces se
tiene que:

i) Siw € A es un elemento de peso 1, entonces
2" ="l VE e N.

ii) Si x € A es un elemento de peso 1, entonces

e, = 2" es un elemento idempotente.

Ademas cualquier idempotente tiene la forma antes descrita.

Demostracion:

La demostracién resulta de notar que si w(z) = 1, entonces, por (3.6), z* = 2"~ L.
Multiplicando por x y usando que el dlgebra A es asociativa en las potencias tenemos
que z"t1 = x". Repitiendo este argumento inductivamente se obtiene 7). La parte
ii) resulta de i) tomando £ = n y usando que A es asociativa en las potencias.
Claramente si e es un idempotente, que es necesariamente de peso 1 se tiene que

n—1

e = € = e, luego todo elemento idempotente se puede exibir como muestra la

proposiciéon. O

Por ejemplo, si x es un elemento de peso 1 en una train-algebra A asociativa en

las potencias que satisface
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el elemento x*® es idempotente.

Proposicién 3.2.2 Si A es asociativa en las potencias y satisface (3.7), entonces se
tiene que:

i) Sixz € A es un elemento de peso 1, entonces
2" = (k+2)z" ' — (k+1)2" 2, VkeN.
ii) Si x € A es un elemento de peso 1, entonces
ee = (n—1)a"? — (n—2)a""" es un elemento idempotente.
Ademds todos los idempotentes de A tienen esa forma.

Demostracion:

La demostracion de esta proposicién es similar a la anterior, haciendo los cambios
pertinentes, pero de todos modos la mostramos a contunuacién. Como x tiene peso 1
se tiene que " = 22" 1 — "2 que es la relacién que aparece en i), para el caso k = 0.
Si esta relacién se multiplica por x y usando que A es asociativa en las potencias se
tiene

xn—l—l = 9™ _ xn—l — 2(21_71,—1 _ xn—2) _ xn—l — 31_71,—1 _ 2:1:77,—2.

que es lo que afirma ¢), para el caso k = 1.

Supongamos cierto i) para cualquier valor menor que k, entonces tenemos que
xn+(k—1) — (k + 1)1_71,'1 _ kl’n—Q

Multiplicando esta igualdad por z y usando que A es asociativa en las potencias se

tiene
2" = (kD)2 —ka" ' = (k+1)(22" ' —2"?) — k2" = (k+2)2" ' — (k+1)2" 2

Luego inductivamente hemos probado i).
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Por i) se obtiene
222 — l,nJr—(n—Z) e (n _ 1)1_71,—2

:L,Qn-3 — :L,n+(n—3) — (n . 1):L‘nv1 . (n . 2):]:77,—2
p2n—4 — :L,n+(n—4) — (n _ z)xn—l _ (n _ 3)1_11,—2

Ahora calculando el cuadrado de e, = (n — 1)z" 2 — (n — 2)z™ ! se obtiene

e2=(n—12%2""*-2(n—1)(n—-2)2*"""7"+ (n — 2)%2x* 2

reemplazando los valores de las potencias de z por combinaciones lineales de z"~! y

n—2

de z se tiene

e2=[n—-1>%n—-2)—2(n—1>%*n—2)+ (n—2)>*njz""!

—[(n—172Mn-3)=2(n—1(n-2)*+(n—2)*(n—1)]2"2

lo cual es igual a e;, luego e, es un elemento idempotente. Ademads e, = e, luego todo

idempotente es de la forma que indica la proposicién. O

Por ejemplo si z es un elemento de peso 1 en una train-algebra A asociativa en

las potencias que satisface
2! = 2w(z)z® + w(z)?2? =0,

el elemento 372 — 223 es un elemento idempotente.

A continuacién estudiaremos el caso siguiente en la préxima

Proposicién 3.2.3 Si A es asociativa en las potencias y satisface (3.8) entonces se
tiene que:

i) Sixz € A es un elemento de peso 1, entonces

(k+1)(k+2)

2

= ST gt (k4 2)2 — 1)a" 2+

5 "3 Yk e N,
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ii) Six € A es un elemento de peso 1, entonces

(=1 =2) s
2

(n=3)(n=2) .,

(n—2)* = Da" 2+ 5

€r =
es un elemento idempotente. Ademas todos los idempotentes de A tienen esa forma.

Demostracion:
Al igual que en la proposicién anterior la parte i) resulta de i) luego de unos

célculos, de modo que probaremos solo la parte i). Como z tiene peso 1 se tiene que
g 31_71,—1 _ 31’”"2 4 xn—3

Multiplicando por z y aplicando que A es un algebra asociativa en las potencias se

tiene que
xn—i—l = 32" — 31_71,—1 + :L_n»Z — 3[31,71—1 o Bl,n-Z + xn—3] o 31_71,—1 + xn—Q.

Luego

xn—i—l — 61_71,—1 _ 81’”"2 4 3xn—3,

que es exactamente lo que afirma i) para el caso k = 1. Supongamos cierto i) para
k, esto es

ik _ BE3)(E+2) 2 2, BHDEF2) L,
e —((k+2)* =1 t—G ¢

y probemos nuestra afirmacién para el caso £+ 1. Pues bien, al multiplicar esta dltima

igualdad por x se tiene

(b+1)(k+2)

k k+2
xn-l—k—l—l:( +3)( + )x"—((k—|—2)2—1)w”‘vl—|— 5 7

2

o equivalentemente

[3$n_1—3$n_2+l‘n_3]—((k+2)2—1)$n_1+ (k + 1)(k + 2) xn—2

it E43)(5+2)
2

2
o lo que es lo mismo

bkl _ 3k +3)(k+2)

5 (k+1)(k+3)| z"!
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3k+3)k+2) (k+1D)(k+2)] ,_o (k+3)(k+2) -3
+[— 5 + 5 ]:1: + 5 )

o lo que es igual

k+2

w—(kﬂ)] " 4 —l(k+1) = 3(k+3)]a"

"R = (k 4+ 3) [ 5

k kE+2
L +3>2< +2) s

o de otro modo

xn—l—k—i—l — (k + 3) (k + 4) i 1

5 2+(k+3)(k+2) n-3

— (k+2)(k+4)z"™~ 5 ,

Lk (k+3)(k+4) ,

5 T -1 [(k+3)2_1]xn—2+ (k+3)(k+2) i 3

2 bl

como queriamos demostrar. [J

3.3 Representaciones de Train-Algebras de rango
4 asociativa en las potencias

En esta seccién estudiaremos las representaciones de train-algebra de rango 4
que son asociativas en las potencias. Como vimos en la seccién anterior, para cono-
cer los médulos irreducibles, es muy importante conocer una relacién en End(M)
de la representacién y conocer relaciones de conmutatividad en pu(N). Ademds fue
debido a una condicién de nilpotencia que pudimos obtener nuestro resultado para
train-algebras de rango 3. Encontramos resultados como los de antes en casos mas
particulares que antes, pero los métodos fueron distintos.

Recordemos que si una train-algebra de rango 4 es asociativa en la potencias

necesariamente satisface una de las siguientes relaciones:

v —w(@)a® =0 (3.9)

7' — 3w(x)2® + 3w(z)*2? — w(z)’z =0 (3.10)
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2! = 2w(r)2® + w(z)?z? = 0. (3.11)

Estudiaremos cada caso independientemente.

Consideremos la clase D de las train-algebras asociativas en las potencias de rango
4 que satisfacen (3.9) sobre el cuerpo K de caracteristica distinta de 2y 3. Sea A € D
y sea M un espacio de dimensién finita sobre K, y u : A — End(M) una funcién
lineal no nula. Diremos que u es una representacion de A en la clase D si la dlgebra

A=A® M con multiplicacion
(a+m)(a' +m'") = ad + pla)m' + p(a’)m

y funcién peso definida por &(a +m) = w(a) es un elemento de D.

Si A € D, entonces existe un idempotente e € A, a saber, si x es de peso 1 entonces:
e, = x° es idempotente de peso 1. Ademds, cualquier idempotente en A tiene esa
forma. Ademas si e € A es un idempotente tenemos la siguiente descomposicién de
Peirce con respecto a e :

A=KeapUaYV,
donde U = {z € Ker(w)/2ex =z} y V = {z € Ker(w)/ex = 0}, ademds tenemos
las siguientes relaciones:

VECV, UVCU U*CV. (3.12)

Lema 3.3.1 5i¢ A es una train-algebra de rango 4 asociativa en las potencias que
satisface (3.9), M es un espacio vectorial de dimension finita sobre K y p: A —
End(M) es una representacion de A en la clase D, entonces para cualquier a € A se

cumplen las siguientes relaciones:
2u(a)® + p(a)u(a®) + p(a®) — 2w(a)pu(a)’ — wla)u(a®) = 0, (3.13)

2u(a)® + p(a)u(a®) + p(a®) = dp(a®) u(a), (3.14)

p(a®)p(a) — 2w(a)(a)® — wla)u(a®) = 0. (3.15)
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Demostracion:

Calculando las potencias de (a + m) se obtiene:
(a+m)? = a® + 2u(a)m
(a +m)® =a® + 2u(a)’*m + p(a®m
(a+m)* =a* +2u(a)®m + pla)p(a®)m + p(a®)m.
Como A es un elemento de D se tiene que cualquier elemento (a +m) € A satisface

(3.9). Reemplazando = por a + m en (3.9) se obtiene (3.13).

Ahora bien, como A es asociativa en las potencias, en particular en A se satisface:
(a+m)* = (a+m)*(a+m)’

lo cual implica (3.14). Reemplazando (3.14) en (3.13) se obtiene (3.15).0

Observacion 3.3.1 Notemos que la demostracion de nuestro lema solo se requiere
reemplazar x por a +m en (3.9). Por lo tanto, reciprocamente, la relacion (3.13)
implica que A satisface (3.9) y la relacion (3.14) implica que A satisface 2' = x%22.
Luego st K tiene caracteristica distinta de 2, de 3 y de b tendriamos que A es asocia-

tiva en las potencias. Es decir, bajo estas condiciones de K el lema anterior en vez

de constderar la implicancia en un sentido es una equivalencia.

Observemos que como M C Ker(&) se tiene que M = My & My, donde My =
{x e M/2u(e)xr =2} y My ={2 € M/ p(e)r = 0}, ademds de las relaciones (3.12)

se obtiene que:
eMy =0, eMy = My, UMy € My, UMy C My, VMy € My, VMy C My

Lema 3.3.2 Si A, M y p son como en el lema anterior, entonces para cualesquiera
x,y,z € A se tiene:

8p(w2)pu(y) + 8plwy)pu(z) + 8u(zy)p(z) — 2w(x)pu(2)pu(y) — 2w(2)p(x) p(y)—
2w(@)p(y)pu(z) — 2w(z)
2w(@)p(zy) — 2w(2)pu(ey) — 2w(y)u(zz) =0,
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y ademds

4/1(7“2)#(@/) + 8u(zy) () — 2w()pu(z)u(y) — 2w (@) u(y) () — (3.17)
2w(y)u(r)? — 2w(z)p(zy) — wly)u(x?) = 0. :
Demostracion:

Si ponemos ¢ =z +y en (3.15) se obtiene:

Ap(@?) p(y) + 8p(wy) () + Splzy) ply) + 4p(y?) () — 2w(x) p()ply) —
2w (@) p(y) () — 2w(@)p(y)? — 2w(y)p(@)? — 2w(y) () u(y) -
2w(Y)p(y)p(z) — 2w(z)p(zy) — wlz)p(y?) — wly)mz?) — 2w(y)p(zy) = 0.

Ahora si reemplazamos = por x + z en la relacién de arriba se obtiene (3.16) y si

hacemos = 2 en (3.16) se obtiene (3.17).0
Con estos dos lemas podemos demostrar el siguiente

Teorema 3.3.1 57 A, M, y p son como en los lemas anteriores entonces M es

wrreducible st y solamente st M es unidimensional.

Demostracion:
Notemos primero que Aes un algebra de Jordan de dimensién finita y Ker(&) es un
ideal de A que es nilpotente.

Supongamos que estamos en el caso particular en que My = 0, entonces tenemos
M = MyyeM =0,UM = 0. Consideremos en este caso L = {m € M = M,/ Vm =
0}, claramente L es un A-submddulo de M, entonces si M es irreducible se tiene que
L =0o0bien L = M. Si L = M entonces ;» = 0 lo cual es una contradiccién. Si
L = 0 quiere decir que para cualquier 0 £ m € M se tiene que existe a; € V' tal que
plar)m # 0, como V My C My se tiene que existe ay € V' tal que u(as)p(ar)m # 0.
Continuando este proceso tendremos que para cualquier n € N existe un subconjunto

{@n, 1, .. , a9, a1} de elementos no nulos en V' tales que

(@) - (ulaz) (u(ar)m)) ---)) # 0.
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Pero esto ultimo es una contradiccién a la nilpotencia de Ker(@). Luego My no puede
ser el espacio nulo.

Supongamos ahora que My = 0. En este caso M = My y ademas eM = M,
UM = 0. Consideremos en este caso N = {m € M = M,/ Vimm = 0}, claramente
N es un A-submoddulo de M, entonces si M es irreducible se tiene que N = 0 o bien
N =M. Si N = M entonces si 0 # m € M se tiene que p(e)m = tm, Um =0y
Vm = 0; luego [m] es un A-submddulo de M no nulo luego M = [m] de dimensién uno,
en este caso la demostracion terminaria aqui. Si N = 0 quiere decir que para cualquier
0 # m € M se tiene que existe a; € V' tal que pu(aq)m # 0, como V My C My se tiene
que existe a; € V tal que p(as)p(ar)m # 0. Continuando este proceso tendremos que
para cualquier n € N existe un subconjunto {a,, ay_1,...... , g, a1} de elementos no

nulos en V tales que

(@) - (ulaz) (u(ar)m)) ---)) # 0.

Pero esto tltimo es una contradiccién a la nilpotencia de Ker(©). Luego si My =0y
M es irreducible, entonces M es unidimensional.

Supongamos entonces My # 0y My # 0 en lo que sigue de esta prueba. Consi-
deremos R ={m € My/ pla)m =0Va € U}. Siponemos z =e, yc U yz €V en
(3.16), se obtiene:

2p(y)(2) + 8u(zy)ple) — 2u(2)p(y) — 2p(zy) = 0. (3.18)

Si evaluamos en m € R se tiene que p(y)u(z)m = 0, esto implica que p(z)m €
R VYm e M, Vz € V. Luego eR =0, UR =0, VR C R. Luego R es A-
submaddulo. Si suponemos que M es irreducible, entonces R = M o bien R = 0.
Notemos que R # M, pues si lo fuese R = My = M y My = 0 lo cual contradice
nuestra suposicién. Entonces R = 0.

En este caso definamos ahora R = {m € My/ p(a)m = 0, Ya € U}, evaluando

m € R’ en (3.18) se tiene que: pu(y)(u(z)m) = 0 para cualquier z € V' y para cualquier
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y € U, lo cual implica que V' deja invariante a I’. De aqui deducimos que R’ es un
A-submddulo de M. Como M es irreducible se tiene que R’ = 0 o bien R’ = M.
Notemos que R’ # M, pues si lo fuera M = My y My = 0, lo cual contradice nuestra
suposicion.

Entonces R’ = 0. De esto se tiene que si 0 # m € My, entonces existe a; € U
tal que p{a;)m # 0 como UMy C My y como R = 0 se tiene que existe ay € U tal
que p{as)p(ar)m # 0. Continuando este proceso tendremos que para cualquier n € N

existe un subconjunto {a,,a,_1,...... ,as, a1} de elementos no nulos en U tales que

(1(an)(- - - (u(az)(plar)m)) - --)) # 0,

pero esto tltimo es una contradiccién por nilpotencia de Ker (D).
Resumiendo, si M es irreducible M = [m] con p(e)m = (1/2)m, y pla)m =0
Va € N = Ker(w). O

Estudiemos el caso en que A es una train-algebra de rango 4 asociativa en las potencias
que satisface (3.10). Si z es un elemento de peso 1 sabemos que el siguiente es un
elemento idempotente:

e, = 3z — 322 + 23,

En este caso se tiene la siguiente descompocisién de Peirce relativa al idempotente
e:

A=KepUV

donde U = {z € Ker(w)/2ex =2} y V = {& € Ker(w)/ex = z}, ademds tenemos

las siguientes relaciones:
VECV, UV CU U*CV. (3.19)

Consideremos la clase £ de las train-algebras asociativas en las potencias de rango

4 que satisfacen (3.10) sobre el cuerpo K de caracteristica distinta de 2y 3. Sea A € £
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y sea M un espacio de dimensién finita sobre K, y p: A — End(M) representacion

de A en la clase £ como definimos en el capitulo dos.

Lema 3.3.3 S© A es una train-algebra de rango 4 asociativa en las potencias que
satisface (3.10), M es un espacio vectorial de dimension finita sobre K y p: A —
End(M) es una representacion de A en la clase £, entonces para cualquier a € A se

cumplen las siguientes relaciones:
2u(a)*+p(a) p(a®)+u(a’)—6w(a) u(a)*—3w(a) u(a*) +6w(a)’p(a) —w(a)’I = 0 (3.20)

2u(a)® + p(a)u(a®) + p(a®) = 4p(a®) u(a) (3.21)

4p(a®)p(a) — 6w(a)p(a)” — 3w(a)u(a®) + 6w(a)’u(a) — w(a)*I = 0. (3.22)

Demostracion:
Calculando las potencias de (a + m) se obtiene:
(a+m)? = a® + 2u(a)m
(a+m)* = a® + 2u(a)*m + p(a®)m
(a +m)* = a* +2u(a)®m + pla)p(a®ym + p(a®)m.

Como 21\, es un elemento de £ se tiene que cualquier elemento (¢ +m) € A satisface
(3.10). Reemplazando = por a +m en (3.10) se obtiene (3.20).

Ahora bien, como A es asociativa en las potencias, en particular en A se satisface:
(a+m)* = (a +m)*(a+m)?,

lo cual implica (3.21). Reemplazando (3.21) en (3.20) se obtiene (3.22).0

Observacion 3.3.2 Como en el caso anterior notamos que la demostracion de nue-
stro lema solo necesita reemplazar x por a+m en (3.10), por lo tanto, reciprocamente,
la relacidn (3.20) implica que A satisface (3.10) y la relacidn (3.21) implica que A
satisface v* = x*a?. Luego si K tiene caracteristica distinta de 2, de 3 y de 5 ten-

driamos que A es asociativa en las potencias.
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Observemos que como M C Ker(&) se tiene que M = My & My, donde My =
{x € M/2u(e)x =2} y My ={z € M/ u(e)r = 2}, ademds de las relaciones que

se dieron en (3.19) se obtiene claramente que:
eMy = My, eMy = My, UMy C My,
UMy € My, VMy € My, VMy C My.

Lema 3.3.4 Si A, M y p son como en el lema anterior, entonces para cualesquiera

x,y,2 € A se tiene:

8u(«%’2)u( )+ 8u(zy)p(2) + 8u(zy)p(z) — 6w(z)u(2)p(y) — 6w(z)pu(z)p(y)—
6w(z) p(y)pu(z) — 6w(2)p(y)p(r) — 6w(y)pu(x)p(z) — 6w(y)pu(z)p(z)—
6w(z) p(zy) — 6w(2)p(zy) — 6w(y)p(zz) + 12w(w2) uly) + 12w(zy) pu(z)
+12p(zy)p(z) — bw(zy2z) = 0.

(3.23)
Demostracion:
Si ponemos a =z +y en (3.22) se obtiene:
p(@®) ply) + 8p(ay) () + 8u(zy) ply) + 4ply®) () — bw(w)p(z)p(y)—
6w () pu(y) () — 6w (x) (y)u(x)? — bw(y) — 6w(y)p(y) ()

u( )2 — 6w (@) p(y)
(y (zy)

—6w(@)p(ay) — 3w(x) u(y?) — 3w(y)u(a?) — 6w (y)p(zy) + bw(z

w(
0 ) I
2w (zy)p(w) + 12w(zy) p(y) + 6w(y)*uw(z) — 3w(a?y)I — w(zy?) T

(y)+
=0
Ahora si reemplazamos x por x + z en la relacién de arriba se obtiene (3.23).0
Con estos dos lemas podemos demostrar el siguiente
Teorema 3.3.2 Si A, M, y p son como en los lemas anteriores entonces M es

wrreducible st y solamente st M es unidimensional.

Demostracion:
(La demostracién es similar a la demostracién del Teorema 3.3.1, cambiando al-
gunos nombres y algunas relaciones, de modo que en este caso no daremos todos los

detalles y nos referiremos a ésta cuando sea necesario.) Notemos primero que A es
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un algebra de Jordan de dimensién finita y Ker(&) es un ideal de A que es nilpo-
tente. Al igual que en la demostracién del Teorema 3.3.1 esta nilpotencia implica el
teorema trivialmente cuando My = 0 o bien My = 0, de modo que en lo que sigue
supondremos My # 0y My # 0.

Consideremos R = {m € My / p(a)m =0Va € U}. Si ponemos x =e¢, y € U y

z € V en (3.23) se obtiene:

dp(2)p(y) + 2u(y) u(z) +4p(zy)p(e) — 3p(2)w(y) — 3pu(y)pu(z) — 3u(zy) = 0. (3.24)

Si evaluamos m € R en la relacién anterior se tiene que p(y)u(z)m = 0, esto implica
que

u(zyme R Ym e M, Yz €V, luego
eR=R, UR=0, VRCR, luego R es A-submédulo.

Si suponemos que M es irreducible entonces R = M o bien R = 0. Notemos que
R # M, pues silo fuese R = My, = M y My = 0lo cual contradice nuestra suposicion.
Entonces tenemos R = 0. En este caso definamos ahora R' = {m € My / pla)m =
0, Va € U}, evaluando m € R’ en (3.24) se tiene que: pu(y)(pu(z)m) = 0 para cualquier
z € V y para cualquier y € U, lo cual implica que V' deja invariante a R’, entonces de
aqui deducimos que R’ es un A-submddulo de M. Como M es irreducible se tiene que
R' =0 o0 bien R' = M. Notemos que R' # M, pues si lo fuera M = My y My =0lo
cual contradice nuestra suposicién.

Entonces R' = 0. De esto se tiene que si 0 # m € My entonces existe a; € U
tal que p{a;)m # 0 como UMy C My y como R = 0 se tiene que existe ay € U tal
que plas)p(ar)m # 0, continuando este proceso, al igual que en la demostracién
del Teorema 3.3.1, tendremos que para cualquier n € N existe un subconjunto

{@n, 1, .. , a9, a1} de elementos no nulos en U tales que

(1(an)(- - - (u(az)(plar)m)) ---)) # 0,

pero esto tltimo es una contradiccién por nilpotencia de Ker (D).
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Resumiendo, si M es irreducible M = [m] con p(e)m = im, y p(a)m = 0

Va € N = Ker(w). O

Consideremos ahora la clase F de las train-algebras asociativas en las potencias
de rango 4 que satisfacen (3.11) sobre el cuerpo K de caracteristica distinta de 2 y
3,sea A € F y sea M un espacio de dimensién finita sobre K, y p: A — End(M)
una representaciéon de A en la clase F.

Si A € F, entonces existe un idempotente e € A, a saber, si x es de peso 1
entonces: e, = 372 — 223 es idempotente de peso 1, como vimos en la Proposicién
3.2.3. Ademas si e € A es un idempotente tenemos la siguiente descomposicion de

Peirce con respecto a e :
A=KedU®V, & Vi, donde
U={x€Ker(w)/2ex =z} y V)\ ={2 € Ker(w)/ex = Az}, A € {0,1}.
Ademaés tenemos las siguientes relaciones:
Vi=VE=WVi=0, U, CUaV, UCUaV, U*CVydVi.  (3.25)

Proposicion 3.3.1 Si A es una train-algebra de rango 4 asociativa en las potencias
que satisface (3.11), M es un espacio vectorial de dimension finita sobre K y u: A —
End(M) es una representacion de A en la clase F, entonces para cualquier a € A se

cumplen las siguientes relaciones:
2u(a)’ + pla)p(a®) + p(a®) — dw(a)u(a)® — 2w(a)u(a’) + 2w(a)’u(a) =0, (3.26)

2u(a)® + p(a)u(a®) + p(a®) = dp(a®) u(a), (3.27)
2u(a*)ua) — 2w(a)u(a)’ — wla)p(a®) +w(a)*u(a) =0, (3.28)

Y particularmentesecumple : p(a*)pu(a) =0 Va € Ker(w). (3.29)
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Demostracion:

Calculando las potencias de (a + m) se obtiene:
(a+m)? = a® + 2u(a)m,

(a+m)® = a® + 2u(a)*m + p(a®)m,
(a+m)* =a* +2u(a)®m + pla)p(a®)m + p(a®)m.

Como A es un elemento de F se tiene que cualquier elemento (a +m) € A satisface
(3.11). Reemplazando  por a4+ m en (3.11) se obtiene (3.26). Ahora bien, como A

es asociativa en las potencias, en particular en A se satisface:

(a +m)* = (a+m)*(a+m)?

lo cual implica (3.27). Reemplazando (3.27) en (3.26) se obtiene (3.28).

Ahora reemplazando = en (3.28) por a € N = Ker(w) se obtiene (3.29). O

En este caso se aplica el mismo comentario que se hizo el Observacion 3.3.2.

Observemos que como M C Ker() se tiene que
M =M, ® M, & My,

donde My ={z e M/2ule)x=1a} v My={x e M/ ple)z = Az}, con A € {0,1}

a partir de las relaciones que se dieron en (3.25) se obtiene claramente que:
eMo =0, eMy = My, eMy = My, UMy C Mo & My, UMy C My & M,

UM, C My & My, VoMo =0, VoM, =0, VoMy C My & M,

ViMy =0, ViM, =0, ViMy C My @ M.
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Proposicion 3.3.2 Si A, M y p son como en el lema anterior, entonces para cua-

lesquiera x,y,z € A se tiene:

plxz) py) + dp(ey)p(z) + 4p(zy)p(z) = 2w(@)p () () = 2w(2) () ply) -
2w (@) p(y)pu(z) = 2w(2)ply) i) — 2w(y)p(@)p(z) — 2w(y)u(z)p(e) -
w(w)ul(z )—2w(2) (2y) = 2w(y)p(rz) + 2w(zz)p(y) + 2w(zy)p(z)

+2w(zy)p(z) = 5.30)

Ademds satisface las siguientes relaciones:

2u(2®) pu(y) + 4p(ey) p(z) — 2w (@) p(2) puly) — 2w(z)u(y) p(z) — 2w(y)u(s)?.
—2w(z)p(zy) — wy) p(a?) + 2w(zy) p(x) + 2wlzy) p(z) + w(z®)u(y) =0,

(3.31)
2p(v)ple) = p(v) Yo € 11, (3.32)
1(v)2 =0 Yo e V;, (3.33)
2u(2)ple) = p(z) Vz € Vo, (3.34)
w(z)? =0 vz € V4. (3.35)

Demostracion:
Si ponemos a = x + y en (3.28) resulta:

dp(ry) (@) 4+ 2u(y*) pz) + 20(2®) puly) + 4p(ry) ply) — 2w (@) (@) u(y)
=20 (@) p(y) () — 2w(z) p(y)? — 2w(y)w(@)? — 2wly ) (z)p(y)— (3.36)
2w(y)p(y)p(z) — 2w(z)p(zy) — w(@)u(y?) — wy)p(@?) — 2w(y)u(zy) '
+2w(zy) () + w(y?) (@) + wlz )2u(y)+2w(:vy) (y) = 0.

Si hacemos ahora x = z + z en la relacién anterior se obtiene (3.30) y si en (3.30)
hacemos z = x tenemos (3.31).

Ahora si en (3.31) ponemos x = ey y = v € V; obtenemos (3.32). Y si en vez
de eso ponemos x = v € V; y y = e también en (3.31) obtenemos (3.33). Del mismo

modo se obtienen las relaciones (3.34) y (3.35) para V. O

Definicién 3.3.1 Diremos que la representacion p es de dimension r si M es un
espacio vectorial de dimension r. Luego p(a) puede pensarse como una matriz de

rXr.
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En lo que sigue damos un ejemplo de una representacion de dimensién 3 para
algebras que satisfacen (3.11). Hay subespacios invariantes del médulo de dimensiones

uno, dos y tres; donde sélo el de dimensién uno es irreducible.

Ejemplo 3.3.1 Consideremos el dalgebra A del ejemplo 2.2.2: Sea A un dlgebra con-

mutativa de dimension 4 sobre el cuerpo de los nimeros reales con base {e,u,v, z}

2

con tabla de multiplicacion e = e, 2eu = u, ev = v, uv = z y todos los otros pro-

ductos nulos. Se verifica facilmente que x* = 2?2 Va € A, luego se tiene que A es
asociativa en las potencias. Ademds satisface la identidad z* — 2w(z)x3 +w(z)?2? = 0.

St a =aje+ au + azv + asz es un elemento de A, definamos la funcion p por

0 0 as + as
pla)=1 0 a as
0 0 %(Ll

Afirmamos que |1 es una representacion 3-dimensional de A. En efecto: Se tiene que

0 0 aas+2a a3 0 0 alas+ 3a2as
pa®) =1 0 o aras yque u(@®) =1 0 a as
00  la 00  lad

0 0 3ai(as+as) 0 0 3di(as+as)

0 2a3 Talay +| 0 a 2afay

0 0 1a} 0 0 1a}

0 0 alay + 3a’a; 0 0 3ai(as+as)

+1 0 a atas —da; | 0 d? 2aras

0 0 1a 0 0 1a?

0 0 aiae+ 2a;103 0 0 as+as
—2a; | 0 a2 a,as +2a2| 0 o a9 =0

0 0 Lo 00 la

Ademas
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0 0 2a%ay+ 4alay
20(a)® + pla)p(a®) + u(@®)=| 0 4ad 6a?as = 4u(a®)p(a)
0 0 ai
Luego v es una representacion de A en la clase F. Sea S # 0 un subespacio
invariante de M. Sea w = (z,y,t) € S. Supongamos que t # 0. Como p(a)(w) €
S, Va € A, se tiene que (t(az+as), ay+ast, sait) es un elemento de S para cualquier
valor real de ay,aq, a3, aq. Tomemos el elemento a = v+ z, (a3 = 0 = az,a3 = 1)
entonces £(1,0,0) = (¢,0,0) € S. Luego (1,0,0) es un elemento de S. Sea ahora
a=u—v+z (ag =0,a2 =1,a3 = —1) entonces ¢(0,1,0) = (0,¢,0) € S. Luego
(0,1,0) es un elemento de S. Finalmente, sea a = 2¢ + z, (a1 = 2,a3 = 0 = ag)
entonces (0,2y,t) = y(0,2,1) +¢(0,0,1) € S. Luego (0,0,1) es un elemento de S.
luego los vectores, (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) son elementos de S y ellos son claramente
linealmente independentes. Por lo tanto dim(S) =3 y S = M. Sit = 0, entonces
p(a)(w) = (0,a1y,0) € S. Luego {w = (2,9,0) / z,y € R} es subespacio invariante
de dimension 2. Claramente se observa que < (0,1,0) > es tambien un subespacio

invariante contenido en el anterior e irreducible. O

En este caso, no hemos podido obtener un resultado como el de los casos anteriores.
Creemos que es debido a que no pudimos probar que Ker(w) es nilpotente, pero
pensamos que incluso en ese caso no es tan simple encontrar los médulos irreducibles,
debido a lo complejas de las relaciones entre U, Vi y Vi con My, My y My. Ademas
éste es el unico caso de los tres que no es de Jordan, tal vez esto juege en contra
de nuestros propoésitos, sin embargo, tenemos condiciones muy interesantes paa
(Prop. 3.3.2) que nos llevan a pensar que las relaciones antes mencionadas no son tan
cahoticas y que necesariamente los moédulos irreducibles no pueden tener dimensiones

demasiado grandes.
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3.4 Train-algebras que satisfacen identidades poli-
nomiales de grado 3 o 4

En esta seccion estudiamos train-algebras de rango 3 que ademds satisfacen iden-
tidades polinomiales.
Las train-algebras de rango tres no forman una variedad, de hecho, por ejemplo

podemos considerar una train-algebra de rango tres con ecuacién train
3 2 2. _
0 — (14 y)w(x)z® + yw(z)*z =0

con vy # %, como vimos en el Teorema 2.3.1 esta necesariamente tiene un idempotente
no nulo, sin embargo la subdlgebra Ker(w) no tiene idempotentes no nulo, luego no
es una train-algebra de rango tres, y en una variedad toda subalgebra de un elemento
de la variedad es también un elemento de la variedad. Por esta razén quisieramos
relacionarlas con algunas variedades de dlgebras. Obtendremos resultados que aso-
cian a las train-algebras con las dlgebras asociativas y las algebras de Jordan que si
forman variedades en cada caso por separado. En este capitulo K serd un cuerpo de
caracteristica distinta de 2 y 3, y A serd una train-algebra de rango 3 sobre K con
ecuacion train

2 — (14 y)w(x)z? + v (x)r =0 (3.37)

con v un escalar distinto de 1/2. La descomposicién de Peirce asociada al idempotente

e es la siguiente:
A=KedU®V con U*CV,UVCV, V=0 (3.38)
donde U = {z € Ker(w)/ 2ex=z}yV ={z € Ker(w)/ exr=rzx}.

Segun el trabajo de Hentzel y Piacentini-Cattaneo [11] existe una tnica familia

de identidades de grado 3 que no son consecuencia de la ley conmutativa, a saber:

a(zy)z + Blyz)x +6(zx)y = 0. (3.39)
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Teorema 3.1 Toda train-algebra de rango 3 que ademds satisface una identidad de

grado 3 es un dlgebra asociativa.

Demostracion:

Consideremos una train-algebra A de rango 3 de ecuacién train (3.37) sobre un
cuerpo K con idempotente e y descomposicién de Peirce como en (3.38). Recordemos
que V' #£ 0. Supongamos que A satisface una de las identidades de (3.39), para ciertos

a, (3,0 en K. Si ponemos x =y = z = e en (3.39) tenemos que
a+pB+0=0.

Si o« =0 o bien 3 =0 o bien § = 0 se obtiene la asociatividad de inmediato, y el
teorema quedaria demostrado en ese caso.

Supongamos entonces que o« #= 0, 8 # 0y & # 0, en este caso supongamos
que U # 0, ahora tomando x = y = ey 0 # 2z = u € U en (3.39) se tiene que
%au + }IBU + iéu =0y luego

204+ 5+0=0

que junto a o+ 5+ d = 0 implica que o« = 0. Lo cual es una contradiccién. Entonces
tenemos que U = 0. Por otra parte, como V # 0 tomemos v € V, v # 0. Tomando
ahoraz = e =yy 2z =v €V en (3.39) obtenemos que ayv + (B + §)y*v = 0.
Entonces,
ay(l—v)=0.

Como a # 0 tenemos que v =0 o bien v =1.

En el caso en que v =0, y como U =0 se tiene que siz = de+v , y = ke + '
y z = pe + v entonces

x(yz) = (zy)z = Akpe.

Por otro lado en el caso en que v =1 y escribiendo z,y y 2z como antes se tiene:

z(yz) = (zy)z = Akpe + Axv” + Apv' + kpu.
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Es decir, en ambos casos se tiene que A es asociativa. O

Un resultado de Carini, Hentzel y Piacenttini-Catteneo [3] dice lo siguiente:
S1 A es un dlgebra no asociativa sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de
2 y de 3, que satisface una tdentidad polinomial de grado 4 que no es implicada por

la conmutatividad, entonce A satisface una de las siguientes identidades:

ar?z? + B2t =0, (3.40)

Bl(ya®)z — ((y)z)a} + 6{ya” — ((y2)z)a} =0, (3.41)

af(zy)* — 2y} + B{((=zy))y + ((wy)y)z — (yP2)z — (2®y)y} =0,  (3.42)
(@y)2)t — ((zy)t)z + ((y)z)z — ((WH)2)z + (y2)t)x — ((y2)a)t =0.  (3.43)

donde o, B y 0 son pardmetros en K.

Estudiaremos cada una de las relaciones de arriba por separado y luego los resul-

tados aislados los uniremos en un sélo teorema.

Lema 3.1 Si (A,w) es un dlgebra ponderada conmutativa sobre un cuerpo de carac-
teristica distinta de 2, de 3 y de 5 que ademds satisface (3.40), entonces A es un

algebra de Jordan.

Demostracion:

Considerar z en A de peso 1, evaluando en (3.40) y tomar w a ambos lados de
la igualdad se tiene que: «a + 8 = 0. Luego la ecuacién en cuestion es equivalente a
r2z? = 2, que como sabemos (ver Schafer[20],pag. 130) es un relacién equivente a

asociatividad en las potencias. Por el Teorema de Ouattara (Teorema 2.3.2) se tiene

que A es un éalgebra de Jordan. O

Estudiemos ahora el caso en que A satisface (3.41).



Lema 3.2 Sea A una train-algebra de rango 3 sobre un cuerpo K de caracteristica
distinta de 2 y de 3 que satisface (3.41). Entonces A es un dlgebra de Jordan o bien
U=0y ademds By+06(1+~) =0, en este caso A satisface (zy)*> = 12y

Demostracion:
Como V # 0 existe v € V, v # 0. Poniendo z = ey y = v € V en (3.41)
obtenemos que

(L =7)[By+0(1+7)]=0.

Si By +3d8(1+7v) # 0, entonces vy =0 o =1, y por el teorema de Ouattara
(Teorema 2.3.2) se tiene que A es un algebra de Jordan .

Si A no es un éalgebra de Jordan, es decir, v #20 y v # 1, entonces
By+0(1+7v)=0.

Supongamos en este caso que U # 0. Tomemos ahoraz =ey y=ue U — {0}y

reemplacemos en (3.41) , se tiene que (5 + 36)u = 0. y por tanto
b+36 =0.

Restando [y + §(1 + )] = 0 a la tltima ecuacién multiplicada por v y teniendo en
cuenta que vy # % obtenemos que 6 = 0 y 5 = 0, una contradiccién. Si A no es un
algebra de Jordan entonces U =0y A = Ke® V. Tomando z = de+v y y = ke+ v’

se tiene que: (zy)? — z%y? = 0. O

Nota 3.1 Para que A no sea un dlgebra de Jordan, necesariamente U = 0 y entonces
resulta A= Ke®V con V? =0, la cual tiene una estructura bastante pobre. En

este caso la identidad (3.41) se transforma en:

—{(z*)z = ((yz)2)2} + y{y2® — (ya*)z} = 0.
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Nota 3.2 En particular si 430 =0, tenemos que A es un dlgebra de Jordan y la

ecuacion (3.41) se convierte en :
yr’ +2((yz)z)z — 3(ya*)z =0,

relacion que es una consecuencia de la identidad de Jordan. El lema anterior muestra

que en el caso de train-algebras de rango 3 se tiene el reciproco.

Nota 3.3 En el caso en que [+ 35 # 0 los elementos de A satisfacen (zy)? —
x%y? = 0. Esta identidad no implica ni es contradictoria con la identidad de Jordan.
Por ejemplo, consideremos el dlgebra conmutativa real A con base {e,v} y tabla de
multiplicacion €* = e, ev = ve = vy todos los otros productos nulos. Entonces
A es una train-algebras de rango 3 que satisfacen (3.41) para cualesquiera S y § no
nulos y que ademds es un dlgebra de Jordan. Consideremos ahora el siguiente ejemplo,
nuevamente A es un dlgebra conmutativa real con base {e,v} y tabla de multiplicacion

2 — e = +
e =e y ev=ve=gj

v y todos los otros productos nulos. Entonces A es una train-
algebra de rango 3 que satisface (3.41) para =4 y 6 = —1, pero A no es un

algebra de Jordan.

Estudiemos ahora el caso en que A satisface la identidad (3.42).

Lema 3.3 Sea A una train-algebra de rango 3 sobre un cuerpo K de caracteristica
distinta de 2 y de 3 que satisface (3.42). Si [ # 0, entonces A es un dlgebra de

Jordan. Si =0, entonces A satisface (xy)* = 12y

Demostracion:
Como V' # 0, tomemos v € V — {0} y A € K no nulo y tal que \* # —1.

Reemplazando, z =Xe+v y y =e+ Av en (3.42), se obtiene:

B+ )1 -} =0.
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Si B # 0 entonces como A # 0y como 1 + A? # 0, se tiene que v = 0 o bien v = 1
lo cual implica, por el resultado de Ouattara (Teorema 2.3.2) que A es un dlgebra de
Jordan. En el caso en que 3 = 0, se tiene que A satisface of(zy)? — 2?y*} = 0, lo

cual implica que A satisface (zy)? = 22y2. O

Nota 3.4 La identidad (zy)? — 2%y? = 0, tal como en el caso anterior, no implica ni
es contradictoria con la identidad de Jordan. Por ejemplo, consideremos el dalgebra real
conmutativa A con base {e,u,v} y tabla de mulliplicacion €* = e, 2eu = 2ue = u,

ev =wve =uv y todos los otros productos nulos, A es una train-algebra de rango 3 que
satisface

2® — 2w(z)2”® + w(z®)z = 0.

Esta ademds es un dlgebra de Jordan que satisface (zy)? = z®y®. Si consideramos,
ahora, el dlgebra real conmutativa A con base {e,u,v} y tabla de multiplicacién e* =

e, 2eu = 2ue =u, ev =ve = 2v y todos los otros productos nulos, entonces A es

una traimn-algebra de rango 3 que satisface

2? — 3w(z)2® + 2w(2?)z = 0,

que no es un dlgebra de Jordan y que cumple con (zy)* = x2y>.

Finalmente consideremos las train-algebras de rango 3 que satisfacen (3.43), para

luego fusionar estos lemas en un solo teorema a modo de resumen.

Lema 3.4 5i A una train-algebra de rango 3 sobre un cuerpo de caracteristica dis-

tinta de 2 y de 3 que satisface la relacion (3.43), entonces A es un dlgebra de Jordan.

Demostracion:
Supongamos que A es como en el Lema. Consideremos A € K —{0} y v € V —{0}

Reemplazando x =y =e, 2=Xe+v yt=-e+ \v en (3.43) se tiene que

Ny (y —1) =0.
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Como A # 0 se tiene por el resultado de Ouattara (Teorema 2.3.2) que A es un

algebra de Jordan.O
Las demostraciones de estos cuatro lemas son la prueba del

Teorema 3.2 Si A es una train-algebra de rango 3 que satisface una tdentidad poli-

nomial de grado 4, entonces A es un dlgebra de Jordan o satisface (zy)* — z%y* = 0.



Capitulo 4

Problemas Abiertos

A modo de epilogo presentamos algunas preguntas que podemos (y debemos) hacernos
naturalmente una vez leida esta tesis, o la literatura, pero siguiendo esta linea de
trabajo, queremos hacerlo aqui para lograr tal vez que alguien nos ayude a responder.
Una primera pregunta que nos surge es un cuestionamiento que dejamos planteado
en la introduccién, ;Cudl es la variedad de algebras generada por las train-algebras de
rango 37 Esta pregunta es crucial en la teoria y representa un desafio enorme tratar
de responderla. Creemos que nuestra seccién acerca de identidades polinomiales y
train-algebras de rango tres, puede dar algunas luces al respecto, pero pensamos que
debemos entender muy bien algunas cosas antes de dar respuesta a esta pregunta.
Una segunda pregunta es ;Cuédles son los médulos irreducibles para train-algebras
de rango 4 en general, no solamente asociativa en las potencias? Esta pregunta es muy
natural, pero creemos que necesitaremos un tiempo importante en responderla, ya que
solo el caso de las train-algebras asociativa en las potencias nos tomé mucho tiempo.
Otras preguntas son ;Cudles son los mddulos irreducibles sobre train-algebras
que satisfacen 2" — 2w(x)x® + w(x)?2?? ; Cual es la envolvente universal de las train-
algebras de rango 3 y la envolvente universal de las train-algebras de rango 4 asociativa
en las potencias? ;jSerd de dimensién finita como las de Jordan? ;o Noetherianas como
las de Lie? Este es el paso siguiente y obligatorio luego de leer nuestra seccién acerca

de train representaciones.

49
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Una pregunta muy interesante y que nos apasiona es ;Cudles son las condiciones
que aseguran la existencia de idempotentes en train-algebra de rango n, para cualquier
n € N?

Esperamos prontamente responder a estas preguntas, o leer algin articulo o

articulos que nos ayuden a responderlas.
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