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UTILIZACION DE METODOS DE CALCULO VARIACIONAL EN PROBLEMAS DE
DISENO DE MECANISMOS

El objetivo del presente trabajo es desarrollar técnicas de calculo variacional que per-
mitan resolver problemas de diseno de mecanismos. En particular, se aborda con este
enfoque el problema de diseno éptimo de subastas, para el caso de uno y dos jugadores.
Usando estas técnicas se caracterizan las soluciones del problema resuelto por Myerson
[5], agregandose ademés el desarrollo de un algoritmo que no requiere utilizar de forma
explicita la técnica de “ironing”.

En el caso de un jugador se caracteriza completamente la solucién del problema y se
demuestra que esta caracterizacion es equivalente a la encontrada por Myerson. En el ca-
so de dos jugadores, asumiendo que las valoraciones virtuales de ambos jugadores tienen
una cantidad finita de cambios de crecimiento y son constantes en una cantidad finita
de intervalos maximales, se desarrolla un algoritmo que permite encontrar la solucién. El
problema se caracteriza como el de encontrar la frontera entre los conjuntos de asigna-
cién propios de cada jugador (lo que es posible debido a la existencia de una solucién
bang-bang al problema) y se encuentran las condiciones necesarias que debe satisfacer
esta frontera en el 6ptimo. Ademads, se muestra que la frontera que induce la solucion de
Myerson satisface las condiciones necesarias encontradas.

Las condiciones de optimalidad indican que los puntos que pertenecen a una zona
estrictamente creciente de la frontera son tales que las valoraciones virtuales de ambos
jugadores son las mismas. Por otro lado, las zonas donde la frontera es un segmento ho-
rizontal o vertical corresponden a intervalos de tipos distintos que son tratados de forma
idéntica por el disenador. Estos intervalos pueden ser precisamente caracterizados de for-
ma variacional y corresponden a intervalos donde la integral de la valoracién virtual es
igual al valor que tendria la integral si esta funcién fuera constante.

Este trabajo deja abierta la caracterizacion para el caso general de N jugadores. Por
otro lado, la caracterizacion variacional se basa en la existencia de una solucién del tipo
bang-bang. Queda abierta la pregunta de cémo demostrar que esto es cierto sin conjeturar
un problema relajado cuya solucién termine siendo la solucién del problema original (como
en Myerson [5]).
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Capitulo 1

Introduccion

Las subastas se inventaron hace mucho tiempo, segiin Krishna [2] existen registros de
que ya se usaban en Babilonia por el ano 500 A.C. y han perdurado hasta el dia de hoy
como un medio para vender objetos. Sin embargo, no fue hasta la década de 1960 que
comenzo a desarrollarse la teoria econémica de las subastas, los origenes de ésta se encuen-
tran en el trabajo de Vickrey [7], quien las analiz6 como juegos de informacién incompleta.

En la actualidad casi cualquier cosa puede ser subastada. Obras de arte y antigiieda-
des son probablemente lo primero que se nos viene a la cabeza, pero muchos objetos y
también bienes intangibles como acciones, derechos de propiedad, licencias, etc. pueden
ser, v son, subastados.

Uno de los recientes fendmenos a nivel mundial son las subastas de espectros (3G), en
las que companias de telecomunicaciones compran al gobierno licencias que les permitan
transmitir senales en una determinada banda del espectro electromagnético. Se considera
que la aplicacién préactica de la teoria de subastas comienza en los anos 1993-1994, pre-
cisamente con el diseno de las subastas de espectro de Estados Unidos. La necesidad de
asignar una gran cantidad de licencias a companias de teléfonos celulares habia sobrepa-
sado el aparato regulador, basado en ese entonces en la comparacion de cada una de las
propuestas recibidas, y el pais habia llegado a la situacién en que las licencias simplemente
se sorteaban en una loteria. Se necesitaba cambiar la forma de asignar las licencias y se
abria la pregunta de cémo disenar el mercado de subastas de espectro. Desde esa fecha,
expertos en teoria de subastas han disenado subastas de espectro para paises en todos los
continentes (para més detalles ver Milgrom [4]).

Disenar una subasta consiste en decidir las reglas bajo las cuales ésta operara. Proba-
blemente el tipo de subasta mas conocida sea la inglesa, en la que el vendedor anuncia un
precio inicial bajo para el objeto, llamado precio de reserva, y a continuacién lo va incre-
mentando continuamente en pequenas cantidades. Los compradores expresan su interés
en comprar el objeto levantando su mano y cuando se enfrentan a un precio que no estan
dispuestos a pagar, la bajan. La subasta termina cuando se llega a un precio para el que
hay so6lo un interesado, quien compra el objeto y el precio que paga es el anunciado en el
momento en que se retir6 el tltimo competidor.
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Otro tipo de subasta es la holandesa, en la que el subastador comienza anunciando
un precio alto para el objeto y luego lo disminuye continuamente hasta que alguien anun-
cie su interés. El objeto se vende entonces al interesado y al precio establecido. También
existe la subasta a primer precio cerrada, en la cual los compradores declaran un precio
en sobres cerrados y el objeto lo compra la persona que declara el mayor valor, pagando
el precio que declaré. Por dltimo, en la subasta a segundo precio cerrada los compradores
igualmente declaran un precio en sobres cerrados y el objeto lo compra la persona que
declara el mayor valor, esta vez pagando el precio del segundo valor més alto declarado.

Cuando se desea subastar un bien, la elecciéon de las reglas de la subasta puede afectar
en gran medida su resultado. Un ejemplo de esto data de 1990 en Nueva Zelanda, cuando
el gobierno realizé las primeras subastas de espectro donde se vendian licencias idénticas
para senales de television. La decision de los especialistas, para las cuatro primeras subas-
tas, fue la de realizar simultaneamente una subasta a segundo precio cerrada para cada
licencia, lo que tuvo resultados desastrosos. Con estas reglas ni siquiera se tenia claridad
de la estrategia que cada comprador debia utilizar y ocurrié que las apuestas de los com-
pradores se repartieron entre las licencias de forma tal que las diferencias entre el mayor
y el segundo mayor valor declarado eran impredecibles.

En la primera subasta, una de las agencias compradoras aposté NZ$401.000 en seis
de las licencias y consiguié solo una a un precio de NZ$100.000, mientras que otra que
aposté NZ$255.000 a una unica licencia la compré en NZ$200.000. En otra subasta un
comprador que declaré un precio de NZ$100.000 terminé pagando NZ$6 y otro que de-
claré NZ$7 millones pagé NZ$5.000. Las ganancias totales, que los asesores habian proyec-
tado en NZ$250 millones terminaron siendo de NZ$36 millones. La reaccién del gobierno
fue cambiar las reglas a una subasta a primer precio cerrada, lo que en principio no garan-
tizaba mejores resultados. Finalmente, este cambio no pudo revertir el problema mayor,
cada comprador se veia forzado a elegir entre el riesgo de obtener muchas licencias y el
riesgo de obtener pocas, por lo que se formaba un juego de adivinanzas en el que la suerte
jugaba un rol importante (para més informacién ver Milgrom [4]).

El diseno de la subasta también debe adaptarse a las circunstancias en las que se
realizard. Segin Klemperer [1], en el afio 2000 el Reino Unido realizé una subasta ascen-
dente de licencias de espectro para teléfonos celulares de tercera generacion, las cuales se
vendieron a un precio sobre los 600 euros por persona. Igualmente, Suiza debia realizar la
subasta de 4 de estas licencias y simplemente imité la subasta ascendente efectuada en el
Reino Unido. Inicialmente habian muchos interesados en participar en la subasta, pero las
pequenas companias se dieron cuenta de que bajo estas reglas no podian competir contra
rivales mas fuertes y decidieron no participar. Cuando se llevo a cabo la subasta, habian
solo 4 compradores, de los cuales ninguno podia obtener mas de una licencia, compitiendo
por las 4 licencias. Naturalmente cada compania obtuvo una licencia pagando el precio
de reserva, que por lo demads era increiblemente bajo, un treintavo de lo conseguido en el
Reino Unido y un cincuentavo de lo que los Suizos esperaban obtener.

Sabiendo que el disenio de la subasta es muy importante, un vendedor que desea
subastar un objeto entre varios compradores puede preguntarse qué procedimiento le
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reportard un mayor ingreso o una mayor utilidad. Un estudio detallado del problema le
permitiria disenar la subasta de mejor manera. Sin embargo, el problema parece imposible
de abordar pues existen demasiadas variantes y factores que controlar.

El articulo seminal de Myerson [5] muestra que, a partir del Principio de la Revelacién,
es posible escribir un problema matematico con suficiente estructura para tratar de re-
solverlo. En el presente trabajo se abordara el problema desde esa mirada, que pertenece
a una de las ramas de la Teoria de Juegos llamada Disenio de Mecanismos, y se usaran
adicionalmente técnicas de Calculo Variacional en el desarrollo de ideas y busqueda de
resultados.
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Planteamiento del problema

2.1. Definiciones

Consideremos el problema que enfrenta una persona, cuyo deseo es vender un objeto
de la manera mas conveniente, sin saber lo que los posibles compradores estan dispuestos
a pagar por ese objeto.

Para comenzar a definir el problema llamemos N el conjunto de todos los posibles n
compradores del objeto, es decir:

N=A{1,...,n}

Cada comprador i € N tiene una valoracion t; del objeto, que es lo méaximo que esta dis-
puesto a pagar por éste. Como ya mencionamos, el vendedor desconoce estos valores y su
informacion sobre cada uno de los compradores i € N consiste en una densidad de pro-
babilidad continua sobre un intervalo finito, es decir f; : [a;, ;] = R* donde asumimos:

—0o < a; < b; < 00
fz(sz) >0 VSZ' < [ai, bz]
fi(+) continua

Por lo tanto las funciones de distribucién F; : [a;, b;] — [0, 1] definidas por:

/ fi(s:)ds;

Nos dan la probabilidad (segin el vendedor) de que la valoracién del comprador ¢ sea
menor o igual a t;. Definamos los siguientes conjuntos de valoraciones conjuntas:

T= x [CLZ', bz]
ieN
T—i = X [Clj,bj] Vie N
J#i
Para un vector de valoraciones t = (t1,...,t,) € T, supondremos que los jugadores son

independientes y por lo tanto la densidad conjunta que percibe el vendedor sera:
= [1 @)
iEN

4
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También supondremos que cada comprador percibe a los demas de la misma forma en
que lo hace el vendedor, por lo tanto la densidad conjunta en T_; para el vendedor y para
el jugador ¢ sera:

foit—) = H i)
jEN
J#i
Ademas, la valoracion del vendedor por el objeto tg, serd conocida por todos los compra-
dores.

El vendedor busca el mecanismo que le reporte la maxima utilidad esperada. Gracias al
Principio de Revelacién (ver Myerson [5]), basta considerar solamente mecanismos direc-
tos, es decir un par (p,z) conp : T'— R" ;2 : T'— R™ donde para cada t = (t1,...,t,) € T
vector de valoraciones reveladas por los compradores, p;(t) sera la probabilidad de que el
jugador i se quede con el objeto y x;(t) seré el pago esperado del comprador 7 al vendedor.

Si la valoracién del comprador i es t;, pero éste miente y revela al vendedor que su
valoracion es s;, su utilidad esperada seréa:

ti/ Pi(Siyt_q) foit_s)dt_; — / wi(8i,t—q) foilt_s)dt_;

T T,

Por lo tanto definimos Uj;, la utilidad esperada al decir la verdad, como:
Ui(p,x, ;) = tz‘/ pi(t) f-i(t—s)dt_; — / i(t) f-i(t—s)dt—;

T, T,

Un mecanismo (p, z) serd compatible en incentivos si los jugadores tienen incentivos a
decir la verdad, es decir si:

Vie N Vti € [ai, bz] \Vlsi S [ai7 bz]

T_;

pi(sht—i)f—i(t—i)dt—i_/ wi(s5,t—q) fi(t—s)dt_;

T ;

Un mecanismo (p, x) serd individualmente racional si los jugadores tienen incentivos a
participar, es decir si:

Uz(p,l',tl) 2 0 Vi € N th c [ai,bi]

Finalmente un mecanismo (p, z) serd factible si es compatible en incentivos, individual-
mente racional y ademas:

dpit) <1 A p(t) >0 VieN VteT

1EN

Notemos que la utilidad esperada del vendedor para un mecanismo (p,x) es:

Uo(p, ) = /T (to(l - mt) + Z%(ﬂ) ft)dt

iEN 1EN

Por ultimo, diremos que un mecanismo (p,x) es éptimo si maximiza Uy dentro de todos
los mecanismos factibles.
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2.2. Un resultado importante

Dado un mecanismo (p, x) definamos Vi € N la cantidad Q;(p, t;) como la probabilidad
de que el comprador ¢ se quede con el objeto, habiendo revelado una valoracion t;, es decir:

Q) = [ nOf(e-die

A continuacién enunciamos un Lema cuya demostracion se encuentra en Myerson [5].

Lema 2.2.1. Supongamos que p : T — R™ maximiza:

AZG”%%@4%WWW

Sujeto a las restricciones.
Qi(p,-) creciente Vi e N

Y pit) <1 A pi(t)>0 VieN Vel
iEN
Y supongamos que:

t;

a;
Entonces (p,x) es un mecanismo dptimo.

La importancia del Lema 2.2.1 es que nos dice que para encontrar el mecanismo 6ptimo
(p, ) solamente debemos resolver el problema:

max /TZ (ci(ts) —to) ps(t) f(t)dt

(P) s.a. Q;(p,-) creciente Vi e N
pi(t) >0 VteT Vie N

d pt)<1  VteT

L iEN

Donde hemos definido las siguientes funciones, a las que nos referiremos como las valora-
ciones virtuales de cada jugador.
1 — Fi(t)
ci(t;)) =t ————— Ve N Vt, €T,
z( ’L) 7 fz (tz) ) i
Diremos que (P) es regular si la funcién ¢; es estrictamente creciente para todo i en N.
En caso contrario, diremos que (P) es no-regular.



2.3. Objetivos Capitulo 2

2.3. Objetivos

El problema (P) ya ha sido resuelto. Myerson [5] propuso una funcién factible para
el problema, tanto en el caso regular como en el no-regular, y demostré que tal funcién
era solucion. En este problema, en particular en el caso no-regular, la funcién solucion es
bastante complicada y por lo tanto el procedimiento seguido por Myerson tiene el defecto
de dejarnos con la duda acerca de como pudo Myerson conjeturar la soluciéon. Por lo
mismo, tampoco nos ilumina el camino para abordar poblemas similares al que resolvio,
puesto que no sabemos como construir la solucién al problema original y mucho menos a
un problema distinto, por muy parecido que sea. Por estas razones se decidio realizar el
presente trabajo, donde los objetivos principales son los siguientes:

(1) Caracterizar, mediante técnicas de célculo variacional, las soluciones del problema.
(2) Generar un algoritmo que permita construir una de las soluciones encontradas.
(3) Estudiar la funcién solucién de Myerson y compararla con la solucién construida.

Tras estos objetivos se encuentra la idea de desarrollar técnicas que permitan enfrentar
a futuro problemas similares al abordado, donde atin no se haya podido conjeturar una
solucion.
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Solucion de Myerson

Recordemos que, como Vi € N la funcién de densidad f; es continua y f;(-) > 0, se
tiene que F; : [a;,b;] — [0, 1] es continua y estrictamente creciente. Luego F; es invertible
y ademas F; ' : [0,1] — [a;, b;] es continua y estrictamente creciente.

Sean h; : [0,1] = Ry H; : [0,1] — R definidas por:

hz(Q) = Pﬁiil(CD - fi(l;—ql(q) - Ci(Fi71<Q))

Definamos ahora G; : [0, 1] — R como la envoltura convexa de H;, que al ser una funcién
convexa es derivable c.t.p. Por lo tanto es posible definir ¢g;(q¢) = G;'(¢q) en los puntos donde
existe la derivada y como el resultado es una funcién creciente en su dominio, es posible
extender, continuamente a la derecha, la funcién g; a todo el intervalo [0, 1]. Definamos
por tultimo las funciones ¢; : [a;, b;] — R como:

Y notemos que en caso de que (P) sea regular se cumple que ¢; = ¢; Vi € N. Finalmente,
para un vector de valoraciones t € T' definimos:

M(t) ={i € N | to < &(t;) = maxc;(t;)}

JEN
Teorema 3.0.1. Sea p: T — R" definido por:
! i€ M(t)
_ st
pit) = |M(t)]

0 si i & M(t)

Entonces p es solucion de (P).
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Demostracion. Por definicién de las funciones h; y g; se tiene que:

/TZ (cilts) —to) pi(t) f(¢)dt
:/TZ (hi(Fi(t:)) — to) pi(t) f(t)dt

= [ 3 @t~ tohmorr @+ [ 30 (ulhie) ~ sRe) mors e

Pero, reordenando las integrales y usando integracion por partes, se tiene que:

n

/TZ (hi(Fi(ts)) — gi(Fi(t:)) ) pit) f(£)dt

i=1

n b;
= Y [ iR - () ) Qi ) e
i=1 Y%

n

= > [Hi(Fi(t:) — Gi(Fi(t:))] Qi(p, ta) fits)

i=1

t;=b; n

b;
=3 [ ) - G )] Qi)

ti=a; i=1 i

n

b;
= ) [ @) - Gtk ) Qi)

=1 i

Esto tltimo ya que como G; es la envoltura convexa de H;, se cumple que H;(0) = G;(0) y
H;(1) = G;(1). Por lo tanto obtenemos que las soluciones de (P) maximizan la cantidad:

|3 Gt —wnfei =3 [ CHE®) - GAE) ) dit)

Ahora, notemos que para cualquier funcién p que sea (P)-factible, todas las integrales
que se estan restando son positivas, esto pues H;(-) > G;(-) por definicién de envoltura
convexa y Q;(p,-) es creciente Vi € N. Notando que p es tal que maximiza V¢t € T la

cantidad:
n

S (@t) — o) () /()

i=1

Es claro que p maximiza el término:
|3 @) -t mersieya
T =1

Asi que demostrando que:

Z / ( Hy(F;(t;)) — Gi(Fi(t;)) ) dQi(p,t;) =0

9
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Y que p es (P)-factible se tendré que p es solucién de (P). En efecto, primero notemos
que Vi € N la funcién ¢(+) es creciente pues Fj(-) es creciente y ¢;(-) también, por lo tanto
pi(+) resulta creciente y Q;(p, ) también. Las condiciones:

STHE ST A pt)>0 VieN Vel

1EN

Se cumplen claramente y por lo tanto p es (P)-factible. En segundo lugar, como G; es
la envoltura convexa de H;, Vr € [a;, b;] tal que G;(r) < H;(r) necesariamente g;'(r) =
G"(r) = 0. Luego, si H;(F;(t;)) — G:(Fi(t;)) > 0, se tiene que ¢;/(F;(t;)) = 0 y como
G (t;) = gi(Fi(t;)) se tiene que () es constante en una vecindad de t;, por lo tanto p(-)
es constante y en consecuencia Q;(p, -) también es constante en esa vecindad. Ast:

b;
/' ( Hi(Fi(t)) — Gi(Fi(t:)) ) dQi(p, ;) =0 Vie N

Y se cumple lo deseado.

10
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Caso de un comprador

4.1. Solucion

Sin pérdida de generalidad supondremos que ¢ty = 0. Por lo tanto el problema para el
caso de un unico comprador es encontrar la funcién de probabilidades p, solucién de:

v, = méx / c(Op(t) f(t)dt

(P1)
s.a. p creciente
0<p) <1 vt € [a, b]

Sea p una funcién creciente y tal que Vz € [a,b] 0 < p(z) < 1. Notemos que p € L'(a, b)

pues:
b b
[ w@lds = [ partr <b-a

Llamemos p a la extension natural de p a todo R, es decir:

Consideremos la funcién p : R — R definida por:

o(z) = Qe T lz| < 1
0 lz] > 1

Donde o es una constante tal que [, p(x)dz = 1. Consideremos también las funciones
regularizantes p. : R — R definidas por:

Es sabido que definiendo p. = p. * p se tiene que:

10 (19—l 1oy = 0

11
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Ademaés:

r—a

pela) = / Pz — y)pe(y)dy = / Pz — y)pely)dy

z—b

Y como [, pe(y)dy = 1 se tiene que 0 < p () < 1 Vz € [a, b].

Por tltimo si z, z € [a,b— €] con z > z, notemos que t —b < —e , z—b < —e y por lo
tanto:

zZ—a

pelz) = / e — o)y > / e — ypy)dy > / Pz — o (y)dy = p.()

—€ —€ —€

Pues p y p. son positivas y p es creciente. Por lo tanto cada funcién p. es creciente en
[a,b— €.

Todos estos hechos nos sirven para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1. Consideremos el problema:

.

b
7= sup / ()p(t) £ (1)t

(P) s.a. p diferenciable
p creciente
0<p(t) <1 vt € [a, b]

Entonces se tiene que:
V= 1

Demostracion. Notemos que toda funcién factible en (P) es factible en (P,) y por lo
tanto v < v;. Para la desigualdad inversa mostraremos que para cualquier funcién factible

en (P) existe una funcién factible en (P) tal que los valores del funcional a maximizar
evaluado en dichas funciones estan tan cerca como se quiera. Sea 6 > 0 y consideremos
§ = % donde M = max |f(z)c(x)|. También escojamos €, tal que:
3M z€[a,b]
1P = Pll1apy <0 Ve<e

Notemos que Ve < min(ep,0) la funcién p, es creciente en [a,b — €] y por lo tanto es
creciente en [a, b — d]. Definamos p. : [a,b] — R como:

o () Vo ela,b— 4
() —{ oln) veelboob

Donde g, es una funcién tal que p, es creciente, diferenciable y se cumple que 0 < p.(z) < 1
Va € [a,b]. Se tiene entonces:

b
I~ bl = [ I.0) = o) da
b—4o

- / |p€<x>_p<x>|dx+/ 1Pe(x) — pla)] da < &+ 26

a b—9

= 30
12



4.1. Solucién Capitulo 4

Por lo tanto:

/abc(t)p( t)f(t )dt—/ c(t)pe dt‘ /|f ()] 1p(t) — po(t)] dt < 3N5 =&

Observacion: Notemos que Vd € R la funcién:

o) = POy ety (5 )

Es tal que p, resulta creciente y diferenciable. Ademés si p.(b—0) # 1y pl(b—39) # 0
tomando
Pe(b = 9)

1 —pe(b—0)
Se asegura que 0 < p.(z) < 1 Vz € [a,b]. En el caso en que p.(b —¢) = 0 la funcién
constante g.(x) = p.(b— ) cumple todo lo necesario y por ultimo si p.(b— ) = 1 se tiene
que pL(b—d) = 0 pues p, es creciente y 0 < p.(x) <1 Vz € [a,b]. O

d > >0

Proposicién 4.1.2. Sea

Entonces se tiene que:

Demostracion. Sea p una funcién diferenciable, creciente y tal que 0 < p(t) < 1 Vt € [a, b].
Notemos que como ¢y f son continuas, la funcién v : [a,b] — R definida por:

Es diferenciable y
V() = c(t) ()

Por lo tanto, haciendo integracién por partes se obtiene que:

b b b
/p(t)C(t)f(t)dtZ/ p(t)v'(t)dt = v(t)p(t) ifl—/ v(t)p(t)dt

Notando que v(b) = 0 y reemplazando los demés valores se tiene:

/ ' p(0)e(®) f(D)dt = pla) / 'e(s)f(s)ds + / b (/ " o(s) Flsyas ) oy

Por tltimo notando que p(a) > 0y Vt € [a, b] se cumplen:

/t o(s)f(s)ds < M, p/(t) >0

Se obtiene:

[ wteretor o <1 (ptar + [ o) = a1 w5 <

13



4.2. Comparacién con solucion de Myerson Capitulo 4

Proposicion 4.1.3. La cota anterior se alcanza, es decir:
V1 = v=M
Demostracion. De las proposiciones anteriores sabemos que v =7 < M. Ademads, como

b
¢y f son continuas, es posible escoger t* € argmax / c(s) f(s)ds. Luego, definiendo:
t€la,b] t

. 0 Vz € [a,t*)
p(:v):{ 1 Ve [t b]

Se tiene que p* es factible para (P;) y es una solucién pues:

b b
[ etow s = [ s =

*

4.2. Comparacion con solucién de Myerson

Recordemos que dada una funcién convexa G, se tiene que G es derivable c.t.p. y la
funcién G’ resulta creciente en su dominio. Por lo tanto es posible definir G’ en todo |a, b]
de modo que resulte ser continua a la derecha (y creciente). Por tltimo se tiene que:

G(z) — Gy) = /y G'(2)dz Vz,y € [0,1]

xT

Proposicién 4.2.1. Sea G : [0,1] — R conveza, entonces t es minimo local (global) de
G sty solo si:
G'(r)<0Vrel0,t) A G'(r)>0Vre(t1]

Demostracion. Para la primera implicancia. Sea ¢t minimo global de G, se tiene

el 0260 -6 = [ Cerzm-r)

Vre(t,l]] 0<G(r)—G(t) = /r G'(z)dx < G'(r)(r —t)

t
Y se concluye que:

Vre[0,t) G(t)—G(r)= [ G(x)dz <0
Si G'(r) > 0 Vr € (t,1], entonces:

vre (t,1] G(r)—G(t) = /T G'(z)dz >0

14



4.2. Comparacién con solucion de Myerson Capitulo 4

Proposicién 4.2.2. Sea H : [0,1] — R continua y sea o = inf{t : ¢ € argminco(H)}.
Entonces o € argmin H.

Demostracion. Por la continuidad de co(H) es directo que:
a € argmin co(H)
Como ademés min H = min co(H) se tiene que:
co(H)(a) = minco(H) = min H
Notando que argmin H C argmin co(H) se tiene que:
r<a= x&argmin H

Supongamos ahora por contradicciéon que H(a) > min H. Debido a lo anterior se tiene
que:
ap = min H(xz) > min H
z€[0,a]

Notemos que Vo < a <y y € [0,1] tal que « = S + (1 — )y , se tiene que:
BH(z)+ (1 —p)H(y) > oy + (1 — f)min H > min H
Luego, recordando que:

co(H)(a) = inf SH(x)+ (1—pP)H(y) =min H

z<a<y
BE0,1]
Bz+(1-B)y=c

Necesariamente existe una sucesion minimizante (z,, y,, 5,), tal que:

Tp S @< Yp

Y:
BnH(x,) + (1 — 5,)H(y,) — min H

Como:
BnH (z,) + (1 = Bn)H (yn) > Pnao + (1 — B,) min H > min H

Se tiene que (3, — 0y por lo tanto H(y,) — min H , y, — «a. Pero esto contradice el
supuesto debido a la continuidad de H y por lo tanto se concluye que:

H(o) = min H
[l

Con la ayuda de estas proposiciones mostraremos que la soluciéon de Myerson cumple
con nuestra sencilla caracterizaciéon de las soluciones de (Py). Primero recordemos que
¢: [a,b] — R esta definida como:

&(x) = g(F(x)) = G'(F(x))
15



4.2. Comparacién con solucion de Myerson Capitulo 4

La funcién ¢ resulta ser creciente y la solucién de Myerson viene dada por:

. 0 sié(z)<0
p(“:):{1 si e(x) >0

De acuerdo a lo anterior, definimos:
t* :=inf{t € [a,b] : ¢(r) <O Vr € [a,t) N &(r)>0Vre(tb}
Como ¢ es continua a la derecha, ¢(t*) > 0 y la solucién vendra dada por:

. 0 Vz € [a,t*)
P ):{ 1 Vx e [th, b

b
Proposicién 4.2.3. t* € argmax/ c(s)f(s)ds
t€la,b] t

Demostracion. Notemos que t € (a, b) es tal que:

c(r) <0Vrelat) A e(r)>0Vre(tb)
<~ G'(F(r) <0Vrela,t) N G'(F(r)) >0Vre(tb

<— G'(s)<0Vse[0,F(t) N G'(s) >0Vse (F(t),1]

Esto dltimo pues F : [a,b] — [0, 1] es estrictamente creciente y biyectiva. Luego, usando
la proposicién 4.2.1 se tiene que:

t* = inf{t € [a,b] : F(t) € argmin G}
Como F' es continua a la derecha se tiene que:
F(t*) =if{F(t):t € a,b], F(t) € argmin G}
Y como G = co(H) usando la proposicién 4.2.2 tenemos que:
F(t) € argmin H

Y esto que implica que:
t* € argmin H o

Por 1ltimo, recordemos que:

q q F~l(q)
H(q) = /0 h(r)dr = /0 (F=1(r))dr = / o(s)f(s)ds
Por lo tanto: .
Ho F(t) :/ c(s)f(s)ds

Y de esta manera se concluye que:

t* € argmin /t c(s)f(s)ds = argmax /b c(s)f(s)ds

te[a7b} tE[a,b]

16



Capitulo 5

Caso de dos compradores:
Condiciones necesarias

5.1. Simplificacién

Recordemos que para el caso en que hay dos posibles compradores se definen las
funciones:

ba
Ql(p7t1):/ p1(te, t2) fo(to)dts

a2

b1
Q2(P>t2)=/ pa(ty, ta) fi(t1)dty

al

Y el problema consiste en encontrar la funcién de probabilidades p = (p1, p2) solucién de:

p

b1 bo
v = méx I(p / / Pr(B)er(t1) + pa(B)ealta)] fi (1) folta)dtadty

Q1(p, -) creciente
Q1(p, ) creciente
P1 (tl,tg) +p2(t1, tz) < 1 V(tl,tg) eT

(tl,tg) 0 V(tl,tg) e’

. (thtg) 0 V(tl,tg) eT

S.a.

>
>

donde T' = [ay, b1] X [ag, ba.

Consideremos el siguiente problema, que es una versién maés restrictiva de (FPz).

(

f= mix I(p / 1 / B () + pa(Dea(ta)] fo(t) folte)dtodty

<A> s.a. p1(-, t2) creciente Yty € [ag, b
pa(ty, ) creciente Yty € [aq, by]

pl(tla tg) +p2(t1,t2) < 1 V(tl, tg) c T

pi(ty, ts) > 0 V(ti,ts) €T

\ pa(ti,t2) > V(t1,t2) €T

17




5.1. Simplificacion Capitulo 5

De acuerdo con Manelli y Vincent [3], para cualquier funcién p que sea (P,)-facible,
existe una funcién p que es (P,)-factible y tal que I(p) = I(p). Por lo tanto, a partir de
ahora intentaremos resolver (P).

Proposicién 5.1.1. Sea p solucion de (73;) y sean t1*, to* tales que:

b1
tl* S argmax/ 01(81>f1(81) dSl

t1€[a1,b1]

b
t2* € argmax/ CQ(SQ)fQ(SQ) d$2

t2€[a2,b2]

Sea p* : a1, b1] X [ag, be] — R? definida como:

(0,0)  V(t1,t2) € [a1,t1*) X [ag, t2")

* _ 0,1)  V(t,t2) € [alat *) X [t2*, bo]
Pt =0 (10) Wit 1) € [0 b X [aas bo")
Pt ta) Y(t,t2) € [ti*, bi] X [t2*, bo]

Entonces p* es solucion de (l/D;)

Demostracion. Partamos notando que p* es una funcién de probabilidades. Ademds como
p es solucién de (Pg) se tiene que Viy € [ag, bo] pi(+,t2) es creciente y Viy € [a1, by pa(ty,-)
es creciente. De esta manera es claro que Yty € [ag,by] p1*(-,t2) es creciente y que
Yty € [a1,b1] po*(t1,-) es creciente, por lo tanto p* es (ﬁ;)—factible.

Ahora notemos que en la regién [a, by X [ag, t2*] se tiene que:

/1/2 [p1(t1, t2)er(tr) + pa(ta, ta)ca(ta)] fr(th) fote) dts dty

ta* b1 b1 to*
/ f2(t2)/ pi(ta, ta)er(ts) fr(th) dty dty + f1(t1)/ pa(ty, ta)ca(ta) fo(ta) dis dty

1 al a2

Ademas, para cualquier ty € [ag, bs] fijo, la funcién p;(+,t2) es creciente y también:
0<pi(ti,t2) <1 Vit € [ag,bi]

Luego, por el resultado obtenido en el problema de un tnico comprador, se tiene que:

by

by
Vs € [as, bs] /pﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬂ%é/c@ﬁﬁﬂm

ai t1*

bo
Por otro lado, como t,* € argmax / c2(82) f2(s2) dsg, necesariamente:
ta€laz,ba]

to*
/ CQ(SQ)fQ(SQ) d82 S 0 th S [ag,tg*]

t2

18



5.1. Simplificacion Capitulo 5

Y también se tiene que, para cualquier 1 € [ay, b;] fijo, la funcién ps(t1,-) es creciente y:
0 < pa(ty,t2) <1 Vi, € [ag, by

De esta manera, aplicando el resultado obtenido en el problema de un comprador, se
obtiene:

to™* to*
th S [al,bl] / pg(tl,tQ)CQ(t2>f2(t2) dtg S max / CQ(SQ)fQ(SQ) d82 S 0

as t2€[az,ta*] to

Por lo tanto se concluye que en esta region:

by pta* to* b1
/ / [p1(t)cr(tr) + pa(t)ca(ta)] fi(t1) fa(te) dtz dty < < fa(t2) dtz) </t c1(s1)f1(s1) d81>

az 1*

Ahora consideremos la regién [aq, t1*] X [to*, by] y notemos que se tiene:

t1* b
[ ] et + moet)] A ol i i

bo t*
= f2(752)/ pi1(ti,ta)er(te) fi(th) dtr dta +

to* ay ai

t1* b
fl(tl)/ pa(ti, ta)ca(ta) fo(ta) dta dt

to*

Repitiendo el analisis realizado en la regién anterior, sigue que Vty € [ag, bo] v Vt; € [a1, b1
se cumple:

/1 pi(ti, to)er(ts) f1(th) dty < max /1 ci(s1)fa(s1) dsi <0

a1 t1€lar,t1*] t

ba b2 b2
/ pg(tl,t2)02<t2)f2(t2) dtg S max / CQ(SQ)fQ(SQ) dSQ = / CQ(SQ)fQ(SQ) dSQ

to* ta€[ta*,ba] to

Asi, usando estas desigualdades se obtiene que:

/n /tj [p1(t)er(th) + pa(t)ea(te)] f1(tr) fo(ta) dts dty

< (/: fi(t) dt1> (/: C2(s2) f2(s2) dSz)

Para concluir sélo hay que notar que la funcion p* alcanza las cotas obtenidas en ambas
regiones y que en el resto del dominio coincide con p, por lo tanto:

by b
// [D1(t)cr(t1) + pa(t)calta)] fi(th) fo(te)dtadty

< /all/a: [P (H)er(t1) + pa*(B)ea(ta)] f1(tr) fo(t2)dtadty

Lo que implica que p* también es solucion de (l/D;) ]
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5.1. Simplificacion Capitulo 5

La importancia de la proposicion 5.1.1 es que permite olvidarnos de una region de 7.
Para el resto del trabajo, definimos los puntos ¢ € [a1, b1], t3 € [az, bs] como:

t1* =méax{t; : t; € argmax/ c1(s1)fi(s1) dsi}

t1€la1,b1] Jt1

to* = max{ty : ty € argmax/ c2(82) fa(s2) dsa}

ta€laz,ba] Jito

Y a partir de ahora buscaremos soluciones p* que cumplan las siguientes condiciones:
p1*(t,t2) =0, po*(t,t2) =0 V(t1,t2) € [a1,t17) X [ag, t27)

pi(t,te) =1, po*(ti,t2) =0 V(t1,t2) € [t17, b1] X [ag, t2”]
pi*(t,t2) =0, po(ti,t2) =1 V(t1,t2) € [ar, 7] X [t2", bo]

Ahora realizaremos las tultimas simplificaciones del problema que serdn referentes a
la imagen de las funciones factibles. Sabemos de Myerson [5], que existe una solucién

p* = (p3,ps) de (E) que satisface:
p*(t1,t2) € {(0,0),(1/2,1/2),(1,0),(0,1)} V(t1,t2) € T

A partir de este hecho, en la siguiente proposicién se demuestra que existe una solucién
p de (Py) que es del tipo bang-bang, es decir, tal que las funciones p; y ps sélo toman los
valores 0 y 1.

Proposicion 5.1.2. Sea p* solucion de (73;) y tal que:
p*(t1,t2) € {(0,0),(1/2,1/2),(1,0),(0,1)} V(t1,t2) € T
Entonces existe p solucidn de (73;) y tal que:
p(t1,t2) € {(0,0),(1,0),(0,1)} V(t1,t2) €T
Demostracion. Definamos el conjunto A como:
A={(t1,t2) € T': pi(t1,t2) = p3(ts, t2) = 1/2}
Y la funcién de probabilidades D : [a1, b1] X [az, bs] — R? como:

o (L0 Yt t)eA
plt1,t2) = { p*(t1, 1) V(ti,tz) ¢ A

—

Se tiene que P es (E)—factible, ademds como p* es (P,)-6ptima, se tiene que:

I(p*) - ](ﬁ) = %[402(32)f2(82)f1(81) dsy ds; — %AC1(S1)f1(81)f2(82) dsy dsy > 0

Por lo tanto si A tiene medida (de Lebesgue) no nula, sigue que:

[402(82)f2(52)f1(81) dsy ds; > / Cl(sl)fl(sl)fQ(SQ) dsy ds;

A
20



5.1. Simplificacion Capitulo 5

Por otro lado, definiendo p : [ay, b1] X [az, bs] — R? como:

B (0.1 Yt eA
pltr, t) = { p*(t1,ta) V(t1,t2) € A

También se tiene que p es (E)-factible y la optimalidad de p* implica:
/ 02(82)f2(52)f1(51) dsg dsy < / Cl(Sl)fl(Sl)fz(SQ) dsy dsy
A A
Asi, concluimos que:

/AC2(52)f2(52)f1(31) dsy dsy = / c1(s1) f1(s1) f2(s2) dsy dsg

A

Y esto tiene como consecuencia que tanto p como p son (P,)-6ptimas. Obviamente esto
también ocurre en el caso en que A tiene medida nula y se concluye el resultado. O]

Como tultima simplificacién, demostraremos que existe una solucion de (152) tal que la
imagen del conjunto [¢],b1] X [t5, bo] es simplemente {(1,0), (0,1)}.

Proposicién 5.1.3. Sea p* solucion de (73;) y tal que:
p*(t1,t2) € {(0,0),(1,0),(0,1)} V(t1,t2) €T
Entonces existe p** solucion de (73;) y tal que:
P (1 t2) € {(1,0),(0,1)}  V(t1,t2) € [t], ba] x [t5, be]
Demostracion. Definamos el conjunto B como:
B ={(t1,ta) € T : pi(t1,t2) = p3(t1,t2) =0}

Y supongamos que B tiene medida no nula (pues en caso contrario el resultado es trivial).
Luego, sea C' una componente conexa de B de medida no nula, y definamos los siguientes

puntos:

t; =1nf{t, € [t],b1] : 3ty € [t5, o), (t1,12) € C}

t1 = sup{t; € [t],bi] : 3ty € [t5,bo], (t1,t2) € C}

ty = inf{ty € [t5,bo] : 3 t1 € [t],b1], (t1,12) € C}

t3 =inf{ty € [t5,bo] : 3 t1 € [t],b1], (t1,12) € C}
Notemos que (#1,t3) € C. Si llamamos T'c a la frontera de C, es posible definir dos
funciones g1, g» : [t1, 3] — [t3, ba] que intenten parametrizar I'c, es decir que satisfagan lo
siguiente:

(tl,tg) e(C si gl<t1) <ty < gg<t1)
(t1,t2) € C' sino

Antes de continuar notemos que g; debe ser creciente y que no pueden existir t1,t3 €
[t3,01], con & < t3, y ta € (t3,bo] tales que (t1,t3) x (t5,t2) C C, pues en este caso
definiendo el conjunto C’ como:
C" = {(s1,52) € [t7,ba] X [t ba] : 11 < 51 < 50 < go(s1)}
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5.1. Simplificacion Capitulo 5

Y definiendo p' : [a1, b1] X [ag, bs] — R? como:

/ _ (O, 1) v(t]_,t2> e’
p (tl,tQ) = { p*(tl,tg) v<t1,t2) ¢ !

Se tendria que p’ es (E)—factible y ademaés:

t3 g2(s1)
I(p") —1(p") = /t1 /t ca(s2) f2(52) f1(s1) dsa dsi

Lo que contradice la optimalidad de p* (ya que esta cantidad es estrictamente positiva
debido a la definicién de t3). Por lo tanto asumimos sin pérdida de generalidad que ¢} > 5,
andlogamante asumimos también que t} > ¢}.

Ahora veamos que en los intervalos donde g; es estrictamente creciente necesariamente
c1 es nula y en los intervalo donde g, es estrictamente mondtona cy0gs es nula. Supongamos
que existe I} C (t},1?) tal que g; es estrictamente creciente en I} y que existe t; € I; tal
que ¢1(t1) > 0, por continuidad de ¢; entonces escojamos € > 0 tal que:

c1(s1) >0 Vsy € [ty,t1 + €]
A continuacién escojamos ¢’ < € tal que:
C" ={(s1,82) 1 51 € [ti, 1 + €], 82 € [g1(51), (11 + )]} C C
Y definamos C como:
C = {(s1,8) : 51 € [t1,t1 + €], 52 € [g1(t1), g1(s1)]}

Notemos que p5(s1,s2) =0 V(s1,$2) € C y que no existe ningin subconjunto de 6, con
medida mayor que cero, donde p* es (0,0) (pues C' es un conexo maximal). Por lo tanto
p*(s1,82) = (1,0) c.t.p. en C. Finalmente, definamos p” : [a1, b1] X [az, by] — R? como:

e~ 00 Ve crue
p (t1,12 p(t,ta) V(ti,t2) & C"UC

Y se tiene que p” es (f);)—factible, ademas:

Hﬂ%—ﬂﬁ)z/)q@ﬁﬁ@ﬂﬁ@ﬁd@d&>0

Lo que contradice la optimalidad de p*. Andlogamente, si exisiera t; € I; tal que ¢;(t;) < 0,
serfa posible encontrar un conjunto (el equivalente a 6) que esté bajo la curva ¢g; y don-
de c¢; sea negativa. Definiendo una funcion que difiera de p* sélo en esta zona y valga
(0,0) se contradice la optimalidad de p*. Por lo tanto ¢; es nula en intervalo donde g;
es estrictamente creciente. De la misma forma, en intervalos donde gy es estrictamente
creciente o decreciente, en caso de que existiera un punto t; tal que ca(g2(t1)) > 0, serfa
posible encontrar un conjunto bajo la curva g, donde ¢, es positiva y definir una funcién
que difiera de p* sélo en esa zona y valga (0,1) (en caso que ca(g2(t1)) < 0 es posible
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5.1. Simplificacion Capitulo 5

encontrar un conjunto por sobre la curva g, donde ¢y es negativa y definir una funciéon
que difiera de p* sélo en esa zona y valga (0,0)), esto también contradice la optimalidad
de p* y concluimos que c; es nula en intervalos donde ¢, es estrictamente mondtona.

Debido a estos resultados, si existe un intervalo I = [té, t?] C (t1,¢2) tal que g; estric-
tamente creciente en I, podemos definir la funcién p; : a1, b1] X [ag, b] — R? como:

pi(ti,t2) = { *(0’0) V(ty,t2) € [%,t:i] X [gl(%),gl(%)]
p*(t1,ta) V(t1,t2) & [t1,t3] X [g1(t7), g1(t3)]

Y es claro que esta funcién es (E)—éptima y el conjunto de puntos tales que py es (0,0)
tiene una componente conexa que contiene a C, cuya frontera inferior restringida a I es
un segmento horizontal. Procediendo de forma andloga en intervalos donde g, sea estric-
tamente monodtona, podemos suponer sin pérdida de generalidad que las funciones g; y ¢
son constantes por trozos.

Asumiendo esto identifiquemos los puntos importantes de C, sabemos que go(t3) = t3
por lo tanto definamos ¢} como:

t7 = inf{t: € [ty, 4] : g2(t1) = 13}
También definamos 3 = ¢, (t3) y ¢} como:
t} = if{t, € [t;, 4] : g1 (tr) = 3}

Por dltimo, definimos ¢} = min{t},t1} y se tiene que [t3,#3] x [t3,t3] C C. Supongamos
ahora que ocurre lo siguiente:

3 (t1, ) € [t1,b1] X [t5,3]  3r >0, p(s1,52) = (0,1) V(t1,t2) € Bo((t,12))
Notemos que una consecuencia de este hecho es la siguiente:
P (s1,82) = (0,1) V(s1,89) € [t1 — r,t1 + 7| X [t2, bo]
Lo cual tiene como consecuencia que:
Pi(s1,82) =0 V(s1,82) € [tity + 7] X [t2, bs]

En particular, lo anterior se cumple en la regién [t3,#2] x [t3, bs]. Recordando que C' es
conexo maximal, necesariamente debe existir €; > 0 tal que:

p*(sla 32) = (07 1) \V/(Sl, 82) € [tsl)a t%] X [t§7t§ + 61]

Lo cual implica que para cualquier € > 0y € < ¢3—¢3, la funcién p, : [ay, by] X [ag, by] — R?
definida como:

B (0,1)  V(s1,82) € [t 2] x [t3 — ¢, t3]
pf(sl’@)‘{pwsm) (st 52) & [65.62] x 23— 2]
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5.1. Simplificacion Capitulo 5

Es (E)—factible, ademads:

I(p) / / 2(52) f2(s2) f1(s1) dsa dsy

Por lo que debido a la optimalidad de p* se cumple:
t
/2 02(52)f2<82) dSQ S 0
ty—e

Si la integral anterior es cero es posible redefinir p* en la region [t9, t3] X [t3 — €, t3] sin que
cambie I(p*), el caso de interés entonces ocurre cuando:

3
/ Co(82) fa(s2) dsy <0 Ve € (0,15 —t3]
t%—e
En este caso volvamos al intervalo [t; —r, t;+7] y definamos la funcién g : [t; —r,t;+r] —
[az, by] como:
g3(s1) = inf{sy € [t5,13] : p"(s1,52) = (0,1)}

Notemos que como C' es conexo maximal, necesariamente existe €5 > 0 tal que:

p*(s1,82) = (1,0) V(s1,82) € [titﬂ X [t% - 627753]
Lo cual implica que:

p*(s1,82) = (1,0) V(s1,80) € [t?abl] X [t% - 62,753]
Por lo tanto, definiendo el conjunto C”” como:

C" ={(s1,82) : 81 € [t1 — 1, t1 + 7], 80 € [g3(51), 3]}
La funcién p” : a1, b1] X [ag, by] — R? definida a continuacién serd (f’;)—factible:

p”/(S s ) _ { (0,0) V(Sl,SQ) < C/l/
b2 p*(sla 82) V(Sl,SQ) g O/”

Ademés:

t1+r t3
I(p*) = I(p") :/ /( )02(82)f2(82)f1(31) dsy ds; <0
g3(s1

Lo que contradice la optimalidad de p*, por lo tanto asumimos sin pérdida de generalidad
que p*(s1,89) = (1,0) c.t.p. en [t%,by] x [t3, t3]. De forma andloga podemos asumir también
que p*(s1,52) = (0,1) c.t.p. en [t3, 3] x [t2, by]. Bajo estos supuestos definimos las funciones
D, D : a1, by] x [ag, by] — R? como:

oy _ (17()) V(Sl,SQ) S [t?vt%] X [t§7t§]
p(81’82) B { p*(ShS?) (81782) ¢ [t?’t%] X [t%,t%]

sy O Vo) e @ <1
p<51’32)‘{p*<s1,52> Vst s2) € [65.£2) % [13, 22
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5.1. Simplificacion Capitulo 5

Y se tiene que p y p son (l/f’;)—factibles, por lo tanto:

I(p) —1(p") = /#51 /t: c1(s1) fi(s1) f2(s2) dsy ds; <0

1) = (") = /t /t ea(89) fol$2) fu (1) dsa dsy < 0

Gi
A continuacién demostraremos que debe cumplirse que / c1(s1)fi(s1) ds; = 0 o que
5
t2 /\tl
/ c2(82) fa(s9) dsy = 0, de esta forma p o bien p serd (P;)-6ptima y siempre distinta a
3
(0,0) en la regién [t3, 2] x [t2,t2], a partir de esto podemos repetir el argumento en todos
los rectdngulos que componen C'y podremos concluir que existe una solucién p** de (P)
que satisface:

Pt t2) € {(1,0),(0, 1)} V(t1,t2) € [t],b1] X [t5, bs]

t2 t
En efecto, supongamos que / c1(s1)fi(s1) dsy < 0y que / c2(82) fa(sg) dsy < 0.
t3 t3

1 2
Recordemos que t5 > ¢] >t} y que t3 > t3 > t3 y notemos que hay tres situaciones

posibles en las vecindades convenientes de (3,¢3). La primera es que existan €j,e; > 0
tales que:
pi(s1,8) =0 ctp.en [t} — e, 7] x [t3 — €2, 1]

En este caso definimos la funcién p: [ay, b1] X [ag, by] — R? como:

N B (0,0)  V(s1,82) € [t?,tZ] [t3 — €3, t3]
p(51’32>‘{p*<sl,sz> V(s1,52) & [t3, 3] x [t3, 3]

Se tiene que p es (E)—factibles y ademaés:

I(p*) — 1(p) = /tsl /; c1(s1) fi(s1) f2(s2) dsy ds; <0

Lo que contradice la optimalidad de p*. La segunda situacion posible es que existan
€3, €4 > 0 tales que:

p;(slv 52) =0 Ctp en [t? - 6371’-?] X [tg - 647t§’]

Este caso es analogo al anterior y contradice la optimalidad de p*. La ultima situacién
posible es que (Vey, e > 0) (3 (t1,1a), (t3,ts) € [t5 — €1, 15] X [t5 — €9, £3]) (T 71,72 > 0) tales
que:

p*(s1,82) = (1,0)  V(s1,82) € By, ((t1,12))

p*(s3,54) = (0,1) V(s1,52) € By, ((t3,14))

Notemos que para que esto ocurra debe cumplirse que 3 = t} y 3 = t1, dado que C es
conexo maximal escojamos entonces €1, €o > 0 suficientemente pequenos para que ademas
p*(s1,82) # (0,0) c.t.p. en [t} — ey, t]] X [t3 — €9, £3]. Luego, en esta regién es posible definir
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5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

una funcién que intente parametrizar la frontera entre los conjuntos de asignacién para los
jugadores 1 y 2. Es decir, consideremos g, : [t} — €, 1] — [t3 — €2, ] tal que se satisface:

« ~f (1,0) V(s1,82): 52 < ga(s1)
P(s1,82) = { (0,1) V(s1,82): 82> ga(s1)

G
Sea ahora €3 € (0, €1) tal que / c1(s1) fi(s1) dsp < 0y definamos el conjunto Cy, como:

ti—63
Cey = {(s1,52) € [t — e3,11] X [ta — €2,5] : 52 < gu(s1)} U [t1, 8] X [tz — €2, 1)
También definamos la funcién pe, : a1, b1] X [ag, bs] — R? como:

Des (81, 82) _{ (0,0) V(s1,82) € C
e3\91y 92 p*(51,32> V($1’52) Q’ C€3

Se cumple que p,, es (ﬁ;)—factible y ademaés:

I(p*) — I(pe,) = /tll /t12 c1(s1) f1(s1) f2(s2) dsy ds; <0

>
Lo que contradice la optimalidad de p*. Concluimos que / ! c1(81) f1(s1) ds; = 0 o bien
t2 .
/t . c2(82) fa(s2) dsy = 0 y como se explicé anteriormente, esto implica que existe una
sozlucién p** de (73;) que satisface:
P (s1,52) € {(1,0),(0,1)}  V(s1,2) € [t7, 0] x [t3, bo]
O

__La importancia de las proposiciones 5.1.2 y 5.1.3 es que permite buscar soluciones de
(P2) en un conjunto mas reducido, de ahora en adelante s6lo nos preocuparemos de las so-

luciones de (73;) que en la region [t], by] X [t5, be] toman valores en el conjunto {(0, 1), (1,0)}.

5.2. Condiciones necesarias

Supongamos que p* es solucién de (I/DS) y que existe (ﬂ, tAQ) e T tal que pl*(tAl, f;) =1.
Dado que p1*(-, 1) es creciente, se tiene que:

Pt fa) =1 Vit € [t,bi]
Ademds, necesariamente po* (1, 12) = 0. Luego, como po* ({3, -) es creciente se tiene que:
Pt ts) =0 Vi € [ap, 1]
Y todo lo anterior implica que:
pt(t,te) =1 Y(ty, ty) € [t1,b1] X [ag, t2)

pa*(ti,t2) =0 V(t1,ts) € [ﬂ,bl] X [@27{;]
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5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

De la misma manera se tiene que si (t1,t3) € T es tal que py*(t1,13) = 1, entonces:
pi*(tite) =0 V(ti,ta) € [ar,t1] X [t2, bo]

Pt te) =1 V(ti, ) € [ay, b1] X [t2, ba)]
Lo anterior se representa en la siguiente figura:

¥
T
=
b
I
—_

=]
=
B,

(=

Figura 5.1: Regiones dominadas por un jugador.

Por lo tanto, para el andlisis en la regién [t7,b1] X [t3, bs] supondremos que para p*
solucion de (ID;), la frontera entre los conjuntos de asignacion para los jugadores 1 y 2
es una curva que llamaremos I'. Notemos que en este caso es posible definir una funcién
h: [t5,b1] = [t5, bs] que es creciente y tal que:

(07 0) v(tla t2> g [tfa bl] X [t;7 bQ]
p*<t1,t2) = (1,0) V(tl,tg) . tg < h(tl)
(0, 1) v<t1, tg) 1ty > h(tl)

Un ejemplo de dicha funcion h seria el siguiente:

by

Figura 5.2: Curva I' y funcion h.

[gualmente, notemos que también se puede definir una funcién, llamada por conve-
niencia h™1, con h=1: [th, by] — [t1, by], que es creciente y que satisface:
(070) v(t1’t2> g [f{’ bl] X [t;7b2]
p(ti,t2) =< (1,0) V(t1,t2) 1 t; > h1(ta)
(0, 1) v<t1,t2> < h_1<t2)
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5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

Un ejemplo de dicha funcién h=! serfa el siguiente:

by bop-—--——---—---—-——-- -

ta*F - —/

a3 L

by
Figura 5.3: Curva I' y funcién h~1.

A partir de ahora abordaremos el problema de forma inversa, pues centraremos nuestro
interés en estas ultimas funciones que intentan parametrizar la frontera. Dada cualquier
funcion h : [t1, by] — [t5, ba] creciente, diremos que h ’'induce’ la funcién de probabilidades
pn, definida c.t.p. como:

(0,0) V(t1,t2) & [t7, 0] x [t3, bo]
ph(tl,tg) = (1,0) V(tl,tg) : h(tl) > 19
(0, 1) V(tl,tg) : h(t1> < 19

Ademas, diremos que h es (E)—éptima si se cumple que py, es solucién de (ﬁ;) También
definiremos, en el conjunto correspondiente, la funcién J como J(h) = I(py,) y por ultimo,
llamaremos k™! a cualquier funcién h™' : [t3, by] — [t}, b1] creciente y que cumpla c.t.p:

(070) v(tbt?) Q/ [ﬁ?bl] X [t;7b2]
ph(tl,tQ) = (1,0) V(tl,tg) 1t > hil(t2>
(0,1) V(t1,t2) 1ty < h7M(t2)

Para comenzar el analisis de la frontera, analizaremos qué condiciones sobre las fun-
ciones ¢ y ¢y nos garantizan cierta regularidad de la funcion parametrizadora. Esto para
asegurarnos que, posteriormente, a toda funcién (P)-6ptima serd posible aplicarle las
desviaciones variacionales minimas que permitan obtener condiciones para caracterizarla.
Comenzaremos demostrando que si h es (P,)-6ptima y constante en un intervalo maximal,
entonces ¢; no puede ser mondtona en ese intervalo (a menos que sea constante).

Proposicién 5.2.1. Sea h : [t],b] — [t5, bo] (f’;)-o”ptima tal que h es constante en un
intervalo mazimal I, = [t},43] y h(I;) = {t2} C (t5,by). Entonces c; es constante en
[t1,82] o emisten 3,11, 13 € [t1,t3] tales que t3 < t] < 7 y min{c;(3),c1(t])} < e1(8]) <
méx{ey (17), e (1)}

Demostracién. Procedamos por contradiccién. Supongamos que ¢; es creciente en [t1, 3] y
que ¢ (t1) < c1(#%) (el caso en que ¢; es decreciente es andlogo). Si cy(ty) > ¢1(t%) entonces
existe 1, € (t1,#%) tal que cy(ty) > c1(t1) > ci(¢]), por continuidad de ¢y existe € > 0 tal
que:

02(52) > Cl(a) Vsy € [tz — E,tg]
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A continuacién definiremos el conjunto C. como:
C.={sy € [th,t1] - h(t)) >ty — €}

Y notamos que como h es creciente, el conjunto C. es un intervalo de la forma [t$,1;]. Si
h es continua en t] entonces t§ < ti, por lo tanto, por continuidad de ¢; consideremos
th € [tS, 1) tal que: R

Cl(Sl) < Cl(tl) Vs € [t,l,tﬂ

Y definamos & : [t7, by] — [t5, bs] como:

~  ( h(t) , Vet h)
h(t1) = { hty) , Vi & [th, 1]

Se tiene entonces que:

R i h(s1)
J(h) — J(h) = /t/ /h(t,) [01(81) — CQ(SQ)] fl(Sl)fg(Sg) d82 dSl <0

Lo que contradice la optimalidad de h. En caso que h no sea continua en ¢} consideramos
¢ < e tal que:
Co={s1 €[t} 1] : h(ty) >ty — €} = [t}, 1]

Y definimos % : [t%, by] — [t5, bs] como:

—~ . tg —6/ s \V/tl € [t%,a]
i) = { Wt Ve € 6

Se tiene entonces que:

- t o ph(s1)
10 = @) = [ [ eatsn) = ealsn)l i) ) sz dsn < 0

Lo que también contradice la optimalidad de h.

Analicemos ahora el caso en que ¢y(t2) < ¢1(t2). Esta vez consideraremos #, € (t!,12)
tal que cy(ts) < c1(t1) < c1(t}), por continuidad de ¢y existe € > 0 tal que:

62(82) < Cl(a) VSQ S [tg,tg + 6]
Asi que definiremos el conjunto C, como:
C.={s1 €[t1,b] : h(t) <ty + €}

Y el conjunto C, serd un intervalo de la forma [t,#¢]. Si h es continua en ¢ entonces
t$ > 2, por lo tanto, por continuidad de c; consideremos t} € (2, ¢S] tal que:

01(51) > Cl(a) Vs, € [t%,t/l]
Y definimos % : [t%, by] — [t5, bs] como:

~ [ h) , V€t
ih) _{ h(ty) , Yt & [0, 1]
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Se tiene entonces que:

~ & ph(th)
J(h) — J(h) = L /h( : [02(82) - Cl<51)] fl(Sl)fQ(Sg) dSQ dSl <0

Lo que contradice la optimalidad de h. En caso que h no sea continua en ¢3 consideramos
¢ < e tal que:
Co = {s1 € [t1,b1] - h(t1) <ty + €} = [ty 1]

Y definimos h : [t7,01] — [t5, bo] como:

~ - t2—|—€/ , th c [a,t%]
i) = { M) vt € 0]

Se tiene entonces que:

B e
J(h) — J(h) = / / L) = (s ) o) sy s <0

Lo que también contradice la optimalidad de h. Concluimos finalmente que ¢; cumple la
propiedad enunciada. O

La proposicién anterior se resume en que, a no ser que ¢; sea constante en [t!, t2], ¢; tie-
) 1> %11

ne al menos un cambio de crecimiento en [t},#2]. Intercambiando los jugadores, deducimos
también que si h~! es constante en un intervalo maximal I = [t3,#3] y h™1(]) = {t;} C
(t3,b1), entonces ¢y es constante en [t3,t2] o ¢y tiene al menos un cambio de crecimiento
en ese intervalo. Notando que los puntos donde A es discontinua son los valores en los
cuales h~! permanece constante en algtin intervalo, de ahora en adelante consideraremos
la siguiente hipotesis adicional.

HIPOTESIS: ¢, y ¢o tienen una cantidad finita de cambios de crecimiento y son
constantes en una cantidad finita de intervalos.

Bajo esta hipdtesis, cualquier funcién h que sea (P)-Optima serd constante en una
cantidad finita de intervalos maximales y sera discontinua en una cantidad finita de pun-
tos. Esto facilitara el tipo de analisis que realizaremos a continuacion.

Lema 5.2.2. Sea h : [t},b1] — [t5, bo] (/P;)—o/ptima, entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) Si h es constante en un intervalo mazimal I = [t],t3] y h(I) = {t2} # {ba}, enton-

6681 N

/ loa(t) — (s Ai(sy) dsy >0 ¥ € [ £

t1

'El resultado también es valido para I = [t},t3), I = (t},t3] o I = (t},13)
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2) Si h es constante en un intervalo mazimal I = [t1,3] y h(I) = {t2} # {t5}, enton-

0682 N

/t1 [eata) = ci(s1)] fi(s1) dsy <O Vit € [ty 1]

1
1

3) Si h™1 es constante en un intervalo mazimal I = [t3, 3] y h™1(I) = {t1} # {b1},
entonces’ :

[ et~ st o) dsn 20 i€ (8]

t2

4) Si k™' es constante en un intervalo mazimal I = [t},43] y h(I) = {t:} # {t}},
entonces’ :

/t lea(t) — ex(sa)] falsa) dsa <0 Vs € [h£2]

1
2

Demostracion.

1) Sea t; € [t},?] cualquiera y supongamos primero que t2 < b; y que h es continua
en t2. Definamos para € positivo y pequeio, la funcién A; como sigue:

O / T ealse) — ex(s0)] fulsn) fols) dso dis

h=1(ta+e) plote
_ dso d
N / / [ea(s2) — ex(s1)] fals1) fols2) dsy ds,

i (1)

2 h=1(ta+e)
= / Gl(Sl, E) d81 —f-/ G2(817 6) d81
t t

2
1 1

La funciéon A; representa la diferencia entre evaluar la funcién objetivo en p, y en
un vector p que difiere de pj, solo en la zona indicada en la siguiente figura.

ty+e

ty |-

' : C— - I ai. b
Tt g b

Figura 5.4: h constante y continua en #3.

Notemos que como h es estrictamente creciente en (t2, h~1(ty + €)), h es derivable
c.t.p. en ese intervalo y h' sera estrictamente positiva en su dominio, por lo tanto es

2El resultado también es valido para I = [t1,t%), [ = (t3,t3] o [ = (t1,¢3)
3El resultado también es valido para I = [t3,13), I = (t3,t3] o I = (t3,13)
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posible definir 2’ en todo el conjunto (¢%, h~*(ty+€)) de modo que ' resulte continua
a la derecha y estrictamente positiva. Luego, A; es diferenciable y su derivada es:

# 50 h=Htate) 9, Ga(h™(ty + )
Ay'(e) = / - (s1,6) dsy + / e (1) dsi + ;L’((h1<(7522+66)))€>
t1 t%

Pues la igualdad es clara en los puntos donde A; es derivable y en los restantes se
debe a que Go(h™(t5 + €),€) = 0. Desarrollando la expresién se obtiene que:

Al(e) = / lealta +©) — ex(s)] fulsn) falta + ) dsy

t1

h=1(tz2+e)
—+ [ [02<t2 —+ E) — 01(51)] fl(sl)fQ(t2 + 6) d81

2
1

h™*(t2+e)
= / [02<t2 + 6) — Cl(Sl)] fl(sl)fz(tz + 6) d81

t1

Ademas, de la optimalidad de p;, se tiene que:
Al(E) >0 Ve >0

Y por lo tanto:

i 810 = [ feats) = r(s1)] L)(st) dsi 20 Vi € [t ]

e—0+ t1

Este resultado también es cierto cuando h no es continua en t? y cuando t? = by,
para desmostrarlo basta definir para ¢ > 0 suficientemente pequeno:

Ae) = / / ea(s2) — ex(s0)] i (s1) fa(s2) diss s,

Esta vez la funciéon A; representa la diferencia entre evaluar la funciéon objetivo en
pr Y en un vector p que difiere de py solo en la zona indicada en la siguiente figura.

h(t77) |---mememeee e :
ty+€|---mmmme-- :
e>0

: ' I C[a1,b
f% f‘l f% IC[I. 1]

Figura 5.5: h constante y discontinua en 3.

Y del desarrollo anterior sigue que:
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810 = [ leata +9) = ex(s0)] fls) ot + 0 di

t1

lim /Avll(e) = / 1 [Cg(tg) — 01(81)] fg(tg)fl(sl) dSl Z 0 th € [t%,t%]

e—0+ t

2) Sea t; € [t],?] cualquiera y supongamos primero que ¢ > ¢ y que h es continua en
t1. Definamos, para ¢ > 0 y pequetio, la funcién A, como:

G h(s1)
As(e) = /hl(tze) /t26 [c2(s2) — c1(s1)] fi(s1) fa(s2) dsg dsy
o] e =0l ) do i

t . t__
= / G3(81,6> d81 +/ G4(81,6) d81
h

~1(tz—e) th

La funciéon A, representa la diferencia entre evaluar la funcién objetivo en p, y en
un vector p que difiere de py, solo en la zona indicada en la siguiente figura.

I C [ag, bo]
p2=1
to oo
ly—€ E>0 .
; =1
hl[fgl—f) q g el

Figura 5.6: h constante y continua en t1.

Como h es estrictamente creciente en (h™'(ty — €),t1), h es derivable c.t.p. en ese
intervalo y h’ serd estrictamente positiva en su dominio, por lo tanto es posible
definir 2/ en todo el conjunto (h~!(ty — €),t}) de modo que A’ resulte continua a la
derecha y estrictamente positiva. Luego, A, es diferenciable y su derivada es:

i 0G5 Gy(h Mty —€),6) 1 0G,
/h ——(s1,€) ds; + Wty — ) —i—/t ——(s1,€) ds;

Ay(€) =
2(6) —1(ty—e) (96 } 86

Pues la igualdad es clara en los puntos donde A, es derivable y en los restantes se
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debe a que GNg(h_l(tg —€),€) = 0. Desarrollando entonces se obtiene que:

Ay(e) = /h 1 [ca(t2 — €) —c1(s1)] fi(s1) fo(t2 — €) dsy

~l(ta—e)

+ /t ! [02(t2 - E) — 01(81)} f1(81>f2(t2 _ 6) ds,

1
1

= /h ! [ca(te —€) — c1(s1)] fi(s1) fa(ta — €) dsy

~Hta—e)
Ademas, de la optimalidad de p;, se tiene que:
Ay(e) <0 Ve >0
Y por lo tanto:

I Ay(e) = / ealta) — ex(s)] folt) fu(s1) dsy <Oy € (£, £

1

Este resultado también es cierto cuando h no es continua en ¢} y cuando #{ = ¢},
para desmostrarlo basta definir para ¢ > 0 suficientemente pequeno:

80 = [ [ o) = alonl ) o)

Esta vez la funciéon A, representa la diferencia entre evaluar la funcién objetivo en
pr v en un vector p que difiere de pp, solo en la zona indicada en la siguiente figura.

IQ Z [GQ:bE]
p2=1
ty [----o--- ,
i p1=1:
h() |- I
T .b
t t 2 ! < lar, ]

Figura 5.7: h constante y discontinua en #1.

Y del desarrollo anterior sigue que:

Al(e) = / ealts — €) — ex(s0)] fu(s2) falta — ©) ds,

tiw 8500 = [ leats) — (o0 flt) fulor) dsn <0 vty € e
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3) Andlogo a 1), intercambiar jugadores.

4) Andlogo a 2), intercambiar jugadores.

O

Observacion: Como consecuencia del Lema 5.2.2 se tiene que si h es constante en un
intervalo maximal I = [t1,2] y h(I) = {t2} C (t5,bs), entonces™:

/t i [ca(ty) — c1(51)] fi(s1) dsy =0

1
1

Ademds, si h™! es constante en un intervalo maximal I = [t3, 3] y
h=Y(I) = {t1} C (¢},b1), entonces®:

/t 2 [Cl(tl) - 02(82)] f2(52) dsy =0

1
2

En el siguiente Lema buscaremos condiciones necesarias sobre los intervalos donde una
funcién (P,)-6ptima es estrictamente creciente.

Lema 5.2.3. Sea h : [t7,b1] — [t3, bo] (/P;)-dptz'ma, entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) Si h es estrictamente creciente y continua en un intervalo (t1,13) entonces:

Cl(tl) = Cg(h(tl)) th € (t%,t%)

2) Sih es estrictamente creciente y continua en un intervalo I, entonces ¢y es creciente
en I y co es creciente en h([I).

Demostracion.

1) Primero demostraremos que la igualdad se cumple c.t.p. en (t1,¢?). Notemos que
como h es estrictamente creciente en este intervalo, entonces h es derivable c.t.p. y
ademas h es invertible y h™! es continua. Consideremos un punto ¢; € (t},¢?) tal
que h es diferenciable en t; y definamos la funcién A, para valores suficientemente
pequenos de €, como sigue:

h(t1)+e

h=1(h(t1)+e)
a0 = [ [ fealod) = ealsu)l i) false) s d,

t1 h(s1)
h=Y(h(t1)+e)
= / G(s1,€) ds
t1

Donde adicionalmente se ha definido la funciéon G de forma tal que se cumpla la
ultima igualdad. La funcién A corresponde a la diferencia entre la funcién objetivo

4El resultado también es valido para I = [t1,t%), [ = (t1,t3] o [ = (t1,13)
SEl resultado también es valido para I = [t3,13), [ = (t3,t3] o I = (t3,13)
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5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

evaluada en p;, y en un vector de probabilidades p que es igual a pj, excepto en una
unica zona donde se invierte la asignacion de los jugadores. Dicha zona depende del
signo de € y ambos casos se muestran en la siguiente figura.

I, C [(J.'g.h-_::
h

=0

hity)+ep--mmm----

h(ty) foememenne

h(ty) + e |---- A i opm=l

hH(h(t) +€) ti bl (h(t)+€) Iy C [ag, by

Figura 5.8: h estrictamente creciente y continua

De la optimalidad de py se tiene que:
Ale) >0  Ve>0
Ale) <0 Ve<O

Ademds, como h es estrictamente creciente en (h=!(ty—€), h™1(to+€)), h es derivable
c.t.p. en ese intervalo y h' serd estrictamente positiva en su dominio, por lo tanto es
posible definir 2" en todo (™' (t3 — €), A7 (t2 + €)) de modo que I/ resulte continua
a la derecha y estrictamente positiva. Luego, A es diferenciable y su derivada es:

h=Y(h(t1)+e) -1
S0 [ oG G(h (h(t:) + ), ¢
t

| E(Sh €) ds; + R/ (h=1(h(ty) +¢))

Pues esta igualdad es clara en los puntos donde A es derivable y en los restantes se
debe a que G(h71(h(t;) + €), €) = 0. Desarrollando entonces se obtiene que:

h=1(h(t1)+e)
Alle) = / [ca(h(tr) + €) — ci(s1)] fi(s1) fa(h(t1) + €) dsy

t1

De donde se obtiene que A’(0) = 0, por lo tanto hay dos posibles opciones. La
primera es que el punto € = 0 sea minimo o maximo local de A, lo cual ocurre si y
solamente si se cumple alguna de las siguientes propiedades:

i) 3 >0tal que A(e) =0 Ve €[0,¢]
ii) 3 e >0 tal que A(e) =0 Ve € [—eo,0]

Si se cumple i), entonces las variaciones de p,, dibujadas en la figura 5.8 son soluciones
de (P,) y por lo tanto cumplen la siguiente condicién necesaria del Lema 5.2.2.

h(t1)+e
/( : [Cl(tl) — 02(82)] fQ(SQ) dSQ =0 Ve € [O, 61]
h(ty
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5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

Lo que implica necesariamente que c¢;(t1) = co(h(t1)). Andlogamente, si se cumple
ii), entonces las variaciones de py, dibujadas en la figura 5.8 son soluciones de ()
y se cumple:

(t1)
/h ler(t1) — ea(sa)] folsa) dsay = 0 Ve € [—ep, 0]
h(t1)+6

Lo que también implica que ¢1(t;) = co(h(t1)). Se concluye entonces el resultado en
este caso.
La segunda opcion es que € = 0 no sea minimo ni maximo local de A. Recordando
que h es derivable en t1, se tiene que A’ es derivable en ¢ = 0, en efecto, por el
teorema del valor medio integral se tiene que:
!
AY(0) = tim 219

e—0 €

1 Rt (h(t1)+e€)
= lim - [c2(h(t1) + €) — c1(s1)] f1(s1) f2(R(t1) + €) ds

e—0 € t

= lim PO (o) (1) 4 €) — 1 ()] [1(€) fa(h(tr) + €), € € [t1,h ™1 (lt1) + €)]

e—0
1
) [e2(R(t1)) — cx(tr)] fr(t1) fa(h(t1))
Y como € = 0 no es minimo ni maximo local, necesariamente A”(0) = 0, esto implica
que:

[ca(h(t1)) — c1(t1)] fi(t1) f2(h(t1)) = 0

Y como f; y fo son estrictamente positivas, se concluye que:
c2(h(t1)) = er(th)

Se tiene entonces que ¢; (t1) = ca(h(t1)) c.t.p. en (#1, %), como ¢y, co y h son continuas
en (t1,t%) se concluye que:
ci(t) = ca(h(tr)) Yt € (1, 1])

Sabemos que h es solucion de la ecuacion c¢;(t1) = ca(h(t1)) en I. Como h es es-
trictamente creciente se tiene entonces que si ¢; es creciente (decreciente) en Icl
entonces ¢y debe ser creciente (decreciente) en h(f ). Supongamos entonces que exis-
te algun tAl € [ y algin € > 0 tal que ¢; es decreciente en 7= [tAl,tAl + €|y ey es

decreciente en h(I). Definamos % : [t7, b1] — [t by] como:

~ @) vel
ht) = { ht) Vit &1

Entonces h es (E)-factible y se tiene que:

- i1+e h(s1)
1(hy—1(h) = / /hm ea(s2) — ex(s0)] fu(s2) fols2) dsa dsy

A%

fi+e  ph(s1)
L [ estts) = extol o) oo do
t1 h(t1)

= 0
37



5.2. Condiciones necesarias Capitulo 5

Si descartamos el caso trivial en que ¢; y ¢y son constantes en todos los posibles
conjuntos I y h(I) respectivamente, se tiene que I(h) > I(h) lo que contradice la

optimalidad de h. Luego, necesariamente h es creciente en I y ¢y es creciente en
h(I).

O

Antes de continuar, detengamonos en el item 2) del Lema 5.2.3, donde se establece que
si h es (E)—o’ptima, c1 es creciente en cada intervalo I donde h es estrictamente creciente
y continua. Para obtener un resultado mas fuerte supongamos que existe un intervalo
I'=[t1,t3] C Iy c € R tales que ¢;(t;) = ¢ Vt; € I'. Se tiene entonces que:

Cc = Cl(tl) = Cg(h(t1>) th S I/

Por lo tanto ¢; es constante en I’ y ¢ es constante en h(I’), luego definiendo A’ : [t, 0] —
[t5, ba] como:
Wt = h(t}) Vti € [t], 7]
' h(ti) Yt & [, 1]

Se tiene que h' también serd (E)—éptima pues:

t1 phisi)
T =00y = [ ] fea(o0) = ealo2)] o) (o) dy s =0

Reemplazando h por h’, podemos suponer de ahora en adelante que si ¢; es constante
en algun intervalo, entonces toda funcién h' (P,)-6ptima serd constante en ese intervalo.
Bajo este supuesto el item 2) del Lema 5.2.3 nos dice que si h es estrictamente cre-
ciente y continua en un intervalo I, entonces c; es estrictamente creciente en I y ¢y es
estrictamente creciente en h(I).

A continuacién presentamos un Lema que serd de gran utilidad para posteriores de-
mostraciones.

Lema 5.2.4. Sea h : [t],b1] — [t5, bo] (f’;)-éptz’ma, entonces se cumplen las siquientes
afirmaciones:

1) Si h es constante en un intervalo mazimal I = [t],t3] C (¢,b1), entonces® ¢y (t}) =
().

2) Sih™1 es constante en un intervalo mazimal I = [t3, 2] C (t35,by) entonces” cy(t) =
ca(t3)-

Demostracion.

1) Notemos que la maximalidad de I implica que h(I) C (¢}, by), digamos entonces que
h(I) = {ta} C (t5,by). Supongamos que c;(t;) < ca(ts), por continuidad de ¢; se
tiene que existe € > 0 tal que:

‘Sl — t” < €= Cl<81> < Cg<t2)

(tﬁ] ol= “i’@
(t3,t5] o I = (t3,13)

OEl resultado también es valido para I = [ti,t3), I
"El resultado también es valido para I = [t3,¢3), I
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Ajustando e de modo que ¢} 4+ § < t] se tiene que:

]{ o [ca(tz) — ci(s1)] fi(s1) dsy >0

1
1

Lo cual contradice la condicién necesaria 3) del Lema 5.2.2, por lo tanto c;(t{) >
c2(t2). Anédlogamente y haciendo uso de la condicién necesaria 2) del mismo Lema,
es facil demostrar que cy(t2) > c1(#3) y por lo tanto se tiene que:

ci(ty) > ea(ta) > e(t9)

Demostremos ahora que cy(t2) = c1(t1). Si h es continua en ] se tiene que h(t}) = t,,
por la maximalidad de I, necesariamente existe ¢; < ¢ tal que h es estrictamente
creciente en (f1,1). Por lo tanto, sabemos que se satisface:

a(t) = ca(h(t))) Vi € (t1,t)

Luego, por continuidad de ¢y, ¢ y h se concluye que ¢;(t}) = ¢5(t2). Por otro lado,
si h no es continua en ¢} digamos que h(t}) =ty < t. Como esta discontinuidad de
h corresponde a un intervalo maximal I = {to,t,} donde h™! es constante, sabemos
que:

[ )~ ex(o0)] o) sy =0

to

Consideremos ahora una funcién de probabilidades p que es distinta a p;, solamente
en la zona indicada en la siguiente figura:

tol----eme---

tol-------------

th t2 I, C [ay,b]

Figura 5.9: h discontinua en #7.

Como p es (E)—factible, de la optimalidad de pj, sigue que:

/11 / 201(51) f1(81) f2(82) dsidsy > /11 / 202(32) fl(sl) fa(s2) dsids;

Asi, recordando que h es constante en I, se cumple:

/t 1 [02(t2) - 01(81)] fl(sl) d81 -0

1
1
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Por lo tanto se tiene que:

/11 / 2 ca(ta) fi(s1) fa(s2) dsidsy > /11 / 261(75%) f1(s1) fa(s2) dsidsy

Y se concluye la desigualdad que faltaba:

ea(ta) > ci(ty)
Ahora demostremos que cy(t) = c1(t7). Si h es continua en ¢ se tiene que h(t}) = t2,
por la maximalidad de I, necesariamente existe ¢; > t2 tal que h es estrictamente
creciente en (£2, ;). Luego:

Cl(tl) = CQ(h(tl)) th c (t%,t/{)

Y por continuidad de ¢y, ¢ y h se concluye que ¢;(t?) = c3(t3). Si h no es continua
en t2, digamos que h(t3) = t4 > t5. Como esta discontinuidad de h corresponde a un
intervalo maximal I = {t,,%4} donde h™! es constante, se tiene que:

/4 [e1(t7) — ca(s2)] fa(s2) dsa =0

to

Consideremos ahora una funcién de probabilidades p que es distinta a p, solamente
en la zona indicada en la siguiente figura:

IQ C [02: bz]
[ 7]

fof--mmmmeeie- !

I‘-} r‘.f L c [al-.bl]
Figura 5.10: h discontinua en #3.

Como p es (E)—factible, de la optimalidad de pj, sigue que:

/11 / 402(32) f1(31) fz(Sz) dsidsy > /11 / 401(51) f1(81) fz(Sz) dsydsy

Ademas, como h es constante en I, se cumple:

/t11 [ca(ta) — c1(51)] fi(s1) dsy =0

1

Por lo tanto se tiene que:

/tQ/ 1) fils1) false) dsadsy > / / 2(t2) fi(s1) fa(s2) dsidsy

Y concluimos que:
ci(ti) > ea(ty)
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2) Anéloga a la demostracion de 1)

Para terminar, enunciamos el dltimo Lema con condiciones necesarias.

Lema 5.2.5. Sea h : [t{,b1] — [t3, bo] (E)—o/ptz’ma, entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

la) Sea tM = inf{t, € [t5,b1] : h(ty) = by} y supongamos que este valor es finito.
Entonces se cumple que ca(by) < ¢ (1) y ademds, si t31 >t} se cumple:

\/tl [Cl(tjl\/[) — 01(81)} fl(sl) d81 S O th < [ti‘/l,bl]

M
1

1b) Sea t} = inf{ty € [t5,b9] : K™ (t2) = b1} y supongamos que este valor es finito.
Entonces se cumple que cy(by) < co(td!) y ademds, si t}1 > t5 se cumple:

/t C[eat) — eal(2)] fals) dsy <O Wty € [130, by

M
2

2a) Sea t7" = sup{t; € [t},01] : h(t1) = t5} y supongamos que este valor es finito.
Entonces se cumple que co(t5) > c1(t7") y ademds, si t]* < by se cumple:

tm

/t () — ()] fi(sn) dsi 20 € [, 8]

1

2b) Sea t5' = sup{ty € [t5,ba] : h ™' (ta) = ti} y supongamos que este valor es finito.
Entonces se cumple que c1(t7) > co(ty') y ademds, sith' < by se cumple:

[ st~ ealonl o) don 20 vty € 115

to

Demostracion.

la) Del Lema 5.2.2 sabemos que:

/ttl [Cg(bg) — 01(81)] fl(sl) d51 S 0 \V/tl < [ti\/l,bl]

M
1

Partamos suponiendo que ¢;(by) > ¢1(t}). Como ¢; es continua, escojamos t; > M
tal que: N
Cg(bg) > Cl(t1> th € [t{w,tl]

De esta manera se tendria que:

/t Cealbs) — ex(s1)] fuls1) dsy > 0

M
1
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Lo cual es una contradiccién. Para la desigualdad integral, supongamos que ¢ >
y analicemos primero el caso en que h es continua en /. Se tiene entonces que
h(tM) = by y ademas existe t; < tM tal que h es estrictamente creciente en (fy, ).
Esto tultimo implica que:

a(t)) = ca(h(ty)) Vi € (tg,tM)

Y por la continuidad de ¢, ¢ y h se tiene que ¢;(t)) = co(h(t)7)) = c2(ba). Recor-
dando nuevamente que del Lema 5.2.2 sabemos que:

[ 1 [Cg(bg) — 01(81)] f1(81) d81 S O \V/tl < [tjl\/[,bl]

M
1

Se concluye lo deseado. En el caso en que h no es continua en 1, digamos que:

lim h(tl) =1y < bg

t1—>t{\4_

Tomemos t; € [t b)] cualquiera y consideremos una funcién de probabilidades py,
que es distinta de p, solamente en la zona indicada en la siguiente figura:

AT b, 11 C [a1, b1]

Figura 5.11: h discontinua en ¢}.

Como py, es (E)—factible, de la optimalidad de py, sigue que:

t1 bo t1 ba
/M / 01(51) f1(31) f2(82) dsads; > /M / 02(82) f1(81) f2(82) dsads;

De la discontinuidad de h en t} se tiene que:

/b2 ca(s2) fa(s2) dsy = /b2 c1(B1) fosy) dss

to t2

Y por lo tanto:

t1 bo
/tM /t [Cl(t{w) - 01(81)] fl(sl) f2(32) dseds; <0

Lo que implica que necesariamente:

/t1 [Cl(ti\/[) - 61(81)] fi(s1) ds; <0

M
1
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1b) Anédlogo a la demostracién de la).

2a) Del Lema 5.2.2 sabemos que:

[ et el o) dsi 20 v € ]

t1
Partamos suponiendo que ¢,(t5) < ¢ (£*) y escojamos t; < " tal que:
oo(ty) < er(ty) Vit € [0, 7]

Por lo tanto se cumple:
s
| fetts) = o] o) ds <0
t1

Lo que es una contradicciéon. Para la desigualdad integral, supongamos que t7* < by
y analicemos primero el caso en que h es continua en t{*. Se tiene entonces que
h(t]") = t; v ademds existe t; > t]" tal que h es estrictamente creciente en (¢7,t;).
Luego, se cumple:

Cl(tl) = CQ(h(fl)) th € (t;n,tl)

Por continuidad de ¢, o y h se tiene que ¢ (t]") = ca(h(t]")) = ¢2(t3). Lo que junto
a la desigualdad inicial derivada del Lema 5.2.2 permite concluir. En el caso en que
h no sea continua en ¢}, digamos que:

lim h(t1> =19 > t;

ty >t T

Tomemos t; € [t},1]"] cualquiera y consideremos una funcién de probabilidades p;,
que es distinta de p, solamente en la zona indicada en la siguiente figura:

I, C [ag, bo]

aj fl ﬂln

Figura 5.12: h discontinua en ¢7".

Como py, es (l/t’;)—factible, de la optimalidad de p;, se tiene que:

/1 /*262(82) fl(Sl) f2(82) dsadsy > / 1 /*201(31) fl(Sl) f2(32) dsadsy

De la discontinuidad de h en t7" se tiene que:

/tt2 ca(s2) fa(s2) dsy = /t2 () folsa) dss

* *
2 t2
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oh)

Y por lo tanto:

/;T /: [c1 (") — e1(s1)] fi(s1) fa(s2) dsadsi >0

Lo que implica que necesariamente:
tm

/t 1 [Cl(ﬂn) - Cl(sl)] f1<31> ds; > 0

1

Andlogo a la demostracién de 2a).

]

Corolario 5.2.6. Sea h : [t',b)] — [t5,bs] (P2)-6ptima y definamos los conjunto AL y A2
como:

A= {t1 € (t5,by) : 37,82 € (t5,by), t] <t <t], h constante en (t],13)}

A= {ty € (t5,by) : 15,15 € (t5,b0), ty <ty <t3, h™' constante en (t,13)}

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

)

La restriccion de ¢y al conjunto A} = (t3,b1)\ N}, es una funcion creciente. Ademds si
existe €1 > 0 tal que h es estrictamente creciente y continua en [t7,t] + €1] lo mismo
vale también en A = [t7,b1) \ A, y si existe o > 0 tal que h es estrictamente
creciente y continua en [by — €3, b1] lo mismo vale también en A, = (t5,01] \ \}.

La restriccion de cy al conjunto A2 = (t3,be)\\i es una funcion creciente. Ademds si
existe e3 > 0 tal que h™! es estrictamente creciente y continua en [t5, th+e3] lo mismo
vale también en A7 = [t3,by) \ A2, y si existe €4 > 0 tal que h™' es estrictamente
creciente y continua en [by — €4, bs] lo mismo vale también en A2 = (t5,by] \ 2.

Demostracion.

i)

Consideremos simplemente A} = (¢,b;) \ A, y notemos que A} es una unién fini-
ta de intervalos (o singletons) disjuntos que llamaremos ordenadamente por {; }5\7:1

Si N = 1, por el Lema 5.2.3 la conclusiéon es directa y si N > 1 se tiene que I; es
cerrado Vj € {2,...,N — 1}, I; es cerrado por la derecha e Iy es cerrado por la
izquierda.

Si denotamos I; = [d;, D] (con las respectivas cerraduras para I; e Iy), por el Lema
5.2.3 sabemos que ¢; es creciente en I; Vj € {1,..., N} y ademas por el Lema 5.2.4
se tiene que ¢1(D;) = ¢1(dj41) Vj € {1,..., N—1}. La conclusién entonces es directa.

Ademds, si existe €; > 0 tal que h es estrictamente creciente en [¢], ¢} +¢] se tiene que
I, = (t7, Dy], entonces podemos redefinir I; = [t7, D;] y andlogamente se concluye
lo deseado. Igualmente en el caso en que exista e > 0 tal que h es estrictamente
creciente en [b; — €, b1] se tiene que Iy = [dy, by), redefiniendo ahora Iy = [dy, b1 ]
analogamente se concluye lo deseado.
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ii) Andlogo a i), intercambiar jugadores.

Observacién: En términos de h es posible escribir A? como:

A= {ty € (t5,by) : [Bf € (ti,by) tal que lim h(t) <ty < lim h(t)] V
t1—>£17 tl—)ﬂJr

[t; <ty < lim h(tl)] V [ h'm_ h(tl) <ty < bg]}

ty—tyT t1—

Ademsds, que h™! sea estrictamente creciente y continua en una vecindad de t} es
equivalente a que exista ti € [t,b;) tal que h(t]) = t5 y h sea estrictamente creciente y
continua en [t1, 1 + €], para algin €; > 0. Por tltimo, que h~! sea estrictamente
creciente y continua en una vecindad de by es equivalente a que exista t2 € (t%,b;] tal que
h(t?) = by y h sea estrictamente creciente y continua en [t3 — €3,13], para algin €5 > 0.

Corolario 5.2.7. Sea h : [t],b1] — [t5, bs] (E)—o/ptima y sea (t1,t2) € [tT,b1] x [t5, bo] tal
que ty = h(ty) y existe un intervalo I, donde h es estrictamente creciente y tal que t; € I.
Entonces se cumplen:

la)

/t* [e1(t1) — c1(s1)] fi(s1)dsy >0
1b)

/t* [ea(ta) — ca(s2)] fa(s2)dss >0
2a)

/t [e1(t1) — e1(s1)] fi(s1)dsy <0
2b)

ba
/ lealta) — eals2)] folsa)dsa < 0

t2

Demostracion. Consideremos Aj = (t5,b1)\ A} y los intervalos {I;}}*; como en la demos-
tracion del Corolario 5.2.6. Se tiene entonces que existe un indice ¢ tal que I, C I;, y por
la optimalidad de A se cumple lo siguiente:

/ - [c1(D;) — er1(s1)] fi(s1)dsy =0 Vie{l,...,N—1}

D;
Cl(tl) < 61(81) Vsl - A}ll N [tl, bl]

Cl(tl) > C1(81> Vsl € A,ll N [f{, tl}
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Capitulo 5

Luego, se tiene que:

/t Healty) — ex(s0)] fi(s1)dsy

*
1

/ " fea(t) — ea(sn)]

*
1

-1 /d¢+1
Z D;

=1

[ et - et

1

1

0

Y también se cumple:

/t 1 [c1(t1) — er(s1)] fi(s1)ds

+
i=ig+1
N-1 diy1
< 0+ /
N-1 dig1
< / [c1(D;) — e1(s1)] fi(s1)ds: +/
=10 D;
= 0

Las desigualdades 2a) y 2b) son andlogas.

i0—1

f1 S1 d81+0+2/

i0—1

/t* [e1(dy) — e1(s1)] f1(s1 d81+Z/

/tlDi [e1(t1) — e1(s1)] filse dleFZ/

fi(s1)dsy + Z/ lc1(t1) — c1(s1)] fi(s1)dsq

[c1(t1) — c1(s1)] fi(s1)ds1 + /d 1 [c1(t1) — c1(s1)] fi(s1)dsq

10

i0—1 dis1

Cl tl —C1 81)] fl(sl)dsl +0

d+1

—ci(s1)] fi(s1)dsy

dis1

[c1(t1) — c1(s1)] fi(s1)ds

i=ig

e1(t) — en(s0)] fal(sa)dsy + 0+ /

46

3 / x(t2) — cx(s)] fulsa)ds + / (1) — cxs0)] fulsr)dsy

by

[e1(t1) = ci(s1)] fi(s1)ds,

Dy

b1

[c1(Dn) — ci(s1)] fi(s1)dsy

Dy



5.3. Comparacion con solucién de Myerson Capitulo 5

5.3. Comparacion con solucion de Myerson

Consideremos un intervalo maximal [t1,t}] donde ¢; es constante, es decir G} o F} es
constante en el intervalo maximal [¢], ¢?]. Diremos entonces que:

Gl(Fi(t)) =1 Yt €[t,t]

Esto implica que G es lineal en [Fy(t1), F;(t?)] y ademés, por la maximalidad del intervalo,
que Gi(F1(t1)) = Hi(Fi(t)) y Gi(F1()) = Hi(Fi(t1)). Luego, se cumple que:

Hy(Fy(8])) = Hi(Fi(t)) + L (Fu () — Fi(t))

Lo que es equivalente a:

2

/t%cl(sl)fl(sl) ds; — /t% er(s1) fi(s1) dsl+/t1lf1(sl) ds:

ai ai t1

t2

e /101(81)f1(51) d81 = /ll f1(81) dSl

1

G
<~ 0 = / [l — 61(81)] fl(sl) dsy
t1
Ahora bien, excepto cuando ¢} = a;, la maximalidad de [t],?] implica que existe € > 0

tal que:

Gi(g) = Hi(q) Vg€ [Fi(ty) — e Fi(ty)]
Por lo tanto se tiene que G} (Fi(t1)) = H;(Fi(¢])), lo que es equivalente a que | = ¢;(¢]).
Andlogamente deducimos que, salvo cuando t? = by, la maximalidad de [¢],#2] implica
que [ = ¢;(#?). Ademds, notemos que para los puntos ¢; al interior del intervalo [t],#?] se
cumple que:

H\(Fi(t)) = Hi(Fi(ty))
Fi(t) — Fi(ty)

G (Fi(th))

IN

= L(F(h) = Fi(t) < Hi(Fi(h) - Hi(F(f))

< /1l f1(81> dSl S /1 01(81)f1(81> dSl — / 1 Cl(sl)fl(sl) d81

1
1 al ai

— /tll(l—q(sl)) fu(s1) dsi < 0

Luego, las condiciones que resumen los resultados integrales son:

/1(1—01(31)) Fu(s1) dsi <0 iy € [t £2]

1
1

8
/ (= cx(s1)) fu(sy) dsy >0 ¥ty € [,
t1
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Con estos resultados, es directo demostrar que si h* : [t],b1] — [t5, bo] es la funcién
(f’;)—éptima asociada a la soluciéon de Myerson, en cada situacion posible de intervalos
donde h* sea constante se cumplen las condiciones necesarias de optimalidad obtenidas
en este capitulo. Haciendo un analisis andlogo con la funcién ¢é;, concluimos que en cada
situacién posible para intervalos donde h* ' sea constante, también se cumplen las con-
diciones necesarias de optimalidad.

Por tiltimo, si existe un intervalo maximal [¢3,¢]] donde ¢; es estrictamente creciente,
se tiene que G o F} es estrictamente creciente en [t3,¢]]. Luego, necesariamente se debe
cumplir:

Gi(q) = Hi(g) Yt € [t],1]]

Pues de lo contrario, G serfa lineal en algtin subintervalo de [t3,¢}]. Esto implica que:
G(q) = Hi(g) Vg € [F(t9), Fi(1)]
= Gi(Fi(h)) = Hi(Fi(t)) Vi € [t 8]

— é(ty) = e1(ty) Vi, € [t3,t]]

Por lo tanto, es claro también que en intervalos donde h* sea estrictamente creciente se
cumplen las condiciones necesarias de optimalidad encontradas en este capitulo.
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Capitulo 6

Caso de dos compradores: Algoritmo

6.1. Algoritmo

Las condiciones necesarias obtenidas en el capitulo anterior sugieren un algoritmo na-
tural para la bisqueda de soluciones del problema (P,) mediante la busqueda de alguna
funcion h que sea (E)—éptima. Este consiste en ir chequeando cudles grupos de condicio-
nes necesarias es posible satisfacer y saber asi qué forma puede tener la funciéon h en el
intervalo [t} by].

Antes de proponer un algoritmo que permita encontrar la funcién (@)—éptima, anali-
zaremos ain més los casos extremos del problema, que son cuando la solucion de (f’;) es
p; = 1o ps =1,y encontraremos condiciones necesarias més generales que las del capitulo
anterior. A continuacion haremos notar que hay una clase de funciones (ﬁ;)—factibles que
no es necesario que sean consideradas en la biisqueda del algoritmo. Esto se debe a que la
optimalidad de alguna de ellas implica la optimalidad de otra funciéon que no pertenece a
dicha clase y por lo tanto bastara considerar solamente el conjunto de las funciones que
no estan en esa clase.

Por 1ultimo motraremos, para mejor entendimiento, un cuadro resumen con todas las
situaciones que el algoritmo si considera y las condiciones necesarias conocidas en cada
una de ellas.

Comenzaremos analizando el caso en que la solucién del problema es p; = 1, lo que es
equivalente a que h' : [t},b1] — [t3, bs] definida como sigue sea (P,)-6ptima.

hl(t)) = by Vit € [t],b1]

Las condiciones necesarias obtenidas en el capitulo anterior y que aplican en este caso son
las siguientes:

/t*l (ea(b) — e1(s1)] fulsy) dsi <0 Vi € [£5,b]

1

/ 2 [c1(t]) — ca(s2)] fa(s2) dsy > 0 Vig € [t5, by

to
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

Para obtener una condicién necesaria mas general, consideraremos, para algunos t; €
[t1,b1], ta € [t5, bo], la funcién h : [t], by] — [t5, ba] definida como:

7 o t2 V51 S [f{,tl]
hs1) = { by Vsi € (t,b]

Dado que h' es (E)—éptima, se cumple necesariamente que:

. t1 b2
1) = 9@ = [ [ ler(on) = ex(so)] false)ils1) dsa ds 2 0

Y por supuesto lo anterior es véalido para cualquier t; y %o, se tiene entonces la siguiente
condicién necesaria de optimalidad para h':

t b
/* / [c1(s1) — c2(s2)] fa(s2) f1(s1) dsa dsy >0 Vg € [t],b1] Vi € [t5, Do)

En caso de que la solucién del problema sea p; = 1, o equivalentemente h? : [t, b;] —
[t5, ba] definida como:
h*(t)) =t5 Yt € [t], bi]

Sea (P»)-6ptima, las condiciones necesarias del capitulo anterior que aplican son las si-
guientes:

by
/ [c2(t3) — ea(s1)] fi(s1) dsi >0 Yty € [t], bi]

t1

/2 [Cl(bl) — CQ(SQ)] f2(82) dSQ S 0 vtz € [t;, bg]

4

Para obtener una condicién necesaria més general, consideraremos la funciéon h : [t7, 0] —
[t5, bo] definida como:

> | th Vs et} t]
his1) = { ty Vs € (ty,by]

Para algunos t; € [t%,by], to € [t3, bo], y la optimalidad de h? implicard entonces que:

. b1 pt2
502 = 9@ = [ [ lealon) = ea(s0)] false)ifs1) dsa ds 2 0

Obteniéndose la condicién necesaria de optimalidad siguiente para h?:

b1 to
[ [ et = s falsdisn) dsa dsi 20 ¥ €[] Vi € 50

Notemos que, tanto en este caso como en al anterior, la condicién necesaria recién obte-
nida implica a las que se habian obtenido en el capitulo anterior. Por esta razén y por
otras que mostraremos mas adelante, para los casos extremos del problema trabajeremos
solamente con estas ultimas condiciones obtenidas.

La siguiente proposicion justifica el hecho de que dentro de las parametrizaciones de
la frontera de los conjuntos de asignacion que son constantes en un intervalo maximal
(t1,t%), solamente consideraremos aquellas que son continuas en el extremo derecho #2.
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

Proposicién 6.1.1. Sea h: [t,by] — [t3,bs] creciente para la cual existen t2 € (t5,b1) y
ty € (t5,b2) tales que:
h(t)) =ty VYt € (t],13)

ty = lim h,(tl) > 1y

-2t
Entonces, si h es (E)—dptima, se tiene que h: [t3,01] — [t5, bo] definida por:
= ta YVt €[t} 3]
htr) = { ht) Vi € (£,b1]
También es (E)—éptima.

Demostracion. Como h es (E)—éptima, del Lema 5.2.2 sabemos que:

/: [ca(ta) — c1(s1)] fi(s1) ds1 =0
/t4 [Cl(t%) — c2(52)] fa(s2) ds2 =0

to

/t2 [Cl(t%) — 02(52)] f2(82) dss <0 VtNQ € [tz,t4]

to

De la ultima condicién se deduce que ¢;(t3) < co(ts) y por lo tanto:

s =16 = [ [ o) o Btontaton) o
_ /t /t4 [ex(2) — e1(s1)] fals2) fi(s1) dsz dsy
< / / " ealta) — ex(s)] falsa) fals) dss
_ /t/t lea(ta) — c1(51)] folss) fr(s1) dsy dso

Asi, como h es (E)—éptima, necesariamente h también es (E)—éptima. O

Gracias al resultado anterior, y a la regularidad de las funciones que son (ﬁ;)—éptimas,
podemos considerar una cantidad reducida de formas de las soluciones de (E) Si existe
un intervalo maximal [t5,¢2) C [t*,b;) donde h es constante y h([tt,12)) = {la} C (£5, by),
podemos asumir que h es continua en t3 y por lo tanto estrictamente creciente en [t3, 2 +¢]
para algtin € > 0. Podemos hacer lo mismo con h™! y asumir que si existe un intervalo
maximal [t5,13) C [t5,by) donde h™! es constante y h=1([t5,t3)) = {t,} C (t%,b1), entonces
h~! es continua en #3 y por lo tanto estrictamente creciente en [t3, 2+ €| para algin € > 0.
Esto extiende la primera situacién al caso en que to = tj y reciprocamente la segunda
situacién también es valida cuando ; = t7.

De esta manera, todas las formas que puede tener h en las vecindades de ¢} y t5 y
por lo tanto, todas las situaciones que considerara el algoritmo, ademas de las cond1c10nes
necesarias para cada una de ellas, se resumen en el cuadro siguiente.
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6.1. Algoritmo

Capitulo 6

1. Jugador 1 dominante:

b

=1

t*

2. Jugador 2 dominante:

by

by

p2=1

t*

3. Recta horizontal:

by

p2=1

=1

4. Recta vertical:

75

P2

1 m

by

(1.1) /t*l /t 2 [c1(s1) — ca(s2)] fi(s1) fa(s2) dsg dsy >0

Vit € [t], by

Yty € [t5, bo)

b1 to
(2.1) /t /t (ea(52) — c1(50)] f1(51) fal(sa) dsa dsy > 0

Vt, € [tT;bl]

(31) /tl [CQ(E;) — 61(81>] fl(sl) d81 S 0

*
1

(32) / 1 [02(72) — 61(81)} fl(sl) d81 Z O

t1

(33) /2 [CQ(E;) — CQ(SQ)] fQ(SQ) dSQ Z 0

)

[02@) — ¢2(59)] fa(s2) dsy <0

(41) /t2 [01(72) — CQ(SQ)] fQ(SQ) dSQ S 0

*
2

b2
(42) / [Cl(a) — 02(82)} fQ(SQ) d82 Z 0

to

(43) /1 |:Cl<t/1) — 01(51)} fl(sl) dSl Z 0

t1

[01({1) — 01(81)} fi(s1) ds;1 <0

52

Vt, € [t;, bg]

Vt, € [t;bl]

\V/tl < [t){, bl]

VtQ € [t;g]

Vtz € [lg, bg]

Vt, € [t;, bg]

VtQ < [t;, bg]

th € [t; t:]

Vi, € [ty by]



6.1. Algoritmo

Capitulo 6

5. Jugador 1 parte constante:

by

6. Jugador 2 parte constante:

by

Pi=1

7. Jugador 1 parte creciente:

by

hg
pa=1

. /
=1

ty*

by

~

(51) Cl(ﬂ) = Cg(tg)

(5.2) /t [er(B) — ex(s0)] fuls) dsy <0

(5.3) / [er(B) — ex(s0)] fuls) dsy >0

t1

(5.4) / " [ea(3) — ealsa)] folse) dsy > 0

to

~

(6.1) cg(tAQ) =c1(ty)

(6.2) /t " [ea(3) — ealsa)] folsz) dsy < 0

*
2

(6.3) / [ea() — ealsa)] folsz) dsy > 0

[2)

(6.4) / [er(B) — ex(s0)] fuls) dsy >0

t1

(7.1) ea(ta) = ea(t)

th € [t>{7 a]

th € [t; a]

v752 € [t;ﬂg]

VtQ € [t;7t/;]

VtQ € [t;7t/;]

Vi, € [th, 1]

(7.2) / [ealB) — ea(s9)] folsa) dsy > 0 Wity € 13,53

to

(8.1) e1(ty) = ea(t3)

(8.2) /1 [cl(t:) —c1(s1)] fi(s1) ds1 >0 Vit € 5, 1]

t1
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Sabemos que (l/t’;) tiene solucién y ademads, una de ellas tiene alguna de las formas
mostradas en el resumen. Por lo tanto, el algoritmo de bisqueda de soluciones esta basado
en la construccion iterativa de una funcién cuya forma se determina en consecutivos
intervalos mediante el descarte de todas las restantes alternativas posibles. De esta forma,
el algoritmo que construye una funcién h : [t,b1] — [t5, by] creciente y (P;)-6ptima es el
siguiente:

Algoritmo:
1) % Chequear si la solucion es de la forma 1%
Chequear si se cumple (1.1)

Si se cumple:
Definir h(tl) =by Vi€ [ T, bl]
FIN

Si no se cumple:
Ir a 2)

2) % Chequear si la solucion es de la forma 2 %
Chequear si se cumple (2.1)

Si se cumple:
Definir h(tl) = t; th € [ti, bl]
FIN

Si no se cumple:
Ir a 3)

3) % Chequear si la solucion es de la forma 3%
Chequear si existe £, € [t5, by] que satisfaga (3.1) - (3.4)

Si existe:
Definir h(tl) = tQ \V/tl € [ti, bl]
FIN

Si no existe:
Ira4)

4) % Chequear si la solucion es de la forma 4 %

Chequear si existe £, € [t%, by] que satisfaga (4.1) - (4.4)

Si existe: h
. ts Vit € [t} 1]
Defi M =1 5 v e [
ennir ( 1) { by Vt, € [tbbl]
FIN

Si no existe:
Ir a 5)
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5) % Aj contiene los pares que satisfacen las condiciones (5.1)-(5.4) del resumen y
Ay los pares que satisfacen las condiciones (6.1)-(6.4). %

Definir
Ay =1 (1, 1) € (8,b1) X (5,02) : c1(fr) = ea(ta) |
/1 [cl(ﬁ) —c1(s1)] fi(s1) ds; <0 vt € [t], 6],

/1 [Cl(a) —c1(s1)] fi(s1) ds; >0 vt € [th 4],
/t Clea@) — ea(s2)] false) dsa 20 Vi € [15.7] )

Ay ={ (b,t2) € (87,01) X (13,02) : ea(ls) = er(t)
/ [Cg(t;) — 62(82)} f2($2) d82 <0 \V/tg € [t;,t;] ,

t

/t2 [Cz(th) — 62(32)} fa(s2) ds2 >0 Yty € [té,é] )

to

/l [e1(t1) —ei(s1)] fi(s1) dsi >0 V€ [t5, 6]}

t1

% Cuando ambos conjuntos son no vacios, la forma de la frontera serd del tipo 5 o
6, dependiendo de si el valor mds pequenio de ¢y o0 ca se alcanza en Ay o Ay
respectivamente. %

SlAl?é@ A\ AQ#@Z

Si min c(ty) < min  cy(ty) :
(t1,t2)€AL (t1,62)€As

%En este caso la frontera serd del tipo 5. Dentro de los puntos que minimizan ¢,
se elegird como extremo derecho del segmento horizontal aquel que tenga la mayor
altura y posicion. FEste punto también se toma como inicial para las iteraciones de
la etapa 6). %

Definir By = argmin ¢i(¢;) , 1 = max ¢, to = max iy
({175)@41 (t1,t2)€B1 (t1,t2)€B1

Definir’  h(t;) = #, Vit € [th 1]
Asignar t; = ﬂ , ty = t/;

Ir a 6)

1La proposicién 6.2.9 nos asegura que (ﬂ, 12) € B,
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Si min ¢ (f;) > min cy(ty) :
(tl,tQ)EAl (tl,tQ)EAQ
% En este caso la frontera serd del tipo 6. Dentro de los puntos que minimizan co
se elegira como extremo superior del segmento vertical aquel que tenga la mayor

posicion y altura. Este punto también se toma como inicial para las iteraciones de
la etapa 6). %

Definir By = argmin cy(ts) , t1 = max t;, to = max
(t1,62)€A; (t1,t2)€B2 (t1,t2)€B2

Definir? h(t;) = t3 Vi, € [t} 1]

Asignar t; = Fl  ty = t/;

Ir a 6)
Si min ¢(t) = min cy(ty) :
(tl,tQ)EAl (tl,tQ)EAQ

%En este caso es posible que la frontera sea del tipo 5 o del tipo 6. %

Definir B = argmin ¢, (t;) U argmin cy(t)

(f1,t2)€A1 (f1,t2)€A;
ty = max t;, to = max iy
(tl,tg)EB (tl,tQ)EB

Si (t,15) € A, -
%Frontera tipo 5. %
Definir ~ h(ty) = 5 Vit € [t 1]
Asignar t; = f 1y = 15
Ir a 6)
Si no?:
%Frontera tipo 6. %
Definir  h(ty) =t Vi € [t 1]
Asignar t; =t , ty =1,

Ir a 6)

2La proposicién 6.2.9 nos asegura que (t/i, t/;) € By
3La proposicién 6.2.33 nos asegura que si (1,%2) & A; entonces (t1,t2) € Ay
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

SiAl#Q AN AQI(D!

% Dy contiene los puntos de [t},b1] que satisfacen las concidiones (8.1)-(8.2). %

Si ¢y es creciente en [t5, t5 + €] para algin € > 0 :

Definir Dy ={ €[t b)) e(ts) = c(ty)

| @ -a] ity an =0 vhepl )
Si no:

Definir Dy = ()

Si ¢; es decreciente en [t], 1] + €] para algin € > 0 :

Redefinir Dy = Dy \ {t1}

% En este caso la forma de la frontera serd del tipo 5 u 8, dependiendo de si el
valor mds pequeno de ¢; o ¢y se alcanza en Ay o Dy respectivamente. %

Si min ¢ (t) <ty V. Dy=0:
(t1,t2)€AL

%Frontera tipo 5. %

Definir By = argmin ¢1(¢1) , {1 = max ¢y, o = max iy
(t~1,t~2)€A1 (t1,t2)€B1 (t1,t2)€B1

Definir®  h(ty) = 1, Vi, € [t 1]
Asignar t; = t  ty = ty
Ir a 6)

Si min ¢ (t) > ea(th) :
(t1,t2)€AL

%En este caso la frontera serd del tipo 8. Se elegird el mayor punto de Dy, que
gunto a ti formard el par inicial para las iteraciones de la etapa 6). %

Definir  ¢; = max t;
t1€D2

Definir  h(t;) =t; Vi € [t5, 4]
Asignar 1, =1, , ty =t

Ir a 6)

4La proposicién 6.2.9 nos asegura que (f1,%3) € By
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

SiA1:® AN AQ%@!
% Dy contiene los puntos de [t5, bs] que satisfacen las condiciones (7.1)-(7.2). %

Si ¢; es creciente en [t], ¢} + €] para algin € > 0 :

Definir Dy ={ t, € [t5.02) + a(ty) = co(ts)

| el - al)] fls) da =0 Vaelndl )

t2
Si no:
Definir D; =0
Si ¢y es decreciente en [t3, t5 + €] para algin € > 0 :
Redefinir Dy = Dy \ {t3}

% En este caso la forma de la frontera serd del tipo 7 o 6, dependiendo de si el
valor mds pequeno de ¢; o ¢y se alcanza en Dy o Ay respectivamente. %

Sici(t)< min c(ts) A D #0:
(t1,t2)EA2

%En este caso la frontera serd del tipo 7. Se elegird el mayor punto de Dy, que
gunto a t} formard el par inicial para las iteraciones de la etapa 6). %

Asignar t; = t to = max ty

toeDy
Ir a 6)
Sici(t7)> min cy(ty) :
(tl,tQ)EAQ
% Frontera tipo 6 %
Definir By = argmin cg(i;) Lt = max t, ty= _max to
({17{2)6141 (tl,tQ)GBQ (tl,tz)EBQ

Definit® h(t)) =t; YVt € [t} 1]
Asignar t; = ﬂ , ty = tAg

Ir a 6)

5La proposicién 6.2.9 nos asegura que (ﬂ, 12) € By
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

SiA1:A2:®:

Si ¢; es creciente en [t],t] + €] para algin € > 0 :

Definir Dy = { t, €[t3,b2) : a(ty) = co(ts)

| @ - e s dn 20 Vel )

to

Si no:
Definir D; =0

Si ¢ es decreciente en [t3,t5 + €] para algin € > 0 :
Redefinir Dy = Dy \ {t3}

Si ¢y es creciente en [t5,t5 + €] para algin € > 0 :

Definir DQ = { TZ g [f{,bl) . CQ(t;) = Cl(a) >

/1 [Cl(a) — 61(81)] fl(Sl) d81 >0 th € [tﬂl(,lfi] }

t1

Si no:
Definir Dy =0

Si ¢, es decreciente en [t],t] + €] para algin € > 0 :
Redefinir Dy = Dy \ {7}

% En este caso la frontera serd del tipo 7 u 8 dependiendo del valor de ¢1(t5) y

Cg(té) %
Si Cl(f{) < Cz(t;) AN Dy 7é 0 :
%Frontera tipo 7%
Asignar t; =t% | t, = max t,
to€D1
Ir a 6)
Sici(ty) >ea(ts) AN Dy#0:
%Frontera tipo 8 %

Definir  ¢; = max t;
t1€D2

Definir  h(t;) = t; Vi, € [t 1]
Asignar 1, =1, , ty =t}

Ir a 6)
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Si Cl(ti) = Cg(tz) A\ D1 % @ A DQ 7é (Z) !6

% Frontera tipo 7, 8 o ambas simultdneamente %
SiDlz{tg} VAN 3t1€D2, t1>tT:
%Frontera tipo 8 %

Definir a = max t
t1€D2
Definir  h(t) =t Vit € [t 1]
Asignar t; =t , ty = t3
Ir a 6)

SiDQZ{tT} VAN atQGDl, t2>t;:
%Frontera tipo 7%
Asignar t; = o, o = max i;
to€ Dy
Ir a 6)

% Frontera tipo 7y 8 a la vez %

Asignar t; =1t7 |ty =1}
Ir a 6)

6) % En esta etapa, el algoritmo itera hasta terminar. En cada iteracion se define h
continua y estrictamente creciente en un cierto intervalo y, a menos que el
algoritmo termine, se determina o bien otro intervalo donde definir h constante, o
bien un punto donde h serd discontinua. Cada iteracion comienza buscando el
primer instante en que alguna de las dos opciones mencionadas es posible. %

Definir:

~ . tl
t1 = inf{ t% S [tl,bl] : E]t% S (t%,bl] ,/1 [Cl(t%) — 01(81)] f1(81) ds1 <0 Vi € [t%,t%] R
t

1

/:1 [Cl(t%) — 61(81)] f1(81) dsi; =0 A (Cl(t%) = Cl(t%) \Y t% = bl) }

1
1

~ . t2
to = inf{ t% S [tg,bg] : E]t% S (t%,bg] 7/1 [Cg(t%) — 62(82)] fQ(Sg) dso <0 Viy € [t%,t%] R
t

2

/ ? lea(th) — ca(s2)] fals2) dsz =0 A (c2(td) = ca(th) v 3 =by) }

1
t2

6Notemos que cuando ¢ (t) = ca(t), D1 =0 < Dy =)
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~

Si(hh<oco Afy=00) V (f1 <00 Aty <oo A e(h) < ealts)) 7

% Si la parte estrictamente creciente de h pasa antes por t,, es posible que la
frontera entre ambos jugadores posea un segmento horizontal. %

Ira6.1)
Si(lh=00 Afy<oo) V (fi<o0 A ta<oo A cl) > eta)) :

% Si la parte estrictamente creciente de h pasa antes por 12, es posible que la
frontera entre ambos jugadores posea un segmento vertical. %

Ir a 6.2)

Si ﬂ = 00 ,f; =00 :

% En este caso la frontera no tiene mds segmentos horizontales ni verticales. %
Ir a 6.3)

6.1) % Dependiendo de si la parte estrictamente creciente de h pasa antes por 1 o por
by la frontera tendrd o no tendrd un segmento horizontal. %

Si Cl(a) < Cg(bg) :
% Hay segmento horizontal. %
Definir

~

t1T = sup{ t% € (tl,bl] : /A [Cl(tl) — 01(81)] f1(81) ds1 <0 Vt € [tl,t%] s
t1

~

/ttl ler(D) — ea(s1)] fi(s1) dsy =0 A (cr(2) = s () v £ =1y)}

Definir h en [t1, 1] como la solucién continua de la ecuacién
c1(tr) = ca(h(t1))

que cumple con h(t;) = to

Definir h(t;) = h(ty) Vit € (f1, 1]

Asignar t; = t; ty = h(tAl)

Si t‘l = bl :
FIN
Si no:
Ir a 6)

“La proposicién 6.2.12 nos permite arbitrariamente preferir el segmento horizontal en el caso en que
Cl(tl) = Cg(tg).
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6.1. Algoritmo Capitulo 6

Si Cl(a) Z 02(62) .
% No hay segmento horizontal. %

Definir tl = inf{t1 € [t'l, bl] . C (tl) = CQ(bQ)}
Definir A en [t1,#;] como la solucién continua de la ecuacién

c1(ty) = ca(h(t1))

que cumple con h(t;) = t,
Definir h(tl) =by Vit € (tl, bl]
FIN

6.2) % Dependiendo de si la parte estrictamente creciente de h pasa antes por ty 0 por
by la frontera tendrd o no tendrd un segmento vertical. %

Si Cl(bl) > Cg(t/;) :
% Hay segmento vertical. %
Definir

~

to = sup{ t% € (tg,bg] : /A [Cg(tg) — CQ(SQ)] fQ(Sg) dsog <0 Vit € [tg,t%] s
to

/;2 [ea(t2) — ca(s2)] fa(s2) dsa =0 A (ca(td) = ca(fa) V 3 =1b2)}

Definir tl = inf{t1 S [t‘l, bl] L <t1> = 02(12)}
Definir h en [t1, 1] como la solucién continua de la ecuacién

c1(t1) = ca(h(ty))

que cumple con h(t;) = t,
Asignar tl = tl t2 = tug

Si ty=by:
FIN
Si no:
Ir a 6)

Si Cl(bl) S CQ(%;) .
% No hay segmento vertical. %

Definir h en [t1, b1] como la solucién continua de la ecuacién
ci(t1) = ca(h(t1))

que cumple con h(t;) = to
FIN
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6.3) % En este caso la frontera no tiene mds segmentos y el algoritmo terminard. %
Si c(by) < ea(be) :
Definir h en [t1, b1] como la solucién continua de la ecuacién
ci1(t1) = ca(h(th))
que cumple con h(t;) = t,
FIN
Si ¢(by) > ca(bo) :
Definir £, = inf{t; € [t1,b1] : c1(t1) = c2(b2)}
Definir h en [t1,%;] como la solucién continua de la ecuacién
ci(t1) = c2(h(t1))
que cumple con h(t;) = to
Definir h(t,) = by Vt; € ({1, 1]
FIN
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6.2. Justificacién del Algoritmo

A continuacién enunciaremos una serie de proposiciones que posteriormente nos per-
mitirdn demostrar que el algoritmo efectivamente construye una funcién h que es (P)-
Optima. Para comenzar presentaremos una proposiciéon que serd muy util en futuras de-
mostraciones.

Proposicién 6.2.1. Supongamos que existe h : [t7,b1] — [t5,bs] constante por trozos y
(P,)-6ptima. Entonces existe h : [t§,b1] — [t5, ba], que tiene alguna de las formas que se

—

enumeran a continuacion, y que es (P)-dptima.
1) h(ty) =ty Vit € [t},by] para algin ty € (£5,bs)
2) h(t)) =t; Vi, € [t%, ]
3) h(ty) =by Vi € [t3,b]

~ s Yt € [t 2 , .
ey ={ 2 S e atpin € 1,00

Demostracidn. Si h no es constante, consideremos t],t2, 3 € [t},b,] tales que:
h(t)) =ty Vit € (t],t])

h(ty) =t3 Vi, € (t1,63)

Donde t2 > ti. Sabemos entonces que se cumplen las siguientes propiedades:

/1 [ea(t;) —er(s1)] fi(s1) dsi >0 Vit € [ty ]

t1

/t1 [cz(tg) —ci(s1)] fi(s1) dsy <0 Vi € [t3, 3]

[ 1)~ ex(o0)] o) s =0

t3

Y ademds la primera y segunda desigualdad implican que co(t3) > ¢1(t2) > co(t3). Ahora
bien, si i no es de la forma 4), se tiene que t3 € (¢3,b2) o bien 3 € (¢3,b2). En el primer
caso, del Lema 5.2.2 sabemos que también se cumple:

/tl [ea(ty) — e1(s1)] fi(s1) dsi =0

1
1

Luego, podemos definir h : [tf, b1] — [t}, by] como:

ht) = { B Vh g [ £
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Y se tiene que h es (i’;)—éptima pues:

J(h) - J(h) = /tl1 /t12 [02(52) - 01(81)] f2(32)f1(51) dsy dsy
—-AﬂATm@—@@ﬂﬁ@V@n%wm
O 1 2

<

En el segundo caso, sabemos esta vez que:

/tl [e2(3) — e1(s1)] fi(s1) ds; =0

2
1

Luego, podemos definir A : [t5,b1] — [t5, by] como:

T . t% th € [t%at:{)]
’“”‘{hm>vn¢%ﬁ1

Y se tiene que h es (i’;)—éptima pues:

J(h)—J(h) = /t21 /tl2 [e1(51) — c2(52)] f2(s2) f1(s51) dso ds,
— /t21 /tl2 [e2(t3) — e1(8])] fa(s2) f1(51) ds2 dsy
0o

<

Por tltimo, si & no tiene alguna de las formas 1) — 4), se puede hacer una modificacion
andloga a la realizada y asi sucesivamente ir disminuyendo la cantidad de trozos cons-
tantes. Es claro que en algiin momento se obtiene una curva h con alguna de las formas
1) — 4) dependiendo de si originalmente h alcanzaba los valores ¢} y b;. O

6.2.1. Justificacion de las etapas 1-4

A continuacién presentamos una proposicion que justifica los pasos 1) y 2) del algo-
ritmo pues nos dice que las condiciones necesarias que encontramos en los casos extremos
son también condiciones suficientes de optimalidad.

Proposicién 6.2.2.
i) Si se cumple (1.1) entonces h' : [t5,b1] — [t3, ba] definida como sigue es (ﬁ;)—éptima.

RY(t)) = by Yt € [}, b1]

ii) Si se cumple (2.1) entonces h* : [t5,b1] — [t5, bs] definida como sigue es (E)—éptima.

R%(t)) = t5 Vit € [th,by]
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Demostracion.

i) Primero demostremos que si se cumple la hipétesis entonces existe h : [t} by] —
[t5, ba] que es (Py)-6ptima y constante por trozos. Consideremos h* : [t1, by] — [t5, bo]
(P,)-6ptima cualquiera y supongamos que existe un intervalo I, = [t1,t3] C [¢}, by]
donde h* es estrictamente creciente. Por el Corolario 5.2.7 sabemos que:

/:2 /tf c1(s1)fi(s1)fa(s2) dsy dsy < /: /tf e () f1(s1) fa(s2) dsy dsy
= /j /:2 co(R* (1)) f1(51) fa(s2) dsy dsy

2 pbo
< /*/ ca(s2) fi(s1) f2(s2) dsy dsy

Lo que junto con la hipdtesis implica que:

2 pbo t2 rbo
/*/ c1(s1) f1(s1) f2(s2) dsa dslz/*/ ca(s2) f1(s1) fa(s2) dsa dsy

Maés atn, todas las desigualdades anteriores son igualdades. Luego, viendo la de-
mostracién del Corolario 5.2.7 esto implica necesariamente que ¢;(s;) = ¢ (t3) Vs; €
[t5,12] v que ca(s2) = co(h*(12)) Vsy € [h*(13), bs]. Como ademés c¢;(s;) = ca(h*(s1))
Vsy € [t1, 3] sigue que ca(s2) = co(h*(t2)) Vsy € [h*(t1), by]. Por lo tanto, podemos
definir 2™ : [}, b1] — [t3, be] como:

PN (M (2O B =R 2]
h™ () —{ W (t) Vi € [t 8]

Y se tiene que h** es constante en [t}, 2] v (P,)-6ptima pues:

h*(s1)
J(h* h** / / 01 51 — 62(52)] =0

* (tl

Por lo tanto iterativamente podemos construir & : [t¥, by] — [t3, ba] que es (l/D;)-épti—
ma y tal que no es estrictamente creciente en ningin intervalo, lo que implica que
h es constante por partes.

Luego, gracias a la proposicién 6.2.1 sabemos que existe h: [t5,01] — [t3, ba] que es
(P)-6ptima y que tiene alguna de las siguientes formas:

1) ’iL/(t1> = t2 th S [f{,bl} para algfm t2 € (t;,bg)
2) h(ty) =t Vit € [t],bi]
3) h(t)) =by Vit € [t7,by]
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6.2. Justificacion del Algoritmo Capitulo 6

Toy_ [t VhEH) g2 e (g
4) h(ty) = { by W & (2. by para algun t{ € (7, b)

Si h tiene la forma 1), por la hipdtesis se tiene que:
. b1 bo
I = 30 = [ [ lerlsn) = ealsa) falsadfa(sr) e dsy 0
t’f to

Lo que implica que h' es (@)—ép‘cima. En caso de que h tenga la forma 2), por la
hipétesis se tiene que:

. by b
1) = 9@ = [ [ lerton) = ealso)] falsalilsn) dsa dsy 2 0

Lo que también implica que h' es (E)—éptima. Por tltimo, si h tiene la forma 4), la
hipétesis implica que:

J@U—J@y:lf[fkﬂﬁ%ﬂﬂ@ﬂﬁ@gﬁ@ﬁd@dﬁzo

Por lo tanto en todos los casos se tiene que h' es (E)—éptima y se conlcuye lo
deseado.

ii) Andlogo a i).
[l

La siguiente proposicién justifica los pasos 3) y 4) del algoritmo, ya que demuestra
que las condiciones necesarias de los casos en los que la frontera entre ambos jugadores es
una recta horizontal en el interior de [t}, bs] 0 una recta vertical en el interior de [¢], ],
son también condiciones suficientes de optimalidad.

Proposicion 6.2.3. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Si existe ty € (t5,by) tal que se satisfacen (3.1) - (3.4), entonces h : [t5,b] — [t5, bo]
definida como h(ty) =t, Vt, € [t5,by], es (Py)-dptima.

i) Si existe ly € (t7,by) tal que se satisfacen (4.1) - (4.4), entonces h : [t%,by] — [t5, bo)
definida como sigue, es (Ps)-dptima:

[t Vhethh)
Mm_{@vhaam
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Demostracion.

i) Consideremos cualquier funcién & : [t7, by] — [t5, by] creciente y notemos que:

B> phl(s2)
J(h) — 3(h) = / / ea(s1) — ea(2)] fals2) uls1) sy dso

[ et = sl Bl ds

IV

o his)
/t* /t [02(752) - 02(52)} fa(52) f1(51) dsy ds,
b2 b1 R
" /5 /fll(sz) [ca(s2) = ca(t2)] fa(s2) fi(s1) dsy dsy
h= (&) i R
— / [ [ea(t2) — ca(s2)] fals2) fi(s1) dsa dsy
ty h(s1)

b1 h(s1) R
i /ﬁl(té)/ﬁ [e2(52) = ea(t2)] fals2) fi(s1) dsp dsy

v

0

ii) Andlogo a i).

6.2.2. Justificacion etapa 5

La siguiente proposicion justifica el hecho que en la etapa 5) del algoritmo se busquen
primero elementos en los conjuntos A; y A, y solamente cuando alguno de estos conjuntos
es vacio se consideren elementos de los conjuntos Dy o D, respectivamente. La proposicién
nos dice que si existe un punto que satisface (5.1)-(5.4), entonces ninguna curva del tipo

7) del resumen es (E)—éptima y que si existe un punto que satisface (6.1)-(6.4), entonces
ninguna curva del tipo 8) del resumen es (P,)-6ptima.

Proposicién 6.2.4. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

i) Si existe (t1,15) € Ay entonces ninguna funcion h : [t5,b] — [t5,by] que sea estric-

—

tamente creciente y continua en [t7, 17 + €], para algin € > 0, es (P2)-dptima.

i) Si existe (ty,1) € Ay entonces ninguna funcion h : [t5,b] — [t5, bs] que cumpla lo

—

siguiente es (Py)-optima.

h(t)) =t; Vit € [t5,11], para algin t; € [t}, D]
h estrictamente creciente y continua en [t1,t, + €| para algin ¢ > 0.
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Demostracion.

i) Primero notemos que la condicién (5.2) implica que ¢;(f;) < ¢;(t}), luego conside-
remos h como en el enunciado y supongamos que h es (@)—éptima. Notemos que
c1(ty) = ca(h(ty)) Vi, € [th, 114 €], por lo tanto el Corolario 5.2.6 nos dice que #; per-
tenece al interior de un intervalo maximal donde h es constante, que supondremos
SPG de la forma I = [t],#?] y llamaremos t, al punto tal que h(t;) = ty’ Vi, € 1.
Ademsds, ¢1(t1) > e1(tt +€) > ¢1(t7) > ¢1(f1), por lo tanto usando (5.3) se tiene:

t1

[ T —at] il ds > [ @) = als] fits) ds = 0

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#2] en el
caso que ty = by. Igualmente, en caso que t, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades co(ta') > co(h(t +€)) > ca(h(t])) = c1(t7) > c1(t1), por lo tanto:

ty

/t lea(ty) — ex(s1)] fi(s) dsy > / [er(B) — ea(s)] fi(s1) dsy > 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t1, t3].
Concluimos que h no es 6ptima.

ii) Andlogo a i), intercambiar jugadores.
]

En la etapa 5) del Algoritmo, luego de definir los conjuntos A; y A establecemos
que si ambos conjuntos son no vacios, la frontera tendra la forma de la situacién 5) o 6)
del resumen, dependiendo de en cual de estos conjuntos se alcanza el menor valor para
¢1 (o igualmente c3). La siguiente proposicion justifica lo anterior pues nos muestra que
cualquier punto de A;, para el cual exista un punto en A, con menor valor de ¢, induce
una frontera del tipo 5) que no es éptima. Igualmente, cualquier punto de A, para el cual
exista un punto en A; con menor valor de ¢y, induce una frontera del tipo 6) que no es
optima.

Proposicién 6.2.5. Sean (t~1,t~2) € Ay, (a,t/;) € A,. Entonces se cumplen las siquientes
afirmaciones.

i) Sici(t1) > ey(ty), entonces ninguna funcion h : [t5,b] — [t5,bs] que cumpla las
siguientes propiedades es (Py)-dptima.

h(t)) =ty YVt € [t 1]
h estrictamente creciente y continua en [ﬂ, ﬂ + €] para algin € > 0.

i) Si ci(ty) < ci1(th), entonces minguna funcion h : [t5,b] — [t5,by] que cumpla las
siguientes propiedades es (Py)-dptima.

h(te) = Wiz € [t5, 1)
h=1 estrictamente creciente y continua en [zg, by + €] para algin € > 0.
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Demostracion.

i) Partamos notando que t~1 < ﬂ, pues en caso contrario se tendria que t: € [t1, ﬂ] y
ademas:

t1

/t @) — als)] fi(sy) dsy > / [en(B) — e1(s0)] fulsy) dsy = 0

i t

Y esto no es posible pues t; y t, satisfacen la correspondiente condicién (5.2). Ahora
supongamos que h es 6ptima, como ¢;(f;) < ¢;(t1), por el Corolario 5.2.6 sabemos
que #; pertenece al interior de un intervalo donde h es constante. Llamemos I al
intervalo maximal que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de generali-
dad que I = [t},#?], también llamemos ¢y’ al punto tal que h(t;) = t,’ Vt; € I.
Nuevamente por el Corolario 5.2.6, sabemos que ¢;(t}) > ¢;(t;) y por lo tanto:

t1

/tl [e1(t1) — er(s1)] fi(s1) dsi > / [c1(t) = er(s1)] fi(s1) dsy >0

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t{,t3] en el
caso que th = bs. Igualmente, en caso que ty, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades co(ta") > co(ta) = ¢1(t1) > ¢1(t1), por lo tanto:

t1

/t lea(ty) — ex(s1)] fi(s) dsy > / [ex(B) — ea(s)] fi(s1) dsy > 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t], t%].
Concluimos que h no es éptima.

ii) Andlogo a i), intercambiar jugadores.
U

En caso que A; sea no vacio y Ay sea vacio, se define el conjunto D, y el algoritmo
establece que la frontera tendrd la forma de la situacién 5) u 8) del resumen, dependiendo
de si el menor valor para ¢; (igualmente c;) se alcanza en el conjunto A; o Dy respec-
tivamente. La siguiente proposicion justifica lo anterior pues nos muestra que cualquier
punto de A;, cuyo valor de ¢; sea mayor a cy(t}), induce una frontera del tipo 5) que no
es 6ptima. Ademas, si existe un punto de A; cuyo valor de ¢; sea menor o igual a co(t3),
entonces cualquier punto de Dy induce una frontera del tipo 8) que no es 6ptima.

Proposiciéon 6.2.6. Sean (tAl,tAg) e Ay, tNl € Dsy. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones.

i) Sici(t1) > ea(t3), entonces ninguna funcion h : [t5,b] — [t5,bs] que cumpla las
siguientes propiedades es (Py)-dptima.

h(t)) =1, ¥t €[t 1]

h estrictamente creciente y continua en [ﬂ, f+ €] para algin € > 0.
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i) Si c1(t) < eo(ts), entonces minguna funcion h : [t5,b] — [t5,by] que cumpla las

siguientes propiedades es (f’;)—o’ptima.

ht)) =t5 Vit € [t], 1]

h estrictamente creciente y continua en [ﬂ,a + €] para algin € > 0.

Demostracion.

i)

ii)

Partamos notando que t~1 > ﬂ, pues en caso contrario se tendria que t~1 € [t1, a] y
ademas:

/tl [cl(ﬂ) - 01(51)} fi(s1) dsy > / 1 [cl(ﬂ) - 01(81)} fi(s1) dsy >0

ty

Y esto no es posible pues #; y £, satisfacen la condicién (5.2). Ahora supongamos que
h es éptima, como ¢; (a) > ¢1(t1), por el Corolario 5.2.6 sabemos que t; pertenece
al interior de un intervalo donde h es constante. Llamemos [ al intervalo maximal
que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de generalidad que I = [t}, 3],
también llamemos ¢y’ al punto tal que h(t;) = t’ Vt; € I. Nuevamente por el
Corolario 5.2.6, sabemos que ¢;(t}) > ¢;(f1) > ¢ (1) y por lo tanto:
£ t

/ [e1(t]) = e1(s1)] fi(sy) dsy > / [c1(t1) — e1(s1)] fi(s1) dsy >0
t

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t7,#3] en el
caso que ty = by. Igualmente, en caso que t’2~< bo, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades cy(to’) > co(ta2) = c1(t1) > c1(t1), por lo tanto:

t t _
/ [CQ(th) — 61(81)] f1(81) dSl > / [Cl(t1) — 61(51)] f1(81) dSl Z 0
t

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t], t%].
Concluimos que h no es éptima.

Supongamos que h es 6ptima, como ¢y(t5) > ¢1(f) = ca(tz) y A" es estrictamente
creciente en una vecindad de t3, por el Corolario 5.2.6 se tiene que t pertenece al
interior de un intervalo donde A~! es constante, llamemos I al intervalo maximal
que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de generalidad que I = [ti, 2],
también llamemos ¢;’ al punto tal que h™1(ty) = t,’ Vty € I. Nuevamente por el
Corolario 5.2.6, sabemos que c5(th) > ca(h(t; 4 €)) > ¢3(t5) > ¢2(t2) v por lo tanto:

to

[ [ext) = catoo)] oo dsa > [ elf) = ca(sa)] aloa) dsa > 0

1 1
2 t2

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t3,¢3] en el
caso que t} = by. Igualmente, en caso que t] < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades ¢;(t1") > c1(t1 + €) > c1(t1) = c2(th) > ca(ts), por lo tanto:

to

/t2 [c1(th) — ca(s2)] fa(s2) dsy > / [02(1?2) — 02(82)} fa(s2) dsa >0

1 1
2 t2
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Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t}, t3].
Concluimos que h no es éptima. n

Notemos que, intercambiando los roles de cada jugador, la proposicién anterior también
justifica la forma en que el algoritmo decide el tipo de frontera en el caso en que A; es vacio
y Ay es no vacio. Por lo tanto falta ver el iltimo caso posible que es cuando A; = Ay = ().
El algoritmo nos dice que cuando Dy y D5 son no vacios, la frontera serd del tipo 7) u 8)
dependiendo de si ¢;(t]) es menor o mayor a c3(t}) respectivamente (obviamente si alguno
de los conjuntos es vacio el algoritmo elige el tipo contrario de frontera). La siguiente
proposicién justifica lo anterior pues nos dice que: (suponiendo D; y Dy no vacios) si
c1(t}) > co(t5) ninguna funcién del tipo 7) puede ser (f’;)—éptima y sioa(t]) < eats)
entonces ninguna funcién del tipo 8) puede ser (E)—éptima.

Proposicién 6.2.7. Sean ty € Dy, {1 € Ds. Entonces se cumplen las siguientes afirma-
Clones:

i) Sici(t}) > co(t3), ninguna funcion b : [t5,by] — [t5, bs] tal que h(t?) =ty y tal que h
es estrictamente creciente y continua en [t}, 5 +€|, para algin € > 0, es (P2)-optima.

i) Si ci1(t}) < ea(ty), mninguna funcion h : [t,b1] — [t5,be] que cumpla las siguientes

P

condiciones es (Py)-dptima.

h(t)) =t; Vit € [t 1]

h estrictamente creciente y continua en [tNl, t + €] para algin € > 0.
Demostracion.

i) Sea h cualquiera como en el enunciado, como ¢ () > ¢, (%), por el Corolario 5.2.6
sabemos que #; pertenece al interior de un intervalo donde / es constante. Llamemos
I al intervalo maximal que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que I = [t],#2], también llamemos ¢y’ al punto tal que h(t;) =t/ Vt; € I.
Nuevamente por el Corolario 5.2.6, sabemos que c;(t}) > ¢;(¢}) y por lo tanto:

t1

[l —at] Al ds > [ @) =] fits) ds >0

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#2] en el
caso que ty = by. Igualmente, en caso que t, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades cy(t2) > ca(ta) = c1(t) > ci(t1), por lo tanto:

/t1 [Cg<t2,) —_ 01(81)] fl(sl) d81 > / 1 [01(72) — 61(51)} fl(sl) dSl Z 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#2].
Concluimos que h no es 6ptima.

ii) Andlogo a i), intercambiar jugadores.
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En el Algoritmo, una vez decidido que la frontera serd del tipo 5), el paso siguiente
es encontrar un par ({1,%) tal que podamos definir h(t,) = &, Vit € [t},1]. Lo primero
que hacemos es descartar los puntos de A; que no minimizan ¢; y a continuacion elegimos
el par (ﬂ, t/;) como aquel de los restantes que maximiza ambas coordenadas. La siguiente
proposicion justifica en parte lo anterior pues nos dice que cualquier punto de A; que
no minimice ¢; induce una frontera que no es 6ptima, también nos dice que dentro de
los puntos de A; que si minimizan ¢;, cualquier punto que no maximiza cada una de sus
coordenadas induce una frontera que no es 6éptima. Notemos que esto no es suficiente para
justificar el algoritmo, pero la proposiciéon 6.2.9 completa la justificacién al decirnos que
dentro de los puntos de A; que minimizan ¢; siempre existe uno que maximiza ambas
coordenadas. Ahora presentamos ambas proposiciones.

Proposicion 6.2.8. Sean (t:,ig), (ﬂ, t;) € A;. Entonces, bajo cualquiera de las condicio-
nes que a continuacion se enumeran, si h: [t,b1] — [t5, ba] es creciente y tal que:

ht) =t V€ [t 1]
h estrictamente creciente y continua en [t1,t, + €| para algin e > 0.
Se tiene que h no es (/P;)—o/ptima.
1) ei(ty) > en(t).
2) Cl(tNl) = cl(ﬁ) Y t~2 < tAz
3) Cl(tNl) = cl(ﬁ) Y t~1 < tAl
Demostracion.

1) Partamos notando que en este caso t; < #1, pues si no se tendria que #; € [t 4]y
ademas:

t1

| @) =] i) dsy > [ @) = als)] fit) ds =0

* *
1 tl

Y esto no es posible pues #; vy t» cumplen las correspondiente condicién (5.2). Ahora
consideremos h como en el enunciado y supongamos que h es (E)—éptima, €omo
c (ﬂ) > (a), por el Corolario 5.2.6 sabemos que 4 pertenece al interior de un
intervalo donde h es constante. Llamemos [ al intervalo maximal que cumple lo
anterior y supongamos sin pérdida de generalidad que I = [t{, #}], también llamemos
Lo’ al punto tal que h(t;) = to’ Vi3 € I. Nuevamente por el Corolario 5.2.6, sabemos
que ¢;(t}) > ¢1(t1) y por lo tanto:

t1

/t ) — eals)] fils) dsy > / [ex(B) — ca(s1)] fi(s1) dsy > 0

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t7,#3] en el
caso que th = bs. Igualmente, en caso que t, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades cy(to’) > co(ta) = c1(t1) > c1(t1), por lo tanto:

t1

/t 1 [ca(ts) — c1(s1)] fi(s1) ds1 > / [Cl(a) — 01(81)} fi(s1) ds; >0

1 1
1 tl
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Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t], t%].
Concluimos que h no es éptima.

Supongamos que h es éptima, como 62(12) = ¢5(ty) = ¢1(t1) y h es estrictamente
creciente en una vecindad de t;, por el Corolario 5.2.6 se tiene que t pertenece al
interior de un intervalo donde h~! es constante, llamemos I al intervalo maximal
que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de generalidad que I = [t], 3],
también llamemos t;’ al punto tal que h~'(ty) = ¢, Vty € I. Nuevamente por el
Corolario 5.2.6, sabemos que ¢y(t) > ¢a(t2) > ca(f2) y por lo tanto:

to

[ [exth) = catoo)] s dsa > [ eld) = ca(sa)] aloa) dsa > 0

1 1
2 t2

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#2] en el
caso que t| = by. Igualmente, en caso que t] < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades ¢;(t;") > c1(t1) = calta) > ca(t2), por lo tanto:

t2 t2
[ lelt) = caloo)) falsa) dsa > [ [ea®) = ealos)] folse) dsa 2 0
6 t
Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t1, £3].

Concluimos que h no es 6ptima.

Supongamos que h es 6ptima, como ¢;(t) = ¢1(t) v ci(ty) = co(h(ty)) Vi, €
(t1,t, +¢€) sabemos que #; pertenece al interior de un intervalo donde A es constante.
Llamemos [ al intervalo maximal que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida
de generalidad que I = [t},#?], también llamemos ¢’ al punto tal que h(t;) =
ty' VWt; € I. Nuevamente por el Corolario 5.2.6, sabemos que ¢;(t}) > ¢;(t1) y por
lo tanto:

t1

[ Lt =at] Al ds > [ @) =] fits) ds >0

1 1
1 tl

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#3] en el
caso que ty = by. Igualmente, en caso que t, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades co(ta") > co(ta) = c1(t1) > ¢1(t1), por lo tanto:

t1

/t Cealts)) = e1(s1)] filsr) dsy > / [er(B) — ex(s1)] fulsy) dsy > 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t1, t3].
Concluimos que h no es 6ptima.

O
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Proposicién 6.2.9. Sean (ﬁ,t}), (E,IZ) € A, tales que cl(tAl) = cl(ﬂ), entonces si t;! =
max{ti,t1} y to’ = max{ts, 2}, se tiene que (t1',ts’) € A;.

Demostracion. Se debe simplemente a que ca(t) = cl(tAl) = cl(ﬂ) = 02(1?2) = 02(12) =
co(th). Es claro que si t) = t; o si ¢} = t; se cumplen:

| e - el A da <o vae )

1

/ et — ea(s)] (1) dsy 20V € [t 8]

Igualmente, si ¢}, = t, o si t}, = t, se cumple:

/ Ceath) — er(s0)] fulse) dsy >0 Vit € [t5.)]

to
Y por lo tanto (t1', ) € A;. O

Volviendo al algoritmo, notemos que si se ha decidido que la frontera serd del tipo 6), la
eleccion del par (f1,%2) que permite definir h(ty) = 5 Vt, € [t1,11] y tomar ({1, %) como
partida para las iteraciones de la etapa 6), es andloga a la que se realiza cuando se decide
que la frontera serd del tipo 5). Por lo tanto, intercambiando los jugadores, las proposicio-
nes anteriores también justifican la eleccion que se establece en el algoritmo para este caso.

Por 1ltimo, cuando el algoritmo decide que la frontera serd del tipo 7), define t como
el punto més grande de D; y considera el par (¢, tAg) como el inicial para las iteraciones
de la etapa 6). Andlogamente, cuando el algoritmo decide que la frontera sera del tipo 6),
define #; como el punto mas grande de Dy y considera el par (tAl, t5) como el inicial para
las iteraciones de la etapa 6). La siguiente proposicion justifica lo anterior pues nos dice
que cuando D tiene mds de un elemento, cualquier punto que no sea el mayor de ese
conjunto, induce una funcién del tipo 8) que no es (P)-6ptima e igualmente, cuando D,
tiene mds de un elemento, cualquier punto que no sea el mayor de dicho conjunto, induce
una funcién del tipo 7) que no es (FP,)-6ptima.

Proposicién 6.2.10. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

i) Sean t1,t; € Dy, con t; < ti. Entonces ninguna funcién h : [t5,by] — [t5,by] que
cumpla las siguientes condiciones es (Py)-dptima.
h(t) =t5 Vi € [t], 1]
h estrictamente creciente y continua en [t,,t, + €] para algin e > 0.

ii) Sean t;,i; € Dy, con ty < ty. Entonces ninguna funcion h : [tt,by] — [t5, ] tal que
h(t}) =ty y h es estrictamente creciente y continua en [t},t] + €], para algin € > 0,

—

es (Py)-0ptima.
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Demostracion.

i) Consideremos h como en el enunciado y supongamos que h es (E)—éptima. Notemos
que ¢1(t1) = co(h(ty)) Vit € [t:, th+ €], por lo tanto el Corolario 5.2.6 nos dice que f
pertenece al interior de un intervalo maximal donde h es constante, que supondremos
SPG de la forma I = [t},#?] y llamaremos t, al punto tal que h(t;) = ty’ Vi, € I
Ademés, ¢;(t)) > ¢1(ty + €) > e1(ty) = 1), por lo tanto usando (8.2) se tiene:

t1

/t1 [e1(t) —er(s1)] fils1) dsi > / [e1(t1) = ea(s1)] fils1) dsy >0

1 t

Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t],#2] en el
caso que ty = bs. Igualmente, en caso que t, < by, el Corolario 5.2.6 nos entrega las
desigualdades co(ta") > co(h(t1 +€)) > cao(th) = c¢1(t1), por lo tanto:

t1

[ ealty) — ex(s0)] fulsr) dsy > / [er(B) — exls1)] fi(s1) dsy > 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad de h en [t], #3].
Concluimos que h no es 6ptima.

ii) Andlogo a i), intercambiar jugadores.

6.2.3. Justificacion etapa 6

Una vez llegado a la etapa 6) el algoritmo empieza a iterar, en cada iteracién define h
como la solucién de la ecuacion c¢;(t1) = co(h(t1)) en un intervalo que estard determinado
por la existencia o no de puntos que cumplan las condiciones necesarias para definir A
constante en un intervalo o h discontinua en algin punto. Apenas es posible realizar
cualquiera de las dos opciones, el algoritmo lo hace y esto se debe a que si se ignoraran
intervalos donde la frontera puede ser constante o puntos donde puede ser discontinua
y se definiera simplemente h estrictamente creciente o h continua respectivamente, se
construiria una frontera que no es éptima. Todo esto se justifica en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.2.11. Sea h : [t],b1] — [t5,ba] creciente y sea I un intervalo donde h es
estrictamente creciente. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Si 3ttt € Int(I), 12 € (t1,by] tales que:

/t et — ex(s))] fulsy) dsy <0 Ve € [t 82

1
1

/1 [e1(t1) = er(s1)] fils1) dsi 20 Vit € [17,4]]

t1
ci(th) = c1(t3) o bien t? = by

Entonces, se tiene que h no es (l/D;)—o/ptz'ma.
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i) Si h es continua en I pero 3 t5 € h(Int(I)), t3 € (t3,bs] tales que:

/t C[ealth) — ea(s9)] folsa) dss <0Vt € [t £

1
2

/2 [ea(ty) — ca(s2)] fa(s2) dsz >0 Vs € [ty, 1]

)

co(t3) = co(13) o0 bien t3 = by
Entonces, se tiene que h no es (l/t’;)—éptz'ma.
Demostracion.

i) Sin pérdida de generalidad supongamos que I = [lff;, t2]. Supongamos ahora que h
es (Pg) éptima, entonces por el Corolario 5.2.6 se tiene que ¢; (t%) > ¢1(t7) y por
lo tanto, si t# < by, nuevamente por el Corolario 5.2.6, sabemos que t? pertenece
al interior de un intervalo donde h es constante. Llamemos I al intervalo maximal
que cumple lo anterior y supongamos sin pérdida de generahdad que I = [t{,tQ]
también llamemos ¢’ al punto tal que h(ty) = ta’ Vit € 1. Nuevamente por el
Corolario 5.2.6, sabemos que ¢; (%) > cl(t?) > ¢(t}) y por lo tanto:

/ et = e(sn) | filsa) dsr > / [er(t]) = ex(s0)] filsa) ds 2 0

1 1
1 1
Y esto contradice las condiciones necesarias de optimalidad en el caso en que to’ = by,
por lo tanto ¢y’ < be. En este caso por el Corolario 5.2.6 se tiene que cy(ty') >

es(h(2)) = e1(£2) > (1), por lo tanto:

2
tl

/ ea(th) — ex(s)] fi(s1) dsy > / fea(t)) — a(s1)] fi(s1) dsy > 0

1 1
1 tl

Lo que también contradice las condiciones necesarias de optimalidad. Ahora sigamos
suponiendo que h es (P,)-6ptima y analicemos el caso en que t? = b;. Reescribiendo
una de las condiciones que satisface t2, se tiene que:

b1
/t [e1(t)) — ci(s1)] fi(s1) dsy >0 Vit € [t5,by]

2
1

Y esto implica que ¢;(b) < ¢(t1), por lo tanto debido al Corolario 5.2.6 sabemos
que by es el extremo de un intervalo donde h es constante. El analisis que sigue

es idéntico al del caso anterior (cambiar 3 y 2 por b;) y sigue que en este caso h
también contradice las condiciones necesarias de optimalidad. Concluimos que / no
es (P2> -6ptima.

ii) Andlogo a i).
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La siguiente proposicién justifica uno de los casos de la etapa 6) del algoritmo. Se
trata de cuando existe un par (t1,¢?) sobre la parte estrictamente creciente de la frontera,
en el cual es posible definir h constante hasta algiin otro punto y A discontinua en este
punto. Notemos que a priori, si eligiéramos cualquiera de las dos alternativas y siguiéramos
iterando, en la iteracion siguiente inmediatamente tendriamos que elegir la alternativa que
no elegimos antes, pues a menos que hayamos terminado (llegando a b; o bs) el algoritmo
se habra movido a un punto que sigue cumpliendo las condiciones necesarias del caso no
elegido. Lo incierto entonces es cual de las dos alternativas elegir primero. La siguiente
proposicion nos dice que esto no importa en términos de optimalidad y nos permite decidir
arbitrariamente pues afirma que siguiendo las opciones 6.1) y 6.2) se obtienen soluciones
con el mismo valor objetivo. Ademas esta proposicion también aplica al caso en que con
alguna de las alternativas el algoritmo llega a b; o by y por lo tanto también se tiene que
eligiendo primero cualquiera de las dos opciones se obtienen soluciones con el mismo valor
objetivo.

Proposicién 6.2. 12 Sea (t1,t3) € T un punto que cumple c(t}) = co(td) y tal que
existen 13 € [t1,by], t3 € [t3,ba] que satisfacen:

/t 1 [01(15%) - 61(51)} Filsy)dsy =0

1
1

/tlz [ea(th) — a(52)] fa(s2)dsa = 0

2
Entonces:

/: /j c1(s1)fi(s1) fa(sz2) dsy dsy = /j /j c2(82) f1(s1) fa(s2) dsa dsy

Demostracion. Simplemente calculamos:

T pts t7
/1 / ca(s2) f1(51) fa(s2) dsa dsy = /1 fi(s1) d81/ ca(s2) fa(s2) dss
th Jtl t t
= / fi(s1 d81/ co(ty) fa(s2) dsy
G 3
= [ fileatth) dss [ false) dss
t tl
£ 3
= /1 fl(sl)cl(t}) ds; /1 fa(s2) dso
t! t4

= /1f1(51)61(31) d81/2f2(32) dsy
t! th
_ / /1201(81)f1(81)f2(52) dsy dsy
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6.2.4. Justificacion de que etapa 6 itera correctamente

La presente seccion tiene como objetivo demostrar que cada vez que el algoritmo entra
en la etapa 6), itera correctamente y termina el proceso o en su defecto encuentra un par
de puntos con los cuales volver a comenzar esta etapa. Para lograr esto necesitaremos
algunas definiciones y proposiciones nuevas que nos permitiran ver con mayor claridad las
distintas situaciones que iremos encontrando. Comenzaremos definiendo una funcién que
sera util en futuras demostraciones y algunas propiedades basicas sobre ella.

Definicién 6.2.13. Se define @y, : [t1,b;] — R como:

Baltr) = [ leat) = rfsu)) ) d

*

1

Proposicién 6.2.14. &, es continua.
Demostracion. Trivial pues ¢; es una funcién continua. O

Proposicién 6.2.15. Si ¢; es creciente en |a, B] C [t1,b1], entonces @y, es creciente en

[, B].

Demostracion. Seant] < t2, con {t1,t1} C |, 8]. Entonces ¢ (t]) < ¢1(s1) < 1 (t3) Vs €
[t1,¢3], por lo tanto:

B() = [ [ =] fi) d

2
tl

= /t1 [e1(t7) — e1(s1)] fi(s1) ds +/ [e1(8]) — e1(s1)] fi(s1) dsy

1
tl

*

1

> [ [t =] fils) dsi+0

= Dyu(ty)
]

La siguiente definicion resumird todas las condiciones que se satisfacen cuando el algo-
ritmo estd comenzando una iteracién de la etapa 6). Hasta ese momento se ha definido h
estrictamente creciente en algunos intervalos y h constante en otros, centraremos la defi-
nicién en los primeros intervalos, pero sin olvidar que entre medio de ellos h es constante.

M
Definicién 6.2.16. Sea D = U [d;, D;] una unién finita de intervalos cerrados, tales que

i=1
D C [t},b1). Diremos que D es 1-factible si se cumplen:
1) dy =t7.
2) Di<di+1<Di+1 VZE{l,,M—l}
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3) ¢ es estrictamente creciente en [d;, D;] Vi e {1,...,M}.
4) Vi € {2,..., M — 1} se cumplen:
[ 01<D7;) = Cl(di+1)

dit1
o / [c1(D;) — c1(s1)] fi(s1) ds; =0

D;

t1

. / [c1(Di) — ci(s1)] fi(s1) ds1 <0 Vi € (D, dis]

D;

5) Si Dy > d, las tres condiciones anteriores también se cumplen para i = 1. En
cambio, si D; = dy = t}, se satisfacen:

. / Cea(ds) — ex(s0)] fi(s1) dsy = 0

ty

. /tl[cl(dg)—cl(sl)] fi(s1) dsy <0 Vi € [t do]

*
1

Observaciéon: Notemos que si D es un conjunto 1-factible y Dy > 7, se tiene que ¢; es
creciente y continua en D y ademas ¢1(s1) > ly Vs; € D\ {tj}. En cambio, si D es
1-factible y Dy = t}, se tiene que ¢; es creciente y continua en D\ {t;} y ademés

c1(s1) > ly Vsy € D\ {t},ds}. También se cumple en este caso, debido a la segunda
condicién del punto 5, que ¢1(t7) > ¢1(dy).

Ahora haremos definiciones en los puntos donde atin no se ha definido la funcién h. Para

M

D= U [d;, D;] 1-factible, definimos los puntos {aP}~ | v {A\P}L | como los posteriores
i=1

minimos y méximos locales de ¢; tales que la funcién no es constante en una vecindad

por la derecha. Es decir, si llamamos A} = Dy, (solo por notacién), definimos:

b, = if{t; € (AP, b1) : t; es minimo local de ¢, ¢1(t1) < e1(Dur),
Ve >0 ds; € [t1,t1 + €| tq c1(s1) > e1(t1) }

En caso que c; sea creciente en [aP, b;] definimos AP = b; y en caso contrario:

AP = inf{t; € (P, b)) : t; es méximo local de ¢,
Ve >0 381 € [thtl + 6} tq Cl<81> < Cl(tl) }

Hasta un L tal que )\LD = by o tal que c¢; es decreciente en [)\E, b1]. Dado que para los
pares de puntos (¢},t?) € (¢¥,b) x (¢, ;) el algoritmo sélo puede definir h constante entre
aquellos que cumplan ¢;(t}) = ¢;(#?), no es necesario chequear las condiciones necesarias
en todos los puntos de los intervalos [aP, AP]. Definimos entonces 37 como los 1ltimos
puntos a chequear dentro de cada intervalo, es decir 37 = AP cuando ¢;(\P) < ¢;(Dy) y
en caso contrario:

AP =sup{ts € [, A7 s ea(tr) < er(Dur)}

K2
Con todo lo anterior podemos definir una funcién que serd muy importante para el
cumplir el propdsito de la seccidén, puesto que buscar un cero de esta funcién serd equiva-
lente a buscar una de las condiciones necesarias para definir A constante en un intervalo.
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M L
Definicién 6.2.17. Para D = U [d;, D;] 1-factible, se define ®p : U [P, BP] — R como:
i=1 =1
t1
/ [Cl(t1> — 01(81)] fl(Sl) dsy si Cl(tl) > lo
Pp(ty) = v(t1)
Cph(tl) si Cl(tl) é lo
M
Donde ly = min {c1(t7), c1(d2)} y (1) = sup {s1 € U [di, Dy] 2 ci(s1) = ea(tn) }-
i=1

Observacion: La funcion v esta bien definida. En efecto, en cada uno de los intervalos
[P, BP] la funcién c; es creciente, continua y ¢;(8P) < ¢1(Day). Si ci(t]) > e1(dy) se
M

tiene que ly = ¢1(ds) y dado que ¢; es creciente en continua en U [d;, D;], v esté bien

=2
definida. Por otro lado, si ¢1(t]) < ¢1(d2) entonces sabemos que Dy > dy y ly = ¢1(t}). Se
tiene entonces que c¢; es continua y creciente en D por lo tanto « también estd bien

definida.
Proposicién 6.2.18. ®p es continua en [P, 8P] Vie {1,...,L}.

Demostracién. Seai € {1,..., L} cualquiera, demostremos que ®p es continua en [P, 5P].
Como c¢; es creciente en [aP, BP], el conjunto de los puntos t; tales que ¢;(t;) < ly es un
intervalo donde @, es continua. Consideremos ahora un punto ; tal que c;(t1) > ly. Si
~ es continua en t; es claro que ®p serd continua en ¢;. Si v no es continua en t;, da-
do que ¢; es continua en [t],b], necesariamente c¢;(t1) = ¢1(D;) = c1(diy1) para algin
i€{l,...,M —1} y por lo tanto v(t]) = D;, v(t]) = d;11 y se cumple:

()
/(t) [e1(ty) — ci(s1)] fi(s1) dsy =0

Luego:

Op(ty) = /(:_) [er(t1) = er(s1)] fu(s1) dsy

tf t1

(t))
:/ ea(ta) — ex(s1)] falsy) dss + / er(t1) = ex(s1)] fu(s1) dsy

(ty) ~(tF)
t1
=0 +/ [c1(t1) — c1(s1)] fi(s1) dsy
v(t)
= Dp(t7)

Asi, ®p es continua en ¢;. Por dltimo, consideremos un punto ¢; tal que ¢;(¢;) = ly. Para
demostrar que ®p es continua en t; demostraremos que:

/(: : [e1(t1) — c1(s1)] fi(s1) ds1 = Pp(ty)
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Si Dy > t, se tiene que ly = ¢;1(t}) y por lo tanto:

/ " Jealts) — ex(s0)] fi(s) dsy = / et — er(s)] fulsy) dsy = Bi(t)
v(t1) 3

En caso de que Dy = {7, se tiene que:

d2
/t [c1(dy) — c1(s1)] fi(s1) ds; =0

*
1

Ademés, ¢1(ds) = ly = ¢1(t1) y por lo tanto:

ulty) — / Healty) — ex(s0)] fi(s1) dsy

*
1

do t1
- / ex(tr) — e2(s1)] fu(s1) dsy + / ea(tr) — ex(s)] fi(s1) dsy

1 d2

t1

= /t 2 [c1(d2) — c1(s1)] fi(s1) dsq +/ [c1(t1) — ci(s1)] fi(s1) dsq

H v(t1)

- / (: a(t) el o) dy

Concluimos que ®p es continua en [, 7). O

i Mg

A continuacién presentamos dos proposiciones que establecen desigualdades que seran
utiles en las posteriores demostraciones, seguidas de la iltima propiedad basica de ®p.

Proposicion 6.2.19. Se cumple la correspondiente desigualdad segin sea el caso.

t1
Si Dy > tI s / [lo — 01(81)] fl(sl)dsl <0 Vt; €D \ {f{}
t

*
1

*
1

t1
Si Dy =17, / [lo — c1(s1)] fi(s1)ds1 <0 Vi, € D\ {17, do}
t
Demostracion. Supongamos que Dy > t7 y sea t; € D\ {t;} cualquiera. Llamemos k al
dit1
indice tal que t; € [dy, Dy y recordemos que / [c1(D;) — e1(s1)] fi(s1)dsy =0 Vi €

D;

{1,..., M}. Ademds, ¢ es creciente en D y se tiene que ¢1(s1) > ly Vs; € D\ {t;}. Por
lo tanto, se tiene que:
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/t 1 [lo — c1(s1)] fi(s1)ds:

*

1

i+1
= Z/ lo —Cl 81 f1 81 dSl +Z/ l() —Cl S1 ]f1<81)d81

+ / 1 [lo — c1(s1)] fi(s1)ds:

d

i+1
< O+Z/ l()—Cl sl]fl(sl)dsl—I—O

k—1

dit1
< 3 [ D) -l Alsds,

i=1 7 Di
= 0
Si Dy =tj, sea t; € D\ {t},dy} cualquiera y llamemos k al indice tal que t; € [dy, Di]. Se
do
cumple que / [c1(d2) — c1(s1)] fi(s1)dsy = 0y Iy = ¢1(d2). Ademas, ¢; es creciente en

t*

1
D\ {ti} y se tiene que ¢1(s1) > ly Vs; € D\ {t],dz}. Por lo tanto, se tiene que:

/t 1 [lo = c1(s1)] fi(s1)ds:

*
1

_ / Ml = ¢1(51)] fl(sl)dsl+§_: /d | o — ex(s1)] fi(51)dsy

4y

k=1 ndiey .
+ Z;/DZ [lo — c1(s1)] fi(s1)ds1 + /dk [l — c1(s1)] fi(s1)dsq

d2 i+1
< / [lo — c1(s1)] fi(s1)dsy + g / [lo — c1(s1)] fi(s1)dsq
t*

1

<iLkMﬂ%w1ﬁ&M+Z/M ) = cals)] fils1)dsn

1

= 0

Proposicién 6.2.20. Sean t},t? € D con t} < t3. Entonces se tiene que:

/tll [Cl(t%> — 61(81)} f1(81)d31 S 0

1
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Demostracién. Sean ky, ky € {1,..., M} tales que t} € [dy,, Dy, v t3 € [dy,, Ds,]. Recor-
dig1

demos que Vi € {1,..., M} se cumple que / [c1(D;) — c1(s1)] fi(s1)dsy = 0, ademas
D;

M
como c¢; es creciente en U [d;, D;], se tiene que:
=2

ci(s)) > ci(t]) Vs € ( 6 [di,Dz‘]> U [dy, 7]

i=k1+1

Dy,

También se cumple que / [e1(t1) — e1(s1)] fi(s1)ds1 < 0. En efecto, si Dy, # D lo
t

anterior es cierto porque ¢; es creciente en [t{, Dy,], si Dy, = Dy y Dy > t} también se

tiene que ¢, es creciente en [t1, Dq] y por tltimo, si Dy, = D; = %, necesarimente ] = ¢}
y la afirmacién es trivialmente cierta. Luego, se tiene que:

/t 1 [Cl(t%) — 61(51)} f1<81)d81

1
1

Dkl ka—1 i+1
= / [Cl( ) — 61(81) fl 51 d51 —+ Z/ 01 tl — 01(51)] fl(sl)dsl
ti i=k1
ko—1
+ Z / C1 - 01(51)} fl(sl)dsl +/ [Cl(tb - 01(51)} f1(81>d51
i=k1+1 dk?
k2_1 d7,+1
S 0+ Z/ [Cl(tl) —01(81)] fl(sl)dsl +0+0
i=k1 D;
ka—1 g,y
< Z/ [c1(Ds) — e1(s1)] fi(s1)ds:
i=ky Y Di
= 0
]
L
Proposicién 6.2.21. Sic; es creciente en | U Z- |, entonces Op es creciente
=1

en [a, f].

Demostracion. Sean t; < t3 con {t1,t3} C [, 8]. Se tiene entonces que ¢;(t7) < ¢1(3) y
hay tres posibles situaciones:

i) Sici(t]) < r(t3) < lp se tiene que Pp(t]) = Py(t]) y Pp(t?) = @4(t2). Gracias a
la proposicién 6.2.15 sabemos que ®;, es creciente en [a, 3] y por lo tanto ®p(t]) <
Op(17).
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i) Sici(th) <lyp < ci(t?) se tiene que:

Dp(ty) = Ou(t]) = /t 1 [e1(t) — e1(s1)] fi(s1) dsa

*
1

0o(i) = [ [l — (] fion) dsy

1

Ademis, es claro que t} <(#]) y que Vs; € [t],7(1])] ci(s1) < ci(v(8)) = ei(t]).
Luego, usando la proposicién 6.2.19 tenemos que:

y(83) v(t3)
/t* [e1(t]) = e1(s1)] fi(s1) dsy < /t [lo — c1(s1)] fi(s1) ds1 <0
Y por lo tanto:
Op(t]) = /(;) [e1(t]) — er(s1)] fi(s1) ds1+ /tl1 [e1(t]) — ca(s1)] fa(s1) dsy
> / 1 [e1(t]) = ea(s1)] fi(s1) dsi +0
Y(t3)
> / () [er(t) = ex(s1)] fulsr) dsy
> /t;(tl) [e1(t1) — ci(s1)] fi(s1) dsy + /7;)) [e1(t1) — e1(s1)] fi(s1) dsy
= Op(t})

i) Sily < c1(t) < c1(t2), se tiene que (1) < y(t2) y también que c1(s1) < ¢y (y(t2)) =
c1(t?) Vs1 € [v(¢1),7(t3)]. Por la proposicién 6.2.20 tenemos que:

(1)
/ [e1(t) —er(s1)] fils1) dsi <0
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Y por lo tanto:

2
tl

dp(t7) = /1 [e1(t]) — e1(s1)] fi(s1) ds +/ [c1(t]) — ca(s1)] fa(s1) dsy

1
tl

[Cl(t%) — 01(81)} fl(sl) d51 + 0

WV,
T~
5 [

[Cl(tb - 01(31)} fi(s1) dsy

v
T~
% Y=Y

1
tl

’Y(tl)
/ [Cl(t%) - 01(31)} f1(51) ds; +/ [Cl(ti) - 01(51)} f1(81) ds;

v(t3)

v

]

La siguiente proposicién es muy importante pues nos dice que encontrar un valor
positivo de ®p es una condicién suficiente para la existencia de algin cero.

L

Proposicién 6.2.22. Si t| € U [aP, BP] es tal que dp(t)) > 0, entonces existe t, €
i=1

L

) 0P, 87, con s < #, tal que ®p(5) = 0 y ex(B) < ex ().

i=1

Demostracion. En esta demostracién, para hacer menos engorrosa la notacion, denota-
remos los puntos {aP}L, v {BP}L, simplemente como {a;}r | v {B;}Z, respectiva-
mente. Partamos definiendo mg € {1,..., L} como el indice tal que t} € [y, Bm,)- Si
Dp(am,) < 0, por la continuidad de ®p y por el T.V.1. se tiene que 3 £, € [apn,,t}) tal que
®p(t) = 0. Ademds, como ¢; es creciente en [, Bm,] se tiene que ¢ (f) < e (t),
pero si ¢1(f]) = ¢(t}), necesariamente ¢; es constante en [t;,#)] y esto implica que
dp(t) = dp(t)). Por lo tanto ¢;(t) < ¢i(t)). Por otro lado, si ®p(ayy,,) > 0, escoja-
mos un indice 7y tal que:
a;, € argmin c;(t)
t1€[Das,t)]

Y definamos la siguiente indexacién que determinard un subconjunto de {;}- ;.

a;,,., =min{t; € {ozi}le tt1 >, Nt € argmine(sy)}
s1€[t1,tﬂ

Hasta M, tal que a;,, = am,. Notemos que Vm € {1,..., Mo}, si [(m) denota el indice

del conjunto original tal que «;,, = ), se cumple que Jt1 € [y, Bim)] tal que
a(ty) = e, )-
Por lo tanto definimos los puntos I,,, para m € {2,..., My}, como:

oy = Inf{t; € [um-1), Bim-1)] : c1(t1) = c1(,,) }
Y a continuacién notemos que se cumplen las siguientes propiedades:
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Mo
e La restriccién de ¢; al conjunto ( U [, ., lm]> U [@mg, t1] es creciente y continua.

m=1

® 61(81) Z Cl(o-/im) Vsl S [lm,aim] Vm € {1, e ,MQ}

c1(t1)

Figura 6.1: Ejemplo de los puntos «;, y {p,.

Estas propiedades implican que ®p(e;,,) < Pp(l,,) Vm € {2,..., My}. En efecto, si se
cumple que ¢ (e, ) <l se tiene que:

(I)D(aim) = (I)h(aim)

- / M er(an,) — c1(s1)] fi(s1) dsy

*

1

= /tm [c1(ai,,) = ci(s1)] fi(s1) dsi + /l%n [c1(ai,,) — ci(s1)] fi(s1) dsy

*

1

*

Im
S /t [Cl(Oéim) — 01(81)] fl(sl) dSl -+ 0
= (I)D(lm)

Y si se cumple que ci(a;,, ) > lo la demostracién es andloga (cambiando ¢} por v(a,,)).
Asi, para m € {2,..., My} la funcién ®p es creciente y continua en [o;,, ,, L] y ademds
Op(ly) > Pp(ay,). Gracias al T.V.I. podemos definir entonces r,, € [, ,, ;] como:

Tm = sup{t; € [, _,, lm] : Pp(t1) = Pp(ay, )}

Mo
De modo que la restricciéon de ®p al conjunto D' = (U [, 1y Tm] | U [0, th] serd cre-
m=1

ciente y continua. Para continuar, notemos que ®p(a;,) < 0. En efecto, se tiene que:

Cl<81> Z Cl(aio) Vsl c [DM,OJZ'O]
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Luego, si ¢1(ay,) < ly, por la proposicién 6.2.19 sabemos que:

/t h [c1(ciy) = c1(s1)] fi(s1) dsy < /t h [lo — c1(s1)] f1(s1) ds1 <0

* *
1 1

Y por lo tanto:
aio

Bplag) = / e1(ay) — ex(s)] fils1) dsy

*

1

_ /t M [c1(cuy) — c1(s1)] fi(s1) dsi + /aio [e1(au,) — c1(s1)] f1(s1) dsy

1 Dy

< 0+0

En cambio si ¢;(a;,) > lo, por la proposicién 6.2.20 sabemos que:

/ M [e1(as,) — e1(s1)] fi(s1) ds; <0

’Y(aio)

Y la demostracién es andloga (cambiando ¢ por y(a;,)). Dado que ®p(t}) > 0, por el
T.V.I. concluimos que 3t; € D’ tal que ®p(t;) = 0. Para demostrar que ¢;(t) < ¢;(t))
recordemos que c; es creciente (aunque eventualmente discontinua) en D’ y por lo tanto,
llamando k al indice tal que f; € [y, ,,7%], si c1(f1) = 1 (t)) se tiene que:

a(t) =c(t) Ve [ﬂ,@u( U [aim_l,rm]> U [tmg, 1]

m=k+1

Como por definicién ¢; no puede ser constante a la derecha de a,,, se tiene que t] = Quy,.
Ahora notemos que ¢;(r,,) = ¢1(qy,,) implica que r,, = l,,, esto sumado a que ®p(r,,) =
Pp(ai,) y que ci(tr) > ci,,) Vi € [ln, o, implica que:

Cl(tl) = Cl(aim) th S [T’m, Oél'm] VYm € {k, ey Mo}
Tenemos entonces que:
Mo MO
c(ty) = ei(t)) Vi € [t U < U los,.or }) u{titu (U rm,azm>
m=k-+1

= ot) =calt) Vel t)]

Y esto implica que ®p(t1) = Pp(t;) lo que es una contradiccion. O

La siguiente proposiciéon, en conjunto con la anterior, es de suma importancia pues nos
dice que si $p tiene un cero, entonces existe un intervalo que cumple todas las condiciones
necesarias para definir h constante en él.
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L
Proposicién 6.2.23. Si {; € U [aP, BP] es tal que ®p(ty) = 0, entonces eziste t3 €
i=1

[P, B7] tal que Bp(t2) = 0, ex(t2) < es(B) y se cumple, si ex(t2) < ly:

L
=1

(2

\/;1 [Cl(t%) — 01(81)} f1(81>d81 S 0 th S [t;tﬂ

*
1

O en caso de que ci(t3) > ly se cumple:

/1 [Cl(tb - 01(51)} f1(51)d51 <0 ‘v’tl c ['Y(t%),t%]

(t1)

Demostracion. Analicemos primero el caso en que ¢ (t;) < ly. Es obvio que si:

/tl [er(B) = er(s)] filsi)dsi <0Vt € [6,)

*

1

Entonces t? = t1. Si esto no ocurre, significa que existe t; € (13, tAl) tal que:

/t 1 [Q(ﬂ) — 01(81)} fl(sl)dsl >0

*

1

t1
Sea t; = Inf{t; € (t;,11) : / [c1(t1) — e1(s1)] fi(s1)ds; > 0}. Entonces, por continuidad
t*
se cumplen las siguientes: 1

. /t [e(@) — ex(s1)] fu(s1)ds, = 0

° /t1 [cl(ﬂ) — 01(31)} fi(s1)dsy <0 Vi, € [t], ]

Estas dos condiciones implican que:

/1 {Cl(a) - 01(31)] fi(s1)dsy >0 Vi, € [t], ]

ty

Y esto udltimo implica que cl(tAl) > ¢1(t1). Notemos que Dy < t; < #, pues por la
proposicion 6.2.19 se tiene que:

Dy

/t ) [e1(t1) = 1 (s1)] fi(s1)dsy < / [lo — c1(s1)] fi(s1)ds1 <O

*

*
1 tl

Luego, si ¢; (tAl) = ¢ (t1), por la definicién de #; necesariamente ¢; es estrictamente de-
creciente a la derecha de #;. Si esto sucede, o si ¢i(t1) > ¢1(¢1), no puede ocurrir que
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c1(s1) < ei(ty) Vsy € [t1,11] (pues esto implicaria que ®p(f1) > 0). Luego, definimos 1

tvl = inf {tl € (E,a) N (U [a?,ﬁ?]) . Cl(tl) == Cl(a)}

=1

c1(t1)

; "

1
t

31 I o h
ci{ti) =a(ty)  ealt) > alt)

Figura 6.2: Las 2 situaciones posibles.

Y notemos que Dy, < &3 < t1 < t1. Es claro que ¢1(t1) = ¢1(t1) y que ¢1(s1) < e1(8y)
L

Vs; € [t1,11]. También se tiene que ¢, € U [a?, BP] v luego:
i=1
£

@D(tul) = /t [Cl(tul) — 61(81)} fl(Sl)dSl

t

= /tl [e1(t1) = er(s1)] fu(s1)ds +/ [e1(t1) — ci(s1)] fi(s1)ds

t1

- O—i-/t1 [cl(tvl) —cl(sl)} fi(s1)ds;

1

> 0

Como (t*,11) es no vacio, debido a la proposicién 6.2.22, se tiene que 3 aQ c (t5,1,) tal
que @D(tAlQ) =0y cl(aQ) < ¢1(t1) < lo. Ahora, si se cumple que:

t1
/ [q(tf)—cl(sl) fils))ds; <0 Vit € [t5,07]
t

*
1

~2 . .
Es claro que t2 = ;. Si esto no se cumple, repitiendo todo lo hecho hasta ahora, se puede
~3 ~92 ~3 .~k ~k
encontrar un punto t;° < t; tal que ®p(t; ) = 0y en general sit; es tal que p(t; ) =0
~k ., ) ~k ~k+1 ~k
pero t; no cumple la condicién necesaria para que t = t; , entonces 3 t; e t, tal que

~k ~k ~k
Op(ty H) =0yt +1) < ¢1(t; ). Notando que ®p tiene finitos ceros salvo intervalos

donde ¢; es constante (pues ¢ tiene finitas oscilaciones), este proceso es finito y por lo
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tanto en algin momento se encontrara el punto ¢? buscado.

Para terminar la demostracion, sélo hay que notar que el caso en que ¢; (tAl) > Iy es
andlogo, basta considerar y(t;) en vez de t7 en todo lo hecho. O

Juntando las dos proposiciones anteriores, tenemos que la existencia de un valor positi-
vo de ®p implica que existe un intervalo donde se puede definir h constante. Para abordar
ahora el caso en que esto no ocurre, pues ®p es siempre negativa, definiremos antes una
nueva funcion y mostraremos algunas propiedades que ésta satisface. La alternativa que
esta funcién nos dara sera la de definir h constante hasta el punto by, la ventaja es que
para hacer esto no se necesita la condicién de que ¢; tenga el mismo valor en los extremos
del intervalo.

Definicién 6.2.24. Se define ®,, : [t], 1] — R como:

By (1)) = / et — er(s)] filsy) dsi

t1

Proposicién 6.2.25. &, es continua.
Demostracion. Trivial pues ¢; es una funciéon continua. O

Proposicién 6.2.26. Si ¢, es creciente en [a, ] C [t7,b1], entonces @y, es creciente en

[, 8]

Demostracién. Seant] < ¢, con {t],t2} C [a, B]. Entonces ¢ (t]) < c1(s1) < 1 (t3) Vs €
[t1,t3], por lo tanto:

cbbl(t}) = /t 1 [ﬁ(ﬂ) - 01(51)} fi(s1) ds

1
1

by

= /tl [e1(t)) — ci(s1)] fis1) dsy +/ [e1(t1) — ea(s1)] fi(s1) dsy

1 2
1 tl

b1
< 0+/t [e1(t)) = ei(s1)] fu(s1) dsa

2
1

< / () = a(s0)] o) dsy

2
1

= ®b1(t%)
[
M
Proposiciéon 6.2.27. Sea D = U [d;, D;] 1-factible. Si Dy > ti, la restriccion de Py,
i=1

al conjunto D es creciente y continua y si Dy = t3, se tiene que Py, (t7) > Dy, (d2) y la
restriccion de ®y, al conjunto D\ {t7} es creciente y continua.
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Demostracion. Por las proposiciones 6.2.25 y 6.2.26, sabemos que @}, es creciente y con-
tinua en [d;, D;] para cualquier ¢ € {1,..., M}. Notemos que @, (D;) = Dy, (d;+1) Vi €
{2,..., M}. En efecto:

b1
By, (D)) = / (D) — exn(s1)] filsy) dsy

D;

- / (D) — eals)] fi(s) dsy + / ' eDy) — ex(s0)] fi(s1) sy

D; dit1

b1
~ 0+ / er(disr) — ex(s)] fi(s1) dsy

dit1

Py, (dit1)
Ahora, si D > t} lo anterior también se cumple para ¢ = 1 y la conclusion es directa. En

do
cambio, si D; = t], recordemos que ¢1(t]) > ¢1(da) y / [c1(da) — ¢1(s1)] f1(s1) ds; = 0.
t*
Por lo tanto, se tiene que: 1

Dy (t) = / a(#) — en(s)] fi(s1) dsy

*
1

b1
> /t [c1(d2) — c1(s1)] fi(s1) dsy

*
1

- / Clealds) — ea(s0)] fi(s) sy + / en(d) — ex(s)] fuls1) dsy

1 do
b1
= 0 +/ [c1(d2) — c1(s1)] fi(s1) ds

da

q)bl (dQ)
]

A continuacién, una definicion sencilla con el objetivo de resumir proposiciones poste-
riores.

Definicion 6.2.28. Se definen 7,7, € R como:

7, = /tbl c1(s1)fi(s1) dsy

*
1

b2
IQ :/ CQ(SQ)fQ(SQ) d82

*
2
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Finalmente, la siguiente proposicién nos entrega consecuencias de que ®p sea siempre
negativa.

M L
Proposicién 6.2.29. Sea D = U [d;, D;] 1-factible y tal que Dp(ty) <0 Vi; € U [P D).

i=1 i=1
Entonces se cumplen las siguientes:

i) Si3EeD\{t;} tal que Py, (§) = 0 entonces se cumple que:
t1
[ a© - fls) ds <0 i e b
3
i) Si $y, (t1) > 0 Vt; € D, entonces se cumple que:
t1
[ @- ) fls) ds <0 v el
4y
Demostracion.

i) Sea & € D\ {t;} tal que ®,,(§) = 0 y supongamos que 3 t; € [£,b] tal que
t1
/ [c1(€) — c1(s1)] fi(s1) dsy > 0. Definamos entonces:
£

=t {nelen: | l® - el o) ds > 0}

Como ¢, es continua, se cumple que:

. /g [e1(©) — eals0)] fulsa) dsy =0

./ Y en(©) — (o)) f(sy) dsi <0 Vi € (6.7

Y estas condiciones implican que:

/t1 [c1(§) = c1(s1)] fu(s1) dsy >0 Vi, € [€ 1]

t1

Por lo tanto ¢;(§) > ¢1(t1). Si c1(§) = ¢1(f1), por la definicién de ¢, necesariamente
1 es estrictamente decreciente a la derecha de 1, si esto sucede o si ¢1(§) > ¢1(),
no puede ocurrir que ¢;(s1) < ¢1(§) Vi1 € (f1,b1) pues en ese caso se tendria que

v

®y, (€) > 0. Por lo tanto, definimos ¢; como:

t; = nf {h € (t1,b1) N (U [04?75?]) ce(t) = 61(5)}
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Es claro que ¢; (1) = ¢1(&) y que ¢1(s1) < ei(t1) sy € (&, 11). Luego, se tiene que:

t1

eo(i) = | L) 0] Al ds

_ /5 et — a(s0)] Ails:) dsy

- / [ea(t) — er(s1)] fulsr) dss + / [ea(t) — ea(s1)] fulss) ds,
3

t1

= 0+ /1 [cl(tul) — 01(31)} fi(s1) ds;

t1
> 0
Lo que es una contradiccion. Se concluye entonces el resultado.

ii) Notemos primero que:

Dy, (t7) = /t 1 [e1(t]) = ci(s1)] fils1) dsiy = ea(t) [1 = Fa(t7)] =2y =2 0

*
1

Por lo tanto ¢ (t7) [1 — F1(t])] > Z; y necesariamente ¢1(t}) > 0. Esto tiene como
consecuencia que t7 = ay y por lo tanto F(¢;) = 0. Demostremos que Z; < Iy, en
efecto, si Dy > tI se tiene que ly = ¢1(t}) y ¢1(t5) > 7y, por otro lado, si D = t]
sabemos que [y = ¢1(dy) y como Py, (d2) > 0 se tiene que:

/t en(d) — ()] fulsy) dsy = / lea(d) — calsn)] falsr) dss + / ea(da) — ()] fuls

* *
1 1 do

= O—i-q)bl(dg) >0

by

Luego c¢i(dy) [1 — Fi(t7)] > / c1(s1)fi(s1) dsy, es decir, ¢1(de) > Z;. Ahora, su-
t
t1

pongamos que 3 t; € [t7,b] tal que / [Zy — c1(s1)] fi(s1) ds; > 0. Definamos
t*
entonces: '

t1 = inf {tl S [t;,bl] : /ttl [Il — Cl<81)] fl(sl) d81 > 0}

*

1

Como ¢, es continua, se cumple que:

/ [Z1 — c1(s1)] fi(s1) dsy =0

/ Il — Cl 81 fl(sl) d81 S 0 th S [t;,m
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Y estas condiciones implican que:

/tl [Il — 61(81)] fl(sl) d51 2 0 \V/tl & [tT,m

t1

Por lo tanto Z; > ¢;(t1). Si Zy = ¢1(t1), por la definicién de £y, necesariamente ¢; es
estrictamente decreciente a la derecha de 1, si esto sucede o si Z; > ¢ (f;), no puede
ocurrir que ¢;(s1) < Iy Vt; € (t1,b1) pues en ese caso se tendria que:

b1 t1 b1
/t [Il - 01(31)] fl(Sl) dsy = /t [Il - 01(31)] f1(31) dsy +/ [Il - 01(31)] f1(51) dsy

* *

1 1 1

1

=0 +/t 1 [Il — 01(81)] fl(sl) d81 >0

Lo que contradice la definicion de Z;. Por lo tanto, definimos {1 como:

t; = inf {t1 € (t1,b1) N (U [a?,ﬁ?]) s (ty) = Il}

Es claro que ¢i(f) = I, < Iy y que ¢1(s1) < c1(ty) Vs € (1, t1). Luego, se tiene
que:

Bo(i) = (i) = [ [alin) —ea(on)] filsr)

t

_ / T — ()] fi(sy) dsy + / Ty — e1(s1)] fi(s1) dsy

t1
t1

= O+/¢ [Zy — ci(s1)] f1(s1) dsi

1
> 0
Lo que es una contradiccion. Se concluye entonces el resultado.

O

Ahora para terminar el caso en que ®p es siempre negativa, entenderemos la impor-
tancia de la proposicién anterior.

Proposicion 6.2.30. Supongamos que se cumple:

/ T = ai(s)] fi(s) dsi <0 ¥ € [£ b

*
1

Entonces existe h : [tt, b)) — [t5,by] constante, que es (E)—dptima.
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Demostracion. Comencemos notando que la desigualdad implica que ¢ (t}) > Z;, lo cual
tiene como consecuencia que ¢;(t;) > 0 y por lo tanto ¢} = ay y asi Fi(t]) = 0. Con-
sideremos ahora h* : [t7,b1] — [t5, bo] (E)-éptima cualquiera y supongamos que existen
t1,t2 € [t7,by] tales que h* es estrictamente creciente y continua en [¢{,?]. Demostremos
que ¢ (ty) > I, Vit € [t},13], en efecto, si h* es estrictamente creciente en [t1, ¢} + €] para
algin € > 0, del Corolario 5.2.6 se tiene que:

ci(ty) > e(t) >1) YV € [, 1t

En caso contrario, si existen & € (5, t1], Iy € [t5,b2) y € > 0 tales que: h*(t) =1, ¥Vt €
[t7,t1] y h* estrictamente creciente y continua en [t1,t; + €], del Lema 5.2.2 se tiene que:

/ CeaB) fulsn) dsy > / Ce(s)fi(s1) dsy > / T fu(s) dsy

* * *
1 tl tl

Por lo tanto 02(72) > 7, como ¢ (t:) = 02(22), por el Corolario 5.2.6 se tiene que:
a(t) > c(t) =Ty Vi e[t 2]

Ahora consideremos t; € [t1,?] cualquiera y notemos que se cumple:

/ Cer(s) fi(sn) dsy > / T fu(s1) dsy

* *
1 tl

by

/b1 c1(s1)fi(s1) dsy > /b1 alb)fi(s) ds 2 / Do) s

t1 t1 t1

Luego, se tiene que:

t1 b1
Il = / Cl(Sl)fl(Sl) dSl +/ Cl<51)f1(51) d51

1 t1
t1 by
> / T fi(s1) dsq +/ T fi(s1) dsq = 1
1 t1

Por lo tanto las desigualdades anteriores son igualdades, lo que implica que:
bl bl
/ ci(t1) fi(s1) dsy = / L1 fi(s1) dsi
t1 t1

Y necesariamente c¢;(¢;) = Z;. Por lo tanto se tiene que ¢;(t1) = Z; Vit € [t1, %], dado
que co(h*(t1)) = ci(ty) Vit € [t],12], también se tiene que cy(ty) = Z; Vi, € h*(Zy) y
podemos definir A** : [t], b1] — [t3, ba] como:

N O (IR R 81
h™(t) = { W (t) Yt & [t1,ti]

Y se tiene que h** es constante en [t],#3] y (ﬁ;)—éptima pues:

i h*(s1)
1) =) = [ [ (o)~ ea(oa)] o) (o) d s =0
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Luego, es claro que repitiendo el proceso encontramos h [t5,01] — [t5,bs] constante
por trozos y que es (P,)-6ptima, luego, usando la Proposicién 6.2.1 se tiene que existe

h:[t5,b1] — [t5, bo] (l/f’;)—éptima que es constante o tal que:

_ * * 42
h(tl) _ { ty Vi€ [t17t1>

by W & (12, bs] para algin 2 € (t],b;)

Demostremos que en este iltimo caso también se cumple lo deseado. En efecto, si ¢y (t2) <
7, se tiene que:

/j /: le1(s1) = ex(s2)] fi(s1) dsy - = /: /: [c1(s1) — er ()] fi(s1) ds

2 by
> / / 17, — er(t])] fi(s1) dsy

> 0

Y por lo tanto k! : [t1,b] — [t bs] definida como hl(t)) = by Vi € [t1,b1] es (P)-
6ptima. En caso de que ¢ (t3) > Z; se tiene que:

/t: /: [c1(s1) — ca(s2)] fi(s1) ds1 = /; /: [e1(s1) — er(B)] fi(s1) dsq

b1 bo
< /2 / [Z, — e(tD)] fr(s1) dsa

< 0

Y por lo tanto h2 : [t b1] — [t5,bs] definida como h2(t) = 5 Vi € [t5,bi] es (P)-
optima. ]

Para terminar la seccién, usaremos todos los resultados obtenidos en ésta para mostrar
que el algoritmo itera correctamente en la etapa 6). Supongamos que el algoritmo esta co-

menzando una iteracién cualquiera de la etapa 6). Entonces, el algoritmo ha encontrado
M-1

entre otras cosas, un conjunto D = U [d;, D;] que es 1-factible y un punto ¢; tal que nos
i=1
gustarfa definir h estrictamente creciente en un intervalo (t1,t; + €) para algin € > 0.

c1(t1) = c2(h(th))
h(tl) - t2

en el intervalo [t, b;], o bien en un intervalo [¢1, ;] donde #; es tal que ﬁ(tl) = by, sabemos
que el algoritmo termina. En caso contrario, podemos suponer S.P.G. (intercambiando
jugadores) que 10 es creciente en un domino como los recién mencionados debido a que
¢1 1o lo es. Es decir, existe #; € (t1,b1) tal que se cumplen las siguientes condiciones:

Si el sistema { tiene como solucién una funcién A que es creciente

e (; es creciente en [ty, t:]

e ¢, es creciente en [ty, h(ty)]

e Ve>0 3t € (t1,t + €) tal que ¢; es estrictamente decreciente en [ty ;]
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A continuaciéon demostraremos que estas condiciones implican que el algoritmo encon-
trard ¢, y t; tal que puede definir h constante en el intervalo [t1,¢1]. Si t; = by el algoritmo
termina y si no, regresard a la etapa 6).

M
Para eso primero definamos dy; = t; v Dy = t1, luego, re-definiendo D = U [d;, D;],
i=1
se tiene que D es 1-factible. Para este nuevo conjunto D consideremos los puntos asociados
{aP}L  {BP}L, v la respectiva funcién ®p.

L
Notemos que ®p(t) < 0 Vt; € U [P BP] tal que ci(t;) < c1(dy). En efecto, si
i=1

existiera algin t; tal que ®p(t;) > 0, por las proposiciones 6.2.22 y 6.2.23 sabemos que
L

existirfa t7 € U [P BP], con ¢i(t2) < c1(t1) < e1(dy), tal que ®p(t2) = 0y que cumple
i=1

las condiciones necesarias para que el algoritmo hubiera definido la funcion A constante
en [t1,t3] o en [y(t2), 3], dependiendo de si ¢;(#?) es mayor o menor a ly. Obviamente el
algoritmo no hizo esto en las etapas anteriores y la tinica razén es porque dicho t? no existe.

L
Ahora bien, si 3 t; € U [P BP], con ci1(t) > ci(dy) y tal que ®p(t;) > 0, se
i=1
tendrd que existe ¢; tal que ®p(t1) = 0 y también se cumplen las condiciones necesarias
para que se pueda definir h constante en [y(t1), ;]

L
Por lo tanto analicemos el caso en que V t; € U [P BP] con ci(t1) > c1(dyy) se tiene
i=1
que ®p(t1) < 0. Necesariamente en este caso Dy es el inico maximo de ¢, en [Dyy, by]. En
L

efecto, si esto no fuera cierto existirfa t; € U [P BP] tal que ¢, (1) = c1(Dyy), definiendo

i=1
entonces:

L
tul = inf {tl € U [OéZD,ﬂzD] . Cl<t1) = Cl(DM>}
i=1
Se cumplirfa que ¢1(s1) < ¢1(Dyy) sy € (Dyy, tul) y esto implicaria que @p(tvl) > 0. Por
la maximalidad de D), sigue entonces que ®,, (Dy) > 0.

Ahora veremos que este ultimo hecho nos asegura que el algoritmo itera correctamente.
Para esto dividamos el andlisis en casos, suponiendo primero que D; > 3. Si @, (¢7) < 0
gracias a la proposiciones 6.2.27 y 6.2.29 sabemos que 3 £ € (¢}, Dyy) tal que @y, () =0

y que también cumple las condiciones necesarias para que el algoritmo pueda definir A
M-1

constante en [£, b]. Ademés & # U [d;, D;], pues si asi fuera el algoritmo habria definido
i=1

en etapas anteriores h constante en [, b;], cosa que no sucedid, por lo tanto & € [dys, D]

y el algoritmo tiene la opcion de terminar.

98



6.2. Justificacion del Algoritmo Capitulo 6

Por otro lado, si @, (t7) > 0 las proposiciones 6.2.27 y 6.2.29 dicen que P, (1) > 0
t1
Vt; € D y por lo tanto / [Z), — c1(s1)] fi(s1) ds; < 0 Vi, € [t],b1]. Esto no puede

4
ocurrir pues la proposicion 6.2.30 nos dice que en este caso existe una solucién constante
que el algoritmo hubiera encontrado en las etapas (1)-(4).

Ahora en caso de que Dy = t7, si &y, (d2) < 0, las proposiones 6.2.27 y 6.2.29 nos dicen
que 3 £ € (dg, D) tal que @, (§) = 0 y que también cumple las condiciones necesarias
para que el algoritmo pueda definir h constante en [£, by], obviamente la conclusién es la
misma que se explicé en el caso que D; > t] y el algoritmo tiene la opcién de terminar. En

cambio, si @, (d2) > 0, las proposiciones 6.2.27 y 6.2.29 nos dicen que ®y, (t7) > Dy, (d2),
t1

luego @y, (t1) > 0 Vi, € Dy por lo tanto / [Zy — c1(s1)] fi(s1) dsy <0 Vi, € [t], byl
t
Lo que ya sabemos que no puede ocurrir.
L
Para terminar, notemos que falta analizar el caso en que U [P BP] = 0. En el con-
i=1
texto en el que nos encontramos, esto es posible solamente si ¢; es decreciente en [Dyy, by],
pero esto implica que Dy es el inico méximo de ¢; en [Dyy, by y luego @y, (D) > 0.
Como ya vimos, este hecho nos asegura que el algoritmo continta. Por lo tanto hemos
demostrado la siguiente proposicién.

Proposicién 6.2.31. Cada vez que el algoritmo comience la etapa 6) ocurrird alguna de
las siguientes opciones:

1) El algoritmo definird h estrictamente creciente en [t1,bi] o en un intervalo de la
forma [ty,t1] tal que h(ty) = by y finalizard.

2) El algoritmo definird h estrictamente creciente en un intervalo de la forma [t'l,ﬂ]
y h constante en un intervalo de la forma [ti,t1]. Después de esto el algoritmo
finalizard si t; = by y en caso contrario volverd a comenzar la etapa 6).

3) El algoritmo definird h estrictamente creciente en un intervalo de la forma [ty, tAl] yh
discontinua en 1y, donde la discontinuidad serd de la forma [h(t1)~, h(t))"] = [t2, L2].
Después de esto el algoritmo finalizard si to = by y en caso contrario volverd a
comenzar la etapa 6).

Observacién: Cuando demostramos la existencia de puntos que satisfacen las condi-
ciones necesarias para definir h constante en un intervalo, no aseguramos que el algoritmo
hara esto, si no que simplemente existe una alternativa para hacerlo y por lo tanto itera
correctamente. Ahora bien, al decir que existe un punto t, € D tal que @D(t:) =0y se
satisfacen las condiciones necesarias para definir h constante en [fy(tAl), tAl], estamos omi-
tiendo una condicion adicional que debe cumplirse para el correcto funcionamiento del
algoritmo, y es que #1 no sea un maximo local de ¢;. Si esto fuera asi, no se podria comen-
zar la siguiente iteracion pues no se podria definir h estrictamente creciente en ningin
intervalo de la forma [ty,#; + €.

99



6.2. Justificacion del Algoritmo Capitulo 6

Sin embargo, esto no es problema pues en caso de que #1 sea maximo local de ¢; y
ademds méximo global de ¢; en el conjunto [t1, b;], se tendra que @, (y(t1)) > 0y por lo
tanto @y, (Dyr) > 0. Ya sabemos que este hecho nos asegura que el algoritmo continua.

En caso de que t; sea maximo local de ¢, pero no sea maximo global de ¢; en el
conjunto [t, b;], definimos:

a = inf {tl € (a,bl] : Cl(t1> = Cl(ﬂ)}

Y se tendra que @D(ﬂ) > 0, esto implica la existencia de otro punto que sera un cero
de ®p y cumplird las condiciones necesarias para definir h constante en un respectivo
intervalo. No es posible obtener iterativamente maximos locales de ¢; en este proceso pues
®p tiene una cantidad finita de ceros. De esta forma, si existe una real opcion para que
el algoritmo continie.

6.2.5. Justificaciones restantes etapa 5

En esta seccién justificaremos los aspectos de la etapa 5) del algoritmo que no fueron
respaldados en la seccion 6.2.2. pero han sido indicados como notas en el algoritmo.
Comenzaremos con una proposicién que sera consecuencia de la seccién anterior y nos
ayudara a probar las siguientes proposiciones.

Proposicién 6.2.32. Sea t € [t5,by] tal que ci(t)) < ei(t) y ademds ®p(t) > 0,
entonces existe t; € (t],t1) tal que ®p(t1) = 0 y ademds:

/t1 [cl(ﬂ) —c1(s1)] fi(s1)dsy >0 Vi € [t1, 4]

t1

Demostracion. Consideremos ¢/ € argmin ¢;(s,), dado que ®,(#;) > 0, necesariamente se
516[15*1‘,7?1]

tiene que ¢1 () < e1(t1) < ¢1(t1). Luego, ®5,()) < 0 y es posible reproducir las técnicas

de las demostraciones de las proposiciones 6.2.22 y 6.2.23 para concluir el resultado. [J

Proposicion 6.2.33. Sean (tl, t2) €Ay (tl,tg) € A, tales que ¢ (tl) = C2(t2) entonces
definiendo t," = max{tl,tl} Yt = max{tg,tQ} se tiene que (t1',ty') € A1 U Ay o existe
(t ”,tg”) S Al U A2 tal que Cl(tlﬂ) < (t/ )

Demostracion. Si (t),th) = (f1,13) o bien si (¢}, 1) = (t1,12) el resultado es trivial. Luego,
supongamos primero que | = t; y que t, = t5, en este caso se cumplen:

ci1(th) = ea(th)

/t et —ea(s)] (1) dsy <OV € [t 8]

*

1

/ e — als)] fuls) dsi 20 Y € [ 8]

t1

/t Clealth) — ea(s)] fuls2) dsy <O Vit € [t5.85]

*

2
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/ Cleath) — ea(s)] fols2) dsy >0 Vb € [t5.85]

to
Por lo tanto en este caso se tiene que (t1’,ty") € Ay N Ay. Por ultimo analicemos el caso

en que t) = t; y th = t, si / [cl(tl) — 01(31)} fi(s1) ds; = 0, entonces (t',t)') € A; e
t*
z R 1
igualmente, si / [Cz(tg) — 02(52)} fa(s2) dsy = 0, entonces (t1’,ts’) € Ay. En cambio, si
t*
se tiene que: ’

th(a) = [ 1 [Cl(t:) — 01(81)] fl(sl) d81 >0

*

1

Por la proposicién 6.2.32 sabemos que existe #; € (t*,1;) tal que ®,(#;) = 0 y ademés:

/1 [CI(E) - Cl<51)] fi(s1)dsy >0 Vi, € [t], ]

t1

Andalogamente, si ademas:

[2 [CQ(T’{;) — 02(82)} f2(82) d82 >0

*
2

Deducimos que existe t; € (t3,1;) tal que:

/t 2 [e2(t2) — ca(s2)] fa(s2)dss =0

*

2

/t2 [CQ(E) — 62(82)] f2(82)d82 2 O Vtg € [t;,m

to

Ahora, supongamos SPG que c¢;(t1) > co(t2), en este caso definiendo:

to" = inf{ss € [fa, ] : c2(80) = c1(F1)}

Se tiene que co(t2”) = c1(t1) y ademds co(s2) < co(ta”) Vsy € [ta, t5"], por lo tanto se tiene:

/2 [Cg(tgu) — 02(82)] fQ(SQ)dSQ Z 0 vtz € [5, tgﬂ]

to

Y ademés, para todo ty € [t3, 12], se tiene que:

/2 [ca(t2") — ca(s2)] fa(s2)ds2

to
iz Lo

= [ lalts) - calo) alsaldsa + [ fealts”) = eals)] alsa)is
to to
5 J—

> / [CQ(t2) — 02(32)} fa(s2)dsy 4+ 0
t2

> 0

Estas condiciones implican que (f1,t,") € A;. O
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Proposicién 6.2.34. Supongamos que c1(t7) = ca(ty) y que Dy # 0, Dy # 0. Entonces
se tiene que Dy = {t3} V Dy ={t;} o bien Ay £ 0 Vv Ay # 0.

Demostracion. Por definicién, si se cumplen las hipétesis entonces t5 € Dy y t] € Ds.
Supongamos ahora que Dy # {t3} y D2 # {t7}, esto implica que existen t, € D1, t1 € D,
con t; > 1] y to > t5. Luego, se cumplen las siguientes propiedades:

a(ty) = ea(ts) = ea(t3) = e1(br)

/  eall) — eals2)] folse) dsa =0 s € [t ]

to

/1 [Cl(a) — 61(81)} fl(sl) d81 Z 0 th S [f{,l’i]

t1

t1 _ o
Por lo tanto, si / [cl (t1) — 01(31)} fi(s1) ds; = 0, entonces (t1,t2) € Ay e igualmente, si

t

[2)
/ [cg(tz) — 62(52)] fa(s2) dsa = 0, entonces (t1,t3) € Ay. En cambio, si se tiene que:
2

®(01) = [ ) = arlsn)] fisn) ds >0

*
1

Por la prop 6.2.32 sabemos que existe ¢, € (t},1;) tal que @5 (') = 0 y ademas:
t1’
/ [Cl<t1/) — Cl<81)] fl(sl)dsl Z 0 th € [f{,tll]
t1
Anélogamente, si ademas:

/t2 [Cg(t’;) — 62(82)} f2($2) d82 >0

*
2

Deducimos que existe to’ € (t5, 1) tal que:

/tz [ea(ts)) = ca(59)] fal(sa)dss = 0

*

2

/2 [CQ(tQ,) _02<S2)] fQ(SQ)dSQ 2 0 vtg € [t;,tgl]

l2
Ahora, supongamos SPG que ¢1(t]) > co(t}), en este caso definiendo
ty" = inf{sy € [th,ta] : ca(s2) = c1(t))}

Claramente co(t2”) = ¢1(t]) v ademds co(s2) < co(ts”) Vsy € [to',15”], por lo tanto, para
ty € [to, t5"] se tiene:

/ " la(ts") — ea(s2)] fal(sa)dss > 0
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Y para ty € [t5,t5'], se tiene que:

/2 [ca(t2") — ca(s2)] fa(s2)ds2

t2

t2”

- / leats") — ea(sa)] fulsa)dsa + / ealts") — ea(s2)] False)dsy

to ty

> [ fealth) ~ calsa)) falsa)dsa 4.0

to
> 0

Luego, (#7,t2") € A;. O

6.3. El algoritmo encuentra una solucién

En esta secciéon mostraremos que el algoritmo comienza, termina y encuentra una
solucién de cualquier problema en el que las funciones ¢; y ¢y satisfagan las hipdtesis
correspondientes.

El hecho que el algoritmo comienza, se debe a que bajo la hipdtesis de que ¢y y ¢
tienen una cantidad finita de cambios de crecimiento y son constantes en una cantidad
finita de intervalos, la frontera entre los conjuntos de asignacion de los jugadores 1 y 2
tiene una forma que puede ser capturada por una funcién h* : [t], by] — [t5, bo] creciente,
que es constante en una cantidad finita de intervalos maximales y es discontinua en una
cantidad finita de puntos. Esta funciéon obviamente satisface las condiciones necesarias de
optimalidad, en particular en las vecindades de ¢} y t3, por lo tanto existira al menos una
opcién para que al algoritmo comience en alguna de las etapas 1)-6) dependiendo de la
forma que tenga h*.

Para demostrar que el algoritmo finaliza demostraremos que existe una constante ¢ > 0
tal que cada vez que el algoritmo define h constante en algin intervalo de la forma [ﬂ, t1], se
tiene que ¢, —t > € y cada vez que el algoritmo define h discontinua en un punto ¢;, donde
la discontinuidad es de la forma [h(t1)~, h(t;)t] = [f2, t2], se tiene que t5 —t; > e. Como en
cada iteracion el algoritmo: define h constante en un intervalo, define h discontinua en un
punto o finaliza; sélo podra iterar una cantidad finita de veces. Como ya se demostré que
las iteraciones se suceden correctamente, necesariamente finalizara en alguna iteracion.

Proposiciéon 6.3.1. Si c; y co tienen una cantidad finita de cambios de crecimiento y
son constantes en una cantidad finita de intervalos, entonces existe € > 0 tal que:

i) Si la etapa 6) del algoritmo define h constante en [ty,1,] entonces t; —t; > €
it) Si la etapa 6) del algoritmo define h discontinua en ty y la discontinuidad es de la

forma [h(t)™, h(t1) ] = [la, t2] entonces ty — 1y > €
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Demostracion. Consideremos N > 0y {t;}X, tales que: t] = ¢}, ty = by, t} < ti 4
Vie{l,...,N—1} yen cada intervalo de la forma [t} t],] c1 es estrictamente mondtona o
¢1 es constante (estos puntos existen debido a la hipdtesis que satisface ¢1). A continuacién
definamos €; como la menor distancia entre dos puntos sucesivos:

. 1 1
€1 = i:r{},l,{lN(tH—l ti)

Y supongamos que la etapa 6) del algoritmo define h constante en algtin intervalo [ﬂ, t1].
Recordemos que para que esto ocurra debe cumplirse que:

/{1 [e1(t1) — e1(s1)] fa(s1) dsp =0

1

Analizaremos dos casos posibles, el primero es que ¢; sea constante en [a,tul]. En este
caso existe un indice j € {1,..., N} tal que [a,tul] [tl tj+1] y dado que la etapa 6)
del algoritmo determina el intervalo mas grande en el cual definir i constante, se tiene
que t; = tjl +1- Ademss, la etapa 6) comienza con un punto que pertenece al interior de
un intervalo donde ¢; es estrictamente creciente, en este caso digamos t1, y determina el
primer instante en que puede definir h constante en un intervalo, por lo tanto <ty
necesariamente t1 = t1 Luego, por definiciéon, se tiene en este caso que t1 — t1 > €.

Si ¢ no es constante en [tAl, t1], debe tener al menos un cambio de crecimiento en este
intervalo, mds precisamente, debe existir k € {2,..., N} tal que ¢} € (a, 1) v c1 es es-
trictamente creciente en [tAl,t ] C [th_;,tk]. Si 1 # by, notemos que para que el algoritmo
defina h constante en [tl, t1] también debe cumplirse que ¢y (t1) = ¢ (tl) y ¢ es estricta-
mente creciente en tl, por lo tanto > tk y sigue que t— t1 > tk — tk , > €. Por ultimo,
sity = b1, se tiene que t; = tN > tk y por lo tanto t — t1 > tk - tk_l > €.

Por lo tanto hemos demostrado que si la etapa 6) del algoritmo define h constante
en [ﬂ,tvl] entonces t; — ﬂ > €. Analogamente se demuestra que existe €5 > 0 tal que,
si la etapa 6) del algoritmo define h discontinua en ¢; y la discontinuidad es de la forma
[h(t1)~, h(ty)t] = [t2, t3], entonces ¢y — £y > €5. Definiendo € = min{e;, €2} se concluye el
resultado. O]

Gracias a la proposicién anterior, sabemos que el algoritmo siempre construye una
funcién h : [t5,b] — [t5, bo (Pg) factible, la optimalidad de esta funcién se debe a la
construccién del algoritmo. Cuando el algoritmo empieza, determina dentro de todas las
formas posibles que puede tener la frontera en las vecindades de t7 y t5, aquella que
cumple las condiciones necesarias de optimalidad y que asegura que siguiendo el resto de
las opciones no se construiria una frontera 6ptima. Posteriormente, en cada iteracion de
la etapa 6) se sigue la misma idea: cada opcién no elegida construiria una frontera peor
que la(s) que estd(estan) en curso. Por lo tanto,/la(s) curva(s) que el algoritmo construye,

al ser mejor(es) que todas las demds, es(son) (FP»)-6ptimaf(s).
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6.4. Ejemplos

En esta seccion resolveremos algunos problemas que mostraran los distintos tipos de
soluciones que puede tener el problema. Antes de proceder, desarrollaremos una técnica
que nos permitira chequear de forma relativamente sencilla si se cumplen las condiciones
(1.1) 0 (2.1), en cuyo caso sabemos que el problema tendra una solucién extrema.

Notemos que desarrollando la condicién (1.1), esta es equivalente a que se cumpla
Vi, € [t],b1] v Vto € [t5, bo] la desigualdad:

t1

ba
(1= Fa(t) [ exlsi)filon) dsy = (Fit) = ) [ calsa)falss) dss
2 t2

Como la desigualdad se satisface trivialmente cuando ¢; = ¢7 o cuando ¢ty = by, podemos

definir las funciones ®' : (¢,b1] = Ry ®%: [t5,by) — R como:

1 f;f‘ﬁ(sl)fﬁ(sl) ds,
v = Fi(ty) — Fi(t])

ftb2 ca(s2) f2(s2) dsa

2

1 — Fy(ty)

Y la solucién serd extrema y favorable al jugador 1 si y solamente si se cumple:

D*(ty) =

inf  ®(t;) > sup D(ty)
t1€(t5,b1] t2€[t5,ba)

De la misma forma, definiendo las funciones W' : [t¥,b,) — R y W2 : (¢, by] — R como:

ftﬁl c1(s1)fi(s1) dsy
1-— Fl(t1>

2 ftt; ca(82) fa(s2) dsz
)= Fy(t) — F3(t3)

Se deduce que la solucién sera extrema y favorable al jugador 2 si y solamente si se cumple:

Ui(ty) =

sup U'(ty) < inf W3(ty)
tle[tivbl) tQE(tsvbﬂ

Con estos resultados, procedemos a la resolucion de los problemas.

1. Comencemos considerando el problema en que [ay,b1] = [ag,b2] = [0,1], ambos
jugadores tienen una distribucion uniforme y las funciones c¢; y c¢o estan definidas
como:

a(t)= = It + 26 +1

ca(ta)

bt — 2% + 2ty + 1
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1.08

092
0

c1(ty) c2(t2)

1.03

L L L L L L . L . 0.9 . L . L . L L L L
0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 09 1 0 0.1 nz 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 6.3: Funciones ¢; y ¢

En este caso es directo que t] = t5 = 0. Comenzaremos chequeando si se cumplen
los casos extremos, para eso primero notemos que:

b1 b2
/* Cl(sl)fl(sl) d81 < /* CQ(SQ)fQ(SQ) d82

Por lo tanto, como Fi(t}) = Fy(t;) = 0, sabemos inmediatamente que no se cumple
(1.1). Por otro lado, haciendo unos pequenos calculos se obtiene que:

Ulty) = 31+t +t>+46%) — 1+t +0%)+11+4)+1

Ui (ty) = jto® — f5te” + 2 + 1
Y ademas:
sup Ul(t)) = inf W3(ty) =1

tlé[t’f,bl) tge(tg,bg}
Lo que implica que la curva h : [t}, b] — [t5, by] definida como sigue es (Py)-6ptima.

h(ty) =t5 Yt € [t], bi]

09f

081

07

06

0sf

041

03

02

01r

Figura 6.4: Solucién del problema.
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2. Consideremos de nuevo a1, by| = [ag, bs] = [0, 1], ambos jugadores tienen una distri-
bucién uniforme y las funciones ¢; y ¢y estdn definidas como:

Cl(tl) = 8t13 — 6t12 + %
ca(tz) = §€t2
ci(t) ca(ta)
3 T 3

1t i
. /

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 09 1 0 01 nz 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 6.5: Funciones ¢y y ¢

Nuevamente t; = t5 = 0. Comencemos chequeando los casos extremos, dado que:

2 / als)fils) dsi < [ alsfa(ss) dsa = (e~ 1)

*
1 t2

Y ademés Fi(t7) = Fy(t;) = 0, sabemos inmediatamente que no se cumple (1.1).
Por otro lado, calculando las funciones W! y W2 se obtiene que:

\Ill(tl) = 2(1 +t + t12 —+ tlg) — 2(1 + 1t + t%) + %
U (ts) =

Pero como ®?(0%) = 2 < ®'(0) = 2, tampoco se cumple la condicién (2.1). Conti-
nuemos chequeando ahora si la frontera puede ser horizontal, para esto debe existir
ty € [t5,by] que cumpla (3.1)-(3.4), las condiciones (3.1) y (3.2) implican que se
debe cumplir co(fy) = %, pero esto implica que (3.2) no puede cumplirse ya que
¢1(by) > 2. Para que la frontera sea vertical debe existir t, € [t¥,b1] que cumpla
(4.1)-(4.4), nuevamente (4.1) y (4.2) implican que se debe cumplir ¢; () = 2(e—1),
pero esto implica que (4.2) no se cumple ya que c3(bs) > 2(e — 1).

A continuacién, dado que ¢y es estrictamente creciente, ningin ¢, € [0,1] puede
satisfacer la condicién (6.2) y se tiene que A = (). En el caso de A;, todo punto
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€ (0, 1] que satisfaga (5.2) y (5.3) debe cumplir:

t1 2 t1 -~ ~ 2
/ 8813 — 6812 + = d81 = / 8t13 — 6t12 + = d81
0 3 0 3

= 20 — 2t + 3t = 8t —6l + 3t
— an” = e
— t = 2

Sin embargo cs(ts) > c1(2) Viy € [t5,bo], por lo tanto no existe un par (t1,12) que
satisfaga (5.1)-(5.4) y se concluye que A; = ().

Por ultimo, ¢; es decreciente en una vecindad de ¢} por lo que Dy = (). Ademés,
es facil ver que Dy = {t;} # 0, donde t; ~ 0,261 es tal que c1(t) = co(t}) = 2
y c1€s creciente en t;. De esta manera, comenzamos la etapa 6) del algorltmo con
th=t1yty= t5 = 0. Notando que ¢; y ¢y son estrictamente crecientes en [tl, bi] y

en [t3, by respectivamente, se tiene que t = o0 y ty = oo, por lo tanto la etapa 6)

terminard en la primera iteracién. Como ¢;(1) > ¢o(1), la curva h estaré definida en

[t1,11] como la solucién de la siguiente ecuacion:

2
Cl(tl) = CQ(h(tl)) e 8t13 — 6t12 + =

9 )
3 5 h(t1) — h(tl) In (20t13 — 15t12 + _)

3

Donde ; ~ 0,827 es tal que ¢;(t;) = c3(1). Por lo tanto, la curva h resulta ser:

( 0 Vi, € 0,41
h(t) = { In (206, — 1562+ 3) ¥t € [t 6]
L 1 th € [ﬂ? 1]

1

09f

081

07

06

0sf

041

03

02

01r

]

L L L L L L I L L
o o1 02 03 04 05 0B 07 08 08 1

Figura 6.6: Solucién del problema.
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3.

18+

18-

T4r

121

08

0B

04r

02r

Consideremos el problema en que nuevamente [ai,by] = [a2,be] = [0, 1], ambos
jugadores tienen una distribucion uniforme y las funciones ¢; y c¢o estan definidas
como:

a(ty) = t1—t?
Cg(tg): 2t2
Cl(tl) Cg(tg)
2
18}
16}
14}
12}
1k
nat
o
o4t
ozt
0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 b o1 o0z 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6.7: Funciones ¢y y ¢

En este caso es directo que t] = t5 = 0. Dado que:

é = /tb1 ci(s1)fi(s1) ds1 < /b2 C2(52) fa(s2) dsa =1

* *
1 t2

Y ademés Fi(t]) = Fy(t;) = 0, sabemos inmediatamente que no se cumple (1.1).
Ademsés, calculando las funciones U! y W2 se obtiene que:

W) = bl bt
‘;[/2 (tg) - t2
Como U'(0) = ¢y ¥?(55) = 15, tampoco se cumple la condicién (2.1). Para chequear

si la frontera es horizontal, notemos que:

1 1
Cz(tg) = 6 ﬁtg = g
Asi que solamente este punto podria satisfacer (3.1) y (3.2), sin embargo, (3.1) no
se satisface ya que ¢1(t]) = 0 < ¢2(3) y la frontera no es horizontal. Por otro lado,
dado que ¢ (t1) # 1 Vi, € [t], b1], ninglin punto satisface (4.1)-(4.2) y la frontera
no es vertical.

Como ¢, es estrictamente creciente, ningun ty € [0, 1] puede satisfacer la condicién
(6.2) y se tiene que Ay es vacio, igualmente, como ¢; es estrictamente creciente en
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[0, 2] ningtin ¢; € [0, 3] satisface (5.2), mientras que como ¢; es estrictamente decre-

ciente en [, 1] ningtn ¢; € [1, 1] satisface (5.3). Concluimos que A; también es vacio.

Un répido chequeo nos entrega que Dy = {t5} y Dy = {t1}. Por lo tanto el algoritmo
comienza en la etapa 6) con tl = t1 vy tg = t5. Como cy es estrictamente creciente,
se tiene que tz = o0. Para calcular t1 definimos la funciéon ® como sigue:

¢m¢y:/leh@g—q@gm&

t1
Una de las condiciones que debe cumplir #; es que (ID(t/I, €) = 0, para algun € > 0. Se

tiene que:

t1+e€
(I)(tl, E) = / (tl — t12) + (812 — 51) d81
t1
t13 + 3t12€ + 3t1€2 + 63 - t13 _ t12 + 2t1€ + 62 - t12
3 2

= tlﬁ—t12€+
== t1€2+§—§

Por lo tanto:

3 3
(I)(t17€):()<:>€:5_3t1<:>t1+€:§—2t1
Asi, el primer instante en que es posible que exista un intervalo constante se obtiene
cuando:

3
— =21 =11t =—
2 YT
Siempre que se cumpla también la otra condicién necesaria. Para chequearla, defi-
nimos ¢ como:
~ t1 1
(I)(t1> = / |:Cl(£_1) — 01(81):| d81
i
Y por los crecimientos de ¢y es claro que P es negativa en [;11, %] y estrictamente
creciente en [ , 1], por lo tanto si se cumple la condicién:

~ 1
CI)(tl) <0 Vi e [4_1’ 1]

Y se obtiene que h serd constante en [+, 1]. Finalmente, calculemos la ecuacién de h

4
en el intervalo [0, {]:

t1 t?
Cl(tl) = CQ(h(t1)> =t — t12 = 2h<t1) <~ h(t1> = 51 — %

Por lo que la curva h resulta ser:

t
o5 Yhel ]
h(ty) =
3 Vi, € [31]
32 v
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1

[IE=23
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07

06F

0ap

04r
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01r

pr =1

0

o DI1 DIZ Dl3 Dld DIS DIG D.‘? DIB DIQ 1
Figura 6.8: Solucién del problema.

4. Consideremos el problema en que [ay, bi] = [ag, be] = [0, 1], ambos jugadores tienen
una distribucién uniforme y las funciones c¢; y ¢y estan definidas como:

alt) = —t+ 3t +1
Cg(tg) = t23

c1(ty) ca(t2)

otr q otr

Figura 6.9: Funciones ¢; y ¢

En este caso es directo que ¢ = t5 = 0. Dado que:

by b,
% :/t c1(s1) fi(s1) dsy > / C2(52) fa(s2) dsa = %

1 &3
Y ademads Fy(t) = Fa(t5) = 0, sabemos que no se cumple (2.1). Ahora, calculamos
d! v ®? y obtenemos:
Dl(t) = —itiP+gt+1
O*(ty) = {1+t + 1% +1°)
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Como ®'(1) = &2 < ®*(17) = 1, tampoco se cumple la condicién (1.1). Para
chequear si la frontera es horizontal, notemos que:
19 5/19
ty) = — ==ty = || —
ealt) = 5 2= V2

Asi que solamente este punto podria satisfacer (3.1) y (3.2). Por los crecimientos
de ¢, es claro que se satisfacen (3.1) y (3.2), ademéds ¢y es creciente por lo tanto

también se satisfacen (3.3) y (3.4). Se conluye entonces que la funcién h (E)—éptima
es:

,/19
ht) = {5 Yh e [0,1]

1

08
08
07
06
0E5F 1=1
04r
03rp
0Z2p

01f

0

o EII1 EIIZ EIIS Elld EIIS EIIE EI‘? EIIE EIIB 1
Figura 6.10: Solucién del problema.

5. Consideremos el problema en que ambos jugadores tienen distribucién uniforme,
pero esta vez [a1, bi] = [0, 1], [ag, bs] = [—1, 1] y las funciones ¢; y ¢y son:

a(t) = sin(drty — ) + 3
Cg(tg) = t2 + %

c1(ty) c2(t2)

05t

05

Figura 6.11: Funciones c¢; y ¢
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En este caso se tiene que ] = 2 5ty =—35 Luego sigue que:
6+ 3[ th+1\ o b2 57
1—- d 11—t dsy — 2L

327 64 ( 2 >/tT ci(s1)fi(s1) dsy < ( 1)/1:; ca(s2) f2(s2) dsa 55

Y se tiene que no se cumple (1.1). Ahora, calculando ¥! y ¥? se obtiene:

1+cos(4dmty—m
‘Ijl(tl) = +47T((172) :

\IJZ(ZfQ) = t2+%

Entonces ¥2(0) = % = y! ( ) y tampoco se cumple (2.1). Para que la fron-
tera sea horizontal debe existir £, € € [-1, 1] que cumpla (3.1) y (3.2) y entonces
1902(7?2) =+ + g/—f + 33 es decir co(ty) = T + 1\9£ + % > ei(t7) lo que 1mphca que

no se puede cumplir (3.1). Para que la frontera sea vertlcal debe ex1st1r t € [, 1]
que cumpla (4.1) y (4.2) y entonces 3¢, () = & es decir ¢ (1) = 3 < ea(by), lo que

implica que no se puede cumplir (4.2).

Como ¢y es estrictamente creciente sigue que A, = (), como ¢; es estrictamente

creciente en [, 2] ningin ¢ € [, 3] satisface (5.2) y como ¢1 es estrictamente
decreciente en [% g] ningtin ¢, € [2, 2] satisface (5.3). Ademds, es claro que:

t1 1 5 5
/ Cl(tl) ds; < / 01(81) d51 th € [ga ﬁ]

5 5

24 2

Por lo que estos puntos no satisfacen (5.1)-(5.2), por ultimo ¢ (¢}) < ¢1(t1) Vit €

(2, 1] y estos puntos no satisfacen (5.2). Conclufmos que 4; = 0.

Es rapido chequear que Dy = {t5} v Dy = {t;}. Por lo tanto el algoritmo comienza

en la etapa 6) con t) = tl y ty = t5. Como cy es estrictamente creciente, se tiene que

fy = 0o. Para calcular f;, aprovecharemos el hecho que para t] < t7, se cumplen que

c1(t}) = c1(t3) y que ¢; es creciente en t} y t? solamente si t? = ¢ —|— 17, luego, para

detectar intervalos donde h puede ser constante definimos las funciones ® y ®;, en
5 3

[51 g] como:

t141/2
B(t) = / ler(ty) — ex(s1)] dsy

t1

Dy () = / er(ty) — e1(s1)) dsy

t1

Y notemos que:

ti+3 ti+3
q)(tl) =0 «— / dSl = / 01(81) dSl
t
= 3 SlIl147Tt1 — 7T) —l— 7 = i 1
= sin(4mt; — 7T) =0
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Por lo que el primer cero de ¢ en [2i %] estdent; = %. Ademas, por los crecimientos

47
de c; es claro que en el intervalo [}1, %] también se satisface la segunda condicién
Por

necesaria para definir h constante. otro lado:
(I)bl (tl) = O
1 1

s / Cl<t1) ds;, = / Cl<81> ds;

t1 t1
< (1—t1)sin(47rt1—77)+%—%t1 = ﬁ+%+ﬁcos(47rt1—7r)—%t1
= —cos(4mty) + ty cos(4nty) = 4= — 4= cos(4mty)
— cos(4rty) (t1 -1+ ﬁ) = ﬁ

Y las soluciones de esta ecuacién estan en t1 ~ 0,134, t2 ~ 0,363, t3 ~ 0,649,
t{ ~ 0,810. Esto nos dice que primero debemos definir i constante en [i, %] y luego
en [t1,1] (es facil chequear que en este intervalo se cumple la segunda condicién ne-

cesaria). Por 1iltimo, en los intervalos donde h es estrictamente creciente se satisface:

c1(t1) = ca(h(ty)) < sin(4nty — 7) + % = h(ty) + % <= h(t;) = sin(4nt; — )

De esta manera, la funcién h (@)—éptima es:

sin(dnty — ) Vi € [, 1]

_ 0 vt € [, ]
htr) = sin(dnty —w) Vi € [§, 1]
~ 0,68454  Vit; € [t1,1]

1

osf
05t
04l p2=1

02

]
02r
A4y p=1

-0Br

-08r

-1

L L L L L L I L L
o o1 02 03 04 05 0B 07 08 08 1

Figura 6.12: Solucion del problema.

6. Consideremos el problema en que [ay, b1] = [az, bs] = [0, 1], ambos jugadores tienen

una distribucién uniforme y las funciones ¢; y ¢y estan definidas como:

Cl(tl) = tl — t12

to Vt, € [0, %]
co(ty) = =3ty +3 Vi € [%, 2]
tg—% th € [5,1]
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0s

04r

03r

02r

otr

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 09 1 0 0.1 nz 03 04 05 06 07 08 08 1

c1(ty) c2(t2)

05

04r

03r

02r

otr

Figura 6.13: Funciones ¢; y ¢

En este caso es directo que t] = t5 = 0. Dado que:

bi b,
é - /t c1(s1) fi(s1) dsi < /t2 Cca(52) f2(s2) dsy = 312

1

Sabemos inmediatamente que no se cumple (1.1). Ademas, calculando las funciones
Ul y W2 se obtiene que:

Wih) = —n?+ b+
5t Vty € [0, 2]
U2(t,) = %tg — % + % Vi € [%, 3]
§t2—§—|—m vVt € [5,1]
Como U!(0) = 1 > L = w2(1), tampoco se cumple la condicién (2.1). Para que
la frontera sea horizontal debe existir ¢, € [0, 1] que cumpla (3.1) y (3.2) y enton-
ces ¢o(f2) = & > ¢1(t}) lo que implica que no se puede cumplir (3.1). Para que

la frontera sea vertical debe existir 71 € [0,1] que cumpla (4.1) y (4.2) y entonces
c1(t1) = 55 > ¢2(t3), lo que implica que no se puede cumplir (4.2).

Como ¢, es estrictamente creciente en [0, 3] ningtin ¢; € [0, 5] satisface (5.2), mientras

que como ¢; es estrictamente decrecienté en [1,1] ningin #; € [1,1] satisface (5.3).
Concluimos que A; es vacio. Ademds, como ¢y es estrictamente creciente en [0, %]
ningtin ¢; € [0, 2] cumple (6.2), el punto ¢, = 3 no satisface (6.3) pues es minimo de
¢ y el resto de los puntos en [3,1] no cumplen (6.1) pues cumplen co(ts) > ca(t3).
Concluimos que A también es vacio.

Un répido chequeo nos entrega que Dy = {t5} y Dy = {t}}. Por lo tanto el algoritmo
comienza en la etapa 6) con t; = t] y to = t5. Para calcular ¢; definimos la funcién
® como sigue:

@(tl,e):/l e(ty) — 1 (s1)] dsy

t1
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Una de las condiciones que debe cumplir f es que @(tAl, €) = 0, para algin € > 0. Se
tiene que:

t1+e
(I)(tl, E) = / (tl — t12) + (812 — 51) d81
t1
t13 + 3t12€ + 3t1€2 + 63 - t13 _ t12 + 2t1€ + 62 - t12
3 2

= tie—t%e+

3 2
= e+ 5 —

&
2

Por lo tanto:
3 3
Bt ) =0 4= €= =3t <=t +e=1 —2h

Asi, el primer instante en que es posible que exista un intervalo constante se obtiene
cuando:

3 1
5—2t1=1<:>t121
Y por los crecimientos de c; es claro que se cumple la otra condicién necesaria para
definir h constante en [}1, 1]. Para calcular t/;, aprovechamos el hecho de que para
t1 € [0, 2]y t1 € [5,1] se tiene que ¢1(f1) = ¢1(¢7) solamente si 7 = t{ + 3. Por otro
lado, h no puede ser constante hasta el punto by pues ¢y(b1) > ¢1(t1) Vg € [0, =]

y esto contradice una de las condiciones necesarias, por lo tanto definimos ® como
sigue:
t2+%
(I)(tg) = / [Cg(tg) — 02(82)] d$2
to

Y se tiene que:

R tats taty
(I)(tg) =0 <— / Cg(tg) dsy = CQ(SQ) dso
to )
— %tQ — %3%—3@)%%4@@2
<~ §t2 = 33— gtg
— by = &

Y por los crecimientos de ¢y también es claro que se satisface la otra condicion
necesaria para que h tenga una discontinuidad desde t} = 13—6 hasta 13 = %. Para
decidir si h llega primero al intervalo constante o a la discontinuidad calculamos:
a(7) = & = c2(5), vy nos enfrentamos a la situacion en que el algoritmo arbi-
trariamente decide definir h constante, sin embargo, debido a la proposicién 6.2.12
sabemos que las dos opciones son igualmente validas y por eso construiremos dos
funciones (P,)-6ptima. Antes de eso, calculemos la ecuacién de h cuando es estric-

tamente creciente en el intervalo [0, §]:
Cl(tl) = Cz(h(tl)) <=t — t12 = h(t1>

Por lo que si preferimos definir h constante antes de la discontinuidad, la curva h

resulta ser: ) [
o ty —t1° Vit € 0,
h(ty) = { 3 Vi, € [%7

16
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[IE=23
0Bf
07F
06F s =1
05f
04F
03F

02

01F pr=1

Figura 6.14: Solucion del problema.

En cambio, si preferimos definir antes la discontinuidad, la curva h resulta ser:

ty — %2 Vit €10,1]
h(t)) = 4
( 1) { % th € [i, 1]

08

08

07

06t
05t
D4t
k]S pr=1
D2t

01f

Figura 6.15: Solucion del problema.

7. Consideremos el problema en que ambos jugadores tienen distribucion uniforme,
[a1, b1] = [ag, ba] = [0, 1] y las funciones ¢; y cp son:

c1(ty) = cos(4mty) +1
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c1(ty) c2(t2)

Figura 6.16: Funciones c¢; y ¢

Es claro que t] = t5 = 0. Ademéds como:

b1 b2
1 :/ c1(s1)fi(s1) ds; < / c2(82) fa(sg) dsg = 2

t
Y se tiene que no se cumple (1.1). Ahora, calculando ¥! y U2 se obtiene:

sin(4mtq)

(t1; = _47r(17t1)+1

\Ill
W2(t, 3t

Entonces ¥2(3) = 3 < 1 = \Ifl(%/\) y tampoco se cumple (2.1). Para que la fron-
tera sea horizontal debe existir t5 € [0,1] que cumpla (3.1) y (3.2) y entonces
eo(ty) = 1 < ¢i(by) lo que implica que no se puede cumplir (3.2). Para que la
frontera sea vertical debe existir #; € [0,1] que cumpla (4.1) y (4.2) y entonces

a(h) = 3 < ey(by), lo que implica que no se puede cumplir (4.2).

Como ¢y es estrictamente creciente sigue que A, = (), para calcular A; definimos la
funcién ®;, como:

Dp(th) = /0 1 [e1(t1) — ea(s1)] dsq

Y buscamos los ceros de ®;, donde ademas ¢; sea creciente, se tiene entonces que:

t1 t1
q)(tl) =0 < / Cl(t1> ds; = / 01(81) ds;
0

0
< cos(dmty)t; +t; = ﬁ sin(4nty) + t;
= cos(dmty )ty = o= sin(4rty)
= Aty = tan(4nty)

De las cuatro soluciones de esta ecuacién en [0,1] los tnicos puntos en los cua-
les ¢; es creciente (y por lo tanto cumplirdn las condiciones necesarias para defi-
nir i constante en un intervalo) son ¢t} ~ 0,357574 t? ~ 0,8677224, por lo tan-

to Ay = {(t, %ﬂ)), (12, %ﬁ))}, a continuacién calculamos c¢;(t}) ~ 0,782764 y
118



6.4. Ejemplos Capitulo 6

c1(t?) ~ 0,908674 por lo que el algoritmo nos dice que definamos h constante en
. . 1

[0,#]] y comencemos la etapa 6) con t; =t} y ty = # Como ¢y es estrictamente

creciente, se tiene que en cada iteracién t, = oo. Para calcular #; aprovecharemos

que ¢ tiene periodo %, luego, para detectar intervalos donde h puede ser constante

definimos las funciones ® y ®,, en [t1, 3] como:

t1+1/2
(I)(tl) = / [Cl(tl) — 61(81)} dSl

t1

Py, (1) = /[Cl(tl)—cl(sl)]dsl

t1

Y notemos que:

ti+y tity
O(t) =0 / aty) ds; = / c1(s1) dsy
t1 t1
— lcos(drty)+1 = 1
= cos(drty) = 0
Por lo que el primer cero de ® en [t1, %} estd en ty = %. Por los crecimientos de ¢; es
claro que en el intervalo [%, g] también se satisface la segunda condicién necesaria

para definir h constante. Por otro lado:

1 1
(I)bl (tl) =0 <— / Cl(tl) dsy = / Cl<81> ds;
t1 t1

= (1—t)cos(dmty) + (1 —t;1) = 1—1; — & sin(4rty)
= Am(ty — 1) = tan(4nty)
Y esta ecuacion no tiene soluciéon en [g, 1). Por 1ltimo, en los intervalos donde h es

estrictamente creciente se satisface:

ci(ty) = co(h(ty)) < cos(4rnty) + 1 = 3h(t)) < h(t)) = %cos(llmfl) + é

De esta manera, la funcién h (@)—éptima es:

~ 0,260921 Vit €
1
hit) = {3 cos(47lrt1) + % Vi, €

3
3 cos(4mty) + 3
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Figura 6.17: Solucion del problema.
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Conclusiones

A continuacién exponemos las conclusiones obtenidas de este trabajo y los problemas
abiertos de interés.

En el caso de un jugador, se ha caracterizado completamente la solucion del problema,
esto se ha hecho usando técnicas de calculo variacional que también podrian ser aplicadas
en otros problemas unidimensionales, similares al abordado. Ademas, se ha demostrado
que la caracterizacién obtenida es equivalente a la encontrada por Myerson, siendo la
primera mucho més sencilla.

En el caso de dos jugadores, se ha heredado un resultado obtenido por Myerson: exis-
te una soluciéon del problema tal que las funciones de probabilidades de cada jugador
toman solamente los valores 0 y 1. A partir de esto se ha simplificado el problema y lue-
go, considerando la hipétesis adicional de que las funciones ¢; y ¢ tienen una cantidad
finita de cambios de crecimiento y son constantes en una cantidad finita de intervalos
maximales, se ha caracterizado el problema como el de encontrar la mejor frontera en-
tre los conjuntos de asignaciéon propios de cada jugador. Se han encontrado condiciones
necesarias de optimalidad para las soluciones del problema y también se ha desarrolla-
do un algoritmo que encuentra esta frontera éptima. Se ha demostrado que el algoritmo
efectivamente comienza, finaliza y construye una solucién. Por tdltimo, se ha demostrado
que la frontera asociada a la solucién de Myerson satisface las condiciones de optimalidad.

La primera pregunta que queda abierta en el caso de dos jugadores es: jes posible
demostrar mediante técnicas de calculo variacional que existe una solucion del problema
tal que las funciones de probabilidades de cada jugador toman solamente los valores 0 y
17 Esta pregunta es importante ya que si la respuesta fuera afirmativa, se podria intentar
usar esas técnicas para demostrar lo mismo en problemas que son similares al tratado en
este trabajo y para los cuales no se conoce la respuesta a la interrogante.

121



Capitulo 7

Inmediatamente surge una pregunta mas general que la anterior: ;bajo qué condiciones
sobre la funcion objetivo y sobre el conjunto de funciones factibles es posible afirmar que
un problema posee una solucién tal que las funciones de probabilidades de cada jugador
toman solamente los valores 0 y 17

Resolver estas preguntas constituye un eventual trabajo a futuro, al igual que carac-
terizar las soluciones del problema en el caso general de N jugadores.
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