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RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TiTULO DE

INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: FRANCISCO UNDA SURAWSKI
FECHA: 11 DE JULIO DE 2012

PROF. GUIA: RAUL GORMAZ ARANCIBIA

FLUIDOS DE BINGHAM EN CANALETAS RECTANGULARES

El primer objetivo de este trabajo es desarrollar un algoritmo que resuelva la EDP asociada
al modelo de Bingham, en un dominio particular, una canaleta. La dificultad se centra en que este
modelo introduce una no linealidad al problema. Como segundo objetivo, una vez obtenido este
algoritmo, se quiere validar usando mediciones obtenidas mediantes experimentos sobre fluidos
que se cree se comportan como el modelo de Bingham indica.

Con esto en mente, se estudia el modelo de Bingham y problemas asociados equivalentes en
formulacién débil. Esto permite concluir caracteristicas de las soluciones y también encontrar un
algoritmo, que nace de la formulacién del problema como punto silla.

El algoritmo resuelve la no linealidad de las ecuaciones de Cauchy mediante una
simplificacion nacida de la geometria especial de las canaletas, y la no linealidad de Bingham
mediante un astuto algoritmo iterativo debido a Glowinski, que resuelve en cada paso un problema
lineal. Se utilizé Matlab para el desarrollo de los algoritmos puesto que debemos utilizar matrices
y operaciones de matrices de forma repetida, y Matlab estd optimizado para ello.

Una vez obtenido un algoritmo, se usan los datos de la tésis de Jorge Martinez, para validar
el modelo, y reobtener algunos datos intrinsecos del fluido, a saber, su tensién de fluencia 7y su
viscosidad p y compararlos con las versiones obtenidas experimentalmente. Esto se hace mediante
una minimizacién de cuadrados de la diferencia entre datos locales de la velocidad y la solucién
obtenida por el algoritmo.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria estudiaremos el modelo de fluidos de Bingham fluyendo por una canaleta.
Un Bingham es un modelo no Newtoniano de un fluido que ante la ausencia de tensiones altas,
se comporta como un sélido. La teoria de los fluidos de Bingham tiene casi cien afios. Desde
que Eugene C. Bingham (E.C. Bingham U.S. Bureau of Standards Bulletin, 13, 309-353 An
Investigation of the Laws of Plastic Flow(1916)) propuso su modelo, se han hecho numerosos
avances en la materia y los fluidos de Bingham han sido exitosamente aplicados a diversos
materiales, por ejemplo la pasta de dientes, la mayonesa y la lava. En nuestro caso particular,
el problema viene motivado por la industria minera, que empieza a encontrarse con este tipo de
fluidos en sus relaves, y por esto nace la necesidad de estudiarlos.

1.1. Motivacion

En la industria minera, se utilizan relaves para el transporte de material a través de tuberias.
Para utilizar estas canaletas, se debe controlar la concentracion de la solucién. Si el lugar donde
se origina el transporte no tiene grandes cantidad de este recurso, o incluso si la tiene, se debe
minimizar su utilizacién. Esto ha llevado a la empresa a utilizar cada vez soluciones mas y mas
espesas, y entonces lo que se modelaba con un fluido de Newton, deja de comportarse de esa forma.
El estudio que se realiza en esta memoria es intentar dilucidar si lo que se obtiene en estos relaves
espesados se modela correctamente como un fluido del tipo Bingham. Un fluido de Bingham es
aquel que ademads de tener una viscosidad asociada, se comporta como un sélido bajo tensiones
pequeiias. Este problema es de gran importancia, pues entenderemos como se deben construir las
canaletas que transportan este tipo de fluidos, ahorrando una gran cantidad de agua, energia y
recursos. Una vez validado el modelo, seria interesante poder predecir las velocidades y tensiones
que se generan dentro de la canaleta, por ejemplo, para evitar que se rompan las vélvulas por el
asf llamado efecto de “golpe de ariete”.



1.2.

Alcances y Objetivo General

Nuestro objetivo es estudiar el modelo de Bingham a cabalidad en el caso de una canaleta, y

generar un algoritmo que resuelva las ecuaciones en derivadas parciales, para poder comparar con
datos obtenidos experimentalmente. Para esto, utilizaremos los datos obtenidos en la tésis de Jorge
Martinez, que incluyen velocidades locales dentro de una canaleta rectangular. Esta comparacién
nos ayudard a validar el modelo de Bingham para los fluidos estudiados en esa tésis, que son los
que nos competen.

1.3.

1.4.

Objetivos Especificos

Encontrar un modelo adecuado para el estudio matemadtico de los fluidos de Bingham en
canaletas

Construir y comparar algoritmos de resolucion de las ecuaciones
Tratar matematicamente los datos experimentales, validarlos y normalizarlos
Comparar los datos obtenidos experimentalmente con los resultados computacionales

Decidir si el modelo de Bingham es adecuado para los relaves espesados

Estructura de la Memoria
La estructura utilizada en este documento para exponer el trabajo realizado es la siguiente:

Capitulo 1. Introduccion: Descripcion del tema, la motivacion de éste y los alcances y
objetivos del trabajo realizado.

Capitulo 2. Antecedentes: Revision bibliografica o antecedentes. En este capitulo se
explican los conceptos necesarios para la comprension y contextualizacién del trabajo.

Capitulo 3. Desarrollo Teérico: Resultados tedricos utilizados para la resolucion numérica.
Propuestas e implementaciones de métodos, resultados computacionales.

Capitulo 4. Desarrollo Experimental: Resultados experimentales, validacién de datos,
utilizacion practica del algoritmo y comparacién de datos con resultados obtenidos por este.

Capitulo 5. Conclusiones: Conclusiones del trabajo realizado y posibles lineas de trabajos
a realizar en el futuro.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Fluidos de Bingham

2.1.1. Modelo

Estudiaremos el modelo de Bingham, que es un modelo de fluidos con una viscosidad y
ademds una tensién de fluencia. El fluido ocupa una regién dada por un abierto conexo Q C R>. El
modelo es el siguiente:

Dv
. — = \Y
(2.1) th f+VoenQ

lo que corresponde a la ecuacién de transferencia de momentum de Cauchy, donde p es la densidad
local del medio, v es la velocidad del fluido, f es una fuerza externa por unidad de volumen, y ¢
es el tensor de esfuerzos. Notemos que la derivada temporal que aparece es la derivada material,
que es dada por

Dv  Jv

2.2 —=—=—4+w-V)w

2-2) Dt ot (v-v)
Notemos que todos los términos que aparecen en esta ecuacidén pueden, en principio, depender
de las coordenadas espaciales y del tiempo. En el contexto que nos interesa a nosotros, podremos
hacer varias simplificaciones. Como el caso que nos interesa es el de una canaleta, sera suficiente
trabajar con la condicién de adherencia al borde

(2.3) v=0endQ

En las aplicaciones, consideraremos una canaleta abierta, pero la solucién de este problema puede
ser encontrada mediante una manipulacién astuta del problema, sin usar condiciones de borde
diferentes. Para hacer esto, se refleja la canaleta con respecto a la cara abierta, y las fuerzas en
ella, por lo que el nuevo dominio sélo tiene condiciones Dirichlet, y la cara inferior resuelve el
problema que queremos, pues la cara restante que quedo dentro del fluido cumple la condicién



Neumann homogénea por paridad de la solucién. Por otro lado, la condicién de borde Dirichlet
homogénea, nos permitird encontrar la soluciéon de manera mucho més ripida.

Hasta ahora no hemos mads que escrito una ley constitutiva dada por el comportamiento de un
fluido, pero la descripcién no estd completa sin una relacion entre el tensor de esfuerzos y el tensor
de velocidad de deformacion

(2.4) D(v);; 1<av v

— _ = . 7e{11.2.3),
2 8x,~ axj> ’ b { T }
Para los fluidos de Bingham la relacion es no lineal:

D(v)
[D(v)]

donde p es la presion, I es la matriz identidad, u es la viscosidad, 7 es la tension de fluencia, y

(2.5) c=—pl+V21 +2uD(v) en Qo(v)

(2.6) Qo(v) ={x € Q|ID(v)| # 0}

con | -| la norma de Frobenius, es decir, si A es una matriz

2.7) A= [y
2y

Adicionalmente, supondremos que el fluido es incompresible, esto quiere decir que para
una particula fluida moviéndose con velocidad v, la densidad debe permanecer constante.
Matematicamente:
Dp dp

2.8 —=—=—+4+((-V)p=0.

(2.8) Dr = 3, TP

La ecuacion de conservacion de la masa nos dice que si V C Q, la variacién de la masa que contiene
es 0. Como la tnica forma en que puede cambiar la cantidad de masa es por transporte a través de

la frontera, tenemos que:
dm

E——ygv(pv)-dS.

dm d ap

Por otro lado

y como V es arbitrario

d
fp—FV‘(pv) =0enQ
ot
Esto se puede reescribir como
bp +pV-v=0
b PYVT

y por lo tanto una condicién equivalente a la incompresibilidad, y la que usaremos de aqui en
adelante es

(2.9) V.v=0.

10



2.1.2. Buscando un Modelo adecuado

No resolveremos este problema en toda su generalidad, sino que haremos las siguientes
suposiciones.
1. La densidad es una constante que no depende ni de la variable espacial ni temporal.
2. El fluido es incompresible.
3. La canaleta es de seccion constante y paralela a uno de los ejes coordenados.
4. El fluido se encuentra en estado estacionario.

5. La fuerza externa es un dato conocido.

11



Capitulo 3

Desarrollo Teorico

3.1. Reduccion a dos dimensiones

Bajo las suposiciones de la seccién anterior, podemos hacer una reduccién de la
dimensionalidad del problema. Este es el caso de una canaleta de la forma O = Q X R, con Q
un circulo. Usaremos la notacién canénica (x,y,z) € R3. Supondremos ahora que la solucién tiene
la forma v = (0,0, u). En este caso, la condicién de incompresibilidad se traduce en

_7z_0

(3.1 Vv

y asi, u = u(x,y). El tensor de velocidades de deformacion tiene la forma

00
(3.2) D=~ 0 0 &
2l o

dx dy

y ademads, si llamamos

Ju
(3.3) Vu=| g |,
dy

tenemos que

_
V2

donde || - || es la norma euclideana. Por otro lado, la derivada material (2.2) queda

(3.4) ID(v)| V|

Du % Ju Jdu

Dr o Yar T ar

12



Si suponemos que

fx
f=15n
fz
y reemplazamos en (2.5) y (2.1), obtenemos tres ecuaciones
. ap o ou\ . dp
(3.5) O_fx_(%c+8z<THVLtH+“5’)C)_fx_<9)c
ap o[ % ou Ip
7 Y Tl = F £
(3.6) 0=fy ay+az<7||vu|y+“ay> fy N
ou op o = o\ o ¥ ou
T Y7 dx e v y ou
©-7) Por = 5 T ax (Tuvuu “‘ax) s (Tuvuu “‘ay>

que son vdlidas en
Qo(v) = Qo(u) ={(x,y,2) € Ql|[Vul| #0}.

En aplicaciones, la tinica derivada que podemos conocer de p es la derivada con respecto a la
coordenada longitudinal de la canaleta. Por esto las primeras dos ecuaciones son ttiles para conocer
cémo se relaciona la fuerza externa con estos gradientes. La ecuacion mads interesante es la dltima,
que se puede reescribir

du dp Vu

o en el caso estacionario

B _87p . Vu
(3.9 —UAu = f, 7z +1V <HVu]> en Qo(u)
donde
(3.10) Qo(u) ={(x,y) € Q|| Vul| # 0}

3.1.1. Formulaciones casi equivalentes

Veremos formulaciones equivalentes en el sentido débil al problema estacionario en dos
dimensiones derivado en la seccién anterior, y estas formulaciones nos permitirdn concluir
resultados de existencia y unicidad de las soluciones. Notemos, ademads, que algunos algoritmos se
basan en estas formulaciones equivalentes. La ecuacién con la que partimos es

Vu

13



donde f es una funcién conocida, y T y i son constantes positivas. Las condiciones de borde son
u = 0 sobre dQ.

La formulacién débil de este problema corresponde a encontrar u € Hé (Q) tal que

VuV
(P) /.L/Vqud)H—‘c/ “ vdx:/fvdx VVEH&(QO(M)).
Q o |Vul Q

Notemos que en este contexto, no tiene sentido la definicion que habiamos dado de Qq(u), por lo
que usaremos

(3.1D) H(; (Qo(u)) = {v e Hé (Q)|supp Vv C Supqu}

donde

(3.12) supp Vv = J {U C Qo € (%g"(u))z/ O Vvdx = 0}
U

Veamos que la tnica solucién del problema de minimizacion

Q) min E/ |Vu\2dx—|—f/ |Vu|dx—/fudx
2 Jo Q Q

ucH} (Q)
es solucién de la formulacién débil. Para esto definamos los problemas aproximados

VuVvy

Vul|? + €2
V|Vl

(Pe) u / VuVvdx+1 / dx = / fvdx Vv e HL(Q)
Q Q Q

y

(Qe) min H/ |Vu|2dx+’c/ \/|Vu|2+82dx—/fudx.
ueH!(Q) 2 Jo o) Q

Notemos primero que el problema (Q¢) tiene una Unica solucién. En efecto, el funcional

Le(u) = %/Q]VLtlzdx—i—T/Q\/]Vulz—&- Szdx—/gfudx

es convexo, pues f(x) = x>+ ¢€? lo es. Mds aiin, es estrictamente convexo, por lo que si tiene
solucidn, ésta serd unica. Ademds, claramente esta funcion es coerciva y continua, por lo que el
problema de minimizacién admite una dnica solucién. Notemos que esta funcién para € > 0 es
derivable y la solucion estd caracterizada por las condiciones de primer orden. Es decir, u¢ es la
solucion de (Qg) ssi

DLe(ug)[v) =0 Wv € H}(Q).

Un célculo simple nos muestra que

DLe ()] /VVd+/ Vavv__ /fd
u)\v| = uvvax ——axX — vax
‘ HJa 8 Q+/|Vu|?>+ €2 Q
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Asi, ug es solucion de (Qg) ssi es solucidn de (P;), y por lo tanto (P;) tiene una solucién tnica.
Consideremos entonces esta familia de soluciones {u; }¢~0, y notemos que es una familia acotada.
En efecto, si tomamos v = u, en la condicién de primer orden, obtenemos

2
Vu 2dx—i—’v/ ue] :/ Ugdx
.u/’ ¢l /7]Vug\2+82 Qf €

y por lo tanto si despreciamos el segundo término

Plluellz @) < 1112 oy lluell2@) < CllA o llue e

donde en la primera desigualdad hemos usado Cauchy-Schwarz, y en la segunda la desigualdad de
Poincaré para dominios acotados. Por lo tanto

luell 1 @) < EHfHLZ(Q)

y como H& (Q) es un espacio de Hilbert y por lo tanto reflexivo, debe existir {¢&, }, tendiendo a cero
y u € H}(Q) tal que ug, — u en la topologfa débil de H} (Q).

Veamos ahora que u es soluciéon de (P). Para alivianar un poco la notacién, llamaremos
simplemente Q; a Qi (u). Tomemos v € H} (Qo(u)) C Hj (Q), y veamos qué pasa cuando tratamos
de pasar al limite en ().

, Prirznero, notemos que la convergencia ug, — u en Hj(Q), implica que Vug, — Vu en
(L*(Q))*, y por lo tanto

/ Vue, Vvdx = Vu:Vvdx — VuVvdx.
Q Q Q

Por otro lado, dado que la inclusién H}(Q) C L*(Q) es compacta, tenemos que para una
subsucesion, que llamaremos igual para no recargar la notacién, Vug(x) — Vu(x) c.t.p. Y por

lo tanto
Vug, (x)Vv VuVy

%
V| Vg, |* + € V|

como ademads tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
|Vug, Vv|

V| Vug, |? + €,

y por el teorema de convergencia dominada,

c.t.p.en Q

< v,

/ Vug, Vv d / _ Vue, Vv / Vqu

s A=

o /[Vug, ? + €2 o \/|Vu£n|2+82 Q Wul

En conclusion, tenemos que u satisface (P). Ahora veamos que u también satisface (Q). La funcién
ug, satisface

%/ |Vu8n|2dx+’r/ |Vu£n|dx—/fugndx§ %/ \Vv]zdx—i—f/ |Vv|2—|-8,%dx—/fvdx
Q Q Q Q Q Q
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para todo v € H} (Q), por la condicién de minimo, junto a que |x| < v/x2 + €2. El lado derecho

converge a
H/ \Vv\zdx—i—’v/ \Vv\dx—/fvdx,
2 Jo Q Q

por convergencia monétona, por ejemplo. Por otro lado, el funcional del lado izquierdo, Lo, es débil
semicontinuo inferior. En efecto, este funcional, como habiamos visto, es continuo y convexo, y
por lo tanto, semicontinuo inferior. Asf, se tiene

Lo(u) <liminfLy(ug,) < liminfLg, (v) = limLg, (v) = Lo(v).
n n n

Por lo tanto, u resuelve el problema (Q). Asi, hemos probado que la tnica solucién del problema
(Q) es solucidn de (P). Falta ver que el problema (P) tiene solucidn Unica, pues todavia es posible
que este problema tenga multiples soluciones.

Existencia y Unicidad de la solucion

Ya hemos visto que el problema (P) tiene solucién. Veamos que (P) tiene solucién tnica, si
asumimos que suppu = suppu. Para esto, supongamos que tenemos dos soluciones de (P), u y u.
En este caso, podemos afirmar restando las ecuaciones dadas por (P) que

dx=0.

VuVvy VuVy
Vu— Vi Vvdx—i—f/ dx—r/ Y
b [, (V=) N7

Ahora notemos que suppV (u—u) C supp Vu Nsupp Vi = supp Vu = supp Vi, y por lo tanto
podemos tomar v = u — u. En este caso obtenemos:

: Vi||Vul? — |Vi|VuVia — |Vu|VuVii + | Vu|| Vil
[ 7o | (T VAV NV VAV 5,
Q Q ’VMHV”’

Que se puede reescribir como

Vu Vu
Vu—Vu2dx+r/ Vu—Viu <—>dx:0
”/g’ | A I\ vl ~ v

Notemos por el término en la segunda integral es positivo, pues es igual a

VuVi  VuVi \Vu||Va  |Vul|Vil

\% Vu| — — > |V Vu| — >0
Val V] — g~ g 2 [Vl |Vl

|Vul |Va|  —

y por lo tanto Vu = Vi en Q. Pero puesto que u,i € H} (Q), se debe tener que u = 7 en HE (Q).
Asi, nos falta ver que suppu = suppu. Para ver el resultado completo se puede consultar [2].

3.2. Problemas en una dimension

Los problemas que queremos abordar admiten razonablemente las suposiciones que hemos
hecho y permiten la reduccién a dos dimensiones. Si queremos resolver el problema en canaletas
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rectangulares, no podemos reducir mas la dimensionalidad del problema. Sin embargo, el estudio
del problema en una dimensién sigue siendo interesante tanto tedricamente como en términos
précticos. Por un lado, en una dimension se puede derivar una solucién explicita del problema.
Por otro lado si construimos algoritmos que resuelvan el problema en una dimensién, podemos
primero chequear la solucién encontrada algoritmicamente con la solucién tedrica y asi verificar la
correctitud de nuestros algoritmos. Luego podemos intentar extender estos algoritmos al problema
en dos dimensiones.

Nuestro punto de partida es la ecuacion (3.8) junto con la condicion de borde
(3.13) u=0endQ

de la condicién de borde (2.3) del problema original. Para poder resolver, buscaremos una solucion
en régimen permanente, es decir

du

Frin 0
y supondremos que

a—p —f=CeR.
La ecuacién queda
(3.14) (AR ( Vu >+uAu—
[Vl
y buscaremos una solucién
w(r) = u(x,y).
En este caso, la ecuacion se reduce a
1o [ 2\ wuo [ ow

(3.15) r&r(r]%’ﬂ)Jrr&r( 5, ) C parar € Qy(w)

donde 5
Qo(w) = {r € (0,R)| %= + o}
ar
y donde R es el radio del circulo Q. La condicién de borde se reduce a
(3.16) w(R) = 0.
Por otro lado se debe tener que

ow
(3.17) 5-(0)=0,

pues w es par. La ecuacién se puede reescribir como

%W ow Cr?
(3.18) o ’L’r‘%‘; +urg—7 = 0 para r € Qo(w)
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y por lo tanto

9 dw Cr

Flow Moy T2

A
(3.19) = — parar € Qy(w)
r

donde A € R es una constante desconocida. Pero esto significa que

A Cr g |Ay
> —

\‘LW!

ar

Como %W es una cantidad fisica, debemos esperar que sea acotada cerca de 0. Asi A = 0, y tenemos
que

(3.20) ! ! =1

' ‘—>+<>°s1A7£0

?Tv: ow Cr o
(3.21) T‘%|+MW—7—0parare o(w)
Notemos que
ow % ow Cr
(3.22) sgn (8r> = sgn <T|%v: +'u8r> = sgn <2> =sgn(C)

Podemos orientar las canaletas en el sentido del flujo y suponer C < 0. Con esto, % <0,y por lo
tanto

aw Cr =
2 _—=— Q
(3.23) o + — U para r € Qo(w).

Asi, podemos calcular explicitamente Qo (w) por la formula

Cr 71
(3.24) —+—-<0
2u u
obteniendo
2
(3.25) Qo(w) = (—J,R)

con la convencién Qo(w) = 0 si —2% > R. Entonces si r € (—2%,R),

R R
626 wR)—w(r)= | ?:(s)ds:/r (§;+;>d :4‘;(Rzrz)+;(1er),

y gracias a la condicién de borde

C 2
(3.27) W)= 3 (PR + LR siv e (—g,R>.
Como en el resto del espacio se tiene %W 0, tenemos que para r < —%
¢ 21\? 2 27+ CR)?
(3.28) wiy= S (“2) g 1 B[22 _g) = BTECR)
4u C p\ C 4uc
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= 1] :

'Dgi\ h

Figura 3.1: Velocidad en la tuberia, para gt =0.1,C = —1, R=1, 7 = 0.2. Se han marcado el radio
de la tuberia, y el radio donde el fluido cambia de comportamiento.

Ahora que tenemos una solucién explicita, nos volcamos al problema de encontrar una
solucién de manera algoritmica. Antes de elegir un algoritmo e implementarlo, estudiamos un
problema aproximado, que resulta de regularizar el anterior.

3.2.1. Problema regularizado en una dimension

Notemos que el problema unidimensional se puede escribir como

T d aw po [ dwy
(3.29) -3 <rsgn <8r>> + ~ o <r8r> =Cparare Qy(w),

donde sgn es la funcion signo, definida en R\ {0}. Justamente la complicacién de este problema se
encuentra en esa funcién, pues no estd definida en 0, y por eso debemos aplicarla s6lo en algunos
puntos. Notemos que no hay problema en derivar la funcién sgn pues en Qq(w) esta funcién es
constante, suponiendo que %—Vr” es continua. Lo que haremos es cambiar la funcién sgn por una
funcién H, que la aproxime pero que este definida en todo R, y que sea por lo menos continua.
Resolveremos la familia de problemas indexada por €.

A
(3.30) TH, a—w +,ua—w—g:—parar€$2
ar ar 2 r
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Si pedimos que |Hg(x)| < 1, podemos, por el mismo argumento que en la parte anterior,
concluir que A = 0 y por lo tanto
owe Cr

u 3, —7:0parar€Q

dwe
(331) THe(55) +

En este caso, no necesitamos restringir el dominio, pues H, esta definida en todo el espacio.
Resolveremos esto para el caso particular de

Figura 3.2: H; para € =0.2.

En este caso, en {r € (0,R)||aawf | < e} tenemos que

(3.32) =

<T+ >8wg Cr
€

y por lo tanto

2 /7T owe 2 /7T
3.33 0<r<—= (- — ==
(3-33) —r—c< >8r \d(s

owe 2
- 1) |55 < = (et pe)

€l
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Para r > % (T4 pe), tenemos que la solucién we se comporta igual que antes por lo que

(3.34) wg(r>zil(r2_ze2)+;<r_m Gire {‘W’R)

y ahora podemos calcular para r < —% (14 ue)

—Z(t+pe) Owe p Ce /é(fﬂte) s

(3.35) we <—é (H—,ue)) —we(r) :/r 3, (s)ds = Trten)

y por lo tanto

Cer’  e(t+ue)
T+EN) C

(3.36)  we(r) =we (—é(rﬂw)) T sire [O,—é(weu))

Figura 3.3: Comparacién entre la solucidn exacta y la solucién del problema regularizado para
u=04,7=02,R=1,C=—-1ye=0.5.

3.2.2. Algoritmos de resolucion en una dimension
Volimenes finitos

Definimos una malla equiespaciada en [0,R] de N + 1 puntos. Definimos 7 = &, x; = hk

N>
y wy = we(hk) parak = 0,1,...,N. Definimos la variable auxiliar r;, = X"Jr% y para cada j €
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{1,...,N — 1} integramos

Tjtl A, dwe dwe
/r,- err—/r. 5 <r<TH8<ar)—|—[.L 5 >>dr

J

de lo cual obtenemos

C ow ow ow ow
P (F?H —r?) =rj1THe <a: (Vj+1)> +r,-+1u7: (Vj+1) —r;jTH; (&rg (r,-)) —rj,ua—:(rj).

Las condiciones de borde nos dicen por un lado que wy = 0 pues

wy = we(Nh) =we(R) =0

y %(0) = 0 no se utiliza, pues desaparece al integrar, porque va multiplicada por ro = 0. Asi la

primera ecuacién queda

C 0 0
Er% =r1TH; <8Wr8 (r1)> —|—r1,u% (r1).

Aproximando aawr £(r;) por , tenemos un problema discretizado para el vector w. Definimos

el vector b € RNt A € RVHDXNHL 'y F () € RV*! de la manera siguiente:

Wi—Wwj-1

5 1j=0
b= %(r?+l—r§) j=1.,N-1
0 :j=N
2j—1 cj=i—1
Y2) 2j+1 cj=i+1
0 : en otro caso
riTHe ("5) :j=0
Fi(w) =4 rj+1TH; (Wmh_wj)—roHg (W'f_:j7'> j=1,..,.N—1
0 :j=N

Y por lo tanto nuestro problema discretizado es encontrar w € RV*! tal que
b=F(w)+Aw
Aplicaremos el método de Newton, es decir, en el paso k resolveremos:
b= F(wi)+ DF (w)8 +Awy +Ad;

para encontrar
& = (DF (wi) +A) ™" (b—F (we) —A(wi))
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y entonces actualizamos el valor de wy.| = wy + 8. Para eso, necesitamos calcular DF (w):

riTH, (WIZWO) (31‘,1;5,',0) L j=0

DFS4) = ety (M) (B0 ) = ey (M5 ) (B50) 2y =1V =
:j=N

Usando este método con la aproximacién

1 six<-—¢
si—e<x<eg
six> €

He(x) = %
1

y las constantes: C = —1,7=0.2, u =1, R =1, N = 1000, obtenemos los siguientes resultados:

Solucion teorica y regularizada
0.2 T T T T

0.15

0.1

velocidad

0.05

|
o
H

T

1

gradiente de velocidad
s &
w N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Para € = 0.2. Obtenemos como solucién la funcién en rojo. La funcién en azul es la
solucidn tedrica sin regularizar. Los radios marcados en verde son de izquierda a derecha donde
cambia el comportamiento de la solucién tedrica y donde cambia el comportamiento de la solucién
regularizada tedrica respectivamente.
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Solucion teorica y regularizada
0.1 T T T T

0.08 4

0.06 4

0.04 .

velocidad

0.02 4

|
o
H

T

1

|

o

[
T

gradiente de velocidad
S
N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.5: Para € = 0.02. Obtenemos como solucién la funcién en rojo. La funcién en azul es la
solucidn tedrica sin regularizar. Los radios marcados en verde son de izquierda a derecha donde
cambia el comportamiento de la solucién tedrica y donde cambia el comportamiento de la solucién
regularizada tedérica respectivamente.
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Solucion teorica y regularizada
0.1 T T T T

0.08 4

0.06 4

velocidad

0.04 .

0.02 4

|
o
H
T

|

o

[
T

gradiente de velocidad
S
N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.6: Para € = 0.002. Obtenemos como solucién la funcién en rojo. La funcién en azul es
la solucidn tedrica sin regularizar. Los radios marcados en verde son de izquierda a derecha donde
cambia el comportamiento de la solucién tedrica y donde cambia el comportamiento de la solucién
regularizada tedrica respectivamente. Se ve que la solucién del problema numérico, se superpone
a la solucién tedrica a medida que € disminuye hacia cero.

Usando el mismo método, pero usando ahora

—1 x< —¢
He(x) = 2)‘—8(372‘—2) —e<x<eg
1 X

tenemos que la solucién numérica se acerca a la solucién tedrica de la siguiente manera:
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Solucion teorica y regularizada
0.2 T T T T

0.15

©

[

=

0 -
901

o

>

0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

gradiente de velocidad

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.7: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la solucién
tedrica en azul. El valor de aproximacién € se mueve entre 0.2 y 0.002.

Gracias a que H, se pega suavemente a —1 y a 1, se obtiene lo mismo que en la derivada de

we. Usando
X
He(x) = ——,

1

(82 _I_XZ)E

obtenemos que la figura anterior cambia a
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Solucion teorica y regularizada
0.2 T T T T

0.15

0.1

velocidad

0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

gradiente de velocidad

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.8: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la solucién
tedrica en azul. El valor de aproximacién € se mueve entre 0.2 y 0.002.

La aproximacién también converge a lo deseado, pero notamos que Hg(x) # ‘i—‘, y lo mismo
ocurre cuando comparamos we con w, a diferencia de los casos anteriores, donde se tenia igualdad
en una zona mayor.
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Método Predictor-Corrector

El inconveniente del algoritmo anterior es que para cada € > 0 resolvemos un problema, que
no es el que queremos realmente resolver, es decir el caso € = (. La idea del siguiente algoritmo
es resolver el problema para € > 0 parcialmente y utilizar esta solucion parcial para comenzar
el problema para un €' entre 0 y €, y asi sucesivamente. Es decir, trataremos de diagonalizar el
método anterior, pues no tiene sentido resolver el problema completamente para un € fijo, ya que
esa no es la solucién al problema que buscamos. Lo que si tiene sentido es usar las aproximaciones
de la solucién para un € para encontrar mejores aproximaciones con € mas pequeio. Usaremos la
formulacién equivalente (Q) del problema:

min H/ \Vu\za'x—&—’l:/ ]Vu]dx—C/ udx.
ueH (@) 2 Ja Q Q

Para el caso radial que estamos estudiando, el problema nos queda

"R 2 R R
min E/ (du) rdr—i—‘c/ \du]rdr—C/ urdr
ueHl(Q) 2 Jo \ dr o dr 0

Para resolver este problema, aproximaremos la funcién valor absoluto por una funcién H (-, €),
donde € es un pardmetro de regularizacion. Asi obtenemos el siguiente problema:

R [ du\ > R d R
(3.37) min 5/ (”) rdr+1'/ H<”‘,e> rdr—C/ urdr
ueHl(Q) 2 Jo \ dr 0 dr 0

Ahora, para un N fijo, discretizamos este problema, definiendo x; = % y buscando funciones
de la forma

u(r) = ¥ ()
i=0

donde ¢;(xj) = &; y ¢i[xj,xj41] es lineal afin para todo j =0,...,N — 1.
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Figura 3.9: La funcién ¢4, paraN =20y R=1.

Al reemplazar esta funcién en (3.37), obtenemos para el primer término

R [N—1 2 N—1N—1
/0 (Z u,(])[(r)) rdr— Zu, / o/ (r ¢>J r)rdr
i=0

i=0 j=
donde

R h 1
0300 (r)rdr = o [ rdr =3
0 2

R 1 xi+h 1 ; h)? — l_h 2 o)

/ ¢z,(”)¢z,(”)rdr:h2/ rr:j(x—i_ ) 2(x ) = — =2ipara >0
Lath)’ =2 w1 (.
/ ¢l ¢l+1 rdr—_i/ f:—ﬁ—iz_

y el resto de los términos son 0. Para calcular el tercer término

/RNZ’]u,(P, rdr—Zu,/ ¢i(r)rdr
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donde

o hn T2 T3 T 6

R hi (i h(i+1) J,(i _
/ q)i(r)dr:/ r-hi—1) l)rdr—l— hit1)=r " rdr
0 -1) h hi h

(
hi r—h(i—1) hi— r> rhi
- v d +/ hi—r)d
/h(i 1)( h n )" h(ifl)( i=r)dr

h?(lz—(z—l) )+h2i—%h2(i2—(i—1)2)

= h?iparai> 0.

hp_— h2 1]’13 h2
fy -

Para el término del medio, calculamos

R N—1 j—‘,—l 2N-1 . .
/ H (Z wd! (1), ) rdr = Z / (”f“ >rdrzhz Y 2j+1)H <”J“h ”J,s>
0 i=0 j=0

donde uy = 0 por definicién. Asi, definiendo

: =
A”:{Zui i=1,..,N—1
Aiist (2i+1)

cr i
by = 62. Ny =0
Chsi :i=1,...,.N—1

donde la matriz A es tridiagonal y simétrica, el problema queda

17 T
Au+G(u,€) —b" u.
Lfrelé&n it Au (u,€)—b"u

Supondremos que la aproximacién H es convexa y C? en la primera variable, y C' en la variable &.
Definiendo

1
F(u,e)= EuTAu—{—G(u,S) —bu

notamos ahora que la ecuacién
V.F(u,€)=r

tiene solucion tnica para todo r € R y £ > 0, pues es equivalente a

Vu(F(u,e)—r-u)=0
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donde F(-,€) es una funcidn estrictamente convexa.
Asi, existe una funcién u(g, r), que estd definida por la ecuacion anterior y
V.F (u(e,r),e)=r

Nuestro objetivo es encontrar #(0,0). Notemos que

0
u(er,r) = u(&,r)+ 8*12(82#2)(81 — &)+ V(e r)(r1—r) + 0 (|r —ralf* + (&1 — &)?)

Derivando implicitamente la ecuacién anterior, tenemos que
H,F(u(e,r),e)Vu(e,r) =1

H,,F(u(s,r),e)gz(s,r) +Vug];

de lo cual, obtenemos las derivadas parciales de u:

(u(e,r),e)=0

Vru(8,7'> =H,F (u(e,r),e)_l

du L1y OF
5 = “HF (u(E.r).8) 'Vum—(u(e.r).€).

Reemplazando esto en la expansion de Taylor de u, obtenemos que
1 JdF
u(er,ri) = u(ez,r2) — HuF (u(&2,12),82) "  Vuy - (u(e2,r2), &) (&1 — &) = (1 —12)
+0([|r1 = 2| >+ (&1 — &)%)
Notemos que
V.F(u,€) =Au+V,G(u,e)—b
JdF G
Vi=—(u,&) =Au+V,—(u, €
3e (u,€) u+ 3¢ (u,€)
H,F(u,e) =A+H,G(u,¢)

Mas aun, tenemos que

9G ey = [ TH("5e) sik=0

duy D2k — 1) H (2=t e) — D2k + 1) H) ("% €) sik=1,..,N—1

2 h OHy (u— Cr—
G 4 e)= —%W("‘Bh"f’g) o sik=0
Juyde T2k — 1) %k (Uliet g) — Th(of 4 1) (el g)  sik=1,..,N—1
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9°G { THY (M g) sik=0

9u£<u’8): T(2k— DHY (U=t &) + T(2k+ 1)HY (%% &) sik=1,...,N—1

%G

T Up1 — Uy
— = (ue)=—Rk+1H"| == ¢ Vk=0,...N—2
g .e) == 2k DAY <) -

h

Donde H] y H] denotan la primera y segunda derivada de H con respecto a la primera variable.
Como ademds, la matriz Hessiana es tridiagonal, podemos con lo anterior escribirla.

Podemos ahora escribir el algoritmo Predictor-Corrector. Dados un punto inicial uy € R y una
sucesion { &}y, tendiendo a cero, y que cumplen que ||V, F (uo,&)|| < €,

Algoritmo 1 Algoritmo Predictor-Corrector
r <+ V,F(ug,&)
U< ug
£+ &
while € > precision do
{Paso Predictor}
< u—H,F(u,€)! (Vug—i(u,e)(next(e) —&)+ r)
€ < next(€)
if ||V F (u,€)|| > ||V.F(d,¢€)| then
u<—1i
end if
r< V,F(u,¢)
{Paso Corrector}
while ||7|| > € do
U u—H,F(u,e)'r
r<— V,F(u,¢)
end while
end while

Para tener un algoritmo completo, falta ver ejemplos de H(u,€) y sucesiones &. Las
siguientes dos opciones fueron usadas en la préctica.

Hi(x,€) = \/x*+ €2
H>(x,€) = €log <cosh (g))

Ambas aproximaciones fueron usadas, y produjeron los siguientes resultados.
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Figura 3.10: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la
solucidn tedrica en azul. Hemos utilizado en este caso Hj, con &, = slg'l.
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Figura 3.11: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la
solucion tedrica en azul. Hemos utilizado en este caso Hy, con &1 = 8,{1'3.

Notamos que hay una relacién entre cuanto le pedimos al paso predictor avanzar, con respecto
a cuantas veces tiene que recurrir al paso corrector. Es asi como, en el segundo caso, en que
estamos pidiendo que el error disminuya mas rapido, tenemos problemas al acercarnos a la solucién
generdndose un gran nimero de llamadas al paso corrector.
Por otro lado, si usamos los mismos {&} x> Pero usamos la aproximacion H, obtenemos los
siguientes resultados:
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Figura 3.12: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la
solucidn tedrica en azul. Hemos utilizado en este caso H, con &, = slg'l.
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Figura 3.13: Las curvas rojas son las soluciones numéricas del problema, que se acercan a la
solucion tedrica en azul. Hemos utilizado en este caso Hp, con &1 = 8,{1'3.

3.3. Resultados tipo dualidad para el problema en dos dimensiones

Veamos ahora una propiedades de dualidad. Estos resultados fueron obtenidos de [1]. Sea el
conjunto siguiente

A= {YWZ (n,7n) € (Lz(Q))z,)qz+722 <lc.tp.en Q}
Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1. Si u es solucion del problema de minimizaciéon (Q), y definimos:

.i”(v,n)zﬁ/ |Vv\2dx—|—r/ n-Vvdx—/fvdx,
2 Jo Q Q
entonces existe Y € A tal que

Lun) < Lwy) < LWy WeH)(Q),vneA
y ademds

YVu = |Vul.
Definiendo
J(v):H/ \Vv\zdx—i—'l?/ Wv\dx—/fvdx
2 Ja Q Q

deducimos un importante corolario.
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Corolario 1. El par (u,y) del teorema verifican:

Z(u,y) = min max.Z(v,n)= min J(v)

VEH( (Q) NEA VEH} (Q)
' 1
Z(u,y) =méx min Z(v,n)=—=min|v|;
(u,7) T vn)=-5 min V@)

donde en la iiltima expresion se cumple que

u /Q VvV odx = /Q fodx—1 /Q nVodx V¢ € Hi(Q).

Queremos ahora aplicar este corolario, para encontrar un método iterativo. Antes de esto,
veamos un método iterativo general.

Sea L un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y norma |- |. Sea &7 € .Z’(L, L) operador
autoadjunto y semidefinido positivo, es decir

o ="

(/u,pu) >0 VuelL.

Sea .% un elemento dado de L, y definamos

M) = 3 (o 1.10) — (7 10).

Sea K un conjunto convexo, cerrado de L. Supongamos que M(i) > C > —oo  Yu € K. Queremos
resolver el problema
mM(u).
min M (u)

Utilizamos un algoritmo dado por A. A. Goldstein en [5]. Sea P el operador de proyeccion en K,
definido en L. Sea Ay dado, en L, y p > 0 un pardmetro. Construimos la sucesion siguiente

(3.38) A'm+1 :P(lm_p(ﬂkm_y))
y tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2. Para p > 0 que verifica

2
0<p<—
1<

tenemos

1. La sucesion M(A,) es decreciente.

2. Todo punto adherente débil a la sucesion { Ay}, de existir, es solucion del problema.
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Y un caso particular

Corolario 2. Si K es acotado, tenemos

1. Existe al menos un punto A* adherente débil a la sucesion { Ay }m.
2. A* es una solucion del problema.

3. M(A*) = limy e M(Ay)

Veamos una aplicacién de este resultado, a un contexto que se parece a nuestro problema
original. Sea V un espacio de Hilbert con producto escalar ((-,-)) y norma || - || y L como antes. Sea
Ae Z(L,V)yF €V.Definamos

1
M(n) = 5 |An - F|?,
que también se puede escribir

M(n) = S(A"Am,m) — (AFn) + S IFIP = S(m,m) — (F )+ 5 I
donde
o =A*Ay.F =A"F.

Sea K un conjunto convexo, cerrado y acotado en L. Podemos aplicar el corolario anterior, al
problema de la minimizacién de M(n), n € K. Resulta interesante formular el problema de la
forma siguiente:

N S
heez
donde
v=An-—-F.

Llamemos solucién dual del problema anterior a los y € K tal que
|[Ay—F| <|An—F| vn €K,
y solucién primal a todo elemento u que verifica:
1. Existe ye Ktalqueu =Ay—F
2. ||lu|| < ||v|| para todo v definido mediante algun 11 € K porv=An —F.

Ademas la sucesion (3.38) se escribe

Um = A%n —F
Y1 = P(Yn — PA Up)
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Del teorema sobre soluciones deducimos que existe al menos una solucién dual de este
problema, y una unica solucién primal. Ademas, la sucesion primal converge fuerte a la solucion
primal.

Como vimos, el problema de minimizacién original, tiene como dual el problema

N S
glel/I\IEHVHH(%(Q)’
donde
100 = ([:9)2@) — TN, V) 2@ V9 € Hy (),
con

(40D = | VoV,
Ahora, si fijamos 1 € A, f € L*(Q) y definimos
Tor: Hy (Q) — R,

por
TTIJ(‘P) = (f7¢)L2(Q) - T(T],V(f))(Lz(Q))z

tenemos que Ty s € (H(; (Q))*. Por el teorema de representacion de Riesz, existe G €
L((L2(R), H} (@), tal que

Ty.p(0) = (G(f,m1,m2),9))my @) V9 € Ho(Q).

Definiendo
AO = G(',0,0), TAl = G(Ov '50)5 TAZ = G(O,Oa ')7

tenemos que
uv =Aof+t(A1n1 +A21m2)

Notemos que esto es también equivalente a que

—UAV = f+1TV-n
Vs = 0.

Ahora, para aplicar el algoritmo anterior, definimos

A T
V= HY(@).L = (@) F = 2L an = Z(aim+ Aam)

y notamos que
v=An-—-F

T
Ap=—Vp, 9¢ Hy(Q).
y entonces el algoritmo se escribe de la forma

—UAUy, = [+ TV - Y
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Un|oo =0
T
Yn+1 = PA(Ym + Zvum)

Para poder aplicar el teorema necesitamos p entre 0 y m. Veamos una condicién suficiente para
esto. De la definicion de A, tenemos
T

i (N, V) 12(0)p-

((AT.9))y ) =
que si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y ¢ = A7, nos da
T
AN |1 (o) < ﬁm\(m(g))%

y por lo tanto
T
Al < —,
i}

y de aqui
2

T
]| = |A"A]| < ek
Por esto, basta escoger p tal que
0<p<
p < 2
por ejemplo (y serd nuestra eleccion en la versidn definitiva)

u?

Pzp-

3.3.1. Algoritmo tipo Uzawa para dos dimensiones
Veamos ahora la implementacion de este algoritmo. Cada iteracién consiste en dos pasos:

1. Resolver un problema lineal de tipo Dirichlet para el Laplaciano.

2. Hacer una proyeccion en A.

Notemos que el paso de la proyeccion es fécil, pues

A={Yly=(n.1n) € L2(Q)* 77 +7 < lctp.enQ}

entonces
¥(x)

P = o o

Pasemos a consideraciones numéricas. Necesitamos, como punto de partida, una triangulacién
(P,T) de Q. Es decir, P es una lista de N puntos, y 7 es una lista de 3 — tuplas de indices, donde los
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indices de cada tupla se refieren a 3 puntos en P, que forman un tridngulo, y los indices aparecen
en el orden contrario a las manecillas del reloj. En nuestra discretizacién buscaremos una solucion
(u = {w}¥ |, ¥ = {¥% }ier). La razén para buscar soluciones de este tipo quedard claro cuando
veamos como se traducen los pasos del algoritmo al caso discretizado. Abusaremos la notacién y
llamaremos u tanto a la definicién dada, como a

N
U= ; ui§;(x)

donde las funciones {¢;}Y_|, son funciones que valen 1 en el i-ésimo punto de P, cero en el resto de
€sos puntos, y son lineales afines en cada tridngulo ¢ € 7. Notemos que de esta manera, u € Hé (Q).
De manera similar, ¥ serd también por abuso de notacién, la funcién que es constante e igual a ¥
en cada tridngulo t € T. Asi, y € (L*(Q))>.

Veamos la proyeccion. Notemos que

N
Vu= Z uiv¢i7
i=1

que es constante por tridngulo. De esta manera, el paso de la proyeccidn, es simplemente

Yme + %(Vum)b
max {1, || %+ 5 (Vi) e[| }

Yn+1p =

donde todos los términos que aparecen son constantes,

¢ denota la restriccion al tridngulo # y hemos
2
usado p = 5. Notemos que

(V)| i=(i,jp) = wi(V @) |e +1u; (V) | +ur (Vi) s

Ahora notemos que

N M(P—P)) .

0 -1
= (1)
puesto que V¢; debe ser perpendicular a la curva de nivel 0, y ademds sabemos la orientacién

correcta por el orden en que aparecen los indices en t. Por otro lado, tenemos que si 4 es la altura
correspondiente a la base PP;, tenemos que || V@;||h = 1, y por lo tanto

donde

M(P—P;)

(Vo) = 2Area(r)

Veamos ahora la resolucion del problema tipo Dirichlet. Como estamos trabajando con
u € H} (Q), nos conviene trabajar con la formulacién variacional discreta del problema, es decir
queremos encontrar uy, tal que

u/VumV¢idx:/f¢idx+T/V-ym(pidx vVi=1,...,.N
Q Q Q
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Notemos un par de cosas. Primero, el sistema que queremos resolver es en realidad sobre los
indices I = {j € {1,...,N}|P; es punto interior }, pues sabemos que u; = 0 si j ¢ I. Usando esto un
célculo nos da

r/ V- Yntidx = ‘c/ qub,-ndl—r/ Y- Voidx = —r/ Yo -Voidx Viel
Q 20 Q Q
formalmente, pues %, € (L>(Q))%. Y mds atin

—17/ Yin - Vq),dx——‘L'Z}/m, (Vo;)|Area(r) :—nymt (P.—Pj)

tjet tzet

donde t = (i, j,k), t = (k,i, j) ot = (j,k,i). Definamos por lo tanto

Zym[ (P.—Pj) paraiel

tlEt

donde t = (i, j,k), t = (k,i, j) ot = (j,k,i). Veamos ahora el término

N
i [ VuaVods=pY w | Vovods— (Au)
o = e

donde A es una matriz tal que
Ay =A; = .U/QV(PIV(Pidx

Notemos que esto es igual a

M<Pku‘ - Pjt,i) ‘M(Pkt,z - sz,l)

#/QV‘PiV(bldx:“ Y [VoVedx=p ) 4Area(t)

ti,jet V! 1, jEt
Ademads, notemos que
MM=1
por lo tanto
Pkt.i - Pj/,z) ) (sz.l - sz.z)
4Area(t) '

H/V%meﬁlz

1, j€t

/Q foidx.

Este célculo depende de que informacién tengamos sobre f. Para nuestro caso particular de
aplicacion

Por ultimo analizemos el término

f=CeR
por lo que debemos calcular

Area(t)

cé@&:cz ¢idx=C ), —

tict V! tict
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Asi, definiendo
Areal(t)

b,-:CZ parai€/

riet
tenemos que el sistema a resolver es

Aty = b+ F ().

Entonces el algoritmo queda asi:

Algoritmo 2 Algoritmo Uzawa

% < 0 e R/l

k<0

err <— o

while err > threshold do
Uy <—A*1(b+le(gfk))

i+ 7 Vg

Per1 = max{ly,uyw%wku}
err = || Y1 — Wl
k+k+1

end while

3.3.2. Ejemplos del Algoritmo tipo Uzawa
Caso 1: Circulo de radio 1

Veremos primero la aplicaciéon de este algoritmo para el caso en que Q =
{(x,y) eER?x2+y? < 1}. Usaremos las siguientes constantes: 4 =1, C =1y 7 = 0.3. El primer
paso del algoritmo nos entrega la solucién de puAu = C, es decir, la solucién al modelo de fluido
tipo Newtoniano. Por otro lado 7 serd en este paso la proyeccion de %Vu en A.
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Figura 3.15: La variable dual y en el primer paso para el caso de un circulo de radio 1.
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En este caso, el algoritmo se ha estabilizado ya al segundo paso y tenemos la solucién.
Notemos que se ha formado el tapén de gradiente O en la regién del medio, como calculamos
cuando vimos este problema en una dimension.

Figura 3.16: La solucién u del algoritmo en el segundo y dltimo paso.
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Figura 3.17: La variable dual y en el segundo y tltimo paso.

Caso 2: Cuadrado de lado 2

Veamos ahora una aplicacién mads interesante del algoritmo, a un dominio rectangular de
lados a =2 y b = 2. Este problema ya no puede ser resuelto en una dimension y justifica entonces
el uso de este algoritmo. Sea Q = {(x,y) € R?|0 < [x| <2y 0 < |y| < 2}. Usaremos las siguientes
constantes: 4 =1,C=1y 7=0.3.

En la primera iteracién obtenemos la solucién al problema pAu = C, al igual que en el caso
anterior, esta es la solucién al modelo Newtoniano de fluidos. Por otro lado ¥ es la proyeccién de
%Vu en A.
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Figura 3.18: La solucién u del algoritmo en el primer paso para el caso de un cuadrado de lado 2.
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Figura 3.19: La variable dual 7y en el primer paso para el caso de un cuadrado de lado 2.
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Al segundo paso empezamos a ver cosas distintas al caso anterior, causa de esta nueva
geometria menos simétrica.

W i RN
T A
ML AR
AR A

Figura 3.20: La solucién u del algoritmo en el segundo paso para el caso de un cuadrado de lado 2.
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Figura 3.21: La variable dual y en el segundo paso para el caso de un cuadrado de lado 2.

Para esta geometria, el algoritmo le lleva un poco mds tiempo estabilizarse, pero ya al quinto

paso ha llegado a la solucién final. Notamos que al igual que en el caso anterior se ha formado una

region de gradiente nulo al centro de la canaleta.
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Figura 3.22: La solucién u del algoritmo en el quinto y tltimo paso para el caso de un cuadrado de

lado 2.
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Figura 3.23: La variable dual ¥ en el primer quinto y ultimo paso para el caso de un cuadrado de
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Capitulo 4

Desarrollo Experimental

4.1. Analisis de datos experimentales

4.1.1. Detalle de experimentos

De la tésis de Jorge Martinez [6] se obtuvieron los siguientes datos experimentales, que se
compararon con los resultados tedricos y computacionales obtenidos en las secciones anteriores.
Estos datos fueron facilitados por el Profesor Ramén Fuentes.

En una canaleta abierta(es decir sin tapa) y rectangular de 0.56 metros de ancho, se hicieron
experimentos para tres pendientes distintas: 1.2%, 2% y 3%, donde 100% equivale a una
inclinacién de ¥, 0% equivale a una canaleta horizontal, y la relaci6n es lineal.

En cada uno de estos casos se hicieron varias experiencias variando la concentracién del
fluido. Cada una de estas experiencias se denota por una letra y un ndmero. Se midi6 el caudal del
fluido, y de manera independiente las velocidades locales en una malla de cinco por cinco. Para
esto se uso el método del tubo de Pitot. Se decidi6 usar solamente las experiencias que tuvieran
un nimero de Reynolds 2 mayor a 2000, pues los modelos usados asumen que no hay fénomenos
como vortices, etc.

Mediante un ajuste hecho previamente, se aproximaron la tensién de fluencia 7 y la
viscosidad p en funcién de la densidad. Lo importante para este trabajo, es que estos tres grupos
de mediciones: los caudales, las velocidades y los pardmetros del fluido, fueron encontrados
independientemente. Esto es fundamental pues queremos validar un sistema nacido totalmente de
la teorfa, y esto se puede hacer usando por ejemplo los datos del caudal para predecir las medidas
de los pardmetros o alguna combinacién similar.

Sin embargo, para que lo anterior sea valido, debemos tener confianza en nuestros
experimentos, y por lo tanto se hicieron unas validaciones que aparecen en la siguiente seccion.
Estos nos permitieron verificar que los caudales medidos fueran consistentes con las velocidades
medidas.
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4.1.2. Calculo del Caudal

La validacién que se hizo fue la siguiente. Suponemos que los experimentos se hicieron
cuando se alcanzaba el estado estacionario, y por lo tanto las mediciones de caudal y de velocidades
locales deben ser consistentes. Mds especificamente, si tenemos el campo de velocidades u(x) con
x € Q, donde Q es la seccion del canal, el caudal Qcy, €s

Qepo/Qu(x)dx.

El problema, es que no se conoce u en todos los puntos de €, pero si en las paredes del canal,
por la condicién de borde, y en la malla rectangular medida. Usando que en la superficie libre,
la parte perpendicular del gradiente a esa superficie es nula, completamos la malla rectangular
repitiendo los datos.

Asi, se tiene que Q = |J;R;, donde R; es un rectangulo, y se conoce el valor de u en cada uno
de sus vértices. Asi, se aproxima la integral del lado derecho mediante

QOcale = Z ”(Ri) |Ri|

donde | - | denota la funcién drea, y u(R;) es el promedio de los valores de u en los vértices de R;.
La férmula anterior es una extension del método del trapecio a dominios en dos dimensiones, y es
uno de los métodos mds simples de integraciéon numérica.

En las figuras siguientes, se muestran los valores de Qcaic Y Qexp para los diferentes experimentos.
Los datos pueden ser encontrados en el apéndice.
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Pendiente 1.2%
140 T T T T T T T

120 2 il

100 - 5 o)

Qcalc

100

Qexp

Figura 4.1: Caso de una pendiente del 1.2 %, cada punto rojo corresponde a (Qexp, Qcalc ), para una
experiencia distinta. La recta azul corresponde a la identidad, la recta negra es el mejor ajuste de
una funcidn lineal, y las rectas verdes son las funciones lineales limites.
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Pendiente 2.0%
120 T T T T T T T

100 - |

Qcalc

100

Qexp

Figura 4.2: Caso de una pendiente del 2%, cada punto rojo corresponde (Qexp;Qcalc), para una
experiencia distinta. La recta azul corresponde a la identidad, la recta negra es el mejor ajuste de
una funcidn lineal, y las rectas verdes son las funciones lineales limites.
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Pendiente 3.0%
140 T T T T
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80 _ -

Qcalc
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Qexp

Figura 4.3: Caso de una pendiente del 3%, cada punto rojo corresponde (Qexp;Qcalc), para una
experiencia distinta. La recta azul corresponde a la identidad, la recta negra es el mejor ajuste de
una funcidn lineal, y las rectas verdes son las funciones lineales limites.

Las discrepancias, aunque significativas, estan en acuerdo con lo esperado, pues aunque existe
una gran confianza en las mediciones del caudal, las mediciones con el tubo de Pitot no son tan
precisas, puesto que el método se usa en un contexto no familiar. Lo importante es que tenemos
una medida de la discrepancia que podemos esperar al tratar de reproducir ciertos datos usando
otros.

A continuacién y a modo de buscar una forma de explicar errores sistematicos entre los dos
caudales, se calcularon los nimeros de Froude y Reynolds.

1% 8o V>
Fr=——, Rey=—""—
veh' T+ %Y

donde V es la velocidad media del fluido, calculada con el caudal, g = 9.80665m/s” es
la aceleracion de gravedad, h es la altura normal del fluido, es decir, la altura que alcanza el
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fluido en la canaleta abierta. Ademds p,, es la densidad de la mezcla, T y U son la tensién de
fluencia y la viscosidad respectivamente, obtenidas mediante un ajuste a la concentracidon en peso
independientemente. Por dltimo, Rj, es el radio hidrdulico y se calcula

bh

Ry = ——
b on

donde b es el largo de la base de la canaleta y % es la altura normal. El denominador en la férmula

se denomina perimetro mojado. A continuacién mostramos los resultados de estas comparaciones.
Con el nimero de Froude

Pendiente 1.2%

1.4 T T T T T T
*
1.3r -
#*
%
12 * -
*

o 11F =
R *
8 * %
g *
O
s
[})
[G -

0.9¢ * 4

#*
O-B [ % |
*
07 | | | | | 1 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Fr

Figura 4.4: Caso de una pendiente del 1.2%, cada punto rojo corresponde (Fr,Qcaic/Qexp), para
una experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.
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Pendiente 2.0%
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Figura 4.5: Caso de una pendiente del 2 %, cada punto rojo corresponde (F7, Qcaic/Qexp), Para una
experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.
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Pendiente 3.0%
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Figura 4.6: Caso de una pendiente del 3 %, cada punto rojo corresponde (F7, Qcaic/Qexp), Para una
experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.

y con el nimero de Reynolds
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Pendiente 1.2%
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Figura 4.7: Caso de una pendiente del 1.2 %, cada punto rojo corresponde (Rez, Qcalc/Qexp), para
una experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.
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Pendiente 2.0%
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Figura 4.8: Caso de una pendiente del 2%, cada punto rojo corresponde (Re, Qcalc/ Qexp), para
una experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.
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Pendiente 3.0%
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Figura 4.9: Caso de una pendiente del 3 %, cada punto rojo corresponde (Re, Qcalc/ Qexp), para
una experiencia distinta. La recta azul corresponde a la funcién 1, que es el ideal.

Se ve un comportamiento parecido para las dos cantidades, pero mds que eso no se puede
concluir y por lo tanto las discrepancias se las atribuimos a errores de medicién. Lo mas importante
es que obtenemos una medida de las discrepancias que podemos esperar entre los dos tipos de
mediciones.

4.1.3. Calculo mediante el método de Simpson

Puesto que se aproxima el caudal mediante la integral numérica I;, que usa el método del
trapecio en dos dimensiones, cabe preguntarse si la aproximacion mejoraria en caso de usar un
método de orden mayor, como el método de Simpson. La respuesta, es que al menos en este caso
no se observa una mejora, y la razén conjeturada para esto es que el precio que se paga para obtener
este mayor orden es que se usan mas puntos para calcular la integral. Puesto que los datos no son
muchos, esto quiere decir que en efecto quedamos con muy pocos datos para hacer una buena
aproximacion e incluso se han encontrado peores resultados en algunos casos. A continuacion
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mostramos los mismos graficos que antes, pero generados con el método de Simpson.

——Qexp
~#—QcalcTrapecio
= QealcSimpson

\ fm— NN /
X/ N’ 14

4

1 2 3 a 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Experiencias con pendiente 1.2%

Figura 4.10: Comparacién en los casos de una pendiente de 1.2% del caudal calculado
experimentalmente, y los caudales calculados a partir de las velocidades, usando el método de
simpson y el método del trapecio.

120

80

Caudal [I/s] 60 - =+=Qexp

—8—QcalcTrapecio

e QcalcSimpson
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1 2 3 a s 6 7 8 B 10 11 1z 13 14 15 16 17 18 13 20 271 22 23 24 25 26

Experiencias con pendiente 2%

Figura 4.11: Comparaciéon en los casos de una pendiente de 2% del caudal calculado
experimentalmente, y los caudales calculados a partir de las velocidades, usando el método de
simpson y el método del trapecio.
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Figura 4.12: Comparacién en los casos de una pendiente de 3% del caudal calculado
experimentalmente, y los caudales calculados a partir de las velocidades, usando el método de
simpson y el método del trapecio.

Estos gréficos dicen al menos un par de cosas. Primero, es claro que no hay mucha diferencia
entre usar el método de Simpson y el método del trapecio, puesto que no se aprecian diferencias
significativas entre ambos. Esto se debe probablemente a que no hay suficientes puntos para sacarle
provecho a la aproximacién de Simpson. Por esta razén y puesto que el método del trapecio
es mds simple, este es el que se usa de aqui en adelante. Segundo, podemos confirmar que las
aproximaciones de las integrales hacen en efecto su trabajo, aunque es notable que la aproximacién
parece ser casi siempre por abajo. Se conjetura que esto puede ser porque estamos aproximando
una funcién céncava.

4.1.4. Calculo de u y 7 a partir de las velocidades locales

Puesto que se ha visto que las velocidades locales medidas son al menos consistentes con
una medida experimental independiente del caudal, usaremos esta informacién para recuperar los
datos intrinsecos del fluido, es decir sus pardmetros fundamentales t y 7. Para hacer esto, se usa
el trabajo de las secciones anteriores, en que desarrollamos un algoritmo que dada una geometria,
Uy T, entrega una solucidn aproximada de la ecuacién de movimiento para un fluido de Bingham.
Se busca en el espacio de los pardmetros, unos tal que la solucién encontrada por el algoritmo se
ajuste a los datos experimentales obtenidos para las velocidades. La gracia de esto, es que también
se han medido independientemente pt y 7, por lo que se podran verificar nuestros resultados.

Para empezar, se usard la notacion uy, ¢, para referirnos a la solucion de (P), para explicitar la
dependencia de it y 7. Aqui se supone que €2 estd fijo. Se quiere resolver para cada experimento,
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el problema

(4.1) min Y (ug o (%) —u;)’

120720357

donde {(x;,u;)};c; son los datos de las velocidades locales para la experiencia. Pero notemos de
(P) que si i, n > 0, tenemos que

4.2) Uuy = Nunc

para cualquier 7. Esto permite simplificar el problema anterior, pues usando como notacién
ur = uy z, €l problema se escribe
. 2
min (Wue(xi) —ui)”.
uz0,7205=
Se puede resolver parcialmente este problema, pues la solucion para p se puede explicitar. En
efecto, si fijamos 7, el minimo en (U es la solucidn de igualar la derivada a cero. Esto es

) — U; 2
O Yicr (Huc(xi) —u;) — 22 (e (x;) —ui)ur(x;)) =0

I icl
es decir 5 ()
icl Ur\Xi ) Ui
u T7) = e
O S
y entonces podemos resolver
(4.3) min Y (1 (7)ur(x;) — ;).
=04

Este problema se puede resolver usando una bisqueda lineal. A continuacién se muestran los
resultados de esta bisqueda, y se comparan con los pardmetros obtenidos experimentalmente.
Primero veamos lo que se obtuvo para el pardmetro p. Notamos que hay una discrepancia mayor
en este caso.
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Figura 4.13: Comparamos para todos los casos de 1.2% pendiente, el u calculado
experimentalmente y el calculado mediante la minimizacién.
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Figura 4.14: Comparamos para todos los casos de 2 % pendiente, el u calculado experimentalmente
y el calculado mediante la minimizacién.
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* M

Mu Experimental

Mu Caleulado

Figura 4.15: Comparamos para todos los casos de 3 % pendiente, el u calculado experimentalmente
y el calculado mediante la minimizacién.

Veamos ahora el caso de 7.

A Tension de Fluencia

Tau Experimental

——Series2

0 s 10 15 20 25
Tau calculado

Figura 4.16: Comparamos para todos los casos de 1.2% pendiente, el 7 calculado
experimentalmente y el calculado mediante la minimizacién.
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A Tension de Fluencia

——Series?
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Tau Calculado

Figura 4.17: Comparamos para todos los casos de 2 % pendiente, el T calculado experimentalmente
y el calculado mediante la minimizacion.

40

A Tensionde Fluencia

——series2

Tau Ecperimental

Tau Calculado

Figura 4.18: Comparamos para todos los casos de 3 % pendiente, el T calculado experimentalmente
y el calculado mediante la minimizacion.

En el caso de 7 el ajuste es bastante bueno, considerando el nivel de confianza que se tiene en
los datos por la validacion. Se puede entonces ver los perfiles de velocidades que se obtienen con
estos pardmetros calculados y los comparamos con los datos experimentales. Por ejemplo para el
experimento J2, se obtiene lo siguiente.
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Perfiles de Velocidad

Velocidad/Pos ¥

Figura 4.19: Mostramos aqui para el experimento J2 los perfiles de velocidad en rojo, generados por
los pardmetros calculados, y los circulos azules son los valores experimentales de estas velocidades.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se estudia el modelo de Bingham en una canaleta, con la gran suposicién que la velocidad del
fluido es paralelo a ésta. Esto permite simplificar mucho el problema, pues desaparece uno de los
términos no lineales, el convectivo, y se puedo enfocar la atencion en la resolucién del problema
de la no linealidad impuesta por el modelo. En este punto, el problema se reduce a encontrar una
funcién u : Q C R> — R.

En el siguiente paso se estudiaron formulaciones equivalentes a la EDP, que ayudaron a
obtener un algoritmo que resuelve el problema de la no linealidad, mediante una sucesién de
problemas lineales. Se comparan exitosamente los resultados de este algoritmo con la resolucién
explicita de algunos problemas simplificados por simetria, a saber, la resolucién en un dominio
circular.

Con la herramienta obtenida, se abordaron las consideraciones experimentales. En un
comienzo se tienen tres conjuntos de datos independientes: las velocidades locales, los caudales
y valores interpolados para 'y 7. Puesto que la mayor confianza experimental se tiene sobre los
caudales, se verifica la consistencia de velocidades locales mediante una integracién numérica.
El segundo paso fue usar estas velocidades para obtener los valores de g y 7 usando el
algoritmo, mediante una minimizacion de cuadrados. Por dltimo se comparan estos resultados
con los obtenidos experimentalmente. Los resultados indican que el algoritmo obtiene una buena
aproximacion para T, pero una aproximacion desventajosa para U.
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Apéndice A

Algoritmo Voliamenes Finitos-Método
de Newton y Punto Fijo 1-D

3l vl

function a = A(N,mu)

vl = mux(2%x(1:N=-1)" — 1)/2;
= [vl ; 0];
v2 = —mux2x*(1:N—1)’;
v2 = [-mu/2 ; v2 ; 1];
v3 = mux(2%x(1:N—-1)" + 1)/2;
v3d = [mu/2 ; v3];
a = gallery (“tridiag’,vl,v2,v3);
end

VolumenesFinitos/A.m

function b = B(N, h, C)

x = h*x(0:N) ’;

r = 0.5%(x(2:N+1) + x(1:N));

b = Cx(r(2:N)."2 — r(1:N=-1).72)/2;
b = [Cx(r(1)"2)/2; b ; 0];

end

VolumenesFinitos/B.m

3| v3

function df = DF(w,h,N,epsilon,g,type)
x = hx((0:N) )

iir = 0.5%(x(2:N+1) + x(1:N));

dwl (W(3:N+1)-w(2:N))/h;

5| dw?2 ; (W(2:N)—w(1:N—=1))/h;

vl = gxr(1:N—1).xHp(dw2, epsilon ,type)/h;

vl = [vl ; 0];

v2 = —gxr(2:N).*Hp(dwl, epsilon ,type)/h — g*r (1:N—

v2 = [—-r(1)*g«Hp((w(2)—w(1l))/h,epsilon ,type)/h ;
= gxr(2:N).xHp(dwl, epsilon ,type)/h;

1).«Hp(dw2, epsilon , type) /h;
v2 5 0]




14/v3 = [r(1)*xgxHp((w(2)—w(1))/h,epsilon ,type)/h ; v3];
15

6| df = gallery (’tridiag’ ,vl,v2,v3);

17| end

VolumenesFinitos/DF.m

| function f = F(w,h,N,epsilon,g,type)
olx = h*((0:N) *);

sir = 0.5%x(x(2:N+1) + x(1:N));

4ldwl = (w(3:N+1)—w(2:N)) /h;

5 (W(2:N)—w(1:N—1))/h;

6| f = g*(r(2:N).xH(dwl,epsilon ,type) — r(1:N—1).«*H(dw2,epsilon ,type));
71 f = [r(1)*xg«xH((W(2)—w(1))/h,epsilon ,type) ; f ; 0];

o
<
N
1]

VolumenesFinitos/F.m

function h = H(dw, epsilon,type)

2 if (type == 1)

3lh = zeros(size (dw));
i|h(dw>=epsilon) = 1;

5| h(dw<=—epsilon) = —1;

s/h(abs(dw)<epsilon) = dw(abs(dw)<epsilon)/epsilon;
71 elseif type == 2

slh = dw./sqrt(epsilon™2 + dw."2);

9| elseif type ==

o/h = dw.x(3 — dw."2/(epsilon”2))/(2*epsilon);
in|h(dw >= epsilon) = 1;

2lh(dw <=—epsilon) = —1;

i3] end

14| end

VolumenesFinitos/H.m

function hp = Hp(dw, epsilon ,type)

2 if (type == 1)

hp = zeros(size(dw));

hp (dw>=epsilon) = O0;

s| hp(dw<=—epsilon) = 0;

6| hp(abs(dw)<epsilon) = 1/epsilon;

7l elseif type == 2

slhp = epsilon"2./((epsilon”2 + dw."2) .7(3/2));
ol elseif type ==

0/hp = 3x(epsilon”2 — dw."2)/(2*epsilon”3);
1| hp(dw >=epsilon) = 0;

2| hp(dw <=—epsilon) = 0;

13| end

14| end

I

VolumenesFinitos/Hp.m

function w = newton(R, N, mu, g, C, epsilon, type, tolerance, maxiter)

IS

II




3lh = R/N;

v
|

= B(N,h,C);

sla = A(N,mu) ;

71% = ((N — (0:N))’)/N;
slw = zeros (N+1,1);

9|x = h*(0:N);

1{m = 0;

2| while 1==1

13| lastw = w;

14

i5|U = DF(w,h,N, epsilon ,g,type) + a;

16|V = b — F(w,h,N,epsilon ,g,type) — axw;
7ld = U\V;

slw =w + d;

20| norm (w—lastw ,2)

21| m=m+1

2| if (norm (w—lastw ,2) <= tolerance) || m>=maxiter
23 break ;

24| end

26| end

VolumenesFinitos/newton.m

9Ecuacion B = F(w) + Axw
ddntentamos punto fijo: w = A"—1 x (B — F(w))
Jconstantes

IS

4| epsilon = 0.05;
51C = —1;

slg = 0.1;

7lmu = 1;

sIR = 1;

9N = 10000;

10

11{h = R/N;

12

3/b = B(N,h,C);

4la = A(N,mu) ;

slw = (N — (0:N)) ’;
6| x = h*(0:N);

17|y = Cx(x."2 — (Nxh)"2)/(4+*mu) + g*(x — Nxh)/mu;

13|y (x<=—2xg/C) = Cx((2xg/C)"2 — (Nxh)"2)/(4*xmu) + gx(—2xg/C — Nxh)/mu;
9 dy = Cxx/(2+*mu) + g/mu;
0] dy (x<=—2%g/C) = 0;

»| figure (1);
23| clf;

5| %o repetir
wlm = 1;

271 while 1==1
28| lastw = w;

III




IS
=

s

[

w = a\(b — F(w,h,N,epsilon,g,1));

dw (W(3:N+1)-w(1:N—1))/(2%h);
dw = [0 ; dw ; dw(end)];

subplot(2,1,1);

plot(x,w,’ 1r7);

hold on

plot(x,y, b’);

plot(—2+g/Cxones (2,1) ,[min(y), max(y)],’ 'g—");
plot(—2x(g+muxepsilon)/Cxones(2,1) ,[min(w) ;max(w)], g—");
hold off

3l subplot(2,1,2);

plot(x,dw,’ r’);

5| hold on

plot(x,dy, b’);
plot(—2xg/Cxones(2,1) ,[min(dy), max(dy)], g—");

;| plot(—2%(g+muxepsilon)/Cxones(2,1) ,[min(dw) ;max(dw) ], g—");

hold off

norm (w—lastw ,2)

2| m=m+1
3| if (norm (w—lastw ,2) <= le—8) || m>=1000

break ;
end
end

VolumenesFinitos/puntoFijo.m

9Ecuacion B = F(w) + Axw

JEncontramos d tal que B = F(w+d) + A(w+d) + o(delta”2)
% (DF(w) + A) d = b — F(w) — Aw

Jconstantes

epsilon = 0.002;

C = -2

g = 0.5;

tolerance = 10"—38;
maxiter = 1000;

h R/N;

>
1l

hx(0:N);

y = Cx(x."2 — (Nxh)"2)/(4*mu) + g*(x — Nxh)/mu;

y(x<=—2%g/C) = Cx*x((2xg/C)"2 — (Nxh)"2)/(4*xmu) + gx(—2xg/C — Nxh)/mu;
dy = Cxx/(2+*mu) + g/mu;

dy (x<=—2xg/C) = 0;

v




figure (1);
clf;

subplot(2,1,1);

plOt(ny”b’);

hold on

title (*Solucion teorica y regularizada’);
xlabel(’r’);

ylabel (*velocidad )

subplot(2,1,2);

plot(x,dy, b’);

hold on

xlabel(’r’);

ylabel (* gradiente de velocidad’)

for epsilon=0.2: -0.032:0.002
w = newton(R,N,mu,g,C, epsilon ,type ,tolerance , maxiter);
dw = (W(3:N+1)—w(1:N—-1))/(2xh);
dw = [0 ; dw ; dw(end) ];

subplot(2,1,1);
plot(x,w, r7);

subplot(2,1,2);
plot(x,dw, 'r’);
end

VolumenesFinitos/resolucion.m




Apéndice B

Algoritmo Predictor Corrector 1-D

1| % Minimizando 0.5%u’+Axu — b’xu + G(u, epsilon) en u
2|R = 2;

3IN = 100000;

:/h = R/N;

slg = 0.8;

olmu = 1;

71C = 1;

8

9lu = zeros(N,1);

0|X = hx(0:N);

11

2|A = matriz (N, mu);

13b = ladoDerecho(N, h, C);

14

i5|F = @u) 0.5%xu’«Axu — u’xb + G(u,0, h, g, N);

JF = @(u,epsilon) Axu — b + JG(u,epsilon, h, g);
JFeps = @(u, epsilon) JGeps(u, epsilon, h, g);
HF = @(u, epsilon) A + HG(u,epsilon, h, g);

y = —Cx(x."2—-R"2)/(4*mu) + g*(x—R)/mu;
10 = 2xg/C;
y(x<r0) = —Cx(r0"2 — R"2)/(4*mu) + gx*(r0 — R)/mu;

JE(y(l:end—1)")

plOt(X7 Yy, ’r’);

hold on

pl = plot(x,[u:0], b’);

set(pl, EraseMode’, ’xor’, “MarkerSize’ ,18);
axis ([0 R 0 max(y)=*1.5])

epsilon = 1;

r = JF(u,epsilon);

while ( norm(r,2)/sqrt(N) > epsilon )
epsilon = epsilon + 1;
r = JF(u,epsilon);

end

k = 1;

VI




3¢l while epsilon > 10"—4

39 drawnow

40 ugorro = Predictor(u, epsilon, next(epsilon), JF, HF, JFeps);

41 epsilon = next(epsilon);

42 if (norm(JF(u, epsilon) ,2) >= norm(JF(ugorro,epsilon) ,2) || k==1)

43 u = ugorro;

44 end

45 r = JF(u,epsilon);

46 maxiter = 10;

47 while norm(r,2)/sqrt(N) > epsilon*x10"—4 && maxiter >0

48 u = Corrector(u, epsilon ,F, JF, HF);

49 r = JF(u,epsilon);

50 fprintf ( Newton : [JF(u,epsilon)| = %\n’, norm(r,2)/sqrt(N));

51 maxiter = maxiter — 1;

52 Ipause (0.8)

53 set(pl,’ YData’ ,[u;0]);

54 drawnow

55 end

56 set(pl,’ YData’, [u;0]);

57 fprintf ("k=%d epsilon=%g |JF(u,epsilon)|=%g |u—y|=%g\n’ ,k,epsilon ,norm(r,2)
/sqrt(N), norm(y—[u;0],2)/sqrt(N));

58 Yfprintf ("F(u) = %\n’, F(u));

59 Ypause (1) ;

60 k = k+1;

61| end

oy (H-u(1)

PredictorCorrector/algoritmo.m

| function correccion = Corrector (uaprox, epsilon, F, JF, HF)
2|d = HF(uaprox ,epsilon)\(JF(uaprox ,epsilon));
3| f = @(x) norm(JF(uaprox — xx*d,epsilon) ,2);
sla = 0;

slb = 1.5;

6| while (f(0) > f(b))

7 b = 2xb;

8| end

9| [a,b] = gss(f,a,b,10"—11,100);

0| correccion = uaprox — (a+b)x*xd/2;

1| end

PredictorCorrector/Corrector.m

1| function prediccion = Predictor(u, epsilonl, epsilon2, JF, HF, JFeps)

r = JF(u,epsilonl);

3| prediccion = u — HF(u, epsilonl)\((JFeps(u,epsilonl)=«(epsilon2—epsilonl) + r));
4| end

)

PredictorCorrector/Predictor.m

| function [a,b] = gss(f,a,b,eps,N)
2l = (—1+sqrt(5))/2;
3l x1 = cxa + (1—c)xb;
4 fx1 = feval (f,x1);
5/x2 = (1—c)*a + cx*b;

VII




P =

fx2 = feval(f,x2);
for i = 1:N=-2
if fx1 < fx2

b = x2;
x2 = x1;
fx2 = fxl1;

xl = cxa + (1—c)xb;
fx1 = feval(f,x1);

else

a = x1;
xl = x2;
fx1 = fx2;

x2 = (I—c)*a + cxb;

fx2 = feval(f,x2);

end;

if (abs(b—a) < eps)
return ;

end;

end ;

end

PredictorCorrector/gss.m

function n = next(epsilon)

if (epsilon >= 1)
n = epsilon/2;
4 else
5 n = epsilon”(1.1);
6| end
7| end

6

o

PredictorCorrector/next.m

function r = G(u, epsilon, h, g, N)
r = (2«N—1)xH(u(end) ,epsilon);
for 1=0:N-2
r =1 + (2%i+1)*xH(u(i+1) — u(i+2),epsilon);
end
r = rxgxh/2;
end

PredictorCorrector/G.m

function y = H(x,epsilon)
if (epsilon >0)

9%k viene de la aproximacion |x| ~ sqrt(x"2 + eps”2)
y = sqrt(x.”2 + epsilon”2);
9%viene de la aproximacion |[x| ~ epsxlog(2cosh(x/eps))
% = epsilonxlog(cosh(x/epsilon));

else
y = abs(x);

end

PredictorCorrector/H.m

VIII




AW =

W

o

6

function M = HG(u, epsilon, h, g)
u = [u;0];

N = length(u);

du (u(2:end) — u(l:end—1))/h;
du = Hpp(du,epsilon);

du = (2%(1:N—=1)—1).xdu;

du = [0 ; du ; O];

vl = 0.5%xg«+(du(l:end—1) + du(2:end));
vl = vi(l:end—1);

v2 = —0.5%gxdu(2:end—1);

v2 = v2(l:end—1);

M = gallery (’tridiag’, v2,vl,v2);
end

PredictorCorrector/HG.m

function y = Hpeps(x,epsilon)

% viene de la aproximacion |x| ~ sqrt(x"2 + eps”2)
y = —xxepsilon./((x."2 + epsilon"2).7(3/2));
9%iene de la aproximacion |x| ~ epsxlog(2cosh(x/eps))
% = —((sech(x/epsilon))."2).xx/(epsilon”2);
end

PredictorCorrector/Hpeps.m
function y = Hpp(x,epsilon)
% viene de la aproximacion |x| ~ sqrt(x"2 + eps”2)
y = (epsilon”2)./((x.”2 + epsilon"2).7(3/2));
9%iene de la aproximacion |x| ~ epsxlog(cosh(x/eps))
% = ((sech(x/epsilon))."2)/epsilon;
end

PredictorCorrector/Hpp.m

function v = JG(u, epsilon, h, g)
u = [u;0];
N = length(u);

du = (u(2:end) — u(l:end—1))/h;
du = Hp(du, epsilon);
du = (2%(1:N—1)—1)’.xdu;

du = [0 ; du ; O];

v = 0.5xgxh*x(du(l:end—1) — du(2:end));
v = v(l:end—1);

end

PredictorCorrector/JG.m

function v = JGeps(u, epsilon, h, g)
u = [u;0];
N = length(u);

du = (u(2:end) — u(l:end—1))/h;
du = Hpeps(du,epsilon);
du = (2%(1:N=1)—1)" .%xdu;

du = [0 ; du ; O];

IX




v = 0.5%xgxh*x(du(l:end—1) — du(2:end));
v = v(l:end—1);
end

PredictorCorrector/JGeps.m

function b = ladoDerecho(N,h,C)
b = (0:N-1);

sb(1) = 1/6;

b = Cxhxhxb’;
end

PredictorCorrector/ladoDerecho.m

function A = matriz (N,mu)

vl = —0.5%(2%(0:N-=-2) + 1);
3ilv2 = 2% (0:N—1);

v2(1) = 0.5;

A = muxgallery (’tridiag’,vl,v2,vl);
end

PredictorCorrector/matriz.m




Apéndice C

Algoritmo Uzawa 2-D

function A = matriz(P, T, mu)
np = length(P);

sint = length(T);

I = zeros(1,9xnt);
J = zeros(1,9%nt);
V = zeros(1,9%nt);

index = 0;
for k=1:length(T)
index = index + 1;

I(index) = T(k,1);
J(index) = T(k,1);
V(index) = grad(P,T(k,:) ,1,1);
gl2 = grad(P,T(k,:) ,1,2);
index = index + 1;
I(index) = T(k,1);
J(index) = T(k,2);
V(index) = gl2;

index = index + 1;
I(index) = T(k,2);
J(index) T(k,1);
V(index) gl2;

index = index + 1;
I(index) = T(k,2);
J(index) = T(k,2);
V(index) = grad(P,T(k,:) ,2,2);
g23 = grad(P,T(k,:) ,2.,3);
index = index + 1;
I(index) = T(k,2);
J(index) = T(k,3);
V(index) = g23;

index = index + 1;
I(index) = T(k,3);
J(index) T(k,2);
V(index) g23;

index = index + 1;

XI




D =

IS

I(index) = T(k,3);

J(index) T(k,3);

V(index) = grad(P,T(k,:) ,3.,3);
g31 = grad(P,T(k,:) ,3,1);
index = index + 1;

I(index) = T(k,3);

J(index) = T(k,1);

V(index) = g31;

index = index + 1;
I(index) = T(k,1);
J(index) = T(k,3);
V(index) = g31;

end

A = muxsparse(I,J,V,np,np);
end

2DElementosFinitos/matriz.m

function g = grad(P,T, il, i2)
9Calcula el gradiente punto gradiente
kl = mod((il+2)—-1,3) + 1;

4j1 = mod((il+1)—-1,3) + 1;

kK2 = mod((i2+2)—1,3) + I;
j2 = mod((i2+1)—1,3) + 1;

g = (P(T(k1),2) — P(T(j1),2))*(P(T(k2),2) — P(T(j2).2));

g =g+ (P(T(kl),1) — P(T(jl1),1))*(P(T(k2),1) — P(T(j2),1));
g = g/(4xT(4));

end

2DElementosFinitos/grad.m

function b = ladoDerechoEstatico (P, T,C)
np = length(P);
b = zeros(np,1);
for k=1:length (T)

b(T(k,1:3)) = b(T(k,1:3)) + C«T(k,4)/3;
end
end

2DElementosFinitos/ladoDerechoEstatico.m

function d = ladoDerechoDinamico (P,T,g,lambda)
np = length(P);

3/d = zeros(np,1);

for k=1:length(T)
d(T(k,1)) = d(T(k,1)) — g=+(lambda(k,1)*(—(P(T(k,3) ,2)-P(T(k,2),
lambda (k,2) *(P(T(k,3) ,1)-P(T(k,2) ,1)))/2;
d(T(k,2)) = d(T(k,2)) — g=+(lambda(k,1)*(—(P(T(k,1) ,2)-P(T(k,3),
lambda (k,2) *(P(T(k,1) ,1)-P(T(k,3) ,1)))/2;
d(T(k,3)) = d(T(k,3)) — g=+(lambda(k,1)*(—(P(T(k,2) ,2)-P(T(k,1),
lambda (k,2) *(P(T(k,2) ,1)-P(T(k,1) ,1)))/2;
end
end

2))) +
2))) +
2))) +

2DElementosFinitos/ladoDerechoDinamico.m

XII




A
b

71 Ic
3| Ac
9| bc

njd =
nlde =

function [v lambda] = gradienteProyectado(mu, C, g, v, lambda, P, T)
2ltho = 1/(g"2);

matriz (P,T,mu) ;
ladoDerechoEstatico (P, T,C);

find (P(:,3)==1);
A(lc,Ic);
b(Ic);

ladoDerechoDinamico (P, T, g,lambda) ;

d(Ic);

3lv(Ic) = Ac\(bc+dc);
14| lambda = proyeccion (lambda,rho,v,g,P,T);

16| end
2DElementosFinitos/gradienteProyectado.m
| function 1 = proyeccion(lambda,rho,v,g,P,T)
2| 1 = lambda;
31 for k=1:1length (T)

4 1
5 1
6 1
7| end
§{n2 =

9|n2 =

1(:

12| end

(k,:) = I(k,:) + rhoxgxv(T(k,1))*[—-(P(T(k,3) ,2)-P(T(k,2), 2)) (P(T(k,3).,1)—
P(T(k,2),1))1/(2%T(k,4));

(k,:) = I(k,:) + rhoxgxv(T(k,2))*x[-(P(T(k,1) ,2)-P(T(k,3), 2)) (P(T(k,1),1)—
P(T(k.,3).1))1/(2xT(k,4));

(k,:) = I(k,:) + rhoxgxv(T(k,3))*[—-(P(T(k,2),2)-P(T(k,1), 2)) (P(T(k,2),1)—
P(T(k,1),1))1/(2xT(k,4));

sum(1.72,2);
max(n2,1);

,1) = 1(:,1)./sqrt(n2);
| 1(:,2) = 1(:,2)./sqrt(n2);

2DElementosFinitos/proyeccion.m

func
X =
Y =

AW N =

W

6| P
T =
s|A =

—
1l

0| end

tion [P T] = triangulacion2(a,b, NI, N2)
linspace (0,a,Nl+1);
linspace (0,b,N2+1);

[XX,YY]=meshgrid (X,Y);
BORDER = 1 — (XX == 0) | (XX == a) | (YY == 0) | (YY == b));

[XX(:) YY(:) BORDER(:) ];

delaunay (XX,YY) ;

0.5%xabs (XX(T(:,1)).«YY(T(:,2)) — XX(T(:,1)).«YY(T(:,3)) + XX(T(:,2)).%xYY(T
(:,3)) — XX(T(:,2)).«xYY(T(:,1)) + XX(T(:,3)).xYY(T(:,1)) — XX(T(:,3)).xYY(T
(:,2)));

[T AT;

2DElementosFinitos/triangulacion2.m

1| %% Setear constantes y la triangulacion

2lmu =

1;

XIII




31C = 1,

ig 0.3;

sitho = 1/(g"2);
ola = 2;

7IN1 = 99;

3|b = 2;

9/N2 = 99;

1| [P T] = triangulacion2(a,b,N1,N2);

3lv = zeros(length (P),1);
14| lambda = zeros(length(T) ,2);

9% Un paso del algoritmo
17| [v lambda] = gradienteProyectado(mu, C, g, v, lambda, P, T);

19| %% Dibujar resultados

20| figure (1)

Cs = P(T(:,1) ,:) + P(T(:,2),:) + P(T(:,2) ,:);
2| Cs = Cs/3;

2| quiver (Cs(:,1),Cs(:,2), lambda(:,1), lambda(:,2))
2lw = reshape (v,NI+1,N2+1);

5| figure (2)

%0 9plot3 (P(:,1), P(:,2), v, "rx’)

27| surf (w)

23| shading interp

9| figure (3)

contour (w,20)

)

2DEFElementosFinitos/resolucionRectangulo.m

X1V



Apéndice D

Algoritmo de Minimizacion de y y 7

El siguiente codigo se usa en conjunto con el algoritmo de Uzawa.

%% datos iniciales

2l clear
3 global mu C anchoCanal alturaNormal P T tolerance D;

mu = 0.024032395; % Pascalesxsec
g = 15.1226893; % Pascales

% datos fijos

inclinacion = 3.0;

densidad = 1660.932495;

C = densidad *9.8xinclinacion/sqrt(100°2 + inclinacion”2) ;% /rho — deltaP %
anchoCanal = 0.56;

alturaNormalDoble = 0.078x*2;

alturaNormal = alturaNormalDoble/2;
Nl = 29;
N2 = 29;

[P T] = triangulacion2 (anchoCanal, alturaNormalDoble ,N1,N2);
tolerance = 10" -2;

% datos para comparar

D [2.09 2.69 2.73 2.69 2.38
2 2.67 2.69 2.65 2.34

6 2.61 2.64 259 2.26

5 2.59 2.52 2.16

3

2.
2.
2. 5

1. 4 235 2.28 2.09];

O = = N

2.
2.

9% ajustar mu y g

b = g;
atb = cache_function(b);
a=g;
ata = atb;
while ata <= atb
a = al2;
ata = cache_function(a);
end
c = g;

XV




AW o0 =

W

PN =

W

W o =

I

atc = atb;
while atc <= atb

c = cx*x2;

atc = cache_function(c);
end

9% busqueda

3l f = @(x) cache_function(x);

g = goldenSectionSearch(a,b,c,0.01,f);

[v lambda] = resolucionEstacionaria(P, T, mu, g, C, tolerance);
mubarra = getMuBarra(D,P,v,anchoCanal, alturaNormal ,mu);

$|V = muxv/mubarra;

mu = mubarra;

dibujarPerfilVertical (P,V,anchoCanal x0.3);
hold on

y = [0.9 0.7 0.5 0.3 0O.1]*alturaNormal;
plot(D(:,2), y, 'bx’);

hold off
BusquedaDeParametros/buscaParametros.m
function f = cache_function(y)
global fCache
9if ~exist(’fCache’,’var’)
% fCache = zeros(2,0);
Y%end

if “isempty (fCache) && any (fCache (1 ,:)==y)
f = fCache(2,fCache (1 ,:)==y);

else

f=1J(y);

fCache = [fCache [y;f]];
end
end

BusquedaDeParametros/cache_function.m

function dibujarPerfilVertical (P,v,x)

Y = linspace (min(P(:,2)) ,max(P(:,2))/2,100);
X = ones(size (Y))*x;

Z griddata(P(:,1), P(:,2), v, X, Y);
plot(Z,Y, r’)

end

BusquedaDeParametros/dibujarPerfil Vertical.m

function mubarra = getMuBarra(D, P, V, anchoCanal, alturaNormal, mu)

x = [0.05 0.3 0.5 0.7 0.95]«anchoCanal;

y = [0.9 0.7 0.5 0.3 0.1]xalturaNormal;

[X Y] = meshgrid(x,y);

Z = griddata(P(:,1),P(:,2),V,X,Y);

mubarra = muxsum(sum(Z.*xZ))/sum(sum(D.*xZ)) ;
end

XVI
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BusquedaDeParametros/getMuBarra.m

function r = goldenSectionSearch(a,b,c,tau,f)
phi = (1 + sqrt(5))/2;
resphi = 2—phi;
if ¢c—=b > b—a
x = b + resphix(c—b);
else
Xx = b — resphix(b—a);

end
X
if abs(c—a) < tausx(abs(b) + abs(x))
r = (c+a)/2;
return ;
3| end
if f(x) < f(b)
if c—b>b—a
r = goldenSectionSearch(b,x,c,tau,f);
return ;
else
r = goldenSectionSearch(a,x,b,tau,f);
return ;
end
else
if c—b>b—a
r = goldenSectionSearch(a,b,x,tau,f);
return ;
else
r = goldenSectionSearch(x,b,c,tau,f);
return ;
end
end
end

BusquedaDeParametros/goldenSectionSearch.m

function dibujarPerfilVertical (P,v,x)
Y = linspace (min(P(:,2)) ,max(P(:,2))/2,100);

3l1X = ones(size(Y))x*x;

Z griddata(P(:,1), P(:,2), v, X, Y);
plot(Z,Y, r’)
end

BusquedaDeParametros/dibujarPerfil Vertical.m

function e = RMSError(D, P, V, anchoCanal, alturaNormal)
x = [0.05 0.3 0.5 0.7 0.95]xanchoCanal;

sly = [0.9 0.7 0.5 0.3 0.1]xalturaNormal;

[X Y] = meshgrid(x,y);

Z = griddata(P(:,1),P(:,2).,V,X,Y);
e = sqrt(sum(sum((Z-D)."2)));

end

BusquedaDeParametros/RMSError.m

XVII




function j = J(g)

% necesita las variables globales

% mu, P, T, C, tolerance, anchoCanal, alturaNormal, D

global mu P T C tolerance anchoCanal alturaNormal D

[v lambda] = resolucionEstacionaria(P, T, mu, g, C, tolerance);
mubarra = getMuBarra(D,P,v,anchoCanal, alturaNormal ,mu);

V = muxv/mubarra;

j = RMSError(D,P,V, anchoCanal, alturaNormal);

mu = mubarra;

end

BusquedaDeParametros/J.m

XVIII




Apéndice E
Datos Experimentales

Estos datos pertenecen en su mayoria a la tésis de Jorge Martinez, con excepcién de los
parametros calculados. El trabajo de esta memoria puede ser reproducido con estos datos y los
algoritmos anteriores, salvo que faltan los datos de las velocidades locales, que se pueden obtener
de dicha tésis.

XIX
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