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“CÁLCULO DE NILFACTORES MAXIMALES EN EXTENSIONES POR COCICLO DE
UNA ROTACIÓN MINIMAL”

La presente memoria tiene por objetivo principal el estudio de nilsistemas que aparecen
como factores –los nilfactores– de sistemas dinámicos que se obtienen como extensiones por
cociclo de una rotación minimal. El estudio de nilsistemas y nilfactores ha ganado importan-
cia desde la demostración dada por B. Host y B. Kra, en 2005, de la convergencia de algunas
medias ergódicas no convencionales. A partir de su demostración se han encontrado aplica-
ciones importantes de los nilsistemas en Teoŕıa Ergódica y que han inspirado otras áreas de
las matemáticas, como la Combinatoria Aditiva.

En su art́ıculo, Host y Kra desarrollaron una teoŕıa de nilsistemas desde el contexto me-
dible. El desarrollo topológico de los nilsistemas se ha profundizado a partir de dos art́ıculos:
de B. Host, B. Kra y A. Maass y de S. Shao y X. Ye, en 2010, donde se muestra que cada
sistema dinámico topológico tiene factores que son nilsistemas de cualquier orden y que se
obtienen a partir de la relación denominada de proximalidad regional de orden d, d ≥ 1. Dada
la falta de cálculos expĺıcitos de estos nilfactores para sistemas no triviales, en la presente
memoria se estudian estos objetos en una familia de sistemas dinámicos bien estudiada.

Durante esta investigación, se encuentra un objeto introducido por G. Atkinson en 1978
para extensiones por cociclos en grupos abelianos localmente compactos, llamado rango esen-
cial, el cual entre otras cosas, caracteriza los sistemas topológicamente ergódicos. Se observa
una gran similitud entre una caracterización del rango esencial, dada por M. Lemańczyk y
M. Mentzen en 2002, y la forma en que los llamados paraleleṕıpedos dinámicos caracterizan
la relación de proximalidad regional de orden d, mostrando que una adecuada generalización
da buenas herramientas para el cálculo de los nilfactores maximales.

Se define entonces el rango esencial de orden d de una extensión por cociclo, mostrando
su estrecha conexión con la relación de proximalidad regional de orden d− 1, a través de la
cual se obtienen los nilfactores maximales. El rango esencial de orden d resulta tener buenas
propiedades que simplifican el estudio de los nilfactores en nuestro contexto.

Se muestra que los nilfactores de extensiones por cociclo de una rotación minimal son
también extensiones por cociclos de la misma rotación, o simplemente la rotación. En el
caso del nilfactor maximal de orden 1, i.e., el factor equicontinuo maximal, se muestra que
sólo hay dos alternativas, éste es el sistema en si mismo –si el cociclo es linealizable y de
grado nulo– o la rotación base –en otro caso. Además se muestra que los nilfactores de estos
sistemas necesariamente se estabilizan y se conjetura que tal estabilización es de orden 2.
Como resultado parcial en esta dirección, se muestra que en el caso linealizable, el sistema
es siempre un nilsistema básico de orden 2. El estudio del caso no linealizable permitiŕıa
concluir sobre la veracidad de tal conjetura.

El concepto de rango esencial de orden d introducido en el presente trabajo puede exten-
derse a un contexto más general, como es el caso del rango esencial introducido por Atkinson,
quedando abierto el estudio de este objeto como herramienta para el cálculo de nilfactores
en sistemas más generales.
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Caṕıtulo 1

Introduccion

El estudio sistemático de sistemas dinámicos a través de sus factores fue propuesto en
los 60’ en los trabajos de Furstenberg, quien notó la riqueza teórica de este concepto y las
herramientas que entrega para entender un sistema dinámico. Variadas clases de factores
han sido descritas, tanto en el contexto medible (Teoŕıa Ergódica) como en el topológico
(Dinámica Topológica). Por mencionar un ejemplo importante, en Teoŕıa Ergódica, el factor
de Kronecker es el factor más grande que consiste en una rotación en un grupo abeliano
compacto, y probar el Teorema Ergódico de Von Neumann en estos factores es suficiente
para demostrarlo en el caso general. Esta idea se denomina técnica de factores caracteŕısticos,
introducida por Furstenberg en [16].

Un teorema notable de Combinatoria Aditiva demostrado por Szemerédi [47] en un art́ıcu-
lo publicado en 1975, afirma que cualquier subconjunto de los naturales con densidad superior
positiva contiene progresiones aritméticas de largo arbitrario. Las herramientas usadas en es-
ta demostración son combinatoriales, de la teoŕıa de grafos. Posteriormente, Furstenberg
logró demostrar este mismo resultado usando técnicas de la Teoŕıa Ergódica, en particular
un Teorema Ergódico:

Teorema 1.1 (Furstenberg). Sea (X,X , µ, T ) un sistema dinámico abstracto (s.d.a. ) y sea
A ∈ X un conjunto con medida positiva. Entonces para cada d ∈ N,

ĺım inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ(A ∩ T−nA ∩ T−2nA ∩ . . . ∩ T−dnA) > 0.

Con su demostración, Furstenberg estableció una conexión profunda entre Teoŕıa Ergódica
y Combinatoria Aditiva, que se ha alimentado de manera creciente en los últimos años. Por
citar un resultado, la demostración del teorema de Green y Tao que afirma que los números
primos contienen progresiones aritméticas de largo arbitrario se motivó en esta conexión.

De aqúı que toman importancia los llamados Teoremas Ergódicos no Convencionales, que
se formulan como sigue. Sea (X,X , µ, T ) un s.d.a. , d ∈ N y f1, . . . , fd funciones acotadas en
X. En virtud de la demostración de Furstenberg del Teorema de Szemerédi, interesa estudiar
la convergencia en L2(µ) (o en algún otro espacio) de expresiones de la forma

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx)

El caso d = 3 con la hipótesis de total ergodicidad fue probado por Conze y Lesigne en una
serie de papers ([10], [11] y [12]) y posteriormente fue demostrado por Host y Kra en [29]
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Caṕıtulo 1

en el caso general. En el caso débilmente mezclador, Furstenberg probó que para cualquier
d ∈ N el ĺımite es constante y es igual al producto de las integrales. En el caso no débilmente
mezclador probar la convergencia de tales expresiones es un problema mucho más dif́ıcil, y
estuvo abierto por muchos años. Finalmente, Host y Kra en [30] demostraron:

Teorema 1.2. Sea (X,X , µ, T ) un s.d.a. con T invertible. Sea d ∈ N y sean f1, . . . , fd
funciones medibles y acotadas en X. Entonces

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx)

converge en L2(µ) cuando N →∞.

Host y Kra lograron demostrar este teorema usando la técnica de factores caracteŕısticos
de Furstenberg y tales factores caracteŕısticos resultaron ser nilsistemas, los cuales han sido
de gran utilidad tanto en el desarrollo de herramientas Ergódicas en Combinatoria Aditiva
(ver por ejemplo [20, 22, 21]) como en el desarrollo de la Teoŕıa Ergódica en śı misma (ver
por ejemplo [5, 8, 9]).

La contraparte topológica de la teoŕıa de nilsistemas, es decir, los nilsistemas desde la
Dinámica Topológica, ha sido desarrollada en art́ıculos recientes (2010) de Host, Kra y Maass
[33], y Shao y Ye [46]. Ellos demuestran que cada sistema dinámico topológico (s.d.t. ) tiene
asociados factores que son nilsistemas de cualquier orden (nilfactores de orden d), introdu-
ciendo una relación de equivalencia llamada de proximalidad regional de orden d y que se
denota RP[d]. Para ello, los autores utilizan objetos llamados paraleleṕıpedos dinámicos mo-
tivados por el estudio de paraleleṕıpedos abstractos en Combinatoria Aditiva [31] y puede
ser visto como un análogo topológico del teorema puramente ergódico de [29].

En el congreso anual de sistemas dinámicos en U. Maryland en el 2010 [15], Katok con-
sultó por cálculos expĺıcitos de nilfactores maximales de algún sistema a través de los pa-
raleleṕıpedos dinámicos. Tales caracterizaciones para encontrar los nilfactores maximales o
decidir si un sistema es un nilsistema no han sido utilizadas directamente hasta ahora en la
práctica. Recientemente ([34]) se ha calculado de manera expĺıcita la complejidad topológi-
ca de nilfactores. Calcular nilfactores maximales de sistemas espećıficos a través de estas
caracterizaciones es una de las motivaciones más importantes de la presente memoria.

Los nilsistemas más simples, los de orden 1, son los sistemas equicontinuos y correspon-
den a rotaciones minimales en grupos compactos. Muy seguido, ejemplos importantes de
sistemas dinámicos se obtienen como una extensión de otro sistema, y en esta memoria se
estudiará extensiones del grupo compacto T = R/Z, con la adición módulo 1, que llamare-
mos indistintamente toro unidimensional o ćırculo. En particular, se estudiará sistemas de la
forma (T× T, Tα,f ), donde Tα,f (x, y) = (Rα(x), f(x, y)), Rα(x) = x+ α mód 1, α ∈ T \Q y
f : T× T→ T es una función con buenas propiedades.

Estos sistemas tienen importancia de por si y han sido ampliamente estudiados en distintos
contextos. Fueron estudiados en primer lugar por Anzai [1] en un estudio desde el punto de
vista puramente ergódico y fueron largamente estudiados por variados autores desde esta
teoŕıa. Luego apareció interés en estos sistemas desde el punto de vista topológico por su
presencia en modelos de la f́ısica.

Sistemas de este tipo aparecen en variadas situaciones en la f́ısica y, en particular, han
sido muy estudiados numéricamente. Por ejemplo, las transformaciones de Arnold forzadas

(x, y) 7→ (x+ α, y + τ +
ω

2π
sin(2πy) + Ω sin(2πx)k), x, y ∈ T

2



Caṕıtulo 1

pueden ser consideradas como un modelo simple de un oscilador a dos frecuencias discordantes
(ver por ejemplo [19]) y la llamada transformación de Harper está ı́ntimamente relacionada
con ciertos operadores discretos de Schrödinger con potencial quasiperiódico ([45] da una
buena descripción y referencias complementarias). Este último es un ejemplo de las trans-
formaciones de Möbius quasiperiódicamente forzadas, y para estos sistemas existen buenas
clasificaciones con respecto a sus medidas ergódicas y su relación con grafos invariantes ([43]).
Herman [28] dio cotas en los exponentes de Lyapunov y usó esto para probar la existencia
de grafos invariantes que no son continuos con exponente de Lyapunov negativo, llamados
‘atractores no caóticos extraños’, para la transformación de Harper y sistemas similares.

Además tienen un interés especial por ser las extensiones más simples de sistemas bien
estudiados. Numerosos autores han usado estos sistemas para extender nociones conocidas
en dinámica unidimensional y que no se puede generalizar de forma más o menos directa a
otros sistemas. En particular, se sabe que toda dinámica unidimensional que no tiene órbitas
periódicas es extensión (finito a uno) de una rotación ŕıgida en el toro.

Teorema 1.3 (Clasificación de Poincaré). Sea f un homeomorfismo del ćırculo. Entonces se
tiene sólo uno de los siguientes casos

1. f tiene una órbita periódica.

2. f es extensión de una rotación minimal R. Si además f es transitivo, entonces f y R
son conjugados.

En particular estos sistemas tienen una relación muy cercana con los nilsistemas de orden
1. Luego, es natural preguntarse si hay alguna relación entre este tipo de extensiones con
nilsistemas de algún orden.

El objetivo de esta memoria es estudiar los nilfactores maximales de estos sistemas a
través de las relaciones de proximalidad regional de orden d y los paraleleṕıpedos dinámicos
introducidos en [33]. Durante el estudio, se observa una gran similitud entre la caracterización
de la relación de proximalidad regional a través de los paraleleṕıpedos dinámicos y una
caracterización, dada por [39], de un objeto llamado rango esencial, introducido en [3].

Se define el rango esencial de orden d, mostrando su estrecha conexión con la relación
de proximalidad regional de orden d − 1, a través de la cual se obtienen los nilfactores
maximales. El rango esencial de orden d resulta tener buenas propiedades que simplifican el
estudio de los nilfactores en nuestro contexto. En particular, se muestra que los nilfactores de
los sistemas estudiados pertenecen a la misma familia de sistemas, y que estos necesariamente
se estabilizan. En el caso de orden 1, se muestra que el factor equicontinuo maximal es la
rotación base o bien el sistema en śı, dependiendo de si el cociclo es linealizable y de su
grado.

3



Caṕıtulo 2

Definiciones básicas en sistemas
dinámicos

En este caṕıtulo entregamos algunas definiciones básicas de Dinámica Topológica y Teoŕıa
Ergódica e introduciremos los conceptos fundamentales que serán utilizados a lo largo de la
presente memoria.

2.1. Sistemas Dinámicos Topológicos

Una transformación de un espacio métrico compacto X es un homeomorfismo de X en
si mismo. Un sistema dinámico topológico es un par (X,T ), donde X es un espacio métrico
compacto, que llamaremos espacio base, y T : X → X es una transformación. Escribiremos
s.d.t. por sistema dinámico topológico o simplemente hablaremos de sistema.

Un factor de un sistema (X,T ) es otro sistema (Y, S) tal que existe una función continua
y sobreyectiva p : X → Y que satisface S ◦ p = p ◦ T . También diremos que el sistema
(X,T ) es una extensión de (Y, S) y a la función p le llamaremos igualmente factor. Si p es
bijectiva, los dos sistemas son conjugados (topológicamente) y p es una conjugación (topológi-
ca). Escribiremos también p : X → Y o p : (X,T ) → (Y, S) para denotar un factor y en
ocasiones, en un leve abuso de notación y cuando no haya ambigüedad, denotaremos todas
las transformaciones (incluyendo posiblemente aquellas en sistemas distintos) por T .

Un sistema (X,T ) se dirá transitivo si existe un punto x ∈ X cuya órbita o(x) = {T nx :
n ∈ Z} es densa en X y llamaremos a tal punto, un punto transitivo. Se hablará de la
órbita cerrada de un punto para denotar el conjunto ō(x) = o(x). En este contexto, variadas
definiciones equivalentes se tienen para la transitividad de un sistema (ver [2], cap. 1).

Proposición 2.1. Son equivalentes:

1. (X,T ) es transitivo.

2. Existe x ∈ X tal que o(x)+ = {T n(x) : n ∈ N} es denso en X.

3. Existe x ∈ X tal que o(x)− = {T n(x) : n ∈ −N} es denso en X.

4. Para cualquier par de abiertos no vaćıos U, V ⊆ X existe n ∈ N con U ∩ T−n(V ) 6= ∅.

5. {x ∈ X : ō(x) = X} es un Gδ denso.

6. Si U ⊆ X es un abierto T -invariante no vaćıo, entonces U es denso en X.

4



2.1. Sistemas Dinámicos Topológicos Caṕıtulo 2

En un sistema (X,T ), si Y ⊂ X es un subconjunto cerrado y T -invariante, entonces
(Y, T |Y ) es un sistema y decimos que (Y, T ) es un subsistema de (X,T ). Y se dirá que es
minimal si no contiene subconjuntos propios cerrados e invariantes. Si X es minimal, el
sistema (X,T ) se dirá minimal. La minimalidad es una forma fuerte de transitividad, puesto
que se tiene lo siguiente

Proposición 2.2 (ver [2], cap. 1). Son equivalentes:

1. (X,T ) es minimal.

2. Cada x ∈ X tiene órbita densa, i.e., ō(x) = X para cada x ∈ X.

3. Para cada conjunto U abierto no vaćıo,
⋃
n∈Z T

n(U) = X.

4. Para cada conjunto U abierto no vaćıo, existe N ∈ N tal que
⋃N
n=−N T

n(U) = X.

5. Para cada x ∈ X y cada vecindad U de x, el conjunto N(x, U) = {n ∈ N : T n(x) ∈ U}
es sindético, i.e., existe K ∈ N con N(x, U) + {1, . . . , K} = Z.

Además se puede mostrar que todo sistema tiene subsistemas minimales.
Mencionamos ahora los conceptos de proximalidad y distalidad que son centrales en

Dinámica Topológica desde los teoremas Estructurales de Furstenberg.
El sistema (X,T ) es distal si para cada par de puntos distintos x, y ∈ X,

ı́nf
n∈Z

d(T nx, T ny) > 0.

En un sistema cualquiera, pares satisfaciendo lo anterior son llamados pares distales. Los
puntos x e y son proximales si infn∈Zd(T nx, T ny) = 0. Denotamos por P(X) los pares
proximales en (X,T ). Cuando el contexto sea claro, escribiremos P en lugar de P(X).

Ligado a los conceptos anteriores aparecen clases especiales de sistemas. Decimos que un
sistema (X,T ) es

1. Una isometŕıa si se preserva la distancia, i.e., d(x, y) = d(Tx, Ty) en cada x, y ∈ X.

2. Equicontinuo si para todo ε > 0 hay un δ > 0 tal que si d(x, y) < δ, entonces se tiene
que d(T nx, T ny) < ε para todo n ∈ Z.

3. Distal si P(X) = ∆X = {(x, x) : x ∈ X}, i.e., no hay pares proximales no triviales.

Sigue de las definiciones que una isometŕıa es un sistema equicontinuo y un sistema
equicontinuo es un sistema distal. Además, cuando el sistema es equicontinuo y minimal se
prueba que es conjugado a una isometŕıa minimal.

En la siguiente proposición se resume algunas propiedades clásicas de los sistemas distales.

Proposición 2.3 (ver [2], caps. 5 y 7).

1. El producto cartesiano de una familia finita de sistemas distales es distal.

2. Si (X,T ) es un sistema distal e Y es un subconjunto cerrado e invariante de X, entonces
(Y, T ) es distal.

3. Un sistema transitivo y distal es minimal.

4. Un factor de un sistema distal es distal.

5. Sea π : X → Y un factor entre los sistemas distales (X,T ) e (Y, T ). Si (Y, T ) es
minimal, entonces π es una función abierta.

5



2.2. Factores y conjugaciones entre s.d.t. Caṕıtulo 2

2.2. Factores y conjugaciones entre s.d.t.

Recordemos que un factor π : (X,T )→ (Y, T ) es una función continua y sobreyectiva que
conmuta con las transformaciones.

Notemos que una relación de equivalencia R ⊆ X ×X cerrada y T -invariante define un
factor πR : (X,T )→ (X/R, T ), x 7→ [x]R. Rećıprocamente, cada factor π : X → Y define la
relación de equivalencia cerrada y T -invariante Rπ = {(x, x′) : π(x) = π(x′)}.

Hay clases importantes de factores que se definen a partir de los conceptos de distalidad
y proximalidad mencionados anteriormente.

Si π : X → Y es un factor entre sistemas, decimos que (X,T ) es una extensión

1. Proximal si π(x) = π(y)⇒ (x, y) ∈ P(X).

2. Distal si π(x) = π(y) y x 6= y ⇒ (x, y) 6= P(X).

3. Isométrica si π(x) = π(y)⇒ d(x, y) = d(T nx, T ny) ∀n ∈ Z.

4. Casi finito a uno si {x ∈ X : |π−1(π(x))| <∞} es un conjunto Gδ denso.

5. Casi N a uno si {x ∈ X : |π−1(π(x))| = N} es un conjunto Gδ denso.

2.2.1. Factor equicontinuo maximal

En esta sección, mostramos un ejemplo importante de factor asociado a un sistema dinámi-
co topológico, que ha motivado importantes generalizaciones que han contribuido a recientes
y notables desarrollos en Dinámica Topológica y Teoŕıa Ergódica. Sea π : X → Y un factor
entre los s.d.t. (X,T ) e (Y, T ). Decimos que (Y, T ) es un factor equicontinuo de (X,T ) si
(Y, T ) es un s.d.t. equicontinuo. Puede haber un amplio espectro de factores equicontinuos
asociados a un sistema, pero un teorema clásico afirma lo siguiente (ver [2], cap. 9).

Teorema 2.4. Sea (X,T ) un s.d.t. Entonces existe un factor equicontinuo maximal, i.e., un
factor (Y, T ) equicontinuo, tal que si (Z, T ) es un factor equicontinuo de (X,T ), entonces
(Z, T ) también es factor de (Y, T ).

Al factor equicontinuo maximal de (X,T ) lo anotamos (Xeq, T ). Si (Z, T ) es cualquier
factor equicontinuo de (X,T ) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X

πeq

��

p

  
Xeq peq

// Z

El siguiente concepto permite construir expĺıcitamente el factor equicontinuo maximal
a través de una relación de equivalencia cerrada e invariante. Esta construcción permite
generalizar el concepto de factor equicontinuo maximal, como mostraremos en §6.

Sea (X,T ) un s.d.t. y x, y ∈ X. Decimos que x, y son regionalmente proximales si para
cada δ > 0 y para cada ε > 0 existen x̄, ȳ ∈ X y existe n ∈ Z con d(x, x̄) < δ, d(y, ȳ) < δ
y d(T n(x̄), T n(ȳ)) < ε. Escribimos RP(X) a los pares regionalmente proximales y cuando
no haya confusión, anotaremos simplemente RP. Un resultado clásico es que en un sistema
minimal RP(X) es una relación de equivalencia.

En cualquier sistema dinámico topológico se pueden definir los factores distal y equicon-
tinuo maximal y se determinan por las relaciones P(X) y RP(X).
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Teorema 2.5 ([18]). Sea (X,T ) un s.d.t. y sean SD y Seq las relaciones de equivalencia ce-
rradas, T -invariantes más pequeñas que contienen a P(X) y RP(X) respectivamente. Luego
XD = (X/SD, T ) y Xeq = (X/Seq, T ) son el factor distal y equicontinuo maximal respectiva-
mente.

Análogamente a ser factor equicontinuo maximal, ser factor distal maximal significa que
si (Z, T ) es un factor distal de (X,T ), entonces (Z, T ) también es un factor de (XD, T )

En particular, (Xeq, T ) es factor de (XD, T ) y se tiene entonces el siguiente diagrama

X

πD
��

πeq

""
XD ρ

// Xeq

2.3. Sistemas Dinámicos Abstractos

Un sistema dinámico abstracto es una tupla (X,X , µ, T ), donde (X,X , µ) es un espa-
cio de probabilidad y T : X → X es una función X -X -medible que preserva la medida,
i.e., Tµ(B) := µ(T−1B) = µ(B) para todo B ∈ X . A menudo, un s.d.a. (X,X , µ, T ) lo
escribiremos como (X,µ, T ), omitiendo la σ-álgebra X .

Sea (X,µ, T ) un s.d.a. Un conjunto medible A ∈ X se dice invariante si µ(A∆T−1A) = 0,
donde A∆B = (A\B)∪(B\A). La familia de conjuntos invariantes I forma una sub-σ-álgebra
de X . El s.d.a. (X,µ, T ) se dice ergódico si no existen conjuntos invariantes no triviales, i.e., si
A ∈ X y µ(A∆T−1A) = 0 entonces necesariamente µ(A) = 0 o µ(A) = 1, o equivalentemente,
si la sigma-álgebra I de conjuntos invariantes es trivial. También decimos que µ es ergódica
para (X,T ).

Un factor de un s.d.a. (X,µ, T ) es otro s.d.a. (Y, ν, S) tal que existe una función X -Y-
medible p : X ′ ⊆ X → Y ′ ⊆ Y con µ(X ′) = ν(Y ′) = 1 que satisface pµ = ν y S ◦p = p◦T . A
la función p le llamaremos igualmente factor. Si p es invertible, los dos sistemas son isomorfos
(en el sentido medible) y p es un isomorfismo. Diremos que (X,µ, T ) es extensión finita de
(Y, ν, S) si hay un factor p : X → Y tal que p−1(y) es finito ν-c.s. Escribiremos también p :
X → Y ó p : (X,T )→ (Y, S) ó p : (X,µ, T )→ (Y, ν, S) para denotar un factor (entre s.d.a.
) y en ocasiones, en un leve abuso de notación y cuando no haya ambigüedad, denotaremos
todas las transformaciones (incluyendo posiblemente aquellas en sistemas distintos) por T .

Se tiene además que hay una correspondencia entre sub-σ-álgebras T -invariantes de X
con sus factores (en el sentido de medida).

2.3.1. Relación entre s.d.t. y s.d.a.

En esta memoria el objeto de estudio son sistemas dinámicos topológicos. Sin embargo,
los sistemas dinámicos abstractos aparecen como una herramienta importante en su estudio,
por lo cual mostramos resultados clásicos que relacionan tales conceptos.

Sea (X,T ) un s.d.t. y consideremos la σ-algebra de Borel B(X) generada por los abiertos
de X. Denotemos por M(X) el conjunto de medidas de probabilidad definidas sobre B(X)
y M(X,T ) = {µ ∈ M(X) : Tµ = µ} el conjunto de medidas T -invariantes. Los siguientes
teoremas clásicos ligan los s.d.t. con los s.d.a. (ver por ejemplo [49])

Teorema 2.6 (Krylov-Bogolioubov). Sea (X,T ) un s.d.t. Entonces M(X,T ) es no vaćıo.
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Se tienen además las siguientes propiedades de M(X,T )

Teorema 2.7. Sea (X,T ) un s.d.t. , luego

1. M(X,T ) es un subconjunto compacto de M(X).

2. M(X,T ) es convexo.

3. µ ∈ M(X,T ) es un punto extremo de M(X,T ) si y sólo si (X,µ, T ) es un s.d.a.
ergódico. En este caso, decimos que µ es una medida ergódica.

4. Si µ, ν ∈M(X,T ) son dos médidas ergódicas, entonces µ = ν ó µ ⊥ ν.

Aśı, si (X,T ) es un s.d.t., siempre existe una medida invariante (o ergódica) µ que permite
estudiarlo como un s.d.a.

2.3.2. Ergodicidad

Recordemos que para un sistema (X,T ) una medida µ ∈ M(X,T ) es ergódica cuando
la sub-σ-álgebra de los conjuntos invariantes es trivial. Algunas caracterizaciones clásicas de
medidas ergódicas se listan a continuación (ver por ejemplo [49])

Teorema 2.8. Sea (X,T ) un sistema y µ ∈M(X,T ). Entonces, son equivalentes

1. µ es ergódica.

2. Todo f ∈ L1(µ) tal que f = f ◦ T , es constante µ-c.s.

3. Para cada f ∈ C(X), 1
n

∑n−1
k=0 f ◦ T k converge µ-c.s. a una constante.

4. ∀f ∈ L1(µ)

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k L1

→
∫
fdµ.

5. ∀f, g ∈ L2(µ)

1

n

n−1∑
k=0

∫
f ◦ T kgdµ L2

→
∫
fdµ

∫
gdµ.

6. ∀f ∈ C(X)∀g ∈ L1(µ)

1

n

n−1∑
k=0

∫
f ◦ T kgdµ µ→

∫
fdµ

∫
gdµ.

7. Si m ∈M(X) y m� µ, entonces

1

n

n−1∑
k=0

T km ⇀ µ.

8. Todo valor propio del operador UT : L2(µ)→ L2(µ) definido por UTf = f ◦T es simple.

8
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2.3.3. Única Ergodicidad

En esta sección mostramos aquellos sistemas (X,T ) para los cuales M(X,T ) es lo más
pequeño posible, i.e., contiene un solo miembro. Un sistema (X,T ) es únicamente ergódico
si existe solo una medida de probabilidad invariante.

Si (X,T ) es únicamente ergódico y M(X,T ) = {µ}, entonces µ es ergódica puesto que
es un punto extremo de M(X,T ) (Teorema 2.7(3)).

Cuando un sistema es únicamente ergódico tenemos un comportamiento mucho más fuerte
en la convergencia de los promedios ergódicos

Teorema 2.9. Sea (X,T ) un sistema. Entonces, son equivalentes

1. (X,T ) es únicamente ergódico

2. Para cada f ∈ C(X), 1
n

∑n−1
k=0 f ◦ T k converge uniformemente a una constante.

3. Para cada f ∈ C(X), 1
n

∑n−1
k=0 f ◦ T k converge puntualmente a una constante.

4. Existe µ ∈M(X,T ) tal que para todo f ∈ C(X) y todo x ∈ X

1

n

n−1∑
k=0

f(T kx)→
∫
fdµ.

Además el concepto de única ergodicidad está relacionado con el de minimalidad

Teorema 2.10. Sea (X,T ) un sistema únicamente ergódico y M(X,T ) = {µ}. Entonces
(X,T ) es minimal si y sólo si µ(U) > 0 para todo abierto no vaćıo U ⊂ X, i.e., supp(µ) = X.

Esto motiva la siguiente definición

Definición 2.11. Un sistema (X,T ) se dice estrictamente ergódico si es únicamente ergódico
y el soporte de la única medida invariante es todo X.

Finalmente exponemos un resultado clásico que relaciona la única ergodicidad con siste-
mas equicontinuos minimales (ver [17])

Teorema 2.12. Un sistema equicontinuo minimal es estrictamente ergódico.
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Caṕıtulo 3

Paraleleṕıpedos en sistemas dinámicos

En este caṕıtulo desarrollamos la noción de paraleleṕıpedo, introducida en [33], la cual
ha sido de gran utilidad en desarrollos recientes en Dinámica Topológica y Teoŕıa Ergódica,
siendo la base de un importante Teorema de Estructura demostrado en [33] que mencionamos
en §4.

3.1. Paraleleṕıpedos

Sea X un conjunto, d ≥ 1 un entero y escribamos [d] = {1, . . . , d}. Vemos el conjunto
{0, 1}d de dos maneras, como una secuencia ε = ε1 . . . εd de ceros y unos escritos sin comas
ni parentesis; o como un subconjunto de [d]. Un subconjunto ε corresponde a la secuencia
ε1 . . . εd ∈ {0, 1}d tal que εi = 1 si y sólo si i ∈ ε. Por ejemplo 0 = 0 . . . 0 corresponde al
conjunto vaćıo.

Si n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd y ε ⊂ [d], definimos

n · ε =
d∑
i=1

εini =
∑
i∈ε

ni .

Denotamos X [d] = X2d . Un punto x ∈ X [d] puede ser escrito de dos maneras equivalentes,
dependiendo del contexto,

x = (xε : ε ∈ {0, 1}d) = (xε : ε ⊆ [d]).

A modo de ejemplo, los puntos en X [2] son de la forma

(x00, x10, x01, x11) = (xφ, x{1}, x{2}, x{1,2}),

y puntos en X [3] son de la forma

(x000, x100, x010, x110, x001, x101, x011, x111) = (x∅, x{1}, x{2}, x{1,2}, x{3}, x{1,3}, x{2,3}, x{1,2,3}).

Para x ∈ X, escribimos x[d] = (x, . . . , x) ∈ X [d]. La diagonal de X [d] es el conjunto ∆[d] =
{x[d] : x ∈ X}. Normalmente, cuando d = 1, denotaremos la diagonal por ∆X ó ∆ en vez de
∆[1].

Un punto x ∈ X [d] puede ser descompuesto en x = (x′,x′′) con x′,x′′ ∈ X [d−1], donde
x′ = (xε0 : ε ∈ {0, 1}d−1) y x′′ = (xε1 : ε ∈ {0, 1}d−1). También podemos aislar la primera
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coordenada, escribiendo un punto x ∈ X [d] como x = (x∅, x∗), donde x∗ = (xε : ε ⊂ [d], ε 6=
∅) ∈ X [d]

∗ := X2d−1.
Identificando {0, 1}d con los vértices del cubo unitario euclideano, una isometŕıa euclidea-

na del cubo permuta los vértices del cubo y por lo tanto las coordenadas de x ∈ X [d]. Estas
permutaciones se denominan permutaciones euclideanas de X [d]. Ejemplos de permutacio-
nes euclideanas son permutaciones de d́ıgitos, siendo permutaciones en {0, 1}d inducidas por
permutaciones del conjunto [d]; y simetŕıas, formadas al reemplazar εi por 1− εi para algún
i ∈ [d]. Para d = 2, un ejemplo de permutación de d́ıgitos es (00, 10, 01, 11)→ (00, 01, 10, 11)
y (00, 10, 01, 11)→ (10, 00, 11, 01) es una simetŕıa en la primera posición. Las permutaciones
euclideanas son aquellas formadas por composiciones de permutaciones de d́ıgitos y simetŕıas.

3.2. Paraleleṕıpedos dinámicos

En esta sección mostramos como formar paraleleṕıpedos utilizando la dinámica de un
sistema dinámico topológico. Esta construcción, como veremos más adelante, puede decir
muchas propiedades del sistema dinámico mismo.

Definición 3.1. Sea (X,T ) un s.d.t. y d ∈ N. Definimos Q[d](X) como la cerradura en X [d]

de elementos de la forma

(Tn·ε(x) : ε = (ε1, . . . , εd) ∈ {0, 1}d),

donde n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd y x ∈ X. Cuando no haya ambigüedad escribiremos simplemente
Q[d] en vez de Q[d](X). Un elemento en Q[d](X) se llamará un paraleleṕıpedo dinámico de
dimensión d.

A modo de ejemplo, Q[2] es la clausura en X [2] = X4 del conjunto

{(x, Tmx, T nx, T n+mx) : x ∈ X,n,m ∈ Z},

y Q[3] es la clausura en X [3] = X8 del conjunto

{(x, Tmx, T nx, T n+mx, T px, T p+mx, T p+nx, T p+n+mx) : x ∈ X,n,m, p ∈ Z}.

En cada caso, los ı́ndices m,n y m,n, p pueden ser tomados en N en vez de Z, dando
origen al mismo objeto. Esto es obvio cuando T es invertible, pero también se puede mostrar
sin tal supuesto.

Algunas propiedades estructurales básicas de Q[d] son:

1. x[d] ∈ Q[d] para todo x ∈ X.

2. Q[d] es invariante bajo permutaciones euclideanas.

3. Si x ∈ Q[d], entonces (x,x) ∈ Q[d+1].

No es dif́ıcil notar que si π : X → Y es un factor entre los s.d.t. (X,T ) e (Y, T ), entonces
Q[d](Y ) = π[d](Q[d](X)) donde π[d] = π × π × · · · × π (2d veces).

Podemos reformular la definición de Q[d] usando cierto grupo de transformaciones en X [d].
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Definición 3.2. Sea (X,T ) un s.d.t. y d ∈ N. La transformación diagonal de X [d] es la
transformación T [d] : X [d] → X [d], donde (T [d]x)ε = Txε para x ∈ X [d] y ε ⊂ [d].

Para cada j ∈ [d], la transformación de fase T
[d]
j : X [d] → X [d] está definida para x ∈ X [d]

y ε ⊂ [d] como

T
[d]
j x =

{
(T

[d]
j x)ε = Txε si j ∈ ε

(T
[d]
j x)ε = xε si j /∈ ε

El grupo de fase de dimensión d es el grupo F [d](X) de transformaciones en X [d] gene-
radas por las transformaciones de fase. El grupo paraleleṕıpedo de dimensión d es el gru-
po G [d](X) generado por la transformación diagonal y por las transformaciones de fase.
Normalmente escribiremos F [d] y G [d] en vez de F [d](X) y G [d](X), respectivamente. Para
F [d] y G [d], usaremos notación similar a la usada para X [d]: un elemento S de cualquie-
ra de estos grupos se escribirá S = (Sε : ε ∈ {0, 1}d} = (Sε : ε ⊆ [d]}). En particular,
F [d](X) = {S ∈ G [d](X) : S∅ = Id}.

Notamos que el grupo G [d] satisface propiedades análogas a Q[d]:

1. T [d] ∈ G [d];

2. G [d] es invariante bajo permutaciones euclideanas;

3. Si S ∈ G [d], entonces (S, S) ∈ G [d+1].

Además, para S ∈ F [d] se tiene que (S, S) ∈ F [d]; aśı como F [d] es invariante bajo permuta-
ciones de d́ıgitos.

x001 x110 x001 x110

x101 x111

T
[3]
1 // T (x101) T (x111)

x000 x010 x000 x010

x100 x110 T (x100) T (x110)

x001 x110 x001 T (x110)

x101 x111

T
[3]
2 // x101 T (x111)

x000 x010 x000 T (x010)

x100 x110 x100 T (x110)

x001 x110 T (x001) T (x110)

x101 x111

T
[3]
3 // T (x101) T (x111)

x000 x010 x000 x010

x100 x110 x100 x110

Figura 3.1: Transformaciones de fase en X [3].

12
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Si se piensa en las coordenadas de x como los vértices de un cubo, estas transformaciones
corresponden a iterar la transformación en una sola cara. Por ejemplo, para k = 3, en la
Figura 3.1 se muestran las transformaciones de fase asociadas. Cada una cambia los valores
indexados por los śımbolos pintados en rojo.

La siguiente proposición sigue directamente de las definiciones.

Proposición 3.3. Sea (X,T ) un sistema y d ∈ N. Entonces Q[d] es la clausura en X [d] de

{Sx[d] : S ∈ F [d], x ∈ X}.

Si x es un punto transitivo de X, entonces Q[d] es la órbita cerrada de x[d] bajo la acción del
grupo G [d].

Si, para x ∈ X y d ∈ N denotamos

Q[d](x) = {y ∈ Q[d] : y∅ = x}

entonces se tiene la siguiente propiedad útil.

Proposición 3.4 ([33]). Para x ∈ X y d ∈ N, Q[d](x) es la órbita cerrada de x[d] bajo la
acción del grupo F [d].
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Caṕıtulo 4

Nilvariedades y nilsistemas

En este caṕıtulo definimos las nilvariedades y nilsistemas, que son sistemas de interés en
esta memoria. Antes de definir estos objetos, es necesario introducir el concepto de Grupo
de Lie. Dedicaremos la siguiente subsección a tal propósito, sin ambición de entrar en mayor
detalles. Para una referencia más general a este tema ver [23] o [26].

4.1. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G ó (G, ·) es un grupo (en el sentido abstracto) que además es una
variedad diferenciable, donde las operaciones son compatibles con la diferenciabilidad, es
decir:

(g, h)→ g · h := gh

g → g−1

son funciones diferenciables de G×G→ G y de G→ G respectivamente. En este contexto,
al decir diferenciable queremos decir infinitamente diferenciable.

Un resultado clásico en grupos de Lie es que las nociones de conexidad y arco-conexidad
son equivalentes. Diremos que un grupo de Lie G es conexo, si G es conexo o, equivalentemen-
te, arco-conexo en el sentido topológico. También diremos que el grupo de Lie G es compacto
si G es compacto en el sentido topológico; la dimensión de un grupo de Lie será su dimen-
sión como variedad (real). Y aśı, en general, para cualquier noción de grupos y variedades
diferenciables.

Un homomorfismo de grupos de Lie de un grupo de Lie G a otro H es una función
σ : G → H diferenciable que es un homomorfismo de grupos. Si σ es invertible y si inversa
también es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces decimos que σ es un isomorfismo
de grupos de Lie, que G y H son isomorfos como grupos de Lie y anotamos G ∼=L H. Si
σ : G→ G es un isomorfismo de grupos de Lie, decimos que σ es un automorfismo de grupos
de Lie; el conjunto de automorfismos de un grupo de Lie es un grupo para la composición.
La definición de homomorfismo para grupos de Lie se puede relajar gracias a la siguiente
proposición (ver [7])

Proposición 4.1. Sea G y H dos grupos de Lie y σ : G → H un homomorfismo de grupos
que es continuo. Entonces σ es diferenciable y por lo tanto es un homomorfismo de grupos
de Lie. En particular, un grupo topológico tiene a lo más una estructura de grupo de Lie.
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Ejemplo.

1. (Rn,+) es un grupo de Lie conexo.

2. (Kn, ·), donde K es el ćırculo S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Es un grupo de Lie compacto y
conexo. Además (Kn, ·) es isomorfo como grupo de Lie a (Tn,+), donde Tn = Rn/Zn
es el toro n-dimensional, v́ıa el isomorfismo de grupos de Lie

(x1, . . . , xn) ∈ Tn 7→ (e2iπx1 , . . . , e2iπxn) ∈ Kn

.

3. Sea GLn = {A ∈ Mn×n(R) : A es invertible } el grupo lineal general. Es una variedad
n2-dimensional, y con la multiplicación usual de matrices resulta ser un grupo de Lie.
Consta de dos componentes conexas que son subgrupos y son isomorfas entre ellas,
GL+

n = {A ∈Mn×n(R) : det(A) > 0} y GL−n = {A ∈Mn×n(R) : det(A) < 0}.

4. Sea O(n) = {A ∈ Mn×n(R) : ATA = Id}, con la multiplicación usual de matrices.
Es un grupo de Lie que se denomina grupo ortogonal y consta de dos componentes
conexas, O(n)+ = {A ∈ O(n) : det(A) = 1} y O(n)− = {A ∈ O(n) : det(A) = −1}.

5. Sea SO(n) = O(n)+ = {A ∈ O(n) : det(A) = 1} con la multiplicación usual de matri-
ces. Resulta ser un grupo de Lie conexo y se le denomina el grupo especial ortogonal.

6. Sea G =
{(

1 x z
0 1 y
0 0 1

)
: x, y, z ∈ R

}
con la multiplicación usual de matrices. Es un grupo

de Lie conexo y se denomina el grupo de Heisenberg.

7. Una variación del ejemplo anterior es G =
{(

1 z y
0 1 x
0 0 1

)
: x, y ∈ R, z ∈ Z

}
con la multipli-

cación usual de matrices. Es un grupo de Lie disconexo.

8. Sea

Hn =





1 x1 x2 . . . xn z
1 0 . . . 0 y1

. . . . . .
...

...
1 0 yn−1

0 1 yn
1


: x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z ∈ R


con la multiplicación de matrices. Es un grupo de Lie y es la generalización más simple
del grupo de Heisenberg.

9. Sea

Un =




1 a12 . . . . . . a1n

1 a23 . . . a2n

. . .

0 1 an−1,n

1

 : aij ∈ R si j − i ≥ 1


con la multiplicación usual de matrices. Es un grupo de Lie y lo llamaremos el grupo
de Heisenberg de orden n.
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10. Sea G = R× R×K y definamos la operación

(x1, y1, z1) ∗ (x2, y2, z2) 7→ (x1 + x2, y1 + y2, e
ix1y2z1z2)

Se puede probar que G es un grupo de Lie y que no es isomorfo como grupo, y por lo
tanto como grupo de Lie, a ningún grupo matricial.

Otro resultado folklórico de grupos de Lie es

Teorema 4.2. Sea G un grupo de Lie conexo n-dimensional. Entonces,

1. Si n = 1, G es abeliano.

2. Si G es abeliano, existe k ∈ {0, . . . , n} tal que G ∼=L Tk × Rn−k.

En particular los únicos grupos de Lie conexos unidimensionales son, salvo isomorfismos,
(R,+) y (K, ·). Sigue aśı que el único grupo de Lie conexo y compacto de dimensión 1 es
(K, ·), salvo isomorfismos de grupos de Lie como lo son, por ejemplo, (T,+) y SO(2).

Además, todo subgrupo cerrado de un grupo de Lie es también un grupo de Lie o es
discreto.

4.2. Nilsistemas

Sea G un grupo y [·, ·] el conmutador asociado, i.e., [a, b] = a−1b−1ab en cada a, b ∈ G.
Dados subgrupos A,B ⊆ G, escribimos [A,B] para denotar al subgrupo generado por {[a, b] :
a ∈ A, b ∈ B}. Se definen inductivamente los subgrupos conmutadores Gj como:

G1 = G

Gk+1 = [G,Gk] k ≥ 1

Decimos que G es un grupo nilpotente de orden d si Gd+1 es el subgrupo trivial.

Ejemplo.

1. El grupo nilpotente de orden 0 es el grupo trivial.

2. Un grupo es nilpotente de orden 1 si y sólo si es abeliano.

3. El grupo de Heisenberg definido en §4.1 es nilpotente de orden 2.

4. Los grupos Hn definidos en §4.1 son nilpotentes de orden 2.

5. Los grupos de Heisenberg Un definidos en §4.1 son nilpotentes de orden n− 1.

Definición 4.3. Dado un grupo de Lie G nilpotente de orden d y Γ un subgrupo discreto
cocompacto de G, decimos que X = G/Γ es una nilvariedad de orden d. Los elementos de X
se anotan como hΓ donde h ∈ G. En X consideramos la acción T dada por la traslación por
la izquierda por un elemento g ∈ G fijo, i.e., T (hΓ) = ghΓ. El sistema (X,T ) resulta ser un
s.d.t. Sea µ la medida de Haar de (X,T ), i.e., la única medida de probabilidad invariante por
rotaciones en el grupo. Notamos que (X,µ, T ) resulta ser un s.d.a. y tanto al s.d.t. (X,T )
como al s.d.a. (X,µ, T ) los llamaremos nilsistema (básico) de orden d o d-nilsistema (básico).
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Sigue de la definición que la dimensión de una nilvariedad coincide con la del grupo de
Lie subyacente puesto que el denominador del cuociente es un subgrupo discreto. En virtud
del Teorema 4.2 se tiene que

Observación 4.4. Sea X = G/Γ una nilvariedad tal que G es un grupo de Lie conexo n-
dimensional. Entonces,

1. Si n = 1, X es nilvariedad de orden 1.

2. Si G es abeliano, X = Tn salvo isomorfismos de grupos de Lie.

Y por lo tanto, la única nilvariedad conexa y unidimensional es (T,+), salvo isomorfismos
de grupos de Lie. Es claro también que cualquier grupo de Lie nilpontente compacto es
también una nilvariedad: basta tomar cuociente por el subgrupo trivial.

Ejemplo.

1. La rotación Rα : x 7→ x + α en un grupo de Lie nilpotente compacto es un nilsistema
de orden d, donde d es el grado de nilpotencia del grupo.

2. Sea
G =

{(
1 z y
0 1 x
0 0 1

)
: x, y ∈ R, z ∈ Z

}
y Γ =

{(
1 m k
0 1 n
0 0 1

)
: n,m, k ∈ Z

}
Es fácil ver que podemos identificar T × T con G/Γ asociando a (x, y) ∈ T × T el

elemento
(

1 0 y
0 1 x
0 0 1

)
Γ.

Consideremos la acción T dada por la multiplicación por g =
(

1 1 0
0 1 α
0 0 1

)
y notemos que(

1 1 0
0 1 α
0 0 1

)(
1 0 y
0 1 x
0 0 1

)
Γ =

(
1 1 x+y
0 1 x+α
0 0 1

)
Γ =

(
1 0 x+y
0 1 x+α
0 0 1

)
Γ

El sistema (G/Γ, T ) es un nilsistema de orden 2 y se conoce como el toro torcido. Este
sistema será relevante en nuestro estudio.

3. El sistema de Heisenberg de orden n, dado por (Un/Γn, T ) donde

Un =


 1 a12 ... ... a1n

1 a23 ... a2n
...

0 1 an−1,n

1

 : aij ∈ R si j − i ≥ 1


Γn =


 1 m12 ... ... m1n

1 m23 ... m2n

...
0 1 mn−1,n

1

 : mij ∈ Z si j − i ≥ 1


y T es la multiplicación por un elemento g ∈ Un, es un nilsistema de orden n− 1.

En lo que sigue mencionaremos algunas propiedades topológicas y medibles de los nilsis-
temas.

Teorema 4.5 ([4]). Todo nilsistema es distal.

Se observa una conexión estrecha entre la teoŕıa medible y topológica de nilsistemas (lo
que se conoce como rigidez). Un teorema importante que exhibe este hecho es el siguiente

17



4.2. Nilsistemas Caṕıtulo 4

Teorema 4.6 ([40]). Sea (X = G/Γ, T ) un nilsistema y µ su medida de Haar. Entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

1. (X,T ) es transitivo.

2. (X,T ) es minimal.

3. (X,T ) es únicamente ergódico.

4. (X,T ) es estrictamente ergódico.

5. (X,µ, T ) es ergódico.

Sea (X = G/Γ, µ, T ) un nilsistema de orden d, donde T (hΓ) = ghΓ. Definimos (G/Γ)ab =
G/[G,G]Γ y π : G/Γ→ G/[G,G]Γ la proyección canónica. Se tiene que G/[G,G]Γ es isomorfo

a Rmab/Zmab donde mab = dim(G)− dim([G,G]). Sea T̃ la rotación inducida en (G/Γ)ab por

π(g). Decimos que ((G/Γ)ab, T̃ ) es la abelianización del nilsistema (G/Γ, T ). La importancia
de la abelianización de un nilsistema viene dada por el siguiente criterio de ergodicidad.

Teorema 4.7 ([4]). Sea (G/Γ, µ, T ) un nilsistema donde T es la traslación por g ∈ G y sea
(G/[G,G]Γ, T ) su abelianización. Supongamos que G está generado por G0, la componente
conexa de la identidad, y por el elemento g ∈ G. Luego (G/Γ, µ, T ) es ergódico si y sólo si la

rotación ((G/Γ)ab, T̃ ) es ergódica.

Ejemplo. En el grupo de Heisenberg clásico

G =
{(

1 x z
0 1 y
0 0 1

)
: x, y, z ∈ R

}
y Γ =

{(
1 n k
0 1 m
0 0 1

)
: n,m, k ∈ Z

}
.

Es fácil ver que

[G,G] =
{(

1 0 z
0 1 0
0 0 1

)
: z ∈ R

}
y por lo tanto

[G,G]Γ =
{(

1 n z
0 1 m
0 0 1

)
: z ∈ R n,m ∈ Z

}
Luego G/[G,G]Γ =

{(
1 x 0
0 1 y
0 0 1

)
: x, y ∈ [0, 1)

}
. Si consideramos en G/Γ la traslación dada por

g =
(

1 a c
0 1 b
0 0 1

)
, vemos que (G/[G,G]Γ, T ) es isomorfo a (T×T, T̃ ) donde T̃ (x, y) = (x+a, y+b).

Esta transformación es ergódica en T×T si y sólo si {1, a, b} son linealmente independientes
sobre Q. Como G es conexo (es homeomorfo a R3), concluimos que la traslación dada por g
en G/Γ es ergódica si y sólo si {1, a, b} son l.i. sobre Q.

Similarmente, en el grupo de Heisenberg Un de orden n, se puede ver que la ergodicidad
depende de la independencia lineal sobre Q de la superdiagonal.

El caso no ergódico en general se puede ignorar en las aplicaciones, gracias al siguiente
teorema

Teorema 4.8 ([38]). Sea (G/Γ, µ, T ) un nilsistema donde T es la traslación por g ∈ G. Sea
x0 ∈ G/Γ y consideremos Y = ō(x0). Luego, existe un subgrupo G′ ⊆ G tal que g ∈ G′,
Γ′ = Γ ∩ G′ es cocompacto en G′ e Y = G′/Γ′. Como (Y, T |Y ) es transitivo, resulta ser
minimal y ergódico.
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En el desarrollo de la teoŕıa de nilsistemas son relevantes los ĺımites inversos de éstos. La
principal razón es que los ĺımites inversos de nilsistemas no son nilsistemas, salvo si todos los
grupos son abelianos (i.e., orden 1).

Definición 4.9 (Ĺımites inversos secuenciales).
Caso topológico:

Sea {(Xi, Ti)}i∈N una familia de s.d.t. y supongamos que existen factores πi : Xi+1 → Xi.
Sea X el conjunto

X = {(xi)i∈N : πi(xi+1) = xi}.

Sea di la métrica de Xi. A X lo dotamos de la métrica

d(x, y) =
∑
i∈N

di(xi, yi)

2i

resulta ser un espacio métrico compacto y las transformaciones Ti definen una transformación
T =

∏
i∈N

Ti en X. Anotamos (X,T ) = ĺım
←−

(Xi, Ti) y decimos que el s.d.t. (X,T ) es el ĺımite

inverso de los s.d.t. (Xi, Ti).

Caso medible:
Sea {(Xi,Xi, µi, Ti)}i∈N una familia de s.d.a. y supongamos que existen factores (en el

sentido medibles) πi : Xi+1 → Xi. Sea X el conjunto

X = {(xi)i∈N : πi(xi+1) = xi}.

Sea pi la proyección de X en Xi, i.e., pi((xj)j∈N) = xi. A X lo dotamos de la σ-álgebra X
generada por p−1

i (Xi), i ∈ N y con la medida µ definida en el álgebra
⋃
n∈N p

−1
i (Xi) como

µ(p−1
i (B)) = µi(B) para B ∈ Xi, i ∈ N. Luego (X,X , µ) es un espacio de probabilidad. Si

T =
∏
i∈N

Ti, anotamos (X,X , µ, T ) = ĺım
←−

(Xi,Xi, µi, Ti) y decimos que el s.d.a. (X,X , µ, T ) es

el ĺımite inverso de los s.d.a. (Xi,Xi, µi, Ti).

Muchas propiedades dinámicas pasan hacia el ĺımite inverso como minimalidad, distalidad
y única ergodicidad.

El siguiente teorema permite caracterizar los ĺımites inversos de nilsistemas usando la
noción de paraleleṕıpedo dinámico.

Teorema 4.10 (Teorema Estructural de Host-Kra-Maass). Sea (X,T ) un sistema transitivo
y d ≥ 2 un entero. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Si x,y ∈ Q[d](X) tienen 2d − 1 coordenadas en común, entonces x = y.

2. Si x, y ∈ X son tales que (x, y, . . . , y) ∈ Q[d](X), entonces x = y.

3. X es un ĺımite inverso de nilsistemas de orden d− 1.

Un sistema transitivo que satisface alguna de las propiedades equivalentes del teorema
anterior se dice un sistema de orden (d − 1). Además, cuando hablemos de nilsistemas en
genérico, nos referimos tanto a nilsistemas básicos como a ĺımites inversos de nilsistemas.
Y gracias a las propiedades del ĺımite inverso, resultados como los Teoremas 4.5 y 4.6 se
extienden fácilmente a estos sistemas.
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Caṕıtulo 5

Nilfactores medibles, medidas y
seminormas HK

En esta sección exponemos brevemente la teoŕıa de nilsistemas desarrollada por Host y
Kra en el contexto medible, la cual logró resolver la convergencia de algunas medias ergódicas
no convencionales.

Sea (X,µ, T ) un s.d.a. ergódico y d ∈ N. Con el objetivo de probar la convergencia en
L2(µ) de expresiones de la forma

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx) (5.1)

donde f1, . . . , fd ∈ L∞(µ), Host y Kra en [30] demuestran que es necesario y suficiente
probar la existencia de tal expresión en un nilsistema de orden d, usando el concepto de
factor caracteŕıstico introducido por Furstenberg y Weiss en [16].

Definición 5.1. Sea π : (X,X , µ, T ) → (Y,Y , ν, T ) un factor medible. Sean d ∈ N y
f1, . . . , fd ∈ L∞(µ). Decimos que (Y, ν, T ) es un factor caracteŕıstico para los promedios

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx)

si cada vez que E(fi|Y) = 0 para algún i ∈ {1, . . . , d}, se tiene que el ĺımite cuando N →∞
de

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx)

existe en L2(µ) y es igual a 0.

Esta propiedad implica que

ĺım
N→∞

(
1

N

N−1∑
n=0

d∏
i=1

fi(T
inx)− 1

N

N−1∑
n=0

d∏
i=1

E(fi(T
inx)|Y)

)
= 0

en L2(µ) y por lo tanto para probar la convergencia de expresiones de la forma (5.1) es
suficiente probar tal convergencia en un factor caracteŕıstico.
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5.1. Construcción de factores caracteŕısticos Caṕıtulo 5

5.1. Construcción de factores caracteŕısticos

En esta sección mencionamos sin entrar en detalles la construcción de factores carac-
teŕısticos para los promedios (5.1).

Sea (X,µ, T ) un sistema ergódico. En [30], caṕıtulo 3, se define la medida µ[d] en X [d] y
la seminorma HK en L∞(µ), las cuales exponemos a continuación.

5.1.1. Medidas µ[d]

Escribiremos Cz = z la conjugación compleja en C y para ε = (ε1, . . . , εd) ∈ {0, 1}d
denotamos |ε| = ε1 + · · ·+ εd. Definimos la medidas µ[d] inductivamente.

Sea µ[0] = µ en X [0] = X. Como es usual, un punto x ∈ X [d] se escribe como x = (x′,x′′)
con x′,x′′ ∈ X [d−1]. Supongamos que hemos definido µ[d−1] en X [d−1], entonces definimos µ[d]

en X [d] como el producto independiente de µ[d−1] consigo mismo sobre I [d−1], la σ-algebra
de los invariantes de (X [d−1], µ[d−1], T [d−1]). Es decir, si F,G son funciones acotadas en X [d−1]

entonces ∫
X[d]

F (x′)G(x′′)dµ[d](x) =

∫
X[d−1]

E(F |I [d−1])(y) · E(G|I [d−1])(y)dµ[d−1](y)

Notemos con ello que,∫
X[d]

∏
ε∈{0,1}d

C |ε|f(xε)dµ
[d] =

∫
X[d−1]

|E(
∏

η∈{0,1}d−1

C |η|f(xη)|I [d−1])(y)|2dµ[d−1](y) ≥ 0

y se define la cantidad

|||f |||d = (

∫
X[d]

∏
ε∈{0,1}d

C |ε|f(xε)dµ
[d])

1

2d

Se prueba que |||·|||d es una seminorma en L∞(µ) y se denomina la seminorma HK.

Definición 5.2. Sea d ∈ N. Definimos Zd−1(X) como el conjunto

{B ∈ B : ∃A ⊆ X [d]
∗ = X2d−1 tal que 1A(x∗) = 1B(x∅)µ

[d]-c.s. x = (x∅, x∗) ∈ X [d]}

Se prueba que ésta es una sub-σ-álgebra T -invariante y por lo tanto define un factor me-
dible de (X,µ, T ) que denotamos igualmente Zd−1(X), ó Zd−1 cuando no haya ambigüedad.

Lema 5.3. Sea (X,µ, T ) un s.d.a. y f ∈ L∞(µ). Luego

E(f |Zd−1) = 0 si y solamente si |||f |||d = 0

Se concluye del lema que Zd−1 es factor de Zd. Más aun, se tiene el siguiente Teorema
Estructural.

Teorema 5.4 (Teorema Estructural de Host-Kra). Sea (X,µ, T ) un s.d.a. ergódico. Entonces
Zd es un ĺımite inverso (medible) de nilsistemas ergódicos de orden d− 1.

La importancia de este factor viene dada por el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 ([30]). Sea (X,µ, T ) un s.d.a. ergódico y f1, . . . , fd ∈ L∞(µ). Luego Zd(X) es
un factor caracteŕıstico para los promedios

1

N

N−1∑
n=0

f1(T nx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx).

Sea (X,µ, T ) un s.d.a. y d ∈ N. Decimos que (X,T ) es un sistema de orden d (en el
sentido medible) si Zd(X) = X. El factor Zd(X) define el factor de orden d medible maximal
que llamaremos nilfactor medible maximal de orden d, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 5.6 ([30]).

1. Un factor de un sistema de orden d es un sistema de orden d.

2. Sea π : X → Y un factor medible entre los s.d.a. (X,µ, T ) y (Y, ν, T ). Si (Y, ν, T ) es
un sistema de orden d (en el sentido medible), entonces es un factor medible de Zd(X).

3. Un ĺımite inverso (en el sentido medible) de sistemas de orden d es un sistema de
orden d.

5.1.2. Resultados de convergencia

Además de probar la convergencia de los Teoremas Ergódicos no Convencionales, en [30]
se prueban resultados de convergencia promediando en pareleleṕıpedos, los cuales permi-
ten definir funciones duales que han servido en el desarrollo de la teoŕıa topológica de los
nilsistemas.

Teorema 5.7 ([30]). Sean fε, ε ∈ {0, 1}d∗ 2d − 1 funciones en L∞(µ). Luego los promedios

1

Hd

H−1∑
h1,··· ,hd=0

∏
ε∈{0,1}d∗

fε ◦ T ε·h

convergen en L2(µ) cuando H →∞.
Denotando F el ĺımite de los promedios anteriores, se tiene que para toda g ∈ L2(µ)∫

X

g(x)F (x)dµ(x) =

∫
X[d]

g(x∅)
∏
ε⊆[d]
ε 6=∅

fε(xε)dµ
[d](x).

Considerando fε = C |ε|f , con f ∈ L∞(µ), se obtiene,

Corolario 5.8.
1

Hd

H−1∑
h1,··· ,hd=0

∏
ε∈{0,1}d∗

C |ε|f(T ε·hx)

converge en L2(µ) cuando H →∞.
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Este ĺımite se anota Ddf y se denomina la función dual de f . Se prueba además que el

corolario anterior vale también tomando f ∈ L2d(µ), con convergencia en L
2d

2d−1 (µ) y que la
función

Dd : L2d(µ)→ L
2d

2d−1 (µ)

que a f le asocia su dual, es continua.
En [32] se muestran las propiedades de la medida µ[d] y las seminormas HK, cuando

(X = G/Γ, µ, T ) es un nilsistema de orden (d− 1). Para ello, se usa el siguiente teorema:

Teorema 5.9 ([32]).

1. La medida µ[d] es la medida de Haar de una subvariedad Xd de X [d]. Las transformacio-
nes T [d] y T

[d]
j , 1 ≤ i ≤ d, actúan en Xd de manera ergódica (y por lo tanto de manera

únicamente ergódica y minimal).

2. Sea Xd∗ la imagen de Xd bajo la proyección x 7→ x∗ desde X [d] a X
[d]
∗ . Entonces existe

una función suave Φ : Xd∗ → Xd tal que

Xd = {(Φ(x∗),x∗) : x ∈ Xd∗}

3. |||·|||d es una norma en C(X).

4. Para cada x ∈ X, sea Wd,x = {x ∈ Xd : x∅ = x}. Luego Wd,x es únicamente ergódico

bajo las transformaciones T
[d]
j , 1 ≤ j ≤ d.

5. Para cada x ∈ X, sea ρx la medida invariante de Wd,x. Luego, si x ∈ X y g ∈ G,
entonces ρgx (la medida invariante de Wd,gx) es la imagen de ρx bajo la traslación por
g[d] = (g, g, · · · , g).

A partir de este resultado, se prueban mejores convergencias que las establecidas en el
Teorema 5.7.

Proposición 5.10 ([32]). Sean fε, ε ∈ {0, 1}d∗, 2d− 1 funciones continuas en X. Luego los
promedios

1

Hd

H−1∑
h1,··· ,hd=0

∏
ε∈{0,1}d∗

fε(T
ε·hx)→

∫ ∏
ε∈{0,1}d∗

fε(xε)dρx(x)

cuando H →∞. Mas aún, la convergencia es uniforme en x ∈ X.

Corolario 5.11 ([32]). Si f ∈ C(X), entonces

Dd(f) =

∫ ∏
ε∈{0,1}d∗

C |ε|f(xε)dρx(x)

y como es el ĺımite uniforme de

1

Hd

H−1∑
h1,··· ,hd=0

∏
ε∈{0,1}d∗

C |ε|f(T ε·hx)

Ddf resulta ser una función continua.

Además se prueba que Dd : C(X) → C(X) se puede extender a Dd : L2d−1(µ) → C(X).
Del Teorema 5.7 se deduce:

Proposición 5.12 ([33]). Sea (X,T ) un sistema topológico minimal y µ una medida inva-
riante ergódica definida en X. Luego, la medida µ[d] está concentrada en el conjunto Q[d].
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Caṕıtulo 6

Nilfactores topológicos

En esta sección se muestran generalizaciones de la relación de proximalidad regional
RP definida anteriormente en §2.2.1. Similarmente a como RP define el factor equiconti-
nuo maximal, estas relaciones definen los nilfactores topológicos maximales que definimos a
continuación.

Definición 6.1. Sea (X,T ) un s.d.t. y d ∈ N. Decimos que un factor (Y, T ) es el nilfactor
de orden d maximal si (Y, T ) es un sistema de orden d, es factor de (X,T ) y si cada vez que
existe (Z, T ) sistema de orden d que es factor de (X,T ), (Z, T ) también es factor de (Y, T ).
En caso de existir tal (Y, T ) lo escribimos como (Zd, T ), o (Zd(X), T ) en caso de ambigüedad,
y se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

X
p

""
πd
��

Zd(X) pd
// Z

Directo de la definición se ve que si (X,T ) es un s.d.t. y µ es una medida tal que (X,µ, T )
es un s.d.a. , entonces existe un factor medible entre Zd(X) y Zd(X).

6.1. Las relaciones de proximalidad regional

La siguiente definición permite construir los nilfactores maximales en cualquier sistema
dinámico topológico minimal.

Definición 6.2. Sea (X,T ) un s.d.t y d ∈ N. Decimos que los puntos x, y ∈ X son re-
gionalmente proximales de orden d si para cualquier δ > 0, existen x′, y′ ∈ X y un vector
n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd tales que d(x, x′) < δ, d(y, y′) < δ y

d(Tn·εx′, Tn·εy′) < δ ∀ε ∈ {0, 1}d\{0 . . . 0}.

Denotamos por RP[d](X) el conjunto de los pares regionalmente proximales de orden d.
Si el contexto es claro, escribiremos RP[d] en lugar de RP[d](X).

Observamos que RP[1] = RP y que para cada d ∈ N, RP[d+1] ⊆ RP[d]. Notamos también
que P ⊆ RP[d] para todo d ∈ N (ver [46]).

Luego,
P ⊆ . . . ⊆ RP[d+1] ⊆ RP[d] ⊆ . . . ⊆ RP[2] ⊆ RP[1] = RP.
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Los siguientes resultados demostrados en [33] (para sistemas distales minimales) y en [46]
(para sistemas minimales en general) muestran condiciones bajo las cuales (x, y) pertenecen
a RP[d] y la relación entre RP[d] y sistemas de orden d.

Teorema 6.3. Sea (X,T ) un sistema minimal y d ∈ N. Luego

1. (x, y) ∈ RP[d] si y sólo si (x, y, . . . , y) ∈ Q[d+1] si y sólo si (x, y, . . . , y) ∈ F [d+1](x[d+1]).

2. RP[d] es una relación de equivalencia.

3. (X,T ) es un sistema de orden d si y sólo si RP[d](X) = ∆X .

Gracias al siguiente resultado, la relación de proximalidad regional de orden d permite
construir el nilfactor maximal de orden d de un sistema.

Teorema 6.4. Sea π : (X,T )→ (Y, T ) un factor y d ∈ N. Luego

1. (π × π)(RP[d](X)) ⊆ RP[d](Y ).

2. Si (X,T ) es minimal, (π × π)(RP[d](X)) = RP[d](Y ).

3. Si (X,T ) es minimal, (Y, T ) es un sistema de orden d si y sólo si RP[d](X) ⊆ Rπ,
donde Rπ = {(x, x′) ∈ X ×X : π(x) = π(x′)}.

En particular, si (X,T ) es minimal, (X/RP[d](X), T ) es el nilfactor maximal de orden d de
X.

Aśı, si (Y, T ) es un sistema de orden d que es un factor de (X,T ), entonces también es
un factor de (X/RP[d], T ) y anotamos Zd(X) = X/RP[d]. Se obtiene además el siguiente
diagrama conmutativo

X

πD
��

πd+1 ))

πd

''

πeq

((
XD

//
ρd+1 44

ρd

66

ρ1

77
· · · // Zd+1(X) // Zd(X) // · · · // Z1(X) = Xeq

donde XD y Xeq son los factores distal y equicontinuo maximal respectivamente. Estos nilfac-
tores aparecen entre los factores distal y equicontinuo maximal, en los cuales desde Fursten-
berg se hab́ıa notado una relación muy estrecha. La aparición de estos sistemas intermedios
es novedosa y tienen importancia en Dinámica Topológica. Más aún, tienen una importancia
trascendental desde el punto de vista medible que mostramos en el caṕıtulo anterior y que
motivaron su desarrollo topológico.

6.1.1. La relación RP[∞]

En [14] se extiende la noción de sistemas de orden d al caso d =∞ en sistemas minimales.
Para un sistema minimal (X,T ),

RP[∞](X) =
⋂
d∈N

RP[d](X)
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es una relación de equivalencia cerrada y T -invariante; que cuando no haya ambigüedad
escribiremos RP[∞]. Extendiendo la noción de sistemas de orden d, para d ∈ N, se tiene la
siguiente definición.

Definición 6.5. Un sistema minimal (X,T ) es un sistema de orden ∞, si la relación RP[∞]

es trivial, i.e., coincide con la diagonal.

Similar al Teorema 6.4, se puede mostrar que el cuociente de un sistema minimal (X,T )
bajo RP[∞] es el nilfactor maximal de orden ∞ de X. Anotamos Z∞(X) por X/RP[∞](X)
y cuando no haya ambigüedad, Z∞. Se tiene además el siguiente resultado que, en parte,
motiva el estudio de estos sistemas.

Teorema 6.6 ([14]). Un sistema minimal es un sistema de orden ∞ si y sólo si es un ĺımite
inverso de nilsistemas minimales. Más aún, si (X,T ) es un sistema de orden ∞, entonces
(X,T ) = ĺım

←−
(Zd(X), T ).

Como los nilsistemas minimales son distales y únicamente ergódicos, es fácil ver que los
sistemas de orden ∞ también lo son puesto que estas propiedades se preservan bajo ĺımites
inversos. En particular, del Teorema 6.6 se deduce que el factor Z∞(X) de (X,T ) es distal y
por lo tanto se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

X

πD
�� π∞ $$

πd

##
XD ρ∞

//

ρd

99
Z∞(X) π∞,d

// Zd(X)

6.2. Estabilización de nilfactores

Una pregunta interesante es analizar qué ocurre cuando se tiene dos nilfactores consecu-
tivos iguales, i.e., Zd+1 = Zd. Gracias al Teorema 6.4, esto equivale a estudiar qué significa
RP[d+1] = RP[d].

En [14] se observa que la condición Q[d+2] = Q[d+1] × Q[d+1] es suficiente para obtener
RP[d+1] = RP[d], sin embargo, los autores muestran que tal condición está lejos de ser
necesaria. En efecto,

Proposición 6.7. Sea (X,T ) un sistema minimal y d̄ ∈ N tal que Q[d̄+2] = Q[d̄+1] ×Q[d̄+1].
Entonces (X,T ) es débilmente mezclador (i.e., el sistema (X × X,T × T ) es transitivo) y
por lo tanto Q[d] = X [d] y RP[d] = X ×X para todo d ∈ N.

En esta misma dirección, se muestra

Teorema 6.8 ([14]).

1. Sea (X,T ) un s.d.t. minimal. Si RP[d] = RP[d+1], entonces RP[n] = RP[d] para cada
n ≥ d.

2. Sea (X,µ, T ) un s.d.a. ergódico. Si Zd(X) = Zd+1(X), entonces Zn(X) = Zd(X) para
cada n ≥ d.
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3. Sea (X,T ) un s.d.t. minimal y sea µ una medida ergódica. Si Zd(X) es isomorfo (en
el sentido medible) a Zd(X) para algún d ∈ N, entonces Zn(X) es isomorfo a Zn(X)
para cada n ≤ d.

Ejemplo.

1. En un sistema débilmente mezclador, RP[d] = X ×X para cada d ∈ N.

2. En un nilsistema de orden d, RP[n] = ∆X para n ≥ d

Estas son las estabilizaciones triviales: X ×X ó ∆X . En [14] se encuentran ejemplos de
sistemas minimales con estabilización no trivial y sin estabilización, además de la siguiente
propiedad que caracteriza los ∞-nilsistemas.

Proposición 6.9. Sea (X,T ) un sistema minimal que es un sistema de orden ∞. Entonces,
o bien (X,T ) es un sistema de orden d para algún d ∈ N, o bien RP[d+1] ( RP[d] para cada
d ∈ N.
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Caṕıtulo 7

Extensiones de una rotación minimal

En la presente memoria se estudiará un tipo particular de sistemas, que corresponden a
extensiones de rotaciones minimales en T. Más precisamente, trabajaremos el espacio X =
T × T con la métrica inducida por ‖x‖ = mı́n{|x− k| : k ∈ Z} para x ∈ T. Definimos
T : X → X tal que

(x, y) 7→ (x+ α, f(x, y)) (7.1)

donde α ∈ T \ Q y f : T × T → T una función con ciertas propiedades de modo que T
defina un homeomorfismo de X. Aśı, (X,T ) define un s.d.t. y a este tipo de sistemas los
denominamos producto torcido del toro. Un caso particular es cuando f(x, y) = y + ϕ(x)
y este tipo de sistemas es conocido como producto de Anzai o producto torcido de Anzai,
puesto que fue éste el primero en estudiarlos ([1]). Anotaremos πi, para la proyección sobre
la i-ésima coordenada en X, i = 1, 2. Aśı, por ejemplo, es claro que el sistema (T, Rα) es
factor de (X,T ) v́ıa la proyección en la primera coordenada π1. A (T, Rα) le diremos sistema
base o sistema forzante.

Furstenberg [17] clasificó este tipo de sistemas en el contexto medible de la siguiente forma

Teorema 7.1. Sea f : T × T → T una función continua y T : X → X tal que (x, y) 7→
(x+ α, f(x, y)) donde α ∈ T \Q. Entonces se tiene uno de los siguientes casos.

1. (X,T ) es únicamente ergódico. Y en este caso (X,T ) es isomorfo (en el sentido medible)
a una rotación torcida estrictamente ergódica.

2. Existe una medida T -invariante ν tal que (X, ν, T ) es una extensión finita de (T, Rα).
Y en este caso toda medida T -invariante define una extensión finita de (T, Rα).

Esta clasificación es débil en el sentido topológico, puesto que aún en el segundo caso
puede haber sistemas minimales. Algunos autores han tratado de extender esta clasificación
al contexto topológico, sin embargo, han tenido que restringirse a ciertas propiedades para f
(ver por ejemplo [28, 36, 35]).

Nuestro objetivo es estudiar los nilfactores maximales en estos sistemas y, salvo que se
diga lo contrario, nos restringiremos al caso minimal para aplicar los resultados de [33, 46].

En las dos secciones siguientes se mostrarán ciertas ideas que en parte motivan este
estudio.
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7.1. Homeomorfismos del ćırculo

En esta sección mostraremos resultados que clasifican los sistemas unidimensionales. Uno
de los primeros resultados en esta dirección es la clasificación de Poincaré de homeomorfismos
del ćırculo y abarca ampliamente el estudio de estos sistemas (ver por ejemplo [37, 41]).

Sea f : T → T un homeomorfismo y por lo tanto (T, f) un s.d.t. Además supondremos
que f preserva la orientación (el caso en que el homeomorfismo invierte la orientación será co-
mentado más adelante). Se sabe que f puede ser levantado a un homeomorfismo F : R→ R
tal que π ◦F = f ◦π, donde π : R→ T es la proyección canónica. Decimos que F es un levan-
tamiento de f . Además, para cada x0 ∈ π−1(f(0)) = f(0) + Z hay un único levantamiento
F con F (0) = x0 y estos son todos los levantamientos de f . Cualquier par de levantamientos
difieren en una translación por un entero y para todo levantamiento F , n ∈ Z y x ∈ R se
tiene que F (x+ n) = F (x) + n. En ocasiones, anotaremos f̂ para denotar un levantamiento
cualquiera de f .

Teorema 7.2. Sea f : T → T un homeomorfismo que preserva la orientación. Entonces,
existe el ĺımite

ρ(f̂) = ĺım
n→∞

f̂n(x)− x
n

existe, es independiente de x ∈ R y la convergencia es uniforme en R.

El número ρ(f) = ρ(f̂) mód 1 es independiente del levantamiento f̂ y es llamado número
de rotación de f . Además, se tienen las siguientes propiedades:

1. El número de rotación depende continuamente de f en la topoloǵıa C0.

2. ρ(f̂ + 1) = ρ(f̂) + 1, y existe un único levantamiento F tal que ρ(F ) = ρ(f).

3. El número de rotación es un invariante de conjugación (en estos sistemas).

4. El número de rotación de una rotación por β ∈ T es β, i.e., ρ(Rβ) = β.

5. ρ(fm) = mρ(f)

6. Si f invierte la orientación, entonces ρ(f 2) = 0.

7. ρ(f) es racional si y sólo si f tiene un punto periódico. Además, ρ(f) = p
q

donde p, q ∈ Z
son primos relativos si y sólo si f tiene un punto periódico de peŕıodo mı́nimo q, i.e.,
f q tiene un punto fijo.

8. Si ρ(f) es irracional, entonces (T, f) tiene un único subsistema minimal que es todo T
o un Cantor (perfecto y denso en ninguna parte).

Entre otras propiedades, el número de rotación además permite clasificar este tipo de siste-
mas.

Teorema 7.3 (Clasificación de Poincaré [44]). Sea f un homeomorfismo del ćırculo y ρ =
ρ(f) su número de rotación. Entonces

1. Si el número de rotación es racional, ρ = p
q
, entonces f tiene una órbita de peŕıodo q.

2. Si el número de rotación es irracional, entonces f es extensión de la rotación Rρ. Si
además el sistema (T, f) es transitivo, entonces f y Rρ son conjugados.
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En el caso irracional, Denjoy completó la clasificación como sigue.

Teorema 7.4 (Denjoy [13]). Sea f un difeomorfismo C1 del ćırculo con ρ = ρ(f) irracional.
Si la derivada f ′ tiene variación acotada, entonces f es conjugado a la rotación Rρ.

Además muestra que para cada ρ ∈ (0, 1), existe un difeomorfismo C1 del ćırculo f que
preserva la orientación con número de rotación ρ tal que (T, f) no es transitivo. Y con esto,
queda relativamente resuelta la clasificación de estos sistemas.

Usando estos resultados en el estudio de los nilfactores maximales, se puede concluir que,

Corolario 7.5. Sea f un homeomorfismo del ćırculo. Entonces, si (T, f) es transitivo, es un
nilsistema de orden 1.

Esto permite deducir,

Proposición 7.6. Sea f un homeomorfismo del ćırculo y sea ρ su número de rotación.
Entonces el nilfactor maximal de orden d de (T, f) es (T, Rρ) para d ∈ N∪{∞}. Además, si
ρ es irracional y (T, f) es transitivo, entonces (T, f) es un nilsistema de orden 1.

Observamos que el hecho de que Z∞ = Z1, no depende de la teoŕıa de números de rotación
puesto que resulta directamente del argumento dimensional y del hecho de que los únicos
nilsistemas unidimensionales de orden 1 son rotaciones en el ćırculo. La teoŕıa de números de
rotación completa la clasificación separando el caso X = Z1 de X 6= Z1. Lamentablemente, ni
la teoŕıa de números de rotación ni el argumento dimensional son tan categóricos al tratar de
extenderlos a otros sistemas, ni siquiera al pasar a T×T. Luego es natural estudiar sistemas
que están, de alguna manera, entre dimensión uno y dos. Estos sistemas intermedios resultan
ser los productos torcidos del ćırculo.

7.2. Una familia de grupos de Lie nilpotentes de or-

den 2

Como segunda motivación mostraremos una familia de grupos de Lie que definen nilsis-
temas similares a (7.1).

En §4 vimos que los nilsistemas conexos abelianos, i.e., de orden 1, están reducidos a
rotaciones en (Tn,+). Veamos el nilsistema Tn como el cuociente entre la nilvariedad Rn

y el subgrupo discreto Zn. A partir del grupo aditivo (Rn,+), intentamos construir nuevos
espacios que se alejen lo menos posible de éste. Una propuesta es mantener la variedad
subyacente Rn y modificar lo más sensiblemente posible la operación +. Por ejemplo, de la
siguiente manera: descomponemos Rn = Rp×Rq y tomamos una forma bilineal antisimétrica
θ : Rp × Rp → Rq, definiendo una nueva operación +θ en Rn por

(x, y) +θ (a, b) = (x+ a, y + b+ θ(x, a)), x, a ∈ Rp, y, b ∈ Rq.

Es inmediato que +θ es asociativa con elemento neutro (0, 0) e inverso (−x,−y) para cada
elemento (x, y). Más aún, (Rn,+θ) es un grupo de Lie, lo que nos permite definir un nilsistema.
No es dif́ıcil ver que los espacios (Rn,+θ) obtenidos son precisamente grupos de Lie conexos
nilpotentes de orden 2 y por lo tanto son una especie de paso intermedio entre los grupos de
Lie abelianos y los grupos de Lie en general.
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Observamos que Zn o los múltiplos de Zn son exactamente los subgrupos discretos de
(Rn,+θ), de modo que podemos cuocientar para obtener algo de la forma (Tn, Fφ,α) donde
Fφ,α es la transformación definida por

Fφ,α(x, y) = (x+ α, y + φ(x)), (x, y) ∈ Tn

con φ = β + θ(·, α) mód 1, α ∈ Rp y β ∈ Rq, y afirmar que es un nilsistema de orden 2.
Esto motiva preguntarse si los sistemas definidos por (x, a) 7→ (x + α, y + φ(x)), donde

φ es una función continua, son sistemas de orden 2 ó de otro orden, y en caso de que no lo
sea, cuáles son sus nilfactores. Una segunda generalización es considerar las transformaciones
(x, a) 7→ (x+ α, f(x, y)) y analizarlas en este contexto.

7.3. Productos torcidos

Recordemos que un producto torcido del toro está dado por el espacio base T×T dotado
de una transformación T del tipo (7.1). Para que T sea un homeomorfismo, se requiere que
f : X → T sea continua y las funciones fx = f(x, ·) : T → T sean homeomorfismos del
ćırculo. O equivalentemente, que fx = f(x, ·) : T → T sean homeomorfismos del ćırculo y
que la aplicación x 7→ fx sea continua con respecto a la topoloǵıa C0.

Además restringiremos aún más el estudio exigiendo que el sistema sea minimal y nos
enfocaremos en dos casos particulares agregando supuestos en f . Diremos que T es

1. Una rotación torcida si f(x, y) = y + ϕ(x), ϕ : T→ T continua.

2. Un homeomorfismo del circulo quasiperiódicamente forzado (h.c.q.f. ) si fx preserva la
orientación para cada x ∈ T y T es homotópica a la identidad.

Observemos que estos dos tipos de sistemas no tienen intersección vaćıa. En efecto, si
ϕ : T → T es homotópica a una constante, es en particular continua, y f(x, y) = y + ϕ(x)
satisface las condiciones de un h.c.q.f. Aśı, cuando ϕ es homotópica a una constante (x, y) 7→
(x+ α, y + ϕ(x)) es una rotación torcida y un h.c.q.f.

7.3.1. Rotaciones torcidas

En esta sección mostramos algunos resultados útiles sobre rotaciones torcidas. Este tipo
de sistemas son también conocidos como extensiones por cociclo de (T, Rα) debido a que
ϕ(n) = π2T

n(·, y)− y, que no depende de y ∈ T, satisface que

ϕ(n) =


∑n−1

k=0 ϕ(Rk
αx) si n > 0

0 si n = 0

−
∑n

k=1 ϕ(R−kα x) si n < 0

de modo que cumple la condición de cociclos sobre Z: ϕ(n+m)(x) = ϕ(n)(Rm
α x) + ϕ(m)(x); y

por tanto se dice un cociclo sobre Z, Z-cociclo, o simplemente cociclo.
Recordemos que m = λ⊗ λ es la medida de Lebesque en X. Furtenberg [17] mostró para

estos sistemas, en términos generales, que

Proposición 7.7. La medida m es T -invariante y
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1. Son equivalentes:

(a) (X,T ) es estrictamente ergódico.

(b) m es ergódica.

(c) La ecuación
k · ϕ(x) = ψ(x+ α)− ψ(x), x ∈ T (7.2)

no tiene solución k ∈ Z\{0}, ψ ∈ λ-medible.

2. (X,T ) es minimal ssi la ecuación (7.2) no tiene solución k ∈ Z\{0}, ψ continua.

Cuando ϕ satisface la ecuación (7.2) para k = 1 y ψ continua, entonces decimos que ϕ es
coborde.

Dado que ϕ es continua, se puede elegir un levantamiento continuo Φ : R → R. Existe
una cantidad infinita de tales levantamientos y cualquier par de éstos difieren en un entero,
i.e., si Φ1 y Φ2 son dos levantamientos de ϕ, entonces existe k ∈ Z tal que Φ2(x)−Φ1(x) = k
para cada x ∈ R. También se tiene que Φ(x + 1) − Φ(x) es entero y no depende de x ∈ R,
y por lo anterior, tampoco depende del levantamiento Φ elegido. Aśı, tiene sentido definir
d(ϕ) = Φ(x+ 1)−Φ(x) que es una constante entera que sólo depende de ϕ y lo llamamos el
grado de ϕ. El grado se puede interpretar como la cantidad de “vueltas” que da ϕ a T, y en
particular, T es homotópica a la identidad en X si y sólo si ϕ es homotópica a una constante
o, lo que es lo mismo, d(ϕ) = 0. En [17] Furstenberg mostró que,

Proposición 7.8 ([17]). Si d(ϕ) 6= 0, entonces

• Si ϕ satisface la condición de Lipchitz

‖ϕ(x1)− ϕ(x2)‖ ≤M ‖x1 − x2‖ . (7.3)

Entonces la ecuación (7.2) no tiene solución k 6= 0 y ψ ∈ λ-medible.

• La ecuación (7.2) no tiene solución k 6= 0 y ψ continua.

Se deduce de lo anterior el siguiente resultado importante

Teorema 7.9. Sea (X,T ) una rotación torcida, i.e., T : X → X está dado por (x, y) 7→
(x + α, y + ϕ(x)) donde α ∈ T \ Q y ϕ : T → T es una función continua. Entonces, si ϕ
tiene grado no nulo, el sistema (X,T ) es minimal. Si además ϕ satisface la condición de
Lipchitz (7.3), (X,T ) es estrictamente ergódico.

En términos un poco más generales, se puede demostrar de manera similar el siguiente
resultado.

Teorema 7.10 (Furstenberg [17]). Sea X ′ = Tr+1 y T ′ : X ′ → X ′ el homeomorfismo definido
por

T ′



x1

x2
...

xi+1
...

xr+1


=



x1 + α
ϕ1(x1) + x2

...
ϕi(x1, . . . , xi) + xi+1

...
ϕr(x1, . . . , xr) + xr+1
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donde α ∈ T \ Q y cada ϕi+1 : Ti → T es continua. Supongamos además que para cada
i ∈ {1, . . . , r} y x1, . . . , xi−1 ∈ T fijos, la aplicación xi 7→ ϕi(x1, . . . , xi−1, xi) tiene grado no
nulo. Entonces el sistema (X ′, T ′) es minimal.

Si las aplicaciones xi 7→ ϕi(x1, . . . , xi) satisfacen además la condición de Lipchitz (7.3),
entonces (X ′, T ′) es estrictamente ergódico.

Como comentamos anteriormente, cuando ϕ es homotópica a una constante, el sistema
(X,T ) resulta ser un h.c.q.f. y por tanto, los resultados de ese tipo de sistemas son también
relevantes para estos. En la siguiente sección mostramos algunos resultados útiles sobre h.c.q.f.

7.3.2. Homeomorfismos del ćırculo quasiperiódicamente forzados

Recordemos que una transformación T : X → X del tipo (7.1) se dice un h.c.q.f. si es de
la forma (x, y) 7→ (x+α, fx(y)), donde todos los fx son homeomorfismos de T que preservan
la orientación y tal que T es homotópica a la identidad en X. Esta última condición es
para asegurar las propiedades de levantamiento requeridas en el estudio de estos sistemas.
Anotamos f

(n)
x (y) = π2T

n(x, y) para cada n ∈ Z.
Un levantamiento de un h.c.q.f. T a T × R es una función continua T̂ : T × R → T × R

de la forma (x, y) 7→ (x + α, f̂(x, y)) que satisface T ◦ π = π ◦ T̂ , donde π : T × R →
T × T es la proyección canónica. Además un levantamiento está únicamente determinado
fijando T̂ (x0, y0) ∈ π−1(T (x0, y0)) para algún punto (x0, y0) ∈ X. Análogo al caso de las
rotaciones torcidas, si T̂1 y T̂2 son dos levantamientos de T , entonces para algún k ∈ Z,
T̂1(x, y)− T̂2(x, y) = (0, k) para cada (x, y) ∈ T× R, y para todo levantamiento T̂ , n ∈ Z y
(x, y) ∈ T× R se tiene que T̂ (x, y + n) = T̂ (x, y) + (0, n).

Similar al caso de los homeomorfismos del ćırculo, Herman ([28]) mostró la existencia y
unicidad del número de rotación para transformaciones de este tipo.

Teorema 7.11. Sea T un h.c.q.f. y T̂ un levantamiento de T con f̂ = π2(T̂ ). Entonces el
ĺımite

ρ(T̂ ) = ĺım
n→∞

f̂
(n)
x (y)− y

n
(7.4)

existe, es independiente de (x, y) ∈ T× R y la convergencia es uniforme en T× R.

El número ρ(T ) = ρ(T̂ ) mód 1 es independiente del levantamiento T̂ y es llamado número
de rotación de T .

A diferencia del caso unidimensional, el número de rotación en este contexto no tiene tan
buenas propiedades. En particular, las cantidades

D(n, x, y) = f̂ (n)
x (y)− y − nρ(T̂ )

que llamamos desviaciones a la rotación, no se comportan tan bien como en el caso unidi-
mensional, donde estas desviaciones están uniformemente acotadas por 1. En el caso forzado
esto ya no es cierto en general, sin embargo se tiene la siguiente dicotomı́a

Lema 7.12. Sea T un h.c.q.f. Entonces, independientemente del levantamiento escogido, se
tiene uno de los siguientes casos

1. Las desviaciones están uniformemente acotadas, i.e.,

∃C > 0 : ∀(x, y) ∈ T× R sup
n∈Z
|D(n, x, y)| ≤ C
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2. Las desviaciones son no acotadas en todas las órbitas, i.e.,

∀(x, y) ∈ T× R sup
n∈Z
|D(n, x, y)| =∞.

De todos modos, en este caso existen x−, x+ ∈ T tales que para cada y ∈ R,

sup
n
D(n, x+, y) <∞ é ı́nf

n
D(n, x−, y) > −∞

Este resultado motiva la siguiente definición: un h.c.q.f. se dice ρ-acotado si las desviacio-
nes son uniformemente acotadas y de otro modo se dice que es ρ-no-acotado o simplemente
que no es ρ-acotado. En [36], se presenta la siguiente clasificación para h.c.q.f. en términos
de su número de rotación y ser o no ρ-acotado.

Teorema 7.13. Sea T un h.c.q.f. y sea ρ = ρ(T ) su número de rotación. Entonces

1. Si T es ρ-acotada se tiene uno de los siguientes casos:

(a) ρ y α son racionalmente dependientes (i.e., ρ ∈ α·Q+Q)) y (X,T ) no es minimal.

(b) ρ y α son racionalmente independientes ssi T es extensión de la rotación minimal
Rα,ρ : X → X, (x, y) 7→ (x+ α, y + ρ).

2. Si T no es ρ-acotada, el sistema (X,T ) es transitivo y no es extensión de la rotación
Rα,ρ.

Si además T es únicamente ergódico, entonces T es conjugada a una rotación torcida éstric-
tamente ergódica.

A continuación se presentan dos resultados de Huang y Yi [35] que caracterizan la com-
plejidad dinámica de estos sistemas (ver [6] para los conceptos relacionados).

Teorema 7.14. Sea T un h.c.q.f. Entonces (X,T ) tiene entroṕıa topológica nula.

Teorema 7.15. Sea M un conjunto minimal de (X,T ), donde T es un h.c.q.f. Entonces se
tiene uno y sólo uno de los siguientes casos:

1. M tiene un punto distal.

2. M es residualmente Li-Yorke caótico.

Además, en el mismo art́ıculo los autores agregaron resultados a la clasificación del Teo-
rema 7.13, obteniendo,

Teorema 7.16. Sea T un h.c.q.f. con número de rotación ρ. Entonces se tiene uno de los
siguientes casos:

1. T es ρ-acotado y se tiene uno de los siguientes casos:

(a) ρ y α son racionalmente dependientes (i.e., ρ ∈ α ·Q+Q)) y (X,T ) tiene más de
un subconjunto minimal y todos los subconjuntos minimales son casi automorfos.

(b) ρ y α son racionalmente independientes, T es extensión a la rotación minimal
Rα,ρ y (X,T ) tiene un único conjunto minimal que es casi automorfo.

2. T no es ρ-acotada, el sistema (X,T ) es transitivo, tiene un único conjunto minimal y
no es extensión de la rotación Rα,ρ.

Si además T es únicamente ergódico, entonces T es conjugado a una rotación torcida éstric-
tamente ergódica.
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7.3.3. Rotaciones torcidas que son h.c.q.f.

Una rotación torcida (x, y) 7→ (x+α, y+ϕ(x)) es un h.c.q.f. si y sólo si ϕ es homotópica
a una constante. En este caso, los resultados de las dos secciones previas aplican.

No es dif́ıcil notar que en este caso el número de rotación está determinado por ρ(T ) =∫
T ϕ. Además, Herman [27] mostró que cuando T es un h.c.q.f. y una rotación torcida, en-

tonces es conjugado a la rotación Rα,ρ : X → X, (x, y) 7→ (x + α, y + ρ) si y sólo si T es
ρ-acotado. Aśı, se obtiene lo siguiente.

Teorema 7.17. Sea T un h.c.q.f. de la forma (x, y) 7→ (x + α, y + ϕ(x)), con número de
rotación ρ = ρ(T ) =

∫
T ϕ. Entonces,

1. T es ρ-acotado y es conjugado a la rotación Rα,ρ.

2. T no es ρ-acotada, el sistema (X,T ) es transitivo, tiene un único conjunto minimal y
no es extensión de la rotación Rα,ρ.

En particular, como un h.c.q.f. únicamente ergódico que no es ρ-acotado es conjugado a
estos sistemas, nunca será conjugado a la rotación ŕıgida.
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Nilfactores maximales de extensiones
por cociclo

En este caṕıtulo estudiaremos los paraleleṕıpedos dinámicos de extensiones por cociclo
de una rotación minimal, i.e., sistemas de la forma (X,T ), donde X = T× T y T está dado
por

(x, y) 7→ (x+ α, y + ϕ(x)), x, y ∈ T (8.1)

donde α ∈ T \Q y ϕ : T→ T es continua.
Partiremos mostrando un ejemplo trivial, pero instructivo. Sea Rα una rotación minimal

del toro T y calculemos sus paraleleṕıpedos dinámicos. Como Rα es minimal, es claro que
Q[1] = T× T. Además Q[2] es la clausura del conjunto

{
(
x, x+mα, x+ nα, x+ (m+ n)α

)
: x ∈ T, m, n ∈ Z}.

Como {mα}m∈Z y {nα}n∈Z son densos en T, se obtiene que

Q[2] = {
(
a, a+ b, a+ c, a+ b+ c

)
: a, b, c ∈ T}.

Usando el Teorema 6.3 sabemos que
(
x, y
)
∈ RP[1] si y sólo si

(
x, y, y, y

)
∈ Q[2] y, por lo

anterior, esto se tiene si y sólo si existen a, b, c ∈ T tal que x = a e y = a+b = a+c = a+b+c,
de donde se deduce que b = c = 0 y a = x = y. Obteniendo aśı que RP[1] = RP = ∆T y por
lo tanto (T, Rα) es un sistema de orden 1.

Iniciaremos el estudio mostrando el caso más simple a modo de introducción en el cálculo
de los paraleleṕıpedos dinámicos y construcción de los nilfactores maximales.

8.1. ϕ(x) = kx + β, k ∈ Z\{0}, β ∈ T
Como se mencionó en §4.2, el sistema definido por (x, y) 7→ (x + α, y + x), α ∈ T \ Q

es un nilsistema básico de orden 2. Este hecho se mostró directamente encontrando una
nilvariedad de orden 2 y un subgrupo discreto cocompacto que definen el nilsistema. En esta
sección mostraremos este hecho usando los Teoremas 4.10 y 6.3.

Por otro lado, no sabemos a priori si el sistema definido por (x, y) 7→ (x+ α, y + kx+ β)
es un nilsistema. Veremos que al igual que en el caso k = 1 y β = 0, el sistema aśı definido
es un sistema de orden 2.
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Proposición 8.1. Sea X = T × T y T : X → X tal que (x, y) 7→ (x + α, y + kx + β),
donde α, β ∈ T, α /∈ Q y k ∈ Z\{0}. Entonces (X,T ) es un sistema de orden 2 y su factor
equicontinuo maximal (nilfactor maximal de orden 1) es (T, Rα).

Demostración : Por el Teorema 7.9 es claro que el sistema es estrictamente ergódico y en
particular minimal. Sigue entonces que Q[1] = (T × T)2, y en particular esto nos dice que

{ϕ(n)(x)}n∈Z es denso en T para todo x ∈ T, con ϕ(n)(x) = n(kx+ β) + n(n−1)
2

kα.

Luego Q[2] es la clausura en (T× T)[2] = (T× T)4 de elementos de la forma(
( xy ) ,

(
x+mα

y+m(kx+β)+
m(m−1)

2
kα

)
,
(

x+nα

y+n(kx+β)+
n(n−1)

2
kα

)
,
(

x+(m+n)α

y+(m+n)(kx+β)+
(m+n)(m+n−1)

2
kα

))
donde ( xy ) ∈ T× T, m, n ∈ Z.

Usando el simple hecho de que (m+n)(m+n−1)
2

= mn + m(m−1)
2

+ n(n−1)
2

se obtiene que los

elementos de Q[2] tienen la forma(
( ab ) ,

(
a+a1
b+b1

)
,
(
a+a2
b+b2

)
,
(

a+a1+a2
b+b1+b2+c

))
con a, a1, a2, b, b1, b2, c ∈ T y se puede mostrar que Q[2] consta de exactamente los elementos
de esta forma.

Usando el Teorema 6.3 sabemos que
((

x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
))
∈ RP = RP[1] si y sólo si((

x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
)
,
(
x′′

y′′
)
,
(
x′′

y′′
))
∈ Q[2]

y, por lo anterior, esto se tiene si y sólo si existen a, a1, a2, b, b1, b2, c ∈ T tal que x′ = a,
y′ = b, x′′ = a+ a1 = a+ a2 = a+ a1 + a2 e y′′ = b+ b1 = b+ b2 = b+ b1 + b2 + c, de donde
se deduce que a1 = a2 = 0, b1 = b2 = −c, a = x′ y b = y′. Obteniendo aśı que

RP = {
(
( x
y′ ) , (

x
y′′ )
)

: x, y′, y′′ ∈ T}

y por lo tanto el factor equicontinuo maximal es (T, Rα).
Siguiendo con el análisis, se tiene que Q[3] es la clausura en (T × T)[3] = (T × T)8 de

elementos de la forma(
( xy ) ,

(
x+mα

y+m(kx+β)+
m(m−1)

2
kα

)
,
(

x+nα

y+n(kx+β)+
n(n−1)

2
kα

)
,
(

x+(m+n)α

y+(m+n)(kx+β)+
(m+n)(m+n−1)

2
kα

)
,(

x+pα

y+p(kx+β)+
p(p−1)

2
kα

)
,
(

x+mα+pα

y+(m+p)(kx+β)+
(m+p)(m+p−1)

2
kα

)
,
(

x+nα+pα

y+(n+p)(kx+b)+
(n+p)(n+p−1)

2
kα

)
,(

x+(m+n+p)α

y+(m+n+p)(kx+β)+
(m+n+p)(m+n+p−1)

2
kα

) )
donde ( xy ) ∈ T× T, m, n, p ∈ Z.

Usando que

(m + n + p)(m + n + p− 1)

2
= mn + np + pm +

m(m− 1)

2
+

n(n− 1)

2
+

p(p− 1)

2
,

se obtiene de la estructura de Q[2] que los elementos de Q[3] son exactamente aquellos de la
forma(

( ab ) ,
(
a+a1
b+b1

)
,
(
a+a2
b+b2

)
,
(

a+a1+a2
b+b1+b2+c12

)
,
(
a+a3
b+b3

)
,
(

a+a1+a3
b+b1+b3+c13

)
,
(

a+a2+a3
b+b2+b3+c23

)
,(

a+a1+a2+a3
b+b1+b2+b3+c12+c13+c23

) )
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con a, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c12, c13, c23 ∈ T.
Usando el Teorema 6.3 sabemos que

((
x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
))
∈ RP[2] si y sólo si((

x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
)
, . . . ,

(
x′′

y′′
))
∈ Q[2]

y, por lo anterior, esto se tiene si y sólo si existen a, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c12, c13, c23 ∈ T tales
que x′ = a, y′ = b,

x′′ = a + a1 = a + a2 = a + a1 + a2 = a + a3 = a + a1 + a3

= a + a2 + a3 = a + a1 + a2 + a3,

y′′ = b + b1 = b + b2 = b + b1 + b2 + c = b + b3 = b + b1 + b3 + c13

= b + b2 + b3 + c23 = b + b1 + b2 + b3 + c12 + c13 + c23.

De donde se deduce que a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = c12 = c13 = c23 = 0, a = x′ = x′′ y
b = y′ = y′′. Obteniendo aśı que RP[2] = ∆T×T y por lo tanto (X,T ) es sistema de orden 2.

Aśı, usando los Teoremas 4.10 y 6.3 hemos encontrado los nilfactores maximales de este
sistema.

Cuando se mostró que el caso k = 1, β = 0 es un nilsistema de orden 2 exhibiendo las
estructuras subyacentes, se tiene la desventaja de no conocer los nilfactores maximales de
orden menor, a diferencia de lo hecho aqúı, donde se obtienen tales sistemas. Sin embargo
en nuestro estudio no se desprende las estructuras subyacentes y no se puede asegurar si
el sistema es un ĺımite inverso de nilsistemas o un nilsistema básico, de modo que las dos
perspectivas son complementarias.

Para completar el estudio, mostraremos que estos sistemas son en efecto nilsistemas bási-
cos, es más, la estructura subyacente es la misma que en el caso k = 1, β = 0. En efecto,
sea

G =
{(

1 z y
0 1 x
0 0 1

)
: x, y ∈ R, z ∈ Z

}
y Γ =

{(
1 p n
0 1 m
0 0 1

)
: m,n, p ∈ Z

}
Consideremos la acción T dada por la multiplicación por g =

(
1 k β
0 1 α
0 0 1

)
∈ G y notemos que(

1 k β
0 1 α
0 0 1

)(
1 0 y
0 1 x
0 0 1

)
Γ =

(
1 k y+kx+β
0 1 x+α
0 0 1

)
Γ =

(
1 0 y+kx+β
0 1 x+α
0 0 1

)
Γ

Identificando G/Γ con T × T, asociando a el elemento
(

1 0 y
0 1 x
0 0 1

)
Γ con (x, y) ∈ T × T. Se

obtiene que (T × T, T ) es nilsistema básico de orden 2. Además vemos que estos son todos
los sistemas que tienen esta estructura y son minimales si y sólo si α y β son racionalmente
independientes o, k 6= 0 y α /∈ Q.

8.2. Paraleleṕıpedos

Recordemos que, en este caso, Q[d] es la clausura en (T× T)[d] de elementos de la forma((
x+(n·ε)α
y+ϕ(n·ε)(x)

)
: ε ⊂ [d]

)
,

donde n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd y ( xy ) ∈ T× T.
Los elementos de Q[d] se pueden ver con la forma((

w0+
∑
i∈ε wi

zε

)
: ε ⊂ [d]

)
,
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donde {wi}di=0, {zε}ε⊂[d] ⊂ T satisfacen lo siguiente:
Existen {xk, yk}k∈N ⊂ T y {nk = (n1

k, . . . , n
d
k)}k∈N ⊂ Zd tales que

1. xk → wo

2. nikα→ wi, i ∈ [d]

3. yk → z∅

4. ϕ(nk·ε)(xk)→ zε, ε ⊂ [d] ε 6= ∅.

La condición yk → z∅ no tiene relevancia, de modo que se puede eliminar sin inconvenien-
tes. Gracias a la Proposición 3.4, estas condiciones además se pueden reducir a:

Existe {nk = (n1
k, . . . , n

d
k)}k∈N ⊂ Zd tal que

1. nikα→ wi, i ∈ [d]

2. ϕ(nk·ε)(w0)→ zε, ε ⊂ [d] ε 6= ∅.

Luego, usando el Teorema 6.3, sabemos que en el caso minimal,
((

x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
))
∈ RP[d−1]

si y sólo si ((
x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
)
, . . . ,

(
x′′

y′′
))
∈ Q[d]

y, por lo anterior, esto se tiene si y sólo si existen {wi}di=0, {zε}ε⊂[d] ⊂ T satisfaciendo las
condiciones anteriores y tales que x′ = w0, x′′ = w0 +

∑
i∈εwi, para cada ε ⊂ [d], y′ = z∅ e

y′′ = zε, para cada ε ⊂ [d].
De donde se deduce que wi = 0 para cada i ∈ [d] y x′ = x′′. Además, de las condiciones

para {zε}ε⊂[d] se obtiene

Lema 8.2.
((

x′

y′
)
,
(
x′′

y′′
)
, . . . ,

(
x′′

y′′
))
∈ Q[d] si y sólo si x′ = x′′ y se tiene una de las siguientes

condiciones equivalentes

1. Existe {xk}k∈N ⊂ T y {nk = (nik)
d
i=1}k∈N ⊂ Zd tales que

(a) xk → x′ = x′′

(b) nikα→ 0, para cada i ∈ [d]

(c) ϕ(nk·ε)(xk)→ y′′ − y′, para cada ε ⊂ [d], ε 6= ∅.

2. Existe {nk = (nik)
d
i=1}k∈N ⊂ Zd tal que

(a) nikα→ 0, para cada i ∈ [d]

(b) ϕ(nk·ε)(x′)→ y′′ − y′, para cada ε ⊂ [d], ε 6= ∅.

Anotaremos E
[d]
x (ϕ) por el subconjunto de T

{z ∈ T | ∃{nk = (nik)
d
i=1}k∈N ⊂ Zd : nikα→ 0, ∀i ∈ [d], y ϕ(nk·ε)(x)→ z, ∀ε ⊂ [d], ε 6= ∅},

y además consideramos E[d](ϕ) =
⋂
x∈T

E
[d]
x (ϕ). Para d = 1, anotaremos E

[1]
x (ϕ) = Ex(ϕ) y

E[1](ϕ) = E(ϕ), y cuando no haya ambigüedad omitiremos ϕ.
Con esto, por el Lema 8.2, es claro que en el caso minimal

RP[d−1] = {
(
( x
y′ ) , (

x
y′′ )
)

: x, y′, y′′ ∈ T, y′′ − y′ ∈ E[d]
x }.
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8.2.1. Rango esencial

El concepto de rango esencial topológico para cociclos continuos en sistemas minimales
fue introducido por Atkinson [3] para dar condiciones necesarias y suficientes para que una
extensión por cociclo sea transitiva. En nuestro caso, hemos encontrado utilidad en este
objeto dada la similitud con el conjunto E(ϕ). Una buena generalización de este concepto,
para d > 1, puede ser útil entonces para encotrar E[d](ϕ) y en consecuencia RP[d−1] y los
nilfactores maximales.

Decimos que z ∈ T es un valor esencial de ϕ en x ∈ T si para cada vecindad U de x y
cada vecindad V de z existe m ∈ Z tal que

U ∩R−mα U ∩ {y ∈ T : ϕ(m)(y) ∈ V } 6= ∅. (8.2)

Al conjunto de todos los valores esenciales de ϕ en x lo llamamos el rango esencial de ϕ
en x y lo denotamos por Ex(ϕ). Además al conjunto E(ϕ) =

⋂
x∈T
Ex(ϕ) lo llamamos el rango

esencial de ϕ y a z ∈ E(ϕ) un valor esencial de ϕ. Además, cuando no haya ambigüedad
omitiremos ϕ de la notación.

Estos conjuntos han sido estudiados por variados autores y a continuación listamos algu-
nas de sus propriedades que serán útiles en nuestro estudio (ver por ejemplo [39, 42, 25])

Proposición 8.3. Sea X = T × T y T : X → X tal que (x, y) 7→ (x + α, y + ϕ(x)), donde
α ∈ T \Q y ϕ : T→ T es continua. Entonces

1. Para cada x ∈ T, Ex(ϕ) = E(ϕ).

2. E(ϕ) es un subgrupo cerrado de T.

3. Para cada ψ : T→ T continua, E(ϕ) = E(ϕ+ ψ ◦Rα − ψ).

4. (X,T ) es transitivo si y sólo si E(ϕ) = T.

5. E(ϕ) = {0} si y sólo si ϕ es coborde.

6. Para cada k ∈ Z\{0}, kE(ϕ) ⊂ E(kϕ).

7. Si
〈

1
k

〉
= {n

k
}k−1
n=0 ⊂ E, entonces E(kϕ) = kE(ϕ).

Además, se tiene que

Teorema 8.4 ([42, 25]). Sea M ⊂ X una órbita cerrada de (X,T ), H = {y ∈ T : M+(0, y) =
M} y para x ∈ T consideremos Mx = {y ∈ T : (x, y) ∈M}. Entonces

1. Para todo x ∈ X, E(ϕ) = Mx −Mx = H.

2. Existe ψ : T→ T continua tal que Mx = H + ψ(x), φ = ϕ− ψ ◦ Rα + ψ toma valores
en E(ϕ) y T× (E(ϕ) + y) es minimal para el cociclo inducido por φ para cada y ∈ T.

3. X es unión disjunta de Wx = T × Mx, donde la unión toma un representante por
cada fibra Mx. Y en particular, es unión disjunta de subsistemas minimales isomorfos
a (W0, T |W0

)
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En particular, el hecho que estos sistemas sean unión disjunta de subsistemas minimales
nos permite aplicar los resultados de la Sección 6. E, independientemente de la minimalidad
del sistema, siempre se tendrá que

RP[d−1] = {
(
( x
y′ ) , (

x
y′′ )
)

: x, y′, y′′ ∈ T, y′′ − y′ ∈ E[d]
x }.

El siguiente teorema es de gran interés puesto que relaciona directamente el rango esencial
con el conjunto E.

Teorema 8.5. Sea x, z ∈ T. Entonces z ∈ Ex(ϕ) si y sólo z ∈ Ex(ϕ).

Este resultado tiene como consecuencia directa

Corolario 8.6. Para cada x ∈ T, Ex(ϕ) = E(ϕ) = E(ϕ) = Ex(ϕ).

Demostración : Por el Teorema 8.5, Ex = Ex y por la Proposición 8.3, Ex = E . Aśı,

Ex = Ex = E =
⋂
x∈T

Ex =
⋂
x∈T

Ex = E.

Para mostrar el Teorema 8.5, partiremos por el siguiente lema.

Lema 8.7. Sean x, z ∈ T. Entonces z ∈ Ex(ϕ) si y sólo si existe {nk}k∈N ⊂ Z y {xk}k∈N ⊂ T
tales que: nkα→ 0, xk → x y ϕ(nk)(xk)→ z.

Demostración : Consideremos la secuencia decreciente de vecindades del 0 ∈ T, (Ak)k∈N,
definida por

Ak =
(
1− 1

k
, 1
k

)
=
(
1− 1

k
, 1
)
∪ {0} ∪

(
0, 1

k

)
⊂ T

de modo que
⋂
k∈N

Ak = {0}. Consideremos además Uk = Ak + x y Vk = Ak + z, de modo que

son vecindades de x y z respectivamente. Como z ∈ Ex, entonces existe nk ∈ Z y xk ∈ T tal
que

xk ∈ Uk ∩R−nkα Uk ∩ {y ∈ T : ϕ(nk)(y) ∈ Vk}.

Aśı, en particular, xk ∈ Uk y Rnk
α xk ∈ Uk, y como ∩kUk = {x}, se tiene que xk → x, y

nkα = Rnk
α xk − xk ∈ Uk − Uk, pero Uk − Uk = Ak − Ak = 2Ak = Ak/2, y como ∩kAk = {0},

también se tiene que ∩k2Ak = {0}, de modo que nkα → 0. Además ϕ(nk)(xk) ∈ Vk, y como
∩kVk = {z}, entonces ϕ(nk)(xk)→ z.

Supongamos ahora que nkα → 0, xk → x y ϕ(nk)(xk) → z. Sean U una vecindad de x
y V una vecindad de z. Sea W un abierto no vaćıo tal que W ⊂ W ⊂ U . Como nkα → 0,
entonces Rnk

α → IdT uniformemente, de modo que existe k1 ∈ N tal que para cada k ≥ k1

W ⊂ U∩R−nkα U . Además, como Rα es minimal, entonces existe N ∈ N tal que ∪N−1
n=0 R

−n
α W =

T.
Tomemos Ak como antes y notemos que NANk = Ak, luego, para k grande, digamos

K fijo, (N + 1)AK + z ⊂ V . Anotemos V0 = AK y V1 = AK + z. Aśı, existe k2 ∈ N tal
que para cada k ≥ k2, ϕ(nk)(xk) ∈ V1 y k3 ∈ N tal que para cada k ≥ k3 y cada y ∈ T,
ϕ(Rnk

α y)− ϕ(y) ∈ V0.
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Tomemos k ≥ máx{k1, k2, k3} fijo y n ∈ {0, . . . , N − 1} tal que Rn
αxk ∈ W . En particular

Rn
αxk ∈ U y como W ⊂ U ∩R−nkα U , entonces Rnk

α (Rn
αxk) ∈ U . Finalmente

ϕ(nk)(Rn
αxk) = ϕ(nk)(xk) + (ϕ(nk)(Rn

αxk)− ϕ(nk)(xk))

= ϕ(nk)(xk) +
n−1∑
m=0

(ϕ(Rnk+m
α xk)− ϕ(Rm

α xk))

∈ ϕ(nk)(xk) + nV0 ⊂ V1 +NV0 = (N + 1)AK + z ⊂ V

Aśı, Rn
αxk ∈ U , Rnk

α (Rn
αxk) ∈ U y ϕ(nk)(Rn

αxk) ∈ V , mostrando que z ∈ Ex
Demostración del Teorema 8.5 : Por definición, z ∈ Ex si y sólo si existe {nk}k∈N ⊂ Z tal
que nkα → 0 y ϕ(nk)(x) → z. Considerando la sucesión xk = x, usando el lema anterior, se
obtiene que z ∈ Ex.

Supongamos que z ∈ Ex. Luego, por el lema previo, existe {nk}k∈N ⊂ Z y {xk}k∈N ⊂ T
tales que nkα → 0, xk → x y ϕ(nk)(xk) → z. Gracias al Lema 8.2, se conluye que existe
{n̄k}k∈N ⊂ Z tal que ϕ(n̄k)(x)→ z y por lo tanto z ∈ Ex.

Esta equivalencia, y en particular la demostración del Lema 8.7, motiva generalizar el
concepto de rango esencial y verificar qué propiedades se mantienen o de que modo se mo-
difican para el análisis de los nilfactores. En particular veremos que E

[d]
x = E[d], de modo

que la estructura de RP[d−1] se simplifica y nos interesa ver qué propiedades tiene E[d] para
concluir el cálculo de los nilfactores.

Además se deduce el siguiente resultado que extiende la clasificación del Teorema 7.7.
Consideremos el conjunto S(ϕ) = {m ∈ Z : mϕ es coborde }. Claramente S(ϕ) es subgrupo
de Z, y podemos anotar S(ϕ) = Z · k(ϕ), para k(ϕ) ∈ N ∪ {0}. Además, para m ∈ N,
anotemos

〈
1
m

〉
= { n

m
}m−1
n=0 ⊂ T.

Teorema 8.8. Sea X = T × T y T : X → X tal que (x, y) 7→ (x + α, y + ϕ(x)), donde
α ∈ T \Q y ϕ : T→ T es continua. Entonces se tiene uno y sólo uno de los siguientes casos

1. k(ϕ) ∈ N y esto es ssi E =
〈

1
k(ϕ)

〉
.

2. k(ϕ) = 0 y esto es ssi (X,T ) es transitivo ssi E = T ssi (X,T ) es minimal.

Demostración :

k(ϕ) = 1 Por la Proposición 8.3, E = E = {0} ssi ϕ es coborde.

k(ϕ) > 1 Sea m ∈ S(ϕ), luego mϕ es coborde y por lo tanto {0} = E(mϕ) ⊃ mE(ϕ). Luego

E(ϕ) ⊂
〈

1
m

〉
para cada m ∈ S(ϕ) y se concluye que E(ϕ) ⊂

〈
1

k(ϕ)

〉
. Digamos E(ϕ) =

〈
1
r

〉
y claramente se tiene que r|k(ϕ). Pero entonces E(rϕ) = {0} y esto es si y sólo si rϕ

es coborde. Luego r ∈ S(ϕ) y por lo tanto k|r. Sigue que r = k(ϕ) y E =
〈

1
k(ϕ)

〉
.

k(ϕ) = 0 Por los resultados vistos hasta ahora se tiene que (X,T ) es transitivo ssi E = T, y por
la parte anterior, esto es ssi k(ϕ) = 0.

Supongamos que (X,T ) no es minimal. Entonces, por el Teorema 7.1, kϕ es coborde
para algún k ∈ N y por la parte anterior se deduce que E ⊂

〈
1
k

〉
, de modo que (X,T )

no es transitivo.

En la siguiente sección generalizaremos la noción de rango esencial y mostraremos los
resultados correspondientes.
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8.3. Rango esencial de orden d

Presentamos una generalización del rango esencial buscando obtener resultados similares
a los de la sección anterior. En particular veremos si tal generalización se relaciona bien con
E[d](ϕ) y en consecuencia poder determinar RP[d] y los nilfactores maximales.

Decimos que z ∈ T es un valor esencial de orden d de ϕ en x ∈ T si para cada vecindad
U de x y cada vecindad V de z existe m ∈ Zd tal que

U ∩
⋂
ε⊂[d]
ε 6=∅

(
R−m·εα U ∩ {y ∈ T : ϕ(m·ε)(y) ∈ V }

)
6= ∅. (8.3)

Al conjunto de todos los valores esenciales de orden d de ϕ en x lo llamamos el rango esencial
de orden d de ϕ en x y lo denotamos por E [d]

x (ϕ). Además al conjunto E [d](ϕ) =
⋂
x∈T
E [d]
x (ϕ)

lo llamamos el rango esencial de orden d de ϕ y a z ∈ E [d](ϕ) un valor esencial de orden d
de ϕ. Cuando no haya ambigüedad omitiremos ϕ en la notación.

Como veremos en la próxima sección, varias propiedades de E = E [1] pasan a E [d].

8.3.1. Propiedades básicas de E [d]

Es obvio de las definiciones que E [d]
x y E [d] son conjuntos cerrados. También es claro que

E [d]
x ⊂ E [d−1]

x y E [d] ⊂ E [d−1].

Proposición 8.9. Para cada x ∈ T, E [d]
x (ϕ) = E [d](ϕ).

Demostración : En primer lugar veamos que

E [d]
Rnαx

= E [d]
x .

En efecto, sea V una vecindad de z ∈ E [d]
x y U una vecindad de Rn

αx. Consideremos Ak
como en el Lema 8.7 y K grande tal que W = AK satisfaga 3W + z ⊂ V . Sea además U ′

una vecindad de x tal que Rn
αU
′ ⊂ U y ϕ(n)(U ′) ⊂ ϕ(n)(x) + W , y como z ∈ E [d]

x podemos
encontrar m ∈ Zd y x̄ ∈ T tales que

x̄ ∈ U ′ ∩
⋂
ε⊂[d]
ε 6=∅

(R−m·εα U ′ ∩ {y ∈ T : ϕ(m·ε)(y) ∈ W + z}).

Sigue que Rn
αx̄ ∈ ∩εR−m·εα U y además se tiene que ϕ(m·ε)(Rn

αx̄) = ϕ(n)(Rm·ε
α x̄) + ϕ(m·ε)(x̄)−

ϕ(n)(x̄), de modo que

ϕ(m·ε)(Rn
αx̄) ∈ (ϕ(n)(x) +W ) + (W + z)− (ϕ(n)(x) +W ) = 3W + z ⊂ V.

Como U y V son arbitrarios, se obtiene que z ∈ E [d]
Rnαx

. Aśı, concluimos que E [d]
x ⊂ E [d]

Rnαx
, y por

simetŕıa se obtiene que E [d]
Rnαx

= E [d]
x .

Para concluir, basta notar que si xk → x y zk → z en T, y suponemos que zk ∈ E [d]
xk para

cada k, entonces la definición del rango esencial de orden d muestra que z ∈ E [d]
x . Luego como

cada órbita por Rα es densa y dado que E [d]
Rnαx

= E [d]
x es cerrado, se tiene que E [d]

x ⊂ E [d]
y para

cada y ∈ T. Por simetŕıa se obtiene que E [d]
x = E [d]

y y por lo tanto E [d]
x (ϕ) = E [d](ϕ) para cada

x ∈ T.
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Proposición 8.10. E [d](ϕ) es un subgrupo cerrado de T.

Demostración : Es claro que E [d] es cerrado, y como ϕ(0) ≡ 0, 0 ∈ E [d]. Sean v, w ∈ E [d],
U ⊂ X un abierto no vaćıo y N una vecindad de v + w. Consideremos V , W vecindades de
v y w respectivamente tales que V +W ⊂ N .

Como w ∈ E [d], existe m ∈ Zd tal que

U1 = U ∩
⋂
ε⊂[d]
ε6=∅

(R−m·εα U ∩ {y ∈ T : ϕ(m·ε)(y) ∈ W})

es abierto no vaćıo. Luego, como v ∈ E [d], existe n ∈ Zd tal que

U2 = U1 ∩
⋂
ε⊂[d]
ε6=∅

(R−n·εα U1 ∩ {y ∈ T : ϕ(n·ε)(y) ∈ V })

es no vaćıo.
Para concluir veamos que

U2 ⊂ U3 = U ∩
⋂
ε⊂[d]
ε6=∅

(R−(m+n)·ε
α U ∩ {y ∈ T : ϕ((m+n)·ε)(y) ∈ N}).

En efecto, sea x ∈ U2, entonces Rn·ε
α x ∈ U1 ⊂ R−m·εα U , de modo que x ∈ R(m+n)·ε

α U . Además
ϕ(n·ε)(x) ∈ V , y Rn·ε

α x ∈ U1 de modo que ϕ(m·ε)(Rn·ε
α x) ∈ W . Sigue que

ϕ((m+n)·ε)(x) = ϕ(n·ε)(x) + ϕ(m·ε)(Rn·ε
α x) ∈ V +W ⊂ N

y entonces x ∈ U3. Se concluye que v + w ∈ E [d].
Aśı, E [d] es semigrupo cerrado de T, y como los semigrupos cerrados de T son siempre

grupos, se concluye que E [d] es subgrupo cerrado de T.

Proposición 8.11. Si φ = ϕ + ψ ◦ Rα − ψ, donde φ, ψ : T → T son continuas, entonces
E [d](ϕ) = E [d](φ).

Demostración : Como φ = ϕ+ψ◦Rα−ψ, entonces φ(n) = ϕ(n) +ψ◦Rn
α−ψ. Sea z ∈ E [d](ϕ).

Sea U un abierto no vaćıo y V una vecindad de z. Sea V0 una vecindad de 0 ∈ T y V1 una
vecindad de z tal que V0+V1 ⊂ V (usar por ejemplo Ak y Ak+z con k suficientemente grande).
Sea W ⊂ U un abierto no vaćıo tal que ψ(x) − ψ(y) ∈ V0 para todo x, y ∈ W . Como z ∈
E [d](ϕ), existe m ∈ Zd y un punto w ∈ ∩εR−m·εα W ∩ {y ∈ T : ϕ(m·ε)(y) ∈ V1, ε ⊂ [d], ε 6= ∅}.
Sigue que w ∈ ∩εR−m·εα U y φ(m·ε)(w) = ϕ(m·ε)(w)+ψ ◦Rm·ε

α (w)−ψ(w) ∈ V1 +V0 ⊂ V . Luego
z ∈ E [d](φ), de modo que E [d](ϕ) ⊂ E [d](φ) y por simetŕıa se concluye que E [d](ϕ) = E [d](φ).

Como consecuencia directa de la Proposición 8.3 y del hecho que E [d] ⊂ E se tienen las
siguientes propiedades

Proposición 8.12. Si E [d](ϕ) = T, entonces (X,T ) es transitivo.

Proposición 8.13. Si ϕ es coborde, entonces E [d] = {0}.
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Directo de la definición de rango esencial de orden d se tiene la siguiente

Proposición 8.14. Para cada k ∈ Z \ {0}, kE [d](ϕ) ⊂ E [d](kϕ). Si además
〈

1
k

〉
⊂ E [d],

entonces E [d](kϕ) = kE [d](ϕ).

El siguiente teorema es de gran interés puesto que relaciona directamente el rango esencial
de orden d con el conjunto E[d] que define completamente RP[d−1].

Teorema 8.15. Sean x, z ∈ T. Entonces z ∈ E [d]
x (ϕ) si y sólo z ∈ E[d]

x (ϕ).

Este resultado tiene como consecuencia directa

Corolario 8.16. Para cada x ∈ T, E
[d]
x (ϕ) = E[d](ϕ) = E [d](ϕ) = E [d]

x (ϕ).

Demostración : Por el Teorema 8.15, E
[d]
x = E [d]

x y por la Proposición 8.9, E [d]
x = E [d]. Aśı,

E[d]
x = E [d]

x = E [d] =
⋂
x∈T

E [d]
x =

⋂
x∈T

E[d]
x = E[d].

Para mostrar el Teorema 8.15, partiremos por el siguiente lema

Lema 8.17. Sean x, z ∈ T. Entonces z ∈ E [d]
x (ϕ) si y sólo si existe {nk = (nik)

d
i=1}k∈N ⊂ Zd

y {xk}k∈N ⊂ T tales que

1. xk → x

2. nikα→ 0, para cada i ∈ [d]

3. ϕ(nk·ε)(xk)→ z, para cada ε ⊂ [d], ε 6= ∅.

Demostración : Consideremos Ak, Uk y Vk como en el Lema 8.7. Como z ∈ E[d]
x , entonces

existe nk ∈ Zd y xk ∈ T tal que

xk ∈ Uk ∩
⋂
ε⊂[d]
ε 6=∅

R−nk·εα Uk ∩ {y ∈ T : ϕ(nk·ε)(y) ∈ Vk}.

Aśı, en particular, xk ∈ Uk y R
nik
α xk ∈ Uk, y como ∩kUk = {x}, se tiene que xk → x, y

nikα = R
nik
α xk − xk ∈ Uk −Uk = 2Ak, y como ∩k2Ak = {0}, se obtiene que nikα→ 0. Además

ϕ(nk·ε)(xk) ∈ Vk, y como ∩kVk = {z}, entonces ϕ(nk·ε)(xk)→ z.
Supongamos ahora que nikα→ 0, xk → x y ϕ(nk·ε)(xk)→ z. Sean U una vecindad de x y

V una vecindad de z. Sea W un abierto no vaćıo tal que W ⊂ W ⊂ U . Como nikα→ 0 para
cada i ∈ [d], también se tiene que (nk · ε)α → 0 para cada ε ⊂ [d] y entonces existe k1 ∈ N
tal que para cada k ≥ k1 W ⊂ ∩εR−nk·εα U . Además, como Rα es minimal, entonces existe
N ∈ N tal que ∪N−1

n=0 R
−n
α W = T.

Tomemos Ak como antes y k grande, digamos K fijo, tal que (N+1)AK+z ⊂ V . Anotemos
V0 = AK y V1 = AK + z. Aśı, existe k2 ∈ N tal que para cada k ≥ k2, ϕ(nk·ε)(xk) ∈ V1 y
k3 ∈ N tal que para cada k ≥ k3 y cada y ∈ T, ϕ(Rnk·ε

α y)− ϕ(y) ∈ V0.
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Sea k ≥ máx{k1, k2, k3} fijo y n ∈ {0, . . . , N − 1} tal que Rn
αxk ∈ W . En particular

Rn
αxk ∈ U y como W ⊂ ∩εR−nk·εα U , entonces Rnk·ε

α (Rn
αxk) ∈ U . Finalmente para cada ε ⊂ [d]

se tiene que

ϕ(nk·ε)(Rn
αxk) = ϕ(nk·ε)(xk) + (ϕ(nk·ε)(Rn

αxk)− ϕ(nk·ε)(xk))

= ϕ(nk·ε)(xk) +
n−1∑
m=0

(ϕ(Rnk·ε+m
α xk)− ϕ(Rm

α xk))

∈ ϕ(nk·ε)(xk) + nV0 ⊂ V1 +NV0 = (N + 1)AK + z ⊂ V

Aśı, Rn
αxk ∈ U , Rnk·ε

α (Rn
αxk) ∈ U y ϕ(nk·ε)(Rn

αxk) ∈ V , mostrando que z ∈ E [d]
x

Demostración del Teorema 8.15 : Por definición, z ∈ E[d]
x si y sólo si existe {nk}k∈N ⊂ Z

tal que nikα→ 0 y ϕ(nk·ε)(x)→ z. Considerando la sucesión xk = x, usando el lema anterior,

se obtiene que z ∈ E [d]
x .

Supongamos que z ∈ E [d]
x . Luego, por el lema previo, existe {nk}k∈N ⊂ Z y {xk}k∈N ⊂ T

tales que nikα → 0, xk → x y ϕ(nk·ε)(xk) → z. Gracias al Lema 8.2, se conluye que existe

{n̄k}k∈N ⊂ Z tal que ϕ(n̄k·ε)(x)→ z para cada ε ⊂ [d], ε 6= ∅ y por lo tanto z ∈ E[d]
x .

Aśı, el hecho que E
[d]
x = E[d] nos da información relevante en cuanto a RP[d−1].

Proposición 8.18. Sea (X,T ) una rotación torcida, entonces para cada d ∈ N,

RP[d] = {
(
( xy ) , ( x

y+z )
)

: x, y, z ∈ T, z ∈ E[d+1]}

donde E[d] un subgrupo cerrado de T. En particular, (X,T ) es nilsistema de orden d si y sólo
si E[d+1] = {0}.

De esto, se puede ver que los nilfactores maximales de estos sistemas tienen la forma
(X,Tk), donde Tk está definido por (x, y) 7→ (x + α, y + kϕ(x)), o bien (T, Rα). Además se
deduce la estabilización de los nilfactores maximales de estos sistemas.

Lema 8.19. Sea X = T×T y T : X → X tal que (x, y) 7→ (x+α, y+ϕ(x)), donde α ∈ T\Q
y ϕ : T→ T es continua. Luego Z∞(X) = Zd(X) para algún d ∈ N.

Demostración : Observemos que basta mostrar que E[d] = E[d+1] para algún d > 1 para
concluir. En efecto, si E[d] = E[d+1] para d > 1, entonces RP[d−1] = RP[d] y por el Teorema 6.8
se concluye que Z∞ = Zd−1.

Si E[3] = T, entonces E[2] ⊃ E[3] = T concluyendo lo deseado. Supongamos entonces
que E[3] 6= T es un subgrupo cerrado, digamos E[3] =

〈
1
k

〉
para algún k ∈ N. Digamos

k = p1 · p2 · · · pm es su descomposición en primos. Como, si Fl ( Fl−1 ( · · · ( F1 ( {n/k}k−1
n=0

son subgrupos, entonces necesariamente l ≤ m, se tiene que E[m+4] = E[m+5]. Y por lo tanto,
tomando d = m+ 4, se tiene que E[d] = E[d+1] y se concluye que Z∞ = Zd−1.

8.4. Nilfactores Maximales

En esta sección mostraremos una clasificación de los nilfactores maximales de extensiones
por cociclo. Para esto, se expondrá en primer lugar algunos resultados clásicos que serán de
utilidad. Estos resultados son acerca de la ecuación de cohomoloǵıa

ϕ = ψ ◦Rα − ψ (8.4)
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que será relevante en esta sección.
Para que ϕ sea coborde, i.e., la ecuación 8.4 tiene solución ψ : T→ T continua, necesaria-

mente d(ϕ) = 0, y por lo tanto, cualquier levantamiento de ϕ será una función Z-periódica.
Además, si ψ continua satisface la ecuación 8.4, también se debe tener que d(ψ) = 0. De otro
modo, podemos suponer que ψ(x) = mx + φ(x) con d(φ) = 0, m = d(ψ) 6= 0, y reempla-
zando en 8.4 se obtiene que ϕ = mα + φ ◦ Rα − φ. Integrando ambas ecuaciones se obtiene
0 =

∫
T ϕdλ = mα, lo cual es absurdo pues α ∈ T \ Q. Aśı, siempre que la ecuación 8.4 se

satisfaga con ψ continua, las funciones involucradas (ϕ y ψ) serán de grado nulo, y se pueden
ver como funciones Z-periódicas o, equivalentemente, como funciones de T en R, continuas.
Además identificaremos T con el intervalo [0, 1) ⊂ R.

Proposición 8.20 (Gottschalk-Hedlund [24]). Son equivalentes:

1. Existe ψ : T→ T continua tal que ϕ = ψ ◦Rα − ψ

2. Existe x0 ∈ [0, 1) tal que

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0)

∣∣∣∣∣ <∞.
Donde ϕ̂ : R→ R es un levantamiento cualquiera de ϕ.

Demostración : Claramente 1)⇒ 2), en efecto, se tiene que
∑n−1

i=0 ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0) = ψ̂ ◦ R̂n

α− ψ̂,

con ψ̂ : T→ R continua, de modo que

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0)

∣∣∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥ψ̂∥∥∥ <∞.

Veamos que 2) ⇒ 1). Sea F : T × R → T × R la transformación definida por F (x, y) =
(x + α, y + ϕ̂(x)). Consideremos además la transformación rs(x, y) = (x, y + s), s ∈ R;
claramente F ◦ rs = rs ◦ F .

Se tiene que F n(x0, 0) =
(
Rn
αx0,

∑n−1
i=0 ϕ̂ ◦ R̂i

α(x0)
)

y de 2) se deduce que la órbita cerrada
de (x0, 0) por F , ōF (x0, 0), es compacta y por lo tanto debe contener un conjunto minimal
(para F ) compacto, digamos M . Si p : T×R→ T es la proyección en la primera coordenada,
de la minimalidad de Rα se deduce que p(M) = T. Afirmamos que M es el grafo de una
función; en efecto, supongamos que (x, y), (x, y + s) ∈ M . De la minimalidad de M y del
hecho que F y rs conmutan se deduce que M = rs(M) y por lo tanto M = rns(M) para
cada n ∈ Z. Como M es compacto, necesariamente s = 0 de modo que M es el grafo de
una función, digamos Ψ : T→ R, y como M es cerrado, Ψ es continua. Se ve fácilmente que
ϕ̂ = Ψ ◦ R̂α −Ψ, y tomando ψ = Ψ mód 1 se concluye 1).

Proposición 8.21. Si la ecuación 8.4 tiene solución ψ : T→ T medible, entonces ψ es igual
a una función continua λ-c.s.

Demostración : Sea ψ una solución medible de 8.4. Sea A = {x ∈ T : ϕ 6= ψ ◦ Rα − ψ} el
conjunto de λ-medida nula de los puntos en que la ecuación 8.4 no se satisface. Sea

B =
⋃
n∈Z

Rn
α(A);
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claramente B es de λ-medida nula. Sea entonces x0 ∈ T\B, de modo que Rn
αx0 ∈ T\B para

cada n ∈ Z y además∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣Ψ ◦ R̂n

α(x0)−Ψ(x0)
∣∣∣ ≤ 2 ‖Ψ‖L∞ ,

para cualquier Ψ : T→ R tal que ψ = Ψ mód 1 λ-c.s. Es claro que existe un levantamiento

ψ̂ ∈ L∞(T, λ), de modo que
∣∣∣∑n−1

i=0 ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0)

∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥ψ̂∥∥∥

L∞
< ∞ para todo n ∈ N, y por la

Propocisión 8.20, existe ψ0 continua tal que ϕ = ψ0◦Rα−ψ0. Por lo tanto (ψ−ψ0)◦Rα = ψ−ψ0

λ-c.s. y como Rα es λ-ergódica, entonces necesariamente ψ − ψ0 = C (constante) λ-c.s. de
donde se concluye que ψ coincide con la función continua ψ0 + C λ-c.s.

Con los resultados vistos hasta ahora es posible deducir el siguiente resultado que clasifica
el factor equicontinuo maximal de las extensiones por cociclo.

Teorema 8.22. Son equivalentes:

1. E[2](ϕ) = {0}.

2. E[2](ϕ) 6= T.

3. ϕ es cohomólogo a una constante.

4. kϕ es cohomólogo a una constante para algún k ∈ Z\{0}

5. T es ρ-acotada.

6. T es conjugado a una rotación en T× T.

7. T es equicontinuo.

Demostración : Claramente 1)⇒ 2), 3)⇒ 4), 3)⇔ 5) por la Proposición 8.20, 5)⇔ 6) por
el Teorema 7.17, 6)⇒ 7), y 7)⇔ 1) puesto que RP = {

(
( xy ) , ( x

y+z )
)

: x, y, z ∈ T, z ∈ E[2]}.
Veamos las implicaciones restantes:

4)⇒ 3) Sea k ∈ Z\{0} tal que kϕ es cohomólogo a una constante. Digamos kϕ = β+ψ◦Rα−ψ,
β ∈ T constante y ψ : T→ T continua. Supongamos que ψ(x) = φ(x) + mx, con φ de
grado nulo; entonces kϕ = β +ψ ◦Rα−ψ = β +mα+ φ ◦Rα− φ, y kϕ es cohomóloga
a la constante β + mα v́ıa una función de grado nulo φ. Luego podemos suponer sin
pérdida de generalidad que ψ es de grado nulo. Sigue que ϕ = β′+ r+ψ′ ◦Rα.ψ

′, donde
β′ = β/k, r : T →

〈
1
k

〉
y ψ′ = ψ/k : T → T es continua pues ψ es continua de grado

nulo. Sigue que r = ϕ − β′ − ψ′ ◦ Rα + ψ′ es continua, y como toma valores en
〈

1
k

〉
,

r(x) = r ∈
〈

1
k

〉
. Sigue que ϕ = β′ + r + ψ′ ◦ Rα − ψ′, es decir, ϕ es cohomóloga a la

constante β′ + r.

7)⇒ 6) Si T es equicontinuo, en el caso minimal se debe tener que es conjugada a una rotación
en T × T, i.e., 6). En el caso no minimal, por la Proposicón 7.1, kϕ es coborde para
algún k ∈ Z\{0} y en particular se tiene 4)⇔ 6).

2)⇒ 4) Si E[2] 6= T, entonces E[2] =
〈

1
k

〉
para algún k ∈ N. Sigue de la Proposición 8.14 que

E[2](kϕ) = {0}, pero entonces, como 1)⇒ 3) (para kϕ), se tiene que kϕ es cohomóloga
a una constante, i.e., 4) para ϕ.
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La equivalencia entre 1) y 2) reduce las posibilidades para el factor equicontinuo maximal
a dos.

Corolario 8.23. El factor equicontinuo maximal de una rotación torcida es (T, Rα) ó (X,T ).

Además las condiciones 3), 4), 5) ó 6) excluyen inmediatamente a cociclos de grado no
nulo.

Corolario 8.24. Si d(ϕ) 6= 0, entonces el factor equicontinuo maximal es (T, Rα).

Observemos que teniendo una clasificación similar para el nilfactor maximal de orden 2,
se concluiŕıa con el estudio de los nilfactores. Sólo se tiene un resultado parcial al respecto.
Primero extenderemos la noción de ρ-acotado al caso en que ϕ no es necesariamente de grado
nulo. Diremos que la transformación T definida por (x, y) 7→ (x+α, y+ϕ(x)) es linealizable,
si existe una función af́ın A en T, i.e., de la forma x 7→ mx+ β, m ∈ Z, β ∈ T, tal que

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ϕ̂ ◦ R̂i
α(x0)− Â ◦ R̂i

α(x0)

∣∣∣∣∣ <∞
para algún x0 ∈ [0, 1). Notemos que en este caso, necesariamente m = d(ϕ) y β =

∫
T ϕdλ

mód 1, y cuando m = 0 esta noción es equivalente a la de ρ-acotado.

Teorema 8.25. Son equivalentes:

1. ϕ es cohomólogo a una función af́ın.

2. kϕ es cohomólogo a una función af́ın para algún k ∈ Z\{0}

3. T es linealizable.

4. T es conjugado a una rotación torcida en T × T definida por una función af́ın, con
frecuencia forzante α.

En caso que se cumpla alguna de estas condiciones, y por lo tanto todas, entonces E[3](ϕ) =
{0} y (X,T ) es nilsistema de orden 2.

Demostración : Claramente 1) ⇒ 2) y 1) ⇔ 3) por la Proposición 8.20. Veamos las
implicaciones restantes:

2)⇒ 1) Sea k ∈ Z\{0} tal que kϕ es cohomólogo a una función af́ın A(x) = nx + β, con
n = d(kϕ). Digamos kϕ = A + ψ ◦ Rα − ψ, ψ : T → T continua. Supongamos que
ψ(x) = φ(x) +mx, con φ de grado nulo; entonces kϕ = β+ψ ◦Rα−ψ = A+mα+φ ◦
Rα−φ, y kϕ es cohomóloga a la función af́ın A+mα v́ıa una función de grado nulo φ.
Luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que ψ es de grado nulo. Sigue que
ϕ = A′+r+ψ′◦Rα.ψ

′, donde A′(x) = n
k
x+ β

k
, es af́ın pues k|n dado que d(kϕ) = kd(ϕ).

Además r : T →
〈

1
k

〉
y ψ′ = ψ/k : T → T es continua pues ψ es continua de grado

nulo. Sigue que r = ϕ − A′ − ψ′ ◦ Rα + ψ′ es continua, y como toma valores en
〈

1
k

〉
,

r(x) = r ∈
〈

1
k

〉
. Sigue que ϕ = A′ + r + ψ′ ◦ Rα − ψ′, es decir, ϕ es cohomóloga a la

función af́ın A′ + r.
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1)⇒ 4) Si ϕ es cohomólogo a una función af́ın A, digamos por ϕ = A + ψ ◦ Rα − ψ, ψ :
T→ T continua. Considerando el homeomorfismo h(x, y) = (x, y − ψ(x)), se tiene que
h◦T (x, y) = h(x+α, y+ϕ(x)) = (x+α, y+ϕ(x)−ψ(x+α)) = (x+α, y+A(x)−ψ(x)) =
TA(x, y − ψ(x)) = TA ◦ h(x, y), donde hemos anotado TA a la rotación torcida definida
por A, i.e., (x, y) 7→ (x+ α, y +A(x)). Aśı, T es conjugado a TA v́ıa el homeomorfismo
h.

4)⇒ 1) Si T es conjugado a TA, entonces existe u ∈ T tal que ϕ ± A(x + u) es coborde (ver
Anzai [1]). Pero entonces, ϕ es cohomólogo a la función af́ın A′ = ∓A ◦Ru.

Obteniendo la equivalencia de las afirmaciones. Vimos anteriormente que la transforma-
ción (x, y) 7→ (x + α, y + mx + β) siempre define un sistema de orden 2, de modo que
un sistema conjugado a tal transformación también es un sistema de orden 2, y como
RP[2] = {

(
( xy ) , ( x

y+z )
)

: x, y, z ∈ T, z ∈ E[3]}, esto es si y sólo si E[3] = {0}.
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Conclusiones

En este caṕıtulo mostraremos las conclusiones matemáticas obtenidas en la presente me-
moria, preguntas de interés que apuntan en la misma dirección que los resultados obtenidos
y posibles generalizaciones naturales.

Respecto de los nilfactores maximales de los sistemas estudiados, concluimos que una
extensión por cociclo de una rotación minimal es equicontinua –y por lo tanto todos sus
nilfactores maximales coinciden con el sistema– si y sólo si el cociclo es de grado nulo y
linealizable. En cualquier otro caso, el factor equicontinuo maximal es la rotación base.

Además concluimos que en el caso linealizable siempre se obtiene un nilsistema de orden
a lo más 2, siendo de orden 1 si el grado del cociclo es nulo y de orden 2 en caso contrario.
Además, en caso de existir nilfactores de orden superior, se mostró que estos son extensiones
por cociclo de la misma rotación, y que tal cociclo es un múltiplo entero del cociclo original.
Queda abierta la pregunta de si existen efectivamente nilfactores de orden superior.

Creemos que un nilfactor de un sistema con espacio base T× T debe ser necesariamente
de orden a lo más 2, y en particular esto se debiese tener para los sistemas estudiados en esta
memoria.

Conjetura 9.1. Sea (X,T ) una extensión por cociclo de una rotación minimal, entonces
Z∞(X,T ) = Z2(X,T ).

Siguiendo el enfoque y las herramientas usadas y desarrolladas en la presente memoria,
una forma de abordar este problema es estudiar la siguiente pregunta.

Pregunta 9.2. ¿Es un sistema de este tipo un sistema de orden 2 si y sólo si se tiene alguna
de las condiciones equivalentes del Teorema 8.25?

En caso de que la respuesta a la Pregunta 9.2 fuera negativa, queda buscar ejemplos de
sistemas no linealizables con E[3] 6= T. Si, por el contrario, la respuesta es afirmativa, la
Conjetura 9.1 seŕıa cierta y se tendrá además que E[3] 6= T si y sólo si E[3] = {0}. Esto
equivale a la siguiente pregunta más débil, pero de mayor interés.

Pregunta 9.3. ¿Es el nilfactor maximal de orden 2 de una rotación torcida (X,T ), (T, Rα)
ó (X,T )?

Nuevamente, de ser cierta esta pregunta, la Conjetura 9.1 seŕıa cierta; y la clasificación
de los nilfactores maximales de este tipo de sistemas quedaŕıa completo, teniéndose sólo tres
posibilidades:
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1. Z∞ = Z1 = (T, Rα).

2. Z∞ = Z1 = (X,T ).

3. Z∞ = Z2 = (X,T ) y Z1 = (T, Rα).

y en particular, toda extensión por cociclo de una rotación en T seŕıa un nilsistema de
orden 1 ó 2, salvo en el primer caso, en que habŕıa una estabilización no trivial. Aunque la
Conjetura 9.1 fuese cierta, no es directo que hayan sistemas de este tipo con una estabilización
no trivial. Sin embargo, en caso de que la Pregunta 9.2 tuviese respuesta afirmativa, entonces
los sistemas no linealizables tendŕıan Z∞ = Z1 = (T, Rα), y los linealizables seŕıan como en
el segundo y tercer caso, dependiendo de si el grado del cociclo es nulo o no.

Se seguirá estudiando estos problemas a través de los métodos usados en la presente
memoria y en caso de ser necesario, se estudiará nuevas metodoloǵıas a través de argumentos
dimensionales, o de complejidad topológica usando los resultados obtenidos en [34].

Sobre el rango esencial de orden d, se observa que, para d = 1, 2, si E[d](φ) = {0}, entonces
para cada ϕ : T → T continua y s ≥ d, E[s](ϕ) = E[s](ϕ + φ). En el caso d = 1 se tiene por
la invarianza del rango esencial bajo cohomoloǵıa, y en el caso d = 2 se tiene dado que para
un cociclo, la condición de ser ρ-acotado no cambia al sumar otro cociclo ρ-acotado. Se cree
que se puede concluir lo mismo para d > 2.

Además de las conclusiones obtenidas para extensiones por cociclo de rotaciones minima-
les, creemos que las herramientas desarrolladas en esta memoria tienen un mayor alcance.

La definición de rango esencial se presenta en un contexto bastante más general que
el nuestro, este es, en extensiones por cociclos de sistemas minimales en grupos abelianos
localmente compactos. Luego es natural definir el rango esencial de orden d en este tipo de
sistemas y ver su relación con RP[d+1] y los nilfactores maximales. También es interesante
pensar el caso en que el grupo donde se define el cociclo no es necesariamente abeliano, sino
nilpotente.

Además es natural pensar que al tener un sistema forzante al cual conozcamos sus nil-
factores maximales y una extensión por cociclo en un grupo relativamente simple o bien
estudiado (como T, Tn) o un cuociente (como las nilvariedades), se puede decir algo intere-
sante sobre los nilfactores maximales de tal extensión. Es decir, abarcar el estudio de los
nilfactores maximales de sistemas de la forma (Y × G, Tϕ), donde (Y, T ) es un sistema mi-
nimal cuyos nilfactores maximales son conocidos, G es un grupo compacto (o un cuociente
como las nilvariedades), ϕ : Y → G es una función continua y Tϕ : Y ×G→ Y ×G está de-
finida por (y, g) 7→ (Ty, gϕ(y)). En particular, parece natural mostrar resultados análogos a
los obtenidos en esta memoria, para sistemas como los de el Teorema 7.10.

Resulta interesante también el estudio de los nilfactores en el caso de h.c.q.f. s. En par-
ticular, sabemos que bajo ciertas hipótesis un h.c.q.f. es conjugado a una rotación o a un
producto torcido. En estos casos el estudio se reduce a lo hecho en este trabajo, y hay que
ver si las herramientas usadas en esta memoria son útiles para abarcar el caso en que no es
una rotación ni un producto torcido. En particular ver si el rango esencial de orden d tiene
sentido en este contexto, y por otro lado, si hay estabilizaciones no triviales o distintas al
caso estudiado.
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[7] T. Bröcker, T. tom Dieck. Representations of compact Lie Groups, Graduate Texts in
Mathematics 98, Springer-Verlag, 1985, x+313 pp.

[8] Q. Chu. Convergence of multiple ergodic averages along cubes for several commuting
transformations. Studia Mathematica 196(1), pp. 13–22, 2009.

[9] Q. Chu, N. Frantzikinakis, B. Host Ergodic averages of commuting transformations
with distinct degree polynomial iterates, Proceedings of the London Mathematical So-
ciety 102(5), pp. 801-842, 2011.
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