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Resumen

En este trabajo se discute un sistema experimental para resolver ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) elipticas o parabolicas sobre dominios en 2-D mediante el método de ele-
mentos finitos (MEF). La herramienta combina algoritmos de refinamiento y desrefinamiento
de triangulaciones conformes sobre dominios generales con bordes curvos en las fronteras e
interfaces de medios; el MEF, usando elementos lineales; una estructura de datos adecuada;
el uso de estimadores del error cometido en la resoluciéon numérica; una interfaz grafica sobre
XWindows y un lenguaje declarativo para la definiciéon de los problemas.

La herramienta fue desarrollada en forma modular, para permitir la incorporaciéon de
nuevas opciones, como elementos de grado mayor en el uso del MEF, y utiliza librerias
externas, como son, “Sparse” y “SuperLU” para la resoluciéon de los sistemas de ecuaciones
poco densos, “pdraw” para visualizacion de resultados en 3D y “GLADE” para construccion
de la interfaz grafica; todas estas herramientas corresponden a software de codigo abierto.

La herramienta tiene un uso potencial en una amplia gama de aplicaciones, por ejemplo
en calculo estructural, y mecénica de fluidos y permite al usuario manejar en forma flexible la
adaptabilidad, pudiendo definir o modificar a través de la interfaz grafica, las triangulaciones,
nodos, conexiones, moléculas, condiciones de borde y lados curvos. Esta interfaz, también
permite al usuario definir o modificar tanto el problema que se desea resolver, como las
regiones en las que el usuario desea dirigir ya sea el refinamiento como el desrefinamiento de
la triangulacion.

Los estimadores de error utilizados permiten crear indicadores que dirigen el refinamiento
y desrefinamiento en forma adaptativa, para mejorar la solucion con la menor interaccion
del usuario. Con ello solo se debe definir una triangulacién inicial conforme que representa
una malla gruesa y luego por medio de los mecanismos de refinamiento explicito o los proce-
sos adaptativo, obtener una triangulaciéon que provea de una malla mas fina, que permitira
obtener una soluciéon de mejor calidad.

Se ilustra el uso del sistema con problemas de prueba, de solucion conocida; se muestra la
imagen de la malla inicial del dominio y de algunas iteraciones, la malla y solucién asociada.

Se concluye que esta herramienta constituye un software general, flexible y sencillo de
usar para resolver problemas de EDP sobre dominios en 2-D generales.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes generales

La resolucion de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) es una necesidad de las més
diversas areas de la Ciencia y la Ingenieria, pues permite entre otros modelar problemas de
resistencia de materiales, estructuras, dindmica de fluidos o termodinamica.

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es una técnica que permite resolver EDP o
sistemas de EDP que modelan problemas fisicos o de ingenieria.

Para la utilizacion del MEF, el usuario debe proveer:

= una EDP que modele su problema,

= un dominio acotado sobre el cual se encontrara la solucién a la ecuaciéon que modela el
sistema,

» condiciones de borde (CB) sobre el dominio, sean

e sobre la funcion, es decir, CB esenciales (CBE), o

e sobre la primera derivada de ésta, es decir, CB Naturales (CBN).

En la utilizacion del método de los elementos finitos clasico, el proceso se divide en las
siguientes etapas:

= En primer lugar se genera una discretizacion o malla del dominio dado, que corresponde
a una coleccion finita de elementos preseleccionados. Para esto se define el tipo de
elementos, nodos y propiedades geométricas. Por ejemplo, triangulos y/o rectangulos
en los dominios de dos dimensiones (2-D) o tetraedros y/o hexaedros en los dominios
de tres dimensiones (3-D). En forma mads precisa diremos que, en el caso 2-D, los
elementos serdn tridngulos lineales, isoparamétricos, de segundo orden, etc. Los nodos
del problema corresponderan a los vértices de la malla y otros puntos auxiliares que
permiten calcular funciones de forma sobre el elemento.

= En segundo lugar se construye el sistema lineal de ecuaciones sobre la discretizacion.
Esta etapa incluye la derivacion de las ecuaciones sobre los elementos geométricos, el
ensamble de las ecuaciones elementales y la imposicion de las condiciones de borde.



= [n tercer lugar se encuentra la soluciéon numeérica, resolviendo el sistema de ecuaciones
ensamblado.

= Como la precision de la solucion numérica depende de la discretizacion utilizada, la
construccion de la malla es un aspecto clave en la utilizacion correcta del método de
elementos finitos. De acuerdo al error estimado en la solucion, se procede a repetir la
primera etapa preparando una malla que sea mas fina en los zonas en donde éste estime
que se requiera mejorar la precision del resultado. El proceso de preparar una malla
mas fina se llama refinamiento. Los procesos de modificaciéon de las mallas, resultan
complejos, dificultando la resolucion de los problemas.

La complejidad en el uso del MEF, motiva el desarrollo de herramientas y métodos que
automaticen o simplifiquen su operacion. Una soluciéon a este problema es el uso de métodos
adaptivos.

Al usar software basado en métodos adaptivos, la modificacion de la malla se realiza
en forma dindmica durante el proceso de resoluciéon del problema. Esto depende en forma
critica de la disponibilidad de algoritmos flexibles que permitan modificar la malla, ya sea por
refinamiento y/o por desrefinamiento, de acuerdo al error estimado sobre la discretizacion.
Este trabajo realizado en forma automatica. obtendra resultados que dependeran de que el
software incluya estimadores confiables del error asociados a la resolucion de la ecuacion
diferencial en consideracion.

En forma més especifica, el diseno de software adaptivo para andlisis de elementos finitos,
sigue el siguiente esquema general:

= En primer lugar se construye una malla inicial gruesa que representa adecuadamente
la geometria del problema.

= Luego se calcula la solucién de elementos finitos asociada a ésta malla.

» Se procede entonces a evaluar esta solucion (discretizacion). Mientras la soluciéon nu-
mérica calculada no es aceptable, se repite el siguiente ciclo:

e En base a la evaluacion de la solucién se define una submalla de refinamiento, es
decir, se identifica el conjunto de elementos de la malla que deberian ser refinados
para mejorar la solucion.

e Se utiliza entonces esta informaciéon para refinar la malla.

e Se calcula una nueva solucién de elementos finitos, que a su vez se evaliia para
decidir si es suficientemente precisa para concluir el proceso.

= En el caso de los problemas parabdlicos, una vez obtenida una solucién para un tiempo
t; se procede a evaluar el problema para el tiempo t;, 1, entonces se repite el siguiente
ciclo:

e En base a la evaluacion de la solucion se define una submalla de desrefinamien-
to, es decir, se identifica el conjunto de elementos de la malla que deberian ser
desrefinados pues su pequeno tamano no ayuda a mejorar la solucion.

e Se utiliza entonces esta informacion para desrefinar la malla.



e Se calcula una nueva solucién de elementos finitos, que a su vez se evalia para
decidir si ya no es lo suficientemente precisa para concluir el proceso.

= Se procede a repetir el ciclo desde en la pagina anterior para el tiempo ¢;,1.

Como la solucién numérica obtenida en cada paso depende de la calidad de la malla construida
para discretizar el problema continuo, la evaluacién de la malla se realiza en la préctica
analizando dicha soluciéon numeérica.

En el contexto adaptivo, el proceso completo se realiza en forma totalmente automatica
usando un estimador confiable del error para evaluar la solucién y un criterio que permi-
ta decidir qué elementos deberian refinarse para obtener una mejor solucion (submalla de
refinamiento).

En el sistema descrito en este trabajo, la generaciéon y modificacion de las mallas, se hace
mediante algoritmos de refinacion y desrefinacion de mallas triangulares conformes basados en
los algoritmos disenados y desarrollados por Rivara y Spencer [2]|4][3], una primera referencia
de este trabajo fue presentada en el Congreso Internacional sobre Métodos Numéricos en
Ingenieria y Ciencias Aplicadas celebrado en la Universidad de Concepcion, Chile del 16 al
20 de Noviembre de 1992[5].

1.2. Justificacion

En el momento del inicio de este trabajo (ano 1988), no habian herramientas disponibles
para la resolucion de EDP sobre dominios generales en 2-D mediante mecanismos adaptativos.
El desarrollo inicial evoluciond junto con el desarrollo de las tecnologias, incorporandose
nuevos elementos y moédulos, como GUI para los usuarios. Si bien, actualmente existen varias
herramientas disponibles para la resolucién de EDP sobre dominios generales en 2—DE], la
aplicacion puede usarse como:

= prototipo para apreciar el funcionamiento del MEF,

= plataforma de evaluacion de indicadores de error y su impacto en el control de la
adaptabilidad,

= como plataforma para probar nuevos desarrollos con métodos multimalla,

= 0 como base para el soporte de resolucion de problemas en 3-D.

1.3. Objetivo

El objetivo del trabajo es desarrollar una herramienta para la solucion de EDP sobre
dominios generales en 2-D mediante métodos adaptivos, que utilizase los desarrollos realizados
en el refinamiento y desrefinamiento de triangulaciones conformes desarrollado por Maria
Cecilia Rivara para representar los dominios y apoyar el proceso de solucion de los problemas
elipticos y parabodlicos en forma adaptiva.

Esta herramienta deberia utilizar métodos adaptativos y permitir la evaluacion de esti-
madores de error para estos métodos y ser una aplicacion ttil para su uso en Ingenieria, que
dispusiera de interfaces amigables para el usuario.

!FreeFem++,http:/ /www.freefem.org/ - Matlab, http://www.mathworks.com/products/matlab/, entre
otras



1.4. Contenido por capitulos

En el capitulo [2| se describe la forma en que se disen6 e implement6 el sistema. En el
capitulo [3| se describen los algoritmos de refinacién y desrefinacién. En el capitulo |4] se hace
referencia a como se implementa el M.E.F. En el capitulo [5| se presentan los estimadores del
error. En el capitulo[6]se presentan problemas test y los resultados obtenidos al resolverlos con
el sistema desarrollado. En el capitulo[7ge presenta la aplicacion, mostrando la interfaz grafica
y un ejemplo de como utilizarla para resolver un problema. Para terminar en el capitulo [§| se
discute el trabajo realizado.



Capitulo 2

Diseno de la aplicacion

2.1. Objetivos de la aplicacion

Se defini6 en primer lugar el rango de aplicaciones que el sistema deberia apoyar. Luego
se definieron las siguientes estrategias:

= se establecié que resolverfa ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales parciales(en
adelante E.D.P.) en 2-D mediante elementos finitos triangulares. Esta decision permite
trabajar con dominios generales, obtener una buena precision en la aproximacion y
simplicidad en el tratamiento.

= se establecié que deberia utilizar métodos adaptativos y permitir la evaluaciéon de esti-
madores de error para estos métodos.

= se establecio que se deberia desarrollar una aplicacion 1til para su uso en Ingenieria,
que dispusiera de interfaces amigables para el usuario.

= se establecid que deberia soportar en una segunda etapa la inclusion de métodos de
resolucion multimallas.

= se establecié que la aplicacién debia ser modular, para facilitar la incorporaciéon de
nuevas funcionalidades.

= se decidi6 realizar el desarrollo de la aplicacion en el lenguaje C, desarrollandolo para
sistemas UNIX @H, y que las interfaces graficas se desarrollarian en el sistema X-
Windouf]

2.2. Componentes o modulos

A continuacién se procedi6 a la definicion de los modulos que permitirian la construccion
de la aplicacion. Se definieron para ello los siguientes modulos:

1. Libreria de rutinas para el refinamiento/desrefinamiento

2. Resolucién de ecuaciones

IUNIX es una marca comercial registrada de The Open Group en los Estados Unidos y otros paises.
2X-Window systems, http://www.x.org



Figura 2.2.1: Esquema funcional de la aplicaciéon

Definicion Definicion Calculo Evaluacion Presentacion
del ™= de =1 de ™1 Estimadores [ de ™1 Terminar
Dominio Problema Solucion de Error Resultados
A A
Desrefinal
. D E—
Refina

3. Control de la aplicacion
4. Estimadores de error

5. Presentacion de resultados

Basado en lo anterior se definié el esquema de operacion de la aplicacion. La figura [2.2.1
muestra un diagrama logico que describe la relaciéon entre las diferentes funcionalidades de
la aplicacion.

Finalmente se definieron las estructuras de datos, que se describe en el apéndice [A] y el
formato de los archivos, que se describe en el apéndice [B]

Con posterioridad, dada la disponibilidad de nuevas tecnologias, se procedié a agregar
una interfaz grafica, que permitiera al usuario un mayor control sobre la operacion.

2.2.1. Libreria de rutinas de refinamiento/desrefinamiento

Este modulo corresponde al esqueleto del sistema que permite el refinamiento y desre-
finamiento de triangulaciones sobre dominios generales, usando los algoritmos descritos en
el capitulo |3 Para lograr una mejor aproximacion en los problemas reales, los algoritmos
se generalizaron para manejar tridngulos de bordes curvos, pudiendo ser estos actualmente
arcos de circunferencia o parabolas, aunque el diseno permite que en el futuro se agreguen
nuevas opciones. Los tridngulos de bordes curvos se usan solo en las fronteras de los dominios
o en las interfaces entre materiales diferentes dentro del dominio.

La librerias de refinamiento y desrefinamiento, corresponden a la implementacion de las
rutinas y métodos desarrollados por Rivara y Spencer|3]. Estas librerias contienen las rutinas
requeridas para el refinamiento y desrefinamiento de mallas de tridngulos conformes, definidas
por medio de una estructura de datos denominada Estructura Molecular Compacta (EMC).

Todas las rutinas contenidas en las librerias fueron escritas en el lenguaje C.

Las rutinas se agrupan de acuerdo a su funcién, en dos librerias:

1. libref.a agrupa las rutinas usadas para el refinamiento de las mallas,

2. libdes.a agrupa las rutinas usadas para el desrefinamiento de las mallas.



2.2.2. Resolucion de ecuaciones

Sobre el esqueleto que representa la EMC y las librerias de refinamiento y desrefinamiento
se desarrollaron los programas que implementan el MEF, usando en esta etapa funciones de
forma lineales, aunque el diseno permite incorporar posteriormente funciones de forma de
mayor grado.

El modulo del MEF se ha diseiado de modo que la definicidon del problema sea realizada en
forma externa por el usuario, sin necesidad de que éste sepa programar, o requiera recompilar
parte de la herramienta para cada problema. Asi el usuario puede definir externamente, como
parametros del sistema, todas las funciones que seran utilizadas, usando para ello el lenguaje
que se describe en el apéndice [C] En base a lo anterior el sistema construye la matriz de
rigidez asociada al problema y al lado derecho. Para la resolucion del sistema de ecuaciones
se han utilizado librerias disponibles en el dominio ptublico para la operacién con matrices
poco densas, que utilizan un método directo basado en la descomposicién LU, que aprovecha
las caracteristicas de baja densidad de elementos de la matriz de rigidez, estas son la libreria
SparseE]y la libreria SuperLUﬁ Se dispone en forma opcional de un algoritmo de renumeracion
de nodos para optimizar la resolucion del problema. En el futuro podria incorporar el uso
opcional de un método multimalla para la resolucion del MEF.

Las rutinas desarrolladas para la resolucion de las ecuaciones se agrupan de acuerdo a su
funcion, en dos librerias:

1. libmef.a agrupa las rutinas usadas para construir la matriz de rigidez, el lado derecho
del problema numeérico que sera resuelto y los indicadores del error.

2. libmat.a agrupa las rutinas que contienen herramientas de célculo que son usadas en el
resto de los modulos.

2.2.3. Control de la aplicaciéon

La aplicaciéon desarrollada originalmente para ser usada en modo terminal a través de
la linea de comandos del shell, evoluciond, transformandose en una aplicacién grafica que
permiti6 mejorar la usabilidad. El control de esta aplicacion se realiza por medio de una
interfaz grafica. Esta interfaz fue desarrollada inicialmente usando las librerias de dominio
pablico XForms(The Forms Library )E] que residen en la libreria libforms.a del sistema. Estas
librerias proveen funciones que permiten construir interfaces en Xwindows. Dado que dichas
librerias dejaron de mantenerse, se reconstruy6 la aplicacion usando las librerias GTK+E]
(GIMP Toolkit) y la herramienta para desarrollo rapido multiplataforma GLADEﬂ

Este modulo permite las siguientes funcionalidades:

3Sparse 1.3 “A Sparse Linear Equation Solver”, Kenneth S. Kundert y Alberto Sangiovanni-Vincentelli,
University of California, Berkeley. Estas librerias estan disponibles a través de netlib ( http://cm.bell-
labs.com /netlib/sparse/index.html).

http://www.cise.ufl.edu /research /sparse/umfpack/

4SuperLU 3.0[9], “General purpose library for the direct solution of large, sparse, nonsymmetric systems
of linear equations on high performance machines”, http://crd.lbl.gov/~xiaoye/SuperLU/

5XForms es Copyright (c) 1996-2000 by T.C. Zhao and Mark Over-
mars. (http://www.nongnu.org/xforms)/)

SGTK+ is free software and part of the GNU Project. The licensing terms for GTK+, are GNU LGPL
(http://www.gtk.org/)

"Glade is Free Software released under the GNU GPL License. (http://glade.gnome.org/)



= Definiciéon de los dominios de los problemas y de la malla inicial.
= Definicién de los problemas

= Control de la ejecucion, permitiendo una operaciéon semiautomatica basada en procedi-
mientos adaptativos de control de la calidad de la solucién o procedimientos interactivos
de refinamiento/desrefinamiento utilizando regiones previamente configuradas.

2.2.4. Estimadores de error

Una vez resuelto el sistema, se calculan los errores locales de aproximacion, sobre cada
elemento y se usa esta informacién tanto para decidir qué elementos de la malla actual deben
modificarse, por refinacion y/o desrefinacion, como para calcular un estimador global del
error que permita evaluar la precision global de la soluciéon actual. Si la soluciéon actual no
es aceptable se modifica la malla, para entonces proceder a reconstruir la matriz de rigidez y
volver a empezar el ciclo adaptivo.

El sistema provee algunos estimadores de error que el usuario de la aplicaciéon puede
seleccionar. Se pueden definir nuevos estimadores para el control de la adaptatividad, pero
para esto se requiere modificar una de las librerias del sistema.

2.2.5. Presentacion de resultados

La presentaciéon de resultados se realiza a través de:

1. la aplicacion, por medio de paneles en los que se despliega una imagen grafica de la
malla de tridAngulos y que genera un archivo en postscript una versiéon para imprimir.

2. un programa de dominio publico, 3DPlotﬁ que permite mostrar en 3 dimensiones las
soluciones obtenidas, entregandole al usuario la posibilidad de realizar acciones sobre
la imagen resultante, como son rotaciones o la impresion postscript de la imagen des-
plegada.

8Autor: Kenny K.H. Toh (ktoh@mascot.berkeley.edu)



Capitulo 3

Refinamiento/Desrefinamiento de mallas
de triangulos

3.1. Estructura Molecular Compacta

La estructura molecular compacta (EMC) | es la estructura de datos usada para represen-
tar en forma compacta una secuencia de triangulaciones conformes anidadas. Esta estructura
es capaz de soportar los algoritmos de refinaciéon y desrefinacion de las mismas.

La estructura de datos se componen de los siguientes objetos geométricos:

= Nodo, elemento basico de la triangulacion. Contiene informacion sobre:

e posicion del nodo fisico,

e posicion dentro de la malla, esto es, si estd ubicado en el borde o al interior,
e condiciones de borde que lo afectan,

e tipo de material(para el caso de dominios no homogéneos),

e cdad relativa al resto de los tridngulos,

e pertenencia a lado curvo

= Molécula, asociada a un nodo esta formada por el conjunto de sus nodos vecinos
= Tridngulo, grupo de tres nodos vecinos que se definen en base a las moléculas

» Triangulacion, grupo de tridngulos generados en una operacion de refinacion o desrefi-
nacion y se obtienen por bisecciéon de tridngulos antiguos, creando nuevos nodos que se
agregan a la antigua malla.

= Lado Curvo, polinomio que permite representar bordes o interfaces en dominios gene-
rales.

La EMC guarda la informaciéon de todas las mallas generadas, almacenando solo la modifi-
cacion local de la malla actual con respecto a la anterior.

En la figura de la pagina[I0]se ilustra la estructura molecular asociada a la triangu-
lacion de la figura de la pagina Asi, por ejemplo, la molécula asociada al nodo 2 es
(3,5,7,1). Observe que la formacion de las moléculas se hace en sentido positivo o antihorario.



Figura 3.1.1: Ejemplo de una Triangulacién

1 2

Figura 3.1.2: Representacion de la triangulacion conforme de la figura previa

T

2 (3 @ (= (&

276 3571 452 53 67234 175 2561
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3.2. Definiciones

Para usar las triangulaciones con el método de los elementos finitos se exigen las siguientes
cualidades:

1. Condicion de Conformidad, la interseccion de cualquier par de triangulos adyacentes
es un lado comtn o bien un vértice comun.

2. Condicion de No Degeneracion,los dngulos internos de todos los triAngulos estan aco-
tados inferiormente (por un valor a>0).

3. Condicion de Suavidad, para cualquier par de triangulos no disjuntos t; y to (cuyos
respectivos didmetros son: hy y hy) se cumple:

min(hl, hQ)

—_— 2.1
max(hy, hs) >0 (32.1)

esta condicion asegura las propiedades de convergencia del método de elementos finitos
y permite el uso de discretizaciones irregulares para manejar ecuaciones parciales con
soluciones singulares.

Las condiciones anteriores se pueden formalizar con la siguiente definicion:
Definicién 1 : T*se dira una familia (ap,d) admisible de triangulaciones irregulares,
conformes y no degeneradas, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cualquier triangulaciéon 7 € T™y para cualquier par de triangulos adyacentes
t1,ty € T, se cumpla la condicion de suavidad para la misma constante §.

2. Si a4 es el angulo interior minimo del tridngulo ¢, entonces mina; > ay > 0, sobre
todos los tridngulos de todas las triangulaciones 7 € T™.

Para dar soporte a métodos multimalla se requiere que la secuencia de triangulaciones sea
anidada, esto es:

Definicion 2 :Sean T; y T} dos triangulaciones pertenecientes a la secuencia de mallas,
en que (i > j) = (T} es mas gruesa que T;) . Sean t;,t; tridngulos tales que t; € T; y t; € T}
. Se dice que la triangulacion 7; y T} son anidadas si:

\V/tjeT‘j 't € T; / tjgti

Para crear la secuencia de triangulaciones a partir de una triangulacion inicial gruesa se
requiere proceder a modificar la malla actual de modo que conserve las propiedades antes
indicadas. Estos procedimientos se llamaran refinamiento y desrefinamiento.

Definicién 3 :Se llama refinamiento a la operacion que aplicada a una triangulacion
T; genera una triangulacion T;,; que es mas fina, esto es, si t; vy ¢;41 son tridngulos de las
triangulaciones antes indicadas, entonces:
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Vt; € T; no existe t;.1 tal que t; C ;41
considerando a C como subconjunto disjunto

Definiciéon 4 : Se llama desrefinamiento a la operacion que aplicada a una triangulacion
T; genera una triangulacion 7;,.; que es mas gruesa, esto es, si t; y t;41 son tridngulos de las
triangulaciones antes indicadas, entonces:

Vtii1 € 111 no existe t; tal que t;,1 C t;,
considerando a C como subconjunto disjunto

Definicién 5 : Se llama segmento curvo S al conjunto de puntos definido por:

S ={(z,y) / (x,y) = (azt® + b,t* + cut +dy , ayt® +byt* +c,t +d, ), t €10,1])

Definicién 6 : Se llamara tridngulo curvo a aquel que posea un lado contenido en un
segmento curvo S. El lado contenido se denominara lado curvo. Esto es:

A ape curvo < Jlado sap € Nape/sap C S, S segmento curvo

3.3. Algoritmos de Refinamiento

Para realizar el refinamiento de una triangulaciéon 7' se requiere:
1. Seleccionar los triangulos ¢ a refinar.

2. Para cada triangulo ¢, realizar su division (o biseccion).

3. Proceder a dejar la triangulacion 7' conforme.

Para realizar la biseccion se dispone de dos algoritmos, que fueron bautizados “algoritmo de
2 tridngulos” y “algoritmo de 4 tridngulos”. Estos algoritmos tienen la cualidad de que, en
el caso de que la triangulacion inicial cumpla con las condiciones indicadas en la definicion
1 de la pagina [11], siempre produciran triangulaciones anidadas que pertenecen a la misma
familia (ap, ) admisible de triangulaciones irregulares 7%, donde las constantes ag y § que
definen la familia solo dependen de la triangulacién inicial 7Tj .

El algoritmo de 2 tridngulos, se basa en efectuar bisecciones por el punto medio del
lado mas largo, a estas bisecciones las llamaremos “bisecciones simples”. El algoritmo de 4
triangulos consiste en que ademas de realizar la biseccion por el punto medio del lado mas
largo, se procede a realizar la biseccion de los dos tridngulos generados a partir de nodo
creado en la biseccion previa, a esta biseccion la llamaremos “biseccion generalizada”. En la
figura de la pagina (13| se muestran los dos algoritmos. En el caso de ambos algoritmos,
luego de realizar las bisecciones se procede a hacer conforme la malla por los nodos creados.
La figura de la pagina [14 muestra un ejemplo de la propagacion del refinamiento en una
malla, para hacer la malla conforme. El desarrollo de estos algoritmos como la demostracion
de sus propiedades se puede ver en la referencia[3].
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3.4.

Triangulo Inicial

/ Algoritmo de 2 triangulo

Algoritmo de 4 triangulos

Figura 3.3.1: Algoritmos de refinamiento

Algoritmo de Desrefinamiento

Consideremos una secuencia anidada de triangulaciones conformes {7;,0 < i < r}. Su-
pongamos que se desea desrefinar un tridngulo ¢;,7 > 0 , que llamaremos i-nuevo dado que
fue creado por refinamiento en la triangulacion T; . El desrefinamiento de ¢; debera revisar
todas las triangulaciones Ty,i < k < r , en donde r es la triangulacién mas fina del dominio.

El desrefinamiento sobre la secuencia 7}, T4, ..., T, del tridngulo ¢ i-nuevo se desarrolla a
continuacion.

Sea 7 = { triangulos a ser eliminados por el desrefinamiento}

1.

2.

Determinar el vértice n del tridngulo ¢ a eliminar de la malla(n es un nodo i-nuevo).

Determinar el tridangulo t* € 7(7;_;) que incluye a t (los casos posibles se pueden
observar en la figura de la pagina [15] en donde t* = ABC').

Segun el origen del nodo tenemos dos situaciones:

a) Sies nodo creado por biseccion simple de ¢* figura [3.4.1)(a) definir 7 = {t*}

b) Si es nodo creado por biseccion generalizada de t* figura|3.4.1(b), definir 7 = {t'/t-
fue formado por la biseccién generalizada de t* que incluye a n}

. Definir 7 = 7|J{t" € 7(T;) : © es no conforme}

Para cada ¢t € 7 , eliminar todos los tridngulos contenidos en ¢ de todas las mallas
posteriores (t € Ty, i < k <r) .



Refinamiento por algoritmo "2 Triangulos”

1. Triangulacion inicial 2. Biseccion 3. Dejo conforme

4. Biseccion

Refinamiento por algoritmo “4 Triangulos”

1. Triangulacion inicial 2. Biseccion 3. Dejo conforme

4. Biseccion 5. Dejo conforme 6. Biseccion

Figura 3.3.2: Propagacion del refinamiento
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Figura 3.4.1: Triangulo a eliminar

C C
t* =ABC t* =ABC
t
t
A B A B
n n
(a (b)

La figura de la pagina [L6 muestra una secuencia de desrefinamiento de una triangu-
lacion, en la que se procede a eliminar el nodo n , y posteriormente los nodos mas nuevos n;
y no , para poder asi conservar la conformidad de la malla y evitar la existencia de elemento
trapezoidales.

El algoritmo de desrefinamiento, considera la propagacién del mismo para asegurar la
conformidad de la triangulacion. El algoritmo de desrefinamiento no corresponde a la aplica-
cion de la operaciéon inversa de la operacién de refinamiento, en particular esto casi siempre
es cierto en el caso del algoritmo de 4 tridngulos.

3.5. Lados curvos

Para poder resolver problemas sobre dominios irregulares, se ha escogido usar polinomios
de grado 3 (cubicos) para representar los lados curvos, ver definiciones 5 y 6 en la pagina
Los segmentos curvos estaran asociados a uno o mas tridngulos, de acuerdo a su definicion
inicial y a los procesos de refinamiento y desrefinamiento que se realizan durante la busque-
da de una soluciéon al problema. La representacion escogida permite aproximar por medio
de polinomios de interpolaciéon cualquier forma compleja o conjunto de punto, usando por
ejemplo, splines ciibicos.

3.5.1. Bisecciéon de un tridAngulo por su lado curvo

Para refinar un tridAngulo curvo por su lado curvo se ha definido el siguiente procedimiento

(ver figura en la pagina [17)):

Sea sap el lado curvo de un tridngulo A 4p¢ , para encontrar el punto de biseccion:

1. se encuentra el punto medio del segmento recto definido por los puntos A y B extremos
del lado S4p

2. se traza la recta perpendicular al punto medio del segmento AB

3. se define como punto de biseccion la interseccion entre la recta perpendicular al punto
medio del segmento AB y el lado curvo sup

15



Figura 3.4.2: Desrefinamiento

d
n n

1. Triangulacion Inicial
¥

3. Elimino nodo n1

16

N

2. Elimino nodo n

4. Elimino nodo n2



Figura 3.5.1: Refinamiento de un tridngulo por el lado curvo

3.5.1.1. Expresion para hallar el punto medio del lado curvo (primer caso)

Sean A = (x9,y0) y B = (x1,41) los extremos del lado curvo s4p. Consideremos primero
que xg # 1 ¥ que ¥ = y;1. El punto medio del segmento AB es (%ﬂ, yoTﬂ“), la pendiente
del segmento AB serfa m = % por lo que la pendiente de la recta perpendicular sera

X
21:53 Al conocer la pendiente de la recta perpendicular y un punto de esta (el punto

medio de AB) tenemos la ecuacion de la recta perpendicular, esta es:

m, = —

o omi—xo (i —yg) + (a1 — xp)
y=— x +
Y1 — Yo 2(y1 — %)

Si usamos la definicion 5, tenemos que:

_ 2 .2 2 .2
T mo(azt3+bxt2+c$t+d$)—|— (Y7 — yp) + (27 — x3)

ayt® + o t* + et +d, = —
Y Y Y Y Y1 — Yo 2(?/1 —yo)

de donde obtenemos:
2 (ay(y1 — Yo) + ax(x1 — 20)) 1 + 2 (by (41 — yo) + ba (21 — 20)) 2+
42 (cy(y1 — o) + co(w1 — 20)) t+
+2(dy(y1 — yo) + da(1 — 20)) = (v — yo) + (27 — 25)) =0 (3.5.1)

La ecuacién [3.5.1ps de tercer grado en ¢, y en nuestro caso es resuelta por un método
numérico iterativo, el método de Newton-Raphson.
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3.5.1.2. Expresion para hallar el punto medio del lado curvo (segundo caso)

Consideremos el caso mostrado en la secciéon [3.5.1.1] pero en que tenemos que xg = x1,
entonces tenemos que el punto medio de AB es (xo, yo;yl), la ecuacion del segmento AB
serfa © = xg, la recta perpendicular serd y = % Luego tenemos que para encontrar el

punto medio del lado curvo debemos resolver:

ayt® + byt? + eyt +dy, =y = y‘”;yl
2a,t® + 2b,t* + 2c,t + 2d, — (yo +y1) =0 (3.5.2)

Se puede observar que la ecuacién es el caso particular de la ecuacion [3.5.1] cuando
o — T1.

3.5.1.3. Expresion para hallar el punto medio del lado curvo (tercer caso)

Consideremos el caso mostrado en la seccion 3.5.1.1] pero en que tenemos que yo = y1,
entonces tenemos que el punto medio de AB es (Mfl,yo), la ecuacién del segmento AB
serfa y = 1o, la recta perpendicular serd x = % Luego tenemos que para encontrar el
punto medio del lado curvo debemos resolver:

a bt + bt + et +d, =x = %;xl
20,1 + 2b,t* + 2¢,t + 2d, — (w9 +11) =0 (3.5.3)

Se puede observar que la ecuacion es el caso particular de la ecuacion cuando

Yo = Y1-
Es necesario destacar que en los desarrollos anteriores no se consider6 el caso xo = x; e
Yo = Y1, pues no estarfamos en el caso de un tridngulo.

3.5.2. Meétodo de Newton-Raphson

Sea xy un valor aproximado a la raiz de f(x) = 0, sea h la diferencia entre el valor real
de la raiz a y g, esto es:

Oé:$0+h

La expansion de Taylor de segundo grado en z es:

(@) = @+ 1) = flao) + hf (z0) + 1 (©)

en donde £ = xg+ 0h, 0 < 6 < 1,toma un valor entre a y xg.
Si ignoramos el término de segundo grado, y evaluamos f(a) = 0, tenemos:

f(zo) + hf/(mo) ~0
de donde




de ahi que una mejor aproximacion a la raiz de f(z) = 0, sea:

f (o)
f' (o)

lo cual se puede repetir sucesivamente hasta obtener una aproximacion suficientemente
buena de la raiz de f(z) = 0.

Obtenido el valor de t, se procede a obtener por medio de las ecuaciones del lado ssp el
punto de biseccion.

f(xl) = To —
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Capitulo 4

Método de Elementos Finitos

4.1. Descripcion

En lo que sigue se desarrollara el método de elementos finitos, para la aplicaciéon conside-
rada, destacando:

= Descripcion de los problemas a resolver.
» Discretizacion del dominio,
» Sistema de ecuaciones para el caso de elementos triangulares lineales

El método se desarrollara en forma separada para los problemas elipticos y parabolicos. Es
importante destacar que este trabajo no intenta realizar un completo tratamiento del método,
maés informacion con respecto del mismo se puede encontrar consultando [6], etc.

4.2. Problemas elipticos

4.2.1. Planteamiento

Sea 2 un dominio cerrado y acotado en R* y I' = 9Q su frontera. Sean I'p y I'y dos
subconjuntos de I' tales que:

0 o,
I'= FEUFN y FEDFN - { un conjunto finito de puntos

El software esta disenado para resolver problemas elipticos de la forma :

() = (0, +Pu =f enQ
u =gg enlpg (4.2.1)

ou

o =gn enly

en donde:
» u, f, ag, ay y [ son funciones de 2 — R.

» gp (condicion de borde esencial, o de Dirichlet) es una funcion de 'y — R
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» gn (condicion de borde natural o de Neumann) es una funcion de I'y_»

» 1 es el vector unitario normal a la frontera del dominio.

4.2.2. Discretizaciéon del problema

Consideremos el espacio de Hilbert Hj(f2) con el producto interno usual:

V(u,v) € Hx H <u,v >= /Q(u(x,y)v(x,y) + Vu(z,y) - Vo(z,y))dzdy

Si multiplicamos la ecuacion diferencial por v € H, obtenemos:
0 ou 0, 6 Ou

(—%(%%) - 6_(%8_)

Podemos luego a integrar la ecuacién 2| sobre el dominio (2, obtenemos:

0 ou 0 ou
/Q(—g(am%) - 8_y(ay0_y) + fu)vdQ = /va dQ (4.2.3)

+ pfu)v = fo (4.2.2)

Dado que:

L T I TR L
or" ‘oz’ Oz “Ox T 0x Ox
Obtenemos al introducir en :

(4.2.4)

/ ( 0 ou Ou Ov 0 ou ou Ov
Q

__(axaxv)—i_am%a_x_8_y<ay8_yv)+%8 B + fuw) dQ) = /fde (4.2.5)

Si tomamos el primer y tercer termino de la integral del lado izquierdo tenemos que:

A%%%%m+£@£ )] dO) = K; (%% ) (4.2.6)

El teorema de Green en el plano dice que si F: QJT' € R — R?, F € H'(Q), entonces:

/VFM:%me (4.2.7)
Q r

Ny

en donde I es la frontera de 2, y n = es la normal exterior unitaria a I’

Y
Aplicando el teorema de Green [4.2.7 en la ecuacion obtenemos:

ou

/( Ou v Ou dv + fuv) dQ) = / fodQ) + j[(am%vnz + ayo-vny)do
Q r Ox dy

o Bz oz T Yoy oy

De lo anterior podemos concluir que si u es una solucion de entonces u también es
solucion de la formulacion débil (variacional):

Hallar w e H talque Yv e H a(u,v)=1(v) (4.2.8)
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en donde:

Ou Ov Ju Ov
a(u,v) = /Q(az%(?_x + aya—ya—y + Buv) dS)

ou ou
l(v) = /va dQ + é(am%vnx + aya—yvny)da

a(u,v) es una forma bilineal y [(v) es lineal. También se cumple que a y [ son continuas
, v el problema esta bien planteado si a,, oy, 3, f € L*(Q).

La formulacion variacional del problema que acabamos de presentar es el punto
de partida del método de elementos finitos. El método consiste en encontrar una solucion
aproximada en un subespacio de dimension finita.

Supongamos que ) C R es discretizado en un conjunto de n; elementos triangulares

ti, para ¢ = 1,...,n, que forma una triangulacion 73 con n, vértices y n; lados L;, para
j=1,...,n;, que forman la discretizacion de la frontera I'. Asi:
ng
o= Ju —Utz, r=|Jz
t;€Ty, J=1

Luego, si K es un triangulo ¢; € T}, cualquiera, podemos plantear el problema variacional

[4.2.8 como:
{ Encontraru, € V),

Jolaa3t8e + ygz gz + Puv) dQ = [, fvdQ+ §.(0p 5o, + ayd“vny)da Yo €V,

en donde:

Vi, = {v;v es continua en Q,v g€ P(K)yv=gpen g} (4.2.9)

con PY(K) el espacio de los polinomios en K de grado menor o igual a 1; que es el
espacio de las funciones lineales en K. Vj,es un espacio de dimensiones finitas. Consideremos
el espacio:

Vi, = {v;v es continua en Q,v |g€ PY(K) DV,

Ny

se tiene que dim (Vh> =n, y que {¢;},>,definidas por:

¢; € PHK) y ¢i(x;) =0 Vi, j=1,...,n, (4.2.10)
es una base de f/h. De ahi podemos escribir Vv € Vh

= Zm@-(m), en donde n; = v(z;) para x € §.
Hay que destacar que Vi = 1,...,n,, el soporte de la funcién ¢; se reduce al conjunto de

triangulos de los cuales z; es un vértice (el soporte de una funcion es el conjunto de puntos
en donde la funcion es diferente de 0). Se puede notar que:

j=1

Sea Ufuna solucion sobre un elemento K,
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Uz

Uk = Zajqbf(m,y) (4.2.11)

Jj=1

considerando las funciones de forma definidas en [4.2.10| base para el espacio V}, , tenemos

+ U ) d2 =

OUK dpk OUK gk
( + ay
or Ox oy Oy
'K K
/ fol o+ f(azalqaffnz - ozyalgf)i[(ny)da i=1,...n, (4.2.12)
K r aZL‘ ay

podemos simplificar la expresion 4.2.12] si consideramos las componentes para los flujos
en ryen y:

oUX
7K O —— (4.2.13)
oUX
~K
Ty = —Oéya—y (4214)
luego como:
T TKnK + TKTLK —7K

n —n

en que el subscriptor —n indica que el flujo es hacia el interior de la frontera del elemento.
Resumiendo tenemos:

T K T K
75 (@2 5, 1 0,2 K o = 74 K §Kdo
T K

ox oy
luego:
- ——dQ + KoKdo
j=1 </ (99(: Oz K y 831 ﬂ¢ ? =
/ fol dQ +7{ K ofdo  i=1,...,n, (4.2.15)
K K
Matricialmente, estas ecuaciones para el elemento K serian:
AR AL al L
: : : = : (4.2.16)
AF - Affv - n, L,,

en donde:

AK.:/Qa 907 00 4 4 / 99, 001

KK
Y Jxr Ox Yy dy Oy /Kﬂ(/bj ¢, dS (4.2.17)

LK = / foX dQ + 7{ ol do (4.2.18)
K K
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Figura 4.2.1: Elemento triangular lineal C° y su soluciéon de prueba

la ecuacion matricial representa la discretizacion del problema variacional
para un elemento de la triangulacion Tj,.

Para resolver el problema |4.2.8| es necesario reunir las ecuaciones de cada elemento, en
un gran sistema de ecuaciones, o lo que es lo mismo, una gran ecuacién matricial. Esto lo
haremos para un tipo de elemento especifico.

4.2.3. Elementos triangulares lineales

Corresponden al méas simple de todos los elementos que satisfacen las condiciones de
convergencia. A continuaciéon procederemos a:

= Desarrollar las funciones de forma
» Preparar las integrales para su evaluacién numeérica

= Preparar las expresiones para evaluar el flujo

4.2.3.1. Funciones de forma para Triangulos lineales C°

La funcion soluciéon de prueba del elemento K para el problema [4.2.9] es:

UK =a+bx+cy (4.2.19)
polinomio que podemos ver graficamente en la figura de la péagina [24]
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necesitamos expresar UX en funcion de los parametros del elemento K. Dado que sabemos
que:

si aplicamos [4.2.20 en 4.2.19| tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

a+ bxy + cyy = aq
a + bxy + cys = as
a+ bxs + cys = ag

si despejamos los términos a, b y ¢ en funcion de ay, as y as obtenemos:

a1(zays — x3y2) + az(T1y1 — T1ys + x3v1) + as(2z1y1 — T1Y2 — T2y1)

a =

2A
p— Gy2—y3) +as(ys —y1) +as(y2 — yl)
2A
ai(x3 — x2) + az(xs — 1) + az(we — x1)
CcC =
2A
En donde:
1 1 U 1
A= B Lz yo | = 2 [(z2ys — 3y2) — (1y3 — 2301) + (T1Y2 — T2u1)]
I z3 ys

es decir, A es el area de elemento K.
Al introducir estos resultados en [4.2.19 y si reagrupamos términos para obtener la forma
de interpolaciéon presentada en [4.2.11} obtenemos que:

b .
6K (z,y) = W conj =123 (4.2.21)
a; = TEYr — T1Yk
bj =y —u

Cj =T — Tk

En 4.2.21|los subscriptores 7, k, [ toman los valores de 1,2,3 respectivamente para ¢ (z,y)
y son permutados ciclicamente para ¢& (z,y) y ¢ (x, ).
Finalmente podemos expresar la funcion de prueba mostrada en [4.2.19] como:

US(x,y) = Za@f(w,y) (4.2.22)
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4.2.3.2. Evaluacién numérica de las integrales

En lo que sigue desarrollaré la evaluacion de cada una de los distintos tipos de integrales

que componen la discretizacion [4.2.16
Estas son:

1. Integrales de rigidez y de carga interior (pégina
2. Integrales de flujo a través de los lados del elemento (pagina [27))
3. Integrales de flujo en el caso de cargas puntuales (pagina

4. Integrales de flujo en el caso de lados internos (péagina [29)

Evaluacién numérica de integrales de rigidez y de carga interior Para la evaluacién
numérica de las integrales presentes en necesitamos aproximar las funciones oy, oy,
y f por una constante, valida para el elemento K. Para calcular dichas constantes aproxima-
remos los valores de las funciones respectivas por el valor que presenten en el centroide del
elemento, asi:

Oéf = am('rm yc)
O_/;( = O-/y(xca yc)
B5 = B(ze, ye)
5= flae, ye) (4.2.23)
con:
1 1
Te = (21 + 12 + 73) Ye =51 +y2+ y3)

3 3
v x;, Yi, © = 1,2,3 , son las coordenadas de los nodos del elemento K.

Si consideramos primero las integrales de rigidez que contienen a o, y a oy, en 4.2.17|y la
funcion de forma descrita en [4.2.21] tenemos:

aﬁbJK 0K 0P fpK b; b ci ¢
" —* dQ) J Q) = K ¥y ™ / a0 K_J_Z/ d0
/Ka Ox Ox * /Kay dy Oy % oA A K Ty 2A2A Ji

o alf
Si consideramos la integral de rigidez que contiene a 3, dado que las funciones de forma

¢f(a¢, y) corresponden a las coordenadas de area (; de un tridngulo y como:

UIm!n!
LemendQ) = 2A

entonces:
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Figura 4.2.2: Flujo a lo largo de la frontera de dos elementos con un lado interno comun

gKA .
KoKqQ = g5 | ¢X¢Kd0 =5 [ ¢¢dr=4{ 5. v=J 2.
/Kﬂmz 5 /Kfz»j@ 3 /chc {% oy (4.2.95)

Si consideramos la integral de carga, utilizando la aproximacién de la funcion f a la constante
¥, y aprovechando la formula de integracién basada en las coordenadas de &rea, tenemos
que:

fEA

Ka = 5 [ ¢oKago =1 =
/Kfcbi dd = f /Kczz dl = — (4.2.26)

Evaluaciéon numérica de integrales de flujo a través de los lados del elemento
Consideremos el caso de dos elementos t; y t5 que compartan un lado comin y tengan lados
en la frontera de (2, esto es,

L1 Etj/LL ladodetj, L; CFJ: 172;37j: 172

Sea 7_,(8) la componente normal interna del flujo aplicado en la frontera (sea § la coor-

denada a lo largo de la frontera). Tenemos que 7 = 7_,(3) |, v que 72, = 7_,(8) |s

Para mayor claridad la figura de la pagina [27] grafica la situacion indicada.
La integral del flujo para el elemento ¢; se puede descomponer como:

2 3 1
~t1 t1 _ ~t1 4t1 ~t1 4t1 ~t1 4t1
j{T—n¢i da—/ T Z-da—k/ T Z—da—i—/ T ¢tdo
t1 1 2 3

en que los limites 1,2 y 3 corresponden a los nodos del elemento ¢; asi, el vector del flujo
lo podemos escribir como:
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oo s I3 0o+ [{ 76y
fl i do + 2 Fh d0+f ~t1 tlda
IN # gt ‘do + [ g da+f1 S 0 do
dado que las funciones de forma toman el valor 0 en el lado opuesto a su nodo la matriz
anterior queda como:

f1 Ntl tlda + fg tln ildg
f1 ~31n¢ do + f% i ¢';1da (4.2.27)
~t1 da + fl ~t1 tlda

En que la primera columna Corresponde a integrales de flujo externo y las restantes a
integrales de flujos internos Para evaluar el ﬂujo en los lados de la frontera supondremos que
podemos aproximar 7!, como una constante 7% que resulta de evaluar la primera funcién en
el punto medio del lado, esto es:

T+ T2 . _ ity
2 ym ="
Si aprovechamos la siguiente formula de integracion para lados de un triangulo:

J

= %fln(xm, Ym), con T, =

resumiendo:
2 tlL
/ o ghde = = - (4.2.28)
1
2 tlL
/ i ptide = —2 (4.2.29)
1 2

Lo que en la practica resulta en que, el flujo sobre el lado, se reparte en partes iguales
sobre los nodos del mismo.

Evaluacién numeérica de integrales de flujo en el caso de cargas puntuales Fn el
caso en que se presenten situaciones de flujos concentrados en algin punto de la frontera,
como el que muestra la figura [1.2.3] de la pagina entonces podemos representar, en el caso
de que sea el nodo 1 el que concentre el flujo, la funcion del flujo como:

7a(3) = 18(5 — §) (4.2.30)

Si reemplazamos la expresion 4.2.30] en las integrales de la primera columna de la matriz
obtendremos:

2
/ 1 pltdo =7 (4.2.31)
1

2
/ P htdo = 0 (4.2.32)
1

que en la practica aplica todo el flujo al nodo 1.
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Figura 4.2.3: Flujo concentrado en un punto de la frontera

4

3

Figura 4.2.4: Flujo para un lado interno entre elementos

Evaluaciéon numérica de integrales de flujo en el caso de lados internos Para
evaluar el caso del flujo interno, consideremos la situaciéon de dos elementos t; y t5 vecinos,
esto es que comparten un lado comiin, como se representa la figura de la pagina

El flujo en estos elementos queda representado por la ecuacion para el elemento t;
y para el elemento %o, si consideramos a o’ a la coordenada a lo largo del lado del elemento,
tenemos que el vector del flujo queda presentado por:

4 ¢ t 2 ~t t
e N Lo
) f43 72 Logde + [T, dgdo (4.2.33)
~t ¢ ~t ¢
fz T n0ido + f4 T 04 do

Si ensamblamos las ecuaciones [4.2.27] y las ecuaciones [4.2.33] obtenemos:
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! %tl tl il dO'
~ 2 ~ 4 -
f2 n nt1 2 dU + f32 TiQntQ ¢§2d0’7 + f23 T?ntz ?dO—’
3 f2 ~t1 nt1 dO' + fS 7P:i2nt2¢g2d0-7 + f4 %igntQ ?dO”
~t ~t t
f2 : t2¢ do’ f4 2 ®dd

Pero dada la notacion mostrada en la figura de la pagina [29| tenemos que para el
lado comiin L3 se cumple :

2 ~t1 t1
f12 T ¢rdo
~t1 t1
fl TPy do

1~ t
T 05 do

(4.2.34)

+ 4+ o+ +

do = —do’

ntl _ _ntg
Nto . __At2
TfntQ _ Tfntl

Ademas dada las condiciones de continuidad de las funciones de forma, tenemos que:

¢2 Los ¢2 Los

¢3 Log ¢3 Los

Considerando lo anterior en la ecuacion [4.2.34) para aquellas partes que corresponde al
lado comiin Loz, tenemos para las ecuaciones asociadas al nodo 2 que:

J oo + [ 72 oo = [ tl¢zlda+ff e (=do)
_ 3 t1 dU-{-fS gldd (4235)

2

— fQ L4 ~t2 )2da

y para las ecuaciones asociadas al nodo 3 que:

f23 ~t1 dO’ + fg 7 nt2 t:de7 = f; " ntl dO’ + f3 7 ‘1)¢ ( )
f2 ~t1 tlgb d0+f2 t2 gldO' (4236)
= [, —20) vds

2 tl

Si la carga interior f no estd concentrada a lo largo del lado L3, 0 es continua a lo largo
del lado, tendremos que:

T =T, =0 (4.2.37)

si la carga interior f se concentra a lo largo del lado Lo3 entonces tendremos que:

Fh =T = To (4.2.38)

—nt1

en que Ty3 corresponderd a una condicion de borde del problema.
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4.2.3.3. Expresién para el flujo

De las ecuaciones 4.2.13|y [4.2.14] prepararé las expresiones del flujo, asi si t;es un elemento
tal que t; C 2, tenemos que:

e
%il (wa y) = —CKI<£L', y) ou aif, y)

UM (z,y)

() = oy (@, y) = (4.2.39)
Usando la ecuacion 4.2.23| tenemos que:
0" (x,y) _ N~ 06 (ry) -~ b
ox B ; T o N ; Y9N
U (x,y) N~ 0 (ry) ~ @
oy Z aia—y = Z SBYN (4.2.40)
=1 =1
luego
3 b
T (2,y) = —ax(2,9) Y aise
i=1 24
3 .
7 (@) = =y (@) Y aig (4.2.41)
i=1

Ahora bien, para estimar el valor del flujo en el elemento t1, lo aproximaremos por el valor
de las funciones del flujo en el centroide del tridngulo. Asi el valor de flujo 6ptimo a través
del elemento sera:

3
b;
~t v
Tx ax(l‘cayc) ;GZ2A
3 .
= (e, ye) Zaiﬁ (4.2.42)
1=1

Para calcular el valor del flujo en los nodos, dado que el flujo a través de los elementos
es constante, obtendremos el flujo en el nodo como el promedio de los flujos de los elementos
adyacentes a él. En el caso del ejemplo mostrado por la figura de la pagina[32] tendremos
que:
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Figura 4.2.5: Ejemplo de flujo nodal
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4.2.4. Resolucion numérica

Para encontrar la soluciéon al problema de la pagina [21] es necesario ensamblar las
matrices de cada elemento indicada en de la pagina [23| Para ello se evalian para cada
elemento las ecuaciones de la matriz de rigidez [4.2.24] y del lado derecho [1.2.26] De
acuerdo a las condiciones de borde del problema se evaluaran las expresiones para el flujo
de cada elemento (ecuaciones [4.2.28 [4.2.29] |4.2.31} |4.2.32} |4.2.37] y 4.2.38)), anadiéndolos al
lado derecho de la ecuacion. Una vez evaluados todos los elementos, se procede a resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones. Obtenido el resultado, se procedera a evaluar los
indicadores del error para cada elemento, que seran usados para determinar cual o cuales
de ellos deberan ser incluidos en el refinamiento de la malla, para una nueva aplicacion del
método.

4.3. Problemas paraboélicos

4.3.1. Planteamiento

Sea 2 un dominio cerrado y acotado en R? y I' = 9Q su frontera. Sean I' y I'y dos
subconjuntos de I' tales que:

0 o,
I'=Txg U vy Te m Py = { un conjunto finito de puntos

sea T = [to,tf) CRT, conty>0yt>0.
El software esta disenado para resolver problemas parabolicos de la forma, :

%%_ltf _ %(awg—g) — %(ay%—ly]) +08U =f en(QT)
U =gg en(lg,T)
) 4.3.1
‘g—g =gy en (I'n,T) ( )
U =u ent=t,

en donde:

» U, f, %, @z, oy y B son funciones de (Q,¢) — (R, 1)

= g es una funciéon de Q — R

» gp (condicion de borde esencial, o de Dirichlet) es una funcion de (I'g,t) — (R, 7))

gn (condicion de borde natural o de Neumann) es una funcion de (I'y,t) — (R, T)

n es el vector unitario normal a la frontera del dominio.

4.3.2. Discretizaciéon del problema

Consideremos el espacio de Hilbert Hj(f2) con el producto interno usual:

V(u,v) € Hx H <u,v >= /Q(u(x,y)v(x,y) + Vu(z,y) - Vo(z,y))dzdy
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Si multiplicamos la ecuacion diferencial por v € H, obtenemos:

( ou 0 ( au) 0 ( 8u>
ot T 9r o oy Yoy
Podemos luego a integrar la ecuacion sobre el dominio €2, obtenemos:

+ fu)v = fou (4.3.2)

oU 0 ou 0 ou
— — —(,—) — — (g — Q0= Q 4.3.
|05 = gteh) = gotang) + Buvae = [ fod (133

Si introducimos de la pagina 2Ien :

ou 0, Ou Ooudv 0, Ou Ou Ov
L I L L e Q= [ fodo (434
/Q(% ot 20 0x") T oran 9y oy T ay 5y T /Qf“d (434

Aplicando el teorema de Green [£.2.7 en la ecuacion [4.3.4] obtenemos:

ou ou

+ Buv) d2 = / fodQ + ]{(ax—vnx + ay—vn,)do
Q r Ay

/ ( oU Oou Ov Ou Ov
Q ox

— UVt oyt oy

ot *0x Ox YOy Oy

De lo anterior podemos concluir que si u es una soluciéon de [£.3.1] entonces u también es
solucion de la formulacion débil (variacional):

Hallar w e H talque Yv € H a(u,v)=1(v) (4.3.5)

en donde:
oU Ou Jv Ou Ov
CL(U,U) —/Q(’Ytav‘i‘ama—xa—x‘i‘@ ——y‘i‘ﬁUU)dQ

ou ou
l(v) = ds2 — — d
(v) /va + ]g(ozm o T + ay ayvny) o

a(u,v) es una forma bilineal y I(v) es lineal. También se cumple que a y [ son continuas
, y el problema esta bien planteado si oy, ay, 8, f € L*().

La formulacion variacional del problema que acabamos de presentar es el punto
de partida del método de elementos finitos. El método consiste en encontrar una solucién
aproximada en un subespacio de dimension finita.

Supongamos que ) C R es discretizado en un conjunto de n; elementos triangulares

t;, para t = 1,...,n, que forma una triangulacion 7}, con n, vértices y n; lados L;, para
j=1,...,n; que forman la discretizaciéon de la frontera I'. Asi:
¢t n
a-UYn-Un r-Us
t;€T) i=1 j=1

Luego, si K es un triangulo ¢; € T}, cualquiera, podemos plantear el problema variacional
como:

Encontraru, € Vj,
oo ek 0,58+ ) o
Jo frdQ + $(anGtvn, + a, Gony,)do Yo € Vi,
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en donde:

Vi, = {v;v es continua en Q,v g€ PH(K)yv=gpenTg} (4.3.6)

con P1(K) el espacio de los polinomios en K de grado menor o igual a 1; que es el
espacio de las funciones lineales en K. Vjes un espacio de dimensiones finitas. Consideremos
el espacio:

Vi, = {v;v es continua en Q,v |x€ P (K) D Vj,

se tiene que dim (Vh) =n, y que {¢;}.* definidas por:

szGPI(K>y¢Z($3>:6U\V/1,]:1,,TLU (437)

es una base de Vj,. De ahi podemos escribir Yo € V,

v(z) = Zm@(z), en donde n; = v(x;) para z € ).
i=1

Hay que destacar que Vi = 1,...,n,, el soporte de la funcién ¢; se reduce al conjunto de
triangulos de los cuales z; es un vértice (el soporte de una funcion es el conjunto de puntos
en donde la funcion es diferente de 0). Se puede notar que:

D ¢ilx) =1V zeQ
j=1
Sea UXuna solucién sobre un elemento K,

0% =3 a6z v) (13.8)

considerando las funciones de forma definidas en base para el espacio V}, , tenemos

our OUK dpX UK 9pK o
; — — K\ Q) =
/K(’Yt En Q; + oy 97 O + 3y Oy + pU% ¢ ) d
rTK rTK
/f¢fd9+]{(axal¢fnx+ayal¢{<ny)da i=1,...n, (4.3.9)
Q r Oz ay

podemos simplificar la expresion [4.3.9)si consideramos las componentes para los flujos en
Tyeny:

UK
~K
- _a, 4.3.10
A=, (43.10)
oUX

~K

Ty == —aya—y (4311)
luego como:

e T A T
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en que el subscriptor —n indica que el flujo es hacia el interior de la frontera del elemento.
Resumiendo tenemos:

UK UKy 4
— ——Fn)do = ¢ 7K oKd
fi:(a$ 83: ¢ n$ + ay ay ¢z ny) g f;{ T—TLQS’L 9

= da;(t)
KA AN J
> (/K’wb] b; ) 7

Ty ¢Ka¢ ¢K K K
— (/ “ Or Ox Q+/K% dy /B¢ ?i dQ>a]()_

J

luego:

<

[ rorias f #ofas o, (1312)
K K

Matricialmente, estas ecuaciones para el elemento K serfan:

G{g e GE day A{g e AR al L
K : : + : . : = : (4.3.13)

qufv Grlfn dc% Affv Affn U, L,

en donde:
Gl = /K NoF o dQ) (4.3.14)
P K PK DK

AK — — KoK dQ 4.3.15
1] /QOé ax ax / y a a /Kﬁéj ¢7, ( )

LK = / foX dQ + f 7K oK do (4.3.16)
K K

la ecuacion matricial [4.3.13| representa la discretizacion del problema variacional
para un elemento de la triangulacion Tj,.

Para resolver el problema |4.3.5 es necesario reunir las ecuaciones de cada elemento, en
un gran sistema de ecuaciones, o lo que es lo mismo, una gran ecuacién matricial. Esto lo
haremos para un tipo de elemento especifico.

4.3.3. Elementos triangulares lineales

Corresponden al mas simple de todos los elementos que satisfacen las condiciones de
convergencia. A continuaciéon procederemos a:

= Desarrollar las funciones de forma
» Preparar las integrales para su evaluacién numeérica

= Preparar las expresiones para evaluar el flujo
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4.3.3.1. Funciones de forma para Tridngulos lineales C°

La funcion solucién de prueba del elemento K para el problema [4.3.6] se obtiene de una
manera similar a la realizada en la seccion [4.2.3.1] de la pagina [24] y esta es:

3

US(x,y,t) = > ai(t)o) (w,y) (4.3.17)

=1

4.3.3.2. Evaluacién numérica de las integrales

En lo que sigue desarrollaré la evaluacion de cada una de los distintos tipos de integrales

que componen la discretizacion 4.3.13
Estas son:

1. Integrales de rigidez y de carga interior

2. Integrales de flujo a través de los lados del elementd]

o

. Integrales de flujo en el caso de cargas puntualeﬂ

W~

. Integrales de flujo en el caso de lados internog’]

Evaluacién numérica de integrales de rigidez y de carga interior Para la evaluacion
numérica de las integrales presentes en [4.3.14] 4.3.15| y [4.3.16| necesitamos aproximar las
funciones <, oy, oy, By f por una constante, vilida para el elemento K. Para calcular
dichas constantes aproximaremos los valores de las funciones respectivas por el valor que
presenten en el centroide del elemento, asi:

Y = (e, ye)

K
Qy

= Oy (17(37 yc)

CE;( - O-/y(xca yc)

ﬁK = ﬁ(xca yc)
fK = f(xm yc) (4318)
con:
1 1
Te = (1 + 22 + 13) Yo =z (1 + 42 +y3)

3 3
vV x;, Yi, 1 = 1,2,3 , son las coordenadas de los nodos del elemento K.

Si consideramos primero las integrales de rigidez que contienen a oy, y a oy, en 4.3.19)y la
funcion de forma descrita en [4.2.21] de la pagina tenemos:

'Este caso es idéntico al desarrollado en [4.2.3.2| de la pagina
?Este caso es idéntico al desarrollado en 4.2.3.2| de la pagina
3Este caso es idéntico al desarrollado en [4.2.3.2| de la pagina

37



Dol Dol P 9K b b e
x —dS) 2040 = L2 /dQ e /dQ
/Ka Jx Ox +/Kay dy 0Oy % 9AA K Ty 2A2A Ji

ak olf

Si consideramos la integral de rigidez que contiene a (3, dado que las funciones de forma
¢f(x, y) corresponden a las coordenadas de area (; de un tridngulo y como:

L rmon ey I'm!n!
/KC1C2 C5dS) = (imint2)
entonces:
KA .
/ Be; ¢ d IBK/ ) o dQ zﬁK/ (;Gd2 = { N (4.3.20)
K K K VR i

Se puede apreciar que la matriz G es similar a la evaluacion a la realizada en el calculo
de las integrales de 3. De ahi tenemos que:

KA

K K 30y _ K K K0y _ K 10 — =]
/K K A = o /K PG A0 = A /K (G0 { R R

)
>

Si consideramos la integral de carga, utilizando la aproximacién de la funciéon f a una
constante fX definida en [4.3.18] y aprovechando la formula de integracion basada en las
coordenadas de &rea, tenemos que:

/K for d = ¢ /K of dQ) = fKTA (4.3.22)

Evaluacién numeérica de integrales de flujo La evaluacién numérica de las condiciones
de borde del problema sigue el mismo desarrollo que lo revisado en el caso eliptico, ver paginas
29y siguientes. Obteniendo como resultado las ecuaciones [4.2.28] [4.2.29] [4.2.31], [4.2.32] [4.2.37]

y (2.38

4.3.3.3. Expresion para el flujo

De las ecuaciones 4.3.10|y [4.3.11| prepararé las expresiones del flujo, asi si ¢;es un elemento
tal que t; C €1, tenemos que:

-
7~_£1 (%y’t) — _ax(%y,t)w
4y oUM (x,y,t)
T2, y,t) = —ay(m,y,t)a—y (4.3.23)
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Siguiendo un desarrollo similar al mostrado en la seccion [4.2.3.3|de la pagina 3] obtenemos
que para estimar el valor del flujo en el elemento t;, lo aproximaremos por el valor de las
funciones del flujo en el centroide del tridngulo. Asi el valor de flujo éptimo a través del
elemento sera:

3
7:;1 (t) - xmyC? Zaz

i=1
3

~t1 _ E

Ty (t) - _ay xwyc; az
=1

(4.3.24)

Para calcular el valor del flujo en los nodos, el procedimiento es similar al mostrado
en la seccion [4.2.3.3] puesto que dado que el flujo a través de los elementos es constante,
obtendremos el flujo en el nodo como el promedio de los flujos de los elementos adyacentes a
él.

4.3.4. Resolucion numérica

Para encontrar la solucién al problema de la pagina |34] es necesario ensamblar las
matrices de cada elemento indicada en de la pagina Para ello se evalian para
cada elemento las ecuaciones de la matriz de rigidez 4.3.19] [4.3.20] [4.3.21] del lado derecho
y de las condiciones de borde (pagina . , v se deben anadir al lado derecho de la
ecuacion. Una vez evaluados todos los elementos, tenemos que la ecuacion corresponde
a una EDO (Ecuacion Diferencial Ordinaria), en el tiempo. Para resolver el problema para
un tiempo t = n + 1 , dado que ya lo tenemos resuelto para un tiempo ¢t = n (inicialmente
t = t,, condicion inicial del problema) procedemos con una aproximacion implicita con peso
variable para el tiempo, de modo que en la ecuacioén inicial:

0

Gaa—FAa—

aproximaremos en un paso de tiempo ¢ por un parametro § /0 € [0,1], de modo que
tendremos:

G{%}9+A{a}9 — {L},

en que fcontrola la estabilidad de la solucién y en donde:

t— tnfl

9:
At

con At =t,, — t,_1

Asi las aproximaciones son:

{a}g = (1 = 0){a}n + 0{a}n

Derivando obtenemos:

39



da 06 06 ~Aal, —{a}na
{ ot }9 = gplabet gplah = g

luego,

G{a}n —Aia}n—l +A((1—=0){a}n1+0{a},) =1 —-0){L},_1 +6{L},

asi,

(£(61+0041) fado = (1= (L acs + 0412 + (516 + (1= 04 ) o

es la ecuacion que resolveremos numéricamente. En este caso se trata de resolver un sistema
de la forma:

[Al{a}, = {/}

A =[] + 014

En donde:

) = (0= ML s + 8121 + ( 57161~ (1= 041 {ab

Obtenido el resultado, se procedera a evaluar los indicadores del error para cada elemento, que
serdn usados para determinar cual o cuales de ellos deberén ser incluidos en el refinamiento
de la malla, para una nueva aplicacién del método.

4.4. Integracion de elementos triangulares curvos.

Los bordes curvos se pueden definir por medio de dos mecanismos, circunferencias y
splines ctibicas. Las circunferencias, se definen como:

(2,Y) € Seurvo S, (¥ —a)?> + (y — b)? =12

en que (a,b) corresponde al centro de la circunferencia y r corresponde al radio de la
misma.

Las splines se definen por la mejor spline que representa el borde curvo que se desea
representar, para ello los bordes se representan por polinomios de tercer grado en x e y, en
que:

a P+ b, t>+c,t+d, =0

a3+ byt? + eyt +d, =0 [T € 0,1]

(l’, ?J) € Scurvo Si?

en que los extremos del arco corresponden a los valores extremos de t.
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Capitulo 5

Estimadores del Error

5.1. Descripcion

Para revisar la calidad de la solucion y poder efectuar un adecuado control adaptivo
de la malla a usar, se necesita descubrir cuales de los elementos de la malla requieren ser
modificado, esto es ser refinados o desrefinados. Para identificar los elementos, definiré un
indicador del error cometido, que permita discriminar la continuidad del procedimiento de
refinamiento o desrefinamiento aplicado.

El indicador del error en los elementos de la malla se construye en base a estimadores
del error local cometido en la solucién. Estos estimadores a posteriori del error, permiten
hallar una solucién 6ptima de acuerdo al criterio usado para definir el estimador. Para ello
se modifica (refina/desrefina), la malla usada para resolver el problema planteado.

Este trabajo utiliza estimadores locales del error cometido, los que se miden sobre cada
uno de los elementos de la malla y no sobre el dominio en su conjunto. De esta forma se
realizan los refinamientos o desrefinamientos en las zonas en que dicho error estimado sea
mayor, para asi mejorar la soluciéon obtenida

A continuacion se presentaran el indicador y los estimadores usados.

5.2. Indicador del error
5.2.1. Definiciéon
Sea [ (t)el indicador del error local cometido en el elemento, tal que:
I:{teT}—]0,1]

si €0 es el dominio del problema, ¢ el estimador del error local cometido, T la triangulacién
definida sobre el dominio y ¢ un elemento de la triangulaciéon. Defino:

mMAax
rer =W

Em =
entonces el Indicador del error sobre los elementos se define como:

, VieT




5.2.2. Aplicacién

El indicador del error local cometido se usara para guiar el proceso de modificacion de la
malla. Para ello se definen valores limite que indicaran que durante el proceso de refinamiento
si

I(t) > limiteSup = tesrefinado

y para los desrefinamientos:

I(t) < limitelnf = tesdesrefinado

5.3. Estimadores del Error
Los estimadores del error local cometido son funciones tales que:
e(t): {teT} — R
En este trabajo se compararon tres estimadores del error diferentes, tanto en su formulacion,

como en su espiritu o justificaciéon, y se presentan a continuacion.

5.3.1. Estimador basado en la solucién del problema.

Este estimador se basa en la solucion del problema.
Sea u,la solucion al problema, u.la solucién estimada, definimos al estimador como:

>l (03) = ue (v

vi €1 [[ur (i)

e(t) =

5.3.2. Estimador basado en la solucién obtenida

Este estimador se basa en la solucién obtenida. Para ello se estima el error cometido de
la forma siguiente :

3
e = \|Ada Y T2+ BLY
=1

en donde A; es el area del tridAngulo t, J, es una funcion relacionada con el salto de la
derivada normal de la solucién en curso de elementos finitos a lo largo del lado s,a y  son
constantes y:

Lt:/t(ﬁU—f)2

5.3.3. Estimador basado en la suavidad de la solucién obtenida

Este estimador se basa en la suavidad de la solucién encontrada, busca disminuir la
diferencia en la pendiente entre los tridngulos con lados comunes. Este estimador se define
en la forma siguiente:

Sea t € T un elemento de la triangulacién definida sobre el dominiof2.
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Sean a, b, ¢ los vértices del elemento.

Sean T, (t) = {t, €T Jtae(t =7y, x,y € {a,b,c} x #y} los elementos que son

contiguos al elemento t y que comparten un lado con este.
Entonces definiremos el estimador como:

e(t) = 2

to e Ty (1) pendiente (t,t,)

en que:

0 sitNv#Q

: , teT,veT,(t)
2 sicos(v,t) < cos(Angmax)

pendiente (t,v) = {
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Capitulo 6

Problemas de prueba

Para ilustrar el uso y evaluar el comportamiento del sistema, se presentan cinco problemas
de prueba con solucién conocida. Se utilizoé para estimar el error una medida de la suavidad
de la solucion obtenida entre elementos vecinos, y asi poder construir la solucién numérica
adaptiva. La solucion final de cada problema mostrado, se ajusta a la solucién real de los
problemas planteados.

6.1. Problema 1

6.1.1. Descripcién

En el primer ejemplo se trata de resolver el problema :

—Au = 1872 sin(37z) sin(37y), en Q=10,1] x [0,1],
u=20 en

cuya soluciéon exacta es la funcion:

u = sin(37z) sin(37y).

6.1.2. Resultados

Las figuras a muestran la secuencia de mallas del refinamiento 4, 12 y 23,
y graficas de la solucion hasta la de dltima malla, en base a un estimador basado en la
suavidad de la solucion. La tabla muestra informacién estadistica sobre la ejecucion de
la aplicacién durante la resolucion de este problema.
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1.000

0.000

0.000

Figura 6.1.1: Malla inicial, problema 1

X

1.000

Iteracion | Cantidad Errores Valor Duracion
de nodos | Maximo | Medio | Cuadratico medio | maximo | real[seg]
4 21 0.465927 | 0.088748 0.203347 0.707107 | 1.326260
5 41 0.199285 | 0.038885 0.072926 0.8535563 | 1.185568
6 56 0.183081 | 0.025302 0.061483 0.653281 | 1.020600
7 116 0.191647 | 0.030523 0.057093 0.961940 | 0.612462
8 211 0.090063 | 0.015184 0.028647 0.980785 | 0.411733
9 378 0.068391 | 0.008637 0.017500 0.990393 | 0.264394
10 667 0.035864 | 0.005945 0.011155 0.995185 | 0.674895
11 1133 0.021737 | 0.003780 0.007334 0.997592 | 2.616514
12 1785 0.015628 | 0.002364 0.005083 0.998795 | 3.022343
13 2605 0.013014 | 0.001625 0.003965 0.999398 | 5.031190
14 3288 0.011971 | 0.000780 0.002697 0.999699 | 8.706475
15 4042 0.011820 | 0.000605 0.002398 0.999849 | 13.559902
16 4640 0.011252 | 0.000334 0.001763 0.999925 | 15.316691
Cuadro 6.1: Estadisticas ejecucion problema 1
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(b) Solucion

Figura 6.1.2: Tteracion 4, problema 1
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6n 12, problema 1
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Figura 6.1.4: Iteracion 23, problema 1
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6.2.

6.2.1.

Problema 2

Descripcion

En el segundo ejemplo se trata de resolver el problema :

—Au
u=20

=/

en Q=10,1] x [0,1],

en Of)

donde la solucion exacta es la funcién:

u=a(z—1yly -

La Figura muestra la secuencia de mallas del refinamiento, y graficas de la soluciéon encon-
trada en las mallas 5 y 12, con vistas desde dos perspectivas diferentes para apreciar mejor

la forma de la solucion.

6.2.2.

Las figuras a[6.2.3, muestran la secuencia de mallas del refinamiento, y graficas de la
solucién encontrada para las mallas, en base a un estimador basado en el error real. La tabla
6.2] muestra informacion estadistica sobre la ejecucion de la aplicacion durante la resolucion

Resultados

1)e—100((17—0,5)2—0—(1/—0,117)2)

de este problema.

Iteracion | Cantidad Errores Valor | Duracion
de nodos | Maximo ‘ Medio ‘ Cuadratico medio | maximo | real[seg|

4 21 0.000749 | 0.000107 0.000268 0.007993 | 0.044970
5 31 0.008699 | 0.001458 0.003236 0.005339 | 1.460423
6 50 0.005200 | 0.000680 0.001527 0.027169 | 0.831821
7 94 0.003366 | 0.000153 0.000548 0.015432 | 0.349835
8 163 0.002610 | 0.000073 0.000305 0.023169 | 1.863678
9 291 0.002530 | 0.000096 0.000285 0.025524 | 1.395070
10 546 0.001213 | 0.000027 0.000112 0.028253 | 0.961774
11 921 0.000202 | 0.000007 0.000017 0.003628 | 1.231631
12 1693 0.000179 | 0.000009 0.000018 0.003642 | 3.344112

Cuadro 6.2: Estadisticas ejecucion problema 2
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1.000

0.000

0.000 X 1.000

Figura 6.2.1: Malla inicial, problema 2

6.3. Problema 3

6.3.1. Descripcién

En el tercer ejemplo se trata de resolver el problema :

—Au=f, en Q={(z,y)/05 <2’ +y* <1},

u=0 en 0, = {(x,y)/2* +y? = 1},

u = cos(g) en 09Q; = {(z,y)/x* +y* = 0,25},
donde la solucion exacta es la funcién:

U= cos(—ﬂ($2;y2))

La Figura muestra la secuencia de mallas del refinamiento, y graficas de la solucién en-
contrada en las mallas 2 y 9, con vistas desde dos perspectivas diferentes para apreciar mejor

la forma de la solucion.

6.3.2. Resultados

Las figuras a[6.2.3] muestran las mallas inicial, 2 y 9 del refinamiento, y graficas de
la solucién encontrada para las mallas, en base a un estimador basado en el error estimado.
La tabla muestra informacion estadistica sobre la ejecucion de la aplicacion durante la

resolucion de este problema.
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Figura 6.2.2: Tteracion 5, problema 2
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(b) Solucién

Figura 6.2.3: Iteracion 12, problema 2
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Iteracion | Cantidad Errores Valor | Duracion
de nodos | Maximo | Medio | Cuadratico medio | maximo | real [seg]

3 160 0.123725 | 0.038974 0.062351 0.923880 | 0.897689

4 316 0.133322 | 0.039409 0.064218 0.901320 | 1.042831

5 5,473 0.126765 | 0.023785 0.047932 0.923880 | 2.087441

6 6,540 0.126138 | 0.007097 0.027095 0.915940 | 1.181438

7 7,544 0.026406 | 0.000096 0.001588 0.923880 | 1.159591

8 8,547 0.030284 | 0.000093 0.001437 0.918207 | 0.485014

9 9,549 0.013936 | 0.000051 0.000837 0.915516 | 0.230722

Cuadro 6.3: Estadisticas ejecucion problema 3
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Figura 6.3.1: Malla inicial, problema 3
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Figura 6.3.2: Iteracion 2, problema 3
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Figura 6.3.3: Iteracion 9, problema 3
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6.4. Problema 4

6.4.1. Descripcién

En el cuarto ejemplo se trata de resolver el problema :

Au =0, en D
u(z,y) =4 en L6ULT
Qu(z,y) = en L2UL4
%(m,y) =y en Lb
Si(z,y) = %y en L1UL3

donde la solucion exacta es la funcion:
u(r,y) = (z*xy)+4

La figura[6.4.lmuestra el dominio D y los bordes L.1 a L7 en que se aplican las condiciones
de borde.

(0,0.4)
11N, (0.2.0.2) (0.4.02)
7
12 (0.5,0 1)
13\
D (0.6,0.1)
L4
(0,0) . . L5l (0.6.0)

LE

Figura 6.4.1: Dominio D

La figura [6.4.2 muestra la malla inicial y la solucion del problema.
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Figura 6.4.2: Problema 4
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Capitulo 7

Aplicaciéon

7.1. Introduccion

La aplicacion desarrollada opera sobre equipos Linux, utilizando la interfaz grafica XWin-
dows. Como fue desarrollada sobre GLADE, debiera ser sencillo portarla a otras plataformas.

La aplicacion permite crear, consultar y/o modificar los problemas y sus mallas asocia-
das, controlar el refinamiento, desrefinamiento de las mallas y la aplicaciéon del método de
elementos finitos sobre un problema.

La interaccion del usuario con la aplicacion se realiza principalmente a través de:

Ventana principal o de control

Ventana de consulta/creacion /modificacion del problema

Ventana de consulta/creacion/modificacion de la malla

Ventana de presentacion de soluciones (3DPlot)
» Otras ventanas

Cada ventana tiene asociadas ments de control y botones para la interaccion del usuario.

7.2. Ventana principal

La ventana principal presenta un menid superior que estid separado de acuerdo a las
funciones principales de la aplicaciéon. Estos son:

1. Problema
2. Malla
3. Refina
4. Desrefina
5. M.E.F.

6. Spline
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7. Ayuda

Ademas presenta un panel para el despliegue del dominio y su malla asociada, y un segundo
panel destinado a presentar informacion de la aplicacion.

(m! K Xmalla BE[RE)
Problema Malla Refina Desrefina M.E.F. Spline Ayuda

Figura 7.2.1: Ventana principal aplicaciéon gxmalla

El item problema dispone de las siguientes opciones:
1. Nuevo

2. Abrir

3. Guardar

4. Guardar como

5. Salir

7.3. Ventana de consulta/creacion/modificacién del pro-
blema

La ventana del problema permite consultar, crear o modificar la especificaciéon de un
problema. Alli se aprecian los principales parametros de control del problema, como la des-
cripcion de la ecuacion diferencial como también de las regiones de refinamiento y parametros
que definirdn como operaré la aplicacion al resolver el problema.

7.4. Ventana de consulta/creacion/modificaciéon de la ma-
lla

La ventana de la malla permite consultar, crear o modificar la especificaciéon de una
triangulacion sobre el dominio especificado. En la préctica, el dominio esta representado por
la malla de tridngulos. A través de esta interfaz, se puede acceder a la informacién de:
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Malla

gxmalla

Parametros de configuracion

Jhome/emercade/Memoria/ejemil

Directorio

2EE]

Listado

I

Zona de Refinamiento

1€ % & 2 @

Zona de Desrefinamiento

d &

Tipp R ¢ U4

Tamafio |0.010000

Tipo lR :] 171

Tamafio |0.000000

xi [0.000000 | i [0.000000 || xi [0.000000 | i [0.000000 ]
xf [0.400000 | ¥¢ [0.400000 || xf [0.000000 | ¥f [0.000000 ]
Ecuacion Diferencial

Tipo Eliptica b} Resolver Sparse 1.3 2 Variable Gamma 3
- o
SR Indicador Suavidad de la solucion o}
o o]
salir | Aplicar

Figura 7.3.1: Ventana de visualizacion de un problema

los nodos,

las triangulaciones

los bordes curvos (splines)
las condiciones de borde

las coordenadas del dominio

gxmalla SEE)]
1.000
Glosa [ ]
Nodo | Triangulacion I Spline 1 Condicion de Borde 1
[
(it
Nodos
Condicion de borde Id. cond. borde :
. L]
Lado curvo Id. spline :]
Interno
x| x| l
Z
0.000
0.000 x 1.000
Coordenadas del Universo
i I l yi Aplicar Salir
A ) o |

Figura 7.4.1: Ventana de visualizacién de una malla
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7.5. Ventana de presentacion de soluciones (3DPlot)

Esta ventana permite observar la soluciéon en 3 dimensiones, permitiendo al usuario modi-
ficar la vista al rotar en cualquiera de los ejes principales la figura que representa la solucion.

= Xmalla _[o)[x]}inal Ayuda
Problema Malla Refina Desrefina M.EF. Spline Ayuda
1.000

Pdraw Program

Figura 7.5.1: Presentacion de la solucién

7.6. Otras ventanas

El sistema dispone de otras ventanas de interaccién con el usuario como son las que
permiten escoger los archivos de problema, la ventana “A cerca de” o las ventanas de ayuda.

- gxmallal HEE

#1| | < | B emercade | Memoria | ejemplos ‘pz‘

Lugares Nombre ~ Tamafio Modificado |

'Q Buscar B
&) Usados rec...

(& emercade

Escritorio

() sistema de...
[} sistema de...
() sistema de...
[@ Documentos
(& Masica L
[@ Imagenes
[ videos

Descargas

Untitled filter &

Abrir Cancelar

Figura 7.6.1: Abrir archivo
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= Acerca de Xmalla (=)&)

Xmalla 1.0

Xmalla es una herramierka de resolucion de
Ecuaciones Diferenciales Parciales en 2 dimensiones
usando mallas triangulares y metodos adaptativos
sobre dominios generales.

(c) Eduardo Mercader Orta

http://www.xmalla.cl

| Créditos || Licencia | | Cerrar

Figura 7.6.2: Acerca de

7.7. FEjemplo de definicion de un problema

A modo de ejemplo se mostrara la secuencia de acciones para definir el problema siguiente:

—Au=0 en
u=4 en
u=4 en
%(w,y) =z en
Bley)=y en
u=2>5 en

Q=1[0,1] x [0, 1],
o), six =0
00, siy=0
00, siy=1
o, six=1

o, siy=1,z=1

cuya soluciéon exacta es la funcion:

u=(rxy)+4
Estas acciones son:

1. Crear la malla que define el problema, para ello se debe proceder a:

>t R

o

g

S~ =,
R i S N s

<

Crear los nodos de la malla (solo coordenadas)
Crear la triangulacion

Crea las moléculas

Definir los vecinos de los nodos para cada molécula
Crear los lados curvos si son requeridos

Crear las condiciones de borde

Asignar los lados curvos y las condiciones de borde a los nodos

2. Definir el problema asociado
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Glosa |* Malla inicial *

Nodo | Triangulacion } Lado curvo } Condicion de Borde |

Nodos

S Ca— R |
[ Condicion de borde i.cond.borde: [0 ]

01 tado o R
] Nodo de borde Id. clase 3 D
[ Inactiva Ultimo va%r %

‘ Inicial[1] |3 ;| Final[3] ‘

Cantidad de Nodos : 3

| yi [o000000 |
| yf [1.000000 |

Coordenadas del Universo

Figura 7.7.1: Creacion de nodos de la malla inicial

7.7.1. Creacion de la malla inicial

Ejecutar el programa y en el mena “Malla” ejecutar la opcion “Nuevo”. En la pestana
“Nodo”, agregar los nodos, como se aprecia en la figura

En la pestana “Iriangulacion”, proceder a crear la triangulacion, indicando como primer
nodo el 1. Luego proceder a crear cada una de las moléculas asociadas a los nodos, asignando a
cada una de ella los vecinos a ese nodo. Las moléculas se definen siguiendo el orden de creacion
de los nodos. Los vecinos del nodo en la molécula se definen siguiente el sentido positivo desde
un nodo que esté en el borde, considerando todos los nodos que compartan un lado de un
triangulo con el nodo de la molécula. La figura muestra la pestana de “Iriangulacion”, en
donde se definen la triangulacion, las moléculas y los vecinos en las moléculas.

En la pestana “Lado curvo”, se puede proceder a crear los lados curvos.

En la pestana “Condicion de Borde”, proceder a crear las condiciones de borde, como se
aprecia en la figura. Para esto se define el tipo de la condicion de borde (Esencial o Natural),
luego los nodos de los extremos de la condicion (usando los con identificador de menor valor
como nodo inicial) y se completa la expresion aritmética que define la condicion.

En la pestana “Nodo”, se procede a asigna a cada nodo las condiciones de borde y se
modifica su tipo, indicando que el nodo modificado es un nodo de borde y tiene una condicion
de borde, como se muestra en la figura.

Una vez completado este ingreso, se procede a aplicar los cambios realizados y a salir
de la ventana de modificacion de la malla. En el mena “Malla”, se debe grabar la malla en
un archivo con la opciéon de “Grabar como”. Esto crearéd el archivo de extension “.trg” que
contiene la malla definida.
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Glosa [* Malla inicial *

Nodo | Triangulacion | Lado curvo | Condicion de Borde |

Primer nodo:| | Q ‘Ultima molecula:[-l

Triangulaciol

Cantidad de Nodos : 1

“Molécul
Nodo: |+ | Molecula previa: "j |
Molecula ———————————
(b | omee
Vecinos
Nodo |2 |
Vecinp———————————
o o s
= : = | O e [
Coordenadas del Universo
% [0,000000 i [0.000000 | adlicar salir
xf  [1,000000 |yt [1,000000 ]

Figura 7.7.2: Creacién de la triangulacion, las moléculas y los vecinos

Xmalla - /malla

Glosa [* Malla inicial * ]
Nodo I Triangulacion ‘ Lado _curvo_l Condicion de Borde
Condiciones de bordes
Tipo & ‘
Nodo nicial: | Nodo final: |
SEditnis
X
.
L3
| e
0,000 S
0,000 x 1,000 |;| ? ®
Coordenadas del Universo
xi  [0,000000 i [0,000000 | Aplicar EailiE
xf [1,000000 | yf  [1000000 |

Figura 7.7.3: Creacion

de las condiciones de borde
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= Xmalla - malla _I[al(x]
1,000 I
Glosa |* Malla inicial *
‘ Nodo lTrianguIa(it)n Lado curvo | Condicion de Borde
Nodos
Id.:
X 4E
K 7 Id. cond. borde :
¥ 1d. spline
7 Id. clase
Ultimo valor :
Inicial[1] € |1 B Final[4]
Cantidad de Nodos : 4
0,000
»
0,000 X 1,000 ) = ®
Coordenadas del Universo
xi  |0,000000 | yi [o000000 I Aplicar salir
xf  [1,000000 | yf [1,000000 |

Figura 7.7.4: Modificacion de los nodos de la malla

7.7.2. Definicién del problema

En el mend “Problema”, se usa la opcion “Nuevo”, para proceder a definir el problema.
Para ello se debe indicar el nombre del archivo con la malla previamente definida. Se pueden
definir areas de refinamiento y desrefinamiento de ser necesarias y completar la definicion del
problema. En este caso se deben definir los diAmetros maximos y minimos de los tridngulos
de la malla y las variables :

» Gamma, parametro de la ecuacion diferencial que acompana a dU/dt (ver ecuaciéon
4.3.1]) en los problemas parabolicos

» Alfa X, parametro de la ecuacion diferencial que acompana adU/0x (ver ecuaciones

v [4.3.1) en los problemas elipticos y parabdlicos

» Alfa'Y, pardmetro de la ecuacion diferencial que acompana adU/0x (ver ecuacionesd.2. 1]
y 14.3.1) en los problemas elipticos y parabolicos

» Beta, pardmetro de la ecuacion diferencial que acompania alU(ver ecuacionesd.2.1|y
4.3.1]) en los problemas elipticos y parabolicos

» RHS, lado derecho de las ecuaciones diferenciales (ver ecuacione y |4.3.1)
» u(x,y,0), solucion de la ecuacion en el tiempo ¢t =0

» u(x,y,t), solucion de la ecuacion en cualquier tiempo

» du(x,y,t)/dx, derivada parcial de la solucion con respecto a x

» du(x,y,t)/dy, derivada parcial de la solucion con respecto a x

65



Parametros de configuracion

Malla ejx ] Directario [;‘home,femercade,fMemoriar’eiem[] Listado 5 &
Zona de Refinamiento ? \é)o &)“ i) ‘ Zona de Desrefinamiento |_J “%3 » /:S\-,n £>|J w
Ecuacion Diferencial
Tipo [ Eliptica ] ‘ Resolver I Sparse 1.3 = Variable Gamma o
~ 0
R0 [ 2 = ‘ Indicador [ Error real 2
' t.Inicio  [0.0 |
. Diam. max [0.0 ]
t.Final  [0.0 |
] Theta [0_0 l Diam. min ’0.0 ]
Deltat [0.0 ] Ang. max. [30 ]

Salir |

Figura 7.7.5: Definiciéon del problema

Estos parametros se seleccionan mediante un “combobox” que permite ir ingresando en la
vista de texto su valor, como se aprecia en la figura

Entonces basta con aplicar los cambios realizados, salir de la ediciéon y grabar en un
archivo nuevo la definicion realizada, para poder reutilizar posteriormente.
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Capitulo 8

Conclusiones

El sistema construido, constituye un software general, flexible y facil de usar para resolver
EDP sobre regiones bidimensionales generales. Proporciona un ambiente amistoso de expe-
rimentacion de métodos numeéricos, que por ejemplo, permite comparar y evaluar diferentes
indicadores del error y distintos criterios de adaptividad.

Los indicadores del error utilizados tuvieron buenos resultados en cuanto a la calidad
de la aproximacion de la solucién que se buscaba. El software permite que se agreguen de
una forma sencilla nuevos estimadores que permitan un mejor funcionamiento del proceso
adaptivo.

La estructura de datos con que fue disenado mantiene informacién suficiente para servir
de base a algoritmos que usen métodos de multimallas; por lo que permitiria evaluar la
utilizacién practica de estos métodos.

El conjunto de problemas que permite resolver es suficientemente amplio como para que
se pueda transformar en una herramienta util para la solucién de problemas reales. Ademas
la posibilidad de definir dominios complejos e irregulares amplian su campo de accion.

Como una forma de mejorar la aplicaciéon, se podrian:

» integrar a la misma, la generacién automatica de una primera malla de buena calidad
adaptada a la geometria|7, §],

= mecanismos mas amigables para ingresar la informacion referida tanto a la malla inicial
como para la definicién del problema

= mecanismo de definiciéon de nuevos indicadores del error que no requieran reconstruir
la aplicacion.

= soportar elementos triangulares de segundo, tercer grado o superior.
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Apéndice A
Estructura de datos

Algunas de las estructuras de datos que se utilizan en el programa corresponden a las de las
definiciones de nodo, lado, tridngulo, conexién, molécula, triangulacion, region y expresion.

A.1. Nodo

El nodo es la unidad minima de la triangulacion y con ella se forman los lados, los

triangulos, las posiciones y las moléculas.

/*

Definicion de Nodo: que incluye identificacion, coordenadas,

valor obtenido en la iteracidén previa, tipo,

molecula mas joven en que esta definido, y punteros a nodo previo

siguiente.

*/

struct molecule_info;

typedef struct node_info {

int id;

double coord[ 2 J];

double valor_pre;

struct tipo_info tipo;

struct molecule_info *mas_joven;

struct node_info *siguiente, *previo;

} *node;
En que el tipo estad dado por la estructura siguiente:

/%
Definicion de Tipo: incluye las definiciones de las propiedades
de un nodo, como son posicion, forma del lado, referencia al

lado, referencia a las caracteristicas del nodo.
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*/

typedef struct tipo_info {

char tipo;

/* 0b0000nslp

n : cond. de borde natural (0 no 1 si)
s : status (0 activo 1 borrado)

1 : lado (O recto 1 curvo)

p : posicion (0 interior 1 borde) */
short cborde;

short spline;

short clase;

} _tipo_info;

A.2. Lado

Dos nodos contiguos forman el lado de un tridngulo.

/*

Definicion Lado : figura compuesta por dos nodos.
*/

typedef node sidel 2 ];

A.3. Tridngulo

Formado por los tres nodos contiguos que definen los vértices del triangulo.

/%

Definicion Triangulos : figura compuesta por tres nodos.
*/

typedef node triangle[ 3 J;

A.4. Conexidn

Conexion, estructura que representa una lista de nodos asociados. Esta lista permitira
crear las moléculas.

/*

Definicion de Conexiones : que incluye nodo y siguiente conexion.
*/

typedef struct position_info {

node n;
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struct position_info *nxtp;

} *position;

A.5. Molécula

Molécula, estructura que representa a un nodo y a todos sus vecinos definidos por medio

de una conexion.

/*

Definicion de Molecula : que incluye el nodo alrededor del cual

define la molecula, la lista de nodos de la misma, referencias a

las moleculas asociadas al nodo inmediatamente mas joven en la

misma triangulacion y a la de la version inmediatamente anterior

de dicho nodo.

*/

typedef struct molecule_info {

node nd;

struct molecule_info *0ld_t, *old_n;

position fstp;

} *molecule;

A.6. Triangulacién

Triangulacion, estructura formada por un nodo inicial y sus moléculas

/*

Definicion de Triangulacion : que incluye una identificacion, un
primer nodo de la misma, la ultima molecula y enlaces a las trian-
gulaciones previas y siguientes.

*/

typedef struct triangulation_info {

int id;

node primer_nodo;

struct triangulation_info *siguiente, *previo;

molecule ultima_molecula;

} *triangulation;
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A.7. Region
La region permite definir dreas de refinamiento o desrefinamiento.

/*

Definicion de la estructura que permite manejar las regiones para,
refinar y desrefinar.

La region de refinamiento y la de desrefinamiento se logran con la
union de todas las regiomes.

*/

typedef struct region_info{

char tipo;

/* ¢ : circulo

r : rectangulo */

double pl[4];

/* 81 es circulo : (p[0],pl[1]) centro

pl2] radio

Si es rectangulo : (pl[0],pl[1]) esq. sup izq

(p[2],p[3]) esq. inf der */

} region;

A.8. Expresion

Las expresiones permiten a la herramienta utilizar las expresiones algebraicas con que los

usuarios definen el problema y sus condiciones de borde.

/%

Definicion de la estructura que permitira definir

funciones

*/

typedef struct def_expr {

char numarg; /* O operando, >0 operador */

union {

double (*oper) ();

double val;

¥ ou;

} *expresion;

typedef struct arb_eva {

char operacion;

double valor;
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struct arb_eva *ramizq, *ramder;

} *farbol;
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Apéndice B
Formato de los archivos de datos

Los datos para el programa se entregan en dos archivos diferentes. Un archivo, contiene la
descripcion del problema a resolver (.dat), el otro la descripcion de la malla a utilizar (.trg).
Estos archivos son archivos de texto, en los que cada linea contiene informacion especifica y
su formato depende del tipo de informaciéon contenida.

B.1. Estructura del archivo de descripciéon del problema
a resolver

Las tablas en la pagina de la péagina [70] y de la pagina [77] describen la

estructura del archivo de descripcion del problema a resolver, indicando el significado de cada
linea del archivo.

La tabla[B.I] describe las primeras 6 lineas del archivo que definen parametros generales
sobre la forma de resolver el problema, esto es tipo de libreria sparse a utilizar, tipo de
indicador del error evaluar en los procesos de refinacién, informacion sobre la cantidad de
regiones de refinamiento y desrefinamiento, tipo de problema y parametros asociados a estos.

La tabla [B.2] describe las lineas siguientes, que incluyen parametros de forma de los
triangulos y descripcion de las regiones de refinamiento y desrefinamiento, mas parametros
asociados al refinamiento y desrefinamiento.

La tabla[B.3] describe las ultimas lineas del archivo en las que se especifica la informacion
de la ecuacion diferencial a resolver.

B.2. Estructura del archivo de descripciéon de la malla a
utilizar

Las tablas [B.4] en la pagina de la pagina [80] y de la pagina [81] describen la

estructura del archivo de descripciéon de la malla a utilizar al resolver el problema, indicando
el significado de cada linea del archivo.

La tablaB.4] contiene la descripcion de los nodos de la malla y la informacion sobre la
cantidad de estos y cuantos participan en la malla inicial.

La tabla [B.5| contiene la descripcion de las triangulaciones que forman la malla, comen-
zando con la cantidad de triangulacion y luego para cada triangulacion, la identificacion de
la triangulacion, la cantidad de nodos de esta y la descripcion de las moléculas asociadas a
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Linea ‘ Descripcion del campo Formato
1 Nombre del archivo de descripcion de la malla (sin la extension | Texto
trg’)
2 Tipo de libreria sparse a utilizar: Numérico (1
| Valor [ Descripcion digito)
1 Sparse 1.3
2 Super LU 2.0
3 Indicador: Numérico (1
Valor ‘ Descripcion digito)
1 Error real
2 Error estimado
3 Suavidad de la solucion
4 Genera archivo con informacion de depuracion adicional: Texto (1 carécter)
] Valor \ Descripcion ‘
S si se genera
N no se genera
5 Otros parametros: Numérico
| Pardmetro | Valores | Descripcion miiltiple (4
nref 0 <nref <100 | Namero de regiones de nameros enteros
refinamiento separados por
ndes 0 < ndes < 100 Nimero de regiones de espacios)
desrefinamiento
Tipo de 1,2 1: Eliptico
problema 2: Parabolico
Grado 3 3: Triangulos lineales
6 Parametros de tiempo en problemas parabolicos: Numeérico

‘ Parametro ‘ Valores ‘ Descripcion

ti t1 > 0,0 Tiempo inicial del
problema planteado

tf tf >0,0 Tiempo final del
problema planteado

0 0,0<60<1,0 Tasa

dt dt > 0,0 Incrementos del tiempo
en cada iteracion

mtltiple (4
valores de punto
flotante separados
por espacios)

Cuadro B.1: Archivo de descripcion del problema (1/3)
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Linea ‘ Descripcion del campo ‘ Formato
7 Parametros de forma de los tridngulos en la malla: Numérico
‘ Parametro ‘ Valores ‘ Descripcion miltiple
dmax dmazx > 0,0 | Didmetro maximo de los (3 valores de
triangulos punto flotante
dmin dmin > 0,0 | Didmetro minimo de los separados por
tridngulos espacios)
a 0,0 < a < 1,0 | Valores de angulos
interiores
8-n Descripcion de la regiones de refinamiento: Texto
n=8-nref Parametro ‘ Valores ‘ Descripcion (1 caracter) +
tipo C,R Circulo, Rectangulo lem_érico
Te, Tj {z¢, 2;} € Coordenada horizontal del miltiple
R,z; <xy | centro del circulo (tipo C) (4 valores de
u horizontal inferior (tipo punto flotante
R) separz.idos por
Yes Yi {Ye, i} € Coordenada horizontal del espacios)
R,y < yy centro del circulo (tipo C)
o vertical inferior (tipo R)
T, Ty {r,ys} € Radio del circulo (tipo C)
Rz, < xy o coordenada horizontal
superior (tipo R)
0,0, yr {ys} € 0.0 (tipo C) o coordenada
R,y; < wyy vertical superior (tipo R)
(n+1) - m | Descripcion de la regiones de desrefinamiento: Idem.
m=n+1+ndes | Idéntica a las regiones de refinamiento (lineas previas).
(m+1) - o | Didmetro minimo de los tridngulos en las areas de refinamiento | Numérico
o=m+1+nref | correspondientes
(0o+1) - p | Didmetro minimo de los triangulos en las areas de Numeérico
p—o+1+dref | desrefinamiento correspondientes

Cuadro B.2: Archivo de descripcion del problema (2/3)
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Linea

Descripciéon del campo

\ Formato

p+1 Constante (0) Numeérico (digito 0)

p+2 v : Constante para los problemas parabolicos (ver Texto (finaliza L)
4.3.1)

p+3 a,: Constante para los problemas elipticos y Texto (finaliza ~L)
parabolicos (ver ecuaciones y [4.3.1))

p+4 a,: Constante para los problemas elipticos y Texto (finaliza ~L)
parabolicos (ver ecuaciones y 4.3.1)

p+o (. Constante para los problemas elipticos y Texto (finaliza L)
parabolicos (ver ecuaciones y 4.3.1)

p+6 f: RHS para los problemas elipticos y parabodlicos Texto (finaliza L)
(ver ecuaciones y 4.3.1)

p+7 U(z,y,t,): Solucion para los problemas parabolicos Texto (finaliza ~L)
en tiempo inicial

p+8 U(z,y,t): Solucion para los problemas elipticos y Texto (finaliza ~L)
parabodlicos

p+9 OU (z,y,t)/0x: Derivada parcial para los problemas | Texto (finaliza L)
elipticos y parabolicos

p+10 OU(x,y,t)/0y: Derivada parcial para los problemas Texto (finaliza ~L)
elipticos y parabdlicos

p+11 Constante (vacia) Texto (finaliza L)

Cuadro B.3: Archivo de descripcion del problema (3/3)
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cada nodo. La cantidad de informacion dependera de la cantidad de triangulaciones en la
malla. Las triangulaciones se van describiendo por “edad”, desde la inicial o mas gruesa hasta
la Gltima o mas fina.

La tabla contiene la descripcion de los lados curvos que dan forma al dominio y a las
condiciones de borde asociadas. Comienza con la cantidad de lados curvos y condiciones de
borde, para luego describirlas. Los lados curvos pueden ser splines ciibicas o arcos de circulo.
Las condiciones de borde pueden ser naturales o esenciales.
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Linea \ Descripcion del campo \ Formato
1 Descripciéon del problema Texto
2 Parametros de la malla: Numeérico
’ Parametro ‘ Valores Descripcion maultiple (2
totnod 0 < totnod Cantidad total de nodos valores enteros
ulnodi 0 < ulnodi < totnod Ultimo nodo de la malla separados por
inicial espacio)
3-totnod+2 | Descripcion de los nodos:
Parametro ‘ Valores ‘ Descripcién
id 1<id Identificacién del nodo
tipo 0 < tipo <15 Caracteristicas del nodo (binario):
’ bit descripcién ‘
0-3 0:Uso futuro
4 1: Tiene condicién
de borde natural
0: No tiene
condicién de bode
natural
5 1: activo
0:borrado
6 1: lado curvo
0: lado recto
7 1: nodo borde
O:nodo interno
Ejemplo:
9 — 0x08 (condicion de borde
natural) + 0x01 (ubicado en el
borde)
cborde 0 < cborde Identificacion de la condicion de
borde (0 sin condicion de borde)
spline 0 < spline Identificacion de la spline asociada
a borde curvo(0 sin spline)
clase 0 < clase Clase del nodo (0: nodo pertenece
a la interfase entre 2 medios)
X zeR Coordenada del nodo en eje X
zeR cadena de caracteres, entre
Coordenada del nodo en eje Y

Cuadro B.4: Archivo de descripcion de la malla (1/3)
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Linea \ Descripcion del campo Formato
totnod4+3 | Cantidad de triangulaciones Numérico
totnod+4 | Pardmetros de la primera triangulacion: Numérico miltiple

’ Parametro ‘ Valores Descripcion ‘ (2 valores enteros
id 1<id Identificacién de la separados por
triangulacion espacio)
numnod 0 < numod < totnod Cantidad de nodos de la
triangulacion
totnod+4- | Descripcion de las moléculas de la primera triangulacion: Numérico multiple
totnod+ Parametro ‘ Valores ‘ Descripcion ‘ (2 valores enteros
numnod-+4 id 1 < numnod Identificaciéon del nodo separados por
cantidad 0 < tipo <24 Cantidad de nodos vecinos que espacio)
forman parte de la molécula
idVecino 1 < numnod Identificacién del nodo vecino
idVecino 1 < numnod Identificacién del nodo vecino
(idem) (idem) (idem)
linea Parametros de las siguientes triangulaciones (si existen): Numérico multiple
siguiente ’ Parametro ‘ Valores ‘ Descripciéon ‘ (2 valores enteros
id 1<id Identificacion de la separados por
triangulacion espacio)
numnod 0 < numod < totnod Cantidad de nodos de la
triangulacion
linea Descripcion de las moléculas de las siguientes triangulaciones (si | Numérico miltiple
siguiente existen): (2 valores enteros
’ Pardmetro ‘ Valores ‘ Descripciéon ‘ separados por
id 1 < numnod Identificacién del nodo espacio)
cantidad 0 < tipo < 24 Cantidad de nodos vecinos que
forman parte de la molécula
idVecino 1 < numnod Identificacién del nodo vecino
idVecino 1 < numnod Identificaciéon del nodo vecino
(idem) (idem) (idem)

Cuadro B.5: Archivo de descripcion de la malla (2/3)
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Linea \ Descripcion del campo \ Formato
n Parametros de la primera triangulacion: Numeérico
’ Pardmetro ‘ Valores Descripcion multiple (2
numspl 0 < numspl Cantidad de lados curvos valores enteros
numchd 0 < numcbd Cantidad de condiciones de separados por
borde espacio)
n+1- Descripcion de los bordes curvos: Numérico
n+numspl+1 Parametro ‘ Valores ‘ Descripciéon miltiple (valores
tipo s,C Tipo del lado curvo enteros y reales
s:spline separados por
¢: circulo espacio)
id_inicio 1 < numnod Identificacién del nodo de inicio del
lado curvo
id final 1 < numnod Identificaciéon del nodo de fin del
lado curvo
parametros reales 3 valores reales que definen una
circulo (coordenada x e y del centro
del arco y el radio del mismo,
o
8 valores reales que definen las
coordenadas x e y de los puntos de
control de la spline.
n-+numspl+1- | Descripcion de las condiciones de borde: Numérico
n-+numspl+ Parametro ‘ Valores ‘ Descripcion multiple (2
numebd-+1 tipo e,n Tipo de la condicién de borde: valores enteros
e: esencial separados por
n:natural espacio)
id_inicio 1 < numnod Identificaciéon del nodo de
inicio de la condicién de borde
id final 1 < numnod Identificaciéon del nodo de
inicio de la condicién de borde
expresion cadena de caracteres, Expresion que contiene la
entre comillas ecuaciéon que permite evaluar
la condicién de borde en un
punto.

Cuadro B.6: Archivo de descripcion de la malla (3/3)
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Apéndice C

Expresiones aritmeéticas

Las expresiones aritméticas, siguen las reglas de sintaxis, para su validacion y evaluacion,
que se muestran en la cuadro siguiente, expresado de acuerdo a la notaciéon de gramatica

BNF:
<expr>

<cons>
<natural >
<digito >

<decimal>

:::ZI%H <eXpr> Hyl

<expr> "4" <expr> |
n_n

<expr> |
<expr "—" <expr>
<expr "x"

<expr "/" <expr>

|
<expr> |
|
"sin (" <expr> ")"

"cos (" <expr> ")" |

"tan (" <expr> ")" |

”eXp(” <expr> ”)" ’

”log(” <eXpr> ”)” |

"pow (" <expr> ")" <expr> ")" |
”Sqr(” <€Xpr> ”)” |

”X”| "y” |”t"

”PP"

<cons>

— <natural> | <decimal>

digito | <natural>

”0” | Hl” | ”2” | H3H | ”4”
”5” ‘ ”6” ’ ”7” ‘ ”8” ’ ”9"
<natural> "." |

| <natural> | "." <natural>

El significado de las representaciones antes indicadas se muestra en la tabla en la

pagina siguiente.

El orden de precedencia en los operadores, en caso de no haber paréntesis que definan la
secuencia de operaciones es :

1. “” unuario
“*77 [1aX]

2.y

3. LL+” y LL_??
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‘ Clase ‘ Expresion ‘ Descripcion ‘

expr (expr ) Agrupacion
expr + expr Operacién suma
- expr Operacion opuesto (inverso para suma)
expr - expr Operacién resta
expr * expr Operaciéon multiplicacion
expr / expr Operacion division
sin( expr ) Funcién seno
cos( expr ) Funciéon coseno
tan( expr ) Funcién tangente
exp ( expr ) Funcién exponencial
log (expr ) Funcion logaritmo
pow ( expr , expr ) | Funciéon potencia
sqrt( expr ) Funcién raiz cuadrada
X Variable largo (eje X)
y Variable ancho (eje Y)
z Variable alto (eje Z)
t Variable de tiempo
pi M_PI = 3.14159265358979323846
cons Constante
cons [0-9]+ Numero entero
[0-9]+"."]0-9]* Nimero decimal, con 0 o mas decimales
[0-9]*"."|0-9]+ Nimero decimal, con 1 o mas decimales
y con 0 o mas digitos enteros

Cuadro C.1: Descripcion de los elementos de la graméatica de expresiones
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