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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: BENJAMIN PALACIOS FARIAS
FECHA: SEPTIEMBRE 2012

PROF. GUIA: AXEL OSSES ALVARADO

Los resultados obtenidos en esta memoria pertenecen al area de problemas inversos
en ecuaciones en derivadas parciales. El objetivo principal fue estudiar la estabilidad de
parametros en dos modelos de placas provenientes de la elasticidad lineal, en funcién de
los datos en la frontera. La herramienta fundamental que se utilizé en las demostracio-
nes y que también forman parte de los resultados principales son dos estimaciones de
Carleman. Este tipo de desigualdades son ampliamente utilizadas en problemas inversos

para probar estabilidad de parametros y también en control para obtener desigualdades
de observabilidad.

Para 2 un dominio acotado de R" con frontera regular, N > 2y T > 0, se considero
la ecuacion de placas de Kirchhoff-Love:

Wi — YolAwy + A%w + g(z)w = g(x,t) en Q x (0,7T),

con condiciones de borde Navier (i.e. sobre w|sq vy Aw|sn). Aqui, g es la fuente, 7o es una
constante positiva, ¢ es un potencial en L>(£2) y en el caso N = 2, w representa la flexura
de una placa delgada con respecto al plano horizontal. Para este problema se construyo
una desigualdad de Carleman para funciones regulares, con observaciones en un segmento
de la frontera del dominio. Como aplicaciéon de lo anterior, se obtuvo una desigualdad de
estabilidad Lipschitz, en donde se logré acotar la diferencia de dos potenciales en norma
L? por la diferencia de las observaciones en norma H?(0,T; L*(0Q)) y H*(0,T; L*(02)).

El segundo problema abordado en esta memoria fue el modelo de placas de Reissner-
Mindlin:

{ 0y — div(o(0)) — p*(z) hg2(Vw — 0) = f(x,t) en Q x (0,T)
wy — div(p(x)(Vw — 0)) + q(x)w = g(x, t) en Q x (0,7),

con condiciones de borde Dirichlet y donde suponemos §2 dominio acotado en R? con fron-
tera regular. El operador o(-) esta relacionado con el tensor de esfuerzos de la elasticidad,
f v g son fuentes, hy es una constante positiva que representa el espesor de la placa, u* se
relaciona con los parametros de Lamé y ¢ es un potencial en W2°(Q). Analogamente a los
primeros resultados, se construy6 una desigualdad de Carleman para este sistema, tam-
bién con observaciones en la frontera y suponiendo funciones suficientemente regulares, la
que luego fue aplicada en la obtencion de la estabilidad Holder del potencial ¢ en norma
L? en funcién de las observaciones sobre el borde de € con normas H?(0,T; (L*(0))3) y
H?(0, T3 (H'(09))?).

Se prob6 ademas la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones para el sistema
de Reissner-Mindlin, utilizando un método clésico que permite obtener resultados de este
tipo. Este resultado es original ya que se consideran los pardmetros de Lamé variables.
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Introduccion

Los resultados obtenidos en este trabajo se ecuentra inmerso en el mundo de los Proble-
mas Inversos en Ecuaciones en Derivadas Parciales. La teoria sobre este tipo de problemas
ha tomado un gran peso durante los tltimos anos y promete ser una muy buena fuente
de investigaciones y nuevos problemas debido a que posee aplicaciones muy interesantes,
una de las mas usuales es la relacionada con imagenes médicas. En particular, nuestra
motivacién para abordar este tipo de probleméaticas, que se vera con mayor detalle a
continuacion, proviene de investigaciones en el campo de la Geofisica.

0.1. Motivacion

Actualmente en Geofisica resulta de gran interes descifrar la composicion y estructura
de la tierra con el propoésito de poder predecir o al menos tener alguna idea de la dindmica
de ésta. Una de las grandes teorias geologicas que busca comprender el movimiento de los
componentes terrestres es la llamada Tectdnica de Placas. Esta postula que la litosfera, la
capa mas externa y fria de la tierra, se encuentra fragmentada donde cada uno de estos
fragmentos corresponden a las distintas placas tecténicas, las cuales se mueven como
bloques rigidos sobre la astendsfera terrestre (la capa que viene inmediatamente debajo
de la litosfera) sin causarle deformaciones. La teoria de placas a logrado explicar de manera
muy satisfactoria el hecho de que los terremotos y volcanes se concentran en regiones bien
especificas del planeta, asi como también a dado respuestas a fenomenos geologicos como
la formaciéon de montanas.

Figura 1: Placas Tectonicas



A lo largo del territorio chileno existen dos grandes placas que interactiian entre si
probocando muchos de los fenémenos sismicos que presenciamos cada ano, estas son la
placa de Nazca y la Sudamericana. Ambas se encuentra en contacto bajo las costas chilenas
en un proceso llamado subduccién, lo que significa que la placa de Nazca se desliza por
debajo de la placa continental y es el roce producido durante esta interaccion lo que da
origen a la actividad sismica de esta zona.

Recientemente se han realizado investigaciones en el Departamento de Geofisica de
la U. de Chile, que buscan determinar el espesor eldstico de la placa de Nazca en una
determinada region de la costa de Chile, donde se define esta propiedad como el espesor
que deberia tener una placa ideal (delgada, elastica y homogenea) para presentar la misma
flexura. Luego, los fragmentos litosféricos son modelados mediante ecuaciones provenientes
de la mecéanica de soélidos rigidos debido a que éstos, en presencia de fuerzas externas
(subduccién, montanas, sedimentos), se flectan como si fuesen placas delgadas.

Figura 2: Subducciéon

Dada una placa de espesor h(z) y una configuracién de referencia 2 C R?, denotamos
por w(-) a la desplazamiento vertical y por 0(-) = (6, 6,) a los angulos de rotacion de los

puntos de la placa x € €2, con respecto al estado de referencia. El modelo estacionario de
Reissner-Mindlin (|Gra91], pag 488):

{ —div(h(z)30(0)) — p(z)h(z)(Vw — 0) = f(x,t), en
—div(p(z)h(z)(Vw —0)) = g(x, 1), en ()

y el modelo estacionario de Kirchhoff-Love ([Man89|, pag 10):

O (D()(Ozaw + 1(2)yyw)) + 20, (1 — v(2)) D(2) Dy w)
+0yy (D(2) (v(2) O + Iyyw)) = g(2,1)

en €2, donde

_ E(x)h(z)’

C12(1 — v(2)?)

con F y v pardametros que dependen de la composiciéon del sélido, son ampliamente utili-
zados para determinar el comportamiento en el equilibrio de una placa tectéonica cuando
acttan fuerzas externas sobre ella. Esto debido a que la escala de tiempo que presenta la
dindmica litosférica es varios ordenes de magnitud mayor a la de una persona y por lo

D(z)



tanto tiene sentido suponer su equilibrio. Sin embargo, no se descartan en las aplicaciones
los problemas de evolucién asociados a los modelos anteriores. El sistema de Reissner-
Mindlin en régimen dinamico (|Gra91], pag 488; [Lag89|, pag 17: caso D, h, p constantes)
corresponde a las ecuaciones

p(x)hl(;)ett —div(h(z)30(0)) — p(x)h(z)(Vw — 0) = f(z,t), en Q

p(e)h(z)wy — div(p(z)h(z)(Vw = 0)) = g(,1), en €,

mientras que el modelo evolutivo de Kirchhoff-Love ([Lag89], pag 15: con D, p, h constan-
tes) esta determinado por
h(z)®

p(z)h(x)wy — div(p(z) D Vwy) + 0p(D(2)(Oppw + v(x)0yyw))
+20,4((1 — v(x)) D(2)Oyw) + Oyy (D(x)(v(2)0ppw + Oyyw)) = g(x,1).

Para determinar entonces el espesor elastico h(x) de la placa de Nazca por ejemplo,
se debe resolver un problema inverso para alguno de los modelos anteriores. No obstante,
lograr determinar el parametro h(z) en funciones de mediciones sobre la frontera de la
placa resulta ser un problema de gran dificultad.

Comparacién Flexura

TN

D cte.

D var.
Moho

-6 i i i i i i i i i
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km

Figura 3: Perfil unidimensional de la flexura litosférica (Moho) en Chile y el modelo de
Kirchhoff-Love estacionario con D constante y variable.

Un problema que se encuentra a mitad de camino en la recuperaciéon del espesor de la
placa, corresponde a la determinacion de un potencial ¢(x). La razon de ésto es que para
atacar ambos problemas es posible linealizar las ecuaciones en funciéon del parametro que
se pretende determinar y en torno a un valor de referencia de éste, asi ambos problemas
se reducen a la recuperacion de términos de fuente. Por lo tanto, resolver el problema del
potencial nos entrega informacion ttil sobre la resolucion del problema mas dificil que es
obtener h(x) a partir de los datos. Agregando entonces un potencial en ambos modelos
se obtienen las siguientes ecuaciones: Reissner-Mindlin con potencial

p(x)hl(;)&t —div(h(z)30(0)) — p(x)h(z)(Vw — ) = f(z,t), en Q

pl)h(a)wy — div(p(@)h(z) (Vw - 0)) + g@)w(z) = gla,1),  en
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y Kirchhoff-Love con potencial

p(x)h(z)wy — div(p(z) h(1x2) Vwy) + 0pe (D () (0w + v(2)0yyw))

200y (1 = v(2)) D(2)0ayw) + 9y (D(2) (v(2) Oz + Oyyw)) + g(x)w(w) = g(,1).

En lo que sigue se estudiaran estos tultimos modelos, en donde simplificaremos las ecua-
ciones suponiendo alguno de los coeficientes constantes. Estas condiciones seran precisadas
mas adelante.

0.2. Discusion

El problema inverso de estabilidad de parametros con respecto a observaciones en el
borde o en parte del dominio, ha sido bien estudiado durante los tltimos anos. El método
clasico para probar la estabilidad, el cual consiste en linealizar el problema inverso para
luego usando desigualdades de Carleman, estimar la fuente en funcién de las observaciones
y asi obtener la estabilidad local del pardmetro, fue introducido por A.L. Bukhgeim y M.V.
Klibanov en [BKS8]1].

En cuanto a ecuaciones hiperbolicas, en [F196] y [Ima02] se obtienen desigualdades de
Carleman para este tipo de ecuaciones, mientras que en [[Y01] se aplica el método mencio-
nado anteriormente para determinar la estabilidad Lipschitz de un potencial en la ecuacion
de ondas. Otro tipo de estabilidad se establece en [IY03|, donde usando una desigualdad
de Carleman en H~! y el método Bukhgeim-Klibanov, se obtiene una desigualdad de
estabilidad tipo Holder para el coeficiente principal en una ecuaciéon de ondas actisticas.
Algo que no se ha observado en otros trabajos y que es desarrolla detalladamente aqui,
es la desigualdad de Carleman para ondas actusticas en ausencia de condiciones de borde.

Los problemas inversos que involucran ecuaciones de placas y de manera mas general,
la ecuacion de elasticidad lineal, se dividen en dos ramas de investigacion. Por un lado se
encuentra el problema no estacionario bajo una tnica medicion (dependiente del tiempo),
donde se utiliza el método de Bukhgeim-Klibanov y que corresponde a la linea que se
ha seguido en esta memoria. Mientras que la segunda via de investigacion relacionada
con problemas inversos en elasticidad tiene que ver con el problema de Calderon asociado
al bilaplaciano (A?%) y que por lo tanto requiere de multiples observaciones. La relacion
existente entre la elasticidad y los modelos de placas esta dada por el siguiente esquema,
donde las flechas indican el camino en que se deducen las ecuaciones respectivas ([Lag89]):

FElasticidad Lineal 3D

!
Placas 2D : Reissner — Mindlin (o Mindlin — Timoshenko)
!

Kirchhof f — Love
{

Fuler — Bernoulli
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Con respecto al problema no estacionario, el modelo dindamico de placas de Kirchhoff-
Love con condiciones de borde tipo Navier (i.e. u|sq, Aulsq), es estudiado desde el punto
de vista de la teoria de control de EDPs en [ZZ06] y [ZZ08], donde también se utilizan
estimaciones de Carleman para obtener las desigualdades de observabilidad. Por otra
parte, en [FZZ06| se obtiene una estimacion analoga para otra ecuacion de placas que es
similar a Kirchhoff-Love y que recibe el nombre de Euler-Bernoulli. Este modelo consiste
solamente en los términos de la doble derivada temporal y el bilaplaciano (9 + A?), sin
embargo, apesar de la similitud de ambos modelos, éstos presentan propiedades distintas
por lo que se estudian separadamente. Este trabajo trata el modelo de Kirchhoff-Love
desde el punto de vista de problemas inversos lo cual en base a la revision bibiliografica
no ha sido estudiado, ademés contiene una construccién detallada de la estimacion de
Carleman para esta ecuacion.

Por otro lado, no se han encontrado articulos que aborden especificamente el modelo no
estacionario de Reissner-Mindlin, desde la perspectiva de problemas inversos. Un trabajo
relacionado es el de O.Y. Imanuviov y M. Yamamoto [[Y05], el cual prueba la estabilidad
y por lo tanto la unicidad de la densidad y los pardmetros de Lamé con respecto a ob-
servaciones en una parte del dominio para la ecuaciéon de la elasticidad lineal dindmica.
Sin embargo no se prueba la determinaciéon de un potencial y ademas se requieren ob-
servaciones internas. Este trabajo presenta entonces resultados nuevos en este ambito ya
que se estudia especificamente el sistema de Reissner-Mindlin, obteniendose estabilidad
en el término de orden cero con observaciones sobre la frontera y ademas se prueba la
existencia, unicidad y regularidad de sus soluciones, para el caso en donde los parametros
de Lamé dependen de la posicion, lo cual generaliza lo hecho en [Wu04], donde el autor
los asume constantes y ambos positivos.

Algunos resultados sobre el problema del bilaplaciano y que corresponde a la segunda
rama de investigacion en problemas inversos y elasticidad lineal, son: [KLU12], en donde se
demuestra la unicidad en la recuperacion de una parturbacion de primer orden A(x)- D +
q(x) del bilaplaciano, bajo condiciones de borde tipo Navier y con datos parciales; también,
en [KP12] se prueba que es posible determinar de manera tinica una perturbacion de orden
cero, del operador poliarménico (i.e. (Au)™+¢q(x), m > 2), con observaciones espectrales,
esto es que los datos corresponden a los valores propios y las derivadas normales de las
funciones propias; por ulitmo [PG11] estudia la ecuacion isotropica de la elasticidad lineal
en régimen estacionario, donde se obtiene como aplicaciéon de un resultado méas general, la
unicidad de los parametros de Lamé en funcion de observaciones en la frontera del dominio.
Para esta clase de problemas, donde se busca determinar la unicidad de parametros en
ecuaciones elipticas, se utilizan otro tipo de técnicas que no requieren de desigulades de
Carleman a diferencia de los resultados de estabilidad.



0.3. Estructura del Trabajo

Este trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se introducen de manera breve los Problemas Inversos en EDPs y se
da un ejemplo clasico de éstos. Luego, se presenta la desigualdad de Carleman para la
ecuacion de ondas, se definen funciones de peso que seran ttiles en capitulos posteriores y
se explica en pocas palabras el procedimiento bajo el cual se demostraron los teoremas de
estabilidad. Finalmente se deducen desde la elasticidad lineal, los dos modelos de placas
que se estudiaran.

En el Capitulo 2 pasamos directamente a los resultados principales junto a sus respec-
tivas demostraciones. Estos corresponden a la obtencion de desigualdades de Carleman y
de estabilidad sobre un potencial en funcién de los datos, para cada modelo de placas.
Con el proposito de facilitar la comprension de las demostraciones, los lemas y teoremas
auxiliares utilizados en éstas, son solamente enunciados.

En el Capitulo 3 se plantean nuevamente y se prueban los resultados auxiliares co-
rrespondientes a la estimacion de Carleman para la ecuacién de ondas actusticas y tres
estimaciones de energia, los cuales fueron utilizados en las demostraciones del capitulo
anterior.

En el Capitulo 4 se prueban los teoremas de existencia, unicidad y regularidad de las
soluciones para el sistema de ecuaciones de Reissner-Mindlin.

Por tltimo, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones rescatadas de este trabajo y
se proponen trabajos futuros relacionados directamente con los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Preliminares

Antes de enunciar y demostrar los resultados principales que se obtuvieron en esta
memoria es necesario tener en cuenta algunas definiciones basicas de la teoria de problemas
inversos y dar una breve nocion de las desigualdades de Carleman. Ademas se presenta
una deduccion de los modelos de placas de Reissner-Mindlin y Kirchhoff-Love, desde un
punto de vista variacional a partir de la teoria de la elasticidad lineal.

1.1. Introduccién a los Problemas Inversos en EDP

Las ecuaciones en derivadas parciales desde hace muchos anos han demostrado ser una
herramienta muy poderosa al momento de modelar una gran variedad de fenomenos fisicos
o de otra naturaleza. Haciendo uso de esta teoria es posible estudiar con gran presicion
algin evento, fenémeno o sistema, mediante su descripcion o modelo matematico (ecuacion
diferencial parcial) el cual depende de propiedades intrinsecas del medio que denominamos
parametros. Se define entonces el operador de mediciones M o problema directo, como la
aplicacion que a cada valor del parametro x € X le asigna las mediciones o datos del
modelo, y € YV, con X', Y tipicamente espacios de Banach o Hilbert, es decir,

y=M(z), para € X, ye). (1.1)

En otras palabras, dado que conocemos las reglas del comportamiento de un sistema fisico,
resolver el problema directo corresponde a obtener las mediciones correspondientes, por
lo tanto tiene asociadas las preguntas sobre la existencia y unicidad de las soluciones y
también la dependencia de éstas con respecto a los pardmetros. Resulta natural entonces
plantearse el problema en sentido contrario, esto es, si conocemos la soluciéon al probema
directo y por lo tanto tenemos acceso a las mediciones del sistema ;es posible inferir algo
sobre las propiedades o pardmetros de éste?.

Un problema inverso consiste en encontrar alguna propiedad desconocida del medio,
objeto o sistema que estemos analizando a partir de mediciones controladas y haciendo
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uso del modelo matematico que describe el fenémeno en estudio, lo que en términos del
operador de mediciones corrresponde a encontrar el valor x € X del parametro, a partir
de las observaciones y € ) tal que se tenga . Luego, es evidente el gran interes e
importancia practica que despiertan en matematicos y en general en cientificos, puesto
que sientan las bases tedricas de técnicas de deteccion empleadas actualmente en las
ciencias e industrias, como lo son la teledeteccion (obtencion de informacion de un objeto
o fenémeno sin tener contacto fisico con él) y el testeo no destructivo (evaluar propiedades
de un objeto o sistema sin causarle dano). Uno de los ejemplos mas famosos es el bien
conocido Problema de Calderdon, llamado asi en honor al reconocido matematico argentino
Alberto Calderén y que constituye la base matemaética de la Tomografia por Impedancia
Eléctrica que es un método de testeo no destructivo para generar imagenes médicas. El
problema plantea lo siguiente: jes posible, mediante la mediciéon de corriente eléctrica y
voltaje en el borde de un medio, determinar la conductividad eléctrica de éste?. En otras
palabras, si llamamos €2 al medio, u(z) al potencial en su interior y v(x) a la conductividad
eléctrica, al aplicar un voltaje f(x) en la frontera del medio 02 sabemos que u satisface

V v(x)Vu(z) =0, =€
u(z) = f(x), x € 09,
y se induce una corriente y(z)%%(z) en el borde del dominio. Luego el problema de Cal-
derén intenta determinar el valor de v(x) en todo el medio a través de la informacion
que otorgan las mediciones de voltaje y corriente y que estéan representadas por el mapeo
Dirichlet-Neumann

ou
A,yf = ’)/a—n - .

Tipicamente al considerar un problema inverso y por lo tanto un operador de medicio-
nes M(-), existen cuatro interrogantes que se pretenden responder:

1. Unicidad. ;Si para dos valores del parametro las observaciones son iguales entonces
los valores son iguales?, es decir se quiere saber si hay inyectividad del operador de
mediciones:

M(C(]l) = M(ZL’Q) = T1 = Ta.

2. Reconstrucciéon. Encontrar algiin procedimiento numérico que nos permita recons-
truir el parametro a partir de los datos.

3. Estabilidad. ;Es posible estimar el error de reconstruccion del parametro en fun-
cion del error obtenido en las mediciones? En otras palabras, se busca determinar
si existe alguna estimacion de estabilidad de la forma:

21 = walx < w ([[M(21) = M(22)lly),

en donde w : R, — R, es una funcion creciente tal que w(0) = 0 y es llamada el
modulo de continuidad de operador M ™1, Estas desigualdades cuantifican como el
error en la mediciones es traspasado al error en la reconstruccion.



4. Datos Parciales. Se busca responder las preguntas anteriores utilizando ahora
observaciones en una porciéon menor del dominio o de su frontera, es decir, dado que
tenemos acceso a datos parciales, se quiere determinar si hay unicidad, estabilidad
o reconstruccion del parametro.

En este trabajo nos centraremos en responder la tercera interrogante para dos sistemas
que modelan el comportamiento de placas en el tiempo al estar bajo fuerzas externas.
Para més ejemplos y profundizar méas sobre problemas inversos ver [Balll] y [Isa06].

1.2. Desigualdades de Carleman y método de Bukhgeim-
Klibanov

Una desigualdad de Carleman corresponde a una estimacion de la energia de un sistema
ponderada por una cierta funcién de peso, en funcién de la fuente y las observaciones que
pueden ser internas o sobre la frontera. Existen una gran variedad de estas estimaciones
las cuales se diferencian en el tipo de peso que acompana a los términos en la desigualdad,
sin embargo se cuenta con una teoria general iniciada por Hormander, la que establece
condiciones necesarias y suficientes sobre los pesos para garantizar la existencia de estas
desigualdades.

Dentro de sus aplicaciones, ademés de ser empleadas en la obtencion de estabilidad
en problemas inversos, resultan ser una herramienta muy ttil en la teoria de control en
EDPs y en la demostracion de propiedades para ciertas ecuaciones como es la continuacion
Gnica.

A modo de ejemplo veamos la desigualdad de Carleman para la ecuaciéon de ondas.
Para {2 un subconjunto abierto y acotado de RY con frontera regular, [y COQ , T >0y
zo € RM\Q, definimos el conjunto

[ ={x €| (x—1x0) -n>0}, (1.2)

y las funciones de peso como:

Definicion 1.1 (Funciones de peso)
Y(x,t) = v —mo|* — B2+ My, 0<pB<1,
con My tal que
V(z,t) € Qx (=T,7T), ¢(x,t) > 1.

Y para r > 0,
o(z,t) = eV (@t)

donde omitimos la dependencia en r.

Y

Luego, para los pesos recién definidos se tiene la siguiente desigualdad de Carleman
para la ecuaciéon de ondas con observaciones en la frontera,



Teorema 1.2 Si xg € RV\Q es tal que Ty D T'y,, entonces para todo M > 0 existen

ro >0y sg > 0 y una constante C = C(rg, S0, 2, 8,29, M) tal que para todo p € L>()

con ||p||pe(o) < M, se tiene que para cada r > ro, s > so yu € L*(=T,T; L*()) tal que,
—Aue L*(-T,T; L*(Q), u=0en dQ x (=T, T), u(£T) = u,(£T) = 0,

/ /goemo (|ue* + |Vul?)dadt + s*r / / e |ul?
T
< C’/ /eQS‘p\utt—Au—i—pu\Qd:Udt—i-Csr/ / pe?s? | —
-1 Ja ~1 J1,

La demostracion de una version mas general de esta desigualdad (donde no se asume
la condicion de borde nula) se encuentra en el capitulo de resultados auxiliares y se realizo
basandose en lo hecho en [FI196] y [Puel, donde en este ultimo articulo se estudian ademas
aplicaciones al problema inverso de estabilidad para un potencial sobre la ecuacion de
ondas y a un problema de control.

(x — xg) - n.

Como aplicacion de estas desigualdades el método de Bukhgeim-Klibanov introducido
en [BKS&I], las utiliza para resolver el problema inverso de estabilidad de algin parametro.
Si llamamos ¢; y ¢ a dos valores del mismo pardmetro, cada uno de éstos tiene asociada
una solucion, u(q) y u(gz), a su respectivo problema directo y ademas se supone que una
de éstas trayectorias en conocida y viviendo en algiin espacio adecuado, suficientemente
regular. La idea de esta metodologia es que por medio de la desigualdad de Carleman,
podamos estimar la diferencia de los pardmetros d = ¢; — 2 en funcién de las observaciones
en la frontera que aparecen en la desigualdad. Para lograr lo anterior se considera el
problema resuelto por 2’ = u;(q1) —ui(g2), que tiene como término de fuente a la diferencia
de ¢1, ¢o y en donde se deriva en tiempo para hacer aparecer d en las condiciones iniciales.
Luego haciendo uso de desigualdades de energia, somo capaces de estimar algunas normas
de las soluciones y sus derivadas, en funcion de las fuentes y los estados iniciales.

1.3. De la Elasticidad Lineal a los modelos de Placas

La teoria de la elasticidad es una rama de la fisica perteneciente a la mecénica de sélidos
deformables, que estudia el comportamiento de un cuerpo soélido, es decir su movimiento
y deformaciones, cuando se encuentra bajo la accion de fuerzas externas. Si una de las
dimensiones del s6lido es muy pequena en comparaciones a las otras, éste pasa a llamarse
placa, por lo tanto los modelos de placas analizan los movimientos y deformaciones que
experimenta un cuerpo de este tipo a raiz de las acciones de fuerzas externas. En lo que
sigue veremos una deducciéon de las ecuaciones de placas que estan involucradas en este
trabajo desde un punto de vista variacional.
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1.3.1. Elasticidad Lineal

Sea € un abierto en R3 que representa la configuracion inicial o de referencia de un
objeto solido, es decir €2 corresponde a un cuerpo en estado natural sin deformaciones ni
esfuerzos actuando sobre él. El estado actual del cuerpo en el tiempo ¢t estd dado por la
funcién

¢ : Qx[0,00) = R?

que representa la posicion en tiempo t del punto x en la configuracion de referencia €2 y
que suponemos suficientemente suave. Luego es posible expresar ¢ de la siguiente manera

o(z,t) =id(z) + u(z, t), (1.3)
donde u es el desplazamiento del cuerpo con respecto a su posicion inicial y que suponemos

pequeno.

Se tiene que para todo tiempo ¢t > 0,
l(x + 2,0) =z, t)|I* = |[Vo(a,) -z —o(2)||”
= [IVo(a,t) - 2|* + of||=]*)
= 2TV¢TVoz +of||2I),

donde la matriz C := V¢ V¢ describe la transformacion de un elemento de longitud y
la matriz E := %(C’ — I) representa la deformacion del cuerpo que usando ([1.3) se escribe

de la forma 3 5 S &
1 U U Uy, Ouy
E; == - J 1<4,5<3.
R <(9xj 8@) Z ox; (9xj J =
Despreciando los términos cuadraticos, en la teoria de elasticidad lineal se define el tensor
de deformaciones, €, como el gradiente simetrizado de u, esto es

= = 1< < 3. 14
57,] 2 (333]_'_8:161)’ _27]_3 ( )

De las segunda ley del movimiento de Newton, si llamamos p(z) a la densidad del
objeto, F' : Q x [0,00) — R? a un campo de fuerzas aplicada al cuerpo , donde FdV
es la fuerza actuando sobre el elemento de volumen dV en el tiempo t y si las fuerzas
superficiales estan dadas por 7 : Q x [0,00) x S? — R3, llamado el vector de esfuerzos,
con S? denotando la esfera unitaria en R® y donde el elemento de area dA aporta en
7(z,t,n)dA a la fuerza total en el tiempo t y direccion n, entonces para w C €2 cualquiera,
se tiene la igualdad

/w Fla,t)dV + /a (ot = /w p(2)bus(z, 1)V (1.5)

Cauchy reformulé la igualdad anterior demostrando que existe un campo tensorial
o:Qx[0,T] — S* (denotamos por S* al espacio de las matrices simetricas de 3 x 3),
llamado Tensor de Esfuerzos de Cauchy, que satisface

m(z,t,n) = o(z,t)n, V(x,t) € Qx[0,T], n € S (1.6)
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Entonces, del teorema de la divergencia aplicado a (|1.5)) y usando ademas que ¢y = uy,
se tiene la identidad

/w Fla, 8)dV = /w o), £)dV — /8 ol tndA - / p(2) (. ) — div(o(z, £))dV,

w

para todo w C €2, por lo tanto se obtiene la ecuacion de movimiento de la elasticidad:
p(x)uy(z,t) — div(o(z,t)) = F(x,t), z€Q, VO<t<T, (1.7)
donde recordemos que 2 es el cuerpo en su estado de referencia (sin deformaciones).

Es posible ademas demostrar que cuando el sélido es homogeneo e isotropico, existe
una relacion entre el tensor de esfuerzos y el tensor de deformaciones llamada ecuacion
constitutiva o también ley lineal de los materiales de Hooke:

o = 2ue + Mr(e)ld (1.8)

donde A\ y p son los coeficientes de Lamé que pueden depender de la posicion y el tiempo.
A describe el esfuerzo causado por los cambios en la densidad del cuerpo y es llamada el
primera coeficiente de Lamé y por otra parte, u se relaciona con las deformaciones por
fuerzas aplicadas paralelas a una cara del cuerpo mientras que la cara opuesta se mantiene
fija a causa de otra fuerza igual y es llamado shear modulus del material. Generalmente
por simplicidad son considerados constantes.

Observacion 1.1 Los coeficientes de Lamé se relacionan con otras magnitudes que en
ocasiones son usadas, éstas son el Mddulo de Young E y el Radio de Poisson vy satisfacen
que

A E— p(3A +2p) Ev E

TS s L R W R (R T 5 M T s

(1.9)
Observacion 1.2 De la definicion e(u) = $(Vu + VTu), se tiene que tr(e(u)) = div(u).
Observacién 1.3 Como el tensor de Cauchy es simétrico, es decir o = o7, entonces

o:Vu=o0:¢e(u).

En lo que sigue, los elementos en R? seran denotados por @ = (xq, 7).

1.3.2. Placas

Consideremos ahora un cuerpo de espesor delgado h(xy,zs,t) y densidad p(zq,x2,1),
cuya superficie media coincida con el plano-(xy, z3). En lo que sigue denotaremos por

r=(z,73) €R® con T = (z,2) € R%
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Definimos una placa 0 = w x (—=5=,+=3%), con w C R?, como un cuerpo que al
estar sujeto a fuerzas externas, que suponemos ortogonales a la superficie media, satisface
las hipotesis que se muestran en la siguiente tabla:

H1 Hipotesis de Linealidad. Todo segmento lineal del cuerpo, normal a
la superficie media de éste, sufre deformaciones lineales y su imagen
(a travez de la deformacion) es también una linea recta.

H2 Los desplazamientos en la direccion vertical (eje-z) no dependen de
la cordenada z.

H3 Los puntos pertenecientes a la superficie media solo se deforman en
la direccion z.

H4 No hay fuerzas internas en la direccion vertical, es decir, el esfuerzo

normal o33 es nulo.

Tabla 1.1: Hipotesis de Reissner y Mindlin para placas.

Estas hipotesis implican que la funciéon de desplazamiento u tenga la siguiente forma

(.%,t) = —:c39i(:?,t), 1= 1,2
ug(z,t) = w(z,t), (1.10)
donde w es el desplazamiento normaly 6 = (61,02) son los dngulos de rotacion del solido
en la posicion T = (21, x2) y tiempo t.

Como la placa es de la forma Q = w x (—

[\
+

[\o}

—
0
=
oy
]
=
oL
]
(€]
0
—+
&
=
QO
oL
@
jmp]
=
Q.
o
(@]
]
=)
e

00 = 0w x (~—F =+ =), (1.11)

Reissner-Mindlin

Supongamos que {2 es una placa de espesor h(T,t), con w € R?, abierto, acotado, con
frontera suave y sea I'g C dw, un abierto no vacio. Ademas consideremos el intervalo de
tiempo [0,7], T > 0. En lo que sigue consideraremos la siguiente condicién de borde:

Wz, t) | Wz, 1)
> T

u(z,t) =0, Vaxelyx(— ),VO<t<T, (1.12)

que significa que la placa se encuentra fija en la porcién de borde I'y. Veremos més adelante
que es posible dotar a la placa de otros tipos de condiciones de borde. Definimos entonces
V ={(,a) € L*(0,T; (H" (w))?) | ¢1,12,a =0 en T,V 0 <t < T}, y consideramos las
funciones test (¢ = (11, 12), ) € V tales que v = (v, va, v3) esta definido como

U'L(‘r) = _:C?)w('i.?t)? L= 172

S (1.13)

y satisface la condicién de borde Dirichlet, v|p, = 0.
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Multiplicando ([1.7)) por v, integrando sobre ) = w x (—h(g’t),+h(§’t)) y usando inte-
gracion por partes se obtiene

/quttv%—/ga(u):Vv—/ma(u)m;:/QFv

que gracias a una de las observaciones anteriores equivale a

/Q P + /Q o(u) : e(v) — /8 RS /Q Fo. (1.14)

Otra forma de expresar la igualdad anterior resulta de aplicar la ecuacion constitutiva

(L.8).

/quttv—l—Q/Que(u) :s(v)+/§2)\div(u)div(v)—/aQU(U)nv:/QFU, (1.15)

y definimos las forma bilineal a(-,-) : V x V — R,

a(u,v) == / o(u) :e(v) = 2/ pe(u) : e(v) + / Adiv(u)div(v). (1.16)
Q Q Q
La desigualdad de Korn (ver (3.18), capt. VI, en [BraQ7]) permite demostrar la Hp (9)-
coercividad de a(u, v), donde H} () = {u € H'(Q) | u=0en Ty}

Por otra parte, recordando los coeficientes de Lamé y su relaciéon con el modulo de
Young E y el shear modulus v en (|1.9)), podemos reescribir la ecuacion constitutiva como

E Ev
O =250y T U oa sy e

Ev
(1+v)(1—2v)

_ + v 0
T Q) T T g% )

(€11 + €22 + €33) 055

donde ¢;; corresponde a la Delta de Kronecker y usamos la notacién de Einstein,
Ekk = €11 T €22 + €33.

Usando la hipotesis H4 se tiene que

FE n v 0
033 (1 i y) 33 1_ 9, kk
v
= €33 = 1= V<511 + €92), (1.17)
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por lo tanto, el tensor de esfuerzos de Cauchy queda

+——(en + o)
= — — (e
011 (1+1/) €11 11— 11 T €22
v
) 099 = m 522+1_V(€11+€22) (1.18)
033 — 0
E
Oy = 77— C%ij Z#]a
[ (1+v)™

mientras que de la definicion del tensor de deformaciones ¢, de ((1.10]) y de (1.17)) se obtiene

( 00,

gi(u) = —T35 i=1,2
1%
egz(u) = —1_V(€11+€22)
x3 (00; 00; (1.19)

o) = -2 (G gR). itican

j i

1

eis(u) = 5(2;—92‘), i=1,2.

Se tiene entonces que

o(u):e(u) = 1 fv [(e11(w)e11(v) + €22 (u)e22(v) + €12(w)e12(V) + €21(u)e21 (V)
T i > (e11(u) + e22(u))(€11(v) + €22(v)) + 2(€13(u)e13(v) + €93(u)23(v))]
— 1E_ZI/2 (1 = v)e(@)e(y) + vdiv(F)div(y)) + 2010 (Vw — 0)(Va — 1)

1
con () = §(V0 + Voh).

Luego, reemplazando lo anterior en ({1.14]), integrando en la tercera coordenada x3 y
definiendos la rigidez flexural como
E(z,t)
12(1 — v(z,t)?)’

D(z,t) == h3(z,t) - D(z,t), con D= (1.20)

donde llamamos a h(Z,t) el espesor eldtico de la placa, se llega a que la formulacion
variacional es

/ p(?—;eﬁdj + hwwa) + / D[(1 = 1)e(6) : () + weliv(0)div(1) (1.21)

w

+/w/,ah(Vw—9)(Voz—1/J)—/ma(U)mi = /w(f,g)-(w,a)
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para todo 0 <t < T, donde

+2 +4

£@1) ::/_ (Fu, Bo) (. )das, g7 1) ::/ Fy(w, t)das, (1.22)

>
Ny

con F' = (Fy, Fy, F3) las cargas o fuerzas externas que experimenta la placa.

Llamemos I, e I, a las integrales sobre w en ([1.21)) que en su integrando se encuentra
1 v « respectivamente y definamos

i | (6 u?) (1-v) (6! +62)
o(0) := D[(1—-v)e(0)+vtr(e(0))Iaxa] = D- (1— ) 2 . (1.23)
T(% + 62) (v0, + 62)

Suponiendo que (#, w) son funciones regulares, podemos usar integracion por partes de
tal forma de pasar las derivadas sobre ¢ y a a derivadas sobre 6 y w. Se obtiene entonces
que

Lo = [ 08006): 20)  uh(Vu — 6)0)
= — / [div(hc(0)) + ph(Vw — )] + / (o (0)nap),

ow

I, = /(,uh(Vw —0)Va — qo)

_ / (div(uh(Ve — 0)) + gla + / (1uh(Vw — 6)a).

Ow

De las definiciones de o(u), o(0) y la frontera 02 en (|1.11)) e integrando sobre z se tiene
ademas la siguiente igualdad:

/89 o(u)nv = /Bw R3a(0)na) + /&u ut(Vw — 0)a,

por lo tanto la formulaciéon variacional de la ecuacion ([1.7)), bajo las hipotesis H1-H4, es
decir, con el desplazamiento u dado por ([1.10)), es quivalente a

/ [pil—;gtt _ div(W®o(8)) + ph(Vew — B)]u) (1.24)

h3
+ /w[pﬁwtt —div(uh(Vw — 0)) + glag = 0.

Luego, (8, w) es solucion del sistema de Reissner-Mindlin (|Gra91], pag 488)

o3 1)" (é’t)étt—div(h3(x,t)a(9)) —w(F ORED(Vw —0) = f(z,¢) (1.25)

t
(%, (T, ywy — div(u(@, DR, 8)(Vw — 0)) = g(z,t), (1.26)
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sobre w C R? y para todo tiempo 0 < ¢ < T. Las ecuaciones ([1.25)) y (1.26) definen el
modelo de placas de Reissner y Mindlin con formulacion variacional (para condiciones de
borde Dirichlet homogeneas sobre T'y) dada por:

h3
/ %ew + phwga + / (W36(0) : e(v) — ph(Vw — 0)¢)dzyds
+ /(,uh(Vw —0)Va — ga)dridry — / hPo(0)ny — ph(Vw — )a = 0,
w N O\
ct.pen0<t<Typaratodo (¢,a) € V.
El sistema anterior se puede dotar de condiciones de borde Dirichlet homogeneas en

todo la frontera del dominio
=0, w=0, en0f,

condiciones de tipo Neumann homogenea

ow
On=0, ——6- =0, en N
a(@)n ( o n) n
o también condiciones no homogeneas y mixtas. En la tabla se muestran algunos
tipos de condiciones de borde obtenidas de [DA89|. Las condiciones hard clampled y free
corresponden a Dirichlet y Neumann homogeneas respectivamente.

’ ‘ Escenciales ‘ Naturales ‘
0-n=0
hard clamped 0-s=0
w =70
0-n=0
soft clamped s-o(@)n=0
w =0
n-o(@)n =0
hard simply supported | 6-s5=0
w =70
n-o(@)n =0
soft simply supported s-a(@)n=0
w =70
n-o(@)n =0
s-o(@)n=0
free ow 0.m—
5 on =

Tabla 1.2: Condiciones de borde

En este trabajo a modo de simplificacion, hemos consideramos la densidad y el espesor
elastico constantes, con p = 1, h = hy > 0 y anadimos un potencial ¢ : 2 — R en ((1.26]),
de este modo el sistema de ecuaciones con el cual trabajaremos es el siguiente:
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Definiciéon 1.3 (Ecuaciones de Reissner-Mindlin)
Para Q, un dominio acotado en R? y T > 0, definimos las ecuaciones de Reissner-Mindlin

como Oy — div(o(0)) — u*(x) hy (Vw 0)=f enQx(0,7T)
{ wy — div(p(x )(Vw 9)) en QU x (0,7) (1.27)

donde o(0) = 2us(0) + Ndiv(0)1, £(0) es el gmdiente simetrizado de 8 = (01,602) y los
coeficientes p*(x) y \*(z) estdn definidos por

2p(z)A(x)
(Az) + 2p(x))

p(x) = 12p(x),  A(z) = (1.28)

con p, A € C*(Q).

Kirchhoff-Love

A. E. H. Love formulé un nuevo modelo para placas basado en el de Reissner y Mindlin
pero agregando una quinta hipotesis propuesta por G. Kirchhoff que dice lo siguiente

H5 Hipotesis de Kirchhoff. Las deformaciones de los vectores normales
a la superficie media resultan ser también ortogonales a la superficie
media deformada.

Esta ultima hipotesis supone que las rotaciones no son independientes de los desplaza-
mientos normales, obteniendose la siguiente relacion

0:(z) = 5—(z), 1=12 (1.29)

Figura 1.1: Hipotesis de Kirchhoff
Tomando divergencia en ([1.25)) y reemplazando en ((1.26)), es posible obtener

h(z,t)?
12

(2, )h(@, t)wy — div(p(z, 1) 0,) + div(div(h(z,t)%0(0)) = §(z,t)  (1.30)
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con g = g — div(f). Considerando ahora la hipotesis de Kirchhoff en la definicion de o(0)

(Oppw +v(Z,1)0pw) (1 —v(Z,1))0pyw

7O =DED | o) W Hhw + D)

por lo tanto al reemplazar o(6) en (1.30)), se obtiene
. ph?
phwgy — dlv(Etht) + 042 (D(Oppw + 10y, w))
+20,y((1 — ) DOyyw) + Oy (D(vO0pw + Oyyw)) = §(Z,t).
con p, h, D y v funciones definidas en w x (0, 7).

Si suponemos que p(z,t) = p, h(Z,t) = hg constantes y que también los son los
coeficientes de Lamé en toda la placa o en otras palabras, suponemos que v(Z,t) = vy
D(z,t) = D son constantes, de la igualdad anterior se deduce la ecuacion de placas de
Kirchhoff-Love (|Lag89|, pag 15)

h3
phowtt — %Awtt + DAzw == g(ﬂ_},t), (131)
que bajo el cambio en la escala de tiempo t — t\/D/phg equivale a

Wy — P)/OAwtt + A2U) = g(fa t)? en Q X (07 T)> (132)

con vy = hZ/12 > 0 constante. Podemos ahora definir el segundo problema que conside-
ramos en este trabajo y que estéd dado por:

Definiciéon 1.4 (Ecuacion de Kirchhoff-Love)
Para Q un dominio acotado en R™, T' > 0 y una constante vy > 0, se define la ecuacion
de placas de Kirchhoff-Love como:

wy — YoAwy + A%w = g(z,t) en Q x (0,T). (1.33)
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Capitulo 2

Resultados Principales

Se obtuvieron cuatro teoremas principales que establecen la existencia de desigualda-
des de Carleman y desigualdades de estabilidad Lispchitz para potenciales, en los dos
problemas en consideracion, el de Reissner-Mindlin y el de Kirchhoff-Love. Més especi-
ficamente, usando las desigualdades de Carleman se demuestra que es posible estimar el
error en norma L*(Q) entre dos potenciales mediante el error cometido en las mediciones
sobre la frontera del dominio para ambos modelos de placas.

La herramienta principal en la construccion de las estimaciones de Carleman, fue una
desigualdad de la misma clase para la ecuacion de ondas actsticas debido a que en ambos
modelos uno es capaz de extraer ecuaciones de este tipo. Por otra parte, la metodologia
empleada en las demostraciones de ambos teoremas de estabilidad es conocida como el
método de Bukhgeim-Klibanov (|[BK81]), el cual necesita la existencia de desigualdades de
Carleman y estimaciones de energia para las soluciones del problema en consideracién. A
modo de favorecer la lectura de las demostraciones, los resultados auxiliares son solamente
enunciados en este capitulo y sus demostraciones se posponen hasta el siguiente.

2.1. Desigualdad de Carleman para Kirchhoff-Love

Sea 2 un dominio acotado en R, con N > 2 y frontera suave. Definamos el operador
diferencial asociado a la ecuaciéon de placas de Kirchhoff-Love:

L= 07 — A9} + A?, (2.1)

con 7o > 0 constante. Es facil ver que es posible dividir la ecuacion Lu = g en un sistema
de ecuaciones compuesto por una eliptica y otro hiperbélica, ambas de segundo orden:

Lyu = —ypAu+u=wv en Q, VO<t<T, (2.2)
Lov = vy — g 'Av — v =g — v, 2u en Q x (=T,T), '
es decir se tiene la relacion
Lo(Lyu) = Lu — v 'u. (2.3)
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Para un potencial ¢ € L*(f2), consideremos también el operador de Kirchhoff-Love
con potencial,
Ly = 0} — Q8] + A% + ¢, (2.4)

y recordemos la funcion de peso ¢(x,t), introducida en la Definicion .

El primer resultado principal corresponde a la obtenciéon de una estimacion de Carle-
man para (2.4) como se muestra a continuacion.

Teorema 2.1 Sea u € H' (=T, T; H3(Q)) y v := Lyu, tal que Lyv € L*(—T,T; L*(Q)),
u=0,v=0endNx (=T,T) yv(£T) = v,(£T) = 0 en Q. Entonces, para xo € RN\
tal que I'y D T'y, y para todo M > 0, existen o > 0, so > 0 y una constante C' =
C(s0,70,%0, 2, B, 2o, M) tal que para cada v > 1o, s > sg yq € L>®(2) con ||q||L=@) < M,
se tiene que

T T T
87“/ /623¢90|Aut|2+527“2/ /623¢(p’vut’2+84r4/ /628<p(p3|ut|2
—rJa —rJa —rJa
T T T
—i—sr/ /625”¢(|VAU|2+837’3/ /625¢¢3|Au|2+84r4/ /625@g0|Vu|2
—TJQ T JQ =T JQ
T T T
wstit [ [ [ e [ [ R (25)
—TJO -TJQ -TJQ

2

T T ou | |0Au ou?
< 2s<pL 2 4 4/ / 2sp vt _ .
_C/_T/Qe |Lgul* 4+ Cs™r P Foe <8n o 7
donde ( = e*fv y
P = 9*¢ A 09 o |0V 2 V|2
Q= o2 ¢+ s*riyp 5 —|VY[© | ¢
0 oy |?
P o= (M —1)sry (a—f - ’yko> ¢ —sr’p ( a—é/; - 70\le2> ¢

con M tal que

DemosTRACION. Es facil ver que si tenemos la estimacion (2.5)) para el operador L definido
en (2.1)), en vez de L,, notando que

T T T
| femp<e [ ] @ nal calie [ [ el
=T JQ =T JQ =T JQ

podemos absorber el dltimo término con el lado izquierdo de la desigualdad de Carleman
eligiendo sy mas grande si es necesario y acotando la norma del potencial por M, asi
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obtenemos ([2.5)). Basta entonces demostrar la desigualdad para el operador sin potencial
L.

Como uw € HY(=T,T; H*(Q)) entonces Lyu = v € H'(=T,T; H}(Q)) y como L es
un operador diferencial solamente en la variable espacial, de manera similar y mucho
més sencilla que la demostraciones del Teorema , puede probarse que para I'y D I'y,
existen g > 0, sgp > 0y una constante C' = C(sg, 70, €, 5, 7o) tal que para todo r > rg y

s > sp se tiene:
T T
sr/ /625¢¢|Vu]2+537’3/ /ezs‘pg03|u]2
—rJa —rJa

T T ou?
SC/ /623¢]L1u|2+057"/ / e | —| . (2.6)
—TJo —7J1o
y también
T T
57’/ /e2s“”<p\Vut\2+s?’r3/ /625@g03|ut|2
28 aut
<C ?|Lyuy|® + Csr , (2.7)
F0

donde los términos de borde estan bien definidos ya que u, u; € L? (—T T H3(Q)).

Por otra parte se tiene que Lov € L*(—=T,T;L*(Q)), v = 0 in 9Q x (-T,T) y
v(£T) = v(£T) = 0 sobre €, luego VM > 0, del Corolario (3.5) ([F196], [Pue]), existe
otra constante C' = C’(sg, 0, 2, B, 9, M) tal que para todo r > roy S > Sp se tiene:

sr/ /erWgo(]vt\Q—l—]Vvl + s / / 250 MQ / /\Pldz—i-/ /\P2C|2
T JO -T JQ -T JQ
~ T ~
SC/ /625“"|L2v|2+03r/ / 625"9 —
7 Ja —7Jry

La integral sobre el borde tiene sentido gracias a la regularidad escondida de la ecuacion
de ondas, que establece que 2 € L*(—T,T; L*(0$)) (Teorema 1.1.4 en [Pue]).

. (2.8)

Multiplicando (2.6]) por s y como v = Lju, 1 < 7 < ¢, obtenemos

R e
§53T3/ /e2sgo|v|2
-1 Jo
T
§53r3/ /625”g03]1)|2. (2.9)
~1.Jo

8ut

(971

Ademas, de ([2.7)) se tiene que

1 T
— {327"2/ /628¢¢\Vut\2 + st / / 5?03 |uy \21 — s%r / /
C -rJa o9
< sr/ /625@g0|vt|2. (2.10)

—rJa




Por otro lado, de (2.1)) y (2.2]), tenemos las siguientes desigualdades

T 2 T 2 2
0 0A
sr/ / 628“’@‘—1} < sr/ / X o= : (2.11)
-7 JoQ on -1 JoQ on
T T T
/ /625¢|L2'z)\2 §/ /eQSW\LuF—i—/ /ezsﬂu\Q, (2.12)
—_TJQ -T JQ -7 JQ

donde, en ([2.11)), aparece una tercera derivada de u en el borde que esté bien definida ya
que

Lo
on

ov
on

ou

3Au Ou
on

i

L2(—T,T;L2(%)) ‘ L2(—T,T;L2(9)) L2(7T,T;L2(BQ)).

Ademés, recordando que Au+u =v € HY(=T,T; H}(Q)), —VAu—Vu = Vv, entonces

|VAu]? < 2|Vol? + 2|Vul?
|Au)? < 2|v]? + 2|ul? (2.13)
|Awg? < 2fvg]* + 2|u ]

Usando las desigualdades (2.8) - (2.13) se deduce la desigualdad de Carleman para L:

T T
87’/ /625¢90’Aut’2+827"2/ /GQWQD‘Vut‘z—i-S r / / 25@90 ’u ‘2
—rJa —rJa
T T
sr/ /628¢¢(|VAU|2+837"3/ /628“’¢3|Au|2+s r / / 252 5| V|
—rJa —rJa
T T T
st [ empp s [ [ipepe [ [ e
—-TJQ T JQ
T
0
< C/ /ezsw\LuP%—CS / / ut
-TJQ To

OAu|?
on

@
on

)

]

2.2. Estabilidad Lispchitz para un potencial L* en Kirch-
hoff - Love

Sea Q C RY un dominio acotado con frontera regular, N > 2, I'; un subconjunto no
vacio de 9Q y T > 0. Consideremos 7o > 0 constante, g € L*(0,T; L*(Q)), (ho,h1) €
H?*(Q) x H*(Q) y para M > 0 consideramos un potencial ¢ € L>(Q2) tal que ||g|| @) <
M.
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Consideremos el problema de condiciones de borde e iniciales de Kirchhoff-Love con
potencial:
Wy — YolAwy + A*w +quw =g en Q x (0,7)
w=0, Aw=0 en 0N x (0,7T) (2.14)
w(0) = ko, w(0) = ky en €,

donde se define la energia sus soluciones como:

Definiciéon 2.2 (Energia de las soluciones de (2.14)))

B0 = | [lwdwtunP+ [ FEmndus P+ [ jaok+ [ [9op+ [ up].

Supongamos que conocemos u(p), solucion del problema (2.14) con potencial p €
L>(Q) tal que ||pl|re@) < M y con g(x,t), ko, ki, suficientemente regulares, tal que
u(p) € H2(0,T; HY(92).

Teorema 2.3 Asumamos lo siguiente

o T' > sup,cq v — zo| = p.
o R(z,t) :=u(p) € H(0,T; L>=(R)), con |R(x,0)]* > ag > 0, Vz € Q.
o q € L>(Q) tal que ||q||r=(@) < M.

St u(q) € H*(0,T; H3(Q)) es solucion de (2.14), luego existe una constante
C = 0(707 Ta M7 ||R||H1(O,T;L°°(Q))>

tal que

ou ou 0Au 0Au
-1 2 2
Clg=pllee) < H%(Q)_%(p)||H2(0,T;L2(F0))+|| o (9)— o (PFr 020y (2-15)

DEMOSTRACION. Definamos
y = ulq) —u(p), dz):=p(z)—q(z),
y notemos que y es soluciéon del problema

Ly =d(x)R(z,t) en Q x (0,7),
y=0, Ay=0 en 0N x (0,7), (2.16)
y(0) =y:(0) =0 en Q,

recordando la definicién de L, en ([2.4)).
Ademés, escribiendo

1_@ R/_a;R

Y =% " " o
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y extendiendo estas funciones de manera impar al intervalo (=T, 0), se tiene que y’ satisface

L,y =d(x)R (z,t) en Q x (=T,7),
y =0, Ay’ =0 en 9Q x (=T, T), (2.17)
y'(0) =0, (=AY +y):(0) = d(z)R(x,0) en Q.

De acuerdo al Lema la energia de 3/ cumple la siguiente desigualdad:

Corolario 2.4 (Lema Existe una constante K > 0 que depende de vy, T y M, tal
que la energia asociada a (2.17)) satisface la siguiente desigualdad

E(t) < K|R(x, )31 0 7.1 ) 141|720 - (2.18)

En efecto, aplicando el Lema [3.1| con g, ho y hy iguales a d(z)R'(x,t), 0 y d(z)R(z,0)
respectivamente y observando ademas que

i) ROl anan < VRO, E0)=; [ d@REOP
se concluye el Corolario.
Para un 6 > 0 pequefio y una funciéon cut-off n € C5°(—T,T) tal que
0<n<1, nit)y=1vte (=T +06,T —5)
consideremos la siguiente funciéon
2 t) = n(t)y (2, ),
la cual satisface el problema

Loz = n(t)d(z) R (z,t) + 2n:(y; — %Ay;) +1e(y' — %AY') en Q x (0,T),

z2=0, Az=0 en 02 x (0,7), (2.19)
2(0) =0, (—0Az + 2)+(0) = d(z)R(x,0) en €, '
(=10Az + 2)(£T) = (—yAz + 2)(£T) =0 en .

Debido a la regularidad que suponemos sobre u(p), u(q) y como d(z)R'(x,t) esta en
L*(=T,T; L>(R)), entonces z € H' (=T, T; H*(Q)), Lz € L*(-T,T; L*(Q)) y luego po-
demos aplicar sobre z la desigualdad de Carleman del Teorema [2.1]

Vamos a escoger 3 tal que
2
p
T2 <p <1,
de este modo, para un 0 suficientemente chico, se tiene que la funcion de peso ¢ (Definicion

satisface
P(x,t) < My < ¢(2,0), Vte|[-T+0,-T]U[T—0,T].
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Como ademés las derivadas de i son nulas en [—T + §,T — ], se deduce

T T
/ /GZSSD‘LqZ‘Q < C/ /628<p77(t)2d($)2(R($,t))2
T JQ
T+§ 'r]\I
+C (/ / 5)/ (e 1wi — YA + |y — 1Ay [?)
T—
< ClRllr20r;L=(9) / / >0\ d(z)|?
-T JQ
—T+6 T
([T ) [
=T T—6 Q

para constantes C' > 0 apropiadas. Usamos entonces el Corolario 2.4 para obtener que

T T
/ / 9| L2 < O / / ¢250)| ()2, (2.20)
-TJQ -TJQ

con C' > 0 dependiendo de | Rl e 0,110 (2)) -

Por otro lado, escribiendo ( = e*?(—7yAz + z), donde es facil notar que satisface
C0)=((-T)=0, ¢=0in0Q x (=T.,T),

G(t) = s (=0Az + 2); — 2srpfte™ (—pAz + 2) = ((-T) =0,

0
PO = i — A 2120214y |2 — 0|V
//< 1006 / /C WA + 522 ([t 2 = 70l VY 2)C)G
0
- _/’CtF — %
-7
+82r25/ / ’wt|2_,yolvw‘ )Qat‘C‘Q
2 5/9’@(0)’24-5827“25/_T/Q]<]2£[902(Wt’2_%‘VM2)]
1 2 _ (62,2 ! 31~12
> 5 [1aop-cee [ g

donde se usa que ¢ > 1. Luego, para un sy suficientemente grande y como (;(0) =
e??O)d(z)R(x,0), |R(x,0)|* > ag > 0 Vx € Q, existe una constante C' > 0 tal que

0 0
33 31¢C12 25(0) 2
\/E/_T/Q(Plogﬂ-s r /_T/Qgp Il > C’\/g/ge ?O0)|d(z) Pap. (2.21)
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También podemos acotar superiormente el lado izquierdo de la desigualdad anterior usan-
do (2.20) y la desigualdad de Carleman sobre z y obtenemos

\F/ /P1<<t+s3r3/ /wldz
/ /\P1<\2+sr/ /\<\2+s3r3/0 JE

(Lado izquierdo de la desigualdad de Carleman para z)

0z 0Az 0z
< 4. 4 2sp Yt had
_CST/T/FOe <8n on +6n>
T
—I—C/ /625“’|Lqu|2
0z OAz|? 0z |2
< Ostr t oz
Cs*r / /FO ( ’871 + o )

e / [ Ot
-TJQ

Por lo tanto, de lo anterior y (2.21)), para un sy suficientemente grande se concluye que

T 2 2 2
Vo /Q e Od(z)* < Cs'rt / ) /F 25 ( O ‘Mz 02 ) (2.22)

on on on
donde finalmente al volver a la funcion original y = u(q) — u(p) se obtiene la desigualdad
de estabilidad. N

Observacion 2.1 Conociendo mejor donde viven las soluciones débiles de ([2.14)) y los
resultados de regularidad asociados a esta ecuacion, es posible bajar la regularidad de las
soluciones u(p), u(q).

2.3. Desigualdad de Carleman para Reissner-Mindlin

Cnsideremos ahora € un dominio acotado en R? con frontera regular y denotamos por
L7, LY a los operadores diferenciales:

L0, w) = 0y —div(o(0)) — u* hg*(Vw — 0) (2.23)
L3O, w) = wy—div(u(Vw —0)) + qu, (2.24)

donde recordemos o(f) = 2us(f) + A*div(6)I con £(0) el gradiente simetrizado de 6 =
(01, 05) y los coeficientes p*(z) y \*(z) estan definidos por las relaciones

) = 12u), X0 = (2.25)
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con p, A € C%(Q).

Al igual que en el caso de la ecuacion de Kirchhoff-Love, necesitamos la existencia
de una desigualdad de Carleman si queremos probar la estabilidad de un potencial en
Reissner-Mindlin. A continuacion veremos la prueba de la existencia de esta estimacion,
donde debemos asumir que se cumplen las siguientes hipotesis:

H1.- 320 € R:\Qcon Ty DT, = {2 € 9Q, (x—x0)-n > 0} (n: normal exterior unitaria).
H2.- p, A € C*(Q) donde p(z) > pio >0, u+A> 79 >0y 30y >0 tal que V€ Q:

Vu(z) - (x — x0)

—1+0) < QM(x) < 1—00,
B V(A ()+2M( ) - (x—w0)

Teorema 2.5 Bajo H1, H2, para cada M > 0 existen 8 € (0,1), s > 0, rg > 0 y
una constante C' = C(u, \, h, so, 70,82, 5,20, M) tal que para cualquier potencial ¢ € Uy,
s > s, 7 > 1o y (0,w) suficientemente reqular tal que 0 = 0,w = 0 en O x (=T,T) y
O(£T) = 0,(£T) = 0, w(£T) = 0, w,(£T) = wy(£T) = 0 sobre Q, entonces

sr//zw (\ (V-0

—i—sr/ /625% \V(V~6)]2+\V(V/\G)\er\V0\2+\th\2+|Vw\2>

@2
ot

Oy |
ot

AV AO)|?
ot

T s / / 568 (19 0F + 9 A0+ 107 + il + [u]?) (2.26)

+ Eﬁj/_T/Q (IPici|* + [Pici[*)

=1

<C/ / 2590(,61"’ +‘V £f‘ +)V/\£f‘ + L9 + a(;;

2
ow
2550 -t - — .
+C- sr/ /Fo <]V9 n\—i—‘ n )(m xg) - n
(V- 0)? (v-0)2 (V- 0)?
+C'ST/_ /BQ (’ ot on ’ o7
2 2
L. sr/ / (VNGB + 8(V/\0) n IV AB)
a0 ot on or

+C- 537“3/ / X3 (|V 0P+ |V A 0|2> .
-1 JoQ
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donde

P = 0G — 1A + s*r2¢?( ( %

2
| |W|2) — V3V

2
S \V¢|2> (2.27)

—2srp (&b oG vV - VQ) + srp(; VYV,

A o? 0
PG o= (M; —1)srog; <8_7;Z) - %’Aiﬁ) e ( a—qf

ot ot

con constantes M; > 0 apropiadas y (; = e**v; para todo i =1, ..., 6,

v =01, vy = 02, v3=V -0, vy =V A0, vs=uw, Vg = Wy,
no=p(x), ye=px), 3= A(2) +2u(x), va=p), v=p@), =)

Observacion 2.2 En el teorema anterior, todos los términos en (2.26)) tienen sentido si
consideramos por ejemplo (6, w) en (H(=T,T; H3(Q)))* x H3(—T,T; H%()) o también
ok (0, w) € LA(=T,T; (H*>*(Q))?) para k = 0,1,2,3 ( Teorema de regularidad, para
m=2).

DEMOSTRACION. La demostracion se basa en la utilizacion de la desigualdad de Carleman
para la ecuacion de ondas actusticas (Teorema . Como el operador L£f (definido en
([2.24))) es de este tipo, en un comienzo solo nos enfocaremos en £/ (definido en ([2.23))
el cual es necesario dividir de tal forma que podamos también aplicarle la estimacion del
Teorema [3.4] Teniendo lo anterior en mente, calculemos explicitamente V - o(6) y luego
su divergencia y rotor.

1.- Recordemos que o(0) = (VO +VO") + X*(V -0)1, luego tomando divergencia se
obtiene

V-o(0)=pAl+ (u+X)V(V-0)+ (V-0)VX* + (VO + VO ) V. (2.28)
Si reemplazamos ésta igualdad en la definicién de L7, somos capaces de escribir:

O — pA0 = L7+ p*h2((Vw) — ) + (n+ X)) (V(V - 0)) (2.29)
+(V-0)VX + (VO +VO")Vpu.

Tomando nuevamente divergencia pero ahora sobre (2.28)), se obtiene

V- (Vo) = pAV-0)+Vu- A0+ (u+A)A(V-0) + V(u+A)V(V - 0)
+VNV(V - 0) + (V-0 AN +Vu-V(V-0)+Vu-Af
+(VO + VO : VZu
= (N 20)A(V-0) +2Vu- A+ 2V (u+ X)) - V(V - 0)
ANV -0) + (VO +VOT) : V2
= (A" +2p)A(V-0) +2V(\* + p)V(V - 0)
—2Vu- (VA (VA +AN(V-0) + (VO + VO : Vi
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donde la ultima igualdad se tiene gracias a la Proposicion [5.1] Luego, la divergencia de
L7 satisface

(V-0)y— N +20)AV-0) = V-L + V- (u*h%(Vw —0)) (2.30)

2V +2u)V(V - 0) — 2V - (VA (VA D))
+ANS(V - 0) + (VO + VIT) : V0.

Similarmente, por la Proposicion [p.1] aplicando rotor en se obtiene que
VANV-00) = w((VAA)+VuAAI+ (n+ NIV AV(V-6)
+V(u+AX)AV(V-0)+ (V- O)VAVX +V(V-0) AV
HVAVOI+VAVIIVu+ (VO + VO') AV
= uANNVANO)+2VuUAV(V-0)—=VuAN(VAVAD))
+Vu- (VAVO) + (VO +VOT) AVp,

y por lo tanto el rotor de £/ satisface

(VAD)y —puAV A0 = VAL +VA(uh2(Vw —0)) (2.31)
+2VuAV(V-0)=VunN(VA(VAD)
+Vu-V(VAO) + (VO +VOT) AV

En resumen, podemos escribir las cuatro ecuaciones de onda para 6 ((2.29)), (2.30)),
(2.31))) en una forma mas compacta como sigue:

a?Vl' —’yzAVz = E"—Az’ for i = 1,2,3,4 (232)

donde los valores de v;, 7;, F; y A; se encuentran en las siguientes tablas.

1/1:91, V2:(92, V3:V'9, V4ZV/\0
Y1 = p(z), Y2 = p(z), Y3 = N (@) +2u(x), | 74 = p()
Fy=Lat), | By =L (a,t), | Fs =V - Ll (x,t), | Fy=V AL (z,1)

Tabla 2.1: Valores de v;, v;, F; en las cuatro ecuaciones de ondas que resultan al dividir
la ecuacién de 0 en Reissner-Mindlin.

Ay | = w2 (V) = 0Y) + (u+ A)V(V - 0)E + (V- 0) (V) + [(VO + VIT) V]!
Ay | = w*h2((Vw)? = 02) + (u+ A)V(V - 0)2 + (V- 0) (V)2 + [(VO + VOT)V u)?
Ay | =V - (Wh™2(Vw —0)) +2V(\* +2u)V(V - 0) =2V - (VA (V AD))
FAN(V-0) + (VO + VO) : Vi

Ay | = VA (h2(Vw—0))+2VuAV(V-0)=VuA(VAVAD))

+Vu-V(V A+ (VO + VO™ AV

Tabla 2.2: Valores de A;
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Observacion 2.3 Los super-indices 7 = 1, 2 significan la componente de la funcién vec-
torial.

Por hipétesis sabemos que para todo i € {1,2,3,4}, v; € L*(=T,T ; L*(Q)), d2v; —
vy, € L2(=T,T ; L?(Q)) y ademas v;(£T) = 0 en €. También para cada -;, por H2,

V7i(z) x (x — xg)
27;(x)

vi(z) >0, —1+6 < <1—10y, YreQ

para ciertas constantes positivas 9 y 6. Sin embargo, solo v; = 0! y v, = #* se anulan
en la frontera de Q. Esto implica que vy, v, satisfacen la desigualdad de Carleman para
la ecuacién de ondas actsticas con condiciones de borde Dirichlet homogeneas y por
otra parte, v3 y vy satisfacen una generalizacion de aquella desidualdad que resulta al no
considerar condiciones de borde y que corresponde al Teorema [3.4] (ver [FI96] y [Pue| para
el caso de la ecuacion de ondas). Luego existen constantes positivas Cy, Cy, C3, Cy tal que

para i =1,2,
2
+ |VVZ|2>

T
57‘/ /emgo
—rJQ
T T A A
wsiet [ [ eupete [ [UPIGE + PiGP) (2.33)
-TJQ -TJQ
T T 2
< CZ-/ /625“’(|Fi|2 + A7) —i—C’isr/ / e*% (x — o) -1
G Ke) -T JoQ
mientras que para i = 3,4,
T 2
ov;
sr e**p S+ |V
Lo L (|5
T T . ‘
st [ [ eupets [ [ORIGE + PGP)
—rJa —rJo
T
SCi/ /625“”(\F2!2+\Ai!2) (2.34)
—rJa

T 2 T
+C; 57’/ / %o | [Ows]? + +53r3/ / 623”<p3|yi|2>
~1 Joo —1 Joo

Los términos P} con j € {1,2}, i € {1,2,3,4}, provienen de la descomposicion del

operador hiperbodlico sorrespondiente a cada una de las cuatro ecuaciones de ondas en
(12.32]).

8 V;
ot

o,
9

2

3 V;
or

0 v;
on

i

31



La suma de las desigualdades ([2.33)) y (2.34) nos da
T
87“/ /623“"90 ‘% )
sty [ [ e op 419 -op 4 (v nop)+ Y0 [ UPGE + PiGP)
—rJa — J-rJa

T
< C’e/ /e28¢(|£f|2+|v-£f|2+|VA£f|2) (2.35)
=T JQ

’ 00" ’
2sp _ .
+Cgsr/_T/me go( o ) (x —x9)-n
T . 2 .
+Cg$7’/ / e*?p [ 0,(V - 0)]* + ’a(v f) + ‘a(v 9)
-1 Joa on

or
2 ’a(vw) 2)
+ - 7

or

AV -

0 A(V A 6)
ot

ot

2 2 2
+ |V0|2+‘ + |V(V-6’)|2+‘ +|V(VA9)|2)

tL |00
on

2

(VNG

2
oV A O + ‘ 5

T
+C'983r3/ /8Q 23 (V- 2 + [V A 0])
-7

4 T
+CGZ/ /625¢’Ai\2,
i=1 /T 79

para alguna constante Cy > 0. Es facil ver que en la desigualdad anterior los términos
con 6 en los A; pueden ser absorvidos por el lado izquierdo escogiendo sq suficientemente
grande. Ademés, los otros términos pueden ser acotados como sigue,

T T
/ /623¢|M*h02vw|2 < / /(M*)2h04623@|vw‘2, (2.36)
~rJa —TJQ
T T
/ /628¢|V'(M*h62vw)|2 < (12)2/ /625wh52|v.(MVw)|2’ (237)
_rJa T JQ
T T
/ /623(’0|V/\(/L*h02vw>’2 < 2/ /628¢’v<u*h02)Avw|2
_7Ja T JQ
T
+2 / / (1) g "€ 2|V A (V)
T JQ
T
< 2/ /625“"|V<u*h52)\2|w|2> (2.38)
=T JQ

donde en (2.38)) se us6 que VA (Vw) = 0y que para todo vector v, 03, |07 Ava| < [07]]|03].

Al absorver términos en ([2.35)) y més las tres desigualdades anteriores ([2.36)-(2.38)), se
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obtiene la estimacion:

S?”/ / 2se (‘—
T 4 T . .

+5373 /T/§2625¢g03(|9|2 + V-0 + |V AP + Z /T/Q(UDKJ2 + P3Gl
- i=1 -

T
< Ce/ /623“’(|£f|2+|V~Lf|2+|V/\£f|2) (2.39)

2

a(V - )
ot

(VA 0)|?
ot

+|VO|? + ‘

+yv<v-9)|2+‘

+ |V(V A 9)]2)

a0 > |00%|?
+C’gsr/ /39 e?5% ( o o )(x—x0)~n
2 2
—1.Jon on or

I(V AB)

on

2
+|at<vw)|2+‘ + ’W

2)
T

+C’933r3/ / X3 (V- 0)2 + |V AO?)
—1 Joq

T
+09/ /e%w(\wﬁﬂv.(ww)ﬁ).
T JQ

Aqui aparecen dos términos que involucran a w en el lado derecho de la desigualdad, por
lo tanto el siguiente paso en la demostracion es tratar de absorverlos.

2.- La definicion del operador £ implica que w satistace

wy — div(pVw) +quw =L — NV -0+ V-0

2.40
wloaxomr) =0, w(ET)=0en Q, (2.40)

donde w, wy —div(uVw) € L*(=T,T ; L*(Q)). Si derivamos (2.40)) con respecto al tiempo
t, se obtiene que z = w; es solucién de:

2y — div(uVz) +qz = O LI — uV - 0, + Vi - 6,

2.41
zloaxory =0, 2(£T)=0en Q, (2.41)

donde ademas z, zy — div(uVz) € L*(=T,T ; L*()). Por lo tanto podemos aplicar la

desigualdad de Carleman para la ecuacion de ondas actisticas con condiciones Dirichlet
homogeneas en ([2.40)) y (2.41]) obteniendo

// (8“’ +|Vw|2>s0+sr/ / 25“"le2903+/ LGl +1pl)

T
< Cw/ /QGQW(MQF + HMH%O(Q) V-0 + ”MH%/VLOC(Q) 10]%) (2.42)
-7

T 2
0
—l—C’wsr/ / X% av
—-1Joa
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y también

T wt
sr/ e | || + |V, |? 90+s7“/ / e lwy| %
Q

v [ [amar+ir (243

T

D

< Cy, / / (0L + oy IV - 6 + 11l ey 167)

+Cy, ST / / ' Ou |
o9

(5 = e™w, C = es“’wt. (2.44)

Aqui, los P/, j € {1,2}, i € {5,6} definifos en , también prov1enen de la descompo-
sicion de los operadores hiperbolicos asoaados a las ecuaciones de -

(x — x0) -,

con

3.- Si sumamos las desigualdades , and , podemos absorber los
términos que involucran a € en los lados derechos de las estimaciones anteriores para w
y w; pero, aun no podemos absorver la divergencia de uVw que aparece en (2.39)), por
ésto necesitamos estimar éste término. Usando la ecuacion en , para cierta constante
C > 0 se tiene la siguiente estimacion:

/ / PN - (V)P < C / / 250 (1L + |1l Bogey IV - 0 + il ey 1917)

+C’||q||oo/ /6259"|w|2+0/ /625‘p|wtt|2. (2.45)
-1 J0 -rJo

Finalmente, si unimos las estimaciones (2.39)), con (2.42]), (2.43)) y (2.45), el lado derecho
de la desigualdad queda:

T
Cg/ /628@(|£f|2+|V-£f|2+|V/\£f|2)
112 212
+Cw// ( o0'* |0 >(x_$o).n
90 n an

AV-0)° |a(V-0)
25<p 2 P
—I—C'gsr/ /BQ <|8 -0)]° + ‘ o 57
VAN |a(VAl|
2
+|8,(V A 9)) +‘ o +‘ o

34



T
+0933T3/ / > PP (|V - 0] + |V A O)?)

—T JOQ
C r 2sp 2 g 2sp £g2 2 02 2 92
ol ) ) e [Vw|”+ e (LT + [l pllco @y [V - OF + [l llyprce 0y 1617

T T
Fllal / / 2% wf? 1 / / eQS“DthtF)
—T JQ T JQ

T
+Cy /T/9628<P(|£9|2 + ||M||2~0(Q) |V . 9|2 + ||u||‘2m’oom) |9|2) +

T
C\psr / / e2s“0cp ‘g—w
-7 JoQ n

T
., / ) / (0L + oy IV - 62 + 11l ey 167)

T 2
0

+Clyy ST / / erW@‘—awt
-T JoQ n

(x — x0) - 1,
donde es facil notar que para sy suficientemente grande las integrales sobre 2 de 6 y w
pueden ser absorvidas por el lado izquierdo y gracias a la hipdtesis H1 obtenemos la
estimacion deseada para una constante C' apropiada. O]

(x —x9)-m

2.4. Estabilidad Holder para un potencial W?> en Reiss-
ner - Mindlin

Sea 2 un dominio abierto en R? con frontera regular, I'; un subconjunto no vacio de
Oy T >0.Sea hy >0, f € L*(0,T; H'(Q)), g € H'(0,T; L*(2)), ko := (04, 0%, wo) €
(HY (D)3, ky := (01,07, w1) € (L*(Q))3. Ademas, definimos el conjunto de trayectorias
conocidas

R = {u € H'(0,T; H*(Q)NW'>*(Q)) | 07u € L*(0,T; L*(Q)NH"(Q)), Ofu € L*(0,T; L*(N))},

con la norma

lullz == l[ull 20 mmwreo@)) + [0l 20w ) + 107 ull 20,7 (0)
y para M > 0 definimos el conjunto de potenciales

Ups = {u € W22(Q) | |[ullwareioy < M}.

Nuestro contexto ahora es el sistema de ecuaciones de Reissner-Mindlin con potencial
q € Uy, dotado de condiciones iniciales y de borde:

0y — div(c(0)) — p* hy*(Vw —0) = f en Q x (0,7T)
0,7)

wy — div(p(Vw —0)) +quw =g en Q x (0,

6=(0,0", w=0 en 02 x (0,7 (2.46)
0(0) = (65,05, w(0) = wy en )

0,(0) = (01,05, wy(0) = wy en ()
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y para el cual definimos la energia de sus soluciones como sigue.

Definiciéon 2.6 (Energia de las soluciones de ([2.46)))

1

Bunlt)i= 5 | [0 + 200 4 X1ai@)) + [ Qa4 vu)] . 241

Supongamos que conocemos una solucion regular (6(p), w(p)) del sistema anterior para
un potencial p € Uy,.

Teorema 2.7 Asumiendo las siguientes hipotesis:

H1 .- 320 e R2\Q con [y D T, = {z € 99, (x — x0) - n > 0}.
H2".- p, A € C*(Q) donde p(z) > po, Mz) > —Xo, 22 > Ao > 0 y 0y > 0 tal que
Ve,
0< 5 <, —-1+6)< Vilz) - (@ = z0) <1—6p,
Ho 2p()
VX'(x) +2p(x)) - (x — o)
—1+6, < <1-—0g,
’ 2(A(z) + 2u(x)) ’
H3 .- El tiempo T es tal que, T+/B > sup |z — x| =: p.

€l
H4 .- R(z,t) :=w(p) € R, |R(x,0)| > ag > 0,Vx € Q.
H5 .- p,geUyy.
H6 .- ¢(z) = p(x) Yz € 09.

Si (0(q),w(q)) es una solucion reqular de (2.46)) con potencial q, entonces existe ko € (0,1)
tal que ¥ k < Ko, existe C(||ullc2(qy, IMe2@), ho, T, M, [|R|| ) > 0 tal que,

_ dw(p)  Jdw(q)
1
¢ ||p—Q||L2(Q) < (H on__ on

H2(0,T"; L*(T'0))

+' L
on Mz L20))
+[|V-0(p) - V- 6<q)||H2(O,T ; H1(892)) (2.48)

+IVAO(p) =V ANOD 207 1100 ) '

Observacion 2.4 Notemos que la hipotesis H2* es levemente distinta a la H2 del teore-
ma anterior. La primera es mas restrictiva puesto que impone una cota uniforme )y sobre
A(z) y que ademas debe satisfacer la desigualdad 2% > A\g > 0. La razon para considerar
H2*, se debe a que es necesaria para aplicar los resultados de regularidad del Capitulo 4.

Observacion 2.5 De la hipotesis H4, como R(x,t) € R, si denotamos R'(z,t) =
OiR(z,t), entonces OFR/(z,t) € L*(0,T; H**(Q)) para k = 0,1,2 y ademés R(x,0) €
Whe(Q), R (z,0) € L>=(Q) ya que R(z,t) € C°(0,T; Wh=(Q)) N CY(0,T; L>(Q)).
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DEMOSTRACION. Para las soluciones (0(p), w(p)) y (0(q),w(q)) del sistema (2.46|) con po-
tenciales p y ¢ en Uy, respectivamente, se define

(& y) == (0(q) — 0(p),w(q) —w(p)), d(z):=p(x)—q(z).

Restando ambos sistemas es claro que (£, y) satisface

& — div(o(€)) — p*hy2(Vy — &) =0 en Q x (0,7)
ytt —div(u(Vy — 5)) —|— qy =d(x)R(x,t) en Q x (0 ,T)
=(0,00", y=0 en 02 x (0,7 (2.49)
5(0) (0,0)7, y(0) =0 en )
&(0) = (0,0)", %(0) =0 en Q.
Denotemos &' = %, Yy = %, R = % y extendamos estas funciones a (—7',0) de manera

impar, luego se tiene que

& —div(o(¢) —p'he*(Vy' =€) =0 en Qx (-T,T)
Y — dv(u(Vy' = &) + gy = d(@) R (z,1) en Q x (=T,T)
¢ =(0,0)", ¢ =0 en 9Q x (—T,T) (2.50)
£'(0) = (0,0)", ¢'(0) =0 en (2
:(0) = (0,0)7, 4;(0) = d(z)R(z,0) en €,

donde la condicion inicial para & y vy, se obtiene observando que & = &y, ¥; = yu v
tomando ¢ = 0 en las ecuaciones de ([2.49).

Observacion 2.6 Gracias a la Observacion E 2.5y d(x) € W*>(Q), del teorema de re-
gularidad para el sistema de Reissner-Mindlin (Teorema B, se deduce que 9F(&',y) €
L>(0,T; (H3 F(©))?) para k = 0,1,2, 3 y sus respectivas normas estan acotadas por || Rz

¥ ||d|lw2.(q). La hipotesis H6 garantiza que se satisfaga la condicién de compatibilidad.

Por el Lema de Gronwall, la energia (2.47)) se encuentra acotada como se establece en
el siguiente:

Corolario 2.8 (Lema Eziste una constante K > 0, la cual depende de T, las normas
de los parametros de Lamé, hy y de M, tal que

Eey(t) < K( Eery(0) + | Bl| 1 0.7 () IId(x)IILz(m) : (2.51)

La desigualdad (2.51) se deduce del Lemma reemplazando f, g, (65,602, wg) vy
(01,62, w,) por 0, d(x)R'(z,t), (0,0,0) y (0,0,d(x)R(z,0)) y observando que

T
| @R @ Dlle < TIR @ Ollzora o @) o,
Para 6 > 0 chico, consideremos una funcion cut-off n(t) € C°(—T,T) tal que
0<n<1l, nit)=1Vte(-T+4T-9)
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y definamos

¢<x>t) = n(t)§,<x7t)v U(I7t) = n(t)y,<x7t)' (2'52)

Luego
Op = 7752 + "7t§/7 O = ﬁfét + 277th + thf/7
ve =y, + ey, vw = Y + 20y + ey’

y por lo tanto

LI(¢,v) = nlg, —div(a(£)) — 1w hy*(Vy — )] + 2m&) + md (2.53)
LI(d,v) = nly;, — div(u(Vy' = &) + qy'] + 20, + ey’ (2.54)

Como (&',y') es solucion de (2.49)), entonces (¢, v) satisface el siguiente problema:

( Gu — div(a(9)) — p*hg* (Vv — ¢) = 2m&] + 1’ en Q2 x (0,7)
vtt div(pu(Vo — )) —I— qu = nd(x)R'(z,t) + 2wy, + nwy’ en Q x (0,7)
=(0,0)", v=0 en 02 x (0,7) (2.55)
( ) =(0,0)",0(0) = en € ‘
¢1(0) = (0,0)",v,(0) = d(fﬁ)R(% 0) en €}
ng(iT) =0,v(£7T) =0 en €,

y entonces podemos aplicar la desigualdad de Carleman del Teorema [2.5] donde todos los
términos tienen sentido ya que la Observacion implica que (¢,v) es suficientemente

regular ( 9F(¢,v) € L=(0,T; (H>**(Q))?) con k = 0,1,2,3 ; ver Observacion [2.2).

La idea es acotar inferiormente el lado izquierdo de la desigualdad de Carleman y
superiormente los términos que involucran a los operadores diferenciales, por la norma de
d(x) y luego escogiendo adecuadamente el parametro s se logra obtener la desigualdad
de estabilidad. La manera en que se procederé es utilizada también en [Ima02|, en donde
prueban la estabilidad Holder para la ecuaciéon de ondas actsticas.

De la hipotesis H3, 5 € (0, 1) satisface que

p?

ﬁ < ﬁ <1,
por lo tanto, cerca de =T y T',

U(x,t) < My, e oz,t) <e™ =b

Para un ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos elijir 6 = d(g) > 0, tal que
p(x,t) <b—2, Vte|[-T,-T+0U[T—0,T], (2.56)
en efecto, si € << 1, existe un e, > 0 tal que b — 2 = be™"* y entonces podemos escoger

§ =6(e) > 0 tal que p> —B(T —6)? < —1., lo que implica que @(x,t) < e"(7ec+Mo) — pe=ree
Vte [T, ~T+3 Ul -1
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Ademés
b<o(r,0) vy w(xt) <ep(0),vVte[-T,T], (2.57)

y llamemos

T:= sup @(x,t).
Qx[-T,T]

Como las derivadas de n se anulan en [T + 6, T — 4], es posible obtener la siguiente
desigualdad:

T
/ [ < / / ol R @ OF + [ [ lng] + ey
-rJa
/ / 239010 R/(ﬂj‘ t))
_T+6 23b 2 21, 112
+2 5 4|77t‘ ’yt‘ + 7 *[y])
T—
) —T+5 T
<2 ||R||H1(O,T;L°°(Q)) / 628(p($’0)|d($)|2 +C (/ +/ ) e Egy (t).
Q -T T—§

Gracias a la estimacion de energia del Corolario y que se extendio &',y de manera
impar, se sabe que existe K > 0 tal que

T
/ ) / A9L0 0P < 2RI 0 rsem) / 259 |4()?

T4 T 2
e ( Ry ) PP (\/Ee,y/<o> IRl o) ||d<x>|\m>)

2 sp(x
< 2RI oo / 20| ()

F2CKTe (B (0) + 1Rl 0.y 140) ) (2.58)

Como (&',y') resuelve el sistema (2.50)), evaluando en ¢ = 0 solo sobrevive un término
en la energfa, luego usando la condicion inicial de y; y la desigualdad de Hélder se llega
a la siguiente cota

1

Egy(0) = 3 /Q(|§;(a:,0)|2 +2p/e(€) (2, 0)* + Al"div(¢') (x, 0)[*)

+5 | Wil OF + vy (@, 0))

1
Q

1
_ ! / d(2)*R(z,0)
2 9]
1
< 1) ey I Ol ey (2.50)
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Los célculos anteriores, (2.58)) y (2.59)), implican

T
[ [0l < 21RBumme [ Ol@P
T JQ Q
+CRATE (IR0 o) [ W+ 1R e [ 1)

para una constante C' > 0 apropiada y como b < ¢(x,0) < 7, podemos introducir un peso
al interior de la norma L? de d(z) y obtener:

T
| et < o [ e, (2.60)
-T JQ Q

donde la constante C; > 0 depende de || R||g, Ty la constante de la estimacion de energfa.

exponencial e2*7

Anélogamente, es posible obtener una estimacion similar para el operador £/ emplean-
do nuevamente el resultado del Corolario 2.8

//Mjwf@bv //2w|277t§+77tt§|2

T+6
< ( / / ) / b (4 L€ + Pl P)
T—6
T+6
SC(/ +/ )2$bE£//
-7 T—6
—T+6 2
< C(/T —I—/T 5> 28bK2( Eer g (0) + || R 10,1100 ) || d( )||L2(Q))

< 20K°Te™ By (0) + | R o 1.200 s 1@ ey

T
/ / 2|21 (6, 0) < C / 27| d(z) (2.61)
T JQ Q

para alguna constante Cy > 0 que depende también de ||R||g, Ty la constante de la
desigualdad de energia.

Veamos ahora como acotar los operadores V- £/, VAL v 0,£9. Para esto necesitamos
una segunda estimacion de energia sobre las funciones:

oy

a(z,t) =V -&(x,t), Blx,t):=VAL(x,t), ~(z,t):= B (2.62)
Definicion 2.9 Definimos la energia en tiempo t del trio («, B,7) como
1 *
Buno(®) = 5| [ad+ (e vap+ [Qap+avs?) o)

+ [+ o]
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Al igual que en la deduccion del Corolario y notando que

T
2 2
/0 (ld(@) R (2, )32y + ld(@) R (2, 1) [ 2())dt < Tl Rllz2(0,7:100 () 1d(2) [ 120
esta energia satisface la siguiente estimacion dada por el

Corolario 2.10 (Lema[3.3) Euiste una constante K > 0 la cual depende de la norma de
los parametros de Lamé, T, el espesor hg y M, tal que

o) < K (B 0)+ B 0) + 1R oy 1400 s + [ T(001).
con

oV -

T = 19-€lsom + 19 Elsom + | 5

(2.64)
L2(69)
AV AL

2 2
IV A N200) + IV A& L2 00) + H on

L2(69) ‘

Para obtener las estimaciones que nos faltan, tomamos divergencia y rotor en y
derivamos con respecto al tiempo en luego procedemos de la misma manera en que
se obtuvieron las desigualdades ([2.60) y 2.61]) usando ademaés las siguientes desigualdades
de interpolacion:

CalllVallr2q) + llevll z200))
CsIVBIl 20y + 181 r2(00))-

/ / | - £ (6,0)]? / /1%%mv €4V - P
e 2s(b—2) 2 12 2 72
<9 n 20-29) (4 2|V - €2 + a2V - €2)
-T T—6 Q
—T+6 T
:2(/ +/ )/ 0=29) (4 Pl + Imellf?)
-T T—6
—T+65 T ) 9
ggaaw4d</ +/’)qmm9@+wwmmg
-T T—6
2s5(b—2 ~Te r 2 2 2
scw“”(/T +/;Jummm@+wvw9@+wwp@m.

Ahora acotamos la norma de oy y Va por la energia de (o, 3,7) y usando (2.56)), los

HO‘||L2(Q)

151 220

IA N
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Corolarios [2.8) y y la desigualdad ({2.59)),

. —T4s T
/ / eIV - L, 0))? < C (/ +/ > e By g, (t) + ||V - 8“3,89)
—rJo -T =0

—T+6 T
<C (/ +/ ) 625(%25)[(1 [Eéﬂy’(o) + Ea,ﬁry(o)
-T T—§

IR 0 70 146 220y / Tt + [V €200 |

< O, Ko K™ [ B 0) + R 140 e + [ TC0)0]

Para calcular la energia de (a,3,7) en t = 0, usamos las condiciones iniciales del
problema (2.50) y vemos que solo sobreviven los términos con 7,

1

! [ / (s, 0)F + (A + 20)|Va(, O)? + / (1o, O)P + 1V B(z, 0)P)
Q Q

Ea,ﬂﬂ (0) - 9

+ [ (hute o +u|wx,o>|2>]

— %/Q(|%(x,0)|2 + plVy(z,0))

_ % /Q (Jd(x) R (,0)[2 + p[V(d(z) R(z, 0))[?)

1
SUR @0y + 1l cogey IR Ol eq) (4@ 220y + 19 ey )

1
< 5(”3/(%0)”%@(9) + ||M||CO(Q) ||R(3570)||%/v17oo(9)) <||d(ff)||i2(9) + M2> (2.65)

IN

con M la constante asociada al conjunto U,,.

Luego, aplicando (|2 en la estimacion de V - £/, tenemos que

T T
[ [emeconr < eecs (jawle +1+ [ Tw).

por lo tanto, poniendo un peso exponencial al interior de la norma de d(z), obtenemos

T
[ [y cior (2.60)
-TJQ
T
< Cdzv </ 628T|d<l’)|2 +6257/ T(t)dt+€2s(b—2£))
Q 0

donde Cf" depende de M, T, ||R||z y de las constantes de las estimaciones de energfa.

Similarmente es posible obtener una estimacion para el rotor de £/ como se muestra
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a continuacién

T T
[, feemneionr = [ [ e ngnvaer
—TJQ -TJQ
—T+6 T
2(/ +/ )/éW%wmﬁmF+mﬁw%
T T—6 Q
—T4+6 T 5 9
s(b—2¢
< g0e 2>( / T /T ) (1820 + 1812 ay)

C 2s(b—2¢) T g 2 v 2 2
e . + _ Bl z2@) + IVBIIT2 ) + 181 T2(00))-

—T+6 T 9
< c( / S / ) 0B (1) + |V A€ 2aom)

—T+6 T
¢ (/ "‘/ ) 62S(b_2€)K<E§’,y’(O) + Eaﬁn(o)
-T T—§

T
2
Hl Rl 20,7100 14(2) 1720 + /TT(t)dt + [V A f/Hp(ag))

IN

IN

IN

T
S(XﬂKﬂmHm%k%@%°OW@W§my+L+/TTUWQ

T
/ /em\v A LT (¢, v) 2 (2.67)
T JQ
T
< C}Ot (/ 6237‘d($)|2 + 62ST/ T(t)dt—l- e2s(b—2s)>
Q 0

con C’}Ot dependiendo de los mismo parametros que C}“”.

Nos resta deducir una estimacion para 9;L£9. Igual que antes,

/ T [ wtaero. 0

T
B / / e**?|d(x)R" (z, t)n + d(z) R (z, )ne + 25, + 30uy; + ')
_rJa

—T+6 T
SC(/ +/ )/8“”WW@WH@MWMN4WWMQ
-T T—6 Q

T
Ol + [Py P) + C / / 90| d(2) | Rz, 1) ]2
—-T JQ
—T+6
< C 2s(b—2¢) o g 2 2 112
< Ce ., + s (el 20y + 171 z2 () + 191 22(0))

T
*C/ / 25000 |4(2) (| R (2, )2 + | (2, 8)2)
—T JQ
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| [eeaeoor

—T4+6 T
< Cemta ( [+ ) (e + 197y + B (2)
-T T—6
2 so(x
120 Rl o g / 29| 4() 2

—T+6 T
< Ot ( [ )(4Ea,5,v(t)+E£',y'(t))
-T T—6

2 sp(x,
120 R ooy / 259 4 )2
—T+5 T
< CK </ +/ ) 625(17_28) (Eﬁﬁy’ (0> + Ea,ﬁﬁ(o)
-T T—6
T
IR on @) o + [ T0)0t)
-7
< C(K, T, M)e=0-2) (Es',y/(o) t By (0)
T
L | TT(t)dt)

Por (2.59)) v (2.65)), las energias en t = 0 pueden ser acotadas por la norma con peso de
d(x) y entonces se tiene que

T
/ / 25 (0,L9(6,0) (2.68)
—T JQ

T
<ct ( [ em@p e [ T(t)dt+623(b‘25)>
Q 0

donde nuevamente la constante Cj > 0 depende de M, T', ||R||z y las constantes de las
estimaciones de energia.

Sumando las desigualdades (2.60)), (2.61)), (2.66), (2.67) y (2.68]), se llega a que existe

una constante Cz > 0 tal que se cumple la siguiente estimacion:
2)

T
< CL (/ 628T|d(l,)|2 + 6257/ T(t)dt + 625(1)—26)) ) (269)
Q 0

g 2 2 8£g
/ /ew 1£7 (¢, ] +|V- L (o0 | + |V AL (v } +£9(¢,v)| —l—‘—(gzﬁ,v)
-rJa ot

Recordando las definiciones de los operadores P/ y de las funciones ¢; en el enunciado
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del teorema, para (5 = e* v, que por ahora lo llamaremos simplemente (, se tiene que

/ / P5<“ / / (G — BAC + s (JWnl? — ul VY )C) G

2 1 ) )
- / (GO - I6(-TIP) + 5 [ w(IVCO)R - [9¢-TP)

3 [ e [ [,

T / PGP (0l = nlTP)|

__sr/ /|<|23t |¢t|2—u|V¢| ).

Como ¢ = e*?v, luego

G = e (v + srphw), and V(= e** (Vo + srovVi),

y evaluando en t = 0, t = —T se tiene

I
Y
(]

)
)
)
)
)
)

V(=T

ya que v = ny’ satisface el sistema (2.55) y ademés (; = 0 en 0f2. Por lo tanto, para
alguna constante C' > 0, se obtiene

’ 0 _ 1 [ 2o
[ ol = 5 [eeouwpraory [ [ ove-va
0 0
5 [ | Pl = 90

1
> 5 [[eelawpa - johee, [ [ e p el - [vor)
Q
1

0
—5077/ /Qem((lvtl + sl []) [Vl [Vl + sre([vllve] + sl [o]*) [V - Viul)
-T

1 1 0
> _/e2sgo(x,0)|d($)|2ag__CSQTQ/ /628¢§02|U|2
2 Jo 2 —r.Jo
1 0
=3¢ [ [ e ul + vep)
2 JorJa
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donde se utilizo la hipotesis H4 para acotar inferiormente el término con |R(z,0)]. Utili-
zando la desigualdad de Carleman ([2.26]) sobre (¢,v) se deduce

0
/ 2sp(z,0) |d |2 2 < 2/ / P5 +CS / \/625ap(p2|v|2
—rJo
—1—0/ /625“"(|Ut|2—|—]Vv|2)
—rJo
T , T T
< [ [iee [ [1apvose [ [ e
-TJQ -TJQ =TJQ
0
+0/ /623“’(|vt|2+|VU\2)
_rJo
T 9 T T
S/ /!Pfd +/ /625“" |Ut|2+0827“2/ /628“’902|U|2
—rJo
+O/ / 259 (|lvg|* + |Vv]?)

< C - (Lado izquierdo de la desigualdad de Carleman ([2.26)) sobre (¢,v))
é/ /e%%’ 127 (6, 0)|" + |V - £ (6, 0)|" + |V A L (¢, 0)
-1 Jo

IN

g 2
(oot + | 2]

) + C - (Términos de Borde),

donde los términos de borde son los que aparecen al aplicar la desigualdad de Carleman.
Ahora, debido (2.57)), la estimacion (2.69) y escribiendo los términos de borde se llega a
que para alguna constante C' > 0,

/ 2sb|d( CL(Q) S C |:/ / 237|d | 4 257/ 7- dt+ 2s(b—2¢) (270)
Q

8vt ov )(:L‘—l’o)-n

57“/ /FO 2 (I(V¢),n|2+ S

on
//BQ <' atd)) +‘ (gﬁ) )
// O vtmﬁ) +' <V8A¢> ’ VAW)
o0 n

—l—sr/ /89 2208 (|V - ¢]+\V/\¢])]

Para concluir la desigualdad de estabilidad necesitamos escribir las integrales sobre 052
en funcion de ¢ e y'. Teniendo esto en mente recordemos las definiciones de ¢ y v en



(2.52)), entonces

2

ov |2 . | oy

o = [nVy -nf? y

ov 2 o /12 ) 712

8_7; = |V(77y£+my’)-nl2§2[n2ﬁ 2% ]
|V-¢\22 = |n|§|V-n’|22
IVMbI2 = n|" [V A7 ) ; ) , )
!V~¢t!2 = |V (n& + &)l 2S 2(|n| 2|V~££| ;Hm\ |2V-£’| ) )
|VA¢>t\2 = IV/\(USH@:S’)\ < 2(n" IV AGE + ned” IV AL (2.71)
‘8V-¢ — P ov - ¢

on on
aVAgzsr e aVAg’JQ

) 0

8V7?gz§ 2 ) avég'

or = Il or
OV Ao S OV AE P

or " or )

Luego reemplazando (2.71)) en (2.70) y absorbiendo los términos del operador 7T (¢) para
un sy > 0 suficientemente grande, obtenemos que para algtn C(r3,73) > 0

/ 62Sb‘d($)|2 < 0623(1)—25)
Q
2
) (x —x0) -1

/_ TT / (\(vs).nyz N ' Z_y
(V-¢)

/

y

58T
e
on

LT e
L Lo e s e

(2.72)

+/_T/89(|V~5'|2+|VA5’|2)],

donde se utilizé que 1 < sy 327 < €57,

Llamando B a la suma de las intregrales sobre el borde en la desigualdad anterior, por

(2.57) se llega a que

/Q |d(2)]* < C(e™ + > B). (2.73)

Ahora, como las mediciones estdn acotadas por las normas de las funciones 9F(¢',y') €
L>=(0,T; (H3>7%(Q))?) con k = 0,1,2,3 y éstas a su vez astan acotadas por ||R|lr v M,
existe una constante Mp = Mp(||R||r, M) > 0 tal que B < Mp y luego, para alguna
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constante

1
—(57+4¢)s0
< o )
c MBe
podemos escoger s > 0 como
L log(cB) (= s> s0)
S = — (0] C S S

5T + 4e & 0

y entonces, reemplazando este valor en (2.73)), para una constante C, > 0, se deduce que
4e
|d||72(q) < 2085+,

Finalmente como d(x) = p(x)—q(x), &' = 0,(q)—0:(p), v’ = w(q¢) —w;(p), reemplazando
en la desigualdad anterior llegamos al resultado que buscabamos. O

Observacion 2.7 Durante las estimaciones, solamente se necesita que R(x,t) esté en
HY(0,T; Wh>=(Q)) N H*(0,T; L=(2)). La regularidad adicional que suponemos sobre
R(z,t) (€ R), se pide con el fin de que haya regularidad suficiente como para que los
términos del lado derecho en la desigualdad de estabilidad estén bien definidos.
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Capitulo 3

Resultados Auxiliares

3.1. Estimaciones de energia

3.1.1. Kirchhoff-Love

Lema 3.1 Si w es solucion de (2.14) con condiciones de borde homogeneas, esto es
mo = my = 0 en 9Q x (0,T), entonces existe una constante K > 0, que depende de
v, T y ||q|| (o) tal que la energia definida en satisface la siguiente estimacion:

E(t) < K(E(0) + ||g||%2(0,T;L2(Q)))

DEMOSTRACION. Daremos una idea de la demostracion en donde asumiremos que la solucion
es suficientemente regular. Esta suposicion se basa enel hecho de que es posible aproximar
la solucion w por funciones regulares (y que satisfacen una aproximacion del problema)
para las cuales es valida la desigualdad y luego pasando al limite se obtiene el resultado.

Notemos primero que es posible escribir ([2.14)) como un sistema de dos ecuaciones de
segundo orden, una eliptica y otra hiperbdlica,

—YAw +w=n on ), VO<t<T,
M =0 AN =g — 5w+ on Qx (=T,T).

Luego multiplicando por 7; en ambas ecuaciones, integrando sobre €2 y usando integracion
por partes se obtiene

d1
3 [ [ 18wtz [ wor s [1wp| = [,
Q Q Q Q
d 1 2 —1 2 —2 —2
ey e+ [Vl = | Foet” | wne+99° | mme
Q Q Q Q Q
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Al sumar las dos igualdades anteriores y usando la desigualdad de Poincare en 7 para
estimar el lado derecho, se deduce que

%E@SCW@+M@ﬁhm)E@%

y por lo tanto del Lema de Gronwall se llega a que

E(t) < K(E(0) + llgllZ20.r:2@)-

3.1.2. Primera estimaciéon de energia para Reissner-Mindlin

Lema 3.2 Para (0,w) solucion de (2.46)) con condiciones de borde homogeneas (m; = 0
parai =1,2,3), existe una constante K > 0 que depende de las normas de los pardmetros
de Lamé, T, el espesor h y la norma L*>(Q2) del potencial q, tal que

\ Bow(t) <K (\/E97w<0) +/0T(||f(937t)||m + IIQ(SE,t)IILz)dt) : (3.1)

DeMoSTRACION. Al igual que en la prueba del lema anterior, daremos una idea de la de-
mostracion asumiendo regularidad de la soluciéon (6, w). La forma rigurosa de proceder
serfa deduciendo en una primera etapa la desigualdad de energia para una sucesion de
funciones regulares que satisfacen un problema aproximado y convergen a (0, w), lo cual
se hace como se mostraré en breve, para luego pasar al limite y asi obtener la estimacion
deseada.

Comenzamos multiplicando la primera ecuacion de ([2.46)) por 6;(x, t) e integrando sobre
todo el dominio,

A@@—lﬁMd&ﬁ—Kﬁ%ﬁww—ﬁﬂzéf@ﬂ&

donde el primer término [ 6,6, en el lado izquierdo es igual a 14 []6,]2. Usando que

o(0) =2us(0) + X*div(0)I y o(0) : Vb, = o(0) : €(6;) (ésto debido a la simetria de o(6)),
integrando por partes y como € se anula en la frontera para todo tiempo t, es posible
reescribir la dltima igualdad como

s rwn]) o
:Aymfww—m@+4fmw@

Multiplicando ahora la segunda ecuacion de (4.1)) por w; e integrando por partes se llega

a que
4 (1 /ﬁwﬁdr+/p|Vwmm (3.3)
at \2 | J, """ e '
:/g(:v,t)wt—/qut—/div(,uﬁ)wt,
Q 0 0
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donde los términos de borde se anulan ya que w = 0 en 02 para todo tiempo.

Sumando las igualdades (3.2) and (3.3)), en el lado izquierdo aparece la derivada tem-
poral de la energia de (6, w) (Definicion )

G o) = [ kT =00+ [ 108 (3.4)

—i—/g(m,t)wt—/qut—/div(MG)wt
Q Q Q

Luego, tomando médulo en ambos lados de (3.4)), el lado derecho puede ser acotado como
sigue,

d . _
a0 < 1oy K2 IP 4 100:) 164, + 10l 1l + e O,
gl Tl ol + (1llcogey DOl + ileno 161, el
=

d
dt

1, . B
—Ee,w(t)’ < Sl oo o *L 20V wlls + 16]15) + 19:l15 T + 1/ (2, )1l 1]
1 2 2 2
+lg(@, Ol llwelly + 5 llalloo Cllwlly + flwelly ) + llewell;

1 2 . 2 2 2
5 Clellco@ v () + llullor g 11l ).

Como 6 y w son ambas nulas en 09 x (0,7, la desigualdad de Poincare implica que
existen dos constantes Cy y C, tal que

18]y < Co IVO]ly,  lwlly < Cu[[Vaoll,- (3:5)

Mas atn, por la desigualdad de Korn y recordando que existe un pq tal que 0 < pp < p(x)
para todo x € (2, se tiene que

IVolZ < / (0): e(0)do < = [ ple)fa
IVuly < - [ wivuf,

para alguna constante ¢ > (. Uniendo las tltimas tres desigualdades y del hecho que la
norma L?(Q2) de div(€)’ esta acotada por la norma L%(€2) de V6, se obtiene
d L, . 2 1 2 52¢ 2 2
Eal0)] < 5l 20 [ iVl + 32 [ ule@)an) + )
I @ Ol [19:lly + g, )l [well,

g llalloe (20 | IVl + llewillz ) + llwells

b (il ooy + G Nilhwmiey ) | le(@)Pd
Ho Q

o1



Los términos ||6; |3, / 1l (0))2dzx, w3, / ©|Vw|? pueden ser acotados por la energia de
0 Q

(0,w) y para una constante apropiada C' > 0 se tiene que

(0] < CEu0) 4 VA (170 + ol O1,2) o), e € [0.7),

donde C depende de g, ho, la norma L>(Q) del potencial ¢ y la norma C'(Q) de pu.
Finalmente, dividiendo por 2./FEy,(t) vy aplicando el Lema de Gronwall se deduce la

estimacion deseada. O

3.1.3. Segunda estimacién de energia para Reissner-Mindlin

Consideremos nuevamente (6, w) solucion de (2.46]) con condiciones de borde homoge-
neas y llamemos «a(x,t), B(x,t),v(z,t) a las siguientes funciones:

ow

a(x,t) =V -0(z,t), Bz, t) =V AO(z,t), ~v(x,t)= g (3.6)

Lema 3.3 Para (o, 8,7) definidas en (3.6), existe K > 0 dependiendo de la norma de los
parametros de Lamé, T el espesor h y la norma L™ () de q, tal que su energia (Definicion
satisface la estimacion:

T
Eapn(t) < K(Ea,b’,w(o)‘i‘/o (Eow(t) + IV - fllZ2) + IV A fllZ2) (37

T
2 2
10 aey + 19 2ot + / T(t)dt) |

donde

2

o(V - 0)
on

T() = 1V 0s0m + IV - 0l om + H

L2(09)

AV AO)|?
IV A0y + 19 A s+ | 2522

L2(59)
y Ey.(t) es la energia del lema anterior.

DEMOSTRACION. Suponiendo regularidad sobre (6, w) (ver demostracion del Lema |3.2| para
su justifiacion), al tomar divergencia en la primera ecuacion de (2.46)) se obtiene la igualdad

ap— (N +2u)Aa = V- f+ V- (Wh 3 (Vw —0)) +2V(\* +2u) - Va
—2VU(V A B) 4+ AN -a + (VO + VT : Vi
= V- f+h2Vp*(Vw —0)+ p*h(Aw — a)
+2V(N* 4 2u) - Va — 2VuV A B+ aAX + (VO + VO : Vp.
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Then, multiplying by «; and integrating over 2 we obtain
1 d
5 /Q o - /Q()\* +2m)Aa - ay (3.8)

= [V Dot [ BT Tw) = Vo)

Q
— / wh2aa; + 2/ V(A" +2u) - Va — 2/ Vu(V A B)ay
Q Q Q

+/ acAN* + / (VO +VO7) : Vp,
Q Q
donde es posible reescribir el segundo término del lado izquierdo como

- /(Xk +2u)Aa - oy
Q

= /()\* +21)Va - Vay + / V(A" +2u) - Va — / (A" + 2@)0@8—@
Q Q on

o0

_1d . ) \ ) dav
e UQ(A +24)|Va } +/QatV()\ +2u) - Va / (V" + 2.

o0

Reemplazando la igualdad anterior en (3.8) y recordando que p* = 12u se tiene:

%E (/Q|ozt]2+/ﬂ()\*+2u)|Voz|2>} (3.9)

= /(V - flag + 12/ h=2(V - (uVw) — Vubd)oy
0 0
— / wh ooy + / V(N +2u)Va
Q Q
—2/ V- (VAR + / ao AN
0 Q

0
—I—/ (VO +VOT) : V2 +/ (A" + 2,u)ozt—a.
Q 0 on

Tomando ahora rotor sobre la primera ecuacion en (|2.46]) se obtiene
By —puAB = VAF+VA@ER?2(Vw—0))+2VuAVa
~VuAN(VAB)+Vu-VB+(VO+VOT) : Vi
= VASf+RVEA(Vw—0)+ p*h (VA Vw — )
+2VuAVa—=VuA(VAB)+Vu-VB+ (V0 +VoT) : Vy,

donde V A Vw = 0 por la Proposicion [5.1] Si multiplicamos la igualdad anterior por f; e
intregramos sobre €2 se llega a que

3 [k [was = [@aps+ 12w a@u-05 310
—/Qu*h‘%ﬁtw/ﬂﬁt(vww)—/QV/M(VW)@
[ v+ [ s(vos Ve v
Q Q
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y nuevamente, al integrar por partes se puede reescribir el segundo término del lado
izquierdo como:

~[wss = [ uvs-ar [ s5u-vo- [ und

1d op
= Sd {/Q/LWBP] +/QﬂtVu-Vﬁ— 69“@‘,%-

Reemplazando lo anterior en (3.10) se llega a que

alz(fies [uvor)| = [@ans [sveawo-0 e

= [wnss 2 [(GunVays - [ Tun(vass
Q Q Q

95
t 0 QT: 2 t -
+/QB<V Vo) VM+/muﬁan

Por otra parte, derivando la segunda ecuacién de (4.1) con respecto al tiempo, se
observa que v = J,w satisface la ecuaciéon

con ¢’ = 0yg(x,t), y si la multiplicamos por 7, e integramos sobre € se tiene que

/ VetV — / div(pVy)y = / 9 (@, )y — / QY — / Yediv(p0,0). (3.12)
Q Q Q Q Q

Integrando por partes se deduce que

: 1 d oy
- dwuV’M:—/u—Wz—/ el
v =3 [aGioar = [ g

donde el término de borde es nulo debido a que w se anula sobre la frontera para todo
tiempo t € (0,7). Ademas el tercer término del lado derecho en (3.12)) puede escribirse
como

[ tivtuos) = [ 005 -0)+ [ 6o = [ waci+ [ vonow.
Q Q Q Q Q

Luego, usando las dos igualdades previas y reemplazando en (3.12)) se obtiene que

%B (/Q |%|2+/QM|V7|2>] (3.13)
:/Qg’(:c,t)fyt—/QQ’V’Vt—/QMOét%—/Q’Ytet(vﬂ)-

o4



Si ahora sumamos las igualdades (3.9), (3.11]) and (3.13) , al lado izquierdo nos queda
la energia de (o, 8,7),

%(Ea»ﬂw“)) = /Q (V- oy +12 /

h3(V - (uVw) — Vubd)oy — / wh
Q 0

+/ V(A" +2p)Va — 2/ V- (VAB)a:+ / ao AN

Q 0 Q

+/ (VO +V0) : V2 + /(V N f)Be + /(h_QVu* A (Vw —0))5;
* 0 Q

— / wWh286, + 2/(Vu AVa)p, — / Vun(VAB)G
Q Q Q

+/5t(V0+V9T) : V2M+/g’(:c,t)%—/qwt—/uat%
Q Q Q Q

. O ap
+/89()\ + Qu)ata—n + /@Q ,Uzﬁt%,

y como g, A € C?(Q), luego \* € C%(Q) por lo tanto las integrales sobre 9§ pueden ser
acotadas como sigue.

804 2 304 2
A4+ 2 — < \* S 2 G 2 a
/m( + u)atan’ < (] HCO(Q) + HMHco(ﬂ)) (HOétHL o) T ’ n L2(89)>
. (V-0
< (A HCO(Q) +2 HMHCO(Q)) (HV ) etHiQ(am * H on
L2(09)

o3 ) a8*

o< - —

@m%._wm%wmmw%ﬂw

(VNG
|m%%DOVA@ﬁmm+H—3;—

IN

2
L2(Bﬂ)>
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=
d
4 Easo)] < 17 ol
+1205 % (IV - (VW) 120y + 1Vl ooy 101120 el p2 oy
1 o o el 2oy el 2
VA lo@ + 21Vullco) lleel 2 ) [Vallr2q)
F2([Vpllco@) VBl 2y lloell r2 ) + 1AX [l cogay lall 2 [l 120
+2 HV2M”00(Q) VOl 120 lleell 2y + IV A fllzz@) |1 8ell 220
+ho 2 IV | oy (VW] 20y + 1011 2200)) 18] 220
+ho? 11 ooy 181 r2ay 1Bell 12y + 2 IV Ellco@y IVl 2y 1Bell 120
+ ||V/~LHCO(Q) HvﬁHy(Q) ||5tHL2(Q) +2 HVZ/JHCO(Q) HV9||L2(Q) Hﬁt”p(g)
+ 119" (@, Ol o) 1l 220y + Nallo 17N 22gay 1Vell L2y + 11l oy el pagy 17l 2y

‘a(v 0) |7
on L2(8)

2
L2(89)> '

En la segunda linea de la desigualdad anterior aparece la norma de V - (uVw) que es
posible acotar usando que w satisface ([2.46)), luego

* 2
TN 0@ + 2 11l cogy) <HV Ol 72(00) +

IV AO
o (19 00 + [ 2522

IV - (V)| oy = llwe + 41V -0+ V-0 +quw—g(z,t)| 20
||7t||L2(Q) + ||N||CO(Q) HaHL?(Q) + ||MHCI(Q) HQHLZ(Q)
+ ||Q||LOO(Q) ||w”L2(Q) + Hg(%t)HL?(Q) :

IN

Ademaés, w, w; y 6 son nulas en 92 x (0,7T) lo cual implica que v = wy; = 0 en 92 x (0,7T)
y por la desigualdad de Poincare existen constantes Cy, Cy, y C,, tal que

||‘9||L2(Q) < Gy ||V9||L2(Q)7
lwllz2) < CullVllp2
||7||L2(Q) < G ||V7||L2(Q)-

También, usando la generalizacion de la desigualdad de Poincare a funciones en H'((2)
que dice que existen constantes C, y C3, tal que

ol 2 < CalllVall 2 + el 200) = CalllVall2g) + 1V - 0l 200));
1Bll2) < CoUIVBIl 2y + 118l 12000)) = CalllVBI 120y + IV A Ol 12(00))-
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se deduce que
d 1 9 9
5 Faaa®)] < HV Ty + o)
+6hg [H’%Hi%g) +2C, | ullgo@y IVl 2@y + 1V - Ol 2g00) + Ny 1011720
+ N1l oo e 10l + 19, D120y + 1V illGog@y 1011720y + 6 el 720
+1 14"l coa h72<2004<HVO‘Hi2(Q) +V- 9||i2(aﬂ)) + HatHiQ(Q))
(||V)\*Hco +2{[Villcogay)( HCYtHQLQ(Q) + HV04||2L2(Q) )
+ ||V/~LHCO(Q)( IVB 72 + loul 72y )
+1 1AX oy 2CallVall7ai) + IV - Oll7200) + laellz2@) )
42|l oy (V810 + lolEaioy ) + 51V A FBacay + 1B o)
+§h52 IV 11| coggry [ 2( ||Vw||i2(ﬂ) +Cf ||V9||12(Q) ) + ||5t||i2(n) ]
3t il cogay (25195 gy + 1V A euim )+ 18 )
+ ||VM||CO(Q)( ||Va||iz(9) + ||5t||i2(n) ) + ||VN||CO ( ||V5||L2 + ||Bt||i2(9) )

2
+HV2uHCo (V0117200 + 18l T2 ) + 59 @ O 2 + el 72 )

~ l\DI»—

H%Mm-wwhz)

(V-0)
L?(09)

1
2 2
+§ lall ( C2 IVYZ2 ) + el 72i0) ) + 5

(N ooy + 2 Millonay) (HV O + H

L2 (an)) '

Recordando la definicion de la energia de (o, 3,7) y que 0 < ug < p es claro que
existen constantes Cp, Cs tal que los términos Hozt||%2(9), HVOCH%Q(Q), H,6’t||ig(9), ||V,6’||%2(Q)

(VY AO
+HMqu<ﬁVA9m;@m+M_Lar)

nyHLg HnyHp pueden ser acotados por Cy E, g (), mientras que HGHiQ(Q), HV@HiQ(Q)

||w||L2 X ||Vw||L2(Q) pueden ser acotados por CyEj,,(t), for all t € (0,7"). Luego, existen
cuatro constantes K; >0,1=1,2,3,4, dependiendo de h de las normas de u, A\ y g, tal
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que
d
5 Bapa(t)| < KiEaps(t) + K2Eou(t) (3.14)

2 2
+E(IV - fllZz) + IV A FllZ2@) + (@, )220y + ' (2, )l 2(0)

AV -0)
1K, (HV . 9”22(89) + ||V . et”iZ((’)ﬂ) + H (a )
n L2(09)
AV A0
+||V/\‘9”i2(ag)+ ||V/\9t||22(89)+“% ) ’
L2(0)

entonces del Lema de Gronwall se concluye que existe una constante K > 0 tal que
T
Bupo(®) < K (Eas0)+ [ T(O
0

T
+/0 (Bow(t) + IV - fllZ2g@) + IV A fllfe) + gz )5 + ||9'(Jf,t)||§))dt>-

3.2. Desigualdad de Carleman para una ecuacién hi-
perboélica

Sea € un abierto acotado en RY con frontera regular y I' un subconjunto de 99 y
T > 0. Denotando los operador diferenciales de ondas actsticas como

Ly = 0y —div(y(z)V-) (3.15)
L = Oy —div(y(z)V:)+p (3.16)

con y >0, p € L*(Q) y considerando el conjunto I';, definido en (1.2)) y las funciones de
peso dadas por la Definicion [1.1], se tiene la siguiente desigualdad de Carleman:

Teorema 3.4 Supongamos que v € C%(Q) satisface que
Y(z) > 7% >0, Ve

V- (r — x)

30y € (0,1) tal que —146 < 5
~

<1—90, \V/J/’GQ

FEscogiendo B € (0,1) tal que
0 < B < 07,

entonces, para todo M > 0 existenro > 0 y so > 0 y una constante C' = C(ro, sq, 2, B, xo, M),
tal que para todo p € L®(Q) con ||p||re) < M, se tiene que para cada v > 70,
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s > so yv € LA=T,T; H*(Q)), vy € L*(-T,T;H Q)), Lov € L*(-T,T;L*(Q)),
v(£T) = v (£T) =0,

T T T
ST‘/ /g0€28<p|’0t|2+37"/ /@628¢|v1}|2+337’3/ /SD3625<,0|U|2
—rJo —rJo —rJo
T T T
+/ /]P1w|2+/ /\Pgw\z < C/ /eZs“OlLU\Q (3.17)
—TJo —rJa —rJa
T T
+C’s3r3/ / @3628@|U|2+CST/ / P |y, |2
ANE'S) —7 Joa
T 2 2
0 0
-I—Csr/ / pe?s? ! “).
—7 Joa

an| *lor
Piw) = wy —yAw+ s Q*w (| — 4| VY P) = 2Vy - Vu
Py(w) = (M; —1)srow(y —vAY) — sriow(|i]> — 7| VY|?)
—2srp(Pyw, — YV - Vw) 4 srpwVy - Vib.

donde w(z,t) := e*fv y

DEMOSTRACION. La demostracion es muy similar a lo hecho en [Pue] pero con la diferencia
de que aqui hemos agregado el coeficiente vy(x) y al no considerar condiciones de borde
Dirichlet homogeneas es necesario acarrear los términos de borde y estimarlos de manera
adecuada.

Notemos que basta demostrar la desigualdad para el operador Ly ya que

T T T
/ / e2sg0|LOv|2 S 2/ / 62S§D|LU|2+2||p||LOO(Q)/ / 628¢’0|2
-T JQ -T JQ T JQ

y podemos absorber el término del potencial con el lado izquierdo de la desigualdad.
Asumamos en un principio que v es suficientemente regular e introduzcamos el operador
Py = e**Lo(e™*?(+)). (3.18)
Para calcular el valor de Py(w) = e*? Ly(v) notemos primero que

( ) = wie” ¥ — sree” Fw,
Qe w) = wye ™ — 2srpPe*Pw, — srowe ? (Yy + rly|* — sroli ),
( ) = e Fow — srp(0i)e w,
) = e 0w — 2sr(dap)e P diw — srowe™*? (0t + 1|0;)|* — sreld]?))
+(0y)(e*P 0w — srp(di)e”*fw),

Po(w) = wy — 2srpw, — srow(ty 4+ r|i]? — srol ) — yAw + 2sroyVe - Vw
+srpyw(AY + r|VY|* — sre|Vy|*)) — Vv - Vu + srpwVy - V.
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Es posible dividir Py como sigue
P0:P1+P2—|—R0.
donde

Pi(w) = wy —yAw + s*r*o*w(|v]* — v|VY|?) — 2V - V,

Py(w) = (M —1)srow(thy —vAp) — sr¥puw(|i* —v[Vy]?)
—2sro(hyw; — YV - Vw) + srowVy - Vi,

Ro(w) = —Msrow(iy —yAY) + Vv - V.

Se tiene entonces que

T T T
/ /|P1w\2+/ /\P2w|2+2/ /lePgw
-1Ja ~1.Jo ~r.Jo
T
:/ /|P1w+P2w|2
-1Ja
T
g/ /|P0w—R0w|2
-1.Ja
T T
[t ]
-1Ja ~r.Jo

T T T
/ /|P1w\2+/ /|P2wy2+2/ /lepgw (3.19)
-TJQ -TJQ -TJQ
T T
S/ /625¢|L0U|2+/ /|R0w|2
-TJQ T JQ

Queremos encontrar una cota inferior para el término cruzado en el lado izquierdo de

T
la desigualdad anterior y con este fin debemos calcular explicitamente / / PywPyw:
~-7Ja

T
Iy = /_T/tht((Ml — D)srow(iy — yA))

= (1= DM)sr /TT/Q |wi (i — 7AY) + /TT/thwat(w(lﬁtt — YAY))

Ji
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=

T
5= / / ww(rovn (v — YAY) — v
T JQ

T 2 2 0
= —Ji —7“/ / w2 + 7|10t ?) (Pur — YAY) — rpryDapi]
7 Jo

0

+/ rw?p 7— YAY)

-T

T
= =5 [ [Pt + ) - 220)

T T
fu= = sr | [ pootin —van) =5 [ [ et + oo - 200|620

I

J3

I12 = S8r

S

= sr

T
N /—T /Q wir(—srow(|ve* —~|Vel?))

T T
= sr /T/Q’wt’ e([] VIVY[T) + sr /T/Qrwwtcpmpt(wt‘ ~|V|?)

Jo

T
282 / ) /Q wwep (e — YV - ST

J3

T
—JQ—T/ /\wy2¢[<ry¢t|2+¢tt)(wt\2—y\w\?)+2wt(wtwtt—vw-y@f
T JQ

0
T
4 / w2 (=7 V)
Q -T

T
—;/T/Q|w|2<p[(7“\wt\2+wtt)(lwtl2 — Y| V[?) + 2[ebe]*abre]

0
T o [T
= —J3- / / w2 (|12 + [ + Vetbt) + m
-T JQ = Q -T

T
- _% /—T/Q lw?@(r|e 2 + [Yul?)

r T
2 /—T/Q wi*o([n]* = VY [?) — 57 /_T/Q [w P o(r[1he o + |ur]?)

3 T
; /—T/Q [wP@[(r[we]* + o) (1he]* — YIVI?) + 200 2hye]

2 T 2 2 2 2 T 2 2 sr3 [T 9 1 2
| [ oo =nvop) s [ pPetva - 5 [ ] ulog oo
-1 Jo —rJo 2 J_rJa 2

3 T 4 T
+S;/ /‘w’QW’VWW—S;/ /\w\%!W(!W—v!VW) (3.21)
-TJQ -TJQ
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T
Ly = /_T/tht(—QS"”SO(thﬁt—’Yvw'VW)

T
- 2ST/T /Q wi[rop(wihy — yVw - V) + o(wyhy + wiyy — yVwg - Vi — vV ‘W]ﬂ

0
—251"/thg0(wt w - V)
-7

T T T
= 257“/ / lwe|*o(r|1be]* + i) 257“2/ /th/Jt’va : V¢+2ST/ /wtwtt@wt
—rJa —rJa 1 Jo

J3

T
—23r/ / wepyVwy - Vb
=T JQ
Jy

0

T
I A G SRy

T
_ _g / ) /Q e 2o (r[t6e[2 + )

T
Ji = — / / wi [V - (Vwrypy +wi(oVy + rypVi)) + ywipAd] + / Pty
T JQ

-7
T
2
v .
+/_T/m\wt\ AV (- n)
T T
- g / ] /Q e 20(Vy - i+ ry |V 4+ yA) + / ) /6 wiPer )
1 T 2 2 1 T 2
= = : A = .
5 [ [ roleor- Vo vt eaan +3 [ [ jwlere
=
T T
Ly = sr / ) /Q w2t + s / ) /Q o 20(Vy - Vb + 1 V[ + yAw) (3.22)

T T T
+3r2/ / el *ol|* — 257‘2/ / wihrypVuw - V¢_Sr/ / |weloyV (3 - n)
—T JQ T JQ —T J o

T
Iy = / /wtt(STSOUJV’Y'Vw)
—rJo

T T

0

= —sr/ /|wt|2<pV7-V¢—sr/ /wwtcp(rwt+V7-W
—-TJO T JQ ,

Js

0

-T
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T
Js = —J5+7"/ /|w|290(7“|¢}t|2+¢tt)
_rJa

= 2 [ Pt + )
nu=-sr [ [roevr-vo- 2 [ [ ronc- 3 [ [ prowr )

T
IQl = —/_T/’)/Aw M1 —1)sr<pw(wtt—'yAw))
= —(1-DM)s / / Vw - V(ypw (g — vAY))
+(1 — My)sr /T /69 yow(Yy — yAY)Vw - n
T
= —(1 —Ml)sr/_T/Q\Vwa(wn—vAw)

T
—(1 — My)sr /_T /Q owVw - (Y — YAY)Vy + (Y — yAY)VY)

Jon
T 0
(1= My)sr / ) /Q WV (T ATy — ASZAT

J6,2

T
+(1 — My)sr /T /89 yow(y — yAY)Vw - n

Jo = Jo1+ Jsp2

T
— gy / ) /Q wPp(Ty - V(W — Y A) + ry(tbee — YAD) [ VYI? — 7 ABYY - V]
T
- / ) /Q WPl (i — YAG)AY + (Ve A AT AYVA) - V]
T
—r /_ ) /Q Pl — ATy - Vb + (s — A A+ A(Tettr A TAP™2 AYVA) - Vo)
T
+ / / w2o(AY|VAR + 4V - APy AyAY)
—T JQ
T
+/ / [wPo((Yee — YAY)Vy + 7y (e — YAY)Vp — yAYV )
—T JoQ
1 T
— =5 [ [ 1oPen A0 @y Vo + Ay -+ (a0 + 1|96
T JQ
1 T
e / / o [2AGIVA2 + 209 AYTy - Vb + 7 AGAS]
2 J_1rJa
T
w3 [ Pl = 180+ (e~ 980 T6 18077 -0
—T JON
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T
Iy = —(1—My)sr /Ww|2%0(¢tt—7A¢)
—7Jo

T
T
#0500 [ [ oo - 18v)ag

Q

T
—<12Ml)sr/T/ WA 2|V [* + 27V - VY +7Ay)
T
+(28r2/ /Q lw?p(Yu — YAY) (YAY + 2V - Vi)
T
*287”3/ T/Q [wP (Wi — APy V[
T

+(1 — My)sr /_T /{m Yow (Y — yAP)Vw - n

‘w’280(1/1tt —YAY)Vy) - n
Bly)

0 [ et v A0)T6 — 1807) -

T
Ly = — / ) /Q A (—sr2pu(ji? — 7 |V[2))

T
— g2 2 2 - 2
. /_T/Q'V“" o (linl? — 7 |V[)

J7

T
o /_ ) /Q WVw - [p(nl? — ALYy + Vi) + 1 (20507 2y D*pVip — Ty |Vipf2)]

J7

T
tor? / / o (lnl? — AV - n
—T JoN

T 0]
= [ [P [l = 22190 @ + 19y Vo) + 20967
-T JQ
=2 VyP[V[? — 4y D*)(Vy, Vi)

T
_r/_T/Q|w\2<P {(|¢t|2 —7|V¢|2)(ny-V¢+7Aw+mva\2)+2fy¢t%'.0vw

V- V| V|2 — 242 D*(Vp, V)]

T
b [ [ ulo (00090, 99) + 22026 (V. V) + 2288V + 22 D
-TJQ

T
4 / / w2l — AIVOPY T + r7Ve) — 72y DV + V| V2] - n
—T JOo
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Jr = ;/ /|w| @ [([e” = 29| V) Ay + 1V - Vi) = 2[VA[VY 2 — 4y D9 (V, V)]
;/ [ el = ATy - a8+ ol D)
;/ /]w‘2 — V- V| V|2 — 292D%(Vap, Vip)]
I / / (w|2p [4y D2 (Y, V) + 2772 D2 (Vep, Vi) + 292| D2y 2]
2 /T /89|w| e ([el” = AIVEI) (V7 + 17V8) = v0(2 DV + V4| VY [)] - n
_

T
Iy = —si? / ) /Q V(2 — 4 T[?)
sr? [T 2 2 2 2 2 2
L / / [l [([e]® — 22| VOP) Ay + 1V - Vi) — 2VARIVE — Ay D>(V, Vb))
2 JorJa
3 T
i / / o Po([9? — AVGP)Ty - Vi + 1A + 1| Vepf2) (3.25)
2 JorJa
3 T
[ [ ele vy Vulvul - 22 D2u(ve, 7o)
_ﬁ r 2 2 2 2 2 2 2
5 [w|?p [4YD*$(V, V) + 2ry° D*(Vp, Vi) + 2v% | D]
—T JQ
2 T
S [ Pl = 2V ORT + 19V0) — 26(2a DRV + T V)
—T JOQ

T
tor? / / o2 — AV - n
—T JO

T
Ly = — /T /Q YAw(=2srp(Prw; — YV - Vw))
T
= —QST/T /Q eVw - (Vy + ryV) (vrwe — vV - Vw)
1 0
2ST/ / YeVw - (ST + Y Vwy — (Vi - Vw)Vy = yD*pVw — yD*wVy)
-rJa

T
+23r/ / yo(thrwe — VY - Vw)Vw - n,
—T JON
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luego
T T
Is = —287’/ / wihrp(Vw - V) + 237“/ / yo(Vw - Vv)(Vw - Vi)
-TJQ =T JQ
T T
—257“2/ / wepryp(Vw - Vip) + 257“2/ / Y| Vw - Vij|?
—-TJO T JQ

T T
o /_T /Q Yo (Vw - V) 4287 /_T /Q Ye(Vw - V) (Ve - V)

Js
T T
1 2sr / / V2 D*)(Vw, Vw) + 257 / / VeD*w(Vew, V)
_rJa -TJQ

Jo

T
—|—25r/ / yo(Wrwy —yVip - Vw)Vw - n
—T JON

T CHe
Js = —Jg—/ /\Vw!27¢(wtt+r|¢tl2) +W
-1 JQ -

T
- _% /—T/Q [V w|?yp (i + i)

T
Jo = —Jg—/ /IVw\an(vaw+2’yV¢'V7+T’Y2W1/}|2)
—1Jo

T
+/ / Ve|VwPVe - n
—T JO

1 (T
= —2/ /|Vw|2<p(72A¢+2'va'V’7+T72|V¢|2)
-7Jo

1T 2 2
+= Y| V'V - n
2 J)_rJoa

T T
Iy = —QST’/T/Q?UH#M(VIU'V’Y) —1—487“/T/nycp(Vw~V7)(Vw-Vw)
T T

—251"2/T/th¢t<p(Vw-Vw)—1—237“2/T/972g0\Vw-V@Z}|2 (3.26)

T T

2 _ _ . 2 2 2 2

wor [ [ [9ulrptin 100 =20 Vo) +ur? [ [Duler(nl el Vo)

T
+23r/ /'yQQODQw(Vw,Vw)

—rJ0

T
=T

T
+sr/ /'y%IVwQWﬂ-nJrZsr/ /w(%wt—'va'vwww%
=T JoQ 0N

66



T
= - /_T /ﬂ yAw(srewVy - Vi)
T
- /_T/Q Vv - Vi
T
” /T /Q pwVw - (V- V)V + 1y(Vy - V)V + yD*yVih + 1 D) V)
T
Ra LR CT

= sr/T/|Vw|2<,07V-V¢+sr/T/gowé(%@b)-Vw

//www Vi)(Vw - i) — //ww Vi)wVw - n

-~

Jo

donde definimos G como

G(v,9) == (V- Vi)V + D>y Vi) + 7 D> V. (3.27)
Jo = —Jy— /_ i /8 Q\w!%’y(V%V@b)Aw
-/ i | WPeve - (97 V)94 19 (V7 - ) TG+ 1DV 4 D)
+/T/ |w]*yo(Vy - Vi)V - n
- / | P er(vy - voas - g / [ loPer(9r- vuvp
3 [ [ WPewy 9o 44020, 94 + 902677, 74)

1T )
+5 /_T/mlw! Yo(Vy - V)V -n

T T
Iy = sr/ /|Vw|2cp7V’y-V1/1+ST/ /@U)G(%lp) Vw
-7 JQ -TJQ

ST2 T 9 5 N )

_zf_T/Q [wlPe(y(Vy - V) AY + [V - VY|* + yD*y(Vep, Vip) +vD*p(Vy, Vb))
3 T

5 /—T/Q wer(Vy- VOIver (3.28)

57‘2 T 5 T
A [ ulaeer Vo —s [ ap(ey- Vot
=T JoQ2 =T Jo2

T
for = / / Sr2w (il —A|VoI?) (My — D)srow (i — vAp))
T JQ
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I33

J10

Lt = —(1— My)s / / o0 (e — 3AD) (94l? — AIV2) (3.20)

T
Tsy — / / 2r22w((e]? — Vo2 (—srow((e]? — 7V )
—-T JOQ

2= 5 / / w2 (? — V22 (3.30)

/ [ i =2V s =96 - Tu)

R / / wwsg e[ ? — AV ) 12553 / / WbV - (|2 — 7|V [2)

J10 J11

T
—ho = /T /Q (w203 (b + 3r[er2) (el — AV IVPR) + 26%un Pt — 29V - St

0
T

2 3 — 2
+/Q\w|w VP

-T

T
_;/T/Q w23 (e + 37|90 *) ([9e]* — 7|V + 2[pe*be)

T
o= == [ PP EnITIR + 96Ty a0l -2 VeP)
—T JQ
T
- / / PPy - (26,567 [PV — 27 D2V )
//\w| (el — APV - n
- ! / / w2 Bry|VHP + Vi - Ty + v AG)([el® — 11VY[)
/ / w2V - Ty + 29D (T, Vb))

/ | Pl = a1vur) v n
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Iss = Sr/ /|w| O3 (bt — Vy - Vo — yAD) (|[9e]? — 7| VY|?)
+53r /_T/Q\w]2<p3(2’¢t’ Y + 7|V W'V’H?v?D?w(vw,w)) (3.31)
T
—|—353T‘4/ /|w|2 3 |¢t|2_7|vw‘2)2

/ | Pl =a1voR)ve-n

I3y = / / s2r2cp2w WJAQ - 7\V1/1|2)(87’g0wV'y - V)

Iyt = 55 / / w2V - ([ — 7| Vf?) (3.32)

T
In = —/T/Q2V’y-Vw((M1 — D)srow(y — yAY))
T
= Iy 2(My - Dsr / ) /Q P Ay (e — vAD)
T 0 0
+2(M; — D)sr / ) /Q WA (P (s — YAY) + Ve~ ATy — /AT

T
2y = D)sr /—T /aQ (Y — Y AY)Vy -1

T
Iy = (M- 1Dsr / ) /Q [l [(Ay + 19y - V) ($r — v AP) — [V P A¢]

T
~-vsr [ /8 el —1AD)Vy - n (3.33)

T
_ _ 2 2 2
Lo = / ) /Q 9V - Vo(—sr2ow (|’ — 7|V[2)
T
— I 29? / / P o(Ay + 1V - Vo) (l? — A1V )
—T JQ
T 0
o / / w220V - ST [T 2|V 2 — 290V - Vi)
—T JQ

T
252 / ) /8 (i =1 VoR) Yy - n
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T
Ly = —si? / ] /ﬂ P [A([l? — A[TU[2) — [V — 29A0V - Ty

T

—sr® [ [P e )l — 2V P) (3.34)
—T JQ
T

s / ) /a el =5 VHR) V-

T
Lig = — / ) /Q 2V - Vo —2srp (s — YV - Vo))

T T
I3 = 4sr /_T /Q whpp(Vry - Vw) — 4sr /_T/Qvgo(V’y -Vw)(Vy - V) (3.35)

T
= - / / 2V~ - Vw(srowVry - Vi)
—T JQ
T
— Lyt 2sr /_ ) /Q w2 o(Ay(Vy - Vi) + 7]V - Vo2 + D2 (Vap, V) + D26(V, V7))

T
—257“/ / |w|2<p(V'y -VY)Vy-n
—T JON

T
e = s [ ) /Q w2 o(Ay (T - V) + DPA(V, Vo) + DX(V7. V) (3:36)

T T
s / /Wwww?—sr / / wPe(Vy - V)V -n
—T7JO —T JoQ

Luego, de ([3.20)-(3.36]) se obtiene que
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T
/ /lePgw:
-TJQ

/

o[ / Pt~ 57) ~ Mor [ [ unlPolira —20)

tor / | burPoun+ oo / | P o7 + A+ 209)

—W‘FST/ /!th2 (It ]* — Aprf®) + s /T/\wt\zw\th
TJQ

T
W—i— /fsr/ / wihrp(Vy - Vw) — 4sr? / / wehryeVw - Vi
-TJQ -TJQ =T JQ

T

/1/ My) 37’/ /|Vw\ YoVt — YAY) +W

W Hor / [ [wuiorve- v,

+2sr / / v2pD*)(Vw, Vw) + sr oYV - Vb + sr / / ow(G(y,1) - Vw)

—dgr VW) (Vi - Vw) — sr? Vwf? > —IVy[?)

=170
T T
+2sr2/T/972g0]Vw-V1/}]2+3r2 Yawl? 7 —’ycp\V@/J]z)
(1-My) ’ 2
0 [ wPolin — 18008y

T
S TAP / / P AB(2IVAL? + 2V - Vb + A7)
—T JQ

T
(M; — 1)sr / ) /Q Wl [(Ay + 1V - V) (e — v A) — [V PA¢]
T
tsr / / Wl [Ay(Vy - Vi) + D25(Vih, V) + D*(V, V)]
_ash) / /|wwtt+r|wt| ) (b — YAW) —sr/ /|wr olul?

/ |t + &

et / / o [ rw?—ww\ J(Ay + 1V V) — 2V PV — 4y DP(Vry, Vi)

/ / w2t — YAY)(YAG + 2V - Vi)

—552/ / |w|?¢ [4yD*)(Vi), V) + 2ry* D) (Veh, Vi) + 29| D* ]
/ / w2o(1(Vy - VE)AS + [V - VP2 + /D5 (Vih, Vi) + 7 D*(V, Vb))

—sr / / P [Ay([l? — AT9[2) — VARV — 29A0V - Ty
—T JQ

S
T

7“2/ /\w|280|VV'V¢\2
-TJQ
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o0

™\ 7~

2 2 (1 2 _ 2
/Q el + 2 / ) /Q 0l — vA)|VY]
w2 [([9e)* = YV (V- VY + A + 79| V)|?) — vV - Vi V|2
T Q
],

/ w?o(Vy - V) ([he]* — 4| V[?)
YT Q
_art / / w2l (2 — V)

(= My)s / / |20 (e — 7D (]2 — AV 2)
+s3r3/ /!wlzw3W—M—M V(2 — |VP2)

3 / / PGP 2P + VPV - Ty + 242 D2(V, Vo))

|
WPy D2 (i, Vi) — T / / Py (V- Vi) V2
!

+s? 3/ wle® = AIvuP)
s°r w2 = [V ?)?
st / [t = vuy?
2
_ V(1 -
ST/T/E)Q’thSD'Y (¢ - n)
+(1 — My)sr j[T /{m yow(hy — YyAY)Vw - n
000 [ [ ol — 80Ty + s — 7AG)VE —1A0TY) 1
T —T JoQ
—’;/ / w2 [p(|9i)> = VIV (VY + 17VY) — vp(2y D2V + VAV [2)] - n
717: o0 .
r? /_T/m’Y<P(|¢wt|2 —7|V¢’2)wvw'n+ST/_T/mvzg0!Vw|2V1/wn

*

T T
+251"/ / Yppwy — 257“/ / Y2 p(Vip - Vw)Vw - n
-7 Joo -1 Joo

T * T

LQ 2 . . — . .

/ / lw[*yp(Vy - V)V - n sr/_T/m’ycp(Vw V) wVw - n
+33T3/ / W% ]2 = A[V|2) Vi - n

—(My —1)s / / 02 (s — YAV -7

2 2 VY2 )V -

r/TT/aQ\wwwtr AT - n
—ST/T /aQ w|*p(Vy - Vi) Vy -
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=
T

/ /lePgw:
-TJQ

¢ T T
25t / / fwrl2otte — Masr / / Pt — YAB)
—T JO —T JO

T
1 —1—237"2/ / © th|2|wt\2 — 2whyVw - Vi + % Vw - Vwﬂ
_tJa
T
—|—237“/ /wtwtcp(VW - Vw)
e T
2or [ [ tentu@uw vu) + dsr [ [ 19uretie - 980
,']% Q . -T JQ
—sr/ / IVw|*oyV - Vy + sr/ / cpw(é(v,z/;) -Vw)
—rJa —rJa

T
X1+ Xo + Mys°r? /_T/Q W (Ve — 7AY) ([l — 7| VY[

17

T
g | T/Q 020 P + Y IVOPV - Vy + 292 D2(Veb, V)

T
2t / ) / WP (el — 7|V

\

donde X es la suma de los términos sobre el borde y X5 es la suma de todas las integrales
de sr'|w|? con i < 4.

En [ la tercera integral equivale a

T
2617 / ) /Q o lwip — (Vo - Fy)2 2 0

y ademas, recordando que ¥(z,t) = |z —x0|* — Bt* + My, el dltimo término puede acotarse
inferiormente como sigue:

2er [ j [ w9y vy = 2 [ i | w2097 - 7u)

_ _ST[ZL¢[2(25%twt)(55V7-Vw)]

v

T
s / / PABL > + 8|V - Vaol?]
—T JQ

T T
—487"5/ /sotQthF—srﬂ/ /sDIWIQIVwF-
-TJQ T JQ

En 1, como vy € C2(2) es posible acotar la integral de G(~, 1) (definido en (3.27)) de

Vv
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la siguiente manera:

o [ [ow@e v = s [ [ [oetudenm i)
> s/i{ olwl? \Gw\ﬂ/@wﬁ];
> ——/_T/ w\——/ /sOIVw\2
>

—0187‘2/ /gp|w|2—015/ /go|Vw|2.
-1 Ja -1 Ja

Y en 111 es facil ver que para constantes Cy, C3 > 0 adecuadas se tiene que

X, > -C ssrd/ / go\w\z C’zsr/ / go|wt| —0237’/ / (
a0 o0 o0
Xy > —Cysr® / / Al
-rJa

donde se uso que 1y < 7 < @,y € C?(0Q).

ow|?
on

aw
or

)

T
/ / lePQw Z
—TJo
T T T
v { 237"/ /|wt|2@¢tt—M157“/ /|wt|290 (Ve — yAY) —437’5/ /@t2|wt|2

[ 2 / D 0(v 0, V) + s / [ 190t~ a0

—S'f’/ /|Vw]2 oYV - V’y—srﬁ/ / | VA2 Vw]* — C’ls/ / ©|Vw|?
\
—Cy83r / / © \w\ —Cgsr/ / g0|wt] —C'gsr/ / ou|’ (9w
BlY) o0 o0 3” 87
—0337’3/ /\w|2<,03
-rJa
T

VI s / / w0 (e — VA (]2 — 7|V P)

7 —T JOQ
+s37“3/ /|w|2 S2lPu + VYV - Vy + 292 D*0(Vy, Vi)
23 / / w]20® (1 |? — 7| V|22

v

)
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Por otra parte, como
Ur = =20t, Py = =20, Vi = 2(x — x0), |VY|* = 4lz — x|*, D> =2Id, Ay =2N,

los términos de I'V se reescriben como

T T
v o= 2o [ juPe2m) o [ [ jwfe(-28 - 2m)
T
_4 2752
srﬁ/_T/Qsot\wl
T
= 2 M(B —~yN) — 28 —26t*)p|lw|?, 3.37
s [ (0005 = 1N) =26 = 258l (3.7

los de V' equivalen a

T T
V = +2$r/ /7290(2]Vw\2+M157"/ /|Vw|2’yg0(—25t—2’y]\f)
-1t Ja -t Ja

T T
—sr [ [ 1VuPer =) 90 - 58 [ [ eAvapivup
-TJQ T JQ

T
—Cls/ /cp|Vw|2
-1 Jo
VI

T
= sr/_T/Q(zpy—QMl(ﬁJrvN) —2V7~(:v—xo)—ﬁT)w|le2 (3.38)

T
—C’ls/ /<p|Vw|2
-1 Ja

y los de VI quedan como sigue
T T
VI = —Cgsr3/ / lw|?¢® + M153r3/ / lw?p?(—28 — 2yN)(45%t* — 4|z — 0|?)
-7JQ -7JQ
T
v [ [ PG (168 + trle — 2oV (@ = 20) + 167 — )
-7JQ

T
—|—2837“4/ / lw|?® (48%* — dy|z — 20|*)? — Términos de borde
-1 Ja

T T
= —0357"3/ /Q\w\2g03+2537“3/ /Q]ngogFT(x,t) (3.39)
-7 -

—Términos de borde,

donde

Fy(z,t) = 16r(y|le — zol* — %) + 4(Mi(B + YN) + 28) (7|2 — wo* — 5t?)

SV S A G )

|2
5 .

|z — xg

75



®.37), 3-38), 3.39) =

T T
/ /lePQw > 287“/ /(Ml(B—VN) — 28 — 2Bt%)p|wy|? (3.40)
T JQ T JQ

T 2
vor [ [ =238+ 48) = 293 o = ) - 85 L v

T
—Cls/ /g0|Vw\2
-1 Ja

T T
—0357“3/ / lw|?¢® + 233r3/ / |w*¢*F,(2,t) — Términos de borde.
-r.Ja -1Jo

T
Para poder acotar inferiormente por / /((,0|wt|2 + | Vw|? +¢*|w]?), se debe escoger
-1Jo
M; > 0 de tal manera que existan constantes ¢, co, c3 > 0 tales que
(My(B—~yN)—28—-28t) >c¢, Vte (-T,T), Vo €

(47—2M1(B+7N)—2V7-(x—x0)—ﬁ@) >y Ve (3.41)
Fo(xz,t)>¢c3 Vte (=T,T), Vo €Q

Es posible escoger un M; apropiado si se satisface la siguiente desigualdad,

_ 2047 29 -Vy-(z—m) BV
- B+ N B+ N 2v(8 +~N)

en efecto, como v € C%(Q) (v > v > 0), (3.42)) implica que

B < min A(z) < A(z)

e

=: A(x), Vo € Q, (3.42)

y por lo tanto IM; > 0, > 0 tal que Vs € (—1,1)

B < M; +es <min A(x) < A(z).

z€Q

Luego, podemos escoger cq, co > 0 suficientemente chicos tales que
C1 C2

B+ %N 2(8+N)

lo que implica las siguientes desigualdades

€ (0,¢e),

26(1 + t2
bU+E) o g, o
B+~yN — B+N B+ N

M,

M+ = 2 < Aw),

Gt =M T e

que equivalen a las dos primeras condiciones de (|3.41)).
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Es posible reescribir (3.42)) de la siguiente manera

Vi (e—m) _ 20 2V 2801412
B+~ N B+N B+ N
V7 - (& — o) B <|V7|2 2 (5+7N))
s — < 1l=——|— 2041 | —=) |, 3.43
2y 27\ 2y ( : B+wN)) (3.43)
Fp(a)
y se observa que la condicion
36, € (0, 1) tal que w <1-6p, Yz e (3.44)
Y

es condicion suficiente para (3.42) ya que considerando g € (0, 1) tal que

max F(z) < 6
z€)

se obtiene (3.43]) lo cual implica (3.42)) que finalmente implica las dos primeras condiciones
de (3.41).

Por otra parte, como suponemos que v satisface

gy < @) g (3.45)
2y
es (3 es tal que
0y > s > é, Yz € Q. (3.46)
Yo 7
= 7_ﬁ+w >0 = dK >0 tal que 87(7—5+M)|x—$0\2 > K

2
puesto que v € C%(Q) y zo ¢ Q. Por lo tanto,

2

E(x,t) > Po(x,t) := 167 (y|z — x0|* — B°2)? + 4(My (B+YN) +28) (y|z — 20|* — 5°*) + K.
Definiendo ademas el siguiente polinomio que depende de = € €2,

PP(X) = 16rX* + 4(My (8 + v(2)N) + 28)X + K,

r

estas tres funciones satisfacen la siguiente relacion:

[4(M. (8 + ~(x)N) +28))]?

€ : r
.06+ mixeoy@N) +28)P
- 4-16r '
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Ahora, si se escoge r > 0 suficientemente grande, podemos concluir que Jeg > 0 tal
que
Fo(z,t) > c3 >0, VY(z,t)eQx(-T,T).

En resumen, bajo el supuesto de que (3.44])),(3.45), (3.46) se satisfacen y r es suficien-
temente grande, entonces se cumple (3.41]) y 3 ¢ > 0 tal que

T T T T
/ /lePQw > 237"01/ /gp]wt\z—i—srcz’yo/ /gp]Vw\z—Cls/ /(,0|Vw]2
T JQ Q T JQ
T
—C3sr / / lw|?p® + 25°r 03/ / lw|*¢® — T. de borde
TJa
T T
Zc(sr/ /cp|wt|2+sr/ /90|Vw|2+83r3/ /|w|2<,03
a 2
—sr / / © \w\z—sr/ / gp\wt|2—sr/ / v ,
o0 0 oQ on

donde en la tltima desigualdad se absorbieron términos al considerar sy grande. Luego de
lo anterior se tiene que

T T
2/ /lePgw—/ /|R0w|2
—rJa —rJa
T T T
26(57’/ /@]wt\z—i—sr/ /go\Vw]z—ksSr?’/ /]w]QgDB (3.47)
2
oo [ oo [ ] gl [ [ (8“’ o ))
o0 20 20

on or
donde / / | Row|? fue absorbido en el lado derecho debido a que

[[ [

ow
or

T
/ / = Mysrow(tbn — vAW) + Ty - Vaol?
—T JQ

T T
—C’sr/ /gp]w|2—0/ /]Vw\?
T JQ =T JQ

Luego de (3.19) se deduce la desigualdad

v
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T T T
é(sr/ /gplwt\z—l—sr/ /90|Vw|2—|—337’3/ /]w]ng?’)
—rJa “rJa ~rJo

T T T
+/ /|P1w|2—|—/ /|P2w|2 < / /62S<ﬁ’|L0v|2 (3.48)
~rJa -7 Ja
+csr/ / g0|w|2—|—csr/ / o|wy]?
o0 )
/ / owl>  |ow|?
+csr
o0 8n

or
w = e*fv
wy = e*u + sripe’u

Vw = e**Vu+ sr(Viy)pe#v

es posible volver a la funcion original v(x,t) notando lo siguiente

T
837“3/ /90 25w|v|2 — 3 3/ /SO |w|2
-1 Ja
@
T T T
s e = / / pvetelof < s [ [ o
-1 Ja sy ) —1Ja
T
37"/ /gersw\VvP / / 28“”\1)|2 < 37"/ / ©|Vw|?
—1Ja
T
37,3/ / g03|w|2 — ST‘ / / 2550‘,0‘2
—1 Joq 20 )
T T T
57’/ / olw]? < sr/ / <pe2s“"|vt\2+s2r2/ / e |v]?
~1Joq -1 Jog . -1 Joq )
©
T T T
sr/ / ¢|Vw-n|* < ST/ / ¢625¢|Vv~n|2+82r2/ / ©(Vp - n)e*?|v|?
-1 Jog L -1 Jog .

v

T T
sr/ / o|Vw - 7> < sr/ / g0625“9|Vv-7'|2+5 r / / 7)e?#|v|?
1 Jon 1 Jon o0

J/
V

(9)

y recordando que

por lo que al acotar inferiormente el lado izquierdo y superiormente el lado derecho de
(3.48)) respectivamente, es posible absorber (b) y (¢) con el término (a) mientras que (e),
(f), (g) son absorbidos usando (d) y por lo tanto obtenemos para una constante C' > 0
apropiada, la desigualdad de Carleman para L y para funciones regulares.
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Usando resultados de regularidad de soluciones para la ecuacion de ondas actusticas
vy — div(y(z)Vo) +pv =0
es sencillo probar que existe un conjunto denso de funciones suaves que satisface: v €

L*(=T,T ; L*()), Lv € L*(=T,T ; L*(Q)) y v(£T) = v,(£T) = 0. Por lo tanto por
densidad se conlcuye el teorema. O]

Corolario 3.5 Sea xy € RN\Q tal que I'y D I'y,, luego si en el enunciado del Teorema
suponemos ademds que v =0 en 0Q x (=T,T) entonces la desigualdad de Carleman
se reduce a

T T T
sr/ /npe2s@|vt|2+sr/ /¢625W|V1}|2+33r3/ /gpSeQS“"\vF
-TJQ -TJQ -TJQ
T T T
+/ /|P1U)|2+/ /|P2w|2 < C/ /628<’0|LU|2 (349)
-TJQ T JQ -TJQ
T
—i—C’sr/ /gerS“’
—1 J1,

DEMOSTRACION. El término de borde resulta del hecho de que cuando se escribe explicita-

(x — xg) - n.

@
on

T
mente / / PywPyw como en la demostracion del teorema anterior, se anulan todas las
-rJa

integrales en 02 menos las con x, las cuales equivalen a

T T
sr/ / V| Vw|’Vp - n = 57’/ / Yol(Vw - n)n + (Maor=7)7|°V - n
—1 Jog -1 Joq

T

2sr / / 7290
-1 Jon
T

2sr / / Y pe?s?
~7 Jon

T
—2sr/ / Y2o(Vy - Vw)Vw - n
B

=T

ow|?
I (x —xg) -

(x —x9)-n

@
on

=20 [ [ el (Vu i+ (e

T
0
-7 J o on
T
= —457’/ / Y2 pe?s?
-1 Jon

esto ya que v = 0 en 02 implica w = 0 en 0€). Luego estimando las integrales anteriores
y usando la definicién del conjunto I';, en ((1.2) se obtiene el resultado. O

(x —xp) -

2
(x — x0) - n,

v
0
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Capitulo 4

Existencia, Unicidad y Regularidad en
Reissner-Mindlin

Los problemas que estudiamos en esta memoria son bien puestos en el sentido que
para ambos, y , es posible probar la existencia, unicidad y estabilidad con
respecto a lo datos, de las soluciones. El procedimiento empleado en la demostracion
de la existencia tiene el nombre de método de Galerkin. Este se divide en tres etapas:
la primera consiste en construir una sucesion de soluciones aproximadas al problema en
consideracion; luego se prueba que la sucesion satisface una desigualdad de energia que
nos permite rescatar una subsucesion débil-convergente en una topologia apropiada; y
finalmente pasando al limite se encuentra la solucion. Haciendo uso ademas del Lema de
Gronwall y estimaciones de energia, se logra demostrar la unicidad asi como también la
estabilidad y mayor regularidad de la soluciéon bajo ciertas condiciones. A continuacion,
basandose en lo hecho para ecuaciones hiperbélicas en [Eva98| y generalizando lo hecho en
[Wu04], se prueban los resultados mencionados para un sistema de ecuaciones en donde
un caso particular es el de Reissner-Mindlin. Resultados anélogos para Kirchhoft-Love se
encuentran en [Lag89|, Capitulo 4, donde se consideran condiciones de borde Dirichlet.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones con a € R, b(z), c(z) € C1(Q), a > 0,
b(z) > by >0, c(x) > cy >0, g€ L*(Q):

Oy —a div(o(f)) — b(z)(Vw — 0) = f(x,t) en Q x (0,7)

wy — div(c(z)(Vw — 0)) + q(z)w = g(z,t) en Q2 x (0,7

0=(0,00", w=0 enI'x (0,7) (4.1)
6(0) = (65,02)T, w(0) = wy en )

0:(0) = (01,097, wy(0) = wy en (2

donde llamaremos £ al operador diferencial
Lo — ( —a div(c(0)) — b(z)(Vw — 0) )
—div(e(z)(Vw = 8)) + g(z)w
Ademas, definamos F(z,t) = (f,g) € L*(0,T; (L*(2))3), ho = (6,03, wo) € (H3 ()3, hy =
(01,602, wy) € (L*(Q))3, recordando que o(f) = 2u(x)e (9) + Adiv(6)I, con p > pg,
A > —Xg, 22 > )\g >0y A* definido en (2.25).
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Definicion 4.1 Decimos queu = (0,w) € L*(0,T; (H}(Q))3), con 0 = (01,05) y tal que v’ €
L2(0,T; (L*(Q))3),u” = L*(0,T; (H~1(Q))3) es una solucion débil de (4.1)) si satisface

(i) (u",v) + Blu,v;t] = (F,v), Yo = (p,2) € (H}(Q))?, c.t.p. en [0,T].
(11) u(z,0) = ho(x), u'(z,0) = hy(x),

Blu,v;t] = a/[Zus(G) () + AN div(0) div(p)] — /b(Vw —0)-¢

+/ch~Vz+/dz’v(c9)z—|—/qwz.

4.1. Existencia
Teorema 4.2 (Existencia) Eziste una solucion débil de (1), v € L*(0,T; (H(2))?3),
u' € L*(0,T; (L*(Q))?), u” € L*(0,T; (H(2))?) y satisface

2 2
10" () 220,72 )2y + 120y 0y

2 2
< C (Il s + ol + 1P ez ) - (42)

Para demostrar el teorema de existencia necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 4.3 (Soluciones aproximadas) Dada una base ortogonal vy = {(¢g,2k)}ie, de
(H}(2))? y ortonormal en (L*(Q2))? y para un entero m, consideremos la siguiente funcion:

U (2,1) = (O, 2n) = Y _ i (v (4.3)

Luego, para cada m = 1,2, ..., existe una tinica coleccion {d% ()}, tal que u,, definida

en (4.3) satisface

(ulr, vg) + Blum, vg; t] = (Fyvg), ctp. 0<t<T, k=1,...m (4.4)
d® (0) = (ho,vr), k=1,...m (4.5)
d*'(0) = (hy, o), k=1,...m (4.6)

DeMosTRACION. Por (4.3)) y como {v;} es base ortonormal en (L?(Q))3,

(. 8), von()) = 3" (2).
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Ademés

m

Blum,vist] = o [ [2a(3" d (0000 s i) + Xdiv(Y dby (Dandivian)

— /bZdin(t)(Vzl — @) - o+ /chin(t)Vzl - Vzy,

=1

+/div(cidfn(t)gol)zk+/qidfn(t)zlzk

=1
= Z B[Ul, Uk]dfn(t)
=1

Luego, llamando e* = Blv;, v para I,k = 1,...,m (independientes de t) y Fj(t) =
(F(x,t),v(x)), buscamos funciones {d¥ }; que satisfagan (4.4), i.e.

i)+ eMd (1) = Fi(t), 0<t<T.k=1,..m, (4.7)
k=1

y las condiciones iniciales (4.5)), (4.6). De acuerdo a la teoria estandar de EDOs, se tiene
que existe una tnica solucion (d? (t),...,d™(t)) (en (H*(0,T))™) al problema (4.5)), (4.6),
(4.7 O

Lema 4.4 (Estimacion de energia) Para todo ,m = 1,2, ..., existen constantes C, que de-
penden de m,a, b, c, 1,2 y T, tal que las soluciones del lema anterior cumplen la siguiente
estimacion

. 2 2
o?%’% (Huh(t)H(m(Q))s + Hum(t)H(H(}(Q))3> + Hu/r/n(t)Hi2(O,T;(H*1(Q))3) (4.8)

2 2
<C <||h1||(L2(Q))3 + 1ol e + ||F||2L2(0,T;(L2(Q))3)> :

DemosTRACION. Multiplicando (&.7) por d/(t) (d*, € H?(Q) cc CY(Q)), sumando en
k=1,...,m y recordando (4.3]) se llega a que

(thys ) + Bl 58] = (F 0, (4.9)

m? 'm

c.t.p. en 0 <t <T'. El primer término en el lado izquierdo puede ser escrito como

= i !/ d 1
(i) = S s 0 a0 ol = 5 (5 Wl
=1

lo cual tiene sentido ya que, como u,, € H*(0,T; (H(2))?), entonces u,,, € C1(0,T; (H}(Q2))?).
Mientras que el otro,

Blum,u,;t] = &/[2u6(9m) ce(0) + Ndiv(6,,)div(6])] — /b(Vwm —O0m) -0,

+/0Vwm : Vw;n—i-/div(ch)w,'n—i-/qwmw;L
= DB+ DB,
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con

B, = a/[Que(@m) e(0)) + Adiv(0,,)div(6)] + /chm -Vuw!,
BQ = B[um,u/ t] — Bl.

m)

Vemos que

para la forma bilineal y simétrica

Al(0,w), (@, 2);t] = a/[st(Q) () + Adiv(0)div(p)] + /ch -Vz,

la cual es coerciva en (H}(€))? gracias a las desigualdades de Korn y Poincare (ver Apén-
dice). En efecto, para u,, € (H}(Q2))3,

Al(0,w), (0,w);t] = a/[2,u6(9) e(0) + N (div(0))*] + /C|Vw|2.

Si A > 0, entonces \* > 0 y por lo tanto existe un o > 0 tal que
AB,w), O w)it] = 2a0 [ =(0):20)+ [ lTul
> O‘(HGH%I(}(Q)? + Hwaqg(Q)) = 04’|(9>w)’|%1{3(9))3-

Si en cambio, —A\g < A < 0 (2% > \g), entonces \* < 0y Irp > 0 tal que p+ \* > 7o,
por lo tanto

A[(0,w), (6, w); 1]

2 2
1 /00"  06°
> * Z 2
_a/(2(u+)\)< >+2M02 <3x2+3x1) >+/CO|VM
> Qamin{To,uo}/g(Q) 1e(0) + /CQIVMQ

> 04(||9||§{3(Q)2 + HwH?{é(Q)) = 04||(9=w)||?H5(Q))3-

2

06*

Ers

o0*

Oz

Ademas,

1Bal < C (Vw22 100l 22 + 10l z20)2 105, 2202
VOl 22wl 202 + llwll 2 W] 220
< C (Il agapys + Nl

(F 1) < CUF N + Ntz @yye):
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luego usando lo anterior sobre (4.9)) se tiene

d

2
= (e lEzaqaye + Alttmswmit]) < C (It iz + Wy e + 1F 2oy

< C (Il iz + Altims tmi t] + | Iy ) - (4:10)
Si definimos
2
n(t) = |l (O 20y + Altems ums t], €)= [1F 200
entonces (4.10) puede escribirse como

Su(t) < ) + €0)),

por lo tanto por el Lemma de Gronwall se obtiene

n(t) < Clt( +02/5 ) VO<t<T. (4.11)
Calculando
n(0) = [, (0)][{raps + Altt(0), 1 (0); 0]
m 2
U + / |V (0)2
=1 (L2(2))3

+ [ 2re0,(0) : £(0,(0) + N (Wiv(0(0))))
< C (I liEzzqays + Mhollty @y )

y gracias a la coercividad de A[-, -, ],
2 2 2 2
[ (Ol 22y + 11 () [ e < C <||h1||(L2(Q))3 + [P0l g1 )2 + ||F||2L2(0,T;(L2(Q))3)>
para todo 0 <t < Ty entonces se deduce que
’ / 2 2
i ([ (8) 2y + (8 [y enye ) (4.12)
2 2
<C <||h1||(L2(Q))3 + (1ol (a3 (e + HFH%Q(O,T;(L?(Q))S)) :

Fijando ahora un v = v' +v? € (H}(Q))?, ||1}||%H3(Q))3 < 1, con v!' € span{v;}7, vy

v? e span{vk}?:ﬁ,

Zd:l” Jop,v) = (ul,vh) = (F,v") — B, v'; ]
k=1
| (i 0) | < CUIF 2y + llwm |z ) 10" g s
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=
[t () Iz (s < CUE @) |2y + 1wm Ol a2 yys)-

Finalmente, por (4.12]),

T T
| I Oanpdt < COPBsrasam + | Tenlfagap
2 2
< € (I1nlEzzqays + Mholltigaye + IF I ez

y luego uniendo la desigualdad anterior y (4.12]) se concluye el lema. O

DEMOSTRACION (TEOREMA [£.2). 1.-  Sea {um} 1 las funciones construidas en el Lemal4.3]
De la estimacion obtenida en el Lema las sucesiones {u, }o°_, {um}m 1 {ul ke )
estan acotadas en L2(0,T; (H}(9))?), L2(O T; (L*(Q))?), L*(0,T; (H~(Q))?) respectiva-
mente, por lo tanto, de la siguiente

Proposicion 4.5 (Evans, Ch. 7, Problem 4)
Suponiendo que
up = u n L*(0,T; H} ()
{ uf, — v in L*(0,T; HY(Q))

entonces u' = v.

es simple probar que existe una subsusecion {u,,, }7°, de {u, }°_; y u € L*(0,T; (H} (2))?),
u' € L*(0,T; (L3(2))3), v € L*(0,T; (H~*())?) tal que

—uen L0, T: (HH(Q)?)

up, — v en L*(0,T; (L ( ))?) (4.13)
up, —u” en L*(0,T; (H'(Q))?%).

Fijando N € Ny para una funcion v € C*([0,T7; (H}(€))?) arbitraria, de la forma

v(x,t) =Y d*(t)uv, (4.14)

1=

con m > N, mutiplicamos (4.4]) por d*(t), sumamos sobre k = 1,..., N e integramos con
respecto a t para obtener

/T (up,, v) + Blum, v; t]dt = /T(F, v)dt. (4.15)

Reemplazando m = m; y como L, ( fo [u, v; t]dt pertenece al dual de L(0, T; (Hy(9))?),
encontramos que el limite de 1) cuando [ — o0 es

/T (u",v) + Blu,v; t]dt = /T(F,v)dt, (4.16)
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donde por densidad, la igualdad se mantiene para toda v € L%*(0,T;(H}(Q2))3). Sigue
entonces que

(" v) + Blu,v;t] = (F,v), ctp. 0<t<T,Yove (Hy(Q))>.

Para ver si se cumplen las condiciones iniciales es bien sabido en espacios de Sobolev con
tiempo que u y v pertenecen a C'([0,T]; (L*(Q2))?) y C ([0, T]; (H~*(£2))?) respectivamente,
luego para toda funcion v € C?([0,T]; (Hg(2))?) con v(T) = v'(T) = 0 podemos integrar
por partes dos veces con respecto a t en (4.16) y llegar a

/0 (", u) + Blu,v; t]dt = /0 (F,v) + (u(x,0),v(z,0)) — («(z,0),v(x,0)) (4.17)

Por otro lado, haciendo lo mismo en (4.15)) con m = my, se llega a que

/O (0t )+ Bty v: €]t = /0 (B, 0) 4ty (2, 0), v, 0)) — (ul, (,0), v(,0)) . (4.18)

Pasando al limite cuando [ — oo y recordando (4.5)), (4.6]) se obtiene

/0 (v",u) + Blu,v; t]dt = /0 (F,v) + (ho,v(z,0)) — (h1,v(z,0)), (4.19)

donde al comparar la identidad anterior con (4.17)) y como los valores de v y v’ en t = 0 son
arbitrarios se deduce que u satisface la definicion [1.1]de solucién débil para el sistema ({4.1)).

2.- Segun (4.13)

2 s . 2
(220,751 @) < lim inf [, )| 720,513 00y
2 s . 2
H?/(t) HLQ(O,T;(L2 (€)% < hlrgé?f ||u;nl (t) HLQ(O,T;(L2(Q))3) >

y como ademas

2 2 ’ 2 2
Huinl (t)HL2(07T;(L2(Q))3)+Huml (t)HLz(o,T;(Hg(Q))s) < Co?%)% (HU;@(t)H(m(Q))S + Hum(t)||(H3(Q))3> )

por ([4.8]) se obtiene la estimacion (4.2)). O

Observacion 4.1 De la demostracion anterior se deduce que la solucion débil es tal que
we C([0, T (L*(2))%) y u' € C([0,T]; (H~(Q))?).

4.2. Unicidad

Teorema 4.6 (Unicidad) La solucidn encontrada en el Teorema[4.9 es la unica solucion

débil de (7).

87



DEMOSTRACION. Debemos mostrar que la tnica solucion de (4.1) con F' = hg = hy = 0 es
u = 0. Para ésto, fijamos 0 < s < T y definimos

() = f:u(x,T)dT si0<t<s
A ) sis<t<T

Como v(t) € (H}(Q))? para todo tiempo 0 < t < T (u € (H}(Q))* Vt € [0,T]), de la
definicion de solucién débil tenemos que

/ (u",v) + Blu,v; t]dt = 0,
0

y como ademés u/'(0) = v(s) =0y v = —u en [0, s], dividiendo B[v’,v;t] en dos partes
B, By, como en la prueba del Lema [£.4] la identidad anterior equivale a

/ (W', u) — By[v', vy t]dt = —/ Bs[u, v; t]dt,
0 0

con

Bi[v' v;t] = a/[Q,us(é’;) :e(6,) + N*div(8,)div(6,)] + /ch; -V,
_ % Ga / 2us(6,)? + X div(6.)?] + 3 / dmﬁ)

d
= EA[U,U,IS],

Bylu,v;t] = Blu,v;t] — By
= —/b(un —Hu)é’qu/div(c@u)wv+/qwuwv

/div(b@v)wu — /b@uev — /c@quv — /qwuwv,

3

donde en la tltima igualdad se us6 que u € (Hy(Q2))? e integracion por partes.

S d 1 1 )
/0 dt <§HUH%L2(Q))3 — éA[U,U;t]) dt = _/0 Bolu, v; t)dt

Observando que u(0) =0y v(s) = 0 en €2, entonces

1 1 s
5“”(3)”%L2(Q))3 + §A[U(O)7U(0);O] = —/0 Bslu, v; t]dt,

y acotando el lado derecho de la igualdad anterior se llega a que

Hu(s)H%m)g+nv<o>u%H3<m)3sc( / Hv(t)H%HW+Hu<t>u%m)3dt), (4.20)

donde usamos la coercividad en (HJ(2))? de A[-,].
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Definamos ahora la funcién
¢
w(t) := / u(r)dr, 0<t<T.
0

Podemos reescribir la desigualdad (4.20]) en términos de w y obtener

[ () 1720y + ||7~U(5)||?H3(Q))3 <C (/o lw(t) — w(S)H?Hé(Q)P + ||u(t)||%L2(Q))3dt) :

2

Luego, usando que ||w(t) — w(s)||(H&(Q))3 < 2||w(t)||?H6(Q))3 + 2||w(s)||(2H&(Q))3, es posible

deducir que

Hu(s)H%L?(Q))?’ +(1- 250)‘@@)”?}1&(9))3 <C (/0 ||w<t)||?H3(Q))3 + HU(t)H%m(Q))?)dt) :

Por lo tanto, escogiendo T} suficientemente chico tal que
1
1-277C > 3

entonces, para todo 0 < s < T} se tiene la desigualdad

[ () 720y + Hw(S)H?Hé(Q))i‘ <C (/O ()1 Ez2(6ys + ||w(t>||?H§(Q))3dt) ;

que por la forma integral del Lema de Gronwall, implica que u = 0 en [0, 7}]. Aplicando
el mismo argumento sobre los intervalos [T, 271, [2T4, 2T1], ..., se concluye que u = 0 en
[0, T7. O

4.3. Regularidad

Teorema 4.7 (Regularidad)
(i) Supongamos
ho € (Hy())*, by € (L*(Q))*, F € L*(0, T3 (L*(2))*)

y consideremosu € L*(0,T; (H3(Q))3), v’ € L*(0,T; (L*(Q))?), u” € L*(0,T; (H*(Q))?),
la unica solucion débil al problema (4.1)). Luego,

we L=(0,T; (HAQ))?), u' € L0, T; (LX(Q))),

y satisface

esssup ( ||u/(8)]? + Jlu@®)|? ) 4.21
sssup (I (0 gy + 14Ol gy (421)

2 2
<C <||h1H(L2(Q))3 + 1ol a3 e + ||F||%2(0,T;(L2(Q))3)> :
Mads ain

u € C([0,TT; (Hy (2))*) n CH([0, T]; (L*())7).
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(11) Si ademds
ho € (HY(Q))?, hy € (Hy(Q))°, F' € L*(0,T;(L*(2))*),
entonces

u € L®(0,T; (H*(Q))?), ' € L=(0,T; (Hy(Q))%)
W € L(0,T; (LA(Q))3), u” € LX0,T; (H™1(Q))%)

con la desigualdad

2
ess Sup (HU Ol 2@z + 10 Ol oy + ||u(t)||?H2(Q))3> (4.22)

0<t<

2 2
< C (holfayys + M anys + 1 F s oz ) -

DEMOSTRACION. 1.- En la prueba del Lema por (4.12)) se tiene que

2
sup (e ()2 s + i (g
0<t<T

2 2
< C {[[hllz2iye + holl g oy + ||FH%2(O,T;(L2(Q))3)> :

Como uy,, — w en L*(0,T; (Hy(2))?), ul,, — v’ en L*(0,T;(L*(Q))?), por la Proposicion

my

y la desigualdad anterior con m = m; se obtiene (4.21]).

Proposicion 4.8 (Evans, Ch. 7, Problem 5) Para H un espacio de Hilbert y una sucesion
{ug} tal que
up —u in L*(0,T; H),

si se tiene la siguiente cota uniforme

esssup |lug|lg < C
0<t<T

entonces

esssup |lul|lg < C.
0<t<T

2.-  Sean m, p dos enteros no negativos tal que m > p. Por (4.4)), (4.5) y (4.6) se tiene
que u,, — u, satisface

(u! — k) + Blum — up, v t] = (Fy — Fpyv), 0<t<T,k=1..m
U, — Up)'(0) = A" — Ay,

con
q q q

F,:=>» (Fup)vg, hd:= Z(hg,vk)vk, h{ = Z(hl,vk)vk.
k=1 k=1 k=1
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Luego

uit] = (F, — Fy,ul, —ul),

" 1" / / /
(), — uy,u —up)—l—B[um—up,um— - s Uny, v

m pr “m
que equivale a

d

dt
con Ay By definidos como en la demostracion del Lema [£.4, Podemos entonces acotar el
lado derecho y obtener

d
(1l =,y + Al = 10yt = 1]

< Oy, = wplltrayyz + Altum = tp, wm — wp;t] + | Frn = Fpll7z2y2)s

2
(Hulm - U;H(Lz(g))s + Al — tp, Um — up?t]) = By + (Fin — Fp, u, — u3,),

por lo tanto, por el Lema de Gronwall se deduce

1
) (Hulm - U;H?Lz(gz)):s + Altim — Up, U — Up; t])

< C(ll(uy, — u;)<0)|’%L2(Q))2 + Alttm — Up, Uy — up; O] + [ Frp — FPH%Q(O,T;(L2(Q))3))7

! / 2
verer <Hum A e L “p”(H&(Q))B)

< C(IhY" = MllEa e + I1hg" = Bl s + 1Fn — Foll L2z

Se tiene entonces que {u,,}°°_; es una sucesion de Cauchy en C([0,T7];(H(Q))?) N
CH([0,T7; (L*(Q))?) y por lo tanto u,, — u € C([0,T]; (H3(2))3) N CL([0,T7]; (L*(Q))?).

3.- Fijemos m y escribamos i, := u/,. Como ahora F € H'(0,T;(L*(Q))?), d*, €
H3(0,T) y por lo tanto podemos derivar (4.4)) con respecto al tiempo t. Multiplicando
ademas por d*"(t) y sumando sobre k se llega a

(@, @) + Blim, @, 1] = (F', @),

m? 'm

donde el primer término a la izquierda es igual a 4@/ ||? y el segundo es igual a By + B,
con
d (1
B = |54 U, U t) )
LT <2 [iom, @ ]>

1B < C <Hﬂml|%Hé(Q))3 + ||am||%L2(Q))3>
y con el mismo A de la demostracion del Lema [£.4] Luego recordando que el operador A
es (Hg(€))3-coercivo, se obtiene
d /.., 2 o
= (10, yys + Al i ] (4.23)
< C (1 ea(ae + Alfim, o ] + |1 Iiz(aye ) -
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Por otro lado, por (4.4]),

Bltm, v t] = (F —ul,v), k=1,..m. (4.24)

Recordemos que para una funcion v = (6, w), el operador diferencial £ esta definido

por
( —adiv(o(8)) = b()(Vew — 0)
Lu = ( —div(c(z)(Vw — 6)) + g(z)w ) :

Podemos separar este operador de la siguiente manera:
L=L;+L,

donde L, retne a todos los términos de orden dos y L, es el resto de L, i.e.

Loui= ( iiﬁ}iﬁi@f@ ) o L= ( &3((22753’1 (f()x)w > '

Notemos que L, es un operador simétrico y eliptico debido a que la forma bilineal aso-
ciada es simétrica y coerciva en (HJ(£2))3, luego la coleccion de funciones propias de
Lo, {vi}s2, C (H}(2))3, forman una base ortonormal de (L*(€2))?. Tomando entonces
v = {vi}ir,, si multiplicamos la identidad por \id¥ (t), con {\.} la coleccion de
valores propios asociados, y sumamos sobre k obtenemos

Bl Lstim; t] = (F —ul, Loty). (4.25)

Pero como Lguy, = — > oo MedE (t)vy, € (HG(Q))? Vt € [0,T], integrando por partes se
llega a que

Bltpm, Lstm;t] = (L, Lstiy,) = ”ﬁSUmH?LQ(Q)):), + (Lo, Lsti,) (4.26)

en donde podemos acotar el segindo término como sigue,

| (‘Crumv ‘Csum) ‘ =

a /Q b(2)(Viom — O) - div(o(6,)) (4.27)

_ /Q(djv(c(g;)em) + q(z)wy,)div(e(x) Vwp,)

< Cllumll g @)z lwmll a2 @)

< 05_1||Um”%Hg(Q))3 + Ccl[tm][f 20y

< CemHumllayellumll 2y + Celluml iz

< 6(5_15_1”um”%L2(Q))3 +55_1HUMH?H2(Q))3 +€||um||%H2(Q))3)v

donde se us6 una desigualdad de interpolacién sobre wu,, = > ;- dF (t)vy € (H*() N
H}(2))3 con ¢ >> 6 > 0 pequefio y que por resultados de regularidad en operadores
elipticos, v € (H?(2))? con la desigualdad

Vil (203 < CllLsvi| (23,
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por lo tanto, para una constante apropiada se tiene que

Gracias a las desigualdades anteriores (4.25)) - (4.28)) y tomando § = €2, con ¢ suficiente-
mente chico, obtenemos que

< F = gy, Lot )| + (Lt Lsti)]

||um||%H2(Q))3 < C(”F”?LZ(Q)P + [lun"II? (z2))3 + [ [ (L2(9)))-

Si volvemos a (4.23]) v definimos

~ 2 ~ ~
n(t) = 15, (O)ll(z2 0y + Alfim, @i 2], €)= [ F {2,

podemos aplicar Gronwall y obtener

n(t) < Klt( +K2/§ ) VO<t<T, (4.29)
y recordando que i, = u,,, entonces

1(0) = N (0)lliz2(qyys + Alti,(0), 11, (0); 0]
= [|[F(0) - Lum(O)H?LQ(Q)F

+/[2u€(91n(0)) 1e(67,(0)) + A" (div(8;,(0)))7] Jr/C|Vw§n(0)|2

Para obtener una mejor estimacion de 7(0), de (4.28)) es claro que

[ (O)IFr2 (s < CllLstum(0)[1E2(ys = Cum(0), L3 (0)), (4.30)

2 2

OVl z2ayye + 1£wm(0)[Tr2gape + Cullum(0)[Ez(ye + Collun, (0l ey
2 2
Ol z2y2 + Cs lum(0) 20z + Cillum(0)

F(
F(

IN

£ 202 + Callug, (0) |z eyys-

Ahora como (u,,(0),vi) = (ho,vi) ¥ L23vi, = L(Aevi) = Aivy se tiene que L2u,,(0) €
span{vy }?", y por lo tanto £2u,,(0)]sq = 0, lo cual implica que

NE

(m(0), L2 (0)) = (O (ho, vi)vie, L2um(0)) = (O (ho, Vi) LoV, Lt (0))

B
Il
—

NE

= (D (ho, Mvie)Vis Lot (0)) = (O (ho, Lovi)Vi, Lt (0))
k=1

B
Il
—

Ms

= (

< Clellum(0) T2y + & holltuzys)-

(,C ho, Vk)Vk7 ,C Um(O))

ol
—_
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Luego, escogiendo ¢ suficientemente chico, acotamos (4.30) y obtenemos
i (O)IEr2 (s < Cllhollayye- (4.31)
También, gracias a la siguiente

Proposicion 4.9 Let X be a Banach space with norm || - || and w € WP(0,T; X) for
some 1 < p < oo. Then

(i) uwe C([0,T); X) (after possible being redefined on a set of measure zero).
(ii) There exist a constant C' depending only on T such that,

/ < .
Qdx [lu(t)]] < Cllullwsorx)

y como F € HY(0,T;(L?*(£2))3), se tiene la siguiente cota

2 ’ 2 2
[F O r2s < max [F@ I r2ps < CNE N om 2@ -

0<t<T

Finalmente, escribiendo hy = >~ | (hy, vg)vy, (con {vg }72; base de (H}(£2))?) es facil notar
que

12, (O) [y = || (ha, o) < ([Pl )2, (4.32)
k=1 (H ()2
y por lo tanto, usando (4.31)) y (4.32)) llegamos a que
2
1(0) < C([[holltazye + IMallar@ys + 1 F I z20m w2 @)2)- (4.33)

Utilizando las estimaciones (4.8)), (4.29), (4.29)), (4.33]), la definicion de @ y la coercivi-
dad de A(-,-) obtenemos la estimacion:

’ 2 2
(ggg;(num(wnupanﬁ—+Hu;(onuﬁanﬁ-+nu;(wnupanp)

2 2
< C (Il e + Nholltzqays + 1F I o acam) -

Y de bajo los mismo argumentos que en la prueba del Lema , se deduce que u!” €
L*(0,T; (H~(€2))?) junto con la desigualdad
; 2 2
max (Hum(t)l\(gz(g))s + [t (D) 113 ey + Hui;(t)H(mm))S) + [t (D) | 2073001 (0)2)

0<t<T

2 2
< C (Il e + Nholltzqays + 1P Issoracanm) -

Luego, al igual que en la demostraciéon de la existencia de soluciones, existe una sub-
sucesion convergente {uy,, }7°, tal que

Uy = in L2(0,T; (H2(Q))?)
wl,, = u'in L0, T3 (H§(Q)%) (4.34)
uy, —u” in L2(0,T; (L*(Q))?) ‘
W = i L2(0,T; (H())?)

y de la Proposicién se obtiene la desigualdad (4.22)). O
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Teorema 4.10 (Mayor regularidad) Supongamos que
b,c € C™(Q), g € Wm=1o0(Q)
ho € (H™)3(Q), by € (H™(Q))°,
e F e L(0,T; (H"(9))*) (k=0,...,m).

dtk

Asumamos ademds que se tiene la condicion de compatibilidad de orden m:

h070 = ho < (Hé(Q))37 h171 = hl € (H&(Q))B,

hoot = Sy F(-,0) — Lhoa—o € (HE(Q))* (if m = 21) (4.35)
20—1 .
h172[+1 = ;ISQTF(, 0) - LhLQl,l € (H&(Q))3 (Zf m = 2] + 1)
Entonces o
u o m —
i€l (0, T; (H™ ™ ) (k=0,....,m+1), (4.36)
con la estimacion
m+1 dk
ess su — 4.37
O<t§Tp kz:% dtk (Hm+1-k(Q))3 ( )
" ||d*F
<C (Z e + ol m 1 s + th“(Hm(Q))S) :
k=0 L2(0,T;(H™=*(Q))3)

DEMOSTRACION. 1.- Por inducciéon en m, el caso m = 0 corresponde al teorema anterior.

2.- Supongamos que el teorema es cierto para algin entero no negativo m,

b,c € C™H(Q), ¢ € W™=(Q)
ho c (Hm+2)3<ﬂ), hl c (Hm+1(Q )3,
@ F e L20,T; (H™ ' Q)3 (k=0,....m+1).

atk

y ademas se tiene la condicion de compatibilidad de orden (m + 1). Escribiendo @ := v’
y derivando la EDP con respecto a t, @ es la tinica soluciéon del problema

Uy + Li=F inQx[0,7T]
) =0 ondQxI[0,T]
ﬂ:ho, ﬂt:hl OHQX{tZO},
para

F:=F, hg:=hy, hy = F(-,0) — Lhy.

Sabemos por (ii) en el Teorema de regularidad que en paticular, para m = 0, u €
L2(0,T; (HA(Q))®), @ € L2(0,T; (L(Q))%), @ € L2(0, T; (H(2))?).

Como F', hy y hy satisfacen la condiciéon de compatibilidad de orden (m+1), F, ho y hy
satisfacen la condicién de compatibilidad de orden m y por lo tanto, usando la hipotesis
inductiva tenemos que

d*a

i € L(0,T; (H™F(Q)%), k=0,..,m+1,
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con la estimacién

m—+1 dk&
€SS Ssu I
O<t<Tpkz:% dtk (Hm+1-k(Q))3
- .
d*F ~ -
<ol s + [[ollrmsr(@yys + ([l m ()
= L2(0,T5(Hm =k (2))?)

Ahora, como F' € H(0,T; (H™(2))?),entonces por la Proposicion [4.9]

1 Fllco.r@m@)) < CUE N 20mmm @)z + [1F ] 20.r;mm@)s))

y escribiendo la desigualdad anterior para @ = u’ se llega a que

T2\ dFu (4.38)
ess sup — '
0<t<T —1 dtk (Hm+2—k(Q))3

| dFF
<O |am gz s + I Lhollam s + I1F(O)mays

—1 dt L2(07T;(Hm+1_k(9))3)

m+1

d*F
<O 2|l  lhll sz + 1 e s |-
— dt L2(0,T;(Hm+1-%(0))3)

Como de la hipotesis inductiva, F' € L*(0,T; (H™(Q2))3), uw € L>(0,T; (H™(Q))?)
y ademas u” € L>(0,T; (H™(Q))?) por la desigualdad anterior, escribiendo L,u = F —
v'—Lou=:G e (H™(Q))ct.pen0 <t <Tyusando (4.38), deducimos de la regularidad
en operadores elipticos que:

ull(gmiz@ys < CUIG | Em@)s + lullz2@)?)
< CUIFlm@ye + lu"llmm@e + [lullz2@ys)

m+1 dkF
< O |l=% + [[hollzrm+2()s + [[hallmr () | -
=0 dt LQ(O,T;(Hm+1_k(Q))3)

Entonces, tomando supremo esencial respecto a ¢t y uniendo lo anterior a (4.38)), obtenemos

m+2
dk
ess sup d—j: (4.39)
0<t<T —0 t (H™+2-k(Q))3
m+1
d*F
< C (Z W + HhOH(H’”*2(Q))3 + ||h1||(Hm+1(Q))3> ,
k=0 L2(0,T5(H™+1=k(Q))3)
i.e. se llega a la afirmacion del teorema para m + 1. O]
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Teorema 4.11 (Diferenciabilidad infinita) Si suponemos que

b7 CaQ7h07h1 € (COO(Q>>3? Fe (Coo([ovT] X Q))37

y que se cumple la condicion de compatibilidad de orden m para todom = 0,1, .... Entonces
el problema de condicion inicial y de borde (4.1)) posee una unica solucion

u=(0,w)c (C(0,T] x Q).

DeEMOSTRACION. Aplicar el Teorema [4.10| para m = 0, 1.... O
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Capitulo 5

Conclusiones

Esta memoria presenta una serie de resultados tedricos sobre estabilidad en la recu-
peraciéon de un potencial en ecuaciones de placas. Esto incluye los modelos de Kirchhoff-
Love (KL) y Reissner-Mindlin (RM). Los problemas fueron abordados bajo el método de
Bukhgeim-Klibanov lo que implica la necesidad de construir desigualdades de Carleman
globales. En las dos construcciones una herramienta que jugd un papel fundamental fue
la estimacion de Carleman para la ecuacion de ondas debido a que fue posible extraer
de ambos modelos ecuaciones de este tipo y luego fuimos capaces de utilizar de manera
directa la desigualdad. Una observacion que surge de las dos desigualdades de Carleman
obtenidas aqui, es que el segundo pardmetro r, no se utilizaba en las construcciones de
éstas y por lo tanto se podria haber omitido al incorporarlo en las constantes de las esti-
maciones. No obstante, se mantuvo explicitamente ya que se cree que podria ser 1til en
otros problemas relacionados, como por ejemplo el de recuperar el espesor h(z) en RM.

Para KL, es importante destacar que la desigualdad de Carleman y por lo tanto la
estabilidad, fueron obtenidas considerando condiciones de borde Navier, las cuales no son
las condiciones naturales que corresponden al modelo. Por otro lado, una observacion in-
teresante con respecto al modelo de placas de Euler-Bernoulli (EB), el cual es utilizado
en las aplicaciones y que consiste basicamente en KL sin el término de derivadas cruzadas
espaciales y temporales (i.e. 9 + A?), tiene que ver con la comparacién en el compor-
tamiento de sus soluciones con respecto a las de KL. Como se vio en el Capitulo 2, es
posible separar la ecuacion de KL en una ecuacion eliptica y otra hiperbdlica y por lo
tanto, KL presenta propiedades similares a las de la ecuacion de ondas, como por ejemplo
que la velocidad de propagacion es finita. En cambio, la ecuacion de EB se puede dividir
en dos ecuaciones de Schrodinger, lo cual implica que la ecuacién y sus soluciones poseen
otras caracteristicas y una de esas es que en este contexto la velocidad de propagacion
es infinita. Creemos entonces que el resultado de estabilidad para potenciales en ambos
modelos difiere en la consideraciéon del tiempo de observacion T'. Para un modelo debe ser
suficientemente grande, mientras que para el otro puede ser arbitrariamente pequeno.

En cuanto a RM, la extension del método de Bukhgeim-Klibanov al sistema ([2.46) y la
obtencion de su desigualdad de Carleman, fue posible gracias a que el acoplamiento entre
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las ecuaciones no se encontraba sobre los términos de orden mayor, por lo tanto eramos
capaces de absorber los términos del acomplamiento al unir las desigualdades de Carleman
respectivas de cada ecuacion. Sin embargo, se debi6 asumir mayor regularidad sobre las
soluciones a raiz de que fue necesario dividir una de las ecuaciones tomando divergencia
y rotor para reducir el problema a ecuaciones de ondas. Otra forma de proceder y que
posiblemente no requeriria suponer tanta regularidad, seria buscar de manera directa la
estimacion de Carleman de forma analoga a como se obtiene para ondas. Es importante
destacar ademas, que la razon de haber obtenido estabilidad Holder en RM a diferencia
de la estabilidad Lispchitz de KL, es a raiz de que es necesario derivar el sistema de RM
con respecto al tiempo y espacio y por lo tanto se necesita una segunda estimacion de
energia que hace aparecer la derivada de la diferencia de los potenciales.

Por otra parte, es natural pensar que como KL se deduce de RM, la desigualdad de
Carleman y por lo tanto la estabilidad del segundo modelo implique directamente los
mismos resultados para KL. Sin embargo, como KL es un problema limite de RM y se
obtiene al hacer el espesor h tender a cero, este proceso hace que los problemas se deban
estudiar independientemente. Ademas, las condiciones de borde consideradas en ambos
poblemas tienen distintas naturaleza, siendo las de KL condiciones de caracter tedrico a
diferencia de las de RM que resultan ser més naturales y que por lo tanto presentan una
interpretacion fisica méas evidente.

En cuanto a los resultados de existencia, unicidad y regularidad, se utiliz6 el método de
Galerkin que consiste en construir soluciones en espacios de dimension finita que resuelven
problemas aproximados y que en el limite convergen a una solucion de la ecuacion. Los
teoremas de éste capitulo, son una version més general de los que se encuentran en [Wu04],
donde el autor supone que los coeficientes de Lamé son constantes, lo cual no se asume
aqui. Ademas de lo hecho para RM, es posible utilizar el mismo procedimiento para probar
resultados analogos en KL pero con funciones viviendo en otros espacios.

Dados los resultados del trabajo surgen naturalmente varias preguntas y por lo tanto
posibles trabajos futuros. Una manera de extender lo que se hizo podria ser estudiar
la estabilidad en el modelo de Reissner-Mindlin considerando otro tipo de condiciones
de borde, como Neumann o mixtas o también bajo datos parciales. También es posible
extender el resultado considerando el espesor de la placa variable h(x), los cual nos llevaria
a estudiar el problema de recuperar ¢(z) en la ecuacion:

ph<1x2>3(9tt —div(h(z)0(0)) — p(x)h(z)(Vw —0) = f en Q x (0,T)
ph(z)wy — div(p(z)h(z)(Vw —0)) =g en Q x (0,7).

O también probar estabilidad de otros pardametros, como por ejemplo el espesor h(z) o los
parametros de Lamé, p(x), A(x), en RM y bajo observaciones en la frontera del dominio.

Ademas, como se menciond anteriormente, otra manera de continuar este trabajo seria
estudiando si es que es posible bajar la regularidad de los potenciales en la estabilidad
de RM a Wh*°(Q) o L*®(f), o también bajar la regularidad de las soluciones de ambos
modelos probando algtn tipo de regularidad escondida en la frontera como ocurre con la
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ecuacion de ondas, es decir, probando que las soluciones presentan mayor regularidad en
el borde del dominio.

Otros problemas que se encuentran vinculados con los modelos de placas y la elasticidad
lineal, son los problemas de recuperacion de parametros, por ejemplo un potencial, pero
anadiendo a las ecuaciones términos de viscoelasticidad o de memoria, que corresponde a
un término integral que representa el cambio interno que sufre el sélido como respuesta a
la flexion provocada por las cargas. Por ejemplo, la ecuacion de viscoelasticidad asociada
al modelo de placas de KL es la siguiente (ver [Lag89], pag 20)

h3 t
phwy — pl—ZAwtt + D(0)A%*w +/ D'(t — s)A*w(s)ds =0, en Q x (0,00).

O también es posible anadir términos de termoelasticidad, que consiste en agregar una
nueva variable relacionada con la temperatura de la placa y que modela el efecto térmi-
co producido por la flexiéon de ésta, resultando en una modificaciéon de las propiedades
internas de la placa. En KL significa estudiar el sistema (ver |[Lag89|, pag 22)

phwy — %Awtt +D (A2w + —A%| =0 en 2 x (0, 00)

1 12 (hA A
9, — A9+ = <_1+1>19—a77Awt: ip_|_ 6?;21(7‘-2—7‘-1) en Q x (0, 00),
Kpc

donde 9 representa el esfuerzo interno de la placa debido a cambios de termperatura, «
es el coeficiente de expansion térmica, p es la fuente interna de calor, 7 es la termepratura
del medio externo, x la difusividad térmica, c el calor especifico y los otros coeficientes,
dependen de los ya mencionados. No existen muchos resultados en este tipo de problemas
pero actualmente se ha comenzado a estudiar modelos de visco y termo elasticidad, tanto
tedricamente como también en las aplicaciones.
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Apéndice

Notacién
1. Denotamos por = = (x1,...,zy) a los elementos de RY.
ou ou
2. uri = aﬂ?zu = awi7 Uy = atu — a
G, d\"
3.V=—,..., —
8901 8ZL‘N
Al
4. V- (1) =div(:) =
()= dvt) =35
0? 0?
5 Oy, ——0 =
Y axﬁx] ot?
N
92
6. A= —
— ox?
7. Si A, B € My(R) entonces “ : 7 denota el producto interno de matrices, es decir
N

A:B= Z AZ]BZ]

ij=1

8. Llamaremos n a la normal unitaria exterior a la superficie definida por 0f2.

10.

. En las integrales sobre la variable temporal y espacial se omiten los diferenciales dt

y dx de esta forma, para (a,b) CR, ACR"y f: A X (a,b) — R, se escribe

/ b | s = [ b | 1.

Para funciones u,v € L*(Q) denotamos el producto interno en L?*(2) como
(u,v) == (u,v)r2 = / uvdx
Q

y para u € H'(Q), v € H () denotamos el producto de dualidad entre H' y H
como

(u,v) = v(u).
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Desigualdades

1. Desigualdad de Cauchy.

2 2

a
< — 4 — R.
ab_2~|—2, Va,be

2. Desigualdad de Cauchy con «¢.

b2
ab§ea2+g, Ya,b>0,e>0.

3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz

4. Desigualdad de Holder. Suponiendo que 1 < p,q < o0
ue LP(QY), v e L), se tiene que

1,1 _ :
71;—1—5_1.Luegosl

/Q|uv|dx < HU||LP(Q)||U||L‘1(Q)'

5. Desigualdad de Gronwall (forma diferencial) Sea 7)(-) una funciéon no negativa,
absolutamente continua en [0, 7], que satisface la desigualdad

n(t) < o)) +v(t), ctp. 0<t<T,

donde ¢(t) y ¥(t) son funciones sumable y no negativas en [0,7]. Luego
t
n(t) < elod)ds {U(O) + / w(s)ds] , YO<t<T.
0

6. Desigualdad de Gronwall (forma integral)

(i) Sea &(t) una funciéon sumable y no negativa en [0, T tal que para algin par de
constantes C7, Cy > 0 satisface que

t
() < C’l/ £(s)ds+Cy, ctp. 0<t<T.
0

Entonces
E(t) < Co(1 + Cite®!), ctp. 0<t<T.

(ii) En particular, si
¢
£(t) < Cl/ &(s)ds, ctp.0<t<T,
0

entonces
£(t) =0, ct.p.



7. Desigualdad de Poincare. Para toda funcién u € H{(f2) existe una constante
C > 0 tal que
[ullz2@) < ClIVul[L2 ().

8. Generalizacion de la desigualdad de Poincare. Para toda funcion u € H'(Q)
existe una constante C' > 0 tal que

|l 22y < C(|Vul L2) + [|ull L200))-

9. Desigualdad de Korn. Si Q es un dominio de R" con frontera suave, entonces
para toda funcién u € (H}(Q))Y se cumple que

/\Vu|2d:c < 2/ le(u)*dz.
0 0

Calculo en R?: Propiedades y definiciones

Recordemos que se define respectivamente el rotor de una funcion escalar p(z,y) :
R? — R, de una funcion vectorial 2-dimensional v(z,y) : R*> — R? y de una funcién

matricial A = (a;;)7 -, : R* = Ma,(R), todas ellas de clase C"', como
dp Op vy Oup
tp=VAp:=(—,——)" tv=VAv:i=———.
Qaz1 _ Odair
rotA=VANA: = 8%22 3?;{2
ox Oy

Siuy B = (b;);,;— son otras funciones C"(R?) vectorial y matricial respectivamente,
tenemos que

UNV = Uiy — UV = —VAu, AANB=DB: (AZ>
— Ay

Ademas, se tienen las siguientes identidades entre operadores diferenciales que seran
utilizadas en la pruebas de los resultados principales.
Proposicion 5.1 Sea p : R* - R, v : R* - R* y A = (a55)7,_; : R* = My»(R),
funciones escalar, vectorial y matricial respectivamente y asumamos que son C'. Luego,

1) VA(pv)=p(VAv)+VpAv 5) V(VAv)=VA (Vo)

2) VA(Av) = (VANAu+AANVY 6) Av=—-VA(VAv)+V(V-0)
( 7) A(V-v)=V-Av

8) A(VAv)=VAAv.
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