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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: ORLANDO RIVERA LETELIER
FECHA: 31/07/2012

PROF. JOSE R. CORREA

COTAS PARA EL PRECIO DE LA ANARQUIA DE JUEGOS DE SCHEDULING.

El objetivo principal del presente trabajo de memoria de titulo es el calculo de cotas para
precio de la anarquia de algunos juegos asociados a problemas de scheduling.

Se comienza realizando una revisiéon general de lo que son los problemas de scheduling,
un algoritmo de aproximacion y la relacién que existe entre teoria de juegos y los problemas
de scheduling. Ahi se identifica el cuociente de aproximacién del algoritmo de Smith para
problemas de scheduling, con el precio de la anarquia de un juego asociado. Se realiza también
una revision de los principales resultados conocidos ttiles para el presente trabajo.

Mas adelante se calcula el precio de la anarquia para ciertos juegos de scheduling donde
la funcién objetivo es la suma ponderada de los tiempos de completacién. Se demuestra que
en el caso de maquinas idénticas, el precio de la anarquia en estrategias mixtas es 3/2. Se
demuestra también que en maquinas paralelas con velocidades, el precio de la anarquia es
mayor o igual a 2. Por ltimo, se prueba aca que en el caso en que todos los trabajos tienen
el mismo tamano, el precio de la anarquia del juego de scheduling en maquinas paralelas con
velocidades y suma ponderada de los tiempos de completacién como funcién objetivo es 1.

Para seguir se estudia el juego asociado al problema de scheduling en el cual la funcién
objetivo es la suma de los tiempos de completacion, y las maquinas son todas excepto una
idénticas entre si, la maquina restante es de velocidad mayor a las demas, y las maquinas
que son mas lentas son una cantidad suficientemente grande. Para este juego de scheduling
se demuestra que el precio de la anarquia es e/(e — 1).

Después se estudia el juego mencionado anteriormente en su caso mas general, en el cual
la cantidad de maquinas lentas no esta restringida a ser suficientemente grande. Para este
problema se demuestra que el precio de la anarquia estd acotado superiormente por 5/3. Se
muestra ademdas un problema de programacion lineal cuyo 6ptimo acota superiormente el
precio de la anarquia del juego de scheduling de méquinas paralelas con velocidades y suma
de los tiempos de completacion como funcién objetivo.

Finalmente, se plantea como conjetura que el precio de la anarquia del juego asociado
al problema de scheduling més general antes mencionado es efectivamente e/(e — 1), y se
muestran pruebas computacionales que fueron realizadas, con las cuales se justifica el plantear
esta conjetura.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de titulo consiste principalmente en el calculo del rendimiento de algo-
ritmos de aprorimacion para diversos problemas de scheduling. Se considera principalmente
el caso en que no existe una administracién central de los recursos asociados al problema de
scheduling, caso en el cual es posible plantear un juego asociado, en el que cada trabajo actia
como un agente independiente tratando de maximizar su propio beneficio. En este caso, se
busca calcular una medida de la pérdida de eficiencia debido a la falta de administracion
central, conocida como precio de la anarquia del juego.

1.1. Problemas de scheduling

Un problema de scheduling es un problema de optimizacion que consiste en asignar una
cantidad de recursos para procesar cierta cantidad de trabajo de forma eficiente. Este tipo
de problemas aparecen en situaciones diversas como por ejemplo en el caso de una CPU
que debe procesar diversas tareas exigidas por el usuario, o una fabrica que debe ensamblar
distintos tipos de productos con un conjunto limitado de lineas de produccién, o una planta
embotelladora que debe envasar distintos tipos de liquidos usando las mismas maquinas para
todos ellos.

1.1.1. Clasificacion de los Problemas de scheduling

Existe una diversidad de problemas de scheduling, dependiendo de las caracteristicas de
los trabajos, del ambiente y propiedades de las maquinas, de lo que se desea optimizar, en-
tre otras propiedades. Por ejemplo, un trabajo podria ser interrumpido para seguir siendo
procesado mas tarde en la misma u otra maquina, podria ser dividido entre un conjunto de
maquinas que lo procesen al mismo tiempo, podria tener restricciones sobre el momento en
el que se puede empezar a procesar, o una fecha limite antes de la cual debe ser procesado.
Asi también, las maquinas podrian estar restringidas a poder procesar solo un subconjunto



Capitulo 1. Introduccién

de todos los trabajos, podrian ser idénticas entre si, tener distintas velocidades, o no tener
ninguna relacion en el tiempo que demoran en procesar los trabajos. Como funcién objetivo
del problema de scheduling podria quererse minimizar el tiempo en el cual se terminaron de
procesar todos los trabajos, el tiempo promedio en el que los trabajos estuvieron listos, la
cantidad de trabajos procesados dentro de la fecha limite requerida, entre otras.

Existe una notacién estandar para problemas de scheduling, la llamada notacion de tres
campos, introducida por Grahams, Lawler, Lenstra y Rinnooy Kan en 1979 [3]. En esta no-
tacién, un problema de scheduling se representa por una expresién de la forma «|g|v, donde
los campos «, 8 y v dependeran de las caracteristicas propias del problema de scheduling
considerado.

Campo «

El primer campo representa el ambiente de méquinas en el que se esta trabajando. Al-
gunos de los valores posibles para este campo son:

a = 1: Una sola maquina. Una sola maquina debe procesar todos los trabajos, y lo que
se debe decidir es inicamente el orden en el que se procesaran los trabajos.

s o = P: Maquinas paralelas idénticas. Todas las maquinas son indistinguibles entre ellas,
y cada trabajo tiene asociado el tiempo que demora en ser procesado en cualquiera de
las maquinas.

= o = ): Mdquinas paralelas relacionadas. Cada maquina posee una velocidad a la que
trabaja y cada trabajo posee un tamano. El tiempo que demora un trabajo en ser
procesado en una maquina es su tamano dividido en la velocidad de la maquina.

= o = R: Maquinas paralelas no relacionadas. Cada trabajo tiene una lista que incluye
el tiempo que demoraria en ser procesado en cada maquina, en caso de ser asignado
ahi.

Campo j

El segundo campo representa las caracteristicas de los trabajos. El campo podria dejarse
vacio, asi como también podria tener varios parametros juntos, caso en el cual los trabajos
cumplen todas las caracteristicas descritas:

= [ = pmtn: Preemtion. Los trabajos pueden ser interrumpidos para ser procesados més
tarde, y también pueden ser divididos, para ser procesados en varias maquinas a la vez.

» B = rj: Tiempos de disponibilidad. Cada trabajo tiene un tiempo a partir del cual
puede ser comenzado a procesar, antes del cual esta a la espera.
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» [ = prec: Precedencias. Existe un orden parcial sobre los trabajos, de modo que si un
trabajo es posterior a otro bajo ese orden, no puede ser comenzado a procesar antes
de que el otro haya terminado.

» 3 = p; = 1: Trabajos iguales. Todos los trabajos tienen el mismo tamano, que sin
pérdida de generalidad se puede asumir que es igual a 1.

Campo v

El tercer campo representa la funcién objetivo a minimizar en el problema de scheduling.
Algunos ejemplos comunes:

» v = Chax: Makespan. El objetivo a minimizar es el tiempo en el cual todos los tra-
bajos ya han terminado de ser procesados. Es una de las funciones méas cominmente
considerada.

» v = > C;: Suma de los tiempos de completacion. El objetivo a minimizar es la suma
de los tiempos en los cuales cada trabajo estd listo. Equivalentemente, se minimiza el
tiempo promedio en el que los trabajos fueron terminados de procesar.

v = > w;Cj: Suma ponderada de tiempos de completacion. Cada trabajo tiene un peso
positivo asociado, y el objetivo es minimizar la suma de los tiempos en que los trabajos
son completados, ponderado por el peso de cada trabajo.

1.1.2. Definiciones

El caso tratado en esta memoria es aquél en el que hay un conjunto de maquinas que
trabajando en paralelo deben procesar un conjunto de trabajos de forma secuencial. Cada
maquina puede procesar a lo mas un trabajo a la vez, y cada trabajo debe ser procesado en
una sola maquina sin poder ser interrumpido ni subdividido para ser procesado en distintas
maquinas.

Formalmente, una instancia de un problema de scheduling consiste en un conjunto de
n trabajos J que deben ser procesado en un conjunto de m maquinas M. Cada trabajo
J; € J tiene una cantidad p; > 0 de trabajo a ser procesado en alguna de las maquinas y
un peso w; > 0, el cual es una medida de la importancia de ese trabajo. Cada maquina M;
tendra una velocidad s; a la que trabajard, de modo que si el trabajo J; es procesado en la
maquina M;, el tiempo que tardard la maquina en procesar este trabajo sera %

Definicién 1.1. Una instancia de un problema de scheduling se representard por un par
ordenado I = (J, M), donde la primera coordenada representa el conjunto de traba-
jos J = (J1,J2,...,Jn), v la segunda coordenada representard el conjunto de mdaquinas
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M = (My, My, ..., My,). Cada trabajo sera representado por un par ordenado consistente
en su tamano y su peso J; = (p;,w;), y cada maquina serd representada por su velocidad
Mi = S;.

Definicién 1.2. Un schedule S de una instancia I = (J, M) de un problema de scheduling,
sera una funcion que asigne a cada trabajo la maquina en que sera procesado y el tiempo
en el cual comenzara a ser procesado, de modo que no se viole la restriccion de que cada
maquina puede procesar a lo més un trabajo a la vez. Se asumird que en las méquinas no
habran tiempos muertos, es decir, cada maquina procesara los trabajos de forma continuada
hasta terminar con todos los que tenia asignados. Se denotard por S(j) a la méquina en la
que se procesard el trabajo J; en el schedule S.

El tiempo en el cual el trabajo J; termina de ser procesado en el schedule S se conoce co-
mo tiempo de completacién del trabajo, y se denotard por C'js (I), o simplemente C; cuando
se subentienda el schedule y la instancia de la que se trate.

Definicién 1.3. Dada una instancia [ = (J, M) de un problema de scheduling con funcién
objetivo Y w;C}, el costo de un schedule S de la instancia sera:

Cs(f) = Z ijjS.
JjEj
Se denominard por C,,(I) al minimo costo posible de alcanzar por un schedule de la

instancia /. Notar que este valor es alcanzado por algin schedule pues existe una cantidad
finita de schedules posibles de una instancia.

1.2. Algoritmos de aproximacién

En ocasiones, para un problema de optimizacion puede no requerirse un algoritmo que
encuentre el é6ptimo del problema, ya sea porque los algoritmos éptimos tienen un mal tiempo
de ejecucion (por ejemplo en problemas NP-duros), o por ser los algoritmos éptimos dificiles
de encontrar. En esos casos, puede ser util usar algoritmos de aproximacion.

Definicién 1.4. Un algoritmo de aproximacion para un problema de optimizacién es un
algoritmo que entrega una solucién factible, pero no necesariamente 6ptima.

Idealmente, un buen algoritmo de aproximacién debe entregar una soluciéon que cercana
al 6ptimo. Una medida de la calidad de un algoritmo de aproximaciéon es que tan lejos del
6ptimo se encuentra el resultado entregado por el algoritmo.
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Definicién 1.5. Dado un problema de minimizacién con una funcién de costos ¢, un algo-
ritmo A es una p-aproximacién del problema si para toda instancia I del problema se tiene
que el resultado entregado por el algoritmo A(I) cumple que:

c(A(I)) <p-OPT(I),

donde OPT(I) es el costo 6ptimo de la instancia.

Al menor valor p que cumple esto se le llama garantia, factor de aprozimacion o cuociente
de aproximacion del algoritmo.

Ejemplo 1.1. Un problema clésico de optimizacién combinatorial es Vertex Cover. Este es
un problema NP-completo [7], por lo cual no se conoce un algoritmo éptimo que se ejecute
en tiempo polinomial.

La versién como problema de optimizacion de Vertex Cover es como sigue: dado un grafo,
encontrar un recubrimiento de nodos de tamano minimal, donde un recubrimiento de nodos
de un grafo es un subconjunto C' de vértices, de modo que todo arco del grafo sea adyacente
a algin vértice de C.

Para este problema existe un algoritmo de aproximacion simple, que consiste en lo si-
guiente: se empieza con C' vacio, se toma una arista cualquiera y se agregan sus dos vértices
a C. Luego se borran del grafo esos dos vértices y todas las aristas que sean adyacente a
alguno de ellos, para después iterar hasta que no queden aristas restantes en el grafo. Esto
entregara como resultado un recubrimiento de nodos, que no necesariamente sera de tamano
minimal pero cuyo tamano serd a lo mas 2 veces el tamano de un recubrimiento de nodos
optimo. Para ver esto, basta observar que cada vez que se agregan los dos vértices de una
arista uno de ellos tiene que estar en el vertex cover éptimo, pues aquella arista debe ser
cubierta por algin vértice de ese vertex cover.

Ejemplo 1.2. Para el problema de scheduling Q|| w;C;, se considera el siguiente algo-
ritmo, conocido como algoritmo de Smith [!1]. Primero se ordenan de mayor a menor los
trabajos por su radio de Smith r; = ;L]J Sin pérdida de generalidad, se asumira que luego de
ordenar los trabajos quedaron de forma tal que el primer trabajo es Ji, seguido de J,, hasta
el ultimo trabajo que serd J,,. Luego se toma el primer trabajo que aun no ha sido asignado
a una maquina, lldmese Ji, para cada maquina M; se determina el siguiente ntimero:

k. 1 — Pk
fl- = S_ ijfﬂi,j + ;,
A j=1

7

donde z; ; serd un nimero que tomard el valor 1 si el trabajo j fue asignado a la méquina ¢, y
tomara el valor 0 en caso que no. El trabajo Jj es asignado a la maquina que minimice el valor
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¢%. Finalmente, cada maquina procesar los trabajos que le han sido asignados segtin el orden
mayor radio primero. Este algoritmo es natural de utilizar debido a que en el caso en que
se trabaja en un ambiente con una sola maquina el algoritmo es 6ptimo. Ver en el Teorema 2.1

1.3. Juego asociado a un problema de scheduling

Dada una instancia de un problema de scheduling I = (J, M), se puede considerar un
juego asociado a él. En este juego, cada trabajo representa a un jugador (por lo que J
serd el conjunto de jugadores), queriendo minimizar su propio costo. El conjunto de estra-
tegias puras de cada jugador serd M, es decir, elegird una maquina donde ser procesado.
Cada méquina tendrd una lista de prioridades (un orden total sobre todos los trabajos), de
modo que si un conjunto de trabajos elige una misma maquina, la maquina procesara esos
trabajos en el orden de aquella lista. Esta lista sera conocida por los jugadores y afectard en
la estrategia que elijan. En principio los radios de Smith de distintos trabajos podrian ser
iguales, sin embargo se asume implicitamente que existe una forma de romper empates, la
cual comparten todas las méaquinas.

Durante la presente memoria se asumira que todas las maquinas tendran la misma lista
de prioridades. Se denotara por a < b cuando el jugador J, tenga una mejor prioridad que
Jp. Se asumira también que la lista que comparten todas las maquinas sera consistente con el
orden WSPT (weighted shortest processing time), esto quiere decir que si j; < ja, entonces
T < Tjy-

Sin pérdida de generalidad, se asumira que las instancias seran tales que:

1<2<3<...<n.

Definicién 1.6. Se definirda un perfil de estrategias puras de los jugadores como un vector
S = (S1,5,...,5,) en el cudl S; es la maquina elegida por el jugador J;.

Observacion 1.1. Cada perfil de estrategias puras S tiene asociado un schedule, en el cual el
trabajo J; es procesado en la méquina S, de modo que cada maquina M procesa todos los
trabajos J; tales que S; = M segun el orden WSPT.

Ademas, dado un schedule S de una instancia I de un problema de scheduling con fun-
cién objetivo Y w;C};, en el que cada maquina procesa los trabajos asociado en un orden
consistente con WSPT, existe un orden total sobre los trabajos, consistente con WSPT (una
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forma de romper empates entre trabajos distintos con igual radio de Smith), de modo que
(S(1),5(2),...,5(n)) es un perfil de estrategias que genera exactamente el schedule S. Es
decir, existe una correspondencia entre schedules donde cada maquina ordena respecto a
WSPT y perfiles de estrategias de la instancia del juego asociado.

En particular, en un schedule 6ptimo, el orden en que los trabajos son procesados en cada
maquina debe ser 6ptimo, lo cual se vera en la Seccion 2.1 que debe corresponder a ordenar
por WSPT. Por esto, todo 6ptimo corresponde también a un perfil de estrategias.

Nota 1.2. Dado un perfil de estrategias S de una instancia de un juego de scheduling, se
hara abuso de notacién, y se usard indiferentemente S para denotar también al schedule
asociado a ese perfil de estrategias.

Definicién 1.7. Se define el costo individual del jugador J; en un perfil de estrategias S
como el tiempo de completacién ponderado del trabajo en el schedule asociado a S. Es decir,
cada jugador buscard minimizar el valor de ijjS .

Observacion 1.3. Para un jugador es equivalente minimzar ijjS 0 st, pues w; es una
constante para él. Sin embargo, se usard ij'jS como costo del jugador J; pues asf la funcién
objetivo del problema de scheduling coincide con la suma de los costos individuales de los
jugadores en el juego asociado, la cual es una funcién de bienestar cominmente utilizada en
economia.

Observacion 1.4. Dado que todas las maquinas tienen el mismo orden de prioridades con-
sistente con WSPT (que sin pérdida de generalidad asumiremos es 1 < 2 < ... < n), el
costo del jugador J; depende tnicamente de su estrategia y de las estrategias elegidas por
los jugadores Ji, ..., J;j_1.

Definicién 1.8. Un perfil de estrategias N se dird equilibrio de Nash en estrategias puras (o
simplemente equilibrio de Nash cuando se subentienda), si se cumple que para todo jugador
J; se tiene que la estrategia N(j) minimiza su costo individual, dado que todos los otros
jugadores j’ eligieron la estrategia N (j'). Es decir, ningtin jugador tiene incentivos a cambiar
de estrategia si todos los otros jugadores se mantienen en V.

Se denotard por N(I) al conjunto de equilibrios de Nash de una instancia 1.

Definicién 1.9. Dado un perfil de estrategias S de una instancia I del juego Q|| > w;C},
se define el costo social de S, denotado por Cg(I), como la suma de los costos individuales
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de los jugadores cuando juegan con las estrategias de S, es decir:

Cs(I) = ijcﬁ(f).

Se definira a continuacién una nocion de la pérdida de eficiencia por jugar en un equilibrio
en vez de forma optima. Este concepto fue introducido por primera vez por Koutsoupias y
Papadimitriou en 1999 [9].

Definicién 1.10. El precio de la anarquia en estrategias puras (o simplemente precio de
la anarquia cuando se entienda que se toman solo estrategias puras) de una instancia I de
un juego, denotado PPoA(I), es la razén entre el mayor costo posible de obtener por un
equilibrio de Nash, y el costo éptimo de la instancia. Es decir:

Definicién 1.11. El precio de la anarquia en estrategias puras de un conjunto de instancias
Z de un juego es:

PPoA(Z) := sup PPoA(I).

IeZ

Observacion 1.5. Existe una correspondencia trivial entre schedules generados por el algo-
ritmo de Smith de una instancia de un problema de scheduling y equilibrios de Nash de la
instancia del juego asociado. Ademas, el costo de un schedule de una instancia del juego,
coincide con el costo social del perfil de estrategias asociado. De esta forma es claro que si
consideramos Z como todas las instancias del juego de scheduling, se tendrd que PPoA(Z)
serd igual al radio de aproximacion del algoritmo de Smith en el problema de scheduling
considerado.

Dado un juego, se puede considerar también para un jugador un conjunto de estrategias
mixtas. Cuando se juegan estrategias mixtas, cada jugador elige una probabilidad de jugar
cada una de sus estrategias puras de modo que la suma de estas sea 1, y luego cada jugador
forma de forma aleatoria una estrategia pura elegida con la distribucién de probabilidad
definida en su estrategia mixta.
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Definicién 1.12. Se define el conjunto de estrategias mixtas de un jugador, como el con-
junto de vectores de probabilidad sobre el conjunto de estrategias puras de ese jugador. Un
vector de probabilidad es un vector de nimeros entre 0 y 1, tal que la suma de todas sus
componentes es 1.

Cabe notar que las estrategias mixtas generalizan a las estrategias puras, en el sentido
de que una estrategia pura se puede recuperar al poner probabilidad 1 en una coordenada,
y probabilidad 0 en todas las demas.

Un perfil de estrategias mixtas serd un vector con las estrategias mixtas de todos los ju-
gadores. Dado un perfil de estrategias mixtas el costo de un jugador sera el la esperanza del
costo sobre las posibles realizaciones de estrategias puras, definidas por las probabilidades
de las estrategias mixtas.

El costo de un perfil de estrategias mixtas serd la suma ponderada de los costos indivi-
duales de los jugadores, o simplemente la suma de los costos de los jugadores, dependiendo
de la funcién objetivo que se esté usando en el juego.

Un perfil de estrategias mixtas serd un equilibrio de Nash si es que fijando las estrategias
jugadas por los demads jugadores, cada jugador estd minimiza su costo esperado. Esto es
equivalente a que si se fijan las estrategias de los demas jugadores, cada jugador juegue con
probabilidad mayor que 0 en las estrategias puras que minimizarian su costo. Es decir, si una
estrategia pura es dominada por otra dado lo que los demds jugadores eligieron (tiene un
costo estrictamente mayor que la otra), entonces la que tiene el mayor costo debe ser jugada
con probabilidad 0 en la estrategia mixta.

Definicién 1.13. Se definira el precio de la anarquia en estrategias mixtas de una instancia
I, denotado simplemente por PoA(I), como el cuociente entre el mayor costo posible de
obtener por un equilibrio de Nash en estrategias mixtas, y el costo 6ptimo del juego. Es
decir, que si llamamos MN,,;, al conjunto de equilibrios de Nash en estrategias mixtas del
juego, entonces se tendra que:

PoA(I) := Ngl/éfm %.

Observacion 1.6. Cabe notar que cada equilibrio de Nash en estrategias puras es también un
equilibrio de Nash en estrategias mixtas (al poner probabilidad 1 en la estrategia jugada y 0
en las demads), por lo cual el precio de la anarquia en estrategias mixtas serd siempre mayor
o igual al precio de la anarquia en estrategias puras.
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Resultados preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados previos intimamente relacionados con el
trabajo de esta memoria.

2.1. Scheduling en una sola maquina

En el Ejemplo 1.2 se vio el algoritmo de Smith, el cual es el principal algoritmo de
aproximaciéon aca estudiado.

Teorema 2.1 (Smith 1956 [!1]). El algoritmo de Smith es optimo para el problema de
scheduling 1| > w;C;.

Esto muestra que efectivamente todo schedule éptimo de una instancia de un problema
de scheduling debe ordenar en cada maquina los trabajos segtin el orden WSPT, por lo que
corresponde a un perfil de estrategias de la instancia del juego asociado al problema de sche-
duling, definiendo apropiadamente la regla para romper empate que usan las maquinas.

2.2.  Algoritmo 6ptimo para Q|| > C;

Cuando se considera el caso en que w; = 1 para todos los trabajos, es decir, no hay pesos
en la funcion objetivo, es posible encontrar un schedule éptimo de la instancia en tiempo
polinomial. El algoritmo MFT (minimun mean flow time), propuesto por Horowitz y Sahni
en 1976 [0], toma tiempo O(nlogmn) en ejecutarse en una instancia de n trabajos y m
maquinas. Este algoritmo debe elegir tinicamente la maquina en que serd procesado cada
trabajo, pues dentro de cada méaquina lo 6ptimo es ordenar los trabajos segin WSPT, que
en este caso al no haber pesos se convierte simplemente en procesar los trabajos en el orden
de més cortos primero (SPT).

10
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Se asume primero que los trabajos estan ordenados de forma que 1 < 2... < n, lo que es
equivalente a p; < py < ... < p,. El algoritmo MFT en esa instancia hard lo siguiente:

= Definir para cada méaquina M; el valor z; como el niimero de trabajos asignados hasta
el momento.

= Asignar el trabajo més grande que aun no ha sido asignado, a una maquina M; que
minimice el valor 2

Si

s Actualizar los valores de z;, e iterar hasta que todos los trabajos sean asignados.

= Procesar los trabajos en cada maquina segin el orden SPT.

Teorema 2.2 (Horowitz y Sahni 1976). El algoritmo MFET es éptimo para el problema
Q> C;. Mds aun, todo schedule éptimo de una instancia puede ser obtenido a través del
algoritmo MF'T, eligiendo de alguna forma indicada a qué mdquina asignar un trabajo cuando
hay un empate en el valor de 2.

s

La demostracién de la optimalidad del algoritmo puede ser encontrada en [6]. La demos-
tracion de que todo schedule 6ptimo se puede obtener como salida del algoritmo MFT puede
ser encontrada en [5].

Observacion 2.1. En este algoritmo, la maquina en la que un trabajo es procesado y la posi-
ciéon donde se procesa en esa maquina depende exclusivamente del lugar que ocupa el trabajo
al ser ordenados por tamano, y no del tamano mismo del trabajo.

2.3. Cotas del precio de la anarquia para Q|| )_C;

Se muestra en esta Seccién un conjunto de instancias que proveen una cota inferior en el
precio de la anarquia. Estas instancias son fundamentales a través de todo el trabajo.

. s, . . e
Teorema 2.3. El precio de la anarquia del juego de scheduling Q|| C; es al menos 5.
Demostracion. Se mostrara un conjunto de instancias, de modo que el supremo en el precio
de la anarquia de esas instancias es 5. De este modo, el precio de la anarquia no puede
ser inferior a ese niimero. Las instancias que se mostraran, fueron propuestas por Hoeksma

y Uetz en 2010 [1].

Se considera el conjunto de instancias {In S} , cada una con n trabajos y n—s+1
2 n,seN,n>s
madaquinas. La maquina M; tiene velocidad s; = s, y para 7 > 2, las maquinas M tienen

velocidad s; = 1. Los tiempos de proceso de los trabajos serdn:

11
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I j<s,
Pl s+1<i<n

s—1
Asi, aplicando el algoritmo MFT, se tendra que los s trabajos mas grandes seran asig-
nados a M;, mientras que los demas trabajos seran cada uno el tinico trabajo procesado en
una de las maquinas de velocidad 1.

El schedule 6ptimo se ilustra en la siguiente figura:

t/N

OPT L o o e e e e e —
Cr

OPT
COPTL [

T —_—

/NI

Maquinas

Figura 2.1: Schedule Optimo.

De este modo, en el éptimo el tiempo de completacién de los primeros n — s trabajos
serd igual a su tiempo de proceso, es decir:

CjOPT:pj, paratodo 1 < j <n—s.

12
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Los ultimos s trabajos seran procesados en M7, de menor a mayor. Como los trabajos ya
estan ordenados de menor a mayor, se tendra que:

1 J
O]‘OPT:g Z Dies para todon —s+1<j <n.
k=n—s+1

Asi, el costo del 6ptimo sera:

s n—s Jj—s n J hs
Copt(Ins) =D 14+ Y (sil) + ). é > (351)
j=1

j=s+1 j=n—s+1 k=n—s+1
n—s n—2s
S S
=S — S .
s—1 s—1

Se vera ahora que el perfil de estrategias NV en el cual todos los trabajos juegan en M,
es un equilibrio de Nash. En efecto, para los trabajos J; tales que 1 < j < s el costo en esta

estrategia sera CjN = %, que es menor o igual a 1 (el costo de estar en una de las maquinas
de velocidad 1).

Para los trabajos J; tales que j > s + 1 se tendra que:

L L@ )T
s (%) -1

—_— S j_s

-(+)

:pj‘

Luego esos trabajos son indiferentes a la maquina en la que estén, por lo cual el perfil de
estrategias N es un equilibrio de Nash.

13
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El equilibrio de Nash N se verd en las maquinas como en la siguiente figura:

t/N
pn e —
2 I
p] T | I
T P —
1 1 1 1 1 S

Maquinas

Figura 2.2: Equilibrio de Nash

Asi, el costo de NV sera:

14
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De este modo se tendra que

_ CN(In,S) _ S(s% n_s+ %
PPoA(lns) = 575 = () o)
s(z51)"

O

Teorema 2.4 (Hoeksma y Uetz 2011). El precio de la anarquia en estrategias mixtas del
juego de scheduling Q|| >° C; es a lo mds 2.

La demostracién puede ser encontrada en [5].

2.4. Peor caso para el juego Q|| > w;C;

El siguiente resultado dice que cuando queremos calcular el precio de la anarquia de un
conjunto de instancias suficientemente grande en el juego asociado al problema de scheduling
Q|| > w;C;, nos podemos restringir a encontrar el precio de la anarquia de aquellas instancias
en las cuales todos los trabajos cumplen que p; = w;. Mas aun, re-escalando los trabajos,
podemos asumir que para todo trabajo se tiene que p; = w; = 1.

Lema 2.5. Sea Z un conjunto de instancias del problema Q|| Y w;C;, cerrado bajo la opera-
cion de tomar un subconjunto de trabajos. Luego, si PPoA(Z) < « para la funcion de costo
social Y p;C;, se tiene también que PPoA(Z) < « para la funcidn objetivo ) w;Cj.

15
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Demostracion. Es posible encontrar una version mas general de este lema, en el que se
considera el caso de méquinas no relacionadas, en [1] por Correa y Queyranne. También es
posible encontrar una demostracién en [] o en [10]. O

2.5. Precio de la anarquia para P||>_ w;C;,

El problema de scheduling P||Y_ w;p; es NP-completo [2], por lo cual se vuelve mas
interesante aun encontrar un algoritmo con un radio de aproximacion bajo. Este es el caso
del algoritmo de Smith, que para este problema da un factor de aproximacién de un poco
mas que 1,207.

V2

1
Teorema 2.6 (Kawaguchi y Kyan 1986 [3]). El algoritmo de Smith es una *

-aproximacion
del problema P|| > w;C;.
Ademas de la demostracién original en [3], existe una demostracién mas simple y reciente

debida a Schwiegelshohn [10].

Se puede notar que esto dice que el precio de la anarquia en estrategias puras del juego

1++2

2
pues cuando se consideran estrategias mixtas el precio de la anarquia aumenta a

~ 1,2071. Esto es interesante,

3
5

asociado al problema de scheduling P||>  w;C; es

16
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Juegos de scheduling con funcién
objetivo ) w;C;

En este capitulo se presenta una serie de resultados de problemas de scheduling en los
que la funcién objetivo es Y w;C}.

3.1. El caso de maquinas idénticas

El siguiente resultado mostrara que en el caso de maquinas idénticas se logra efectiva-
mente una diferencia en el precio de la anarquia si es que se consideran también estrategias
mixtas. Esto pues el resultado de Kawaguchi y Kyan [$] muestra que si solo se consideran
estrategias puras el precio de la anarquia es aproximadamente 1.207, mientras que aumenta
a 1.5 si se consideran estrategias mixtas.

Teorema 3.1. El precio de la anarquia en estrategias miztas para el juego asociado al pro-
blema de scheduling P|| > w;C; es 3.

Demostracion. Se probara primero que el precio de la anarquia es mayor o igual a % Para
esto, sea I una instancia del juego con n maquinas y n trabajos, cada uno de ellos cumpliendo
p; = w; = 1. Consideremos el perfil de estrategias mixtas N en el cual cada jugador elige
con probabilidad % cada una de las maquinas. La estrategia N es un equilibrio de Nash pues
para cada jugador el costo esperado de jugar en cualquier maquina es el mismo, ya que todos
los jugadores con mejor prioridad han jugado de forma indiferente entre todas las maquinas.
Por esto, en este equilibrio de Nash, el costo esperado del jugador j serda 1 + ]%1 Luego, el
costo total de este equilibrio de Nash sera:

(n—=1)n 3n-1

n 2 2

CN(I)221-|—j :n+ﬁ
=1

17



Capitulo 3. Juegos de scheduling con funcién objetivo ) w;C;

El 6ptimo de esta instancia se daréd cuando los n trabajos sean asignados a n maquinas
distintas, caso en el cual el costo de cada trabajo serd 1, por lo que el costo éptimo sera n.
Por esto, el precio de la anarquia de la instancia I sera:

oyl 31
PPOA(I) = Oopt(l) = 0 = 5 %

Al hacer n tan grande como se desee, se muestra que el precio de la anarquia del juego

no puede ser menor a %

Se probarda ahora, que el precio de la anarquia de este juego es a lo mas % Para esto,

observemos que por el resultado visto en el Lema 2.5, nos podemos restringir a instancias
en las que los trabajos cumplen que p; = w;. Sea I = (J, M) una instancia de este tipo, y
suponemos ademas sin pérdida de generalidad que la lista de preferencias que las maquinas
tienen sobre los trabajoses: 1 <2 < ... <n.

Sea N, el peor equilibrio de Nash en estrategias mixtas para la instancia I. Denota-
mos por z;; a la probabilidad con que el jugador J; juega en la maquina M; en Np,. A
partir de este equilibrio de Nash N,,;,, definimos una nueva instancia I de la siguiente for-
ma: Por cada trabajo J; y por cada méquina M; se crea un trabajo denominado (7, j) con
w; j = pij = %;;p;. Finalmente, de los mn trabajos creados de esta forma se eliminan todos
los trabajos (7, ) tales que p;; = 0.

Definimos ademés una lista de prioridades sobre los jugadores (como w; ; = p; ;, cualquier
orden sobre los trabajos es consistente con WSPT). Esta lista es tal que si j < j’, entonces
para cualquier 4,4’ se tendra que (j,i) < (j',4'). No se necesitard comparar trabajos que ten-
gan igual la primera coordenada, por lo que en esos casos se pueden definir de cualquier forma.

Definimos también un perfil de estrategias puras N de modo tal que cada jugador (i, j)
juega en estrategias puras en la maquina M;. Es decir, N (i, j) = i. Observamos que esto es un
equilibrio de Nash pues si un jugador (, j) tiene incentivos a cambiar de maquina, entonces
en la instancia original el jugador j no podia haber jugado con probabilidad positiva en la
maquina ¢. Esto porque la carga esperada de cada maquina en N,,;, cuando ya han jugado
Ji,Ja, ..., Jj—1 es igual a la carga en esa maquina en N cuando ya han jugado todos los
jugadores cuya segunda coordenada es 1,2, ..., 7 — 1. Luego, como J; juega con probabilidad
mayor que 0 en la maquina M;, esa maquina esta entre las que tiene menor carga hasta ese
momento, por lo que (4, j) puede jugar ahi.

Denotamos por 6’” al costo del jugador (i,7) en el equilibrio de Nash N y denotamos
por E(S;) a la carga esperada que tienen las maquinas donde el jugador J; juega en Ny,
con probabilidad mayor que 0, antes de que J; haya jugado. De esta definicién es directo que

E(S;) + p;E(C;), y también es claro que E(S;) + p;; = C; ; para todo trabajo (i, 7).

18
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Asi observamos que:

e (1) (S5 nc)

j=1 i=1
= Z Zpi,j(E(Sj) + i)
j=1 i=1
— Z me(]E(Sj) +p;) + sz‘,j(z?i,j - pj))
j=1 \i=1 i=1
— E(C)) me + Zp?,j —Dj Zpi,j)
j=1 i=1 i=1 i=1
= E(Cj)p; + pr,j - p?)
j=1 i=1

= On,. (1) — (293 - Z(l’z‘,jpj)2> :

j=1 i=1

Por otra parte:

A _ Lopr(DI> | 1g~x~ 2
Con (T) < =25+ 3 2300,
j=1 i=1
1 n m
ot =33 (5~ 3 o’
j=1 i=1

Pero veamos que en un peor equilibrio de Nash mixto todas las maquinas tienen la misma
carga.
j—1
En efecto, E(C;) = E(S;) + p;, y ademds S; < = 3~ p; pues las maquinas con menor

k=1
carga deben tener carga menor al promedio. Luego, como la cota se alcanza cuando todas

las maquinas tienen la misma carga, un peor equilibrio de Nash mixto debe tener todas las
maquinas con igual carga.
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Asi, como el costo de un equilibrio de Nash en estrategias puras depende tinicamente del
perfil de carga de las mdquinas, se tiene que Cy (1) = Cope(I).

Sigue que:

p; —

Ny ( ( Z 5iD;) > < Cope(1) —

7=1 =1

DO | —
3
7~
no
NE

(%,ipj)2>

<.
Il
—
-
Il
—

Desarrollando esto:

De donde se concluye que:

O

A continuacién se muestra una cota inferior para el juego Q|| > w;C}, la cual establece
que el precio de la anarquia aumenta cuando se pueden imponer velocidades en las maquinas,
incluso si solo consideramos estrategias puras en el juego con maquinas con velocidades, y
estrategias mixtas en el juego con maquinas idénticas.

3.2. Cota inferior para Q|| > w;C

Teorema 3.2. El precio de la anarquia en estrategias puras para el juego Q|| > w;C; es
mayor o gual que 2.

Demostracion. Consideremos una instancia del juego I con n méquinas y n trabajos. En
esta instancia, tendremos que la maquina M; tendra velocidad s; = s, y que todas las otras
maquinas tendrén velocidad s; = 1. Para todos los trabajos J; se tendra que w; = p;. Se
denotara x = . Los tiempos de proceso seran:
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- j<s,
Pl s+1<i<n

Como w; = pj, cualquier lista de prioridades es WSPT, por lo que consideramos que
todas las maquinas tienen la lista: 1 <2 < ... < n.

En el ejemplo dado en el Teorema 2.3 se mostré que, con el mismo conjunto de traba-
jos y maquinas y donde las maquinas tenian las mismas prioridades, el perfil de estrategias
donde todos los trabajos juegan en M; es un equilibrio de Nash. Llamamos N a este equilibrio

El costo 6ptimo de la instancia serda menor o igual al costo de cualquier perfil de estrategias
de la instancia. Por esto, sea k un entero y consideremos el perfil de estrategias S* donde los
trabajos J; tales que 1 < j < n — k estan cada uno en una maquina de velocidad 1, y los
restantes trabajos estédn en la maquina M; (de velocidad s), de modo que se procesa primero
el trabajo J,_ 11, v luego se procesan en orden creciente para terminar con el trabajo J,.
Asi, el costo para los trabajos J; tales que 1 < j <n — k serd stk = pj, y el costo para los
trabajos J; tales que j > n — k 4 1 sera:

CjSk - i %

i=n+k+1

:% i (551)H

i=n+k+1
s j—s s n—k—s
- <s — 1) B (5 — 1)

Por esto tenemos, tomando k = as:

> O
PPoA >
k
> p;C5°
j=1
Z % + Z (sil)]_s(si1>]_s
. 7j=1 7j=1
E nk s -5/ 4 —s n s —s s —s s \n—k—s
Y+ Y (&) 2 () ((E)] - (%) )
j=1 j=s+1 j=n—k+1
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E + (Si1)2n725+22_(sj1)2
’ (si1> -1

s (571 5,1)2_ in—k—s 7 s \i—s
+ (4)2_1 (571) Z (371)

s—1 j=n—k+1
& (ﬁ)2n725+2_(si1)2
AR
S—
= s 2n—2s+2 s 2 s 2n—2s—k+1 s 2n—2s—2k+1
s+ (871) 27(871) _ (sfl) 7(571)
(sil) -1 (Sil)il
( 51)7254»2
S—
n—00 (951)2—1
7
s \—

(i)—Zs—k—l-l . (i)—2s—2k+1)

El valor méximo de este ultimo término es 2, el cual se obtiene para a = In 2. Por esto,
tomando o = % convergiendo a In 2 se obtiene que PPoA (Q|| > w,;C;) > 2.
m

3.3. Juegos con todos los trabajos iguales

El siguiente es un ejemplo de uno de los casos mas generales en el que el algoritmo de
Smith es 6ptimo.

Teorema 3.3. El precio de la anarquia en estrategias puras para el juego Q|p; = 1| > w;C;
es 1.

Demostracion. Usando el Lema 2.5, nos podemos restringir a instancias donde w; = 1, de
donde surge una demostracion simple. Se mostrara acd una demostracién alternativa usando
la estructura del problema.

Sea I = (J, M) una instancia del juego, con m maquinas y n trabajos. Sin pérdida de

generalidad se asumira que los trabajos cumplen w; > wy > w3 > ... > w,. Luego, la
lista de prioridades sera tal que: 1 < 2 < ...n. Dado un schedule S, definimos L como la
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cantidad de trabajos que juegan en la maquina M; en el perfil de estrategias S. Definimos
también el perfil de maquinas de un schedule S como el vector

L% = (LY, L5,....L5).

Sea O el conjunto de schedules 6ptimos de la instancia I. Se probara primero que para
todo equilibrio de Nash N, existe un schedule O € O, de modo que LY = L9, es decir todo
equilibrio de Nash tiene el mismo perfil de maquinas que algin 6ptimo. En efecto, sea N un
equilibrio de Nash de la instancia. Para todo schedule S, definimos el valor Ay(S) como:

Ay(S)=>|LY - L7].
=1

Notar que LY = L% <= Ax(S) = 0. Sea O € O tal que:

An(0) = min Ay(S)

Es decir, O es un schedule que minimiza el valor de Ay dentro de los schedules 6ptimos.

Si Ax(O) = 0, entonces N tiene el mismo perfil de maquinas que O, que es lo que se
desea probar. Supongamos que Ax(O) > 0. Luego existirdn dos maquinas i™ e i~ tales que
LN > LY y LY < L9. Sea J~ el tltimo trabajo procesado en la méquina i~ en O. Consi-
deremos el schedule O, que es idéntico a O, exceptuando que J~ es procesado al tltimo en
la maquina .

Como el tltimo trabajo procesado en la méquina i™ en el schedule N eligié la maquina
it en vez de la i~ el trabajo J~ redujo su costo al hacer esto (pues el costo de un trabajo
es el nimero de trabajos que hay hasta el en la maquina que eligid), y como todos los otros
trabajos mantuvieron su costo, se tendra que C,(I) < Co(I). Por esto O" es un scheduling
éptimo, pero ademés Ay (0’) < Ax(O) lo cual es una contradiccién con la definicién de O.
Por lo tanto Ay (O) = 0.

Veremos ahora que todo equilibrio de Nash es un schedule 6ptimo. Sea N un equilibrio
de Nash. Notemos que si existe un schedule éptimo O que cumple que para todo trabajo
J; se tiene N(j) = O(j), entonces N es un scheduling éptimo, pues en una sola maquina

ordenar por WSPT es 6ptimo. Supongamos entonces que N no es 6ptimo. Dado un schedule
S # N, definimos fy(S) como:

fn(S) :=min{j € {1,2,...n} [S(j) # N(j)}.

Es decir, el trabajo Jy, () es el primero que juega en S en una maquina distinta a la que
juega en N.
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Sea O; = {SEO‘AN —O}. Sea O € O; tal que:

fn(0) = mix fn(S5).

Se0;

Es decir, O es un schedule 6ptimo con el mismo perfil de maquinas que N que maximiza
el indice del primer trabajo que va en una maquina distinta en V.

Sean

d:=Cro™ = {7 < fn(O)|N(5) = N(fn(O)}],
e:=Cpry0)? = {i < fn(0)|0() = O(fn(0))}] .

Como N y O tienen el mismo perfil de maquinas, entonces el schedule O asigna al menos
d trabajos a la maquina N(fy(0)).

Sea k el trabajo que ocupa la posicién d en la maquina N(fy(O)) en el schedule O. Se
tendrd que k > fn(O) pues todos los trabajos entre J; y J, 0)—1 fueron procesados en otras
maquinas o fueron procesados antes que Jy, (o) en esa misma maquina.

Sea O' el schedule que resulta de intercambiar en O los trabajos Js, o) ¥ Ji. Observamos
que O’ tiene el mismo perfil de maquinas que O pues solo se hizo un intercambio entre dos
trabajos, luego también tiene el mismo perfil de maquinas que N. Ademés fn(O') > fn(O),
pues ahora también el trabajo Jy, (o) juega en la misma méaquina en N y en O'.

Pero observemos que:

Co(I) = Co(I) = wyy0)Cry0) + wkCiry0)° — Wiy (0)Cryi0)° — wiCry(0)
= (wyy(0) — wk)(CfN(mN ~Cry0)°)

—

IA
o

Esta tltima desigualdad se debe a que fy(O) < k. Luego, wyy oy > wy. Ademds
Ctn(0) N < Cin(0) © pues hasta antes del trabajo fy(O) todas las méaquinas estdn iguales
tanto en NV como en O, y como N es equilibrio de Nash, J¢, (o) jugard en la maquina que
minimice su costo.

Pero fn(O') > fn(0), y ademés Co/(I) < Co(I), por lo que O' también es un schedule

optimo. Esto es una contradiccion con la definicion de O. Por lo tanto, N es un schedule
optimo. ]
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Capitulo 4

Costo promedio como funcién social
con un numero infinito maquinas

e

El precio de la anarquia del problema de scheduling Q|| Y_ C; esté acotado entre 4 y
2 [5]. Las instancias donde se consigue la cota inferior se logran en un ambiente particular de
maquinas, en donde todas las maquinas son idénticas, exceptuando una que es mas rapida
que el resto. Se conjetura aca que en ese contexto se da el peor precio de la anarquia, por lo
cual es interesante estudiar el juego en esas instancias en particular.

Se denotard por Qs1,.1 ‘ZC} al problema de scheduling de maquinas paralelas con
velocidades en el cual todas las maquinas son idénticas exceptuando por una que es mas
rapida. Es decir, si [ = (J, M) es una instancia del problema de scheduling QS,L.”JH > Cj,
asumiremos sin pérdida de generalidad que s; > 1y s5 = s3 = ... = s, = 1, donde s; denota
la velocidad de la maquina M,;.

En una instancia I = (J, M) del problema Q,1....1|| > C;, denotaremos por n(I) = 7|,
m(I) = | M|y s(I) = s;. Cuando no haya confusién se usard simplemente n, m y s.

En las instancias que dan la cota inferior del precio de la anarquia del juego asociado al
problema Q|| >~ C; el nimero de méquinas considerado es suficientemente grande para que
en el 6ptimo cada maquina de velocidad 1 deba procesar a lo mas un trabajo. Por eso, estas
instancias bastan para obtener una cota inferior de -4, por lo que se estudiard el precio de
la anarquia en este caso particular.

Se denotara por Qs,l,...oo...,1H >~ C; al problema de scheduling en el que todas las instan-

cias I = (J, M) son instancias del problema Q1. 1 H > C; y donde ademés se tendra que
m-+ s >n.

En una instancia del problema de scheduling QS,LMJ‘ ’ >~ C}, en cualquier equilibrio de
Nash; los primeros |s| trabajos estardan en la maquina M;. Asi también, el algoritmo MFT
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asigna los ultimos |s| trabajos a la maquina M;. Dado que los tnicos schedules que nos
interesa estudiar son los equilibrios de Nash y los schedules 6ptimos, es natural imaginar una
instancia de Qs1,..00...1 H >~ C} como si tuviera un nimero infinito de maquinas de velocidad
1, lo cual también justifica la notacion usada.

En el presente capitulo se estudia el precio de la anarquia del problema Qs 1, oo..1 ‘ | > Cj,
y se demuestra que su valor exacto es de 5. Este es el valor de la cota inferior ya conocida,
sin embargo acd se muestra de dos formas distintas que también es una cota superior.

4.1. Demostracion combinatorial de la cota con un nime-
ro infinito de maquinas

Se demostrard primero que el valor del precio de la anarquia es —% usando las propiedades
combinatoriales del problema. La estructura de demostraciéon puede resumirse de la siguiente
forma:

= Se probard primero que las instancias que alcanzan el peor precio de la anarquia, son
aquellas en que en el peor de los equilibrios de Nash de esa instancia, los primeros n — s
trabajos son asignados a la maquina més rapida.

= Se probara luego, para las peores instancias, el tamano de esos primeros n — s trabajos
siguen la misma estructura que el ejemplo de peor caso conocido del precio de la
anarquia para el problema Q|| C;, dado por Hoeksma y Uetz, y mostrado aca en la
Seccién 2.3. Esto es, se probara que en esas instancias, salvo escalamiento, se tiene que

1:p1:p2:...:p3,yqueparajzs,pj:(S_il)J_s.

= Se probard a continuacién que en las peores instancias, dentro de los tultimos s trabajos,
aquellos que no estén en la maquina rapida en el peor equilibrio de Nash, deberdn tener
un tamano igual a uno de los trabajos que si estan en la maquina réapida. Esto permi-
tird probar a continuacion que en el peor equilibrio de Nash de las peores instancias,
todos los trabajos estan en la maquina réapida.

= Se concluird que el precio de la anarquia se obtendra para las instancias que tienen la
misma estructura que el ejemplo de Hoeksma y Uetz, para las cuales se sabe que el
precio de la anarquia esta acotado superiormente por -

eil'
Teorema 4.1. Se tiene que

e

PPoA (ng,...oo...,lH Z Cj) T e_1
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Para probar este teorema, se introduciran algunas definiciones y se estableceran lemas
previos.

Definicién 4.2. Dada una instancia I del juego de scheduling Q|| C;, se denotara por
W(I) al conjunto de equilibrios de Nash de I con mayor costo. Cuando no haya confusién
respecto a la instancia con que se esté trabajando se denotara simplemente por W.

Definicién 4.3. Se denotara por Z al conjunto de instancias del problema Qs 1, .1 ‘ | > Cj,
y para s > 1, se define Z° := {] € I‘S(I) = s}. Es decir, Z° es el conjunto de instancias de
7, tales que la maquina rapida tiene velocidad s.

Lema 4.4. Definimos

Iy ={I e’ 3W e W(I), W(1) =W (2)=...=W(n—s)=M}.

Entonces, PPoA(Z;) = PPoA(Z°).

Demostracion. Probaremos que para cada instancia I € Z° existe una instancia I’ € Z7 tal
que PPoA(I’) > PPoA(I). Por contradiccién, supongamos que para toda instancia I’ € Z*
tal que PPoA(I") > PPoA(I), cada uno de los peores equilibrios de Nash tiene uno de los
n(I") — s(I'") = n(I") — s trabajos més chicos asignados en una maquina de velocidad 1.

Llamemos [ = ((pl,p2, . ,pn),/\/l). Consideremos W un peor equilibrio de Nash pa-
ra I. Por nuestra suposicién, sabemos que existe un conjunto de trabajos J, con J C
{J1,J2, ..., Ju_s}, asignados a una de las maquinas de velocidad 1. Consideremos I’ la ins-
tancia en la cual removimos los trabajos de J, y mantenemos las mismas maquinas. Es claro
que si asignamos cada trabajo en I’ a la misma maquina en la que estd asignado en W, es
un peor equilibrio de Nash. Entonces:

Cw(I) = Cw(D) = 3y

Por el algoritmo MFT, en la asignacién 6ptima de I y I’, cada uno de los s trabajos més
grandes esta en la maquina de velocidad s, y cada uno de los otros trabajos esta solo en una
maquina de velocidad 1. Luego:

Copt(I') = Cop(I) = Y _ ;.

jeJ

Usando esto se tiene que:
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Cw(l) =3 esPi _ Cw(l)
Con(1) = 2jesPi — Comll)

V

PPoA(I') =

= PPoA(I).

Luego tenemos una contradiccién, pues I’ admite un peor equilibrio de Nash que tiene
cada trabajo asignado a la maquina de velocidad s. O

Lema 4.5. Definimos
Ty = {I € I} |se cumple (4.1)} .

Donde
pj =D Vie{l,...,s}

s )J’ (4.1)

ps+j=p1(s_1 Vi€ {l,...,n—2s)

Entonces, PPoA(Z;) = PPoA(Z})

Demostracion. Por contradiccion, asumamos que PPoA (Z7) > PPoA(Z3), luego existe I =
(T, M) € Z¢ tal que PPoA(I) > PPoA(Z;). Como I € Z;, existe W € W(I), tal que los
primeros n — s trabajos son asignados a la maquina M; en W. Como W es un equilibrio de
Nash, se debe tener que:

Pj = p1 Vied{l,...,s}

)j Vie{l,...,n—2s} 4.2)

s
Dstj = D1 (s——l
Sea I' € T} una instancia tal que PPoA(I’) > PPoA(I), y tal que minimiza el nimero
de desigualdades estrictas de (4.2), y en caso de empates, tomamos una que minimiza el
primer indice de una desigualdad estricta. Luego, tomamos la primera desigualdad estricta,

digamos la M desigualdad, y definimos I” = (J”, M’), con

J" = @)1 +e),p5(1+¢),....,05(1 + &), 051 — Py + Do+ -+ D)), Djyar - 1)

Claramente PPoA(I”) > PPoA(!l’), y el nimero de desigualdades estrictas es el mismo,

pero ahora el primer indice de una desigualdas estricta es mayor, lo que es una contradiccion.
m

Lema 4.6. Definamos
I3 = {I S ‘pn([) > pn(z)_1}-
Entonces, PPoA(Z5) = PPoA(Z3)
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Demostracion. Dada una instancia [ = (J, M), definamos n(I) = ‘{j € j!pj = pn(l)}‘.
Dada I € 75, definamos:

v =min{n(I")|I' € Z;, PPoA(I') > PPoA(I)},

y sea I' € 73 tal que n(I') = vy PPoA(I') > PPoA(I).

Si v =1, entonces I’ € 73, y estarfamos listos. Supongamos que v > 1. Luego existen al
menos 2 trabajos con tiempos de proceso p,, lo que lleva a una contradiccion con la definicion
de Z3. ]

Lema 4.7. Definamos Zj como el conjunto de instancias I € 13 tales que existe un peor
equilibrio de Nash para I en el cual cada trabajo que no esta en la maquina de velocidad s,
tiene el mismo tiempo de proceso de uno de los trabajos que esta en la mdquina de velocidad
s, y tal que cada uno de los ultimos trabajos en la mdquina de velocidad s (los que estan
después de los primeros s trabajos) es indiferente entre esa mdquina y una de velocidad 1.
entonces, PPoA(Z;) = PPoA(Z3)

Demostracion. Fijamos n € IN. Sea [, una instancia que maximiza PPoA entre todas las
instancias de Zj que tienen a lo mdas n trabajos. Sea Wy, € W(I). Sean Jj,, J,,,...,Jj
los trabajos que no estan entre los primeros n — s que son asignados a la méaquina de
velocidad s en W,. Notemos que el trabajo J,, es indiferente entre la maquina de velocidad
s y una maquina de velocidad 1, pues si el trabajo J, prefiriera estrictamente una maquina
de velocidad 1, entonces podemos tomar una instancia I’ que solo cambia p,, por p, + ¢,y
para ¢ suficientemente pequeno se tiene

Cn(]0)+€
————— > PPoA(Z
Copt(l>+§ > o ( 0)

S

PPoA(I') =

Si J, prefiriera estrictamente la maquina de velocidad s, entonces podemos cambiar p,,
por p, — €, y para ¢ suficientemente pequeno se tendra que

Cn(I 0) — &
Copt(j) — £
Luego, en el peor equilibrio de Nash, el trabajo més grande es indiferente entre la maqui-

na de velocidad s y una maquina vacia de velocidad 1, por lo que asumimos que Jj, = J,, es
decir que el trabajo J,, esta en la maquina de velocidad s.

PPoA(I') = > PPoA ()

Ahora, definimos el bloque By como el conjunto de trabajos J; que son asignados a una
méquina de velocidad 1, y tales que p;, , < p; < pj,. Aqui llamamos J;, = J,,_s. Es claro que
cada trabajo que estd en una maquina de velocidad 1 estd en exactamente uno de los bloques.

Ahora probaremos que el ultimo bloque B, tiene a lo més 1 trabajo con tiempo de proce-
so en el intervalo |p;,_,,p;[. Si hubiera més de un trabajo ahi, tomemos la instancia I’, que
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cambia el trabajo mas pequeno dentro J;, y lo hace € mas pequeno, y cambia el trabajo mas
grande ahi dentro .J;,, y lo hace € méas grande. Para ¢ suficientemente pequeno, esto serda un
equilibrio de Nash todavia, basta ver que con esto ambos trabajos tienen aun su tiempo
de proceso en [p;_,,p;]. Es claro que Cn(I') = Cn(I), y que el tiempo de completacién
en el scheduling 6ptimo de los trabajos entre J;, and J;,_; es ahora mas pequeno en una
cantidad £, y todos los otros tiempos de completacion se mantienen iguales. Luego, tenemos
que PPoA(I') > PPoA(I), lo que contradice la maximalidad de I.

Ahora probaremos que cada trabajo Jj, es indiferente entre la maquina de velocidad s y
una maquina de velocidad 1, y que cada bloque By tiene a lo mas 1 trabajo con tiempo de

proceso en ]pjk,ppjk [

Probaremos por induccién sobre p, que para cada p = 0,1,2,...,0 — 1, el trabajo J;_
es indiferente entre la maquina de velocidad s y una méaquina de velocidad 1, y que ca-
da bloque B;_, tiene a lo més 1 trabajo en |p;_ _,,p;_,[. Esto ya fue probado para p = 0.
Asumamos que se cumple para cada nimero 0,1, ..., p—1, y probemos que se cumple para p.

Probaremos primero que el trabajo J;_ is indiferente entre la maquina de velocidad sy
una maquina de velocidad 1. Supongamos que esto no es verdad, entonces prefiere estricta-
mente la maquina de velocidad s. Tomemos una instancia I' que cambia pj,_ por pj;,_ — ee.
Debemos ver entonces que para ¢ suficientemente pequeno esto es un equilibrio de Nash. Ca-
da trabajo que tiene un tiempo de proceso menor a p;,_ es indiferente con este cambio. cada
trabajo que estd en la maquina de velocidad s y tiene tiempo de proceso mayor a p;_ aun
quiere estar en la maquina de velocidad s, pues ahora tiene menor tiempo de completacién
en esa mdquina. Sea Jg un trabajo con tiempo de proceso mayor o igual que p;_, en una
maquina de velocidad 1. Sea By, el bloque al cual J; pertenece. Entonces, si ahora prefiriera la
mdquina de velocidad s, irfa justo después del trabajo J;, . Pero por hipétesis de induccion,
el trabajo Jj, es indiferente entre cualquier maquina, por lo que su tiempo de completacién
es pj,, luego si el trabajo J; fuera en la maquina de velocidad s, su tiempo de completa-
cién serfa C}, = pj, — p% + P4 —¢. Como pg < pj,, podemos tomar € < (pj, — pa) (1 — %)
que es positivo, y luego C!, > p,. Entonces, para e suficientemente pequeno tal que eso se
tiene para cada trabajo en una maquina de velocidad 1, se tendra que es un equilibrio de
Nash. Luego, Cn(I') = Cn(I) — g’%l, pues p + 1 cambiaron su tiempo de completacién en
Y Cop(I') = Cop(1) — 5# pues para cada k = 1,2,...,1, ji < n — k + [se tiene
1%1 < %’p“, y por lo tanto PPoA(I") > PPoA(I), que contradice la maximalidad de I.

Ahora probaremos que el bloque B;_, tiene a lo més un trabajo con tiempo de proceso
en |pj_,_,,pj_,[- Si hubiera méds de un trabajo ahi, tomamos la instancia I’ que cambia
el trabajo mas pequeno ahi dentro J;, y lo hace ¢ mas pequeno, y cambia el trabajo mas
grande ahi dentro J;,, v lo hace ¢ més grande. Para ¢ suficientemente pequeno esto aun es
un equilibrio de Nash, para ¢ suficientemente pequeno tal que p;, +¢& < pj,_, pues el trabajo
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Jj,_ es indiferente entre cada méquina, por lo que el tiempo de completacién del trabajo
Jj,_, es pj,_,, y luego, el tiempo de completacion del trabajo J, si lo ponemos en la maquina
de velocidad s seria:

Pj,_ Pty + € 1
_ le+ t28 :pt2+€+<pjz,p_pt2_€) (1—g>>pt2+€

l—p

/ f— .
CtZ - p.]lfp S

Es claro que Cy(I') = Cn(I), y que el tiempo de completacion de los trabajos entre J;, and
Jt,—1 es mds pequeno por £,y cada uno de los otros tiempos de completacion se mantiene
igual. Luego tenemos que PPoA(I’) > PPoA(I), lo que contradice la maximalidad de I.

Concluyendo asi la demostracién por induccion.

Basta probar que no hay trabajos dentro de un bloque Bj que tengan tiempo de com-
pletacién en |p;, _,,p;[. Supongamos que hay un trabajo J; con p;, , < p: < pj,. Para ¢
suficientemente pequeno, podemos aumentar o disminuir p; en € y eso sera aun un equilibrio
de Nash. Y para ¢ suficientemente pequeno, la estructura del scheduling éptimo no cambiara,
implicando que cada trabajo se mantiene en su misma maquina, y la maquina de velocidad
s tendra los trabajos en el mismo orden.

Pero luego, el precio de la anarquia de la instancia sera:

PPoA(l') = — =
P+ Y =y
Jj=1 ! j=s+1 5 /
n
! /
Zleijt
j:
B J#t
- s n 41 Lt
n
le]+ Zl S Jpj "’p{tn—:
J= Jj=s+
J#t
S n +1
ntl—
ij+ Z s JpJ
n =1 j?;jl
J
;O} B ntl=t
A °
s n 1 et + n+1l—t
pi+ > T Ipy 4 pt= s
=1 j=s+1
J#t

Como esto es una funcién monétona de p, (o es constante), y esto se tiene para cada
p; €]pr — €, p¢ + €[, entonces cambiamos la instancia I’ para aumentar el precio de la anar-
quia. En el caso en que el precio de la anarquia es constante como funcion de p;, simplemente
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tomamos p; = pj, ,

]

Observacion 4.1. Como cada trabajo Jj,, Jj,, ..., Jj, es indiferente entre cada maquina, te-
s )n725+k

nemos que J;, = pi (;

Lema 4.8. En la peor instancia I, ningin trabajo estda en una mdquina de velocidad 1.

Demostracion. Sea I la peor instancia, cuya estructura estd dada por el Lema 4.7. Si un
trabajo esta en una maquina de velocidad 1, entonces existe k tal que By tiene al menos un
trabajo.

Si aumentamos un trabajo en By en ¢, tendremos que

CN<[) + €
Copt<I) + €n+1_(jk_1)

s

Si disminuimos un trabajo en Bj en ¢, tendremos que

PPoA(I') =

CN(]) — £
Copt([> — E%

Como I es la peor instancia, PPoA(I') < PPoA(I) para ambos casos. Luego,

PPoA(I') =

CN(]) + € < CN(I
Copt(I) + € (—”H*y’“*l)) = Com(I)’
lo cual es equivalente a que
9 _ i
Conl) < (1) ("F201),
de donde se concluye que
. SCO t(I>
< p R A
BETTET O
Analogamente, se tiene que
CN([)—S < CN([)

Com(l) — ¢ (M> = Cop(I)

S

lo cual implica que

N

S
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de donde se deduce que

. SCOt<I)
_ 1> 9o/
Jk—1+1=2n+ CN([>

Por lo tanto, deberiamos tener que j5_1 + 1 > ji. Esto implica que By, tiene 0 trabajos, y
luego cada trabajo estd en la maquina de velocidad s, lo que concluye la demostracion. [

4.2. Problema Lineal que acota el precio de la anarquia
con un numero infinito de maquinas

En esta seccion se muestra un conjunto de problemas de programacién lineal que acotan
superiormente el precio de la anarquia. Asi, basta encontrar una cota para el optimo de
estos problemas de programacién lineal para obtener una cota en el precio de la anarquia de
Qs1...00..1 | ‘ >~ C;. Estos problemas de programacion lineal, son fundamentales en la segunda
demostracion de que el precio de la anarquia de Q&L---oo---,lH >.Cjes —. Especificamente,
sea Z,, s el conjunto de instancias de Q5717._.Oo___71H > C; con n trabajos y tales que s; = s, se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.9. Para todon € N y s > 1, se tiene que PPoA (Z,, ;) < 1,5, donde:

<77n,3) Tpns = MAX i X; (4.3)
j=1

s.a. 0 <np, (4.4)
Pj—1 < Pj, \V/] =2,..., LSL (45)
x <2 (4.6)
S
X; <X, + 2 Vi=2 .. .. (4.7)
S
Xj Spj, VJ: LSJ +1,...,n, (48)

> ap =1, (4.9)
j=1

donde o; = min{™=1 1}.

Demostracion. Dado I € 7, ,, con trabajos de tamano p;, ps, ..., Dp,, sea N un equilibrio de
Nash de I, definimos:

~ Pk
Pr =

)

n
> p;
j=1
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- c.N

Co= b
> Qp;
j=1

Se vera que (p1, P2, - - -, Dn, 51, 52, ..., Cy) es un punto factible del problema de programa-
cién lineal (P, ). En efecto, en las instancias definimos los trabajos ordenados por tamano,
y tienen tamano positivo, por lo que serd claro que 0 < p; y que p;_; < pj paraj=2,...,n.

El primer jrabajo siempre elegird la maquina més rapida, por lo cual C;,¥ = L, de donde
se tiene que Cp = £

Para cualquier trabajo J;, su tiempo de completacion en N sera menor o igual que el
tiempo de completacién que tendria si elige la maquina M;. Ademas, la carga de la maquina

M, antes de asignar J; serd menor o igual que Cj_lN . Esto pues de no ser asi, el ultimo
trabajo procesado en M; podria haber elegido N(j — 1) en vez de M, y esto reduciria su

costo. Luego, C’jN < C’j_lN + ‘%, por lo que C; < Cj_; + %.

Dado que estamos trabajando en una instancia de Q1. .1 H > C}, para cualquier tra-
bajo J; existird una maquina de velocidad 1 vacia disponible como estrategia. El costo de
jugar en esa maquina es a lo més p;, por lo que CjN < p,;, de donde C; < p,.

Con esto concluye la prueba de que (py, pa, - - -, Pn, Ch,Co, . .. ,5n) es factible en (P,,).

Pero, el 6ptimo de la instancia I,, ; tiene costo

COPt(In,S) = Z Q;Dj-
j=1

Por esto, se tendra que

Este ultimo valor es el costo de un punto factible de (P, ), por lo que es menor o igual
al 6ptimo. Por lo tanto:

PPoA(I,s) < 7ps.
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4.3. Demostracion con PL de la cota con un nuimero
infinito de maquinas

En esta seccion se acotara superiormente por —; el valor 6ptimo de los problemas de pro-

1>C)) = 5,

gramacion lineal de la Seccién 4.2. Esto demostrara que PPoA (QSJ,MOO._,J
debido a que esos problemas acotan aquél precio de la anarquia.

Teorema 4.10. Para todon € N y s > 1, se tiene que r, s < -5

Demostracion. La estrategia de esta demostracion es la siguiente:

» Mostrar que el problema (P, ;) es acotado.

= Mostrar que lo anterior implica que todas las restricciones, excepto una estan en igual-
dad.

= Calcular el valor exacto del éptimo, usando las igualdades antes mostradas, y acotar
dicho valor por —<;.

Se probara primero que existe una solucién factible del dual de (P, s), con todas las varia-
bles positivas. Por el principio de dualidad débil, esto probaréa que el problema estd acotado.
En efecto, el dual de (P, ;) es:

(Dw) min w (4.10)
s.a. Yo — % + ajw > 0, (4.11)

Zj .
ijrl_yj_;J‘i‘CijZOa Vi=2,...[s] -1, (4.12)

ZS
—Yls) —%+awwzo, (4.13)
—ﬁ—ujJrozjw:O, Vi=|s]+1,...,n, (4.14)
s

Zj — Zj41 = 1, Vj = 17 ceey LSJ, (415)
2 — zjy1 +uj =1, Vi=ls]+1,...,n—1, (4.16)
Zn + up =1, (4.17)
y; >0, Vi=2...ls|,  (4.18)
2 >0, Vi=2..n,  (4.19)
u; >0, Vi=|s]+1,...,n. (4.20)

Sumando la Ecuacién (4.14) para j = n, con la Ecuacién (4.17) se obtiene:
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Zn
—— 4+ 2z, +aw = 1.
S

Luego, 2z, = ;5 (1 — aw).

Sumando la Ecuacién (4.14) con la Ecuacién (4.16), se obtiene para j € {|s] +1,...,n —1}:

s
De donde se tendra que
s
2= 7zl - au)
Finalmente, de la Ecuacién (4.15), se obtiene que z; = 1 + 241, para j € {1,..., |s]}.

Definimos a;,b; € R de modo que:

Zj = CLj — U)bj.

Luego:
=1 sij =n,
a; = S_Ll(aj-Fl_'—l)a VJG{L3J+1,,H—1},
aj+1+17 VjE{l,,\_SJ}
También:
ﬁan, sij =n,
bj=1q 5(bjs1+a;), Vie{ls]+1,...,n—1},
bj+17 \V/j € {17 c LSJ}
De este modo se tiene:
< s \t+l—j . .
So(2) T sl H1-g, Vied{l, . [s])
a; = t=|s]+1
N e B .
X vjie{ls)+1,....n}
=j

De donde:
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y también
n

S(Si
> o ()7 e {1, s

bj — t:L5J+1
S ()7, Vie{ls]+1,...,n}.

t=j

Observacion 4.2. Notar que

ap = ag 2 ... 2 Ay = ° ;
s—1
y que

1
bip>by>...>b, = .
s—1

Por otra parte, por la Ecuacién (4.13), se tiene que:
_ _Zlsl
Yis) = =7 + a5 w,

y de la Ecuacién (4.12), se tiene que para j € {2,...,[s] — 1} se cumple que:

2]
Yi = Yirr — o oG

Definimos ¢;,d; € R de modo que:

yj = Cj + wdj.

Asi, se tendra que:

Ci = _CLTSJ’ sij = LSJ’
’ CjJrl_%a VjE{Q,...,LSJ—l},

g — b%—i—aw, sij=|s],
T di + Y tay, Vie{2,.. . |s] -1}
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De lo anterior se deduce que para j € {2,...,|s]}

1
C; = —— E Qg
J S ' )
t=j

Ls) Ls)

1
dj :E;bt—i_;at

Finalmente, se tendra que:
1—z,, sij =n,
u; =
! 14241 — 25, Vjie{ls],....,n—1}
Lo que implica que:
(1 —ay,) + wby, si j =n,
u; = ,
T gy —ay) Fwlby = bja), ViE{ls], .. n— 1}

Teniendo las variables duales calculadas, basta notar ahora que:

ZjZO, ‘v’jE{Z,...,n},
y; >0, vie{2,.... [s]},
u; >0, Vie{ls]+1,...,n},

z
yg——l—l—aleO.
S

Esto prueba, por el principio de dualidad débil, que el problema (P, ) es acotado.

Dado que el problema tiene 2n + 1 restricciones y 2n variables, y como la restriccion
p1 > 0 no es activa, se tendra que todas las otras restricciones deben estar en igualdad, pues
el 6ptimo serd un punto extremo. De esta forma, se tiene que p; = ps = ... = p,, Yy que para

j—S J . , .
J>s,pj= (S_il)J p1,y que X; = ) P& Por esto, el 6ptimo del problema tendrd la misma

k=1

forma que el ejemplo de Hoeksma y Uetz [5], el cual tiene un valor menor a —%.
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Capitulo 5

Costo promedio como funcién social
con un numero finito de maquinas

En este capitulo se estudia el problema stl,-le > C;, en el cual hay una maquina de
velocidad s > 1, y el resto de maquinas tienen velocidad 1, sin asumir nada a priori sobre
el nimero de maquinas. Sin embargo, en el capitulo anterior se calculd de forma exacta el
precio de la anarquia para el caso en que m + s > n, por lo cual acé solo interesa el caso en
que m+ s < n.

Se probara en este capitulo que para el problema Q1,1 ! ‘ > Cj, el precio de la anarquia
esta acotado superiormente por g, y se conjetura que ese valor es en verdad igual a —;.

Por tltimo, se mostrara un problema de programacién lineal que acota superiormente el
precio de la anarquia del caso mds general, el problema Q|| C;.

5.1. Problema Lineal que acota el precio de la anarquia
con un numero finito de maquinas

En esta seccion se muestra un problema de programacién lineal andlogo al de la Sec-
cion 4.2 para el problema QS,L“.JH >~ C;. Este problema de programacién lineal, tiene un
optimo que acota superiormente el precio de la anarquia para todas las instancias para cierto
ambiente de maquinas y cierto nimero de trabajos ahi definido.

Definicién 5.1. Dada una instancia I de Q51,1 ’ >~ C}, con m méaquinas, n trabajos y en
la que la maquina rapida tiene velocidad s € IN, definimos el valor de los coeficientes «; de
la siguiente forma:

1—9 1—9 1—9
S m+s—1 m+s—1
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Los coeficientes son definidos de esa forma, pues son el peso que tiene el trabajo en el
costo éptimo. Esto se puede ver de forma mas precisa en el siguiente lema.

Lema 5.2. Dada una instancia I del problema de scheduling Q1,1 ‘ >~ Cj, con m mdqui-
nas, n trabajos y en la que la mdquina rapida tiene velocidad s € IN, y donde los tamanos
de los trabajos son p1 < ps < ... < p,, se tiene que:

Copt(I) = a;p;.
j=1

Demostracion. En efecto, dado un schedule S cualquiera de I, su costo puede ser obtenido

Ccomo
n
TS

Cs(I) =Y —pj,

=1 580)

donde TJS es el numero de trabajos que son procesados en la misma maquina que el trabajo
J; vy que no son procesados antes que J; (esto incluye al mismo trabajo J;) en el schedule S,

Y 8s(j) es la velocidad de la maquina en la que J; es procesado en S. Por esto, basta ver que
TOPT
J

sorrg) U

Por el algoritmo MF'T se tendré que en un schedule éptimo, los s trabajos mas grandes
irdn en la maquina rapida, y los siguientes m — 1 trabajos irdn en una maquina de velocidad
1 cada uno. Luego, los siguientes s trabajos iran en la maquina rapida, y los siguientes m — 1
iran en una maquina de velocidad 1 cada uno. Y asi se ird repitiendo hasta que se acaben
los trabajos por procesar.

En la ultima ronda de m+ s — 1 trabajos, los coeficientes que acompanaran a los trabajos

en el 6ptimo seran (1, 1,...,1, %1, ‘9;—2, cee %, %) Es decir, para los trabajos de la tltima
ronda el coeficiente serd a; = méx{"“LSl_j, 1}. En la pentultima ronda, los coeficientes que
acompanaran a los trabajos serdn (2, 2,...,2,1+ 52—1, 1+ %, B %, 1+ %) En general,

en la ronda k desde el final hacia adelante, los coeficientes que acompanaran a los trabajos
seran (k,k,...,k,k—1+%,k—l—l—%,...,k—l—i—%,l—k%),

Dado que las rondas son de tamano k —1, la ronda del trabajo J; sera (%18__31

claro que el coeficiente que acompana al trabajo J; en el schedule éptimo es:

j ::méx{ﬂ_ul_[w_ﬂ,l%[uw_l
$5(5) s m+s—1 m+s—1

Esto prueba que Copi(I) = Y a;p;.
j=1

W. De acé es
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Definicién 5.3. Dada una instancia I del problema de scheduling QS,L.,,JH >.Cj, con m
maquinas, n trabajos y en la que la maquina rapida tiene velocidad s € IN, definimos R como
el tamano de una ronda, es decir:

R:=m+s—1.

Observacion 5.1. La definicién anterior esta motivada por el hecho de que en el éptimo, la
estructura de como se asignan los trabajos es tal que los ultimos R trabajos estan asignados
de la misma forma que los siguientes R trabajos, y asi de forma consecutiva hasta terminar
de asignarlos todos. Mas aun, se tiene que

aj_g = o+ 1.

Lo anterior se tiene pues si el trabajo J;_g estd en una maquina de velocidad 1, se tiene
que en el 6ptimo tiene exactamente un trabajo mas arriba que el trabajo J;, y si el trabajo
Ji—r estd en la maquina de velocidad s, en el éptimo tiene s trabajos mas arriba que el
trabajo J;. En ambos casos, el coeficiente aumenta en 1.

A continuacién se presenta el resultado principal de la seccién, en el que se muestra que
si se fijan el nimero de trabajos, el nimero de maquinas y la velocidad de la maquina més
rapida, se tiene que el precio de la anarquia de todas las instancias que tienen esas maquinas
y numero de trabajos esta acotado superiormente por el éptimo de un mismo problema de
programacion lineal.

Teorema 5.4. El precio de la anarquia del juego QSJ,.,_JH > C; estd acotado superiormente
por el optimo del siguiente problema de programacion lineal.

Tm.s = MAX > X (5.1)
7=1
s.a. 0 <pi, (5.2)
Pj-1 S Dy, vj - 2a s Ny (53>
X <2 (5.4)
S
XjSXj—l‘i‘&, VJ: yee e, N, (55)
S
Xj Spj"’Xj—Ra VJZR—Fl,,?’L, (57)
7=1
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Demostracion. Sea I una instancia del problema Qg1 1 H > C; con n trabajos y m maqui-
nas, de modo que s; = s € IN. Sean pq, ps, ..., p, los tamanos de los trabajos de la instancia
I. Claramente podemos asumir sin pérdida de generalidad que p; < ps < ... < p,.

Dado N un equilibrio de Nash de I, definimos los siguientes valores:

~ Pk

Pk = 7/,
> Qyp;
j=1

y N

~ C

Crp = 5——.
> Qp;
j=1

Se vera que que (p1, P2, - - -, P, 61, 6’2, e 6’,1) es un punto factible del problema de pro-
gramacion lineal (P, ). En efecto, en cualquier instancia los trabajos son positivos, luego
se cumple que 0 < p;. Ademas, como asumimos sin pérdida de generalidad que los trabajos
estan ordenados por tamano, se tendra que p;_; < p; para j = 2,...,n.

. . . - /. . ‘ ro. N _p
El primer jraba;]o siempre elegird la maquina més rdpida, por lo cual 1™ = £, de donde
se tiene que C} = 2.

Para cualquier trabajo J;, su tiempo de completacion en N sera menor o igual que el
tiempo de completacién que tendria si elige la maquina M;. Ademas, la carga de la maquina
M, antes de asignar J; serd menor o igual que Cj_lN . Esto pues de no ser asi, el iltimo
trabajo procesado en M; podria haber elegido N(j — 1) en vez de M, y esto reduciria su
costo. Por esto, el costo que tendria el trabajo J; de haber sido asignado a la maquina M;
serd menor o igual a Cj_;" + 2, de donde se tiene que C;¥ < C;_1" + 2. Dividiendo por
el costo éptimo se tiene que

C,<Ci+2
S

Dado un trabajo J;, con j > R, definimos el conjunto 7 := {J;_ri1, Jj—rt2, .-, Jj—1}
que tiene R — 1 trabajos. Luego, dentro de este conjunto debe suceder una de dos cosas, o
una maquina de velocidad 1 no tiene ningin trabajo de 7} asignado en ella, o la maquina M,
tiene menos de s trabajos de T} asignados a en ella. Sea M; una maquina que cumple esto,
y sea @ el costo del trabajo J; si fuera procesado en la maquina M; en vez de la maquina
en que estd asignado en N. Como N es equilibrio de Nash, se tiene que C’jN < 6]-.

Sea Lf H1a carga de la maquina M; en el momento en el cual solo han sido asignados
los trabajos Ji, Ja, ..., Jj_g. Claramente se tiene que LgiR < Cj,RN.
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Si M; es una maquina de velocidad 1, se tiene que
Cj =L " +p;.

Si M; es la méaquina de velocidad s (es decir, i = 1), sean J;,, Jj,, ..., J;, los trabajos de Tj
que son asignados a M;. Por definicién de M;, se tiene que r < s. Pero luego:

— ; 1 1 1 1
R
C;=1L; TP T P e T Dy P
i 1 1 1 1
S LI+ =pi+=pj+...+=pi+-p
S S S S
:LgiR‘i‘ipj
' S
ELfiR—i-pj.

Por esto, se tiene que en cualquier caso 6]- = LffR—l—pj. Pero C’jN < 6j, y LffR < Cj,RN,
de donde se concluye que:

CjN < Cj_RN + pj-
Finalmente, dividiendo por _ a;p;, se tiene que:
j=1
AN _— AN ~
Con esto concluye la prueba de que (py, pa, - - -, Pn, C1,C, ... ,5n) es factible en (P, ).

Pero, como se vio en el Lema 5.2, el 6ptimo de la instancia I tiene costo

Por esto, se tendra que:

Pero este ultimo valor es el costo de un punto factible del problema de programacién

lineal. Debido a esto se tendra que ) éj sera menor o igual al 6ptimo del problema, de
j=1

donde se concluye que PPoA (/) es menor o igual al 6ptimo del problema de programacién
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lineal definido en el teorema.

]

5.2. Cota superior para un numero finito de maquinas

Usando las desigualdades del problema de programacion lineal de la Seccion 5.1, ha sido
posible acotar superiormente por g el costo del precio de la anarquia de todas las instancias
de Qs1,..1 H >~ C; que cumplen s; € IN. Esto mejora la cota superior de 2 que era conocida
hasta ahora para este caso, y deja el precio de la anarquia de este problema entre —< y g

Teorema 5.5. El precio de la anarquia del juego asociado al problema stl,,le > C;, con
s € IN, estd acotado superiormente por g

Demostracion. La demostracion incluye exclusivamente una manipulacién de las desigualda-
des del problema de programacion lineal dado en el Teorema 5.4, el cual cumplen los tiempos
de proceso y los tiempos de completacion en cualquier equilibrio de Nash.

Observemos que una instancia del problema (fijando las mismas méquinas) con n traba-

jos cuyos tiempos de proceso son (p1,ps, ..., Pn), €s una instancia factible del problema con

n + 1 trabajos, cuyos tiempos de proceso son (0,py,pa,...,p,). Luego, si acotamos por %

el problema de programacién lineal para (n,m, s), entonces quedaran acotados por g todos
los problemas de programacion lineal para (n',m,s), con n’ < n. Por esto, serd suficiente

hacerlo paran = Rk, con R:==m+s—1y k > 3.

Sea Ipym, s una instancia con Rk trabajos, m méquinas y s; = s. Se asumira sin pérdida
Rk
de generalidad que z;ajpj, para lo cual basta reescalar los tamanos de los trabajos p; de
1=
modo que el precio de la anarquia no cambie.

Para este caso tendremos que:

Rk
PPoA (Ipgms) = Y C;

=1

<
Il

k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R
(X er y o
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
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Pero en la suma de la derecha, iterando la Ecuacién (5.5), se obtiene que
d p
C; < Clh—iyrir—s + > =.
j = Y(k—i)R+R s

t=(k—i) R+ R—s+1

Luego, usando la Ecuacion (5.7)

k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R 4 4
PPOA [kas Z Z (pj —|—C] R)+SC i)R+R— s Z %p]
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R
<> D i +sChnrins+ Yy, SRS,
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1

Ademas, iterando nuevamente la Ecuacién (5.5), se tiene que

(k—i)R+R—s

p.
Clhmiprin—s < Y .
=1
Sigue que
k[ (k—i)R+R—s (k—i)R+R—s (k—i+1)R _ .
PPoA (Ippms) <> | D ivpi+ > pt Y HDEEL,,
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=1 j=(k—i) R+R—s+1
k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R . .
531 D DI E D DR (B R )
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i) R+R—s+1
k (k—i)R+R—s (k—i+1)R
=X 12 > o+t Y.
i=1 j=(k—i)R+1 j=(k—i) R+R—s+1

La tultima igualdad se obtuvo de la definicién de «;. Por otra parte, se tiene que

k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R | |
PPoA (Iptms) <D | Y. i pj+sChoppens+  »,
i=1 \ j=(k—i)R+1 Jj=(k—i)R+-R—s+1
k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R | |
< Z Z i-Pj 18 Ph—i)R+R—s T Z Ut
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
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Notemos que

(k—i+1)R

> (k—i+1)R+1—7)

j=(k—i)R+R—s+1

8 P(k—i)R+R—s — S s(s+1) P(k—i)R+R—s
2
e
< (k—i+1)R
<2 (k—iA)RH1—j
T os4+1 Z s bi
j=(k—i)R+R—s+1
(k—i+1)R
<2 Z %pﬁ

(k—i)R+R—s+1

.
Il

Tenemos también que por la Ecuacién (5.3)

(k—i+1)R

S P(k—i)R+R—s < Z D;-
j=(k—i)R+R—s+1

Luego, se tendra que

k[ (k—)R+R—s (k—i+1)R A A
PPoA (Irkms) < Z Z i pj+i-8: Pk—i)ReR—s T Z %pj
i=2 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
kR—s kR
+ Z Dby + s PkR—s + Z kR—H ]p]
j=(k=1)R+1 j=kR—s+1
k[ (k—i)R+R—s (k—i+1)R | |
< Z Z 1pj + SP(k—i)R+R—s T+ Z (l -1+ %) Dj
=2\ j=(k—i)R+1 j=(k —i)R+R—s+1
kR—s kR
n Z Dy 42 Z kR+1 KR4I,y Z kR+1 KREL
j=(k—1)R+1 j=kR—s+1 j=kR—s+1
k[ (k—i))R+R—s . (k—i+1)R
. k—it+1)R41—j
3 D S R o
=2 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
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9 —i+1) (k—i+1)R ‘ ‘
+§ Z I SR (R CE
i)R+R—s+1 j:(k—i)R—l—R—s—i—l
kR—s
CE e o
j=(k—1)R+1 j=kR—s+1
k  [(k—i))R+R—s (k—i+1)R
S ine Y (imrergpeemnay),
=2 \ j=(k—i)R+1 j:(kf‘)RJererl
kR—s
CS s 3
j=(k—1)R+1 j=kR—s+1

Pero como 7 > 2 se tiene que 7 — 1 + % < g(z —1). Luego se tiene que

k [(k—i)R+R—s 5 (k—i+1)R ’ ‘
PPOA ) S3 2| 3 ipry 3 (et

=2 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i) R+R—s+1
kR—s kR
kR+1—j
Y w3 Y, MEEp
j=(k—1)R+1 j=kR—s+1

k (k—i)R+R—s (k—i+1)R kR—s

5
= D amity DL am+ ) ap
i=2 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1 j=(k—1)R+1
kR
+3 Z a;pj.
j=kR—s+1

Finalmente, uniendo las dos desigualdades obtenidas se tendra que:

9 k (k—i)R+R—s (k—i+1)R
PPoA (Irims) < 3 Z 2- | Z a;pj + | Z ;jDj
i=1 j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
1 k (k—i)R+R—s 5 (k—i+1)R
el 2 amtg 2 aw
i=2 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
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5.3.

IN

kR—s kR
+ Z a;pj + 3 Z a;p;
j=(k—1)R+1 j=kR—s+1
5(k—z‘)R+R—s 1 (k—i+1)R 5 kAo
3 2 amty D> ap|tz ) ap
i=2 j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1 j=(k—1)R+1
kR
d
T3 > P
j=kR—s+1
k 5(k—z‘)R+R—s 5 (k—i+1)R 5 ER—s
> 3 > ajpj + 3 > apj | +3 Y.
i=2 j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1 j=(k—1)R+1
kR
>
3 2 ap
j=kR—s+1
5 k (k—i)R+-R—s (k—i+1)R
s | 2 amt 2> ap
i=1 \ j=(k—i)R+1 j=(k—i)R+R—s+1
5 RE
3 @;jDj
=1
)
3

O

Problema Lineal que acota el precio de la anarquia

en maquinas con distintas velocidades

En esta seccion se presenta un problema de programacion lineal analogo al de la Sec-
cién 5.1, pero para una instancia cualquiera del problema Q|| > C;. Este problema tiene un
nimero considerablemente mas grande de ecuaciones, pero en general muchas de ellas seran
redundantes.

Teorema 5.6. Dada una instancia I = (J, M) del problema Q|| C;, donde J tiene
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n trabajos, se tiene que PPoA(I) estd acotado superiormente por el dptimo del siguiente
problema:

mAx > X (5.9)

j=1
s.a. 0<p (5.10)
Di—1 < pj Vi=2,....n (5.11)
Xj S Xjfk + Ant1—-kDj VJ = 1, c. ,n,Vk = 1, c. ,j (512)

1= Zajpj (513)
j=1

Demostracion. Llamamos OPT al schedule entregado por el algoritmo éptimo MFT, con
alguna regla para romper empates.

Denotamos por hY := H] e{n—k+1,... ,n}’OPT(j) = MZ}| Es decir hf es la canti-
dad de trabajos dentro de los ultimos k£ que son asignados a la maquina M;.

Sea N equilibrio de Nash de I. Se probara que el vector (pl,pg, e P, OOV O CnN)
es factible para el PPL, lo cual probara que el precio de la anarquia es menor o igual que
el 6ptimo del PPL, pues luego de reescalar los coeficientes, el precio de la anarquia de la
instancia es igual a la funcién objetivo evaluada en ese vector.

Para ver que es factible, notemos que efectivamente 0 < p; < ps < ... < p,. Luego, solo
basta probar que para 1 < j < ny para 1 < k < j, se tiene que C’jN < C’j,kN + Qg 1-kDj-

En efecto, sea 1 < j < nyseal <k < j. Para cada par (j, k), definimos el conjunto
Ty como Ty ; = {Jj—kt1, Jj—k+2, ..., Jj—1}. En una de las maquinas M; se debe tener que
la cantidad de trabajos de T}, ; asignados a M; en el 6ptimo debe ser menor o igual a h¥ . esto

pues Y hF =k > |Tj,|.
i=1

Sea 5j el costo del trabajo J; si fuera procesado en la maquina M; en vez de en N(j).
Como N es equilibrio de Nash, se tiene que C’jN <.

Por otra parte, sea L¢(N) la carga de la maquina M; en el schedule N considerando solo
los primeros d trabajos.

Claramente A
Ci¥ = max LITF(N).

ie{1,2,....,m}
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Sean Jj,, Jj,,...,J; los trabajos de T ; que son asignados en N a la méquina M,;. Por

definicién de M;, se tiene que r < h¥. Se tendra que:

~ . 1
C; < LI7H(N) + ;(le + iy + -+ D+ Dj)

. 1
hF
< Cj_kN + %pj

(2

. hk
Finalmente, observando que - < api1-_k, S concluye que: CjN < Cj,kN + Qpp1-kDj-
O
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Capitulo 6

Pruebas Computacionales

6.1. Problema a resolver

En el Capitulo 5, se vio que el valor precio de la anarquia del problema de schedu-
ling stl,u-le > Cj estd entre -5 y g Sin embargo, el precio de la anarquia del problema
de scheduling QSJWOO.,,JH >.C; es —, vy el precio de la anarquia de las peores instancias
de QSJWOO,_,JH >~ C; solo puede hacerse mas pequeno al disminuir el nimero de maquinas
de velocidad 1, pues el costo del peor equilibrio de Nash se mantiene, y el costo del 6ptimo
aumenta, es razonable suponer que el precio de la anarquia de (051, 1 ’ | > C; también es <.

Este problema continia abierto y es la principal pregunta como trabajo futuro.

Conjetura 6.1. El precio de la anarquia del juego de scheduling Q) 1” Y. Cjes =%

e
----- e—1"

El principal argumento que sostiene esta conjetura es debido a que en pruebas compu-

tacionales realizadas se probd computacionalmente que para ciertos casos el precio de la
, . B
anarqufa no es superior a —.

Dado un ntmero de trabajos n, un nimero de maquinas m y una velocidad s € IN, se
vio en la Seccién 5.1 que el precio de la anarquia de cada una de las instancias posibles con
n trabajos, m maquinas y s; = s estan acotadas superiormente por el éptimo del problema
de programacion lineal definido en el Teorema 5.4.

Notar ademés que una instancia de k trabajos, con £ < n, puede ser representada por
otra instancia de n trabajos, agregando n — k trabajos de tamano 0. Esto dice, que si
Thm,s < %7 para ciertos (n,m,s), entonces se tiene que el conjunto de instancias Z del
problema QS,LMJH >~ C; que tienen m maquinas, s; = s, y k trabajos, con k < n es tal que
PPoA (7) < 5.
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Tnm,s = Max ZXj (6.1)
j=1
s.a. 0<mp (6.2)
p]fl S pja vj = 27 , 1, (63>
X <2 (6.4)
s
X, <X+ 5 Vi=2....n (6.5
s
ngpja \V/j28+1,...,R, (66)
Xjfpj—i-X]_R, Vi=R+1,...,n, (67)

Z Oéjpj =1. (68)
7j=1

6.2. Pruebas realizadas

Se resolvieron computacionalmente todos los problemas de programacion lineal (P, s),
tales que n = 1000, s > 2, s € N, m > 1 y m + s < n. Esta iltima condicién se debe a que
si m + s > n, la instancia pertenece a QS,LWOO,,.JH > Cj, y en el Capitulo 4 se probé que
PPoA (stl,“mm’lH > Cj) = 5. Esto dio a lugar el valor 6ptimo para 498.501 problemas
de programacién lineal, cada uno con 2000 variables, los cuales fueron resueltos con el soft-
ware IBM ILOG OPL-CPLEX.

El siguiente grafico muestra para cada s, el valor de m con el que se alcanzo el mayor
optimo de alguno de los problemas de programacién lineal para aquél s.
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Mdmera de maguinas gue maximiza el dptimo del PPL.
1DDD T T T T T T T T T

900 - .

800 .

700 .

B00 .

200 -

400 -

300 -

Peor ndrmero de maguinas m

200 - -

100 - -

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 00 200 300 400 &S00 BOO 70O 8OO S00 1000
Yelocidad s

Este grafico muestra que no se cumple necesariamente que el peor nimero de maquinas
para cada s es el mayor m posible, lo cual solo se cumple a partir de s > 66.

El siguiente grafico muestra el peor precio de la anarquia alcanzado para cada s, dentro
de todos los valores de m posibles.

Wlaximo precio de la anarquia posible para cada velocidad.
16 T T T T T T T T T

- - - -
[ [N . in
.

—_
s

Precio de la anarquia maximao

09

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 &00  BOO 700 8OO 900 1000
Yelocidad s
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El maximo alcanzado en este grafico es 1.577642, el cual se alcanza para s = 119, el cual
tiene el peor precio de la anarquia para m = 881. Dado que 1.577642< =5 ~1.582, se con-
cluye que paran < 1000 y s € IN, se tiene que el precio de la anarquia es menor o igual a —.

Se detalla a continuacién una tabla donde se muestra el peor precio de la anarquia para
conjuntos de velocidades, divididos en intervalos de tamano 50.

’ Maximo valor de PPL segtn intervalo para s.

|

Intervalo para s | Peor s | Peor m | Valor méximo

2,50] 50 903 1.5727
[51,100] 100 900 1.5773
[101,150] 119 881 1.5776
[151,200] 151 849 1.5761
[201,250] 201 799 1.5651
[251,300] 251 749 1.5406
[301,350] 301 699 1.5035
[351,400] 351 649 1.4569
[401,450] 401 599 1.4041
[451,500] 451 549 1.3478
[501,550] 501 499 1.2899
[551,600] 551 449 1.2329
[601,650] 601 399 1.1806
[651,700] 651 349 1.1351
[701,750] 701 299 1.0969
[751,800] 751 249 1.0658
[801,850] 801 199 1.0413
[851,900] 851 149 1.0228
[901,950] 901 99 1.0100
[951,999] 951 49 1.0025

Cabe notar que esto es una demostraciéon computacional de que de existir alguna instancia
con precio de la anarquia mayor al conjeturado y s € IN, esta debe encontrarse con n > 1000.
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Capitulo 7

Conclusiones y problemas abiertos

7.1. Principales aportes

Los principales aportes del presente trabajo se presentan a continuacion:

Se estudié completamente el precio de la anarquia del juego de scheduling con maquinas
idénticas, cuando la funcién objetivo es ) w;C; y también para la funcién objetivo ) C;.
Esto se hizo en el caso de equilibrios de Nash en estrategias mixtas, lo que extiende los
resultados ya conocidos en estrategias puras.

Se encontrd una cota inferior de 2 para el juego de scheduling Q|| > w;C;. Esto mejora la
cota de —% existente para el problema de scheduling Q|| Y_ C};, la cual también era aplicable
a este problema.

Se presentan dos demostraciones distintas de que el precio de la anarquia del juego de
scheduling Qs 1. co..1 ’ > C; es exactamente —5;. Esto muestra que en el ambiente de maqui-
nas ahi definido, el peor ejemplo conocido hasta ahora es efectivamente el peor ejemplo exis-
tente.

Se demostro que es posible obtener una cota superior de g para el precio de la anarquia

del juego de scheduling QS,L,,,J‘ ’ > C.

Se mostré un problema de programacion lineal cuyo éptimo acota superiormente el pre-
cio de la anarquia del conjunto de instancias del problema Q|| C; para un ambiente de
maquinas fijo con velocidades cualquiera.

Se presentd como conjetura que el precio de la anarquia del juego QSJ,MJH >.Cjesen
realidad —%; y se realizaron pruebas computacionales que, usando el problema de programa-

cion lineal, soportan la conjetura. Mas aun, estas pruebas computacionales muestran que de
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ser mayor el precio de la anarquia, un ejemplo debe ser buscado con un ntmero mayor a
1000 trabajos.

7.2. Trabajo futuro

El principal problema abierto es continuar con el calculo exacto del precio de la anarquia
para el juego Qs,1,...,1H >~ C;. Por las pruebas mostradas en el Capitulo 6 se puede esperar
que el precio de la anarquia debe ser —=.

El siguiente paso natural es calcular de forma exacta el precio de la anarquia del problema
Q|| >_ Cj, el cual se sabe que esta entre —% y 2, pero se sospecha que es —%;.

Finalmente, queda por reducir el gap para el precio de la anarquia del juego Q|| > w;C;,
el cual por ahora solo se sabe que tiene un valor entre 2 y 4.
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