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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: EMILIO VILCHES GUTIERREZ
FECHA: 14/08/2012

PROF. CARLOS CONCA R.

Un problema con superficie libre es aquel cuya formulacién matematica involucra superficies
que deben ser encontradas como parte de la solucion. Tales superficies se llaman superficies
libres.

El objetivo del presente Trabajo de Titulo es el estudio del flujo irrotacional de un fluido
no viscoso e incompresible a superficie libre con gravedad. La dificultad se centra en la
determinacion de la superficie libre y en la no linealidad existente sobre ella.

La presente memoria se divide en dos partes. En la Parte I se estudia el método de
Sautreux. Para ello, en el Capitulo 3 se presenta el método de la hoddgrafa. En el Capitulo
4 se obtiene rigurosamente el método de Sautreaux. En el Capitulo 5 se aplica este método
a dos familias de funciones y se obtienen algunas soluciones explicitas.

En la Parte II se utiliza la técnica de diferenciacién con respecto al dominio en el caso
del flujo a través de un obstaculo. En el capitulo 6 se entregan las definiciones y resultados
basicos sobre espacios de funciones, dominios de frontera regular y el problema de Neumann.
En el Capitulo 7 se estudia el problema sobre un obstéculo y se entregan algunos resultados
de existencia de soluciones. En el Capitulo 8 se presenta el método de diferenciaciéon con
respecto al dominio y se aplica al problema del flujo sobre un obstdculo. Con esto, en el
Capitulo 9, se obtiene el método de optimizacién adjunta y se muestran algunos resultados
numéricos obtenidos por Van Brummelen [30].
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema con superficie libre puede ser definido como aquel cuya formulacién ma-
tematica involucra superficies que deben ser encontradas como parte de la solucién. Tales
superficies se llaman superficies libres. Problemas con superficie libre ocurren en muchas ra-
mas de la ciencia y la ingenieria. Ejemplos de éstos son las ondas en el mar, la fusién del
hielo, el flujo a través de un medio poroso, el flujo de un material viscoplastico (lava), for-
macion de burbujas y flujo a través del lecho de un rio. El presente trabajo esta dedicado a
estudiar las aplicaciones provenientes de la mecanica de fluidos. En particular se tratara el
caso de un flujo irrotacional de un fluido no viscoso e incompresible en dos dimensiones con
una superficie libre. Ejemplos clasicos de éstos son: el flujo a través de un obstaculo, el flujo
bajo una compuerta, un chorro dejando una boquilla, el flujo sobre un vertedero, el flujo que
emerge de un recipiente y flujos que intersectan muros.

Las herramientas principales para estudiar flujos con superficie libre en dos dimensiones
son: las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y las funciones de variable compleja (teoria
de flujo potencial). Asi, en general, un problema con superficie libre se puede formular como
una EDP, pero debido a que la superficie libre es desconocida, se debe agregar una condicion
adicional. Esta condicion, conocida como la condicion de superficie libre, generalmente es no
lineal y convierte al problema con superficie libre en uno particularmente complejo y que en
muchas ocasiones requiere de técnicas numéricas especificas.

Dentro de los flujos irrotacionales de un fluido no viscoso e incompresible en dos dimen-
siones hay dos efectos fisicos importantes a considerar; la tensién de superficie y la gravedad.
El caso en que la tensién de superficie y la gravedad no actian es bien conocido (véase
[2, 11, 1, 31]). Por otro lado, cuando la tensién de superficie o la gravedad actia, el problema
con superficie libre se vuelve mas complicado y, generalmente, sélo se puede acceder a solu-
ciones numéricas. En la presente Memoria se trabajara en el caso en que la gravedad actia
y la tensién de superficie es despreciable.

Existe una gran gama de métodos de resolucién de problemas con superficie libre. Entre
ellos destacan: el truncamiento de series, la resolucién de ecuaciones integrales, diferencias
finitas, elementos finitos y ecuaciones integrales en la frontera. Vanden-Broeck [31] hace una
exposicién detallada de los dos primeros métodos, mientras que Yeung [37] hace una revisiéon
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de los ultimos tres.

Aunque, en general, no es posible encontrar una solucién explicita exacta a algin problema

de interés, es posible considerar varias clases de soluciones exactas y, entonces, determinar la
geometria del problema asociado. Esto es conocido como método inverso (véase [35]).
Los métodos inversos en problemas con superficie libre tienen una larga historia, recopilada
por Wehausen & Laitone [35]. Se sabe que el primero de ellos data de 1893 y fue deducido
por Sautreaux [19, 20]. El método de Sautreaux ha sido redescubierto en formas equivalentes
en varias ocasiones por distintos autores; Blasius en 1910 [3], Wilton en 1913 [36], Villat en
1915 [33], Richardson en 1920 [17], Lewy en 1952 [15]. Posteriormente, otros autores han
utilizado alguno de los métodos anteriores para obtener ejemplos de soluciones explicitas
exactas; Craya en 1949 [6], Vitousek en 1954 [34], Tuck en 1975 [28], Hocking en 1985 [13]
y Tuck & Roberts en 1997 [29]. Sin embargo, las soluciones obtenidas por estos autores no
han resultado tutiles en las aplicaciones industriales. Asi, la modelacién de problemas con
superficie libre es un drea desafiante y que ain presenta una gran variedad de problemas
abiertos.

1.1. Motivacion

Los problemas con superficie libre estdan presentes en la mayoria de los procesos hidrau-
licos. Las economias de escala y el creciente interés en minimizar costos de produccion han
favorecido el desarrollo de nuevas técnicas en la resolucion de estos problemas.

La presente Memoria se divide en dos partes. La motivacion de la primera parte proviene
de la necesidad de buscar soluciones explicitas a problemas con superficie libre. La ventaja
de estas soluciones explicitas no radica solamente en su simplicidad en el célculo, sino que
éstas pueden ser ttiles para probar la precision de un método numeérico especifico, en un caso
mas sofisticado. La motivaciéon de la segunda parte proviene de tratar de aplicar una técnica
de disenio 6ptimo, relativamente nueva, llamada variaciones con respecto al dominio, a un
problema particular: el flujo sobre un obstaculo.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Este Trabajo de Titulo estd enfocado en el estudio de problemas con superficie libre
utilizando dos métodos: el método de Sautreaux y variaciones con respecto al dominio. El
primero se investigara en forma descriptiva a través de ejemplos, mientras que para el segundo
se calculara la derivada con respecto al dominio del problema. Esto permite obtener una
metodologia de resoluciéon numérica llamada “método de optimizacion adjunta”.
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1.2.2. Objetivos Especificos

1.3.

Dar a conocer los elementos basicos de la mecanica de fluidos concerniente al problema
con superficie libre.

Formular el problema con superficie libre manifestando sus dificultades y su caracter
no lineal.

Exponer matematicamente de forma rigurosa el método de Sautreaux.
Comparar el método de Sautreaux con otros métodos inversos.

Calcular numéricamente los flujos obtenidos por el método de Sautreaux para diferentes
familias de funciones.

Contrastar los flujos obtenidos en funcién del nimero de Froude.
Determinar inconvenientes del método de Sautreaux.

Estudiar el problema con superficie libre en el caso particular de un flujo sobre un
obstaculo usando la herramienta de variaciones con respecto al dominio.

Plantear el problema con superficie libre como uno de optimizacion.

Calcular la derivada con respecto al dominio para el problema del flujo sobre un obs-
taculo.

Obtener condiciones de primer orden para el problema del flujo a través de un obstéaculo.
Deducir el método de optimizacion adjunta.

Estructura de la memoria

El presente trabajo se divide en dos partes. La primera parte, que comprende los capitulos
2 al 5, estd dedicada completamente al estudio del método de Sautreaux y la segunda, que
comprende los capitulos 6 al 9, estd consagrada al problema del flujo sobre un obstaculo y
variaciones con respecto al dominio. Mas especificamente,

En el Cap. 2 se define el problema con superficie libre.

En el Cap. 3 se presenta el método de la hodografa.

En el Cap. 4 se deduce rigurosamente el método de Sautreaux.

En el Cap. 5 se aplica el método de Sautreaux a dos familias de funciones.

En el Cap. 6 se entregan las definiciones y resultados basicos sobre espacios de funciones,
dominios de frontera regular y el problema de Neumann.

En el Cap. 7 se estudia el problema sobre un obstéculo y se entregan algunos resultados
de existencia de soluciones.

En el Cap. 8 se presenta el método de diferenciacién con respecto al dominio y se aplica
al problema del flujo sobre un obstaculo.

En el Cap. 9 se obtiene el método de optimizacion adjunta.
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Finalmente, en el anexo A se exponen los elementos de variable compleja necesarios para
justificar el método de Sautreaux.



Capitulo 2

Definicién del problema con superficie
libre

2.1. Deduccién de las ecuaciones de movimiento

Considere el flujo plano de un fluido perfecto e incompresible. El fluido ocupa una region
abierta y simplemente conexa ¥ C R2.
Dado x = (x,y) € ¥ y t > 0 denotaremos por v(x,t) = (u(x,t),v(x,t)), p(x,t), p(x,t) y
f(x,t), respectivamente, al campo de velocidades del fluido, la presion del fluido, la densidad
del fluido y las fuerzas externas por unidad de masa en (x,t). Ademads, dado que el fluido es
incompresible, la densidad es constante, es decir, p(x,t) = p > 0.
Para un fluido perfecto e incompresible se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

divv(x,t) = 0 xeV,t>0, (2.1)
pi—;’(x, t) = pf(x,t) — grad p(x, t) xeV,t>0. (2.2)

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) dan cuenta, respectivamente, de la conservacién de la masa y
momentum. Se supondra, ademas, que la fuerza externa f es conservativa, i.e., f = grad ().
Asumiendo que el flujo es irrotacional y que éste ha alcanzado el estado estacionario o régimen
permanente se tiene el llamado Teorema de Bernoulli.

Teorema 2.1 (Teorema de Bernoulli) Considere el flujo estacionario e irrotacional de un
fluido perfecto e incompresible que ocupa una region ¥ . Entonces:

1
3 lv(x)]* + ) _ Q(x) =const. xe ¥, (2.3)
p
DEMOSTRACION. Bajo las hipétesis del Teorema, (2.2) se escribe:
pv(x)-gradv(x) = pgrad 2(x) — grad p(x). (2.4)

Utilizando la identidad vectorial grad (v-v) = (v-Vv) + v x (Vv X v), notando que la
hipétesis de que el flujo sea irrotacional implica que V xv = 0 (véase p. €j. [21], pp. 157-162.),
dividiendo por p e integrando (2.4), se obtiene (2.3). O

5
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En esta Memoria se supondra que el fluido es perfecto e incompresible y que el flujo es
plano, estacionario e irrotacional.
Es bien conocido que si el flujo es irrotacional, entonces existen funciones escalares ¢: ¥ C
R? - R,y ¥: ¥ C R? = R, llamadas, respectivamente, potencial de velocidades y funcion
de corriente, tales que

dp 0P
Op oY
- __Z7 2.6
T8y T oz (26)
Usando el potencial de velocidades ¢, las ecuaciones (2.1) y (2.3) se expresan como sigue
Ap(x) =0 xeV, (2.7)
1
5 |grad o (x)|* + ) _ )(x) = const. xeV. (2.8)
p

Finalmente, se aceptara que la fuerza externa ejercida sobre el fluido es la gravitacional
actuando segtn el eje z, i.e., Q(x) = gz, donde g es la aceleracién gravitacional. Por lo tanto,
(2.7) y (2.8) se escriben como:

Ap(x) =0 xecV,

1
B lgrad o (x)|* + px) gz = const. xeV. (2.9)
p

2.2. Deduccion de las condiciones de frontera

Suponga que una parte del fluido esta contenida en un reservorio y que la otra parte ha
escapado a la atmoésfera de modo que la frontera 97 de ¥ se puede descomponer en dos
partes disjuntas, que se denotaran, respectivamente, Z y .¥, de modo que # correspondera
a las paredes del reservorio que estan en contacto con 07 y . sera la porcion de 97 que esta
en contacto con la atmésfera. Z y . se llamaran, respectivamente, frontera fija y frontera
o superficie libre. Ademads, se asumird que 07 es suficientemente suave para que el campo
de vectores normales exteriores a 07 esté definida en todo punto de 0%". Este campo sera
denotado por n.

Durante todo el movimiento se admitira que las particulas del fluido no escapan a través
de 07. Luego, se debe cumplir la siguiente condiciéon de impermeabilidad

v(x) -n(x) =0 x € oV. (2.10)
La condicién (2.10) escrita en términos de la funcién ¢ equivale a
grad p(x) - n(x) =0 x € 07. (2.11)

Por otro lado, .¥ estando en contacto con la atmosfera debe satisfacer la condicién de super-
ficie libre:

p(X) = po x €0y, (2.12)
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donde pg es la presién atmosférica. Por lo tanto, usando (2.9), la relacién (2.12) se expresa
como:

1
5 |lgrad o(x)|” + B _ gx = const. x e .. (2.13)
p

Las condiciones (2.11) y (2.13) constituirdn las condiciones sobre la frontera 0% de 7.

2.3. Definicion del problema de contorno

Para determinar el comportamiento del fluido es suficiente encontrar el campo de veloci-
dades y la presion en todo punto del fluido. Para esto basta con encontrar el potencial de
velocidades . Lo anterior se puede realizar resolviendo el siguiente problema de contorno:

Ap =0 en ¥,
1 gradg -n =0 sobre 07, (2.14)
5 lgrad @]2 + bo gxr = const. sobre .7,
p
y calcular la presién a partir de la expresion siguiente:
p = pgx + pconst. — g lgrad | en 7. (2.15)

El problema que surge aqui es que la superficie libre .# es desconocida y, por lo tanto, debe
ser encontrada.

Asi, el problema con superficie libre consiste en encontrar una superficie . y una funcién ¢
que resuelvan el problema (2.14).

2.4. Adimensionalizacion del problema de contorno

Consideremos un punto x4 € . de modo que:

v(xa)] = Va,
Xpa = (O,—L),

donde V4 y L son, respectivamente, una rapidez y un largo de referencia. Usando (2.13) se
obtiene:

1
§Vj + 20— const. (2.16)
p
Reemplazando (2.16) en (2.13):
1 9 1.,
§|gradg0(x)| :ga:+§VA x e .7.
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Ahora, se introduce la siguiente adimensionalizacién:

X = Lx,
— LVig,
i v (2.17)
Y= LVat,
p=pVip.
y se define el nimero de Froude [38] como:
oo fuerzas inerciales Va (2.18)

" fuerzas gravitacionales  +/ gL

Usando la adimensionalizaciéon (2.17) y el nimero de Froude (2.18), el problema (2.14) se
transforma en:

Ag(x) =0 xeV,
grad ¢(X) - n(X) = 0 xed¥,
1 1 .
§\grad¢(§<)]2:Fr 2§c+§ X €.,

donde n es la normal exterior a 8%, y la presién (2.15) se calcula como:

M
m
<,

" 1 o o
(%) = Fr?z — - |grad G(%))* + po + 5

De ahora en adelante, se eliminard la decoraciéon sombrero.

2.5. El problema con superficie libre

De acuerdo a lo desarrollado en las secciones anteriores, el problema con superficie libre
consiste en encontrar una superficie . y una funcién ¢ satisfaciendo:

Ap(x) =0 xeV, (2.19)
grad o(x) -n(x) =0 x € 07, (2.20
% lgrad o(x)|* = Fr 2z + % xeS. (2.21)

Ademas, la presion en el fluido viene dada por:

1 1
p(x) = Bz — o [grad w(x)[* + po + 5 xeV,



Parte 1

El método de Sautreaux



Capitulo 3

El método de la hodografa

Sea ¥ C C un abierto simplemente conexo y %7 C C un abierto que contiene a Y, esto
es, ¥ C 7 . Usando el potencial de velocidades ¢ y la funcién de corriente ) se define el
potencial complejo como la siguiente funcion de variable compleja:

w(z) = e(z,y) +id(z,y), z =z +iy.

De acuerdo con las relaciones (2.5) y (2.6) se tiene que:

Ox oy’
dy ox

Luego, si u,v € C'(¥), entonces, w(z) es holomorfa en ¥ (véase A.1). Ademds, su derivada
compleja también es holomorfa y satisface:

d_w
dz

De ahora en adelante, se supondra que el potencial complejo w(z) es holomorfo en % .

=u(x,y) —iv(x,y) zeV. (3.1)

3.1. Aplicacién conforme del flujo

En lo que sigue se asumira que w es una aplicacién conforme entre ¥y suimagen Z = w(¥)
(véase A.5). Se probard a continuacién que, independiente del flujo, Z corresponde a una
franja horizontal infinita. Para esto se define el concepto de linea de corriente.

Definicién 3.1 Una linea de corriente es una curva a la cual los vectores velocidades son
tangentes.

Dado que el movimiento es estacionario, las lineas de corriente coinciden con las trayec-
torias de las particulas del fluido (véase p. ej. [21], p. 151.). Luego, si s denota la longitud

10
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de arco de la trayectoria de una particula de fluido y &(s) = (x(s),y(s)) corresponde a la

parametrizacién natural de dicha trayectoria, i.e. [|[ 4] = 1, entonces:
d
) (). ),
d
W) as)w(s)).
Luego,
dep L opdr ovdy
E(ﬂc(s)?y(s)) = ords 8_y$’
= —vu + vu,
= 0.

Es decir, 1 es constante a lo largo de las lineas de corriente y, por lo tanto, éstas yacen sobre
las curvas de nivel de 1. Por lo tanto, se concluye que w envia conformemente ¥ en una
franja horizontal infinita Z. Sin pérdida de generalidad, se supondra que Z = R X (tg, ¢1),
donde 9 € (¢hg, +00].

3.2. El método de la hodégrafa

Sean V' el médulo de v y € el dngulo entre la direccion del vector velocidad v y el eje x.
Se tiene que:

=V —i9‘
dz ¢

Luego, si V' y 6 son funciones de las variables ¢ y 1, entonces las lineas de corriente del fluido
se pueden calcular a partir de la siguiente férmula:

2(w) = / ?dw. (3.2)

El empleo de la expresién (3.2), tipicamente, se conoce como el método de la hoddgrafa y
permite caracterizar completamente el flujo.



Capitulo 4

El método de Sautreaux

En este capitulo se desarrolla el método de Sautreaux. Asi, en la secciones 4.1 a 4.4, res-
pectivamente, se expone cémo calcular la superficie libre, las lineas de corriente, la velocidad
y la presion. En la secciones 4.5 a 4.8, respectivamente, se sintetiza y se compara con otros
métodos inversos. Finalmente, en la seccién 4.9 se mencionan los principales inconvenientes
del método de Sautreaux.

Sea % C C un abierto que contiene a #. En lo que sigue se asumird que el potencial
complejo w(z) es analitico en % y que éste envia conformemente ¥ en la franja horizontal
T.

El método de Sautreaux consiste en una férmula del tipo (3.2).

4.1. Determinacion de la superficie libre

De acuerdo con (3.1),

(il—z):u—iv zeV. (4.1)
Tomando médulo a (4.1),
dw 2 2 2
O = V2 = ferad o (12)
Reemplazando (4.2) en (2.21),
1 |dwl|? 1
3 d_j :Fr’zx—i—é €S (4.3)

Por otro lado, en virtud de la proposicién (A.6), w es invertible. Luego, denotando por x(w),
w = ¢ + i, la inversa de w y aplicando la regla de la cadena,
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Asimismo,

x(w) = z+iy,

x(w) = z—1iy,
de donde

) 5T »
Reemplazando (4.4) en (4.3) y multiplicando por 2, se obtiene:

1 -
= Fr? [X(w) + X(w)] +1 w € w(S). (4.5)
X' (w)]

Definamos:

S = X(w)+x(w),
P o= X(w)-x(w),

entonces, Y/ (w) y x/(w) satisfacen la siguiente ecuacién de segundo grado en la variable X

X?—-SX+P=0. (4.6)

Supongamos que . yace sobre la linea de corriente asociada a vy y consideremos la siguiente
funcién:

F () = x(¢,%0) + x(, ).

entonces
dF  dy dy
% - d(P (907 Q'Do) + d¢(907 wO)a
X/(g07 ¢0) + X/(gpa ¢0)>
S.

Usando (4.5),

Po= X(w)-x(w),
1

Fr? [x(so, Po) + x (e, %)] +1

1
Fr2F(p) +1
Por lo tanto, (4.6) equivale a:

X% — —(QD)X + —=——=—=0 (907w0> S U)(y) (47)

Resolviendo (4.7), se obtiene:

2X = F'(p) £ 1\/1—1—T_2F(g0) — F'(p)? (0, %0) € w(7), (4.8)
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pero,

d
X = X(pv0) = 2(%0 + i),

X = X(p,th) = di@*‘”ﬁo)

Luego, integrando (4.8) con respecto a ¢,

2x(p +ithy) = F(W)ii/\/#_gp(@ — F'(p)2dg + 2iC

I ~ 4 _
2x(p + i) = F(@)ii/\/m — F'(p)*dp + 2iC,

donde C' es una constante de integracion.

Dado que F () = x(@,%0) + x(¥, %) € R, sin pérdida de generalidad, se supone que:

2x(p + i) = / \/1 TR — F’(go)thp +21C (1) € w(S).  (4.9)

Finalmente, si (p, ) € w(), entonces, x(p, o) = z(¢ + ithg). Luego, la expresién (4.9)
define dos posibles soluciones, que denotaremos z, y z_, donde:

e
/\/1+Fr 2f(p Ao +iC (p,00) € (). (4.10)

Por lo tanto, z, 6 z_ especifican la forma de la linea de corriente 1) = vy, que contiene a la
superficie libre ..

24 (p +ithy) =

l\DI»—t

Por otro lado, supongamos que la funcién F satisface las siguientes condiciones:
14+ Fr2F(p) (4.11)

> 0
4 nl 2
—F'(e) = 0, (4.12)

1+ Fr2F(p)

en algin intervalo J C R. Entonces w(’) = J x {wy}, v la superficie libre . se puede
describir a partir de las siguientes relaciones:

ri(p) = 5F () ped.

- (4.13)
I Fop
= 4+ - — d .
/\/1+Fr_2F(90) g ereeed

Por consiguiente, conociendo la funcién F(y), las expresiones (4.13) determinan la forma de
la superficie libre.
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4.2. Lineas de corriente

En la seccién 4.1 se mostré que conociendo la funcién real F' la relacién (4.10) determina
la forma de la superficie libre. En esta seccion, usando el Teorema A.7, se va a extender la
férmula (4.10) a todo Z.

Sea F'(w) una funcién holomorfa tal que:

F(p + i) = F(yp) ped,

en algun intervalo J C R no vacio. Entonces, usando el Teorema A.7 se puede extender
(4.10) a todo T a través de la siguiente expresion:

1 " 1 FrO? ..
2y (w) = §F(w) j:1/w0 \/1 TRRQ) — Ef) d¢ +iC weTZ, (4.14)

donde la integral en (4.14) se calcula como una integral de linea a lo largo de algin camino
I' € T que conecte wy y w. Gracias al Teorema A.9, cuando 1 + Fr 2F(w) #0enZ y F es
una funcién holomorfa en Z, la funcién z(w) es independiente del camino elegido T'.

Por lo tanto, para calcular la linea de corriente asociada a ¢ € [i)g, 1] basta integrar la
expresion (4.14) para ¢ € R.

4.3. Calculo de la velocidad

El potencial complejo w satisface

d_w
dz

=u — 1v.

Luego, derivando (4.14) y usando la regla de la cadena,

1
u—iv = : (4.15)

Fiw) | - | Fw)?
2 i1\/1+Fr2F(w)_ 1

Luego, igualando las partes real e imaginaria en (4.15), se obtiene la velocidad v = (u, v).

Observacion 4.1 A partir de (4.15) se deduce que:

u—iv = (14 P *F(w)) (F’éw) ZFi\/l n Fr12F(w) - FI(;U)Z) . (4.16)

Luego, siwy € T es tal que 1+ Fr 2F(w) = 0, entonces, z.(wy) corresponderd a un punto
de estancamiento.
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4.4. Calculo de la presion

La presién dentro del fluido se calcula a través de la expresion

1 1
p(x) = Fr 2z — 3 lgrad o(x)|* + po + 3 xeV.
Por otro lado, usando (4.2) se tiene
dz |7
do> = |—
lgrad ™ =~}
y por lo tanto,
1|dz ]| 1
p=Frz— 3 d—Z + po + 5 en v, (4.17)

donde

w e,

dz  Fl(w) | . 1 F'(w)?
= = +i = _
dw 2 1+ Fr~F(w) 4

y « en (4.17) se obtiene tomando la parte real de la férmula (4.14).

4.5. Propiedades de la hoddégrafa

El préximo teorema entrega algunas propiedades de la relacién (4.14).

Teorema 4.2 Sea T = R x (1g,11), con 1y € (g, +00] y wy € T. Si F(w) es una funcion
holomorfa en T tal que

14+ Fr2F(w) #0 para todo (p, ) € I. (4.18)

Entonces,

2e(w) = %F(w) + %/: \/H%QF(O ~ ()2, (4.19)

es holomorfa en T. Ademds, la integral en (4.19) no depende del camino I' C T de integracion
que conecta wy Y w.

DeMoSTRACION. Dado que I es simplemente conexo y por la hipétesis (4.18),

Glw) = %F’(w) + %\/HH;QF(M) Py

es analitica en Z. Luego, en virtud del Teorema A.9,

Sw) = [ GO+ 370,

wo

no depende del camino de integracion y define una funciéon holomorfa. O]
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Observaciéon 4.3 Sea zi definida por (4.19). Entonces,

1. si zo(w) es continua, dado que I es simplemente conexo, se tiene que z+(Z) es simple-
mente conexo. Por lo tanto, si F(w) es analitica, z+(Z) es simplemente conexo.

2. zy no necesariamente define una aplicacion conforme, pero, si F(w) es holomorfa,

%(w) #0 para weZ,

luego, z+(w) define una biyeccion local.

4.6. El método de Sautreaux

De acuerdo a lo desarrollado en las secciones 4.1 a 4.5, el método de Sautreaux se puede
resumir en el siguiente procedimiento:

Dada una funcién analitica F'(w).

(i) Buscar alguna linea de corriente 1y donde F(p + it)g) = R (F(p + it)y)). Esta linea de
corriente constituira la linea de corriente asociada a la superficie libre.

(ii) Definir la funcién F(p) = F(p + ith).
(iif) Encontrar el conjunto maximal J donde F(¢) cumpla las condiciones (4.11) y (4.12).
(iv) Calcular la superficie libre a partir de (4.13).

)

(v) Calcular las lineas de corriente, la velocidad y la presion, respectivamente, a partir de
(4.14), (4.15) y (4.17).

El procedimiento (i)-(v) determina completamente el problema con superficie libre para cada
eleccién de F(w). Més atn, cada eleccién de F(w) puede dar origen a miltiples problemas
de contorno diferentes, como se vera en el préximo capitulo.

4.7. Justificacion del método

El proximo teorema muestra que el método de Sautreaux efectivamente resuelve el pro-
blema con superficie libre.

Teorema 4.4 Sea Fr> 0 y F(w) una funcién holomorfa definida sobre la franja horizontal
Z =R x (Yo,v1), con 1 € (g, +00]. Supongamos que existe un intervalo no vacio J C R
tal que

F(p +ithy) = R (F(p +ith)) ped,
L+ Fr2F(p+igy) >0 pedJ,
- P+ it)? > 0 oed.

14+ Fr2F(p + i)
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Definamos las funciones z, y z_ como

— F'(()?d¢ +iC S 4.20
a(w) = /\/HWF Qdc+iC w (4.20)
y considere los abiertos Vo = z4(Z). Entonces z+ define una aplicacion entre T y V., cuya
inversa wi(z) = @4 + i)y, deﬁmda sobre V4, es holomorfa.

S1
Sy ={ze(o+io): € T},

entonces, las funciones gy son soluciones de los siguientes problemas con superficie libre:

Ag&i(X> =0 x € Y., (421)
grad o4 (x) -n=0 x € 4, (4.22)

1 1
5 lgrad ¢, (x))* = Fr 2z + 5 xSy, (4.23)

Ademas, las superficies libres %, estan dadas explicitamente por:
1
z2(p) = 51(¥) peJ, (4.24)
1 F'(p)?

==+ — d C cJ. 4.25
/ \/1 R 4 T peg

DEMOSTRACION. Es claro que si wy es analitica, entonces, ¢, siendo la parte real de w.,
satisface (4.21). Por un lado, derivando con respecto a ¢ las relaciones (4.24) y (4.25), elevando

al cuadrado y sumando,
oz \” oy \> 1
el ) = - - 4.26
(W) i (&0) L+ FF(p) 420

Pero, por regla de la cadena,

<@>2i <@> (gz) ! <g_(§)2' (4.27)

[o)% O

Reemplazando (4.27) y (4.24) en (4.26) se obtiene que ¢ satisface (4.23).

Por otro lado, si ¢ =1y y n = (ny, ny)

(), y(p)) = o, &
T oo+ g S o) = o
~ 5 St + 5 S ) = 0 o
g—inl + g—ng = 0, &

grady-n= 0

La conclusion es la misma para 1 = v;. Por lo tanto, ¢ satisface (4.22). O
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4.8. Relacion con otros problemas inversos

El método de Sautreaux ha sido redescubierto, en formas equivalentes, por varios autores.
Entre estos destacan Villat [33], Richardson [17] y Vanden-Broeck [32], quienes dedujeron su
propia versién del método inverso. Cada uno de estos métodos proviene de una interpretacion
equivalente de las ecuaciones de movimiento. Es interesante preguntarse que relacién existe
entre cada uno de estos métodos.

A continuacién se muestra que todos estos métodos son equivalentes y que todos se pueden
deducir a partir del método de Sautreaux.

4.8.1. El método de Villat

Sea F(w) = Fr?e??™) — Fr?| donde G(w) es una funcién analitica, entonces, la relacién

z(w) = %Fr2e2G(w / \/1 Fr? eﬁG(C)G’(C) dC

equivale al método de Villat [33].

4.8.2. El método de Richardson-Craya

Sea F(w) = (3Fr)?3G?*/3(w) — Fr?, donde G(w) es una funcién analitica, entonces, la

relacion
(3Fr 1/3/ V1-G'(¢ G1/3

equivale al método de Richardson-Craya [17, 6].

22(w) = (3Fr)?3G?3(w)

4.8.3. El método de Vanden-Broeck et al

Sea

4 2
H(w) = \/m — F(w)2. (4.28)

Usando (4.28), se obtiene la siguiente ecuacion diferencial no lineal:

4

Flw) = 1+ R 2F (w)

=-H” (4.29)

El método de Vanden-Broeck [32] corresponde a considerar H como una funcién de w, i.e.
H = H(w), y resolver la ecuacién diferencial (4.29) para encontrar F.
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Otra interpretacién posible surge al considerar a H como una funcién de F',i.e. H = H(F),
en cuyo caso la ecuacién diferencial (4.29) se reduce a la ecuacién en variables separables
dF
dw = - .
\/1+Fr—§F(w) — H(F)?

4.8.4. FEl método de Sautreaux

Cabe destacar que el método desarrollado en este capitulo no corresponde exactamente
al presentado por Sautreaux en 1893, pero, se ha optado llamarlo igual, pues, la version
presentada es totalmente equivalente. En efecto, sea F(w) = G(w) — Fr?, donde G(w) es una
funcién analitica, entonces la relacion

2i(w) = %G(w) ii/ \/GF(TC) - G/Ef)ng, (4.30)

corresponde a la versién original del método de Sautreaux [19, 20].

4.9. Inconvenientes del método de Sautreaux

Tal como se mostré en el presente capitulo, dada una funcién holomorfa F'(w), el método
de Sautreaux entrega soluciones de un problema con superficie libre asociado. Por lo tanto,
éste corresponde a un método inverso y, hasta el momento, no se conoce una metodologia
para resolverlo. Es por esto que, en general, el procedimiento para estudiar dicho método
consiste en explorar las soluciones obtenidas a partir de distintas elecciones de la funcién
F(w). Asi, el principal inconveniente del método surge en elegir adecuadamente esta funcién
para obtener una solucion “interesante”. En el presente trabajo se procuré obtener soluciones
para el problema con superficie libre a partir de distintas elecciones de la funciéon F(w).
En particular, se intenté obtener soluciones a partir de funciones trigonométricas, funciones
hiperbélicas, algunos polinomios simples, entre otras. Lamentablemente, s6lo se encontraron
algunos ejemplos basicos que se presentan en el capitulo 5.



Capitulo 5

Aplicacion del método de Sautreaux

En este capitulo se aplica el método de Sautreaux. En la seccion 5.1 se analiza la llamada
primera familia de soluciones y en la seccién 5.2 se estudia la llamada segunda familia de
soluciones y se entregan algunas formulas explicitas.

5.1. Primera familia de soluciones

La primera aplicaciéon del método de Sautreaux consiste en estudiar el caso en que la
funcién F(w) es independiente del nimero de Froude. La ventaja principal de esta eleccién
radica en la posibilidad de estudiar el comportamiento asintético de las soluciones en funcién
del nimero de Froude.

Suponga que la funcién F'(w) es independiente del niimero de Froude. Entonces, de acuerdo
con (4.20), las soluciones obtenidas por el método de Sautreaux son:

zi(w) = %F(w) ii/ \/1 n Fr12F(C) - F/Ef)de +iC. (5.1)

Con el objeto de simplificar la notacién, se introduce la funcién

B 1 F'(w)?
Flw) = \/1 + Fr_2F(w) 4

Sin pérdida de generalidad, se elige wy = 0 y C' = 0. Para llevar a cabo la integraciéon en
(5.1) se utiliza el siguiente camino (Figura 5.1):

I = I'hurly,
I = {is: s€[0,¢]}, (5.2)
Iy = {s+iy: s€[0,0]}.

21
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Ty w =+
I'="ryUls

Iy

Figura 5.1: Camino de integracion I' = 1"y U T's.

Integrando sobre I' se obtiene;

[vFEQa = [VFEQac [ VFO

N N

Por lo tanto, (5.1) equivale a

©

P
sy () = %F(w)qt / JFGs)ds £ i / JF (s +i0)ds. (5.3)

0 0

La férmula (5.3) determina las lineas de corriente asociadas a las soluciones z4 (w). Ademas,
la velocidad y la presion en el fluido se pueden calcular, respectivamente, a partir de las
relaciones (4.15) y (4.17).

5.1.1. Comportamiento de las soluciones

El comportamiento de las soluciones en funcién del nimero de Froude Fr dependera de
cada eleccién de la funcién F'(w). Sin embargo, cuando Fr — 0% o cuando Fr — +oo, se tiene
la siguiente

Proposicién 5.1 Supongamos que F(w) no depende de Fr.

(a) Si Fr — 0%, entonces (5.1) converge asintéticamente a

Flw) 1

) = S0 %5 [N

(b) Si Fr — 400, entonces (5.1) converge asintéticamente a

ze(w) = %F(w)i%/ow\/él—F’(C)QdC
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DeEMOSTRACION. Como F'(w) es independiente de Fr, basta tomar el limite cuando Fr — 07 y
Fr — +o00, respectivamente, en (5.1). ]

5.1.2. Aplicacién 1

Sean b >0y k= :—L dos constantes. Consideremos la funciéon

F(w) = 4k, /% +1+ 7k, (5.4)

y apliquemos el método de Sautreaux.

En este caso la funcién F(w) es:

Flw) 1 k

1+ Ik T wtk

Luego, usando el camino I' descrito por (5.2) (Fig. 5.1), las soluciones asociadas a (5.4) son:

v ®
zi(w):2k1/%+1+%7rk:|:/\/f(is)dsjzi/\/./T(s—l—iw)ds. (5.5)

5.1.2.1. Lineas de corriente

La determinacién de las lineas de corriente se hace integrando (5.5) para valores fijos de
Y. Por otro lado, para que (5.5) constituya el flujo asociado a un problema con superficie
libre es necesario que la linea de corriente ¢ = 0 pertenezca a la frontera de Z. Por lo tanto,

7, = Rx (0,400) 6 I, = R x (—00,0).

Asi, se obtienen 4 soluciones asociadas a z4 y a los abiertos Z; e Z,, respectivamente. Estas
corresponden a flujos a través de dos muros, uno oblicuo y otro vertical, y una superficie libre
(Figs. 5.2(a)-5.2(b)). Ademads, dado que los flujos obtenidos al considerar Z; son simétricos a
los obtenidos con Z,, basta estudiar las soluciones z4(w) con w € Z;.

5.1.2.2. Determinacion de las superficies libres

En la seccién 4.6 se explicé que para aplicar el método de Sautreaux es necesario buscar
alguna linea de corriente que cumpla la condicion

Fle+iv) = R(F(p +i))). (5.6)
Dado que (5.6) ocurre para 1) =0y ¢ > —k, luego, haciendo ©) = 0 en (5.5), se obtiene

©
1
24 () = 2ky/ % +1+ §7rl<: + i/ VF(s)ds w > —k. (5.7)
0
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A .
gl A
? L
”
D

(a) Solucién zy para Fr = 1. (b) Solucién z_ para Fr = 1.

Figura 5.2: Lineas de corriente de la Aplicacién (5.5).

Se define el siguiente pardametro:

2
2k 4k2 wk
m(Fr?) =k —+\/—+1 — | —k
¥y (r) (Fr2 Frt +Fr2>

Entonces, ¢,,(Fr?) > 0 y, ademas,

{Hso) >0 s 9> (R,
Flp) <0 si @€ (=k on(Fr?)).

Por lo tanto, las superficies libres son

Pm (Fr2

ri(p) = 2/~c,/%+1+ 7T/€3F / Vv —F(s)ds > P (Fr?),

y+(p) = / V F(s)ds @ > pm(Fr?).

Pm(Fr?)

5.1.2.3. Comportamiento de las soluciones

24

Sean, respectivamente, AB y A’B’, los muros oblicuos, BC'y B'C" los muros verticales y

CD y C'D' las superficies libres asociadas a las soluciones z,, z_ (Figs. 5.2(a)-5.2(b)).

Sean (*(Fr?) y £~ (Fr?), respectivamente, los largos de los muros BC' y B’C”. Entonces, se

tiene,

F 2 Pm (Fr?)
CHR?) = 2k w 41— / V—F(@)dy,
—k
m F 2 Pm(Fr?)
(~(Fr?) = 2k | % +1 —|—/ vV —=F(p)dep.
—k
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Se observa que ¢+, £~ y ,,, como funciones de Fr?, son estrictamente decrecientes (Fig.

5.3(a)).

M4s atn, de acuerdo con la Proposicién 5.1, cuando Fr — 0T,

1
zy(w) = 57rk+2k,

1
2 (w) = 4/@,/% +1+ 5k — 2k,

que corresponden, respectivamente, a un punto y al flujo en contra de dos muros, sin superficie
libre, formando un éngulo recto (cf. [1] pp. 409-413.) (Fig. 5.3(b)).

Por otro lado, cuando Fr — 400,

/ 1

que corresponden, respectivamente, al flujo a través de dos muros con una superficie libre
(Fig. 5.3(c)) y al flujo en contra una placa finita de largo b (cf. [1] pp. 493-497.) (Fig. 5.3(d)).

k 2w w?  w
vw2+kzw—§ln<1+7+2 ﬁ_‘_E)]’

Finalmente, el comportamiento de las soluciones z, y z_ para distintos valores de Fr se
muestra, respectivamente, en las Figs. 5.3(e) y 5.3(f).

5.1.3. Aplicacién 2

Consideremos la franja Z = R x (0,1) y la funcién

F(w) = %exp(—gw) wel. (5.8)

Aplicando la férmula (5.1) se tiene que los flujos asociados a (5.8) estdn descritos por

w

ze(w) = %eg“’ + i/ VF(w)dw weT, (5.9)

0
donde,
1
Fw)=——F—=-—¢ """
1 —f— We 2w

Ademas, usando el camino I' definido por (5.2) (Fig. 5.1), se obtiene

¥ ®
we(w) = %eéw - / JFGD)dw + i / VF e ity weT (5.10)

La relacién (5.10) determina dos soluciones dependientes del nimero de Froude que corres-
ponden, respectivamente, al flujo a través de una ranura con dos muros (Fig. 5.4(a)) y al
flujo generado por un sumidero situado en un punto A (cf. [13])(Fig. 5.4(b)).
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’ - m(FT2)
5 — (~(Fr?)
— (T(Fr?)
4
3 gl
2
1
— 2
T 3 1 5 ol 4
(a) Pardmetros o, (Fr?), £ (Fr?) /by £~ (Fr?)/b (b) Solucién z_ para Fr — 0t.
vs Fr2.

‘|

(c) Solucién z; para Fr — +o0. (d) Solucién z_ para Fr — +oo.

=T33
(I
+ PO

ekl
g

(e) Solucién z; para distintos valores de Fr. (f) Solucién z_ para distintos valores de Fr.

Figura 5.3: Aplicacién 1: F(w) = 4k,/¢ + 1+ 7k.
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O

(a) Solucién zy para Fr = 1. (b) Solucién z_ para Fr = 1.

Figura 5.4: Lineas de corriente de la Aplicacién (5.10)
5.1.3.1. Determinacién de las superficies libres

Para encontrar la superficie libre debemos buscar alguna linea de corriente que cumpla

Flo+iy) = R(F(p +iv)) ¥ € 10,1]. (5.11)

Notando que (5.11) ocurre sélo para 1 = 0 y haciendo ¢ = 0 en (5.10), se obtiene

@
2 = .
24 (p) = %6_5“0 + 1/ VF(p)de v €R.
0

Por otro lado, la aplicacién F(p) es estrictamente creciente, continua y satisface

—4
FO) = —5—<
(0) 7Fr? + 4

F(+o0) = 1>0.

0,

Luego, por el teorema de los valores intermedios, F () tiene un tnico cero que se denotara
por ¢, (Fr?). Se tiene que
om(Fr?) > 0,

y, obviamente,
Flp) 20 si 9> pn(Fr?),
Flo) <0 si ¢ < pn,(Fr?).

Por lo tanto, las superficies libres estan dadas por

Pm (Fr?)

r1(p) = %e‘g@ = / Vv —=F(p)dp @ > om(Fr?)

0

y+(p) = + / VF(p)dy ¢ > o (Fr?)

me(Fr2)
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5.1.3.2.

28

Comportamiento de los problemas a superficie libre

Para estudiar el comportamiento de los flujos se consideran los siguientes puntos (Figs.

5.4(a) y 5.4(b)):

A xtt =z (—00),
B xb = (om),

C: x¢=z2:(+00),
D: xP =z (-c0+1i),
E: x% =z (+o0+1),

Usando (5.12) se definen:

b =|2f — 22|
0 =l = af]

ly =l — of|

A x =2 (—00),

B xB =2 (pn),

O x9 =2 (+o0), (5.12)
D' xP' =z (—oco+1i),

B xP =2 (+oo+1i).

;=2 =22,

ly :‘xj—gl _xil/"

t; =|zP" — 2.

Se observa que /5 = 1. La variacién de los otros parametros se muestra en las Fig. 5.5(a) y

5.5(b).

0.6
0.5 -
0.4
0.3
0.2

0.1

0.7

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

20 40 60 80 100

(a) €5 y 3 vs Fr?.

40 60 80 100

(b) £, £y v 5 vs Fr?

Figura 5.5: Variacién de los pardmetros ¢, ¢35, {7, {5 v {5 en funcién de Fr?,

Ademas, de acuerdo con la Proposicién 5.

2 (w)

z_(w)

que corresponden, respectivamente, al flujo
[1] pp. 409-412) (Fig. 5.6(a)) y a un punto.

Por otro lado, cuando Fr — +o0,

2 _
ze(w) = —e

1, cuando Fr — 07,
4 .. 2

_e_2 - -
m 7T
2
m

)

generado por un sumidero entre dos muros (cf.

x 21
Pl ;1 (\/1 —e~™ — arctanh(v1 — e—m”)> ,
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que corresponden, respectivamente, al flujo entre una ranura y un muro horizontal (cf. [1] pp.
493-497.) y al flujo generado por una sumidero a través de un muro horizontal (Figs. 5.6(b)

y 5.6(¢)).

Finalmente, el comportamiento de las soluciones z, y z_ para distintos valores de Fr? se
muestra, respectivamente, en las Figs. 5.6(d) y 5.6(e).

Observaciéon 5.2 En esta seccion se vio que los flujos asociados a la funcion (5.8) son: el
flujo que sale de una ranura y el flujo generado por un sumidero. En general, para m # 0, si

F(w) = aexp(muw), (5.13)

las soluciones asociadas a (5.13) corresponden al flujo que entra (m > 0) ¢ sale (m < 0) de
una ranura y ol flujo generado por una fuente m > 0 ¢ un sumidero m < 0 (cf. [13]).

5.1.4. Aplicacién 3

Consideremos la franja Z = R x (0, +00) y la funcién
F(w) = w?? weT. (5.14)

Aplicando la férmula (5.1), se obtiene que los flujos asociados a (5.14) estan dadas por:

w

ze(w) = %wQ/S + i/ V F(w)dw wEZ, (5.15)

0
donde,

1 1
14+ Fr2w?/3  uw?/3’

Flw) =

Ademés, usando el camino definido por (5.2) (Fig. 5.1), se obtiene,
©

p
ze(w) = Lpss F / VF()dy £ i/ VF (o +ig)de weT. (5.16)

2
0 0

La relacién (5.16) determina dos soluciones dependientes del nimero de Froude, que corres-
ponden a flujos a través de dos muros (Figs. 5.4(a)-5.7(b)).

5.1.4.1. Determinacién de las superficies libres

Tal como se explico en la seccion 4.6 para resolver el problema a superficie libre se debe
buscar alguna linea de corriente que cumpla la relacion:

Fp+1iY) = R(F (e + 1)) Y >0, (5.17)
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(a) Solucién z4 cuando Fr — 0F.

(b) Solucién z; cuando Fr — +o0. (¢) Solucién z_ cuando Fr — +oo.

= Fr=205
= Fr=2

- Fr=05 = fr=reo

= Fr=1

- r=2 gl

= [r=+c0

(d) Solucién z; para Fr =0, 5;1; 2; +00. (e) Solucién z_ para Fr =0, 5;1; 2; 4-00.

Figura 5.6: Aplicacién 2: F(w) = 2 exp(—Zw).

™
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) Solucién z; para Fr = (b) Solucién z_ para Fr = 1/8.
1 /8

Figura 5.7: Lineas de corriente de la Aplicacién (5.14).

Notando que (5.17) ocurre para 1) = 0, ¢ > 0 y haciendo 1) = 0 en (5.16), se obtiene

2e(p) = %W?’ + i/ VF(p)dy ¢ >0. (5.18)

Para Fr > 1/3 se define

Fr? 3/2
mF2 - )
#m (1) <9Fr2—1)

y se tiene
Flp) >0 si > pn(Fr?),
Flp) <0 si 0< o< pn(Frd).

Por lo tanto, las superficies libres estan dadas por:

em(Fr?)

r1(p) = ! CRAE= / vV —F(p)dp ¢ > o (Fr?)

ya(p) = % / NGB o> ou(F)
om (Fr?)

Se observa que para Fr < 1/3 no hay superficie libre y (5.18) describe el flujo a través de un
muro. En particular, para Fr = 1/3 la relacién (5.18) describe un muro vertical.

5.1.4.2. Comportamiento de los problemas a superficie libre

Para estudiar el comportamiento de las soluciones en funcién del nimero de Froude, se
definen ¢, ¢~ respectivamente, como el largo de los muros verticales de las Figs. 5.7(a) y
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5.7(b). La variacién de estos parametros se muestra en la Fig. 5.8.

Se observa que {* y £, como funciones de Fr, son decrecientes. Adem4ds, cuando Fr tiende
a 1/3, (T y ¢~ tienden a infinito, y cuando Fr — +o00, ¢ y ¢~ tienden, respectivamente, a
~ 0,0313 y a ~ 0,0798.

_£+
_g,

Figura 5.8: Variacion de los parametros ¢, y ¢_ en funcién de Fr.

De acuerdo con la proposicion 5.1, cuando Fr — +o0,

1 1 .
2 (w) = §w2/3 + 37 [(Qw?? — 1)%2 +1] ,

que corresponden, respectivamente, a flujos a través de dos muros (Figs. 5.9(a) y 5.9(b)).

Por otro lado, cuando Fr — 1/3,
1 1/3
F5 arctan(2w™/°), (5.19)

que corresponden, respectivamente, a flujos a través de muros sin superficie libre (Figs. 5.9(c)

y 5.9(d)).

Finalmente, el comportamiento de las soluciones z, y z_ para distintos valores de Fr? se
muestra, respectivamente, en las Figs. 5.9(e) y 5.9(f).
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) Solucién z; para Fr — +oo. ) Solucién z_ para Fr — +o0.
(/ gl
(¢) Solucién z4 (w) para Fr = (d) Solucién z_(w) para Fr =1/3.
1/3.
- =03 9
- Fr=04
- [r=0"7
= Fr =400

(e) Solucién z, para Fr = 0,3;0,4;0,7; +0c0 (f) Solucién z_ para Fr = 0,3;0,4;0,7; +00

Figura 5.9: Aplicacién 3: F(w) = w?/3,
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5.2. Segunda familia de soluciones

La segunda clase de soluciones proviene de considerar
F(w) = G(w) — Fr?, (5.20)

donde G(w) es una funcién independiente de Fr. La eleccion (5.20), como se mencioné en
la seccién 4.8.4, corresponde a la estudiada originalmente por Sautreaux en [19, 20]. La
particularidad de este tipo de soluciones es que permite obtener la solucién explicita de
algunas superficies libres, como se vera a continuacion.

5.2.1. Aplicacién 4

Consideremos la franja Z = R x (0, +00) y la funcién
G(w) = Vw weTL, (5.21)

y definamos § = 16Fr®. Reemplazando (5.21) en (4.30) y tomando wy = 1/62, se obtiene:

si(w) = %\/E + % (5w —1)"2. (5.22)

La relacién (5.22) da origen a dos soluciones, que corresponden a flujos entre un muro y una
superficie libre, similares a los presentados en la seccién 5.1.2. Las principales diferencias con
el ejemplo de la seccién 5.1.2 son que los flujos estudiados en este caso presentan un punto
de estancamiento en w = 0 y que no se puede estudiar el comportamiento del flujo cuando
Fr — +o0.

5.2.1.1. Forma de las superficies libres
Notando que
Gw)=R(G(w) < =020,

se obtiene que las superficies libres estan dadas por:

rx(p) = Vo p =1/

1

ya(p) = £ (03P — 1) 0 >1/8.

Por lo tanto, se encuentra la siguiente formula explicita para la superficie libre:

1

ya(z) = o5 (07 - 1)%/? > (5.23)

SOl

La férmula (5.23) fue encontrada primero por Vitousek [34] y, posteriormente, por Vanden-
Broeck [32] en forma de serie de potencias.
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5.2.2. Aplicacién 5

Consideremos la franja Z = R x (0, +00) y la funcién
G(w) = w3 weT.

Reemplazando (5.24) en (4.30) y tomando wy = 0, se obtiene:

1 31 4
zy(w) = (5 + 51 Fr? — §) w3

35

(5.24)

(5.25)

La relacién (5.25) da origen a dos soluciones, que corresponden a flujos entre un muro recto

y una superficie libre recta formando un angulo fijo de 27/3.

5.2.2.1. Forma de las superficies libres

Notando que
G(w)=R(Gw)) < »=0¢>0,

se obtiene que las superficies libres estan dadas por:

(i) Si Fr>2/3

(i) Si Fr < 2/3
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Capitulo 6

Definiciones y resultados basicos

En este capitulo se entregan las definiciones y resultados basicos necesarios para ocupar
la técnica de variaciones con respecto al dominio.

6.1. Espacios de funciones
Si  C R? es un abierto acotado, denotaremos por w CC € la inclusién estricta de w en €2,
es decir, @ C Q. Ademds, si f: R? - Ry a = (ai,as) € N? con |a| = a; + a3, denotaremos
olel f
Dof=—— 1
/ Ox1 Qy*2

6.1.1. Espacios de funciones continuas

Sea ) un abierto de R?. Se define

1. Para k > 0 entero, el espacio C*(Q) de las funciones f: Q@ — R, que son k veces
continuamente diferenciables. Ademas,

C*(Q) = {fla: f € CFR)}.

2. El espacio C*(Q) de las funciones f: Q — R, que pertenecen a C*(§2) para todo k > 0
entero. Ademas,

C=(Q) = {fla: f € C*(R*)}.

3. El espacio D(£2) de las funciones f: Q2 — R, que pertenecen a C'*(£2) y tienen soporte
compacto contenido en (). Ademas,

D(Q) = {fla: f € D(R?)}.
Se tiene la siguiente

37
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Proposicién 6.1 Para 0 < k < +o0, el espacio C*(Q) dotado de la norma

[/l = sup sup | D f(x)],

la|<k zeQ

es un espacio de Banach.

6.1.2. Espacio de funciones Ho6lder continuas

Sea 2 un abierto de R* y X € (0,1]. Se define

1. El espacio el espacio C%*(Q) de las funciones f: Q — R, tales que

|f(z) = f(y)]

sup ———————— < +00.
z,yeQ ‘.I' - y‘

2. Para k > 0 entero, el espacio C**(Q) “de las funciones f: Q — R, que son k veces
diferenciables y, tales que, D®f € C%*(Q) para todo |a| = k.

3. Parac > 0y k > 0 entero, el espacio B**(R) de las funciones f: R — R que pertenecen
a C*A(R) v, tales que

Z sup el }f(l)(:c)| < +o00.

0<i<k zeR

4. Parac> 0y k > 0 entero, el espacio BEA(Q) de las funciones f: Q — R que pertenecen
a C*A(Q), tales que
sup sup e’ | DY(x)| < +oo.
la|<k x€Q

Se tiene la siguiente

Proposicién 6.2 Sea Q un abierto de R? y A € (0,1].

1. El espacio C®*(Q) dotado de la norma

1£loa = 1o + [F1a,
fonde 7(@) — Fw)
B flz) — fy
e P PR
£y

es un espacio de Banach.
2. Para k >0, el espacio C**(Q) dotado de la norma

1floa =X IDfll+ X IDfx,

o<k |laf=k

es un espacio de Banach.
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3. El espacio B¥*(R) dotado de la norma

clal | £(i FO(x) — fB(y)
Flheer = 3 supe | f0() [+ sup | Ol
o<i<k TER (z,y) € R? lz —y
TFy

es un espacio de Banach.

6.1.3. Espacios de funciones integrables

Sea ) un abierto de R?. Se define

1. Para cadar € R, 1 < r < oo, el espacio L"(€2) de las (clases de) funciones f: Q — R
medibles, tales que |f|" es integrable en ().

2. El espacio L*(2) de las (clases de) funciones f: 2 — R medibles, que estan esencial-
mente acotadas.

3. Paracadar € R, 1 <r < ooy cadap > 1 entero, el espacio L"(€2; RP) de las funciones
f: 2 — RP tales que cada una de sus componentes fi, ..., f,, pertenecen a L"(£2).

Proposicién 6.3 El espacio L"(2;RP), dotado de la norma

1/r
I fllrme) = (/ |f|7") st < 00,
Q

||f||L°°(Q;RP) = sup ess|f(x)] sir= o0,
€N

es un espacio de Banach.

6.1.4. Espacios de Sobolev

Sea  un abierto de R?. Consideremos D(f2) el espacio de las funciones de clase C*(Q)
con soporte compacto contenido en €2, dotado de la estructura de espacio vectorial topologico
localmente convexo (véase [18] cap. 6) y su dual topoldgico D’'(Q2), llamado el espacio de las
distribuciones. A continuacién de define la derivada de una distribucién. Sea o = (ay, an) €
N? y |a| = a; + ag. Para f € D'(Q), se define D*f en D’'(2) por

(Df,0) = (=1)*I(f, D*¢) ¥y € D(Q).

Si f es localmente integrable en (), entonces f se puede identificar con una distribucién a
través de

(f. ) = / f@)p@)ds Vo e D(Q).

y, por lo tanto, tiene sentido hablar de su derivada en el sentido de las distribuciones.
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Definicién 6.4 Para cada k € N yr € R con 1 <r < oo se define el espacio de Sobolev
WEr(Q)={f e L"(Q): D*f € L"(Q) V|a| <k},

donde D f es la derivada en el sentido de las distribuciones.

Cuando k = 0, se tiene que W% (Q) = L"(Q2) y cuando r = 2, se denotard W*?2(Q) =
H*(Q) para todo entero k > 0.

Para cada r € R, 1 < 7 < oo y cada p > 1 entero, W»"(Q; RP) es el espacio vectorial
de las funciones f: {2 — RP tales que cada una de sus componentes fi,..., f,, pertenece a
WFr(€). Se tiene la siguiente

Proposicién 6.5 Si |- | denota la norma Euclidiana en R?, el espacio W*"(Q;RP), dotado
de la norma

1/r
> JolDf(2)]rdz siT < 00,
||f||kaT(Q;RP) = la|<k

sup sup ess| D f(x)] St T = 00.
la|<k z€Q

es un espacio de Banach.

6.1.5. Espacios de funciones lipschitzianas

Sea 2 un abierto acotado de R2. A continuacién se define el concepto de funcién lipschit-
ziana.

Definicién 6.6 Sea f: Q C R? — RP.
1. Diremos que f € Lip(2;RP) si f es acotada y globalmente Lipschitz, i.e.,

|f(2)] < co para todo x €
(@) — f)] < Llz —y] para todo 7,y € Q.
donde ¢y y L son constantes y | - | denota indistintamente las normas Euclidianas en

R? y RP.
2. Diremos que f € Lip"(Q;RP), k > 1 entero, si f es acotada y D*f es globalmente
Lipschitz para todo « tal que 0 < |a| < k — 1.

8. Diremos que f € CF(Q), k > 0 entero, si para todo o, 0 < |a| < k, existe un
representante de la clase D*f que es una funcion uniformemente continua y acotada
en todo €.

Se tiene la siguiente

Proposicién 6.7 Para cada k > 1 entero, el conjunto Lipk(Q;Rp), con las operaciones de
suma de funciones y producto por un escalar dotado de la norma

[flle = sup [[D%fllec,

0<|e|<k

es un espacio de Banach.
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6.2. Dominios de frontera regular

Definicién 6.8 Sea Q un dominio acotado de R%. Supongamos que existen nimeros o > 0,
B > 0, unos sistemas ortonormales de coordenadas (x,,y,), r = 1,2,..., M, y unas funciones
a,, definidas en los intervalos cerrados A,, donde

A, ={z, e R,|z,| < a},

de forma que cada punto x € 0S) se puede representar al menos en uno de estos sistemas
bajo la forma x = (x,,a.(x,)), de modo que

{(z,y0): 20 € Ay, ap(z)) <y < ap(x,) + B} CQ,
{(x“yr): Ty € AT? CLT<CL’7,> - ﬁ <y < ar(xr)} - Rd - Qa

para todor =1,2,..., M.

1. Se dird que la frontera de §2, 02, es continua si las funciones a, son continuas.

2. Se dird que ) es de clase C* si las funciones a, y sus derivadas hasta el orden k son
continuas en A,, para todor =1,2,..., M.

3. Se dird que Q) es de clase Lip® si las funciones a, € Lz’pk(AT), para todor =1,2,..., M.
cuando k =1, se dira que ) es localmente grafo-lipschitziano.

Definicién 6.9 Sea Q un dominio acotado de R? y k > 1. Se dird que Q es una subvariedad
2-dimensional de clase Lip® si para cada © € 09, existe un entorno U de x, un entorno V del
origen en R? y un difeomorfismo F de clase Lip*(V;U) tales que F(0) =z y F(VNR2) =
UNQ. Donde R% = {z = (z,y) € R*: y > 0}.

Proposicién 6.10 Sea §2 un dominio acotado de R? y k > 2. Entonces, Q es de clase Lip*
si y slo si Q es una subvariedad 2-dimensional de clase Lip".

DemosTRACION. (i) Supongamos que € es de clase Lip".
Sea x € 0, entonces, existen «, 5 > 0, un sistema de coordenadas (z,,y,) y una
funcién a,, definida en el intervalo cerrado A, = {z, € R, |z,| < o}, satisfaciendo las
condiciones de la definicién 6.8.
Consideremos
Fle,y) = (2. + an()),

definida en V = (—a, ) x (=3, ) en U = F(V). Se tiene que F es invertible, de clase
Lip*(V;U) y su inversa viene dada por

Fﬁl('xvy) = (l’,y - ar(x))'

Por lo tanto, F' es un difeomorfismo de clase Lip"(V;U) satisfaciendo las condiciones
de la definicién 6.9.

(ii) Supongamos que 2 es una subvariedad 2-dimensional de clase Lip®.
Sea x € 05, entonces, existen un entorno U de x, un entorno V del origen en R? y un
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difeomorfismo F' de clase Lip*(V,U) tales que F(0) =x y F(VNRZ) =UNQ. De esto
se desprende que

oNU = {(z,y) €00NU: Fy'(z,y) =0},

donde F,; ! es la segunda componente de F~!. Construimos la funcién a, aplicando el
teorema de la funcién implicita para resolver la ecuacién

FQ_l(x7 y) = Oa

con respecto a x o y para la cual la derivada parcial de F;, ' no se anula (localmente),
de donde se obtiene el resultado.

]

6.3. Variaciones del dominio

Si Q C R? es un dominio acotado y u € R? es un vector, podemos perturbar el dominio €
en la direccion u. Asi, se define el abierto

Q+u=T+u)(Q) ={x+ux):xe}
Se tiene la siguiente
Proposicién 6.11 Sea 2 C R? un abierto acotado.

1. Si Q es de clase Lip' yu € C,(Q;R?), entonces existe Oy = C1(Q) tal que si ||Ju <
C1(2), entonces Q +u es de clase Lip".

2. 8i Q) es de clase Lip® con k> 2 yu € Lip"(R* R?), entonces existe Cj, = Cy(Q) tal que
si ||ul| < Cx(), entonces Q +u es de clase Lip®.

DEMOSTRACION. Véase [10] Lema 1.2.1.3 pp. 7. O

6.3.1. Elementos de calculo diferencial

En lo que sigue [a;;] denota la matriz cuadrada de orden 2 cuyas componentes son a;,
1 <4,j < 2. En particular, [/d] = [;], donde J;; es la delta de Kronecker, denota la matriz
identidad.

Proposicién 6.12 Sea k > 1. La aplicacion uw — Jac(I + u) = | det[0;(1 + u);]|, definida de

Lip"(R%;R?) en Lip" ' (R?) si k > 1 y de Lip"(R* R?) en L®(R?) si k = 1, es derivable en
0. Su deriwada en la direccion u es divu.

DEMOSTRACION. Véase [25], Lema 2.2. O
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Proposicién 6.13 Sean Q C R? un abierto de clase Lip', u € Lip'(R%*R?), con ||lul; < 1/2,
y 1 <p< 4o0. Entonces,

(i) f € LP(Q2+4u) si y solamente si fo (I +u)e LP(), y:

/mufda::/gfoum) Jac(I + u) dz, (6.1)

(it) f € WYP(Q+wu) si y solamente si fo (I +u) € WHP(Q) y:
(grad f) o (I +u) ="[0;(I +u);] " grad(f o (I +u)). (6.2)
DEMOSTRACION. Véase [16], Lema 4.1. O

Proposicién 6.14 Sea k > 1. La aplicacion u — [0;(I +u);| ™" definida de un entorno de 0
en Lip*(R?;R?) con valores en Lip" ™ (R% R?*?) (resp. L®(R*R*>*?)) si k > 1 (resp. k = 1),
es continuamente derivable en 0. Su derivada en la direccion u es —'[0;u;].

DEMOSTRACION. Véase [25], Lema 2.4 y [16], p. IV.8. O

6.3.2. Elementos de calculo tangencial

Definicién 6.15 (Jacobiano tangencial) Sea Q C R? un dominio acotado de clase Lip* y
u € CL(R?R?) con ||u||; suficientemente pequena. Se define el Jacobiano tangencial de I +u
a la funcion definida por:

Jacoo(I 4+ u) = |1 [0;(1 + u);) ™" - nlJac(I +u)  sobre ON.
Se tiene que Jacgo(I +u) € L>(00).
La siguiente proposicién corresponde al cambio de variables en una integral de superficie.

Proposicién 6.16 Si Q C R? un abierto acotado de clase Lip', u € CL,(R? R?), de norma
suficientemente pequena, y f € L'(O(2 + u)), entonces f o (I +u) € L'(0Q) y ademds

/ fds = fo(I+u)Jacoga(l + u)dS,
O(Q+u) 0N
donde n es la normal exterior a Of).

DEMOSTRACION. Véase [16], Lema 4.6. O

Definicién 6.17 (Gradiente tangencial) Sea Q C R? un abierto acotado de clase C? y sea
v e CHIN). Siv e CYR?) una prolongacién de v a todo R?, se define el gradiente tangencial
de v como

gradgov = gradv — (grad? - m) -n  sobre OS).
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Esta definicion no depende de la prolongacion v y se extiende por continuidad a todo v €
WhL(9Q). Mds precisamente, tiene sentido hablar de gradygv en L'(9;R?) para cada v €
W) y, ademds, la aplicacion v — gradsgv, definida de WH1(9Q) en L'(9;R?), es

lineal y continua.

DEMOSTRACION. Sean 97 y 05 dos prolongaciones de v a todo R?, entonces, ©; — 9, = 0 sobre
0f) y, por lo tanto,

grad (07 — v2) = (grad (0; — 02) -n)-n  sobre 0f).
[

Definicién 6.18 (Divergencia tangencial) Sea Q C R? un abierto de clase Lip' vy sea
v € WHe(9Q; R?). Sea v € WH(R?;R?) una prolongacion de v a todo R%. Se define la
divergencia tangencial de v a la funcion divaqu, dada por:

divgqu = div © — (*10;5;]) - m sobre 0.
divgau estd bien definida (i.e. no depende de la prolongacion v elegida) y, ademds,

divgqu € L™ (89)

DeMosTRACION. Notemos primero que para todo v € WH(9€2; R?) existe una extensién v €
Whe(R% R?) (véase [8], p. 80). Consideremos ¢ y w dos prolongaciones de v a todo R?,
entonces, para 1 = 1, 2,

0; — w; = 0 sobre 012,

y, por lo tanto, para i =1, 2,
grad (0; — w;) = (grad (0; — w;) -n)-n  sobre OS.

De donde
divo — ("[0;0;]) - n = divw — (*[0;w;]) -
O

Proposiciéon 6.19 (Diferenciacion del Jacobiano tangencial) Sea 2 un abierto acotado de
clase Lip® (k > 1). La aplicacion v — Jacoo(I + u) estd definida de un entorno de 0 en
CF (R%:R?) en WHL20(Q), si k > 1 (resp. en L®(0Q) si k = 1), y es derivable en 0. Su
derivada en la direccion u es divgg u.

Definicién 6.20 (Curvatura media) Sea Q C R? un abierto acotado de clase Lip*. Como
es de clase Lip*, se puede representar localmente en un intervalo A y en un sistema de ejes
(z,y) pory = ¢(x) donde ¢ € W*»*(A). La curvatura media en (x,¢(x)) se define como

¢"(x)

H(x,¢(x)) = .
) =

Se tiene, por tanto, que H € L*(052).
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Proposicién 6.21 Sean Q C R? un abierto acotado de clase Lip®, f € W>1(Q) N C(),
u € Lip?(R%R?) y T' C 99. Entonces

/ (u- gradsgq f + f divequ) dS = (u . f) flar + / u, H fdS, (6.3)
r r

donde H es la curvatura media de 02, y T es el vector tangente a 9.

DEMOSTRACION. Sea zy € I, dado que Q es de clase Lip?, existen a, p > 0, un sistema de
coordenadas y una funcién a, de clase Lip® definida sobre el intervalo A, = {z: 2| < a} y
una vecindad V de xq tal que

T=InV={(za): |z <al.

Usando particiones de la unidad basta demostrar la proposicién para I

Sea f, C C(Q) tal que f, — f en W2'(R?) y denotemos por f,, f sus extensiones a R2.
Entonces,

(1, a,(2))

1+a(x)?
(—a,(x ),1)
dS=+/1+4d (x)Q,

—

dt al’

T

o+
Il

)

n

— =——T ___n
dz 1+ al(x)?

/u(an-f)-de:[(u-ﬂ(an-f)dS
:/ab (u{) <%—§+%—]2”a;(x)) dz

Luego,

desarrollando el dltimo termino de (6.4),
S
/ fulz, ap(x {—u(x a.(z))-t+u- d—] de =

/fxar [—u(x a, (a ﬁ] dx+/ £, a.( 1+’/(($)( = (u-7) de,

/fn Hd5+/fnﬁ [Oyu;] tdS.
(6.5)
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Por lo tanto, de (6.4) y (6.5), se obtiene

/f <u gradyg f + fo divagu> s = (u-1) f,

+ [ wttf.as
ar Jp
Pasando al limite, se obtiene (6.3). O

Proposicién 6.22 Sea Q C R? un abierto acotado de clase Lip®. Entonces, si f € W21(Q)
y u € Lip*(R% R?) se tiene la siguiente formula de integracion por partes

/ (u : gmdf + f divagu) ds = /
1Y)

[2/9]

(u-n) (g—fl—l—Hf)dS,

donde n es la normal exterior a 02 y H es la curvatura media de OS2.

DEMOSTRACION. Basta considerar una sucesion f,, € C>®(Q) tal que f, — f en W21(Q) y usar
la proposicién 6.21. O

6.4. El problema de Neumann

En esta seccién se entregan algunos resultados acerca del problema de Neumann concer-
niente al problema con superficie libre. En particular, se entregan resultados de existencia de
soluciones y la regularidad de éstas.

Sea © C R? un dominio acotado de clase Lip' y g € L'(99) tal que

/89 gdS = 0. (6.6)

Consideremos el problema de Neumann:

Au=0 en €,

6.7
% =g sobre 0f). (6.7)
on

Nos interesa saber bajo que condiciones, sobre €2 y g, existe una tnica solucién del problema
(6.7) y cual es su regularidad. Notemos que si u; y us son dos soluciones suaves de (6.7),
entonces, u; y uy difieren en una constante. En efecto, la funcién v = u; — uy satisface (6.7)
con g = 0, luego, multiplicando la ecuacion en €2 por v e integrando por partes, se obtiene
que ]gradv!2 = 0, de donde v = Cte y, por lo tanto, u; — us = Cte. Es decir, el espacio
de la soluciones del problema (6.7) tiene dimensién 1. Para evitar esta falta de unicidad
agregaremos la siguiente condicion:

/Q u(x) dx = 0. (6.8)
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Por lo tanto, estaremos interesados en el siguiente problema:

Au=0 en €,
ou _ bre 99
% — g sopre , (69)

/udx: 0.
Q

Proposicién 6.23 Sea Q) C R? un dominio acotado de clase Lip' y g € L'(09Q) una funcion
satisfaciendo la condicion de compatibilidad 6.6.

Se tiene la siguiente

1. §1
V= {ve H'(Q): /v(m)dm: 0},

Q

y g € L*(09), entonces, existe una inica funcién u solucién del problema

/Vu-Vv:/ gudS Yv eV,
Q o9 (6.10)

ueV.

La funcién u es de clase C*(Q)) y satisface Au = 0. Si u satisface (6.10), diremos que
u es una solucion débil del problema (6.9).

2. Sip € (1,400), Q de clase Lip* yg € W=1/pe(9Q), entonces, existe una tnica funcién
u € W2P(Q) N C>®(Q) solucion del problema (6.9). Ademds, si Q es de clase Lip"*?,
con k > 0 entero, y g € WFHI=1PP(9Q), entonces, u € WH22(Q) N C>®(Q).

3. 8iQ es de clase C**, con a € (0,1), y g € CH*(9), entonces, existe un unica funcion
u € C**(Q) solucién del problema (6.9).

DeMOSTRACION. 1. V es un subespacio cerrado de H'(Q) y la aplicacién
a(u,v) = / Vu - Vudx
Q

es una forma bilineal continua y coercitiva sobre V. La aplicacién u — |, a0 gudS define
una aplicacién lineal continua sobre V. Luego, por el Teorema de Lax-Milgram, existe
una tunica funcién u € V' solucién del problema (6.10). Ademads, integrando por partes,
se obtiene que

/uAvdsz Yo e C5° ().
Q

Luego, por el Lema de Weyl (Corolario 1.2.1 de [14]), se tiene Au = 0 y, por lo tanto,
u e C™(Q).

2. Véase la Seccién 2.5 de [10].

3. Véase el Teorema 6.3.1 de [9)].



Capitulo 7

Flujo sobre un obstaculo

7.1. Posicién del problema

Consideremos el flujo bidimensional, irrotacional y estacionario de un fluido ideal e in-
compresible en un canal infinito #* aguas abajo y aguas arriba, con una superficie libre en la
frontera superior S y un obstaculo en el fondo F'. Supondremos que el flujo es uniforme, con
una velocidad Vj y una altura H en el infinito aguas abajo y aguas arriba del obstaculo (Fig.
7.1).

y=H+ f(z)

(V0,0)

y = b(z)

«——————m——————-)

Figura 7.1: El dominio del flujo.

Supondremos que las ecuaciones del fondo F' y la superficie libre son, respectivamente,
y = b(r) ey = H+ f(x), donde b y f son funciones suaves, en un sentido que se debe
precisar. Por lo tanto, el dominio del flujo ¥ esta dado por

¥ ={(r,y) ER*: b(z) <y < H+ f(x)}.

El fondo es plano en todos lados excepto en donde yace el obstaculo, luego, si ¢ > 0,
supondremos que la funcién b satisface

sop(b) C (—fp,lo)  b(x) €[0,a] x€R, (7.1)

48
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donde 0 < a < H.

En lo que sigue asumiremos que la fuerza externa ejercida sobre el fluido es la gravitacional
actuando en contra del eje y, i.e., (x) = —gy, donde g es la aceleracién de gravedad. Por lo
tanto, las ecuaciones de movimiento son

Ap =0 en ¥,
gradg -n =0 sobre F'U S, (7.2)

1 1
5 lerad o + gy = 5‘/02 +gH sobre S.

Condiciones en el infinito. Supondremos que el flujo es asintéticamente uniforme y hori-
zontal lejos del obstaculo aguas arriba y aguas abajo, i.e.,

o (p(z,y) = Vo) =0 y € (0,H).
Sean
Fr = Vo
Vol
~ b(Hzx
i) = 212
; f(Hz)

¥V ={(z,y) e R%: b(z) <y <1+ f(x)},
S ={(z,y) € R%: yzl—i—f(x), —o0 <z < 40},
ﬁ:{(x,y) e Ry =b(x), —00 < < 400}

Usando (7.3) y la adimensionalizacién (2.17), el problema (7.2) se escribe equivalentemente
como

Ap =0 en "/},
gradyp-n =0 sobre S U F, (7.4)

1 1 -
5 IVol? + Fr 2y = 5 +Fr?  sobre S,
y la condicién en el infinito queda

lim (p(z,y) —z) =0, ye€(0,1). (7.5)

|z| =400

La presion en el fluido se puede calcular a partir de la ecuacion siguiente:

1 1
p(x) = 5+ Fr? — <§]grad ©]* + Fr_zy) (7.6)
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7.1.1. Formulacion usando la funcién de corriente

Usando la funcién de corriente, el problema (7.4) se puede reescribir equivalentemente
como:

( Ay =0 en ¥,
=0 sobre F
=1 sobre S, (7.7)
1 1 ~
[ 5 VY| + Fr 2y = 3 +Fr~?  sobre S,
y la condicién (7.5) equivale a:
m (¢(z,y) —y) =0, ye(0,1). (7.8)

|z| =400

7.2. Existencia de soluciones

En esta seccién se entrega un resultado de existencia de soluciones para el problema (7.4)-
(7.5). Primero se desarrolla el caso particular en que no hay obstéculo y, posteriormente, se
desarrolla el caso general.

7.2.1. Un caso particular

En el caso en que el fondo F' es plano, i.e. no hay obstaculo, se tiene la siguiente

Proposicién 7.1 Si b= 0, entonces las soluciones del problema (7.4)-(7.5) son

f=0,

(7.9)
@ =x + Cte,
donde Cte es una constate.
DEMOSTRACION. Consideremos la funcién ¢, = ¢ — x, entonces, ¢, satisface
Ap, =0 en ¥,
P _
e _ sobre FF'U S,
on
1 0 ~
§\V¢p|2 + % +Fr?y=Fr? sobreS.
La condicién (7.5), en este caso, se escribe
lim  ¢,(z,y) = 0. (7.10)

|z| =400
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Luego, por (7.10) y el lema de Hopf (véase [7] pp. 347-349 .), se obtiene que ¢, = Cte, esto
es,

¢ =z + Cte. (7.11)
Ademas, sobre la superficie libre
1 2, o2 1 2 S
5 Vo|” 4+ Fr 2y = 5 + Fr sobre S. (7.12)
Reemplazando (7.11) en (7.12), se deduce que y = 1 y, por lo tanto, f = 0. O

7.2.2. El caso general

A continuacion se entrega un resultado de existencia de soluciones cuando el fondo F
no es plano, i.e. b % 0. Para demostrar la existencia de soluciones, usaremos el teorema de
la funcion implicita, por lo que supondremos que el obstaculo es suave y suficientemente
pequeno.

El Teorema 7.2 asegura la existencia de soluciones en espacios de funciones Hélder conti-
nuas en el caso en que el nimero de Froude sea mayor que 1 o menor que un cierto niimero
Fy < 1. Estos resultados se deben a Titri-Bouadjenak et al. [27] para Fr > 1 y a Boukari et
al. [4] para 0 < Fr < Fy, con Fy < 1. El caso Fr € [Fy, 1] todavia es una pregunta abierta.

Teorema 7.2 Supongamos que A € (0,1) y denotemos por Qi’f el abierto:

Q% = {(x,y) € R?: bz) <y <1+ f(a)}.

Entonces, existe Fy € (0,1) y ¢ > 0 tal que, para todo 0 < ¢ < ¢, existe una vecindad V.
de cero en B>*(R) de modo que para todo Fr € (0, Fy) U (1,00), si b € V., existe una tinica
funcion f € B*MR) y una funcidn ¢ € BE’\(QI}) de modo que el par (f, ) es solucidn del
problema (7.4)-(7.5). Ademds, existe una aplicacion g: V. — B2*(R) de clase C" tal que
f=9g(b).

DEMOSTRACION. Consideremos 1, = ¢ — y, entonces 1, es solucién del siguiente problema

Aipp(z,y) =0 en Q?;, )
wp(xa y) = _~<I> sobre Y= B(I‘)7
Yplz,y) = —f(z) sobre y =1+ f(x), (7.13)
% <|pr|2+2%—?+l> +Fr_2f(x) = % sobre y = 1+f(x).)

Ahora, transformamos el dominio QI} en la franja infinita

Q={(z,y) €ER*: —oco<z<+00,0<y<1}
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a través del siguiente cambio de variables:

z

g—éuz .
1+ f(z) — b(x)

<>
Il

Definiendo v, (x,y) = ¥(&, ) el sistema (7.13) se convierte en

Azﬁp—i—P{lﬂp:O en @, )
@Zp(i, 0) = —b() sobre Z € R,

Uy(i,1) = —f(&) sobre € R,

SV —— 241 +F2f(2) =0 sobre = € R,
I 4y(£,9) = 0 j€(0,1).

|&] =00 J

Donde, el operador gradiente §£ estd dado por

oo (B L0
Vg — T 1~1+~féb Y ,
1+f—b 09
y el operador
. 0? 0? 0
P iy T gy
donde,
~TrFN 3
o =IO =)V
1+f—=0
aq 2 1
a9 = - — 1 + B~
? (2) (1+f —b)?
1 - . . .
a:fb”—kA //_bl/ _'_* /_b/ b/_’_A ,—b,.
3 1+f—ﬁ g(f" =" u+f_mgf ' +4(f = )]

A continuacién se define el operador T': B>* x B>* — BI* que a cada (b, f) le asocia T'(b, f),
definido por

S N 2 oY
T®,9) =5 (!VZ{%F T s

) N
300 —l—l) + 7 f(2),

donde 1/Ajp es solucién del problema (7.14). Por la Proposicién 7.1, T(0,0) = 0, luego para
b € B>*(R) vamos a aplicar el teorema de la funcién implicita a la ecuacién

T(b, f) = 0.

(i) Diferenciabilidad de T' con respecto a by f.
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Lema Eziste una bola abierta B de radio ro centrada en el origen de B>*(R) x B?>*(IR)
tal que T es continuamente diferenciable en B.
DEMOSTRACION. véase la Seccién 4.1 de [4]. O
(ii) Invertibilidad de 2Z (O 0)

Sea h € Bf”\(R), pomendo b=0en 71(5, f) = 0, derivando con respecto a f en la
direccién h y evaluando la derivada en f = 0. Se obtiene

90,0y b= h+ 229 1),
of 9y
donde R
Wp, = % h,
of b=F=0
y wy, satisface
Awp, =0 en @),
wp(2,0) =0 T eR, (7.15)

wi(#,1) = —h(2) & €R.
Lema Fuxiste Fy < 1 tal que si Fr>1 60 < Fr < Fy, el operador h — h + Frzaa—?(~, 1)
es un isomorfismo desde B>*(R) en BY(R), wy, es la solucion del sistema (7.15).

DEMOSTRACION. Para Fr > 1 véase el Teorema 1 de [27]. Para la existencia de Fry y la
invertibilidad para Fr € (0, F) véase la Seccién 4.3 de [4]. O

La conclusion sigue del teorema de la funcién Implicita. m

7.3. Truncamiento del dominio

El problema (7.4)-(7.5), definido en el dominio no acotado ¥, en general, es dificil de
tratar usando las técnicas habituales de ecuaciones en derivadas parciales. Es por esto que
tipicamente se trunca el dominio Y a uno acotado, que llamaremos ”//T, y se resuelve el
problema truncado reemplazando adecuadamente la condicion (7.5).

En lo que sigue supondremos que b, f € C®. Ademés, debido a la condicién (7.5) v a (7.1),
si £ > 0, es suficientemente grande, sin pérdida de generalidad, se supondra que

sop(f) C (—2¢,2¢),

sop(b) C (—¢,20).
Asi, para L > 2/, se define el abierto ¥ (Fig. 7.2) como

Yo ={(z,y): b(z) <y <1+ f(z), z € (~L,L)}.
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L I
—_
D

Figura 7.2: Dominio Y.

Se tiene que el dominio Y es de clase Lip'. Ademsés, consideremos una curva o 0,1] —
R2, suave y simple, tal que

7(0) = (L,0),0(0) = (L,1) y o (0,1))  [£, L+ ] x [0,1].

Sea ¥ el dominio cuya frontera estd definida por % = v Uo U Y9 U —0, donde
M= {(a:,l;(:v)) LS [_La L]}v
Y2 = {(l’, 1+ f(l‘)) S [_L7L]}

Para ¢ adecuado, el dominio Y7 es de clase C3 (Fig. 7.3). En particular, el dominio U, cuya

I's
—0 F4 7/~T =0 FQ g
Iy
—L -2 4 L 20 L

Figura 7.3: Dominio truncado % = Q.

frontera estd definida por U = v3 U 0 U4 U —0o, donde,

= {(x,0): € [~L, L]},
y= {(x,1):z€[-L,L]},

es de clase C3.
Con el objeto de simplificar la notacion, de ahora en adelante, escribiremos

. Ti=m, Ty=m,
Q=7 1= 3 =72

FQZO', F4:—O'.
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Una vez definido el dominio truncado €2, debemos reemplazar la condicién (7.5) por otra
equivalente sobre las curvas I'y U I'y. Suponiendo

¢ ~ x + Cte para |z| > L
la condicién (7.5) se puede intercambiar por
gradp-n =1, sobre I'y U Ty, (7.16)
donde v = (v, 11)" es la normal exterior unitaria al abierto U.

Asi, a partir de (7.4) y (7.16), se define el problema con superficie libre en el dominio

truncado )

Ap =0 en €2,
radp-n =10 sobre I'y U T3,
grad @
(®) < gradp -n =1y sobre I'y U Ty, (7.17)
1 1
5 lgrad o[> + Fr 2y = 5 +Fr % sobre I's.

Es claro que en el problema (®) la superficie I's es desconocida y, por lo tanto, ésta debe
ser encontrada como parte de la solucion del problema. Luego, el problema con superficie
libre se puede plantear como

Encontrar una curva I's y una funcién ¢ que cumplan (). (7.18)

Si I's es una curva para la que existe una funcién ¢ de modo que (I's, @) sea solucién de
(7.18), diremos que el dominio generado por I's, 2 = Q(I'3), es un dominio 6ptimo.

7.4. Formulaciéon de diseno 6ptimo

En la formulacién (®) hay dos condiciones sobre la superficie I's. Estas son: la condicidn
cinemdtica
gradp -n=0 sobre I's, (7.19)

y la condicion dindmica
p(x) =0 sobre I's. (7.20)

Usando la condicién (7.20) el problema (7.18) se puede reformular en uno equivalente de
disenio 6ptimo. En esta nueva formulacion, la idea consiste en encontrar una curva I's que
minimiza una norma del residuo de la condicién dinamica sobre la frontera libre, sujeto a un
problema de valores en la frontera.

Para obtener una formulacion de diseno éptimo del problema con superficie libre, se define
el funcional de costo

1
B(Cyg) = [ 5i7ds, (121)
I's



CAPITULO 7. FLUJO SOBRE UN OBSTACULO 56

donde p es la presion sobre el fluido (7.6), y la restriccién C' como el siguiente problema de
valores en la frontera

Ap=0 en
C(T3,0) =< grade-n=0  sobre 'y UTL;, (7.22)
gradp-n =wv; sobre 'y UTy.

Por lo tanto, (7.18) es equivalente al siguiente problema de diseno éptimo:

min{£(l's, 0): C(I's, )}, (7.23)

i.e. minimizar el funcional E(I's,¢) sobre las superficies I's y las funciones ¢, sujeto a que
(I's, ) cumpla la restricciéon C(I's, ¢). Como el problema (7.22) no necesariamente tiene una
tnica solucién el funcional de costo F(I's, ¢) depende de la superficie libre I's y de . En el
caso en que para cada I's exista una unica solucién ¢ de (7.22) usaremos la notacién E(I's)
y C(I's) en vez de E(I's,¢) v C(I's, ¢), respectivamente.

Observacion 7.3 Si Cte es una constante, entonces el funcional de costo (7.21) satisface

E(Ts, ) = B(Ts, o + Cte).

7.5. Extension de la condicion sobre la frontera

Sean c¢,d ntimeros tales que a < ¢ < H < d. Consideremos el abierto U de clase C3,
descrito en la Seccion 7.3, y la funcién g definida por

g9(x) =1 (x), x €9, (7.24)

donde 1 es la primera componente de la normal exterior unitaria a U. Es inmediato verificar
que

0 xel1uUlys,

n(x) xelyUly.

Vamos a extender la funcién a todo R?, de manera que su extensién sea nula en las vecindades
de I'y U T's. Para ello necesitamos el siguiente

Lema 7.4 Si Q C R? es un abierto acotado de clase C3, entonces existe una funcién f €
C*(R?;R?) tal que
f=mn en0f.

DEMOSTRACION. Sea Xg € 0. Dado que € es clase C3, existen a, 8 > 0, un sistemas de
coordenadas (z,a,(z)) y un intervalo cerrado A, = {z: |z| < a} tales que a, es de clase C*?
en A,. Consideremos la aplicacién

d: (z,7) € (—o, ) x (=, 8) = (x,a,(x)) + Tn(x, a.(x)).
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A partir de esto se define la funcion dist, llamada “distancia con signo a 02”7, a través de la
férmula

0
y —a(x)

dist (x) = <

) ‘n(x,a.(r)) paratodo x = (z,y) en una vecindad V de x.

De aqui se deduce que
x = d(x,dist(x)) para todo x € V. (7.25)

Se tiene que dist es de clase C*(V). Probemos ademds que
dist es de clase C*(V) y que |Vdist| = 1 en V. (7.26)

En efecto, derivando implicitamente (7.25), se obtiene:

Vdist(x) = (Ca@.1)

H—GW para todo x = (SU, y) S V

De donde se deduce (7.26) y que Vdist = n en A,.. Usando particiones de la unidad, podemos
suponer que existe un entorno WV de 0f2 tal que

dist € C*(W), |Vdist| = 1.
Consideremos tres abierto Wy, Ws, Ws, verificando
O)CCWsCCWoCCW, CCW
y sea o € C(R?) tal que
a=len W, ya=0en R*\ W,.

Entonces, se define

o {anist en Wy

0 en R\ W,.
[
A partir del lema anterior se puede construir la prolongacién buscada.
Proposicién 7.5 Eziste una prolongacion g € C*(R?) de g, tal que
sop(g) cC (=L —1,L+1) x (—=1,d/H) \ [-2¢,2(] x [-1,d/H]. (7.27)

DemosTRACION. Dado que U es de clase C3, por el Lema 7.4 existe una funcién f = (f, f2)' €
C?(R?%* R?) tal que
f=v sobre OU.

Sean V; y Vs, dos abiertos tales que

MUl cCVy CCTVo(—L—1,L+1) x(=1,d/H) \ [-2¢,2¢] x [-1,d/H].
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y consideremos una funcién h € C*°(R?;R) tal que

h=1 en Vi,
h=0 -en V;.

Si se define g = h - fi, entonces, g € C%*(R?) es una extensién de g a todo R? y satisface
(7.27). O

Corolario 7.6 Para cada v € Lip*(R?;R?), tal que ||lully es suficientemente pequena, § €
W2=YP (00 + u).



Capitulo 8

Diferenciacion respecto del dominio

En este capitulo se aplicara la técnica de variaciones con respecto al dominio. Para esto,
se usaran como referencia los trabajos de J. Simon [22, 23, 24, 25].

De acuerdo con la Seccién 7.4 el problema con superficie libre equivale a encontrar un par
(I'%, ©*) solucién del problema

Ianl:g{E(Fg, p): C(I's, )}, (8.1)

sobre todas las superficies I'; “admisibles” y funciones ¢ satisfaciendo C'(I's, ¢). En lo que si-
gue, se supondra que para cada curva '3 existe una tnica funcion ¢ satisfaciendo la restriccion
C(T's, ) vy, por lo tanto, se puede denotar E(I's) = E(I's) y C(I's) = C(T's, ¢).

La dificultad al tratar con el problema (8.1) es que el conjunto de las superficies “admisi-
bles” no posee estructura de espacio vectorial y, por lo tanto, no se puede utilizar el esquema
clasico de optimizacién diferenciable. Para superar este inconveniente se puede considerar un
dominio inicial 2 de clase Lip¥, con k > 1, una funcién u € Lip"(R? R?) (O, (R?;R?)), con
k> 2 (k= 1),y perturbar el abierto 2 en la direccién u, a través del homeomorfismo (I +u),
ie.,

Q+u=T+u)(Q) ={x+ux):xe}

Para u € Lip"(R?; R?), tal que ||ul; es suficientemente pequena, en virtud a la Proposicién
6.11, el conjunto € +u es un abierto de clase Lip”*. Denotemos por I's +u = (I 4 u)(T's), nos
gustaria definir la aplicacién

u— E(I's + u), (8.2)

desde un entorno de 0 en Lipk(]RQ; R?) en Ry, bajo ciertas condiciones, probar que es Fréchet
diferenciable.

El presente capitulo se centra en justificar que la aplicaciéon (8.2) esta bien definida, de-
mostrar que es Fréchet diferenciable y calcular su derivada. Para ello, se definira la nocion
de “derivada con respecto al dominio”, se vera bajo qué condiciones la “derivada existe” vy,
ademds, que la derivada de Fréchet de la aplicacién (8.2) depende a su vez de un problema
de contorno involucrando a la funcién ¢, solucién de C(I's).

29
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8.1. Definicion de derivada local

Sea Q un abierto de R?. Para todo u € Lip"(R?;R?), k > 1, de norma suficientemente
pequena, €2 + u es un abierto de R%. Consideremos una aplicacién v — z(u) verificando lo
siguiente:

{ Para cada u € Lip"(R?; R?) tal que |lu||x es suficientemente pequeiia, (3.3)

z2(u) e W™ (Q+wu), conk>m>1y1<r<oo.

Dado w CC Q, se puede tomar u € Lip*(R?; R?) de norma suficientemente pequeia para que
w CC Q2+ u. Entonces z(u) estd definida en w y tiene sentido hablar de la diferenciabilidad
en el origen de la funcién u — z(u)|,.

Definicién 8.1 (Derivada local) Se dice que la aplicacion u — z(u) tiene una derivada
local (o bien, que es localmente derivable) en el origen, si cumple (8.3) y para cada abierto
w CC Q, la correspondiente aplicacion z,(u) = z(u)|w, que estd definida de un entorno de
0 en Lip"(R?* R?) y toma valores en W™ (w), es Fréchet diferenciable en el origen. En tal
caso, la derivada local en 0 en la direccion u, que se denotard por z'(u), estd bien definida
en todo el dominio ) para cualquier u € Lz’pk(Rz;RQ), y satisface

d
2 (u) = Dz,(0)u = &zw(tu) en w, para cada abierto w CC €,

donde Dz,(0) es la derivada de Fréchet en el origen de u — z,(u) (naturalmente, una
aplicacion lineal continua en Lip®(R?;R?) en W™ (w).

El préximo teorema entrega una condicién suficiente para la existencia de la derivada local
en el origen.

Teorema 8.2 (Existencia de la derivada local) Sea Q un abierto de R?. Seau € Lip®(R?,R?),
k > 1, de norma suficientemente pequena. Consideremos la aplicacion u — z(u) y suponga-
mos que se verifican las siguientes hipotesis:

Para cada u € Lip®(R?*;R?) tal que ||ul|y es suficientemente pequeria, (8.4)

z(u) e W™ (Q+wu), conk>m>1y1l<r<oo. '
u— z(u) o (I +u), definida de un entorno de 0 en Lip*(R?* R?) en W™ (1), (8.5)
es deriwable en 0, con derivada en la direccion u denotada Z(u). '

Entonces, para cada abierto w CC Q, la aplicacion u — z(u)|,, considerada una como
aplicacion definida de un entorno de 0 en Lip"(R?; R?) en W™ 17 (w), es derivable en 0. Su
derivada local en la direccion u estda dada por

Z'(u) = Z(u) — u - grad z(0).

DEMOSTRACION. véase [25] Teorema 2.13 pp. 48-50. O
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8.2. Existencia de la derivada local

Para ¢ y d como en la Seccién 7.5 se define el abierto
Qsop = (—20,20) x (¢/H,d/H).

Para u € Lip®(Q,,; R?), tal que ||ulls es suficientemente pequefa, el conjunto Q + u es un
abierto de clase Lip. Asi, para todo u € Lip*(Q,;R?), tal que ||ulls es suficientemente
pequena, tiene sentido definir la siguiente familia de problemas perturbados:

Ap=0 enQ+u,
gradp-n =g sobre 0 + u,

/ pdx = 0.
Q+u

(®(u))

Se tiene entonces

Proposicién 8.3 Consideremos la aplicacion u — p(u). Entonces

1. Existe una unica funcién p(0) € W32(Q) N C>®(Q), con 1 < p < +oo, solucion de
(©(0)).

2. Para cada u € Lip®(Qs0p; R?), tal que ||ul|y es suficientemente pequeria, existe una inica
funcion p(u) € W2P(Q+u) NC®(Q +u), con 1 < p < 400, solucidn de (P(u)).

DEMOSTRACION. 1. Supongamos que 1 < p < +00.
Por el Corolario 7.6 se tiene que § € W2~ /PP(9Q) v Q es de clase C°, luego, de la
Proposicién 6.23, se obtiene el resultado.
Supongamos que p = 1. Entonces, para todo f € L?*(f) se tiene la siguiente desigualdad

1Fllzr) < CEN N2, (8.6)

donde C(€) es una constante que depende de 2. En efecto, si f € L*(Q)

s / fldx
)l fl00

Luego, dado que ¢(0) € W*2(Q2), usando (8.6), se obtiene que p(0) € W1(Q).

2. Supongamos que 1 < p < +00.
Por el Corolario 7.6 se tiene que § € W'=1/PP(9Q + u) y Q + u es de clase Lip?, luego,
por la Proposicién 6.23, se obtiene el resultado.
Supongamos que p = 1. Entonces, para todo f € L?*(Q) y u € Lip*(Quep; R?), tal que
||u||2 es suficientemente pequenia, se tiene la siguiente desigualdad:

111zt @+ < CEOA + [lull) (1 F Il 2@, (8.7)
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donde C(f2) es una constante que depende de Q. En efecto, si f € L*(Q + u)

flarn < [ 17l
Q+u

1/2
S(/ dX) I f Il 22w
Q+u

1/2
Q
< OO+ [[ull )21 £l 24w
Luego, dado que p(u) € W?2(Q + u), usando (8.7), se obtiene que p(u) € W>1(Q).

]

Usando la Proposicién (8.3) se puede hacer la siguiente

Definicién 8.4 Para u € Lip*(Qop; R?), tal que ||ul|2 es suficientemente pequenia. Considere
las aplicaciones
u = (u),

u— p(u)o (I +u).
Entonces, para todo 1 < p < 400,

1. La aplicacion u — p(u) estd definida desde una vecindad de Lip*(Qop; R2) en W2P(Q+
u) N C®(Q+ u).

2. La aplicacion u v+ @(u) o (I +u) estd definida desde una vecindad de Lip*(0p; R?) en
W22(Q) N C>(Q).

DEMOSTRACION. 1. Directo de la Proposicion 8.3.

2. Sea 1 < p < +o00. Dado que p(u) € W?P(Q2 + u), aplicando la Proposicién 6.13, se
obtiene que p(u) o (I +u) € W2P(Q).

]

Se tiene el siguiente

Teorema 8.5 La aplicacion
u— p(u) o (I +u), (8.8)

estd bien definida desde un entorno de 0 en Lip*(Qsop; R?) en W2P(Q), 1 < p < 400, ¥ es
derivable en 0. Su derivada en la direccion u serd denotada por $(u).

DEMOSTRACION. Sea VW una vecindad de 0 en Lin(QSOp; R?). Para u € W, se denota

M(w) =" [8;(1 +u)i] "
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Para 1 < p < 400, consideremos la aplicacion
F: W x W2P(Q) = L*(Q) x W1P(0Q) x R,
definida por:
Fi(u, ¢) = —div (Jac(I + u)M*(u) M (u)grad ¢)
Fy(u,¢) =n - (Jac(I + w)M*(u)M (u)grad ¢) — g o (I + u)Jacon(l + u),

Fs(u,¢) = /Q¢Jac([—|—u)dx.

Debido a que p(u) satisface (®(u)), entonces, ¢(u) es soluciéon débil del mismo problema,
luego, haciendo cambios de variables, se obtiene

F(u,p(u)o (I +u))=(0,0,0)" (8.9)

Ademas, se verifica que

1. F es de clase C' (W x W2P(Q)).

2.
0F,
— w=-A
9 (0 #(0))w w,
0F; B
%(0, ©(0)).w =n-gradw,
OF;

a—¢(0,g0(0)).w:/gwdx.

3. La aplicacion
OF
99

es un isomorfismo.

(0,0(0)): W2P(Q) — L2(9Q) x W/P(00) x R,

Por lo tanto, aplicando el teorema de la funcién implicita a (8.9), existen una vecindad U de
0 en Lip®(Q40p; R?), una vecindad V de 0 en W?P(§2) y una tnica funcién g: « — V de clase
C! tal que

Flu,p)=0enU xV & o¢=gu) veld,pel.

De (8.9) se obtiene que p(u) o (I +u) es de clase C*.

Por otro lado, si p = 1, usando que la identidad de W12?(Q) en W11(Q) es lineal continua,
se obtiene el resultado.
O

Teorema 8.6 (Existencia de la derivada local.) Sea 1 < p < +o0. Para cada abierto
w CC 2, la aplicacion

u— o(u)le,
considerada como una aplicacion de un entorno de 0 en Lip*(Qy0p; R?) en WP (w) es derivable
en 0. Su deriwada local en la direccion u estd dada por:

¢(u) = () — u - gradp(0). (8.10)
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DemosTRACION. Dado que ¢(u) € W2P(Q+u)NC>(Q+u) y por el Teorema 8.5, p(u) cumple
las hipdtesis del Teorema 8.2, con k = m = 2 y r = p, de donde se obtiene el resultado. [

8.2.1. Diferenciacion de la ecuacién

Teorema 8.7 La derivada local en el origen de la aplicacion u — p(u) en la direccion u,
denotada ¢'(u), verifica

Ag'(u) =0 en Q.

DEMOSTRACION. Sea w CC €2 un abierto y consideremos el operador
Ap = Ao,

definido de W'?(w) en D’'(w). Entonces A aplica en forma lineal y continua W?(w) en D' (w).
Ademss, para todo u € Lip?(Q,,p; R?), tal que ||ul| es suficientemente pequefa,

Ap(u) =0en Q + u. (8.11)

Gracias al Teorema 8.6, la aplicacién u — ¢, (u) = ¢(u)|,, definida de un entorno de 0 en
Lip®(Quop; R?) en WP(w), es derivable en 0.

Por otro lado, el operador A definido en W'?(w) es Fréchet-derivable en todo punto y coincide
con su derivada. Por lo tanto, la funcién v — (Ao p,)(u) = A(¢,(u)), definida de un entorno
de 0 en Lip®(Q40p; R?) en D'(w), es derivable en 0 y, ademds,

D(Aop,)(0).u=ADg,(0).u = A¢'(u) en D' (w).

A partir de (8.11) se obtiene:
Ay (u) =0 en D'(w),

y, como w CC 2 es arbitrario, se obtiene el resultado. O

8.2.2. Variacién total de las derivadas parciales

Teorema 8.8 La aplicacion u — (gradp(u)) o (I + u), definida de un entorno de 0 en
LiPQ(Qsop;RQ) en WHP(Q;R?), es derivable en 0.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 6.14, se tiene que la aplicacion u — [0;(I+u);] ™!, definida
de un entorno de 0 en Lip®(Q,,;R?) en Lip'(Q4p; R?*?), es derivable en 0. Ademés, la
aplicacién u — grad u, definida de W?2?(Q) en W1P(Q, R?) es lineal y continua. Luego, por
el Teorema 8.5, la aplicacién u — grad (¢(u) o (I + u)), definida de un entorno de 0 en
Lip®(Quop; R2) en WHP(Q; R?), es derivable en 0. Finalmente, gracias a la Proposicién 6.13,

(gradp(u)) o (I +u) = "0;(1 + u)i]"grad (p(u) o (I +u)),

de donde se obtiene el resultado. O
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Observaciéon 8.9 A partir del Teorema 8.8 se obtienen las siguientes relaciones:
( p) (1) = (D) (u) — - grad (Dip(0)),
0; (¢'(u)) = 0; (¢(u) — 0i (u - gradp(0)),
(Oip) = 0

8.3. Diferenciacion de la condicion sobre la frontera

La técnica para diferenciar la condicién sobre la frontera consiste en extender la normal
a todo el espacio y estudiar su variacién con respecto al dominio. Para ello se necesita el
siguiente

Teorema 8.10 Sea ) C R? un abierto acotado de clase C?*. Entonces

1. Para cada u € Lip*(R%R?) con ||ul2 suficientemente pequeria existe
v(u) € Lip'(R?* R?)
tal que
v(u) =n(Q+u) sobre 02 + u,
v(0) € C*(R* R?),
ov(0)
on

2. La aplicacion u — v(u) definida de un entorno de 0 en Lip*(R% R?) en L®(R? R?) es
derivable en 0. Su derivada en 0 en la direccion, denotada V'(u), verifica

= (0 sobre 0f).

V'(u) = —gradyg (u-m)  sobre 99

(igualdad en (L>(0Q;R?))).
3. La aplicacion v — v(u) o (I + ) definida de un entorno de 0 en Lip*(R*R?) en
Lip' (R?;R?) es derivable en 0. Su derivada en 0 en la direccion u se denota iv(u).

DEMOSTRACION. Véase el Teorema 4.1 pp. 85-96 de [25]. O

Una vez extendida la normal se tiene el siguiente

Teorema 8.11 Para cada abierto w CC ) la aplicacion

u = p(u)lw,

definida de un entorno de 0 en Lip*(Qop; R?) en W (w), es derivable en 0. Es decir, u —
o(u) es localmente diferenciable en 0. Su derivada local en la direccion u verifica:

¢'(u) = o(u) —u - gradp(0),
{ ¢ € (@) o
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Y, ademds,

¢’ () = _unﬁ%(o)

on oz T 97ad¢(0) - gradyquy,  sobre 9. (8.13)

(igualdad en L'(09))), donde

2

0? 0?
on? Z Ty Oxydx;’

jk=1

representa la sequnda derivada en la direccion normal.

DEMOSTRACION. Sea w CC €2 un abierto.

1. En virtud del Teorema 8.6 la aplicacién u — ¢(u)|,, definida de un entorno de 0 en
Lip®(Qu0p; R?) en W (w) es derivable en 0. En consecuencia, u — ¢(u) es localmente
derivable en 0 y satisface

¢'(u) = p(u) — u - grad ¢(0).

Luego, dado que ¢(0) € H3(Q), su derivada local en 0 en la direccién u verifica (8.12).

2. (i)

Para cada u € Lip*(Qs0p; R?) la aplicacién u — § o (I 4+ u) no depende de u.
En efecto, si x € sop(g), entonces,

go (I +u)(x) = gx+u(x)) = g(x),
pues el sop(u) Nsop(g) = 0.

Dado que 2 es de clase C3, por el Teorema 8.10, existe una prolongacién de la
normal v(u) € Lip'(R?;R?) tal que

v(u) = n(2 4+ u) sobre 052 + u.
Consideremos la aplicacion
u— 7(u) = gradp(u) - v(u) — go (I +u), (8.14)

definida de un entorno de 0 en Lip?(Qs0p; R?) en WH(€2). Por el Teorema 8.8, el
apartado 3 del Teorema 8.10 y el apartado (i), la funcién v — 7(u) o (I + u),
definida de un entorno de 0 en Lip?*(Qs0p; R?) en W1(Q), es derivable en 0 vy,
ademads,

7(u) = 0 sobre 092 + u. (8.15)

Lema Para cada abierto w CC €, la aplicacion

u— 7,(u) = 7(u)l|y, definida de un entorno de 0
{ (1) = (0l def 510

en Lip*(R* R?) en L'(w), es derivable en 0.

En consecuencia, u — 7(u) es localmente derivable en 0 y su derivada local en 0
en la direccion u, denotada 7'(u), verifica:

7'(u) € WHH(Q), (8.17)

(u) = —u, 8;53) sobre 0 (en L'(09)), (8.18)

donde u, = u-mn y n es el vector normal unitario exterior a OS).
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DEMOSTRACION. Para cada u € Lip?(Q,p; R?), tal que ||ul|y es suficientemente pe-
quena, 7(u) € WH(Q + u). Por lo dicho anteriormente, la aplicacién

u— 7(u)o (I +u),

definida de un entorno de 0 en Lip?(Qs0p; R?) en W1(Q2), es derivable en 0, con
derivada en la direccién u denotada 7(u). Luego, aplicando el Teorema 8.2, con
k=2, m=1yr=1,seobtiene (8.16) y la igualdad

7(u) = 7(u) — u - grad 7(0) Vu € Lip?(Qs0p; R?). (8.19)
Por otro lado, de (8.15), se deduce que
7(u) = 0 sobre 0f. (8.20)

Ademss, 7(u) € WH(Q) y, como 7(0) € W1(Q), grad 7(0) € WHH(Q), luego, de
(8.19), se obtiene que 7'(u) € WH(Q), y , por lo tanto se puede hablar de la traza
de 7'(u). Entonces, a partir de (8.20) y (8.19), se obtiene

7'(u) = —u - grad 7(0) sobre 9.

Por otro parte, 7(0) es constante sobre 0f) y, en consecuencia,

de donde se obtiene (8.18). O

Sea z(u) = grad ¢(u), entonces, derivando la aplicacién (8.14) localmente en la
direcciéon wu,
(u) = 2'(u) - v(0) + 2(0) - V'(u)
Aplicando el operador traza, usando la relacién (8.18) y notando que v(0) = n en
012, se obtiene:
or(0

Z(u) -n=—z(0) v (u) — un% sobre 99).

Por otro lado, por el apartado 1 del Teorema 8.10,

or(0)  092(0) av(0) 03
én  on v(0) +2(0) on  on’
_9%9(0) 99
on? on’
y, sobre 0f),
Z(u) -n=—u, agilo) -n+ 2(0) - gradyquy, sobre 012,
0§ _ 9%¢(0)
= u, (8_n ~ on? + grad ¢(0) - gradgnu, sobre 0%,
2
= —una 2(0) + grad ¢(0) - gradyquy, sobre 012,

on?
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donde hemos usado que

Finalmente, por la observacién 8.9,

(grad @)’ (u) = grad ¢'(u),
de donde se obtiene (8.13).

]

Observacién 8.12 FEn el teorema anterior, la hipdtesis ) es de clase C® se utiliza solamente
para poder hablar, respectivamente, de la traza de z'(u) y 7'(u). Luego, el Teorema 8.3 ain
es vdlido si se supone que ) es de clase C? y se agrega la condicion p(0) € H3(Q).

8.4. Diferenciacion del funcional de costo

Lema 8.13 Para cada u € Lip*(Qs0p; R?), tal que ||ull2 es suficientemente pequeria, se define
la aplicacion uw — p(u) por

1 1
p(u) = 5 + Fr? — (§|gmdcp(u)|2 + Fr2u) . (8.21)

Se tiene que:

(i) La aplicacion uw — p(u) estd definida para todo u € Lip*(Qsop; R?) tal que ||ulls es
suficientemente pequeria y toma valores en H'(Q + u).

(i) La aplicacion u — p(u) o (I + u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qp; R?) en
HY(2), es derivable en 0, con derivada en la direccién u denotada p(u).

(111) Para cada abierto w CC Q, la aplicacion u — p(u)|., considerada como una aplicacion
definida de un entorno de 0 en Lip®(Quop; R?) en L?(w), es derivable en 0.

DEmMosTRACION. (i) Para cada u € Lip?(Qs0p; R?), tal que ||ul|2 es suficientemente pequeiia,
por la proposicién 6.23, p(u) € W24(Q + u) y, por lo tanto, p(u) € H'(Q + u).

(ii) Por el Teorema 8.8 la aplicaciéon u — grad ¢(u) o (I 4+ u), definida de un entorno de
0 en W14(Q;R?) es derivable en 0, luego, como la aplicacion v — |v|?, definida de
WH4(Q; R?) en H'(R2), es derivable en todo punto, se obtiene el resultado.

(iii) Gracias a (4) y (27) se cumplen las hipétesis del Teorema 8.2, con k =2, m =1y r =2
de donde se obtiene el resultado.

]

Lema 8.14 Sea p(u) la aplicacion definida por (8.21). Entonces,

1. La aplicacién uw — +p*(u) estd definida para u € Lip*(Quop; R?), tal que ||ull2 suficien-
temente pequena y toma valores en Wh1(Q + u).
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2. La aplicacion u — 1p*(u) o (I 4+ u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qsop; R?) en
WhH(Q), es derivable en 0. Su derivada en 0 en la direccion u vale p(0)p(0).

3. Se tiene que

%p2(0) e WH(0). (8.22)

DEMOSTRACION. 1. Gracias al Lema 8.21, p(u) € H*(Q + u), luego, 3p*(u) € WHH(Q + u).
2. Por el Lema 8.14, la aplicacién v — p(u) o (I + u), definida de un entorno de 0 en
Lip®(Qu0p; R?) en HY(Q), es derivable en 0. Por otro lado, la aplicacién K (v) = |v|?,
definida de H'(92) en WH1(), es derivable en todo punto y su derivada en a en la

direccién u verifica,
K'(a;v) = 2av.

Dado que
K(p(u) o (I +u)) =p*(u) o (I +u), (8.23)
se obtiene que u — 1p?(u) o (I + u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Q,,,; R?) en

W1(Q), es derivable en 0. Mds atn, Por el Lema 8.21, para cada abierto w CC €,

la aplicacién u — p(u)|,, definida de un entorno de 0 en Lip*(Q;R?) en L?(w). En

consecuencia, u — z(u) = 1p*(u) también es localmente derivable en 0. Su derivada

local en la direccion u esta dada por
Z'(u) = p(0)p'(u)  para todo u € Lip?(Qp; R?).
Por lo tanto,
#(u) = p(0) (p(u) + u - grad p(0)) = p(0)p(0).
3. Da2d10 que Q es de clase C%, por la Proposicién 6.23, ¢(0) € W34(Q), y luego, 3p*(0) €
W2L(Q).

]

Por el lema anterior, para u € Lip*(Qs0p; R?), tal que ||ul|y es suficientemente pequeiia,
1p?(u) € WH(Q +u) y Q + u es de clase Lip?, luego, tiene sentido hablar de la traza de

5P (u) y

%p2(u) € L'(09 +u).

Por lo tanto tiene sentido hacer la siguiente

Definicién 8.15 (Funcional de costo) Para u € Lip*(Qsop; R?), tal que ||ulls es suficiente-
mente pequena, se define el funcional J(u) como

Se tiene el siguiente
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Teorema 8.16 Para cada abierto w CC €2, la aplicacion

1
u— §p2(u)\w,
definida de un entorno de 0 en Lip*(Qqop; R?) en L*(w), es derivable en 0. En consecuencia,
u — 3p*(u) es localmente derivable en 0. Para cada u € Lip*(Qsop; R?), la derivada local

p(0)p'(u) en la direccion u, verifica

p(0)p' () = p(0)p(u) — p(0) u - gradp(0) (8.24)

p(0)p'(u) € L*(99). (8.25)

Ademds, la aplicacion u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qs0p; R?) en R, es
derivable en 0 y su derivada en la direccion u estd dada por

J'(u) = /F 3p(0)p’(U)d5 + /

I's

1
<p(0) u - gradp(0) + §p2(0) divagu) ds, (8.26)
donde divag es el operador divergencia tangencial definido en la Seccion 6.3.2.

DEMOSTRACION. Sea w CC ) un abierto. En virtud del Lema 8.14, la aplicacién %pQ(u)|w,
definida de un entorno de 0 en Lip®(,,,; R?) en L'(w), es derivable en 0. Su derivada en la
direccién u satisface (8.24).

Por otra parte, 3(p®)’(u) = p(0)p/(u), luego, por el apartado 3 del Lema 8.14, se tiene (8.25),
por lo tanto, tiene sentido hablar de la traza de 3(p*)'(u) en L*(02).

Finalmente, por el Lema 6.16,
1 1
/ —p*(u)dS = | =p*(u) o (I +u)Jacoq(I + u)dS.
T3 (u) 2 I3 2
Gracias al apartado 2 del Lema 8.14 y a la Proposicién 6.19, la aplicacién

1
u— §p2(u) o (I 4 u)Jacsa(I + u),

definida de un entorno de 0 en Lip*(Q,p; R?) en L'(99), es derivable en 0 y, ademds, su
derivada en la direccién u estd dada por

1- 1 ) ) 1 )
5]?2(“) + 5192(0) divagu = p(0)p(u) + 5272(0) divaqu.

Obtenemos asi que la aplicaciéon u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip®(R?; R?) en
R, es derivable en 0 y teniendo en cuenta (8.24) y (8.25), se obtiene (8.26).

O

Corolario 8.17 La aplicacion u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qsop; R?) en
R, es deriwable en 0 y su derivada en la direccion u estda dada por

() = /F PO s + /F T (%HpQ(O) + p<0)ag—(7?>> as.
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El Corolario 8.17 se puede formular de la siguiente manera:

Corolario 8.18 Para cada u € Lz’p2(Qsop; R?) con norma suficientemente pequena se tiene

/F " %pQ(u)dS = /F 3 %pQ(O)dSJr /F 3 p(0)p' (u)dS+ /F o (%sz(O) + p(())ag—f)) dS+0(u),

donde 0 es una funcion que satisface

O(u) _
Jull2—0 [|u]]2
Lema 8.19 (0
p(0) = —Fr?n-ey sobre 'y (8.27)
on
donde ey es el vector ey = (0,1)".
DEMOSTRACION. Denotemos -2 = d,,, y calculemos 9,p(0)

1 1
Oap(0) = Oy <§ +Fr? — <§|grad ©0(0)]* + Fr_2y>) ,
1
= —§8n|grad e(0)]* — Fr*n - e,

y, ademas,

dp(0) 9p(0)

On (grad (0) - grad ¢(0)) = Oy ( o on T gradyne(0) - gradagw(o)) ,

= 2000n9(0) - On(0) + 20ngradyne(0) - gradyne(0).

Pero ¢(0) satisface
On(0) = 0 sobre I's,

luego, sobre I's,

On gradse(0) = gradyg Onp(0),
= grad 0h(0) — (grad On¢(0) - n) - n,
= (grad Oh(0) - n) - n — (grad dh(0) - n) - n,

de donde se concluye (8.27). O

Lema 8.20
P (u) = —2gradp(0) - grad ' (u). (8.28)

DEMOSTRACION. Derivando (8.21) se obtiene

p'(u) = —2grad ¢(0) - (grad ¢)'(u),

y por la Observacién 8.9, se tiene que (grad )’ (u) = grad ¢'(u), de donde se obtiene (8.28).
[
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Usando las férmulas (8.27) y (8.28) el corolario 8.17 se puede reescribir como

Proposicién 8.21 La aplicacion u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qyop; R?)
en R, es deriwable en 0 y su deriwvada en la direccion u estd dada por

/F' ¢’ (w) divgg (p(0)grad p(0)) dS +/ 2

r

Up, <1Hp2(0) —p(0)Fr2n.- 62> ds.

3
DemosTRACION. Consideremos la aplicacién u — I(u) definida por,

) = = [ 5(0)grad p(0) - grad /(1)

3

usando el Lema 6.21, con u = p(0) grad (0) y f = ¢'(u), se tiene que

Tu) = /F &/ (u)divoq (p(0)grad p(0)) dS.

5

Finalmente, usando las relaciones (8.27) y (8.28) se obtiene el resultado. O

8.5. El resultado principal

El analisis realizado en las secciones 8.1-8.4 se puede resumir en el siguiente

Teorema 8.22 La aplicacion u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip®(Qs0p; R?) en
R, es Fréchet derivable en 0 y su derivada en la direccion u estd dada por

1
U, (5 Hp?*(0) — p(0) Fr*n.- 62) ds,
I's

J'(u) :/F ¢’ (u) divag (p(O)gmdcp(O))dS—i—/

donde, ¢'(u) es solucion del siguiente problema de contorno:

Ag'(u) =0 en €,

, ) 8.29
3‘25}}“) = —una 2(0) + gradp(0) - gradypgu,  sobre O5). ( |

on?



Capitulo 9

El método de optimizacion adjunta

En este capitulo se deduce el método de optimizacién adjunta. En la Seccion 9.1 se in-
troduce el problema dual, en la Seccién 9.2 se deduce una condicién de optimalidad y en la
Seccion 9.3 se deduce la forma del método y se aplica un caso particular de variaciones con
respecto al dominio: las variaciones normales.

9.1. EI problema dual

Dado que la derivada de la aplicacién J depende indirectamente de u-n a través de ¢'(u),
conviene introducir el estado adjunto:

AXN=0 en €,

o (9:1)
e divgg (p(0)grad ¢(0)) 1r,  sobre 0f2.

Ademas, consideremos el problema primal:

I'= | ¢divea (p(0)grad ¢(0)) dS
I's
(P) Ap =0 en ()
52 09 0%p(0)
Y + grad ¢(0) - gradyqu,  sobre OS2

y el problema dual,

on?
(D) AN=0 en Q,

s.a 4 9\
s divga (p(0)grad ¢(0)) 1,  sobre OS2

J=— /F o (8290((” + divag (gradyq((0)) )\)) s

Los problemas primal y dual son equivalentes, como se muestra en la siguiente

73
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Proposicion 9.1 Si I y J son soluciones de los problemas primal y dual, respectivamente,
entonces
1=

DeMosSTRACION. Usando la definicién de I e integrando por partes,
I'= | ¢divaq (p(0)grad¢(0)) ds,
I's
O\
= - —dS
o0 ¢ 3n ’
o¢
= [ (AN — NA¢p) dx + A—dS,
Q d

Q an
¢
= A—dS,
o0 81’1

2
= /asz A (—unaaflgo) + grad ¢(0) - gradaﬂun) ds, (9.2)

integrando por partes el segundo término de (9.2) y usando la condicién cinematica 7.19,

/ Agrad ¢(0) - gradyqu, dS = / A (grad ¢(0) - n) Hu,, — u,divgq (grad ¢(0) \) d.S,
o0 o0
= —/ u,divag (grad p(0) \) dS,
o9
= —/ undivag (gradyq(p(0)) A) dS, (9.3)
o9

luego, reemplazando (9.3) en (9.2) se obtiene:

9%0(0 )
P [ () v (o0 1)) s
y, por lo tanto, I = J. -

Usando el estado adjunto y la proposicion 9.1 se obtiene el siguiente

Teorema 9.2 La aplicacion u — J(u), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qsop; R?) en R,
es deriwable en 0 y su derivada en la direccion u estd dada por

_ /F K (a;ﬂf) + divee (gradyo(2(0)) )\)) ds + /F K& (1Hp2(0) —p(0)Frn. e2) ds,

2
(9.4)
donde X\ es solucion del siguiente problema de contorno:
AN=0 en €2,
o\ (9.5)

o divag (p(0)gradp(0)) 1r,  sobre OS2.



CAPITULO 9. EL METODO DE OPTIMIZACION ADJUNTA 75

9.2. Una condicion necesaria de optimalidad

Supongamos que el dominio €2 es solucién del problema de diseno 6ptimo, i.e., 0 es un
minimo del funcional J(u), entonces para todo u € Lip?(£2,,; R?) de norma suficientemente

pequena se tiene,
J(0) < J(u).

Ademas, para t > 0 suficientemente pequeno,

J(0) < J(tu),
J(0) < J(0) + J'(tu) + 0(tu),

0(tu)
0<J'(u) + == [lull2,
|l
haciendo t — 0T, se obtiene:
0< (),
y como u es arbitrario se deduce
J'(u) =0. (9.6)

Por lo tanto si Q es el dominio solucién del problema (7.23), entonces se debe cumplir la
condicién (9.6). Asi, todo dominio éptimo debe satisfacer la condicién (9.6).

9.3. El método de optimizacién adjunta

De acuerdo con el Corolario 8.18 para u € Lip2(Qsop;R2) fija, de norma suficientemente
pequena y t pequeno,
J(tu) = J(0) + J'(tu) + 0(tw).

Sit = —~J'(u) con v > 0, entonces, si 7 es suficientemente pequeno,

J(ut) — J(0) = —yJ'(u)® + 0(ut),
<0+ 4(tu),

y, por lo tanto, —vJ'(u)u es una direccién de descenso para J, y el dominio Q — ~.J(u)u
disminuye el valor de este funcional. A partir de lo anterior se puede generar un algoritmo
tipo método del gradiente para resolver el problema con superficie libre.

Método de optimizacion adjunta
(a) Para ©Q dado, resolver el problema (7.22) para .
(

(¢) Determinar J'(u) desde (9.4).

)
b) Resolver el problema (9.5) para A.
)
(d) Elegir un paso v > 0, ajustar Q a  —~vJ'(u)u y volver a (a).

El proceso iterativo (a)-(d) se conoce como el método de optimizacion adjunta, y claramente,
el dominio 6ptimo Q* se obtiene cuando J'(u) = 0.
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9.4. Variaciones normales

Un tipo particular de variaciones con respecto al dominio, corresponde al caso de varia-
ciones normales, i.e.,
u(x) = a(x)n(x),

donde « es una funcién de clase Lip®(0,; R?). Este tipo de variaciones, introducida en 1908
por Hadamard [12], es comtn en fisica. En particular, para el problema con superficie libre,
Van Brummelen [30] estudié numéricamente este tipo de variaciones. Se tiene

Teorema 9.3 La aplicacion o — J(an), definida de un entorno de 0 en Lip*(Qs0p; R) en R,
es deriwable en 0 y su deriwvada en la direccion a estd dada por

-/ o (WO) + ditga (gradogy(9(0)) A)) nds + [ o (%Hp%m — p(0)Frn. ) nds,

on?
(9.7)
donde X\ es solucion del siguiente problema de contorno
AXN=0 en §2
oA (9:8)
I divag (p(0)gradp(0)) 1r,  sobre OS.

En este caso, —yJ' (am)n es una direccion de descenso para J y el dominio Q — vJ' (an)a
disminuye el valor de éste funcional.

Finalmente, se observa que las férmulas (9.7) y (9.8) corresponden exactamente a las
encontradas por Van Brummelen [30].

9.4.1. Resultados numéricos

En esta subseccién se entregan resultados numéricos para el caso de las variaciones nor-
males. Estos experimentos numéricos fueron calculados por Van Brummelen [30] y muestran
una buena correspondencia con los resultados empiricos obtenidos por Cahouet [5].

Consideremos un obstéculo de ecuacion:

27T H 9
y(x):Zﬁ (x—L)°, 0<z<L, (9.9)
donde H y L son la altura y el largo del obstaculo, respectivamente. Se eligen H = 0,2, L = 2
para el caso de prueba subcritico y H = 0,44 y L = 4,4 para el caso de prueba supercritico,
de acuerdo con el montaje experimental de [5]. En las Figs. 9.1(a) y 9.1(b) se muestra,
respectivamente, la concordancia entre la superficie calculada y las mediciones experimentales.
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0.1

(a) Caso de prueba subcritico: superficie calculada con H = 0,2 (linea sélida) y
medidas experimentales de [5].

0.3

0.4 -

0.1

10 15

(b) Caso de prueba supercritico: superficie calculada con H = 0,44 (linea sélida)
y medidas experimentales de [5].

Figura 9.1: Pruebas numéricas del método de optimizacion adjunta.



Capitulo 10

Conclusiones

En este trabajo se investigd el flujo, irrotacional de un fluido no viscoso e incompresible,
con superficie libre. Para ello, se definié matematicamente dicho problema y mostraron sus
dificultades. Luego, se introdujo el método de Sautreaux y se aplicd en algunos ejemplos
concretos. Posteriormente, se aplico la técnica de variaciones con respecto al dominio al caso
particular del flujo sobre un obstaculo.

Los temas tratados se pueden dividir principalmente en dos partes:

1. La primera parte consiste en la obtencién del método de Sautreaux y su aplicacién a
algunos ejemplos concretos.

2. La segunda parte trata acerca del flujo sobre un obstaculo y la aplicacién de la técnica
de variaciones con respecto al dominio.

La contribucién de la primera parte de esta Memoria es la deduccién rigurosa del método
de Sautreaux y la obtencién y estudio completo de tres nuevos ejemplos. Lo desarrollado en los
Capitulos 3 al 5 permite concluir que el método de Sautreaux provee ejemplos de problemas
con superficies libre, pero que dificilmente entrega soluciones con aplicaciones préacticas, mas
aun, las soluciones obtenidas con este método son limitadas.

La contribucién de la segunda parte de esta Memoria es el calculo riguroso de la derivada
con respecto al dominio y la deduccién del método de optimizacion adjunta para resolver el
problema del flujo sobre el obstaculo. Esto generaliza un resultado de Van Brummelen [30]
para el caso de variaciones normales. El analisis desarrollado al problema del flujo sobre el
obstaculo se puede extender facilmente a otros problemas con superficie libre y, por lo tanto,
el método se puede usar como una herramienta extensiva para el analisis de este tipo de
problemas.
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Apéndice A
Elementos de variable compleja

En este capitulo se entregan los elementos de variable compleja necesarios para resolver
problemas de flujo con superficie libre. Para un tratamiento mas profundo de los temas
entregados acd véase [26].

El primer concepto que vamos a definir es el de funcién derivable en el sentido complejo
o funcién holomorfa.

Definiciéon A.1 Sean 2 C C un abierto, f: Q C C — C y u,v: Q@ € C — R funciones
escalares de modo que f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z =2 +iy.

(i) f se dird derivable en zy = xo+iyo € §2 si es Fréchet-derivable en (zo,yy) como funcion
de R? en R? y ademds se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann

0 0

8_2@073/0) = a—Z(%,Z/O) (A.1)
0 0

8_1;(%’%) = —a—Z(%,yo) (A.2)

En tal caso,

, 0 0
f'(20) = 8—2(1'0,3/0) + 18_;(3307%)-

(ii) Si f es derivable en todo zy € ) se dird que es holomorfa en ).
A continuacién se define el concepto de funcién analitica.

Definicién A.2 Sea Q C C un abierto.

(i) Una funcion f definida sobre Q se dice analitica en el punto zy € ) si eziste una serie
de potencias Y a,(z — 29)" centrada en zy, con radio de convergencia positivo, tal que

f(z) = Z an(z — 2z9)"  para todo z en una vecindad de z.
n=0
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(i) Si f tiene una expansion en serie de potencias en cada punto en ), se dird que f es
analitica en €.

Un consecuencia profunda de las definiciones A.1 - A.2 y la férmula integral de Cauchy
(véase [26], pp. 45-50.) es el siguiente

Teorema A.3 Sea f una funcion definida sobre un abierto 2. Entonces

f es analitica en Q0 < f es holomorfa en €.

DeMOSTRACION. Es directo que toda funcion analitica es holomorfa. Para el reciproco véase
[26] Teorema 4.4, pp. 49-50. ]

De ahora en adelante, en virtud del Teorema A.3, usaremos los términos holomorfa y
analitica indiferentemente.

La primera conclusion de la definicién A.2 es que las partes real e imaginaria de una
funcion holomorfa son suaves y satisfacen la ecuacion de Laplace

Proposiciéon A.4 Sean Q C C un abierto, f: Q C C = C yu,v: Q@ C C — R funciones
escalares de modo que f(z) = u(z,y) + iv(z,y), 2 = v+ iy. Si f es holomorfa, entonces
u,v € C®(Q) y satisfacen la ecuacion de Laplace en €2, i.e.,

Au(z,y) = 0 z=x+1iy €,
Av(z,y) = 0 z=x+iye

DEMOSTRACION. Que u,v sean C'°(§2) es una consecuencia del Teorema A.3 y que u y v
cumplan la ecuacion de Laplace resulta directo de derivar con respecto a x e y las condiciones
(A.1) y (A.2), respectivamente. O

Una clase especial de funciones analiticas son las funciones holomorfas y biyectivas, que
llamaremos mapeos conformes. Esta nocién juega un rol fundamental en el tratamiento de
problemas a superficie libre.

Definicién A.5 Sean Q1,5 C C dos abiertos. Una funcion f: €y — €y se dird mapeo
conforme si es holomorfa y biyectiva.

La propiedad més importante de los mapeos conformes es el hecho de que la inversa de
un mapeo conforme define autométicamente una funcion analitica.

Proposiciéon A.6 Sean €21,y C C dos abiertos. Si f: 1 — Qo es holomorfa e inyectiva,

entonces f'(z) # 0Vz € Q. En particular la inversa de f definida sobre f(21) es holomorfa,
y ast la inversa de un mapeo conforme también es holomorfa.

DEMOSTRACION. véase [26], proposicién 1.1, pp. 206-207. O
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Si f:Q; — Qy es un mapeo conforme y f(z) = u(z,y) + iv(z,y), 2 = = + iy se dice
que la transformacién w = f(z) mapea conformemente un subconjunto del plano z en un
subconjunto del plano w (Figura A.1).

plano z plano w

w = f(2)

Figura A.1: Transformacién conforme

Una propiedad interesante de las funciones holomorfas es el llamado Principio de con-
tinuacion analitica, que establece que dos funciones analiticas son idénticas si coinciden en
subconjuntos arbitrariamente pequenos.

Teorema A.7 (Principio de continuacién analitica) Sean f y g dos funciones holomorfas
definidas en un abierto conexo 2 y tal que f(z) = g(2) para todo z en alguna sucesion de
puntos distintos con limite en ). Entonces f(z) = g(z) en todo S).

DEMOSTRACION. véase [26] Teorema 4.8 y Corolario 4.9 pp. 52-53. O

Observacion A.8 (i) Como consecuencia del Teorema A.7 se tiene que si dos funciones
analiticas coinciden en un abierto o en una recta, entonces ellas deben ser idénticas.

(i) Si f: (a,b) — R es una funcion de variable real y F' es una funcién analitica tal que
F(z) = f(x) z € (a,b).

Entonces F' define una extension analitica de f.

El siguiente teorema asegura que toda funcién analitica definida sobre un abierto simple-
mente conexo tiene primitiva.

Teorema A.9 Sea f una funcion holomorfa definida sobre un abierto simplemente conexo
Q. Sea zy € Q. Para cualquier punto z € Q) la integral

g(z) = / T F(O)d¢

es independiente del camino en Q desde zy a z, y g es una primitiva para f, esto es g'(z) =

f(z).
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DEMOSTRACION. véase [26], Teorema 5.2, pp. 96-97.
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