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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: MAURO ESCOBAR SANTORO
FECHA: 18/12/2012

PROF. GUIA: MARCOS KIWI K.

ANALISIS DE ALGORITMOS DE CODIFICACION DE REDES

Esta memoria tiene como objetivo el andlisis de un modelo de transmisién de datos
bajo el contexto de network coding. El modelo fue inspirado en un estudio de comunicacién
en redes inalambricas.

En el escenario a estudiar, se desea enviar informacién particionada en paquetes, que
llegan a un transmisor, a multiples receptores. Se considera que el tiempo esté particionado
en periodos de tiempo iguales. Los paquetes, modelados como vectores de un espacio
vectorial, llegan al transmisor mediante un proceso de Bernoulli de tasa A. El transmisor
puede enviar, en cada periodo, una combinacion lineal de paquetes por igual a cada uno de
los receptores. Las transmisiones pueden fallar en cada periodo con probabilidad 1 — u de
manera independiente entre cada receptor. Los receptores deben ser capaces de recuperar
cada paquete de informacién original.

En el contexto descrito, el principal parametro de estudio es el retraso de decodificacion
de un paquete, definido como el tiempo esperado que transcurre entre que llega el paquete
al transmisor y el instante en que un receptor logra decodificarlo (es decir, ser capaz de
calcular una combinacion lineal entre las transmisiones que el receptor ha recibido, cuyo
resultado sea el paquete en consideracion). El caso de interés del anélisis del retraso de
decodificacion, es cuando el factor de carga p = A/, con A < p, p — 1.

En primer lugar, se analiza el caso en que existen dos receptores. El transmisor ocupa
un esquema de codificacién propuesto en la literatura para calcular las combinaciones
lineales de paquetes que se van a enviar. Se demuestra que el tiempo esperado del retraso
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de decodificacion es O (—p), siendo una cota asintéticamente 6ptima. Se introduce el

uso de funcionales de Lyapunov sobre cadenas de Markov, que permiten estudiar y acotar
esperanzas que dependen del funcional.

Posteriormente, se estudia si es posible —para el caso de dos receptores— realizar trans-
misiones, en periodos especificos, que den prioridad al receptor que ha recibido menos
paquetes, con el objetivo de acotar el retraso de decodificacion de los paquetes que le falta
por decodificar a tal receptor. Aqui, se introduce la técnica de coupling de cadenas de
Markov en el contexto de network coding.

Por ultimo, se avanza en el andlisis de un esquema de codificaciéon para el caso de
tres receptores propuesto en la literatura. Se generalizan resultados que permiten obtener
cotas para el caso de dos receptores utilizando funcionales de Lyapunov, adecuando las
hipétesis a las que se tienen en el esquema de codificacion en consideracion.
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Capitulo 1

Introduccion

En la presente memoria se estudia el problema de distribuciéon de informacién desde
un origen —o transmisor— a varios destinatarios —o receptores. Problemas de comunicacion
de informacién han sido ampliamente estudiados, en particular, se introduce el concepto
de network coding en el afio 1999 en un estudio de comunicacién de redes satelitales en [1],
y posteriormente se define como tal el término network coding en [2] el afio 2000.

En redes comunicacionales, se consideran nodos que pueden funcionar como interrup-
tores, en el sentido que pueden traspasar informacion desde un canal de entrada a un
canal de salida, o puede replicar la informacién recibida desde un canal de entrada a un
conjunto de canales de salida. Desde un punto de vista tedrico, se puede generalizar la
funcién del nodo, permitiéndole funcionar como un decodificador, en el sentido que recibe
informacion desde canales de entrada, codifica y envia la informacién a todos los canales
de salida. La accion de codificar la informacién que transmiten nodos se conoce como
network coding.

Un ejemplo, mencionado en [3], se ilustra en la Figura 1.1. Dos bases vecinas, etique-
tadas ST y S’T’, de una red comunicacional estan al doble de la distancia de alcance de
transmision inaldmbrica. A media distancia entre ambas bases, estd instalado un trans-
misor etiquetado UV, el cual en cada periodo de tiempo puede recibir 6 transmitir un bet.
A través de UV, ambas bases transmiten un bit de informacion entre ellas durante tres
periodos de tiempo: En los dos primeros periodos, el transmisor recibe un bit de cada uno
de las bases. En el tercer periodo, el transmisor envia el O-exclusivo de ambos bits a cada
base, con lo cual ellas podran decodificar el bit enviada por la base opuesta.

El principio detras del ejemplo puede extenderse facilmente al caso en que existen N —1
transmisores entre dos bases que estan a N veces la distancia de alcance de transmision
inalambrica.

Este ejemplo, puede aplicarse a comunicacién satelital, donde los nodos ST y S"T”
representan dos bases de comunicacion terrestre que desean compartir informacion a través
de un satélite UV.



Capitulo 1

fempo 3: i P T \I <(<I>)> i | T

Figura 1.1: Ejemplo de transmisiéon inalambrica entre dos bases.

Debido a la generalidad del problema y al potencial de sus aplicaciones, network coding
ha generado gran interés de estudio en areas como teoria de la informacién y codifica-
ci6én [1], redes [5], comunicacién inaldmbrica [0], criptografia [7], entre otros.

Los estudios realizados en [1, 2] han inspirado a investigadores a estudiar problemas de
redes con una sola fuente de informacion o multiples fuentes. El analisis de network coding
se ha ido desarrollando en varias direcciones y sus aplicaciones son cada vez mas variadas
y frecuentes. Por ejemplo, recientemente fue aplicado en un prototipo de intercambio de
archivos en [3].

En particular, el estudio de redes inalambricas ha sido una &rea que ha generado
multiples estudios en los ultimos afos [9, 10, 11, 12, 13]. El estudio realizado en [0] se
enfoca en la propuesta de un modelo de network coding reducido a la transmision de datos
entre un transmisor y multiples receptores en una red inaldmbrica donde las transmisiones
pueden fallar. La caracteristica que posee el modelo es que el transmisor puede combinar
informacién de tal manera que en un envio, varios receptores pueden recuperar los datos
que se han perdido. En [(] se estudian condiciones para aumentar la eficiencia en el ancho
de banda, realizando demostraciones tedricas y simulaciones.

Si bien, se han propuesto varios modelos para estudiar network coding, el presente
trabajo se enfoca en el analisis de un modelo en particular propuesto en [l4] —similar
al descrito en [0]- que consiste en: un transmisor que recibe la informacién a través del
tiempo y particionada en “paquetes” y, multiples receptores que deben recibir la totalidad
de los paquetes que llegan al transmisor. La transmision de los “paquetes” que se realiza
desde el transmisor a cada receptor puede fallar. Por ultimo, el transmisor —que conoce
que “paquete” le ha llegado a cada receptor— tiene la facultad de elegir cual va a ser la
proxima informacién que enviara: tiene permitido no solo mandar un “paquete” cada vez,
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1.1. Organizacién Capitulo 1

sino que puede transmitir una combinacién de ellos que facilite que cada receptor obtenga
informacion que le sea relevante, es decir, que no obtenga los mismos “paquetes” durante
dos transmisiones distintas.

La posibilidad de transmitir distintas combinaciones en distintas situaciones es lo que
permite proponer diferentes algoritmos para enviar los “paquetes”, en otras palabras, se
propone la eleccion de la préxima combinacion de “paquetes” a enviar en cada instante,
dependiendo de la informaciéon que ha obtenido cada receptor. En particular, en capitu-
los posteriores, se estudian dos algoritmos para el caso en que hay dos receptores y se
presenta un resultado que se conjetura que permitira analizar un algoritmo propuesto en
la literatura para el caso en que se tienen tres receptores. El estudio de este tltimo caso
—cuando existen tres receptores— es de gran interés, en la medida que entrega intuicion que
permita expandir el analisis y desarrollar nuevas técnicas para el caso en que se tengan
mas receptores.

En todos los algoritmos estudiados, se busca analizar la optimalidad de cada uno de
ellos. En la literatura existen resultados que establecen bajo qué pardametros los algorit-
mos son Optimos, los cuales se basan principalmente en medir el tiempo que demora un
“paquete” desde que llega al transmisor hasta que el receptor lo recibe y lo puede utilizar.
Cabe destacar que el andlisis de éstos algoritmos resulta interesante cuando la tasa con
que llegan los “paquetes” se acerca a la tasa con que se transmiten éstos mismos por los
canales a los receptores.

Multiples estudios se han enfocado en la optimalidad de algoritmos de envio: en [15, 10]
se propone una solucién heuristica para el caso de miltiples receptores; en [141, 17, 18 19]
se estudia la caso genérico de multiples receptores y se propone un algoritmo para tres
receptores; y en [20)] se analiza el caso en que los canales de transmisién fallan de manera
heterogénea entre los distintos receptores.

1.1. Organizacién

El Capitulo 2 comienza con la definicién formal del modelo, seguido por definiciones
y resultados que se han establecido previamente, y finaliza con un resumen de las contri-
buciones que en esta memoria se realizan. El Capitulo 3 estd enfocado en el analisis del
modelo para el caso de dos receptores propuesto en [21], comenzando con la descripcién
del algoritmo de envio de “paquetes”, seguido del analisis matematico de este mismo. En
el Capitulo 4, se estudia una generalizacion que engloba el algoritmo anterior, también
para el caso de dos receptores. Esta generalizacién nos fue propuesta por Widmer [22].
En el Capitulo 5, se estudia el algoritmo que se propone en la literatura para el caso
de tres receptores, y se propone una técnica que se conjetura permite analizar este caso.
Finalmente, en el Capitulo 6, se presentan las conclusiones de esta memoria.



Capitulo 2

Marco Teédrico

En éste capitulo se presentara el modelo matematico que se utilizé para estudiar el
problema de network coding. Posteriormente, se mencionaran resultados que se han obte-
nido en estudios anteriores, y se finalizara realizando un resumen de las contribuciones y
la estructura del presente trabajo.

2.1. Modelo

El modelo a estudiar consiste en un transmisor que desea traspasar informacion a n
receptores. La informacion estda organizada en paquetes, que esencialmente se modelan
como vectores sobre algin cuerpo finito [F,. Las fallas en los canales que conectan al
transmisor con cada receptor se modelan probabilisticamente. El tiempo se considera que
transcurre a intervalos discretos. A continuacion se detallard la dindmica del modelo y el
modelo de colas asociado al transmisor y a los receptores.

Modelo de colas

Se asume que el transmisor tiene un buffer infinito, 7.e., una cola sin restricciones de
tamano. Se asume también que el transmisor esta restringido a usar codigos lineales, por
lo tanto, cada transmision es una combinacion lineal de paquetes que estan en el buffer. Es
decir, si el transmisor decide involucrar los paquetes pi,, Piy; - - - » Pi, €1 Una transmision,
enviard el paquete q = c1pi, + ¢2Pi, + -+ - + ¢Pi,, donde ¢ € Fy es el coeficiente que
indica la multiplicidad del paquete p;, . En adelante, al paquete transmitido se le llamara
transmision, mientras que se utiliza la nocién de paquete para aquellos que llegan al
transmisor.

Los codigos lineales permiten codificacion y decodificacion eficiente al tratarse de ope-
raciones basicas —sumas, restas, ponderaciones por escalar— de vectores, ademas, utilizan
espacio minimo para transmitir la informacién. Un vector de coeficientes ¢ = (cy, ¢a, ..., Cp)
indica la relacion entre la transmision y los paquetes originales, la cual se asume que se
envia junto a la transmisién. Se llamara vector de coeficientes extendido de la transmisién
q = 1Py, + &2pi, + -+ + ¢,Pi,, detonado por €, a un vector en F§ (i.e., una secuencia
infinita de coeficientes en F,) que contiene al coeficiente ¢ en la posicién iy del vector,
para k € {1,...,n}, y cero en el resto de las posiciones.

Un receptor puede calcular cualquier combinaciéon lineal de vectores de coeficientes
que pertenezca al I -subespacio vectorial generado por los vectores recibidos durante las
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2.1. Modelo Capitulo 2

transmisiones realizadas. En éste contexto definimos la informacién que posee un receptor.

Definicién 2.1 (Informacion de un receptor). En un instante dado, la informacién de un
receptor es el espacio vectorial de todas las combinaciones lineales de paquetes originales
que el receptor puede calcular, basado en las transmisiones que ha recibido exitosamente
hasta ese instante. Los vectores de coeficientes de estas combinaciones lineales forman un
[F,-espacio vectorial llamado espacio de informacién. Esto es, si el j-ésimo receptor ha
recibido las transmisiones qn,,Qn,, - - -, dn;, €l espacio de informacion del receptor j sera
V; = (€1,8C2,... ,EnJ.}, donde € es el vector de coeficientes extendido de la transmision
Qn, - Se llamard rango del receptor j a la dimensién de este espacio vectorial, denotada
dim(V;).

Se extiende la nocién al espacio de informacién del transmisor —denotado por V-,
definido como el F-espacio vectorial generado por los vectores de coeficientes extendidos
correspondiente a los paquetes que le han llegado al transmisor. Se utilizara la nocién
de cola virtual para representar la diferencia de informacion que pueda existir entre el
transmisor y el receptor. Se considerara una cola virtual para cada receptor.

Definicién 2.2 (Cola virtual). Para j = 1,2,...,n, el tamano de la j-ésima cola virtual
estd definida como la diferencia entre la cantidad de paquetes que conoce el transmisor y
la dimensién del espacio de informacion del j-ésimo receptor. En otras palabras, si V' es
el espacio de informacién del transmisor y V; es el espacio de informacién del receptor j,
entonces la j-ésima cola virtual es dim (V') — dim(Vj).

Se utilizara el término de cola fisica para referirse al conjunto de paquetes que estan
en el buffer del transmisor, para distinguirla de las colas virtuales de los receptores.

Definicién 2.3 (Paquete innovativo). Una transmisién con vector de coeficientes extendi-
do € se dice innovativo para un receptor con espacio vectorial de informacion V; si € ¢ V.
Si tal transmisién es recepcionado por un receptor, la dimension del espacio vectorial de
informacion aumentara en una unidad.

Definicién 2.4 (Propiedad de innovacién). Sea V el espacio de informacién del trans-
misor, y V; el espacio de informacién del receptor j, para j = 1,2,...,n. Un esquema de
codificacion se dice que posee la propiedad de innovacién si en cada periodo el vector de
coeficientes extendido de la combinacién lineal transmitida pertenece a V'\V; para cada j
que cumpla V; # V. Es decir, la transmisién es innovativa para cada receptor que tenga
menos informacion que el transmisor.

Llegadas

Los paquetes llegan a la cola fisica del transmisor con un proceso de Bernoulli de tasa
A. Una llegada a la cola fisica significa un aumento en cada cola virtual, debido a que el
nuevo paquete es un nuevo grado de libertad que el transmisor posee y que ninguno de
los receptores tiene.

Transmision

Cada canal permite enviar una tinica transmisién por periodo de tiempo. Cada receptor
recibe las transmision sin errores (con probabilidad p) u ocurre un error (con probabili-
dad 1 — p). Los errores ocurren de manera independiente entre los canales de distintos

5



2.2. Definiciones y Resultados Previos Capitulo 2

receptores y entre periodos distintos. Los receptores se asumen capaces de percibir un
error. B
Se define el factor de carga denotado por p := A/u. Y se denotard por A :=1— Ay

wi=1—p.

Feedback

Se asume feedback perfecto, es decir, el transmisor sabe de manera exacta cuando
ocurre un error en la transmision a cualquier receptor.

Tiempo

La Figura 2.1 muestra los distintos eventos que ocurren en un periodo de tiempo.
Todas las llegadas se asumen que ocurren al comienzo de cada periodo. El momento de la
transmision ocurre después de la llegada. Por simplicidad, se asumira que la transmision
toma poco tiempo. Especificamente, se asumira que la transmisién, salvo que ocurra un
error, llega al receptor antes de que éste envie su feedback de aquel periodo, y que todos
los feedbacks de los receptores llegan al transmisor antes del fin del mismo periodo. Por
lo tanto, el feedback incluye el periodo actual. Basado en esto, los paquetes son borrados
de la cola fisica justo antes del fin de cada periodo, de acuerdo a la regla de actualizacién
del esquema considerado. Los tamafios de las colas son medidos al final del periodo.

Punto donde
los conjuntos Periodo nimero ¢

" N
son medidos \ |
| |
| |

[ [ —>
/ "\ / "\ Tiempo
Punto de Punto de Punto de Punto de actualizacién
llegada transmisién feedback de la cola fisica

Figura 2.1: Esquema de acontecimientos durante un periodo.

2.2. Definiciones y Resultados Previos

Extensa literatura motiva el estudio que se realizdé en la presente memoria. Network
coding ha llamado la atenciéon de investigadores durante la tltima década. Resulta de
interés el comportamiento asintético de esquemas de codificacion cuando el factor de
carga p — 1, dejando fija la tasa de llegada A o la tasa con que las transmisiones resultan
exitosas p. En particular, se estudian los tamafos de la cola fisica y la cola virtual, como
también cuanto tiempo “transita” un paquete por el sistema, nociéon que se define mas
adelante.

El modelo que se ha considerado fue introducido por Sundararajan, Shah y Médard en
el ano 2008 [11], donde se define la nocién de “ver” un paquete desde el punto de vista de
un receptor y se estudian dos tipos de algoritmos de envio de paquetes: botar-al-decodificar
y botar-al-ver. Conceptos que se resumen a continuacion.



2.2. Definiciones y Resultados Previos Capitulo 2

Definicién 2.5 (Ver un paquete). Un receptor ha visto un paquete p si posee informacién
suficiente para calcular (p + q), donde q es una combinacién lineal de paquetes que ha
recibido el receptor y que involucren paquetes que han llegado al transmisor posterior-
mente a p. Es decir, si al transmisor han llegado los paquetes p1, P2, - - ., Pm, €l receptor
j ha visto el paquete p = px, si (p+q) € V}, donde Vj es la informacién del receptor y

q= b, I C{k+1,...,m}.

Notar que de la definicién anterior, se tiene que si un receptor decodifica un paquete,
también lo ha visto, basta tomar q = 0.

El primer algoritmo de envio estudiado en [14], botar-al-decodificar, esencialmente
transmite una combinacion lineal aleatoria de paquetes que se encuentran en la cola del
transmisor. Desde el punto de vista de un receptor, una recepcién exitosa se traduce en
conocer el resultado de una ecuaciéon donde las incognitas son los paquetes originales,
los cuales podra despejar cuando la cantidad de ecuaciones linealmente independientes
iguale a la cantidad de incégnitas, es decir, cuando la cola virtual quede vacia. Cada
vez que un receptor logre decodificar paquetes, informara al transmisor. En consecuencia,
el transmisor podra eliminar aquellos paquetes que han sido decodificados por todos los
receptores. En este algoritmo, se asume que el cuerpo donde se encuentran los paquetes es
suficientemente grande como para que sea despreciable la probabilidad de que un paquete
recibido no resulte innovativo para un receptor.

Se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.6 (Sundararajan et al. [11]). Para el algoritmo de envio botar-al-decodificar,

el tamano esperado de la cola fisica en régimen estacionario es €2 (ﬁ)

El segundo algoritmo estudiado en [11], botar-al-ver, propone un esquema de codifica-
cion de paquetes que solo incluye a paquetes que no han sido vistos por los receptores, y
por lo tanto, el transmisor puede desechar los paquetes que ya han sido vistos por todos
los receptores. En este contexto, se demuestra:

Teorema 2.7 (Sundararajan et al. [11]). Para el algoritmo de envio botar-al-ver, el ta-

mano esperado de la cola fisica en régimen estacionario es O (%p)

El trabajo de Sundararajan, Shah y Médard contintia en [19], donde se revisan los
resultados expuestos en [11] y se introducen nuevos conceptos que seran de utilidad en el
presente trabajo. Es de interés estudiar el tiempo que permanece un paquete en el sistema,
lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.8 (Retraso de decodificacién). El retraso de decodificacién de un paquete
con respecto a un receptor se define como el tiempo que transcurre entre la llegada del
paquete al transmisor y la decodificacién del paquete por el receptor en consideracion.

Sin embargo, dependiendo de la aplicacién del modelo, por ejemplo, cuando se trata
de un streaming de una pelicula, a veces interesa que los paquetes sean decodificados en
orden, ya que un paquete resulta ttil cuando se han decodificado todos los que tienen
indice menor a él. Es por esta razén que se estudia otro tipo de retraso.

Definicion 2.9 (Retraso de entrega). El retraso de entrega de un paquete con respecto
a un receptor es el tiempo que transcurre entre la llegada del paquete al transmisor y la
entrega del paquete desde el receptor a la aplicacion en consideraciéon, con la restriccion
de que los paquetes deben ser entregados en orden.

7
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Como consecuencia de las definiciones de retraso, siempre se tiene que el retraso de
decodificacion es menor o igual que el retraso de entrega. Posteriormente, en [19], se
estudia el comportamiento asintético del retraso de decodificacién de un paquete cuando
p — 1. En primer lugar, se menciona un resultado que acota superiormente el retraso.

Teorema 2.10 (Sundararajan et al. [19]). El retraso de decodificacion esperado de un

paquete bajo cualquier algoritmo de transmision que satisfaga la Propiedad de innovacion
_1

es O < )

Para la demostracién del Teorema 2.10, resulta 1util definir un evento de decodificacién
con respecto a un receptor como aquel instante donde todos los paquetes que han llegado
al receptor son decodificados. Ademas, se dice que un receptor es lider si es el receptor
que ha recibido la mayor cantidad de transmisiones. El siguiente teorema da condiciones
suficientes para describir un evento de decodificacion.

Teorema 2.11 (Sundararajan et al. [19]). Un evento de decodificacion para un receptor
ocurre en un periodo si en tal periodo ocurre alguno de los siguientes eventos:

(a) El receptor logra una recepcion exitosa que resulta en que su cola virtual queda vacia.
(b) El receptor logra una recepcion exitosa y ademds era lider al comienzo del periodo.

La demostracion del Teorema 2.10 se basa en la frecuencia con que la cola virtual se
vacia (caso (a) del Teorema 2.11), sin embargo, el evento que ocurre en el caso (b) resulta
en una mejor cota para el retraso de decodificacién. Es este caso el que resulta interesante
estudiar para obtener cotas mas ajustadas.

Por otro lado, se estudian también cotas inferiores para el retraso:

Teorema 2.12 (Sundararajan et al. [19]). El retraso de decodificacion por paquete espe-
rado estd acotado inferiormente por ) 1%/)

Los dos teoremas que acotan inferior y superiormente los retrasos de decodificacion
seran utiles para determinar que tan buenos son los algoritmos de envio que se estudian.
En particular, Sundararajan, Shah y Médard proponen un algoritmo para el caso de tres
receptores en una primera versioén en [17], y posteriores mejoras en [19]. El algoritmo tiene

la Propiedad de innovacion. Los autores enuncian la siguiente conjetura:

Conjetura 2.13 (Sundararajan et al. [19], pag. 25). Para el algoritmo propuesto para tres
receptores, tanto la esperanza del retraso de decodificacion por paquete, como la esperanza

del retraso de entrega por paquete, desde el punto de vista de un receptor, es O (1%,;>’ lo

que resulta ser asintoticamente dptimo.

Esta conjetura permitiria acotar también el tamano esperado de la cola fisica. Si el
transmisor elimina los paquetes mediante la regla de botar los paquetes cuando han sido

decodificados, entonces el tamano de la cola fisica es también O (1%,)

Si bien, no se han propuesto algoritmos de envio para el caso en que pueda haber
cuatro receptores o mas, el estudio de esta conjetura —para el caso de tres receptores—
puede ayudar y guiar el estudio para el caso en que se tienen mas receptores. Mas ain,

permite el desarrollo de técnicas que no se han utilizado con anterioridad.
8
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Por otra parte, Barros, Costa, Munaretto y Widmer [20], estudian el caso de dos
receptores con probabilidades de error de envio heterogéneas entre ambos canales. Poste-
riormente, se propone un esquema de envio que favorece mandar paquetes sin codificar,
lo que disminuye el retraso de decodificacion. Finalmente, se estudia el caso en que los
paquetes tengan una barrera de tiempo para ser decodificados por los receptores, y se
propone un algoritmo que le da prioridad a un paquete cuya barrera de tiempo se acerca.
En tal caso, se envia el paquete sin codificar hasta que el receptor —que no lo ha recibido—
lo decodifique o hasta que llegue a la barrera de utilidad del paquete. Si bien, no nece-
sariamente se mantiene la Propiedad de innovacion, con este algoritmo se puede obtener
una reduccién en el retraso de decodificacion.

2.3. Contribuciones y Estructura del Trabajo

El resto del presente trabajo se distribuye como sigue. En el Capitulo 3 se estudia un
algoritmo propuesto en [21] para el caso de dos receptores. Esto fue motivado por el hecho
de que en la literatura no se encontré un andlisis formal para este caso. Por otra parte, su
estudio esta motivado por tratar de identificar nuevas técnicas que puedan ser utilizadas
para investigar el caso de méas receptores, en particular, el caso de tres receptores. En
especifico, se introduce el uso funcionales de Lyapunov sobre cadenas de Markov, en el
contexto de network coding, las que permiten estudiar y acotar esperanzas que dependen
del funcional. A través de esta técnica, se demuestra que el algoritmo propuesto —para
el caso de dos receptores— resulta ser asintéticamente 6ptimo, obteniendo un retraso de

decodificacién O <1%p .

En el Capitulo 4 se estudia si es factible —para el caso de dos receptores— lograr un
retraso de decodificacion asintoticamente 6ptimo, cuando se favorece el envio de paquetes
al receptor que tiene un retraso mayor que el otro en la decodificacion. Motivados por
el estudio de Barros, Costa, Munaretto y Widmer en [20], y una comunicacién privada
con Widmer [22], para el caso en que las probabilidades de error de envio siguen siendo
homogéneas, se propone un algoritmo en que las dimensiones de los espacios de informacién
de los receptores no pueden alejarse demasiado. Se estudia cuél es la diferencia entre las
dimensiones que se puede permitir para seguir teniendo retrasos asintéticamente 6ptimos.
Por otra parte, se introduce una nueva técnica util en el analisis de cadenas de Markov
llamada coupling, que permite acotar parametros asociados a procesos que resultan dificiles
de estudiar, por los de otros procesos para los que se conocen mejores propiedades.

En el Capitulo 5, motivados por demostrar la Conjetura 2.13 acerca del retraso de de-
codificacion para el algoritmo que se propone en [19] cuando hay tres receptores, se analiza
si la misma técnica de funcionales de Lyapunov utilizadas en el caso de dos receptores
puede servir para demostrar la conjetura. Estudiando el comportamiento del algoritmo,
se obtiene una cadena de Markov cuyas propiedades no satisfacen las hipotesis para poder
aplicar el mismo resultado que en el Capitulo 3, sin embargo, el proceso cumple propie-
dades un tanto mas débiles. Debido a esta razon, se estudian esperanzas de funcionales
de Lyapunov cuya cadena de Markov asociada cumple las hipdtesis que se tienen en este
algoritmo. El principal resultado de este capitulo es una generalizacion del resultado de
Bertsimas, Gamarnik y Tsitsiklis [23]. Se cree que el resultado obtenido puede contribuir
en estudios posteriores sobre el andlisis del referido algoritmo. En particular, se realiza una
conjetura concreta acerca de la cadena de Markov que modela el algoritmo considerado.
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Capitulo 3

El Caso de 2 Receptores

En este capitulo se analiza el caso en que se transmiten paquetes a sélo dos receptores
con un algoritmo —propuesto en [21]- que permite al transmisor enviar un paquete que le
posibilita eliminar la cantidad maxima posible de elementos en su cola fisica, manteniendo
la Propiedad de innovacién. Se introduce una nueva técnica basada en el andlisis de
funcionales de Lyapunov sobre cadenas de Markov con estados numerables. Se obtiene
una cota en el tamafio de las colas fisica y virtuales, con lo cual se podra acotar también
el retraso de decodificacién de los paquetes.

3.1. Algoritmo 2R

Sean Ry y Ry los dos receptores. Para cada periodo de tiempo ¢, se define como 5
al conjunto de paquetes que han llegado al transmisor (incluyendo al paquete que pudo
haber llegado en ) y que el receptor R; no ha decodificado, para j = 1,2 (ver Figura 3.1).
El transmisor enviara un paquete que cumpla con el primer de los siguientes casos:

» Caso 1 — S1\S2 # 0y S5\S; # 0: Se envia la suma de los paquetes' méas antiguos
en los conjuntos S1\Ss y S2\Si.

» Caso 2 — S1 NSy # (: Se envia el paquete mds antiguo perteneciente a Sy N Ss.

» Caso 8 — S; U Sy # (): Se envia el paquete mds antiguo perteneciente a Sy U Ss.

Conjunto de Conjunto de
paquetes paquetes
no decodificados no decodificados
por Ry por Ry
Si Sy

Figura 3.1: Conjuntos relevantes para el algoritmo de envio. Los paquetes considerados son aquellos que
ya han llegado al transmisor y no han sido decodificados por algin receptor.

1Recordar que los paquetes se modelan como vectores, por lo tanto, la suma de paquetes corresponde
a la suma de vectores en el espacio vectorial considerado.
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3.2. Propiedades del Algoritmo 2R Capitulo 3

Este esquema de codificacién prioriza mandar la suma de dos paquetes p y q, donde
p ha sido decodificado por S; y q ha sido decodificado por Sy. De esta manera, en caso
de que la transmision sea exitosa, el transmisor podra eliminar dos paquetes de su cola

en el periodo actual.

Cuadro 3.1: Ejemplo de transmisién de 7 paquetes con el Algoritmo 2R.

Periodo Cola Fisica Transmisién Canales Paquetes Decodificados
S1\52 S1 NSy 52\51 R1 R
0 P1 P1 — Ri,» Ry | p1
1 P2 P1 P2 — Ri,— R2 | p1,P2 P2
2 P3 P1 P3 - R1,— Ra | P1,P2 P2,P3
3 p3 P1 p1 @ ps - Ri,— Ry | p1,P2 P1,P2,P3
4 p3 P4 P4 - Ri,» Ry | p1,P2 P1,P2,P3
5 pP3 P4, P5 P4 — R1,— Ry | p1,P2,P4 P1,P2,P3,P4
6 P3 P5 P5 — Ri,» Ry | P1,P2,P4,P5 | P1,P2,P3,P4
7 ps3 Ps Ps ps®ps | — Ri,» Ry g;,pz,P37p4, P1,P2,P3, P4
8 Pe Ps Pe — Ry, Ry | PLP2P3:Po | ) o b3, Pa
P5,P6
9 p7 Ps, D6 p7 —HRl,—)RQ P1,P2,P3,P4, P1,P2,P3,P4,
P5,Pé P7
P1,P2,P3;P4, P1,P2,P3,P4,
10 R (<] — R1,— R
p7 Ps, Pe Ps ©P7 ! 2 Ps5,P6, P7 Pe, P7
P1,P2,P3,P4, P1,P2,P3,; P4,
11 — R1,— R
b6 pe ! 2 P5,P6,P7 P5,P6,P7

3.2. Propiedades del Algoritmo 2R

El algoritmo descrito cumple las siguientes propiedades:

Propiedad 3.1 (Propiedad de decodificacién). Si un receptor recibe exitosamente una
transmision, puede calcular cada paquete original que esta involucrado en el paquete
transmitido. Esto se debe a que en cada transmision, desde el punto de vista de un
receptor, hay a lo mas un paquete que no ha decodificado.

Propiedad 3.2 (Propiedad de innovacién). Cada transmisién exitosa se traduce en un
aumento en la informacion que posee el receptor considerado. En efecto, si se envia una
transmision que corresponde a la suma de paquetes en S1\Ss y S2\Si, el receptor que
reciba el paquete podra decodificar un paquete original, ya que el otro paquete codificado
en la transmisién ya lo conoce. Si se envia un paquete en la interseccion de Sy y Sa,
proporciona un nuevo paquete no conocido por los receptores, en caso de una recepcion
exitosa. Por tltimo, en el tercer caso, se tiene S; = () para un receptor R;, por lo que no
hay nada que enviar al receptor, y entonces, la transmision al otro receptor consistira de
un paquete sin codificar.

Propiedad 3.3 (Tamano de los conjuntos). En el mismo instante, puede ocurrir [S7\Ss| >
1 0]S5\S1| > 1, pero no ambos. En efecto, en cada periodo, los tamafios de S1\Sa, S2\S1 vy
S1N S, varian a lo mas en una unidad. Por lo tanto, basta ver que si uno de los dos primeros
conjuntos tiene un tamano estrictamente mayor a 1, el otro conjunto no puede crecer si
tiene tamano 1. Sin pérdida de generalidad, se asume que |S1\S| > 1y |9\Si| = 1,
independiente de que llegue un paquete al transmisor (lo que solo afecta a S; N Sy), por
lo que se enviarda un paquete segin el Caso 1 del algoritmo. Por lo tanto, los conjuntos
|51\ Ss| ¥ [S2\S1| solo pueden decrecer.

Estas propiedades seran utilizadas para probar el resultado principal de éste capitulo.
11
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3.3. Analisis del Algoritmo 2R

En esta seccién se analizara el comportamiento de la cola fisica dejando fija la tasa de
llegada A 6 la tasa de envios exitosos u, y haciendo tender el factor de carga p a 1. Este
es el caso que llama la atencion de investigadores en la literatura, un analisis asintotico
del tamafio de las colas y de los retrasos, cuando p — 1.

Se estudiara el tamano de los conjuntos definidos en la Figura 3.1 mediante cadenas de
Markov, donde se describiran las transiciones segin los eventos que suceden en el modelo.
Medir el tamafio de aquellos conjuntos es una forma de estimar el tamafno del buffer que
el transmisor necesita e, indirectamente, estimar los retrasos de decodificacién. Bajo el
supuesto de que la cadena de Markov asociada posee una distribucion estacionaria, se
podra concluir el resultado.

Para cada perfodo de tiempo ¢, se define el vector x(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)) € N3,
Donde x;(t) indica el tamano del conjunto S1\S2, z2(t) el tamano del conjunto Ss\S; y
x3(t) el tamano del conjunto Sy N Sy, cada uno medido al comienzo del ¢-ésimo periodo.

Lema 3.4. El proceso X = (x(t))
discreto.

ens €8 una cadena de Markov homogénea a tiempo

Demostracion. Por la propiedad de los tamanos de los conjuntos Si\Sy y S2\Si, para
todo periodo t, el vector x(t) solo puede pertenecer a la regién:

P :={(x1,29,73) € N3 2 € {0,1}} U {(x1, 20, x3) € N3 € {0,1}}.

Se tiene que X es una cadena de Markov, dado que el Algoritmo 2R decide qué
transmision enviar en base a los tamanos de los conjuntos S1\Ss2, S2\S1 ¥y S1 N Ss, por lo
tanto las probabilidades de transicién para X dependen sélo del valor que tiene el mismo
vector y es independiente del periodo de tiempo en que se encuentre. O

Notar que 1 (t) + z2(t) + x3(t) representa el tamano de la cola fisica en el instante ¢,
para poder acotar el retraso de decodificacion sera 1til obtener una cota para la esperanza
de esta suma. A continuacion, se analizaran por separado las transiciones en distintas
subregiones de P:

» P, ={(0,0,0)}: Este caso modela la situacién en que los receptores han decodificado
todo lo que ha llegado al transmisor. Si no llega nada durante el periodo, la cadena
de Markov se queda igual, es decir, con probabilidad A no hay cambio del vector
x(t). En caso contrario, cuando llega un paquete al transmisor, el algoritmo indica
que hay que enviar éste paquete por si solo. Las probabilidades de transicion se
especifican a continuacion y se ilustran en la Figura 3.2:

0,0,0), con probabilidad \ + A\u?,
1,0,0), con probabilidad Az,

( )
x(t+1)= ( )
(0,1,0), con probabilidad Auj,
(0,0,1)

0,0,1), con probabilidad Aji?.

12
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A+ )\p["%

[S2\S1

[S1\S2|

Figura 3.2: Probabilidades de transicién para x(t) € P;.

» P = {(21,0,0) : &y > 0}: Este caso modela la situacion en que el receptor Ry
ha decodificado todo lo que ha llegado al transmisor. Si llega un nuevo paquete en
el perfodo considerado, se debe enviar ese paquete (ya que So\S; = (), en caso
contrario se envia un paquete de Si\Ss. Las probabilidades de transicién, para el
caso en que x(t) = (4,0,0), i > 0, se especifican a continuacién y se ilustran en la
Figura 3.3 (A):

(4,0,0), con probabilidad A\u® + M,
(14 1,0,0), con probabilidad Ajij,
x(t+1) = ¢ (4,1,0), con probabilidad Aup,
(4,0,1), con probabilidad \ji?,
[ (i —1,0,0), con probabilidad ALL.

» P3={(0,22,0) : x5 > 0}: Andlogo a P,, pero se envia un paquete de S5\ Si, en caso
de que no llegue un paquete al transmisor. Las probabilidades de transicion, para el
caso en que x(t) = (0,4,0), j > 0, se especifican a continuacién y se ilustran en la
Figura 3.3 (B):

(0,7,0), con probabilidad A\u® + M,

(0,7 +1,0), con probabilidad Auf,
x(t+1)=4(1,50), con probabilidad Az,

(0,4,1), con probabilidad \ji?,

(0,7 —1,0), con probabilidad M.
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A1S10 S
|

i

A2+ /\#Q
\ i
O 14 LU >
(0,23,0) [S2\51]
Afip

.0

|
JEp——

(B)

[S1\S2| (A)

Figura 3.3: Probabilidades de transicién para (A) x(t) € P, y (B) x(¢) € Ps.

» P = {(z1,22,23) : 3 > 0,21 = 00 x5 = 0}: En este caso, siempre se enviara
un paquete en S; N Sy, dado que S1\ Sz 0 S2\S; son vacios. Las probabilidades de
transicion, para el caso en que x(t) = (i,4,k), ¢ > 0, j,k > 0, se especifican a
continuacion y se ilustran en la Figura 3.4:

(7, 7, k), con probabilidad Au? + Aji2,
(1+1,7,k), con probabilidad A,
(1,7 +1,k), con probabilidad Aup,
x(t+1)=4¢ (i,5,k+ 1), con probabilidad A2,
(i+1,5,k—1), con probabilidad \jisu,
(i, +1,k —1), con probabilidad Apji,
(6,5, k — 1), con probabilidad 2.
|S1N S,
A
N\ii?
A2 + A2

(0,0,3) At

[S2\ 51

[S1\S2|

Figura 3.4: Probabilidades de transicién para x(t) € Py.
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w P = {(21,29,23) : x1,29 > 1}: Este caso modela la situacién en que se envia la
suma de dos paquetes pertenecientes a las diferencias de los conjuntos S; y Ss. Las
probabilidades de transicion, en el caso en que x(t) = (4,5, k), i,7 > 1, k > 0, se
especifican a continuacion y se ilustran en la Figura 3.5:

((i,5, k), con probabilidad A2,

(1—1 j, k), con probabilidad Auji,

(1,7 — 1, k), con probabilidad fxﬂu,

x(t 1) = o (i—1,7—1,k), con probab%l?dad )\/fz,
(1,7, k + 1), con probabilidad A\p?,
(1—1,5,k+1), con probabilidad Au,

(1,j — Lk+1), con probabilidad Ajg,

(i —1,j—1,k+1), con probabilidad Au*.

[S2\ 51

Aujt

T Nig o W (@172, 23)
[S1\Ss| | _
Aii?

Figura 3.5: Probabilidades de transicién para x(t) € Ps.

Notar que {P;}?_, particionan a P. Para estudiar el comportamiento de la cadena
X, se utilizard un resultado obtenido por Bertsimas, Gamarnik y Tsitsiklis [23]. En su
trabajo, se estudia el comportamiento asintotico de cadenas de Markov con distribuciones
estacionarias, las cuales pueden pertenecer a un espacio con numerables estados. Se define
un funcional de Lyapunov que satisface tener cambios esperados negativos para todos los
estados de la cadena, salvo una cantidad finita de éstos.

Sea Q := (Q(t)),cy una cadena de Markov a tiempo discreto y homogéneo, sobre un
espacio discreto numerable X. Para cualquier par de vectores x,x’ € X, se denota por
p(x,x’) a la probabilidad de transicién

p(x,x) = P(Q(t+1)=x|Q(t) =x).

Una distribucion estacionaria se define como una funcién = : X — R, tal que m(x) > 0
para todo x € X,
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T(x) = Y 7(x¥)px,x), VxeX (3.1)

x'eX

Definicién 3.5 (Funcional de Lyapunov). Una funcién no negativa
¢ X +— R,

se llama funcional de Lyapunov si existe v > 0y B > 0, tal que para todo t, y todo x € X
que satisfaga ®(x) > B, se cumple que

E[2(Q(+1)|Q(t) =x] < ®(x) —7. (3-2)

Los términos v y B usualmente se llaman drift y excepcion, respectivamente.

Se asumira que la cadena de Markov es recurrente positiva. Por lo tanto, existe una
tnica distribucién estacionaria 7, donde 7(x) corresponde a la probabilidad estaciona-
ria P, (Q(t) = x). Se denotard por E.[-] a la esperanza con respecto a la distribucién
estacionaria 7. Se define, para ® : X — R,

— sup |®(x') — ®(x)], (3.3)
x,x'€X:p(x,x')>0
y
Pmaz = SU)B E p(X,X,>. (34)
xXE

x'€X:P(x)<P(x!)

En otras palabras, v,,,, representa la maxima magnitud que ® puede variar durante
cualquier transicion. Por otro lado, p,,.. representa una cota superior de la probabilidad
de que P crezca en una transicion arbitraria.

El principal teorema demostrado en [23] es el siguiente:

Teorema 3.6. Sea una cadena de Markov Q := (Q(t)),cy con distribucion estacionaria
. St existe un funcional de Lyapunov ® con drift v > 0 y excepcion B > 0, tal que
E. [®(Q(t))] es finita, entonces, para cada m = 0,1,..., se tiene

m+1
PmazVmaz
P, (®(Q(t)) > B+ 2Upgom) < | ——mMmMm— .
( (Q( )) ) (pmamymaac + ’7)

En consecuencia,

B [0(Q) < B+ ZLoaellonl

Este resultado nos permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Si X posee distribucion estacionaria w y se cumple que B, [x1(t) + xa(t) + x3(t)]
es finita. Entonces, B
dpp

E. [x1(t) + xo(t) + 23(t)] < 1—p

)

Y, en consecuencia, el tamano de la cola fisica es O (%p)
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Demostracion. Sea ® : P — N definida por

(x(1)) = w(t) +2s(t),  x(t) = (21(t), 2a(t), 25(1)). (3.5)

Se tiene que ® es un funcional de Lyapunov. Escogiendo como drift v := p— X = pu(1—p)
y excepcién B := 0, se cumple (3.2) para todo x(t), tal que ®(x(¢)) > 0 (notar que
O(x(t)) > 0 siy solo si x(t) € P\(P, U Ps)). En efecto, el Cuadro 3.2 explicita las
transiciones de la cadena de Markov X y las probabilidades y variaciones del funcional ®
asociadas.

Cuadro 3.2: Detalle de probabilidades de transicion y variacion de P.

| Region | x(t+1) —x(t) | p(x(t),x(t+1)) | (x(t+1)) — @(x(t)) |
P, (1,0,0) Nij 1
(0,1,0) MLl 0
(0,0,1) M2 1
(0,0,0) M2+ Ni 0
(—1,0,0) A —1
Py (1,0,0) Nij 1
(0,1,0) Mufi 0
(0,0,1) N2 1
(0,0,0) M2 + N 0
(1,0, 1) Mg 0
(0,1,-1) Muji —1
(0,0, 1) A2 -1
P (-1,-1,1) Au? 0
(0,-1,1) A 1
(—1,0,1) bl 0
(0,0,1) M2 1
(-1,-1,0) A2 -1
(0,—1,0) Mg 0
(-1,0,0) Muji —1
(0,0,0) M2 0

En el Cuadro 3.3 se resumen los drifts del funcional en las regiones donde ® > B. Con
lo cual, se verifica que ® es un funcional de Lyapunov.

Cuadro 3.3: Drifts de ®.

Region | E, [@(x(t+ 1))[x(¢)] — D(x(t))
Py A—p=—p(l—p)
Py A—p=—p(l-p)
Ps A—p=—pl—p)

Teniendo en cuenta que para el funcional de Lyapunov ® considerado, los valores de
Vimaz Y Pmaz SON 1 ¥ AL = pup, respectivamente, gracias al Teorema 3.6, se obtiene que
2ppt

Ex[z1(t) + 23(t)] = Ex [@(x(?))] < 1—0p
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3.3. Analisis del Algoritmo 2R Capitulo 3

Por tltimo, debido a la simetria de la cadena X', a que z3(t) > 0y a (3.6)

Beloa()] = Exlma(0)] < Brlnt) + (0] < T2,
y, en consecuencia, -
B, [o1(t) + 2a(t) + 2(t)] < fﬁ—’”‘p (3.7)

]

Para obtener una cota en el retraso de decodificacion se utilizara un importante y bien
conocido resultado obtenido por Little en 1961 (Teorema 2, [21]). El resultado enuncia
que, en un proceso de colas, si

L es el nimero esperado de unidades en el sistema,
W es el tiempo esperado que permanece una unidad en el sistema, y
1/X\ es el tiempo esperado entre dos llegadas consecutivas de unidades al sistema,

entonces, se cumple la siguiente relacion:
L = \W. (3.8)
Lo que permite demostrar el siguiente corolario.

Corolario 3.8. Para el Algoritmo 2R, bajo los supuestos del Teorema 3.7, el retraso de
decodificacion de los paquetes es

4 1
n(l—p) 1—p
Demostracion. Dado que el tamano esperado de paquetes en el sistema esta acotada por
el nimero de paquetes en la cola fisica del transmisor, es decir, por

App
1—p’

y los paquetes llegan con una tasa A, de la relacion expuesta en la Ecuacion (3.8) se
concluye que la esperanza del tiempo que un paquete permanece en el sistema esta acotada
por

L dpp  4p

ANl—p  p(l-p)

Para concluir, basta notar que cuando un paquete sale del sistema (es decir, cuando

ya no pertenece a S;USy), es porque ya fue decodificado por ambos receptores, por lo que
el tiempo que un paquete esta en el transmisor es igual al retraso de decodificacion. [

Este ultimo resultado prueba que el algoritmo estudiado es asintéticamente 6ptimo,
debido al Teorema 2.12 probado en [19], que establece el hecho de que todo algoritmo de

envio tiene retraso de decodificacién 2 1%,0 )
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Capitulo 4

El Caso de 2 Receptores con Retraso
Acotado

En este capitulo se analiza el caso en que la transmision se realiza a dos receptores, sin
embargo, se busca equiparar lo que le falta por decodificar a cada receptor. Se propone un
algoritmo de envio que disminuye la distancia entre la cantidad de informacion de cada
receptor y se estudian condiciones que permiten mantener la cota obtenida en el capitulo
anterior.

4.1. Algoritmo 2RRA

Sean R; y Ry los dos receptores. Se llamara lider, y se denotara con el indice L, al
receptor que ha recibido la mayor cantidad de transmisiones de manera exitosa. Si ambos
receptores han recibido el mismo ntimero de transmisiones, se escogera arbitrariamente a
un receptor como lider. Al otro receptor se le denotard con el indice N. En otras palabras,
si Ry, es lider, se cumple que dim(V7) > dim(Vy) para L # N, donde V7, y Vi corresponden
a la informacion de los receptores Ry y Ry, respectivamente.

Definicién 4.1 (Ventaja del lider). Se llamara ventaja del lider a la diferencia que pueden
tener las dimensiones de la informacion del receptor lider y la informacién del receptor
que no es lider. Es decir, la ventaja del lider es dim(Vz) — dim(Vy).

De ahora en adelante, se considera un algoritmo A cualquiera de trasmision de paquetes
que posea la Propiedad de innovacion. Sea un entero positivo D, que correspondera a la
maxima ventaja posible que se le permitira tener al lider. El algoritmo 2RRA que se
considerara —basado en el algoritmo A- realiza transmisiones segin los siguientes casos.

» Caso 1 - 8ila ventaja del lider es D: Se envia el paquete méas antiguo que le falte por
decodificar a Ry, pero que el lider ya lo decodificé. Es decir, se envia p € V;\Vy.

» Caso 2 — En otro caso: Se realiza una transmision segin el algoritmo A.

De esta manera, se prioriza disminuir la ventaja del lider cuando llega a cierta barrera
D. El Cuadro 4.1 muestra un ejemplo en el caso que el algoritmo A considerado es el 2R
del capitulo anterior, y la ventaja maxima es D = 3.
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

Cuadro 4.1: Ejemplo de transmisién de 8 paquetes con el Algoritmo 2RRA, basado en el Algoritmo 2R.
Los conjuntos S7 y S3 son los que se definieron en 3.1.

Periodo Cola Fisica Transmisién Canales Paquetes Decodificados
S1\S2 S1 NSy 52\51 R1 Ro
0 P1 P1 — Ri,» Re | p1
1 P2 P1 P2 — Ri,— Ra | p1,p2 P2
2 P3 P1 P3 — R1,» Ry | p1,P2,P3 P2
3 Pa P1,P3 P4 — R1,» Ry | p1,P2,P3,P4 | P2
4 Ps P1,P3;P4 P1 — Ry P1,P2,P3,P4 | P1,P2
5 P5,P6 P3, P4 Ps -+ Ri,— R2 | p1,P2,P3;,P4 | P1,P2,P5
6 Ps Pe P3, P4 p3 ® Ps — Ri,» Ra g;,pz,ps,p4, P1,P2,P5
7 Peé P3, P4 Pe — Ry, — Ry | PLP2PSPA 1 D5, D6
Ps5, Peé
8 pP7 P3, P4 jokd — Ry, Ry | PLP2P3, P4 | o 0 b5, pe
Ps5, P6, P7
9 ps P3,Pa,P7 ps - Ry P1,P2,P3, P4, | 1) p2,ps,Pe
P5,P6,P7
P1,P2,P3,P4; | P1,P2,P3,;P5;
10 — R
P8 P3, P4, P7 P3 2 P5, D6, P7 Pe
P1,P2,P3, P4, P1,P2,P3,P5,
11 s - R, — R
ps Pa, b7 ps b 2 | ps,ps,P7 Pé; P8
P1,P2,P3,P4;, | P1,P2,P3;P4,
12 ® —Ri,— R
ps pa, b7 Patps b > | P5,P6,P7,P8 | P5,P6,Ps
P1,P2,P3, P4, P1,P2,P3,P4,
13 7 7 — Ri1,— R
P P b Ps,P6,P7,P8 | P5,P6,P7,P8

Notar que en los periodos 4, 9 y 10 del ejemplo en el Cuadro 4.1 se transmiten paquetes
que le faltan al receptor Ry, pues la ventaja del lider es D = 3.

4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA

El algoritmo descrito cumple con las Propiedades de decodificacion y del tamano de
los conjuntos Sy y Sy (Propiedades 3.1 y 3.3) demostradas en la Seccién 3.2. Sin embargo,
no necesariamente se cumple la Propiedad de innovacién, dado que el algoritmo posee el
Caso 0, que no es innovativo.

A continuacion, se estudiara el retraso de decodificacion de los paquetes. Para esto, se
considerara una cadena de Markov que estudie el comportamiento de los tamanos de los
conjuntos del modelo.

Cadena de Markov

Se considerard un proceso X := (x(t)),oy, de dos variables x(t) = (z1(t), z2(t)) € N2,
Las variables son medidas al comienzo del periodo t, ;(t) representa la ventaja del lider
sobre el segundo receptor, mientras que z5(t) medira el tamano de la cola virtual del lider.
Es decir, si Q;(t) es la cola virtual del receptor R; al comienzo del periodo t,

Qn(t) — QL(t),
Qr(t).

4.2.1.

21 (t) =
za(t) =
Notar que dim(Vy) — dim(Vy) = Qn — Q1. Se tiene que los posibles estados para x(t) es

la regiéon

P = {(r,1) eN*:0< 1, < D}.
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

Para estudiar las transiciones de X', se considera el espacio muestral

QO = ({0,1} x {0,1} x {0,1})",

con w € ), w = wowiws - -+, donde wy = (o, By, ;) representa en su primera coordenada
si llega un paquete al transmisor en el periodo ¢, mientras que la segunda y la tercera
coordenada indican si las transmisiones a los dos receptores fueron exitosas. El Cuadro 4.2
detalla el significado de los valores que puede tomar la variable w;.

Cuadro 4.2: Significado de los valores que toman las variables oy, 8; v 7t

Toma el valor 0

Variable H Toma el valor 1

o Llega un paquete al transmisor | No llega paquete al transmisor
t en el periodo t en el periodo ¢
Transmisién exitosa a Ry, Falla la transmision a Ry,
B en el periodo t en el periodo t
5 Transmision exitosa a Ry Falla la transmision a Ry
t en el periodo ¢ en el periodo ¢

Por lo tanto, se obtiene de manera natural que
P, [we = (a,b,d)] = A" \7o. p0rd . p2b=d,

Asi, se obtiene el espacio de probabilidad (€2, F, ®;P;), donde F es la o-dlgebra discreta
sobre 2 y ®;IP; es la probabilidad producto.

Retomando el andlisis de la variable aleatoria X —definida sobre (2, F,®,P;)—, se
particiona la region P, en 5 subregiones y se estudiard el caso en que x(t) pertenece a
cada una de ellas:

» P, = {(0,0)}: En este caso, ambas colas virtuales son vacias. Luego, si no llega
ningun paquete durante el periodo, la cadena no cambia de estado. En caso contrario,
el algoritmo de envio indica que hay que enviar una transmisién segin el Caso
2, obteniéndose las siguientes probabilidades de transicion que se ilustran en la
Figura 4.1:

(
x(t+1)=14(1,0), siw; € {(1,0,1),(1,1,0)},
i 1

2\t ‘

O >
PEpW 7(0~0) |@n| = QL]

Figura 4.1: Probabilidades de transicién para x(t) € P;.
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

» P, = {(x1,0) : 1 < 21 < D — 1}: En este caso, el receptor lider tiene la misma
informacion que el transmisor, por lo que si no llega ningin paquete en el periodo
t, se le enviara un paquete al otro receptor. En caso contrario, se enviara el paquete
que llegue. Las probabilidades de transicién, para el caso en que x(t) = (7,0), 1 <
1 < D — 1, se especifican a continuacion y se ilustran en la Figura 4.2:

x(t+1) =

’

\

M@l

(1—1,1), siw, =(1,0,1),

(t—1,0), siw €{(0,0,1),(0,1,1)},

(i,1), si wy = (1,0,0),

(4,0), si wr € {(0,0,0),(0,1,0), (1,1,1)},
(1+1,0), siw =(1,1,0).

A2

M Apfi

e —— O >
(21,0) Qx| — Q1]
Mi® + M

Figura 4.2: Probabilidades de transicién para x(t) € Ps.

» Py = {(0,29) : x5 > 1}: En este caso, ambos receptores tienen igual dimensién de
(0,7), j = 0, se obtienen las siguientes probabilidades de
transicion que se ilustran en la Figura 4.3:

informacién. Si x(t) =

x(t+1) =

0, +1), siw =(1,0,0),

0,7), siwg € {(1,1,1),(0,0,0)},
(0,7 —1), siw;=1(0,1,1),

(1, 7). siw € {(1,0,1),(1,1,0)},
(1,7 —1), siw €{(0,0,1),(0,1,0)}
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Capitulo 4

M2 4 i

Figura 4.3: Probabilidades de transicién para x(t) € Ps.

(0, z2),

|Qul

i

2\

Qx| = 1@l

» Py = {(z1,29) : 1 <y < D — 1,29 > 1}: Las probabilidades de transicion, en el
caso en que x(t) = (4,7), 1 <i < D —1, j > 1, se especifican a continuacién y se

ilustran en la Figura 4.4:

x(t+1) =

Figura 4.4: Probabilidades de transicién para x(t) € Pj.

(1,0,1),
siwy = (0,0,1),
si Wt = (1,0,0),

Siwy =

siw, € {(0,0,0),(1,1,1)},

siw, ={0,1,1},
siw, = (1,1,0),
si w, = (0,1,0).

|Qrl

|@n| = Qx|
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

» Ps={(D,xs) : x5 > 0}: Por tltimo, en este caso, cuando el lider tiene ventaja D, se
le envia un paquete al otro receptor, y por lo tanto las probabilidades de transicion,
en el caso en que x(t) = (D, j), j > 0, se especifican a continuacién y se ilustran en
la Figura 4.5:

(D—1,7+41), siw €{(1,0,1),(1,1,1)},
x(t+1) = (D —1,7), s% w € {(0,0,1),(0,1,1)},
(D,j+1), siw € {(1,0,0),(1,1,0)},
(D, j), si wy € {(0,0,0),(0,1,0)}
Q|

Figura 4.5: Probabilidades de transicién para x(t) € Ps.

Lo anterior permite concluir el siguiente lema, debido a que las transiciones solo de-
penden del estado actual del proceso x(t).

Lema 4.2. El proceso X = (x(t))ien es una cadena de Markov homogénea a tiempo
discreto.

Para encontrar una cota en el retraso de decodificacion, en primer lugar se encontrara
una cota en el tamano de ambas colas virtuales. Y, si el algoritmo A —algoritmo en el cual
2RRA esta basado—, sigue una estrategia de botar los paquetes al decodificar —como lo
cumple el algoritmo 2R—, entonces se podra acotar también el retraso de decodificacion.

En lo que sigue, se introduce la técnica de coupling, que permitird acotar el valor
esperado de la coordenada w5(t), proceso que regularmente se llamard “altura” de la
cadena.

4.2.2. Coupling

La cadena de Markov definida en la seccién previa tiene como estado inicial x(0) =
(0,0), considerando que ambas colas virtuales resultan estar vacias al principio del primer
periodo. Sin embargo, sera 1til considerar una cadena de Markov cuyo inicio podria ser
un punto arbitrario en el conjunto {(z;,0) € N*: 0 < z; < D}.

Se probard que la esperanza de la variable z5(¢) de un proceso como el de la sec-
cién anterior, que comienza en (0,0), es menor o igual que la de un proceso que —con
algunas transiciones que se han modificado— comienza en (4,0), ¢ € {0, ..., D}. Especifi-
camente, sea y(t) = (y1(t),y2(t)) e Y := (y(t)),en €l proceso, definido sobre el espacio de
probabilidad (92, F, ®,P;), cuyas probabilidades de transicién en las regiones Pj, P, y P
previamente definidas son las siguientes y se ilustran en la Figura 4.7:
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

= Py ={(0,0)}: Siy(t) = (0,0),

), siw; €{(0,0,0),(1,1,1)}
), siw €{(0,1,1),(1,0,0)},
) (1,1,0),(0,1,0)}
) (1,0,1),(0,0,1)}

Y

t41) =
yt+1)  siw € {(1,1,0),(0,1,0)},

. siw € {(1,0,1),(0,0,1

» Py ={(x1,0): 1<z <D—1}: En el caso en que y(t) = (¢,0), 1 <i< D —1,

(1—1,1), siw, =(1,0,1),
(1 —1,0), siw,=(0,0,1),
i), siwp € {(0,1,1),(1,0,0)},
ylt+1) = Ezo; siw € 50,0, 0;,21,1,1;;
(t+1,1), siw =(0,1,0),
((i4+1,0), siw=(1,1,0).

((0,5+ 1), siw =(1,0,0),

(0, 7), si wy € {(0,0,0),(1,1,1)},
y(t+1) = (O,]:—l), S% wr = (0,1,1),
(L,j+1), siw,=(1,0,1),

(1,4), siw, € {(0,0,1),(1,1,0)},
k(l,j—l), si wy = (0,1,0).

En las regiones P, y Ps, la y(t) se comporta de igual manera que el proceso x(t). En las
Figuras 4.6 y 4.7 se pueden contratar las diferencias de los dos procesos en las distintas
regiones donde se definen.

Al igual que para el proceso X, se tiene:

Lema 4.3. El proceso Y = (y(t))ien es una cadena de Markov homogénea a tiempo
discreto.
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Mi® + A2

A A2

Mi® + A2

N2+ A

Mi® + N2

\ji?
2\
A2 2\ jifi A2 Mol
O O
A2 M\ji?
2\ ApjL

Mi® + N

Figura 4.6: Probabilidades de transicién para x(t).

O

Apji | A2
o Apifi Apji
Ai? + N2
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4.2. Analisis del Algoritmo 2RRA Capitulo 4

Sea w € €. Se denotara por (x*(t)),cn, X“(t) = (2{(t), 25 (t)), la realizacién del proceso
X en el evento w. De manera analoga, se denota una realizaciéon de la cadena ). Gracias
a la técnica de coupling, se puede probar el siguiente resultado.

Lema 4.4. Sea w € Q. Las cadenas de Markov X = (x(t))ien € Y = (y(t))ien definidas
sobre el espacio de probabilidad (0, F, ®,P;) cumplen que, para todo t € N,

w3 (t) < y3(t).

Demostracion. Se probard por induccién en t que si x¥(t) = (a(t),25(t)) e y¥(t) =
(y¢(t),y5'(t)) son las realizaciones de los procesos X e ) en w € (2, entonces una de las
siguientes condiciones se cumple:

(C1) 27() <yr(t) v 25(t) <y5(t), o
(C2) yr(t) =a7(t) =1 y 25(t) < w5 (t).

En efecto, para t = 0, por definiciéon de X e Y se cumple (C1). Se asume que se cumple
la hipotesis de induccion para t, para probar el caso inductivo se tendran que analizar
todos los estados para del proceso X en el instante t:

1. x(t) = (0,0): por hipétesis de induccién, y(t) puede pertenecer a cualquier regién.

» En el caso en que w; = (1,0,0), ya sea x(t) en (0,0), como y(¢) en cualquier
estado en que se encuentre, tienen una transicion con direcciéon (0,1). Por lo
tanto, se cumple el paso inductivo.

» Siw; = (1,1,0), x(t) tiene una transicién con direccién (1,0), al igual que y(t)
si pertenece a las regiones Py, Py, P3 y P,. Si y(t) € Ps, tiene transiciéon con
direccion (0,1). En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.

» Siw; = (1,0,1), x(f) también tiene transicion con direccion (1,0), sin embargo,
si y(t) € Py U Ps, tiene transiciéon con direcciéon (1,1), cumpliendo el paso
inductivo. En el caso en que y(t) € P, U P, U P, tiene transicion con direccién
(—=1,1), cumpliendo con la induccién. Notar que si y;(t) = 1, se cumple la
condicién (C2) en t + 1.

» En cualquier otro caso, x(t + 1) = (0,0), cumpliendo trivialmente la condicién
(Cl)ent+ 1.

2. x(t) € Py: se asume que x(t) = (4,0), 1 <1i < D — 1. Por hipétesis de induccion,
si ¢ =1, y(t) puede pertenecer a Py, P3, Py o Ps. Sin embargo, si i > 2, y(t) puede
estar en P, Py o Ps.

» Siw; = (1,0,0), tanto x(¢) como y(t) en cualquier estado en que se encuen-
tre, tienen una transiciéon con direccién (0, 1). Por lo tanto, se cumple el paso
inductivo.

» Siw = (1,1,0), x(¢) tiene una transicién con direccién (1,0), al igual que
y(t) si pertenece a las regiones P, Py y Py. Si y(t) € Ps, tiene transiciéon con
direccién (0,1). En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.
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» Siw, = (1,0,1), x(¢) tiene una transicién con direccién (—1,1), al igual que
y(t) si pertenece a las regiones Pp, Py y Ps. Si y(t) € P, tiene transicién con
direccién (1, 1), cumpliendo la condicién (C1) en t + 1. En cualquier caso, se
cumple el paso inductivo.

= Siw; €4(0,0,1),(0,1,1)}, x(¢) tiene una transicién con direccién (—1,0), por
lo tanto, sin importar la transicién que tenga y(t), se seguird cumpliendo la
induccion.

» Siw; =(0,1,0), x(¢) se mantiene en su estado, sin embargo, si y(t) € P3 U Py,
tiene una transicion con direccién (1, —1), campliéndose (C1) en t+1. Siy(t) €
Py, tiene una transicién con direccion (1, 1), y siy(t) € Ps, no cambia de estado,
en ambos casos, también se cumple (C,1).

» Siw € {(0,0,0),(1,1,1)}, x(¢) no cambia de estado, al igual que y(t), salvo
que y(t) € P5, donde tiene una transicion con direccién (—1,1). En cualquier
caso, se cumple el paso inductivo.

3. x(t) € Ps: se asume que x(t) = (0,7), j > 0. Por hipétesis de induccién, y(t) puede
pertenecer a las regiones Pj, Py o Ps.

» Siw = (1,0,0), tanto x(¢) como y(t) en cualquier estado en que se encuen-
tre, tienen una transicion con direccién (0, 1). Por lo tanto, se cumple el paso
inductivo.

» Siw; € {(0,0,0),(1,1,1),(0,1,1),(1,1,0),(0,1,0)}, tanto x(t) como y(t) €
P3 U P4 realizan el mismo tipo de transicion. Luego, como las transiciones de
y(t) € Ps nunca decrecen en la segunda coordenada, se cumple la hipdtesis
inductiva.

» Siw = (0,0,1), x(¢) tiene transicién con direccién (1,—1). Mientras que, si
y(t) € P, tiene transicién con direccién (1,0), y si y(t) € Py U Ps, tiene
transicion con direccién (—1,0). En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.
Notar que si y;(t) = 1, se cumple la condiciéon (C2) en t + 1.

» Siw; = (1,0,1), x(¢) tiene transicién con direccién (1,0). Mientras que, si
y(t) € Ps, tiene transicion con direccién (1,1), y si y(t) € Py U Ps, tiene
transicion con direccién (—1,1). En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.
Notar que si y;(t) = 1, se cumple la condiciéon (C2) en t + 1.

4. x(t) € Py: se asume que x(t) = (i,7), 1 < i < D —1, j > 1. Por hip6tesis de
induccién, si i = 1, y(t) puede pertenecer a P3, P, o P5. Por otra parte, si i > 2,
y(t) puede estar en P, o Ps solamente.

» Siw; = (1,0,0), tanto x(¢t) como y(t) en cualquier estado en que se encuen-
tre, tienen una transiciéon con direccién (0, 1). Por lo tanto, se cumple el paso
inductivo.

» Siw; € {(0,0,0),(1,1,1)}, tanto x(¢) como y(¢t) € P3 U P, permanecen en su
estado en t+1. Siy(t) € Ps, tiene transicién con direcciéon (—1, 1). En cualquier
caso, se cumple el paso inductivo.
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» Siw; =(0,1,1), tanto x(¢) como y(t) € P;U P, tienen transicién con direccién
(0,—1). Si y(t) € Ps, tiene transicién con direccién (—1,0). En cualquier caso,
se cumple el paso inductivo.

» Siw € {(1,1,0),(0,1,0)}, tanto x(t) como y(¢t) € Py U Py realizan la misma
transicion. Si y(t) € Ps, y(t) mantiene su estado o tiene una transicién con
direccion (0,1). En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.

» Siw € {(1,0,1),(0,0,1)}, tanto x(t) como y(¢t) € P, U P5 realizan la misma
transicion. Si y(t) € P, y(t) tiene una transicién con direccién (1,0) o (1, —1).
En cualquier caso, se cumple el paso inductivo.

5. x(t) € Ps: se asume que x(t) = (D, j), j > 0. Por hip6tesis de induccién, y(t) puede
pertenecer a Py (con y2(t) = D —1) o a Ps. Se analiza el caso en que y(t) € Py, pues
el otro caso se cumple inmediatamente el paso inductivo.

= Siw € {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)}, tanto x(t) como y(t), realizan la
misma transicion. Por lo tanto, se cumple el paso inductivo.

» Siw € {(0,1,0),(1,1,0)}, y(¢) se traslada a la columna D, pero queda con
altura mayor que x(¢ + 1). Cumpliéndose el paso inductivo.

» Siw € {(0,1,1),(1,1,1)}, x(¢) se traslada a la columna D — 1, quedando con
altura menor que y(¢ + 1). Cumpliéndose el paso inductivo.

Por lo tanto, se cumple la induccién enunciada. Con esto, se concluye que, para cual-
quier t € N, se obtiene que los procesos X e ) en el evento w € 2 cumplen que

z3(t) < y5(1).
[l

El Lema 4.4 permite concluir inmediatamente el siguiente resultado que acota la altura
esperada del proceso X en términos de la del proceso ).

Corolario 4.5. Si X = (x(t)),cn € Y = (¥(1)),en: e tiene que, para todot € N,
Elz,(t)] < Ely:(1)]-

4.2.3. Simplificacién

A continuacién, se realizara una observacién clave: En el proceso Y = (y(t)),cy definido
en la Seccién 4.2.2, se verifica que (y1(t)):en es independiente de (ya(t))sen. La Figura 4.8
representa las transiciones del proceso (yi(t))ien.

w2+ 2 w2+ i w2+ 2 w2+ i i

2up K f B Q B
Bt M Lf

/ M %

Figura 4.8: Probabilidades de transicién para y;(t).
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Proposicion 4.6. La distribucion estacionaria del proceso (yi(t))ien estd dada por m =
(mi:0<i<D),

1
= oD 1t
2
o= ——, 1<i<D-—1,
2D —1+2u
o
T 9D 142w

Demostracion. Basta reemplazar los valores de 7 en las ecuaciones de equilibrio:

o = (W2 + ) mo+ i,
2ufi - mo + (1 + %) -y + pji - o,

m o= pf-mio+ (PR mppe T, 2<i< D=2,
Tp-1 = Hft-Tp_g + (M2+ﬂ2) “Tp—1+ - Tp,

Tp = W -Tp_1+ - Tp.

m

O

Se define el proceso Y; definido sobre el espacio de probabilidad (2, F, ®P;), como
aquel proceso que posee las mismas transiciones que el proceso ), pero su estado inicial
esta distribuido segiin 7 en su primera coordenada y 0 en la segunda. En otras palabras,
P(y(0) = (i,0)) =m;, 0<i < D.

Para encontrar la altura de la cadena ) se considerara un proceso 2 := (z(t)),cy, con

1, siy(t) =D,
z(t) = (L, (h=p, y2(t)), donde I, ;—p =
(t) = Iy, (=D, v2(t)) v (=D {o, si yi(t) € {0,1,...,D —1}.

Por lo tanto, los estados donde estara definida Z son {(7,7) : 0 <4 < 1,5 > 0}. Asimismo,
P (2(0) = (0,0)) = X% mi y P (2(0) = (1,0)) = mp.

Lema 4.7. El proceso Z = (z(t)),cy €s una cadena de Markov homogénea a tiempo
discreto.

Demostracion. En primer lugar, hay que notar que las transiciones horizontales —es decir,
la transiciones del proceso (z(t)),cy— son independientes de la altura, debido a que el
proceso ) cumple esta propiedad.

Por dltimo, se considera que z(t) = (21(t), 22(t)). Conociendo el valor de la variable
21(t), la transicién que realizara z(t) solo dependera de la altura zo(t). Por lo que se puede
concluir que Z es una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto. O]
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Como el proceso (z1(t)),cy es independiente del proceso (22(t)),cy, se puede calcular,

P(z(t+1)=1z(t)=0) = P(y(t+1)=D|y(t) €{0,1,...,D —1})
P(y(t+1) =D,y(t) € {0,1,...,D —1})
P(yi(t) € {0,1,...,D —1})
Py (t+1) =D,y (t) =D —1)
P(y:(t) € {0,1,...,D —1})
P (3a(t +1) = D]ya(t) = D — ) P(a(t) = D — 1)
P(y:(t) €{0,1,...,D —1})

_ BTy 2pp _2pp
SPotn 1+2(D—1) 2D — 1’

y, por lo tanto,

P(z1(t+1)=0/z(t) =0) = 1-P(z(t+1)=1[z(t) =0) = 2D2_D1—_12W

De la misma manera,

P(a(t+1) =1zl)=1) = P(nu(t+1)=Dlnl)=D) = L
P(z(t+1)=0/z(t)=1) = 1-P(x(t+1) =1zt =1) = L

Sea vy := 2—2D’{“—1 y 7 := 1 — v, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.8. La distribucion estacionaria del proceso (z1(t)),cy estd dada por v =
(v0, 1),
2D —1 1 20 y

= _:—’ VT = - — . 41
T 2D—1+420  p+ry YT o2D-1+20 p+n (4.1)

Demostracion. Basta reemplazar los valores de v en las ecuaciones de equilibrio:

2D —1—-2up n
vy = ————— " U U
0 oD — 1 0T M-V,
20 _
V= 5D — 1 o+ u- .

En consecuencia, las transiciones para el proceso Z son las siguientes:

- Siz(t)=(D—1,5), j > 1,

((D —1,5+41), con probabilidad Y\,
(D —1,3), con probabilidad F(Au + M),
a(t+1) = 4 (D — 1,7—1), con probab%l?dad 75\,1_%
(D,j+1), con probabilidad yAji,
(D, 7), con probabilidad (A + M),
(D, j—1), con probabilidad yA\u.
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- Siz(t) = (D —1,0),

(D —1,1), con probabilidad ¥(\z + zx,u),
2t +1) = (D —1,0), con probabilidad ¥(Au + Ai),
) (D,1), con probabilidad y(Ai + E\,u),
(D,0), con probabilidad (A + Afx).
= Siz(t)=(D,j), j =0,
(D—1,7+1), con probabilidad A,
a(t +1) = (D - 1,7), con probab%l?dad 5\/_1,
(D,j+1), con probabilidad A,
(D, j), con probabilidad .

Se encontrard la esperanza de la altura de la cadena de Markov Z, suponiendo la
existencia de la distribucién estacionaria del proceso. Sea o = (05 : 0 < i < 1,5 > 0)
la distribucién estacionaria de Z, y sean a; = 0(;) y b; = 01,5, para todo j > 0. De las
condiciones de estacionariedad se deducen las siguientes relaciones:

a; =

io= M a7 (M E AR -y AN ag g+ A by A by,
ar = FMu-az+5 (A + M) - ar + 5 (M4 Ap) - ao + Me- by + M- bo,

ag —

M- ar 45 (A + M) - ag + A+ bo,

;= vj\u-ajﬂ—i—v()\u—l—;\ﬂ) ca; YN aj_q + N by A+ M- b,

b1:
b[):

YA az + 7y (M4 M) - ar + v (AL + M) - ag + M- by + A - b,
YA ar + v (A4 M) - ag + Aji - bo.

J =2

J =22,

(4.2)
(4.3)
4.4

(4.5)
4.6

Definiendo las series formales A(¢) = > a;¢7 y B(¢) = >_ b;¢?, al multiplicar (4.2)

320

320

por (7, (4.3) por ¢ y al sumar en j, junto con (4.4), se obtiene

(1 -3 —FAR) - > a;¢?

J=0

= MY O F AN Y @i A M > b+ A Y b+ A agl

Jj=0 Jz1

Jj=0 Jj=1

S LV SYTCRE IS ST VEY SR D VIS S VRO IS

¢

j>1 720
Luego,

(1= =) - A(Q)
1

>0 >0

= YAu- ¢ [A(C) = ao] + ¥ - CA(C) + M- B(C) + A - CB(C) + ¥ - aoC.
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Por lo tanto, multiplicando por ( y re-agrupando, se obtiene que

(=AM - ¢ 4 (1= A = FA) - €= ) A(Q) = (M + e Q) -CBO+7Ap- (¢ = 1() "
4.8
Repitiendo el calculo con las Ecuaciones (4.5)-(4.7),

(1= A7) - )by’
j=0
= Y ai Oy (At AR) > ad
7=>0 Jj=0
LD S TSR VTR Y FTCIE O VIRY e
i>1 =1
_ 1 . _ .
= Y- ZZ%G oy (A M) > a;¢?
j=1 j=0

FNC Y ag¢! N ¢y bi¢ + A anC.

J=0 j=0

Por lo tanto, multiplicando por { y re-agrupando, se obtiene
(T=Xa=Az-¢)-¢BQ) = (WA~ 47 (A4 ML) - ¢+ M) - A +v - (¢2 = 1) ao
(4.9)
Como se desea obtener una expresion para la esperanza de la altura, se buscard despejar
los términos A(¢) y B(¢). Multiplicando (4.8) por (1 — A — Aji - ), se obtiene que
(L= A=A ¢) - (=M ¢+ (1= 3 = FAiL) - ¢ = Fhu) - A(Q)
= (M- ¢) - (T=Aa=Ai-¢) - ¢B(C) + A (1= A= Ai-¢) - (¢2 = 1) ao,
y reemplazando en el lado derecho el término (1 — ML= Mi-C ) - (B(() segun la Ecua-
cién (4.9), sigue que
(1= A= M- ¢) - (=M - C+ (1= A — FAI) - ¢ = FAu) - A(C) (4.10)
= (e Au-¢) - (VAR C+y (A + ML) - C+yAu) - A(Q)
A M+ M) (C=1) ag+ 3 (L= A=A~ €) - (€2 = 1) ao.
Definiendo ¢ := 1 — ¢, (4.10) se puede expresar como sigue:
0 = (I—pa+Ma-¢) (FAr- ¢ = (1 =3 —FA) - ¢ +3) - A(C)
+ (= A C) - (PR C+y (A + ML) - C+yAn) - A(Q)
Ay - +7 (1= A= Aa-¢)] - ¢ ((+1)ag
= ((FAB+ M) - ¢% = (1= A = ME — YA — YAR) - €+ FAp +yAu) - A(Q)
AL (YA CF = (1= A = FAR) - € +FAu) - CA(C)
=M (YA P4y (A4 AR) - C+ M) - CA(Q)
My A+ ¢) +7 (1= A= Az-¢)] - ¢(¢C+1)ao. (4.11)
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Notar que

(FAL A - ¢* = (1= A — YA — YA — YAL) - €+ YA+ YA
= Ao (P — (L= Ap—Ai) -+ M

= )\ﬂ-(1—25—1—52)—()\/l—l—jw)-(l—f)—{—;\,u

= M-+ (A=) - ¢

= M-+ (=X -C

Luego, la Ecuacién (4.11) se puede simplificar por C,

0 = p(Ma-CH+p—2X)-A«)
AL (YA - = (1= A — A7) - ¢+ M) - AQ)
=M (YA Ay (A + M) - ¢+ ) - A(Q)
Ay e+ A Q) +7 (1= A=Az Q)] - (C+1)ao. (4.12)

Evaluando (4.12) en ( = 1 ({ = 0), se obtiene una expresién para A(1) = > aj, en
funcion de ag,

0 = pl(p—=X) A1)+ Az (FAE = 1+ A+ FAE + 3 ) - A1)
— Al (7)\/1 + ()\u + 5\/1) + ’y;\u) - A(1)
—\u [7 (S\u + )\u) +7 (1 — i — /\ﬂ)} - 2ay
= (=) =M —yAu) - A(L) = A [y +5 — M — Mia] - 2a0
= [n(p =) =7\l A(1) = \® - 2aq. (4.13)

Por lo tanto, tomando en cuenta que A(1) = > . aj;, es la suma de las probabilidades
estacionarias de permanecer en la primera columna, que corresponde a la distribucién
estacionaria de que la variable z(¢) = 0, se obtiene que A(1) = vy = ;i=. Luego, reem-
plazando en (4.13),
—A) — A
g = BN =7A (4.14)
22 (e + )
Para encontrar una expresion para la esperanza de la altura de la cadena de Markov
Z, bastard encontrar el valor de los términos A'(1) = > ;ja; y B'(1) = > . jb;. Se
deriva (4.12) para encontrar A’(1):

0 = [=Auin+ Ao (29Ai- ¢ — (L= — YAi)) — A (29A% - ¢+ (A + M) | - A(Q)
(M G = A) - A + M (FA - ¢ = (1= 3 = M) -+ ) - A'(C)
A (VAR C+y (A4 M) - C+yAp) - A'(C)
—Ap A =AM - (C+ 1) ag — A [y A+ A ¢) +7 (1= A= Az ¢)] - ao.
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Evaluando en ¢ = 1, sigue que
0 = [“A\upi+ A (YA + 75— 1) = A (A + )] - A1)
+ [ (= A) = YA - A(1) = A [y A — M) - 200 — Mpi® - ag
= M-pp+ a4+ —1) =y (A + pp+ MNi+ %) ] - A(1)
[ (= A) = YA - A'(1) = A [29 A — 23 A+ ] - a
= “AMpp+p(p=A+yA+p)]-AQ)
(= A) = AL A1) = A (290 = 29A + 1] - ag
= “Alp(p+7)+E=N]-AQ) = Al=p(p—A) + A - A(L)
(= A) = A - A (1) = A 29 — 29A i+ p1] - ap.
Reemplazando el valor de A(1) = -t vy utilizando (4.14), se obtiene
AMppty)+ =N p  p 2Rt p
p(p—A) = 7A pty pty 2(p+7)
M (p47)+ =N | p=29A (4.15)
(L) (=2 =7Al  2(p+7)

Por otra parte, para encontrar B'(1), se deriva (4.9),
(1= A =2\ ¢) - B(Q) + (1= M= M- Q) - CB/(Q) ) )
= (29AZ-CH A+ AR) A + (VAL C 4 (YA +Am) - C+ ) - A(Q)
+2vAu - Cag,

A1) =

evaluando en ¢ = 1 y utilizando que A(1) = =y (4.14),

(1—ﬂ—Aﬂ)-#+(1—u)-B’(1)

_ < v _ - =
= (29 + YA+ YA Q) - e + (VAR + YA+ AL+ yAp) - A'(1)

A=)
2 (e + )

K , A +pu(p =N
= yA\+p)—+7- A1)+
( ) PPy (1) oty
1—9A

A+

+29 e -

= 7 A+

Luego,
i} 1—~A 1= fi— M
fi-B(1) = v -A(1)+7- -y
[+ A+
A — A
pty
y reemplazando el valor de A’(1) de la Ecuacién (4.15),

Al (pty) 4+ (k=) .. ft— 29\ +7_ﬂ+Aﬂ—7A
() [=9A + p (e = A)] 20 (1 + ) fi(p+7)
YAulp(p+7) + (=N v (p+20+ 220 —2))
fi(p+7) [=7A+ p (= A)] 21 (1 +7)
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Asi, se puede concluir que la altura del proceso z(t) es

El»@)] = A1)+ B'(1)
_ (Hl)' M[p(p+y)+ =N | p—27)
i) (p+)[=A+pp=XN 2(+9)
v (4 20+ 2\ — 20)

24 (1 + )
_ (1+1>_ Al (p4y) + (=N =200+ (o + 20+ 4\ — 2))
i) (p+) [+ p (e = N)] 20 (4 ) '

(4.16)

4.3. Resultados

Del analisis anterior, se concluyen los siguientes resultados.

Lema 4.9. Si o L/ 4
D> (1) = o (2 1),
2\ p—A 2\1—p
entonces la altura de la cadena Z estd acotada por

3 11 1
—  + —+4=0(—].
1—,0+4ﬂ+ (1—p>

=

2pp ; 1 ( Ap
57 Y escogiendo D > 3 <u—

v < 1 (n— ). Por lo tanto, acotando (4.16),

E[z(t)] < (1+M_)‘)')‘[ﬂ(3ﬂ_)\)+2(u—/\)]

Demostracion. Recordando que v =

+ 1) se tiene que

>

pJ (20— N) (u—A)
+2uﬂ — AN+ (=) (4 20+ 4 i — 2))
Appt

< (1or? BBr=A)+2(—A)
2/ = A
w—=2X (=) (n+2p+ 4z — 2N)
+ —
21 4fpp
(3 — A 3 — A -\
— M+2+ K _+_’u_
= A 2 [
w—=2X (=X (u+2p+ 4\ — 2N)
+ + —
21 A
(3 — A 3 — A — 2\ — X\ 3u 2N+ 2(p— A
IC/ TR BPONE: Cali gy LB But it fb+(u )
= A 2 2p It 4
< 3_’u_|_2_|_§_|_1+1_1
BT 2 2 4
_ +11+4
1 —p 4p

+
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Corolario 4.10. Si se cumple que

1/ 4i 1
(2 1) < p = -
2<1—p+) - O(l—p)’

y que el Algoritmo 2RRA estd basado en un algoritmo A que sigue una regla de botar los
paquetes al decodificar, entonces la cantidad esperada de paquetes que hay en el sistema

esO(l%p

Demostracion. Gracias a que los paquetes que estan en el sistema estan acotados por las
colas virtuales de ambos receptores, a la definicion de la cadena X', al Corolario 4.5, a que
y2(t) = 25(t) y al Lema 4.9, la cantidad esperada de paquetes en el sistema es

EflQc@®)u@n®)] < E[Q:®)| +E[Qn®)]
= [ ()] + E [21(t) + 22(1)]
< 2E[zo(t)] + D

()

Por lo tanto, se obtiene:

Corolario 4.11. Para un Algoritmo 2RRA, basado en un algoritmo A que sigue una
regla de botar los paquetes al decodificar, si la ventaja permitida cumple

1 [ 4i 1
| — 1 < D = -
2<1—p+) - O<1—p)’

entonces el retraso de decodificacion de los paquetes es O ( p)

Demostracion. Basta aplicar la relacién (3.8) demostrada por Little en la cantidad de
paquetes esperadas que hay en el sistema. O

Sin embargo, este resultado no permite demostrar que fijando una barrera acotada
para la ventaja —independiente de p— se pueda obtener un algoritmo asintoticamente
6ptimo. Mas atn, una barrera del mismo orden que el tamano de los conjuntos que se
estan midiendo resultaria en retrasos de decodificacion eficientes. Luego, en cierto sentido,
puede ser que no se pueda exigir ventajas acotadas entre los receptores, o algoritmos que
no cumplan la Propiedad de innovacién.
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Capitulo 5

Hacia un Analisis del Caso de 3
Receptores

En este capitulo se estudia una generalizacion del resultado de Bertsimas, Gamarnik
y Tsitsiklis [23] —expuesto en la Seccién 3.3— que permite obtener cotas de funcionales
sobre cadenas de Markov. La razén que motiva este andlisis es que se conjetura que es
util para estudiar el caso de tres receptores y resolver positivamente la Conjetura 2.13 de
Sundararajan et al. [19]. En primer lugar, se describe el algoritmo de envio propuesto por
Sundararaja et. al. [19] para el caso de tres receptores y las propiedades que posee. Poste-
riormente, se menciona la conjetura que permitiria avanzar en la prueba de la optimalidad
del algoritmo, y se finaliza con el resultado principal del capitulo.

5.1. Algoritmo 3R

Para describir el algoritmo de envio de los paquetes, es necesario una definicion previa:

Definicién 5.1 (Escuchar un paquete). Se dice que el receptor ha escuchado un paquete
p si conoce alguna combinacion lineal que involucre a p. En otras palabras, si (p+q) € V,
donde V es la informacion del receptor y q es una suma de paquetes.

El esquema de codificacion tiene como base un cuerpo de tamano 3 para los coefi-
cientes que acompanan a los paquetes en cada transmisién. A continuacién se presenta el
algoritmo, descrito en [19], que modela la interaccién entre el transmisor y los receptores
en cada periodo:

1) Inicializar L = 1, N =2, D = 3, m = 0. Se utilizara el indice L para representar al
receptor lider, D para representar al receptor que presenta un déficit de paquetes y N
para representar al receptor que no tiene déficit.

2) Calcular los siguientes conjuntos para cada receptor j = 1,2, 3.
H; := Conjunto de paquetes escuchados por el receptor j.
D; := Conjunto de paquetes decodificados por el receptor j.

3) Definir un conjunto universo U de paquetes p; hasta p,,, y también p,,.1 si ha llegado
al transmisor. Calcular cada uno de los siguientes conjuntos (ver Figura 5.1):

L] SlzDNﬂDD
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s S, = Dy N (Hp\Dp)
» S3=Dy\Hp

= Sy=Dp\Dy

» S5 = (Hp\Dp)\Dn
» S¢ =U\(Hp U Dy)

Se
/ Dy
D]_) \
Hp

Figura 5.1: Conjuntos utilizados en el esquema de codificacion.

4) Se escoge una combinacién lineal de paquetes para enviar dependiendo de donde esté
el paquete p,,11, segun el siguiente esquemas:

Caso 1 —

Caso 2 —

Caso 3 —

Caso 4 —

Caso b —

Pm+1 no ha llegado: Verificar si Sy y Sy son ambos no vacios. Si es asi, mandar
la suma de los paquetes més antiguos (es decir, con menor indice) en cada
uno de los dos conjuntos. Si no, intentar con el par de conjuntos S5 y Sy4. Si
ninguno de ambos pares funciona, entonces mandar el paquete mas antiguo
en S5 si no es vacio. Si no, tratar con los conjuntos Sg, So, S3 v S4, en ese
orden. Si todos los conjuntos resultan ser vacios, entonces no enviar nada.

Pmi1 € S1: Idéntico al caso 1, a excepcidon de que p,,.1 debe ser agregado a
la combinacién lineal que se va a enviar.

Pmi1 € S Enviar p,,y1 con otro paquete, el cual serd elegido como el
paquete mas antiguo en el primer de los siguientes conjuntos que resulte no
vacio: Sy, S5, Se. (En este caso, como p,,+1 € Sa, si el otro paquete p se elige
en el conjunto S5, ambos paquetes pertenecen a Hp\Dp. Por lo tanto, el
receptor D podria conocer (P11 +P) 6 (Pmi1 +2P), pero no ambos. Luego,
el coeficiente para p en la transmision podria ser 1 6 2, de manera que una
recepcion exitosa para D sea innovativa).

Pm+1 € S3: Enviar p,,11 con otro paquete, el cual serd elegido como el
paquete mas antiguo en el primer de los siguientes conjuntos que resulte no
vacio: Sy, S5, Sg.

Pms1 € Si: Enviar p,,11 con otro paquete, el cual serd elegido como el
paquete mas antiguo en el primer de los siguientes conjuntos que resulte no
vacio: SQ, 53, S6.
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Caso 6 — Cualquier otro caso: Enviar p,, 1 por si solo.

5) Transmitir la combinacién lineal indicada y recolectar el feedback de cada receptor.
Utilizando ésta informacién, actualizar los conjuntos H; y D; para todos los receptores.

6) Definir un nuevo valor para m, el cual serd el maximo de los rangos —o dimensiones

de informacién— de los tres receptores. Identificar los receptores que han decodificado
todos los paquetes desde p; hasta p,,. (Se demuestra en [19] que siempre habra un
receptor que haya decodificado dichos paquetes).
Si existe méas de un receptor, se escoge el de menor indice para asignarlo como L.
Calcular el conjunto de los paquetes que cada receptor ha escuchado, pero que no puede
decodificar, T; := H;\D;. Si exactamente uno de los receptores tiene el conjunto 7j no
vacio, asignar aquel receptor como D, y al otro receptor como NN. Si ambos receptores
tienen el conjunto 7j vacio o si ambos lo tienen no vacio, asignar D y N arbitrariamente.
(Se demuestra en [19] que a lo méas un receptor tiene el conjunto 7; no vacio).

5.2. Propiedades del Algoritmo 3R

El algoritmo recién descrito cumple con las propiedades que se mencionan a conti-
nuacién, todas ellas demostradas en [19]. Estas propiedades seran ttiles para entender el
Algoritmo 3R, y seran la base de la conjetura que se realiza. En lo que sigue, se utilizard
m(t) para denotar el mayor rango entre las informaciones de los receptores.

Propiedad 5.2. Para cada instante ¢t > 0, la transmisién en cualquier periodo entre 1 y
t no involucra a ningtin paquete con indice posterior a m(t) + 1.

Propiedad 5.3. Al comienzo de cualquier periodo ¢ > 0, al menos un receptor ha deco-
dificado todos los paquetes desde p; y Pm()-

Por lo tanto, el receptor lider serda aquel que ha decodificado todos los paquetes entre
P1 Y Pm() al comienzo del periodo ¢. Si existe mas de uno que cumpla con la propiedad,
cualquiera de ellos se puede elegir como lider. Notar que la asignacion del indice L en el
algoritmo se utiliza para identificar al lider.

La siguiente propiedad entrega una herramienta bastante 1til para entender el algo-
ritmo.

Propiedad 5.4. Desde el punto de vista de cualquier receptor, en cada periodo la trans-
mision de una combinacién lineal involucra a lo mas dos paquetes no decodificados.

Gracias a la Propiedad 5.4 se puede identificar una estructura en el espacio de infor-
macion de cada receptor. Para describir esta estructura, primero se define una relacién
en el conjunto de paquetes recibidos por un receptor en especifico. Sea G el conjunto de
paquetes que han llegado al transmisor, junto con un paquete ficticio 0 que es conocido
por todos los receptores (incluso antes de que comiencen las transmisiones). La relacién
que se define a continuacién es respecto a un receptor, y se denotard por R; al tratarse de
la relaciéon cuando se considera el receptor j. Se dird que dos paquetes px, py € G estdn
relacionados si el receptor conoce alguna de las siguientes combinaciones lineales, px + py
0 Px + 2py.

Se demuestra el siguiente resultado.
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Lema 5.5. La relacion R; es una relacion de equivalencia en G, para todo receptor j.

Esta relacion define una particion en el conjunto G, en clases de equivalencia, estruc-
turando el espacio de informacién del receptor. Se ha agregado el paquete ficticio de ceros
para relacionar a todos los paquetes que se han decodificado en una misma clase. Los
paquetes que no han sido transmitidos en ninguna combinacién lineal son representados
como clases de equivalencias de un solo elemento, estos paquetes son los que el receptor
no ha escuchado. El resto de las clases de equivalencia contienen a los paquetes que el
receptor ha escuchado, pero que aun no ha decodificado. Dentro de una clase, los paquetes
son equivalentes en el sentido de que al decodificar un paquete de una clase, es posible
decodificar la clase completa.

Propiedad 5.6. Al comienzo de cualquier periodo t > 0, al menos uno de los dos re-
ceptores que no son lideres ha decodificado todos los paquetes que ha escuchado, i.e.,
H;,=D,.

Es por esta razon que en la Figura 5.1 no se considera el conjunto Hy, ya que se tiene
Hy = Dy.

Propiedad 5.7. La transmision de cualquier combinacién lineal calculada con el esquema
propuesto sera innovativa para todos los receptores que no hayan decodificado todo lo que
ha llegado al transmisor.

5.3. Analisis del Algoritmo 3R

Se denota por H,(t), D;(t), j € {1,2,3}, al conjunto de paquetes escuchados y deco-
dificados por el receptor j al inicio del periodo ¢. Asi mismo, se denota por U(t) y Sk(t),
ke {l,...,6}, alos conjuntos que se definen en el paso 3 del Algoritmo 3R, al inicio del
periodo t.

Se define

= n(t) como el nimero de paquetes que han llegado al transmisor,

» D(t) := ﬂjf:l Dj(t), el conjunto los paquetes que han sido decodificados por los tres
receptores, y

= T(t) == {P1,---, Pu)}\U(1), el conjunto de paquetes que han llegado al transmisor
y que no se involucran en ninguna transmision hasta el periodo t.

La idea es crear un proceso que describa los conjuntos de paquetes que se utilizan para
decidir la transmision del préximo envio. Sin embargo, para que el proceso sea recurrente y
pueda tener distribucion estacionaria, es 1itil poner atencion en los indices de los paquetes
que aun no han sido decodificados, y renombrarlos con un nuevo indice para olvidarse de
aquellos paquetes que ya han sido utilizados. Se define

o:=(ie{,2,....,n(t)} : pi ¢ D(t)),

es decir, o es una tupla ordenada que contiene los indices de los paquetes que no han
sido decodificados por los tres receptores. Por lo tanto, si p, ¢ D(t), o7 *(r) es la posicién
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que ocupa el paquete p, dentro de los paquetes que faltan por enviar. Por convencién, si
r > n(t), o~ H(r) := 0.
Se considera el proceso S := (S(t))ten, con

S(t) = (s1(t), 52(1), s3(t), 54(t), 55(1), s6(t), s(t), 0~ (m(t)+1), (1)),
donde
o su(t) = {01 (1) : pe € Se(t)}, k € {1,3,4, 6,
= {(e7'(r),{o7" (1) : PuRDP:}) : Pr € Sk()}, k € {2,5},
w sp(t) ={oc7'(x) :p €T} ¥
o A(t) = m(t) — m(t—1).

Por convencion, se definird m(—1) = —1. Notar que, si k € {1,3,4,6}, la variable sj(t)
(resp. sr(t)) es un conjunto que contiene los indices de los paquetes que pertenecen al
conjunto Sk(t) (resp. T'(t)) cuando se trasladan los indices al borrar los paquetes ya
decodificados. En cambio, si k € {2,5}, la variable s;(¢) contiene duplas cuya primera
coordenada indica el indice de los paquetes que pertenecen al conjunto Si(t), mientras
que en la segunda coordenada, se indican los indices de los paquetes que pertenecen a la
misma clase de equivalencia segin la relacion R p. Por otro lado, la variable m(t) toma el
valor 1 solamente si en el periodo t—1 el lider recibié un paquete y, por lo tanto, su rango
aumento en una unidad.

Lema 5.8. El proceso S es una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto.

Demostracion. Basta notar que en cada periodo de tiempo llegara un paquete con pro-
babilidad A al conjunto T'(t), lo que se traduce en agregar un indice al conjunto sr(t).
Posteriormente, segun la posicion que ocupe el paquete p,,)41 entre aquellos paquetes
que no han sido decodificados, que estd indicado en la variable o~!(m(t)+1), se enviard
una combinacion de paquetes segin las reglas definidas en el Algoritmo 3R, estando los
conjuntos involucrados descritos en las variables s1(t),. .., s¢(t).

Cada combinacion de receptores que reciban la transmision del paquete de manera
exitosa tiene una probabilidad asociada, y dependiendo de aquella combinacién se puede
calcular el indice que tiene asociado cada receptor (L, N, D), y por lo tanto, describir
nuevamente las variables s1(t+1), ..., s¢(t+1), sp(t+1), actualizando de manera adecuada
los indices, eliminando aquellos paquetes que han sido decodificados por los tres receptores.
La descripcion de las variables so(t) y s5(¢) permite conocer las clases de equivalencia que
existen y, en consecuencia, saber como seran las nuevas clases después de una recepcion.

De igual manera, basta analizar si el lider recibi6 la transmision realizada para poder
calcular las variables o~ (m(t+1)+1) y m(t+1).

Por lo tanto, la probabilidad que S(¢t+1) tome un valor particular, solo depende del
valor que toma S(t). Y, entonces, el proceso S es una cadena de Markov. O

Debido a la estructura de los conjuntos Sy y S5 —en clases de equivalencia— resulta dificil
analizar el cambio que puede tener el tamafio de aquellos conjuntos entre un periodo a
otro. Puede ser que se elimine una clase completa con una cantidad arbitraria de paquetes,
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puede ser que se cree una nueva clase, o puede ser que se unan dos clases y se forme una
de mayor tamano.

Para estudiar drifts en los conjuntos los tamanos de los conjuntos sy(t) y s5(t), se
propone analizar el comportamiento de un proceso que considera aquellos estados de la
cadena S cuando m(t) = 1, es decir, cada vez que se renueve el paquete P41

Sea S := (5(7))T€N definida por

S(r) = (s1(7), 52(7), 53(7), 54(7), 55(7), 56(7), 57(7), 0~} (m(7)+1)),

donde las variables involucradas son las mismas que se definieron en el proceso §. Existira
una transicién el estado S(7) = X, al estado S(7+1) = ¥.41, si existen tg < t; tal que

- S<t0) = (ET7 1)7 S(tl) = (27'4-17 ]-)7
» m(t) =0, para todo ¢, to <t < ty,y

» exista una transicién valida en el proceso S entre los estados S(t) y S(t+1), para
todo t, to <t< tl.

Como S es una cadena de Markov homogénea, se puede asumir, sin pérdida de generalidad,
que ty = 0. Se denotard por (t;: Xg, X1, ...,%5), con Yo = X,y Xy = X4, a las
transiciones validas de la cadena S —exceptuando la ultima coordenada. Por lo tanto, la
probabilidad de transicién entre S(7) y S(7+1) viene dada por

P [S(r4+1) = £,44] S(7) = &/
= P[S(r+1) =y, | S(7) = o]
= > P[S(h) = (S0,1),5() = (50,0) si L <t < 1] 8(0) = (So,1)] .

11,251,208
(tleo,El,...,Ztl)

Es decir, es la suma de las probabilidades de todas las transiciones que llevan al proceso
S del estado Xy al estado Y4, , respetando las condiciones impuestas.

Al igual que para la cadena &, como las transiciones solo dependen del estado actual
del proceso, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 5.9. El proceso S es una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto.
Se cree que el siguiente resultado es cierto.

Conjetura 5.10. Sea ® (S(7)) := [sa(7)| + |s5(7)|. Si la cadena de Markov S posee
distribucion estacionaria w y E, [® (S(7))] es finita. Entonces, E. [® (S(7))] = O ( ! >

1—p
Si bien, la cadena de Markov S tiene drifts negativos para el funcional ®, no posee saltos
acotados. Es por esta razon que se estudia una modificacién del resultado de Bertsimas,
Gamarnik y Tsitsiklis (Teorema 3.6, [23]), que permitirfa obtener el mismo resultado.
A continuacién, se plantean los términos generales para demostrar la generalizacién
del resultado de Bertsimas et al.
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5.4. Preliminares

Sea Q := (Q(t)),cy una cadena de Markov a tiempo discreto y homogéneo que toma
valores en un conjunto numerable X. En adelante, se asumira que la cadena de Markov
posee distribucién estacionaria 7 : X — [0, 1]. Ademas, se asume que la cadena de Markov
Q es recurrente positiva, y por lo tanto, existe una tnica distribucién estacionaria m —luego,
7(x) se puede interpretar como la distribucién de probabilidad del estado de equilibrio x,
i.e.

donde w £ Q denota que w es aleatoriamente escogido en {2 de acuerdo a la distribucién
de probabilidad D (implicitamente se asume que el soporte de D esté contenido en ().
Se denotara por R, el conjunto de nimeros reales no negativos, y se fijard una funcién
d: X = R,.
Bertsimas, Gamarnik y Tsitsiklis [23] desarrollan un método para obtener cotas a
partir de la distribucién estacionaria de cadenas de Markov estables sobre conjuntos de
estados numerables. Ellos asumen las siguientes hipotesis:

1.- Existe un funcional de Lyapunov que satisface (a excepcién de un conjunto acotado)
tener una propiedad en que los drifts son negativos, y

2.- Los saltos del funcional de Lyapunov son uniformemente acotados.

Lo que resulta interesante del trabajo realizado en [23], dejando de lado el problema
de la estabilidad de la cadena (lo que ha sido estudiado extensamente), fue un estudio
acabado en el comportamiento de la cadena de Markov en si, y obtener informaciéon sobre
su distribucion estacionaria, si es que existe. Para cadenas de Markov sobre un espacio
de estados finitos el problema es relativamente sencillo, la distribucién estacionaria puede
ser —en principio— determinada resolviendo un sistema lineal. Sin embargo, el problema
resulta ser mas complicado en el caso en que el conjunto de estados es infinito. Bertsimas
et al. en [23] resaltan el hecho de que en el andlisis de la estabilidad de las cadenas de
Markov usualmente esta involucrada la construccion de un funcional de Lyapunov, y el
mismo potencial de Lyapunov puede ser utilizado para obtener cotas —con un poco mas
de esfuerzo— para la cola superior del funcional de Lyapunov. En su trabajo, Bertsimas
et al. proponen métodos generales para el analisis del comportamiento de cadenas de
Markov sobre espacios de estados numerables, basados en funcionales de Lyapunov y
desarrollando ecuaciones de equilibrio, se pueden establecer cotas de tipo exponencial
para las distribuciones estacionarias de cadenas de Markov. A continuacién, se estudiard
el comportamiento de una cadena, donde se ha debilitado una de las hipdtesis recién
expuestas, en lugar de considerar saltos uniformemente acotados para el funcional de
Lyapunov, se considera:

2’- La cola superior de la distribucion de incrementos del funcional de Lyapunov (a
excepcion de un conjunto acotado) posee una cota superior de tipo exponencial.

Bajo este ultimo supuesto, se pueden establecer esencialmente el mismo tipo de cotas
superiores que en [23]. Al igual que en [23], el argumento que se utilizara se basa en el
hecho de que ciertas ecuaciones de equilibrio se tienen. Sin embargo, el andlisis es un tanto
mas delicado y complicado.
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5.5. Resultado Principal

Sean Q, X, m(-), y ®(-) definidos al igual que en la seccién anterior. Ademas, se
consideran ¢g,d € R, § # 0. Para un entero m, se denotara ¢y + 2d0m por ¢,,, y se asocia
a ®(-) el funcional modificado:

D,,(x) = méx { ¢, P(x)} .
En primer lugar, se observa el siguiente resultado.

Lema 5.11. Si E, [®(x)] es finito, entonces E, [@m(x)} es finito para todo m € N.

Demostracion. Basta observar que 0 < @m(x) < ¢ + P(x) para todo x € X y m € N,
Luego,

0 < E, [cpm(x)] < o +E, [B(x)] < +oo.
O

~

Dado que 7 es la distribucién estacionaria, E [Eﬁm(Q(t))} =E, [@m(Q(t—H))} , luego,
por el Lema 5.11,
Er [$n(Q(+1) = Bn(Q(1)| = 0.

Una forma equivalente de expresar la iltima ecuacion, que sera 1util para derivar cotas
para el funcional ®(Q(t)), es la siguiente:

0 =Y 7(x) <E [@m(Q(H—l))‘ Q(t) = x] - am<x>) . (5.1)

xeX

O de igual manera, si se definen

Buaso0n:0) = > #7x) (B [Sn@+1)| Q) = x| = Bux)),  (5:2)

x:P(x)<pm—9

Emed(¢m7 5) = Z 7T(X

X:pm —0<P(x)<pm+J

Buolomd) = Y. 760 (E[8n(QE+1)| Q1) = x| —8u(x)) . (54)

X:pm+0<P(x)

~—

(]E {&)m(Q(M))‘ Qt) = x] _ ZI\Dm(x)) ,(5.3)

la Ecuacién (5.1) se escribe como sigue:

0 == Ebajo(¢m7 6) + Emed((bmv 5) + Ealto<¢m7 6) (55)

Como se menciond en la seccién anterior, y motivados por la aplicaciéon en la cota del
tamano de los conjuntos en el algoritmo para tres receptores, se restringira la atencion del
estudio en cadenas de Markov y funcionales de Lyapunov que satisfacen una propiedad en
particular. Debido a que el potencial ® (S(t)) = [s2(t)| + |s5(t)| no posee necesariamente
saltos acotados y, por lo tanto, no se cumple la hipétesis 2.- (pagina 44), se define la
siguiente propiedad.
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Definicién 5.12 (Propiedad de decaimiento geométrico con (¢, d)-saltos). Se dird que
(Q, ®) satisface la Propiedad de decaimiento geométrico con (¢, d)-saltos si existe xy =
X(¢o,d) > 0 tal que para todo m € N,

E [$n(Q(t+1)] Q(t) = x| = Bun(x) (5.6)
3 2 si x € X es tal que ®(x) < ¢y — 6,
= L sise {0, m—1}y x € X es tal que ¢, — 6 < D(x) < ¢, + 0.

Notar que la Propiedad de decaimiento geométrico con (¢, d)-saltos no excluye el
hecho de que ®(Q(t+1)) — ®(Q(¢)) tome valores arbitrariamente grandes, pero de cierto
modo dice que tales eventos son poco probables. Se cree que para la aplicacion que se le
quiere dar uso al principal resultado que se demostrara mas adelante —es decir, para el
andlisis del algoritmo 3R—, dados una cadena y un funcional (Q, ®), la eleccién de (¢, J)
se podra realizar de tal forma que se satisfaga la Propiedad de decaimiento geométrico
con un valor relativamente pequenio para x = x(¢o, 9).

A continuacién se probara un resultado previo, que dado (Q, ®) que satisfaga la Pro-
piedad de decaimiento geométrico con (¢g,d)-saltos para x = x(¢o,0) > 0, establece
una cota superior para Ejqjo(¢o,9) en términos de la probabilidad de la cola superior de

D(Q(t)) y de x.

Lema 5.13. Si (Q, ®) satisface la Propiedad de decaimiento geométrico con (¢o, d)-saltos
para X = X(¢o,0) > 0, entonces

Ebajo(qu 5) S X2m+1 - X IEDTI’ [¢m —-0< (I)(X)]

m—1

+(1=x) D XTI P g — 6 < B(x)]

s=0
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Demostracion. Basta notar que

Ebajo(gbm 5)

IN

> w60 (B [Sn(@u+D)] Q1) = x| - Bu(x))

x:®(x) <o —6

+le > ) (B [8a(Q+1)| Q1) = x| — Bu(x))

s=0 X5¢5—6<¢'(X)§¢5+6

m—1
X2m+1 . Pﬂ- [(D(X) < ¢0 _ 5] + Z X2(m—s)—1 . ]P)ﬂ, [¢5 -0 < (D(X) < gbs + 5]
s=0
X Pr [@(x) < o — 9]
m—1
+) ML (P [hy — 0 < B(X)] — Py [fer1 — 6 < B(x)])
s=0

X PR [B(x) < g0 — 0] + X7 Pr o — 0 < D(x)]
m—1
X Pr[fm — 6 < @(x)]+ (1= x7) - D X" P [gy — 6 < O(x))]
s=1
X2m+1 + (1 - X2> : X2m71 Pr[po — 0 < B(x)] = X - Pr [P — 0 < P(x)]

+ (1= ) TP g — 6 < B(x)]

Con esto, se puede demostrar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.14. Sea Q = (Q(t))wen una cadena de Markov a tiempo discreto y homo-
géneo que toma valores en un conjunto numerable X y que tiene una unica distribucion
estacionaria m: X — [0,1]. Sea ® : X — Ry tal que E, [®(x)] es finita. Si, para ¢g € Ry
y 0 >0, se cumplen las siguientes condiciones:

1. (Q, ®) satisface la Propiedad de decaimiento geométrico con (¢, d)-saltos.

2. Ezisten Mpea(Po,0) >0 y 0> Myyo(do,0) tal que

Mucalo,6) = mix — mix (B [8,(Q(t+1)]| Q) = x| = (x)).

MEN xX:pp, —<P(x)<pm+0

Maio(90,0) = mix  mix (B [$n(Q+1)] Q) = x| = ().

meN x:¢p, +6<P(x)

3. Eziste € = e(¢g,0) tal que 1 > ¢ > X2, y

X - (1 —€e+ i:;‘;) + Mmea(o,0)

> )
o Mmed(¢07 6) - Malto(gbOv 5)
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entonces Py (¢, — 0 < ®(x)] < €™ para todo m € N.

Demostracion. Por contradiccion. Se asume que existe m € N tal que para todo s €

{0,...,m}
P, [6s — 0 < B(x)] < ¢, (5.7)

P [pmir — 6 < ®(x)] > €™t (5.8)

Se asumird que m es el entero no negativo mas pequeno que cumple las condiciones
anteriores.
Por monotonia de P [-] y (5.8), para todo x € X, se cumple que

P [ — 0 < ®(xX)] > Prlpmyr — 0 < P(x)] > ™t

Luego, del Lema 5.13, la cota en (5.7), y la hipétesis de que € > x?, se obtiene

-1
Ebajo(¢075) < X - em X - Em-i—l + (1 . X2) . XQ(m—s)—l €8

X-€ ~(1—€)+(1—X2)~X2m‘1~mz_l(%)s

s=0

3

IA
3

2m

1—X2

€—X
e—XQ)'

Por otro lado, por hipétesis, de (5.3), (5.4) y dado que ¢, + = ¢pi1 — 9, se tiene que

< X-em-(1—6+

Emed(¢ma 5) S Mmed(¢07 6) : IEDTr [qu - 5 < (D(X> S ¢m + 5] 5
= Mmea(¢0,0) - (Pr [pm — 6 < P(X)] = Pr [Prs1 — 0 < D(X)]),
Ealto(¢ma 5) g Malt0<¢07 5) . ]P)ﬂ' [¢m + o < QD(X)] = alto(¢07 5) : Pﬂ' [¢m+1 -0 < (I)(X)] .

Reemplazando en (5.5) las cotas superiores de Eg0(¢0,0), Emea(Po,0) ¥ Epajo(¢o,d) recién
establecidas, se obtiene que

2

0 < x-€em- (1—6+1_X2> + Mipnea(90,0) - Pr [ — 6 < ®(x)]

€—X
- (Mmed(¢07 5) - Malto(¢07 5)) : ]P)w [¢m+1 - 6 < (I)(X)] .
Luego, por (5.7),

2

X - (1 — €+ i:§§2> + Mmed(¢07 6)
Mmed(¢07 5) - Malto(¢07 5)

Sin embargo, por hipotesis, el término de la derecha de la ultima ecuacion esta acotado
superiormente por ¢! 1o que contradice (5.8). ]
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5.6. Otro Resultado Capitulo 5

La relevancia del Teorema 5.14 se basa en el siguiente resultado, que dada una variable
aleatoria U = ®(Q(t)) que satisface la conclusion del resultado anterior, permite obtener
una cota para E [U].

Proposicién 5.15. Sea U una variable aleatoria no negativa a valores reales, tal que para
®0,0 € Ry, § # 0, existen constantes P, N, > 0 (posiblemente dependientes de ¢g y 9),
con Y < N, y tal que para todo m € N se cumple

Y+ P\"
— <
P¢pm — 6 < U] < (P+N)
Entonces,
P+ N
< — . .
E[U] < ¢o—0+20 N v

Demostracion. Observar que

E[U] < (¢—208) PU<o—0]+ Y (dm+0) Plom—0<U <+

meN

= (Qb()— +25 Zm+ ¢m_5<U<¢m+1 ]

meN

= (60=0)+25- ) Plon—d<U].

meN

Yor hipétesis, se obtiene que

" P N
E[U] < (do—0)+20- Z( ) — Gy — G425
meN - ¢
Notar que, como 1 < N, se tiene ﬁiﬁ < 1. O

Para poder aplicar el Teorema 5.14 con el objetivo de probar la Conjetura 5.10, se cree
que se puede escoger ¢y y 0 de manera tal que x = x(¢o,d) sea pequeno y € = €(¢y, J)
sea cercano (pero menor) a 1. La Proposicién 5.15 permitiria entonces concluir que, en

régimen estacionario, la esperanza de ® (S’ (t)) seria O ( ) donde 1 — p seria un valor

pequeno cercano a Mo (o, 6)/Mpajo( o, 6).

5.6. Otro Resultado

A continuacién, se muestra un resultado que puede ser 1til para acotar M,,eq(-, ). Se
denota, para w € () escogido segin alguna distribucién y A C , la indicatriz del evento
w € A como [4(w), i.e., [4(w) =1siw e Ay 0 en caso contrario.

Proposicién 5.16. Sean Q, ®, 7, ¢g y 0 definidos como en el Teorema 5.14. Entonces,
para todo m € N yx € X tal que ¢, — 6 < P(x) < ¢y + 6,

~

E [,(Q(t+1)| Q1) = x| = Bn(x)
< E[(2(Q(t+1) = (%)) Laqus1)>op0y| Q) =x] .
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5.6. Otro Resultado Capitulo 5

Demostracion. En primer lugar, notar que para dos estados x,x’ € X, solo una de las dos
posibilidades siguientes se pueden dar, dependiendo de si ®(x') > ®(x) o P(x') < d(x),
respectivamente. Se cumple

0< B (x) — Bpo(x) < B(x) — B(x),

D(x') — B(x) < By (X') — Dy (x) < 0.
Luego, para todo x € X tal que ¢, — § < (x) < ¢y, + 9,
E [$.(Q(t+1)| Q1) = x| - Bu(x)

s E [(ZI;m(Q(t—l—l)) - C/I;m(x)) H{%,(Q(t+1))>&>m(x)}’ Q(t) = X}
< E[(2(Q(t+1)) — (x)) Lip@us1)=ax0y| Q) = x] .

Obteniéndose el resultado deseado. O
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Capitulo 6

Conclusién y Trabajo Futuro

La presente memoria se ha enfocado en el estudio de un algoritmo de transmisiéon de
datos, bajo el contexto de network coding. En particular, se analiza el modelo estudiado
por Sundararajan, Shah y Médard en [I4, 19]. En estos mismos trabajos, se estudia la
optimalidad de algoritmos de transmision de manera genérica, entregando cotas inferiores
y superiores para los tiempos esperados que permanece un paquete en el sistema, cuando
se realiza un andlisis asintético —haciendo tender a 1 el factor de carga, que se define
como la razon entre la tasa de llegada de los paquetes y la tasa con que los paquetes
son trasmitidos a los receptores. Estas cotas permiten determinar la optimalidad de los
algoritmos estudiados en el presente trabajo.

En primera instancia, se estudia un algoritmo de transmision para el caso de dos recep-
tores —el cual respeta la Propiedad de innovacion— y, utilizando argumentos de potencial
de Lyapunov sobre la distribucién estacionaria de la cadena de Markov que describe el
proceso, se demuestra en el Teorema 3.7 y el Corolario 3.8 que el algoritmo es optimal, es

decir, el tiempo esperado del retraso de decodificacion por paquete es © (%p) Para la

demostracion se utiliza resultados obtenidos por Bertsimas, Gamarnik y Tsitsiklis en [23].

Posteriormente, basados en el trabajo realizado por Barros, Costa, Munaretto y Wid-
mer [20] —donde se habla del concepto de mantener el retraso de los receptores acotado—,
se estudia si es posible tener un algoritmo para dos receptores se pueda mantener la op-
timalidad mientras se fija una barrera en el retraso del receptor que tiene la desventaja.
El algoritmo deja de lado la Propiedad de innovacién con el objetivo de acotar el retraso.
Sin embargo, el Lema 4.9 no permite concluir que se pueda acotar la desventaja entre
los receptores. De hecho, indica que para seguir teniendo un algoritmo asintéticamente

6ptimo, la barrera debe ser del mismo orden que el retraso, i.e., €2 (%p)

Por tltimo, se finaliza con un andlisis del algoritmo propuesto en [19] para el caso
de tres receptores, donde se conjetura que el algoritmo es asintoticamente éptimo. En la
presente memoria se realiza un analisis de una cadena de Markov que describe los conjuntos
que surgen en la especificacion del algoritmo que decide la transmisién de los paquetes.
Resulta dificil estudiar el comportamiento de la cadena, y se conjetura que el tamano
de los conjuntos se comportan de manera 6ptima. En vias de poder probar esta tltima
conjetura, se generaliza el resultado de Bertsimas et al. relajando las hipotesis, obteniendo
el mismo tipo de conclusiones para acotar funcionales de Lyapunov. En un trabajo futuro,
se cree que estos resultados facilitaran el estudio del caso de tres receptores, para poder
concluir que el algoritmo es asintéticamente éptimo, tal como se conjetura en [19].
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