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PROF. ROBERTO COMINETTI

ESTUDIO DE UNA DINA/M/ICA ADAPTATIVA EN JUEGOS REPETIDOS Y UNA
APLICACION A UN JUEGO DE CONGESTION..

El propédsito de esta memoria es estudiar un modelo de aprendizaje en juegos repetidos.
A diferencia de otros esquemas estudiados en la literatura, en este caso se estudia una
situacién en que los jugadores disponen de muy poca informacién, pudiendo observar so-
lamente el pago recibido en cada etapa pero sin observar las estrategias usadas por los
demads jugadores ni sus correspondientes pagos. En base a la informacién individual re-
colectada a medida que se desarrolla el juego, cada jugador genera una percepcion del
pago esperado de las distintas estrategias puras, y en base a estas percepciones adapta su
comportamiento para las siguientes etapas del juego.

En el capitulo 1 se presentan los modelos de las principales referencias bibliogréficas, junto
a los resultados mas relevantes que alli se obtienen. Se definen ademas las instancias y
variantes a los modelos anteriores con las que se trabajara a lo largo de esta memoria.

El capitulo 2 contiene todas las herramientas técnicas y conocimientos previos que fue-
ron necesarias para desarrollar los resultados obtenidos. Se comienza con una seccién de
introduccién a la topologia diferencial, cuya principal referencia es el texto Topology from
the differentiable viewpoint de Milnor, donde el resultado de mayor interés es el conocido
Teorema de Poincaré-Hopf. En la siguiente seccién se describen resultados referentes a
martingalas, diferencias de martingalas y algunos teoremas de convergencia. La tltima
seccion esta dedicada a estudiar los algoritmos de aproximacién estocéstica, basado en
trabajos de las principales referencias en el tema, como Benaim, Chen y Kushner.

El capitulo 3 estd dedicado a estudiar el proceso de aprendizaje propuesto, que consiste
en una regla de actualizacion de las percepciones de los jugadores sobre su espacio de
estrategias puras al enfrentarse a un juego repetido, los resultados asintéticos (cuando la
iteracién n tiende a oo) guarda estrecha relacion con una dindmica continua asociada,
cuyos puntos estacionarios corresponden a los equilibrios de Nash de un juego potencial
subyacente. Bajo la regla de decision Logit y algunas condiciones sobre los parametros del
modelo, se obtienen interesantes resultados de convergencia casi segura y con probabilidad
positiva a atractores de la dindmica continua.

Finalmente en el capitulo 4 se estudia el modelo de Cominetti et al. [7], para unas instan-
cias especificas (caso de 2 y 3 jugadores con 2 rutas) con el objetivo de contar a cantidad
de equilibrios del sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se estudia un modelo de una dinamica adaptativa para un juego re-
petido de N personas, en donde se considera un comportamiento miope de los jugadores,
en el sentido que adaptan su comportamiento basado sélo en experiencias pasadas, no
permitiendo anticiparse a las acciones de los otros jugadores.

La decisién que un jugador pueda tomar en cada etapa depende fuertemente de la infor-
macion que éste tiene disponible. En la literatura se pueden encontrar distintos enfoques
para abordar tales situaciones. Fictitious Play por ejemplo, es uno de los procedimientos
mejores estudiados (ver ). Los jugadores adaptan su comportamien-
to utilizando la mejor respuesta a las jugadas promedio utilizadas por los oponentes a lo
largo del tiempo. En este caso, cada jugador requiere conocer su propia funcion de pago
y recibir informacion completa respecto a las estrategias de los demas jugadores. Un mo-
delo menos restrictivo es cuando cada jugador es informado de todos los posibles pagos
que podria haber recibido utilizando estrategias alternativas, un ejemplo de este tipo de
procesos adaptativos es el procedimiento exponencial (ver ).

En el modelo que se presentard en el transcurso de esta memoria se supone que los ju-
gadores eligen sus estrategias mediante una regla de decisiéon que depende de una variable
de estado. Tal variable de estado sera actualizada mediante alguna regla que estara basada
en la experiencia previa y el pago asociado a utilizar determinada estrategia. Un modelo
muy estudiado que aborda una situacién como la descrita es el procedimiento cumulati-
ve reinforcement learning, donde los jugadores conservan un vector de percepcion, en el
cual cada coordenada representa el desempernio de la estrategia correspondiente y la regla
de actualizacién es definida agregando el pago recibido de utilizar alguna estrategia a la
percepcion previa siempre que haya sido utilizada.

Acd se considera una regla de actualizacion particular, donde los jugadores mantienen
un vector de percepcion de sus estrategias puras y tal vector es actualizado en la coorde-
nada que corresponde a la estrategia utilizada (dejando las demds coordenadas igual a la
etapa anterior) mediante un promedio entre el pago observado y la percepcién previa, el
proceso resultante es entonces una variante de lo presentado en las principales referencias
de este trabajo, que para mayor claridad se describen a continuacion:
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1.1. Primer modelo

Este modelo es presentado en el articulo A payoff-based learning procedure and its
application to traffic games [7](Cominetti-Melo-Sorin).

1.1.1. EIl Modelo

Se introduce un modelo dinamico del comportamiento adaptativo en un juego repeti-
do, en el cual cada jugador ajusta su estrategia en base a los pagos observados anteriores
mientras el juego evoluciona.

Sea P = {1, ..., N} el espacio de los jugadores. Cada jugador i € P estd caracterizado
por un conjunto finito S* de estrategias puras y por una funcién de pago G':S'x St R,
con S7¢ = [ S9. SQ denota por A’ = {z € R'?Z‘ ; zl > 0,>, 2" =1} el espacio de estra-
tegias mixtas sobre S°, y se define A = [[,., A". G' : A = R es la extensién multilineal
de la funcién de pagos al conjunto de estrategias mixtas.

El juego se repite indefinidamente. En la etapa n, cada jugador ¢ € P selecciona su
jugada s’ € S’ de manera aleatoria utilizando estrategias mixtas 7, = o'(z!) € A’ que
dependen del vector z! = (2%),cq: que representa la percepcion del pago de las estrate-
gias puras disponibles. La funcién ¢! : R — A’ es un mapeo continuo del espacio de
las percepciones al espacio de estrategias mixtas. Se asume adicionalmente que o%(-) es
estrictamente positiva Vs € S°.

Al final de la etapa, el jugador i observa su propio pago g, = G'(s!, s, "), y utiliza s6lo
esta informacién para ajustar su percepcion de los resultados obtenidos con la estrategia
escogida (y mantiene sin modificar el resto de estrategias), esto es,

(1.1)

1S 7 : ot
is (1 - ’Vn)xn + YnGn+1 SIS = Spiqs
xn—i—l - :
si no,

donde v, € (0,1) es una secuencia de ponderadores deterministas tales que > v, =00y
>, 72 < oo (por ejemplo v, = +). La dindmica (1.1) puede ser reescrita como sigue:

Tptl — Tp = ’Yn[wn - iL‘n], (12)
con
wis = Gu1 S8 =S (1.3)
x;  slno.

En el siguiente capitulo se detallaran las herramientas utilizadas para los anélisis reali-
zados, en particular (1.2) (al dividirla por un pardmetro pequeno +,) se puede interpretar
como la iteracion de diferencias finitas de Euler, sin embargo el lado derecho no es de-
terminista, haciéndose necesaria la introduccién de la teoria de algoritmos estocasticos
([13],[14]) que establece, entre otros resultados, una conexién entre los resultados asintéti-
cos de un proceso aleatorio a tiempo discreto (1.2) para n — oo y el comportamiento
cuando t — co de una dinamica deterministica a tiempo continuo

2
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dx
dt

donde E(-|z) corresponde a la esperanza inducida por las estrategias mixtas o*(z?).

=E(w|z) — =z, (1.4)

Se considera ahora el espacio de percepciones 2 = [[,.p» RIS y X :Q — A el perfil de
estrategias mixtas de los jugadores en el estado x, dado por X(z) = (0*(z"))sep.

Se introduce el mapeo C' : 2 —  de vectores de pagos esperados como funcién del
estado

C(x) = F(X(x)), (1.5)
con F : A — Q dada por F(r) = (F'(7))iep, donde F'(7) = (F*(7))ses: es el vector de
pagos esperados del jugador 7, esto es,

F(m) = G'(s,m7"). (1.6)

Esto ultimo representa el pago esperado del jugador i cuando elige s € S° y los
otros jugadores usan estrategias mixtas {77};,;. Notar que F" no depende de 7 y que

Gi(m) = (x', F'()).
La dindmica (1.4) puede representarse como

dxis

dt

= 0"(a")[C"(2) — 2" == " (a(t)) (1.7)

Para mas detalle sobre esto, ver [7], pag 5.
A (1.7) se le llama la dindmica adaptativa asociada al proceso de aprendizaje (1.2).

Puntos Estacionarios y Juego Perturbado

De acuerdo a resultados generales sobre algoritmos estocasticos, los puntos estaciona-
rios de la dindmica continua (1.7) son candidatos naturales para ser puntos limites (en
un sentido que se definird mas adelante) para el proceso estocéstico (1.2). Del hecho que
o¥(z") > 0 estos puntos estacionarios son puntos fijos del mapeo = — C(x).

Se denota por £ al conjunto de puntos estacionarios de (1.7). Notar que un punto
x € £ queda completamente caracterizado por su imagen m = (), esto pues, la ecuacién
de punto fijo x = C(x) se puede escribir como un sistema acoplado en (z,7)

=X
i (), (1.8)
r = F(n).
Una eleccién particular para el mapeo o’(+) viene dada por la regla Logit,
(i exp(B;a™®)
o (x') = — 1.9
) > aesi exp(Biz™) (19)
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donde el parametro 3; > 0 tiene una efecto suavizante cuando 3; | 0 llevando a una elec-
cién uniforme, mientras que para 3; T oo la probabilidad se concentra en las estrategias
puras con percepciones mas altas.

Bajo la formula de eleccion Logit la correspondencia uno a uno entre los puntos es-
tacionarios y los 7’s asociados permiten establecer un enlace entre el conjunto &£ y los
equilibrios de Nash para un juego G de N personas definido por su espacio de estrategias
A' para i € P y una funcién de pagos G* : A* x A~* — R dada por

Gi(r) = (', Fi(n)) — @i S 7 In(x) — 1],
v seSt

el cual es una perturbacion del juego original por un término de entropia.

Proposicién 1.1.1 ([7, Proposicién 3|). Si el mapeo o'(-) viene dado por la regla Logit
(1.9) entonces X(E) es el conjunto de los equilibrios de Nash del juego perturbado G.

1.1.2. Principales Resultados
Convergencia Asintética de las Dinamicas

Teorema 1.1.2 ([7, Teorema 4]). Si C : Q — Q es una || - ||-contraccion, entonces su
unico punto fijo T € Q es un atractor global para la dindmica adaptativa (1.7) y el proceso
de aprendizaje (1.2) converge casi sequramente a T.

Se considera ahora w := méx;ep » i Bj v ¢ una cota superior sobre el impacto del
pago de los jugadores cuando un sélo jugador cambia su movimiento, esto es,

|Gi(s,u) - Gi(suv)l <40

para cada jugador i € P, cada estrategia pura s € S?, y todos los pares u,v € S™° tales
que v/ = v7 salvo solamente por un j # i.

Proposicién 1.1.3 ([7, Proposicién 5]). Bajo la regla Logit (1.9), si 2wf < 1 entonces
C(-) es una || - ||so-contraccion.

Aplicacion a Juegos de Congestion

En el contexto de un juego como el descrito en este modelo, en el que los jugadores
modifican su percepcion de sus estrategias utilizando como tnica informacion, su percep-
cién anterior y el pago observado de utilizar una u otra estrategia, el ejemplo més natural
en donde un sistema asi se utiliza es un juego de congestion, que por simplicidad del
analisis se supondra descrito por un tunico par origen-destino unido por un conjunto de
rutas paralelas.

Formalmente un juego de congestion como el descrito anteriormente se define como
sigue. Cada dia un conjunto de N usuarios, ¢ € P, eligen, entre M rutas alternativas de
un conjunto R. Las alternativas combinadas de todos los usuarios determinan que tan
saturada esta cada ruta y el tiempo de viaje (promedio) asociado. Cada usuario percibe
solo el costo de la ruta que utiliza en ese dia y con tal informacion actualiza la percepcion

4



1.1. Primer modelo Capitulo 1

de esa ruta particular, afectando las estrategias mixtas que seran jugadas en la siguiente
etapa.

Mas precisamente, una ruta r € R estd caracterizada por una secuencia creciente
cf <--- < ¢y, donde ¢, representa el tiempo de viaje promedio de la ruta 7 cuando ésta
tiene u usuarios en ella. El conjunto de estrategias puras para cada jugador ¢ € P es
St =R ysiri € R denota la ruta elegida por el jugador i en la etapa n, entonces la
funcién de pago del jugador ¢ viene dada como el negativo de el tiempo de viaje experi-
mentado g\, = G'(r,) = —c., conr =71, yu=#{j € P:ri =r}

Se asume que cada ruta ¢, es elegida aleatoriamente de acuerdo a las estrategias mixtas
7t = o'(x!) que dependen de la percepcién previa sobre el pago de esa ruta, via el modelo
Logit A
o exp(f;x*®
st<xz> — p(ﬁl ) —,

ZaG’R eXp(ﬂiiL' )

donde la evolucién de las percepciones viene dado por el proceso de aprendizaje (1.2).

(1.10)

Se considera el siguiente mapeo H : [0, 1]7*® — R definido por:

ch;] : (1.11)

reR u=1

H(r) = -Ef

donde EZ denota a la esperanza respecto a las variables aleatorias U™ = > iep X r con X'
variables aleatorias Bernoulli independientes y no homogéneas tales que P(X = 1) = 7.

Observacién 1.1.4. Notar que H(7) estd definido para m € [0,1]”*® — R y no sélo para
7 € A, lo que permite diferenciar H respecto a cada variable 7.

Lema 1.1.5 ([7, Lema 7]). Para una ruta r € R dada y para un jugador i € P se define
U’ = Zk# X*r con X™ variables aleatorias Bernoulli independientes y no homogéneas

tales que P(X* = 1) = 7", Entonces

F'(m) = B [~ |X™" = 1] = EF[—cpr 4] (1.12)

Proposicién 1.1.6 ([7, Proposicién 8]). F(7r) = VH(w), Vr € A.

Se introduce ahora el pardmetro que mide el efecto de congestién producido por un
usuario adicional, esto es,

0 =méx{c, —c,_,:reR,u=2,..,N} (1.13)

Teorema 1.1.7 ([7, Teorema 10]). Asumiendo que en el juego de congestion se tiene
que wl < 2, entonces la correspondiente dinamica adaptativa (1.7) tiene un dnico punto
estacionario T el cual es un atractor global y el proceso (1.2) converge casi sequramente a T.
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El Caso Simétrico

Se considera ahora el caso en que todos los jugadores son idénticos con ; = 3 Vi € P.
Se denota o(-) la funcién Logit (1.10) comun para los jugadores.

Teorema 1.1.8. Si 5; = [ Vi € P entonces la dinamica adaptativa (1.7) tiene exacta-
mente un punto estacionario simétrico * = (Y, ...,y). Mds ain, si B0 < 2 entonces cada
punto estacionario es simeétrico.

Corolario 1.1.9. Si 8, = 8 Vi € P entonces el juego G tiene un unico equilibrio simétrico.
Mas atin, si B0 < 2 entonces cada equilibrio es simétrico (y por lo tanto unico).

Teorema 1.1.10. Si §5; = § Vi € P con B0 < 2 entonces el unico punto estacionario
T=(Y,...,y) es simétrico y un atractor local para la dindmica (1.7).

Las demostraciones de estos resultados pueden ser encontradas en [7, pags. 12,13].

1.2. Segundo modelo.

Este modelo es presentado en el articulo An adjusted payoff-based procedure for normal
form games [3] (M. Bravo), y muestra una variante al anterior al introducir en la regla de
actualizacién un contador de cuantas veces ha sido jugada una estrategia.

1.2.1. Variantes

Se consideran las mismas definiciones del modelo anterior, salvo que se crea una mo-
dificacion en la regla de actualizacién (1.1), la que viene dada por:

(1.14)

1 \is | 1 i Co
i = gE)a + gragn S = s
xn—H_

xis

. si no,

donde 6 denota el niimero de veces que la estrategia s ha sido utilizada por el jugador
t € P hasta la etapa n.

Por problemas de factibilidad se asume que 65 > 0 Vi € P, y Vs € S%, perdiéndose un
poco la nocién de que 6% sea exactamente el niimero de veces que la accién s € S ha sido
utilizada, pero se conservara esa interpretacion, ya que lo que interesa son los resultados
asintoticos.

Analisis Asintético

A continuacion se detallan representaciones equivalentes del proceso (1.14) para en-
contrar una dinamica adaptativa

S is 1 7 s
Tpy1 — Tp = %(gn—l—l — Ty )]l{s:sfﬂ_l}
- (TL + 1))\%9 (gnJrl - xn) {s=sl, 1}

6



1.2. Segundo modelo. Capitulo 1

. ais . . ;. ., .
donde A} = ;%5 es interpretado como la frecuencia empirica de la accién s por el jugador

i en la etapa n. Sin pérdida de generalidad se asume que 0 < 05 < 1, para cadai € Py
s € S* de manera que \i € A’ Vn € N. Calculos basicos muestran que,

8 18 1 8
)\nJrl - )\n = n+1 (1{s:sﬁl+1} - >‘n + bn+1(8))7

1
n-+ 2

bror(6) = =5 (g~ X0 =0 () (1.15)

n

Entonces se puede expresar (1.14) de manera equivalente, introduciendo la frecuencia
empirica de juego. La nueva forma es de (agregdndole un término que se anula) un esquema
de diferencia de martingalas.

n

vt -l = o | S 07 (@) — o) + N 1)
N = A = ok [ l) = X )

donde los términos de ruido son:

an—l—l = E(gn—s—l - xns>]l{8:sil+1} —E (F(gn—l—l - ‘rns)]l{s—siH_l}l]:n) )

Mty = (Lamat,y = M) =B (g, = AIFD) + busa(s).
Desde ahora se denota €, := (N, M,,) al ruido del proceso.

Anélogamente a lo realizado en el modelo anterior se obtiene una dindmica adaptativa
asociada al proceso de aprendizaje (1.16), de esta manera tal dindmica queda descrita
por,

(1.17)

{dﬁf = (G (5,071 () — o) 1= W (a(t), A(1)),
D= g (g) — A = Wi (2 (1), A(1)).

dt

Con W, : OxA = [Lep RETy Uyt QXA = [[ep Ab, vy A = {z e RS Y (i 25 = 0},
Se denota WU a la funcién definida por ¥ (z, \) = (V. (z, A), Ua(z, A)).

Observacion 1.2.1. Notar que se cumple lo siguiente:

(z,0(z)) € 2 x A es punto estacionario de (1.17) < z € €2 es punto estacionario de (1.7)

1.2.2. Principales Resultados
Convergencia Casi Segura

Proposicién 1.2.2 ([3, proposicién 4.5]). Asumiendo que la funcion C : Q — Q (1.5) es
una || - ||oo-contraccion y que, para cada i € P la funcion o es Lipschitz para la norma
infinito. Entonces existe un tinico punto estacionario (z.,o(x,)) € Q@ x A de (1.17). Mas
atn, el conjunto {(x.,o(x.))} es un atractor global y el proceso (1.16) converge casi se-
guramente a (T, 0(x,)).
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Tal como en el modelo anterior se tiene la siguiente notacién:

w:rzne%)xZBj, (1.18)
J#i
0= max |G'(s,u) — G'(s,v)], (1.19)
iG’P,sgS_J
u,veS ™!

donde S~ = {(u,v) € S~ x S~ : uF # v* para exactamente un k}

Proposicién 1.2.3 ([3, Proposicién 5.2]). Si 2w8 < 1, el proceso discreto (1.16) converge
casi sequramente al inico punto estacionario (z.,0(x,)) de la dindmica (1.17).

Convergencia con Probabilidad Positiva

Se denota por p(B) a la parte real maximal de los valores propios de la matriz B € R*¥**,
esto es,

p(B) = max{R(y;) : j =1,.... k; p; € C valor propio de la matriz B} (1.20)
Se dice que la matriz B es estable si p(B) < 0.

Lema 1.2.4 ([3, Lema 5.3]). Suponer que 2wh < 1. Sea (x.,\.) y x. los unicos puntos
estacionarios de las dindmicas (1.17) y (1.7) respectivamente. Entonces
-1 < N
2 7 Dkep |5
Las cotas dadas por el Lema 1.2.4 permiten aumentar el rango de parametros en los
cuales se tienen resultados generales de convergencia para el proceso (1.16).

— 1 < p(V¥(zs, \)) < < p(VO(z,)) <0 (1.21)

Sea Y C 2 x A el conjunto de los puntos estacionarios de (1.17) y sea B(.A) el dominio
de atraccién [1] correspondiente al atractor A.

Proposicién 1.2.5 ([3, Proposicién 5.8]). Asumir que 1 < 2wl < 2. Entonces existe un
inico punto estacionario (T, A\«) para la dindmica (1.17), el cual es un atractor local.

Se denota por L(z,) al conjunto limite [1] de la secuencia (z,),. El siguiente resultado
es el principal de esta subseccién.

Proposicién 1.2.6 ([3, Proposicién 5.11]). Bajo la regla de decision Logit (1.9), si 1 <
2wl < 2, entonces Y se reduce a un punto (T, A\e) y P((zn, An) = (24, Ax)) > 0.

Aplicacion a un juego de congestion
Se conservan las mismas instancias definidas para el modelo anterior, y adicionalmente
se agrega el supuesto de que todos los jugadores tienen iguales parametros 3; = 3.

Proposicién 1.2.7 ([3, Proposicién 5.15]). Si 65 < 1, (1.17) tiene un dnico punto es-
tacionario (z., A) € Q x A el cual es simétrico, en el sentido que x, = (T,...,T) y A =
(A, .., A). Mds ain, {(x., \)} es un atractor para (1.17) y P((2n, A\n) = (T4, As)) > 0.

8
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1.3. Modelo propuesto

Teniendo en consideracion los modelos anteriores se decidié trabajar en problemas
especificos, que se detallan a continuacion:

1.3.1. Variante del Segundo Modelo

Se conservan las notaciones previas para ambos modelos y se modifica levemente la
regla de actualizacién (1.14), por el siguiente proceso

xn+1 -

(1.22)

__a X a; % : ot
s (1 b;+0is )‘Tn + b;+0is gn+1 5185 = Sn+1>
xis

si no,

donde nuevamente 6% denota el ntimero de veces que la estrategia s ha sido utilizada
por el jugador i € P hasta la etapa n (esta vez sin el problema de tener que considerar
0 > 0). Por otra parte a;,b; > 0 son constantes caracteristicas del jugador i € P. La
incorporacién de estas constantes se justifica como la presencia de indicadores propios
para cada jugador, de sus propios gustos, de este modo distintos jugadores al recibir un
mismo pago al jugar una estrategia s, y teniendo una igual percepcion previa, pueden
actualizar sus preferencias de manera distinta.

Los detalles del analisis de este nuevo proceso se veran en el Capitulo 3.

1.3.2. Estudio Detallado del Juego de Congestion para el Primer
Modelo

En el Capitulo 4 se desarrollara en detalle los casos en que sélo hay dos rutas en el juego
de congestion, variando el nimero de jugadores se establecerdn resultados relacionados a
la cantidad y/o finitud de los equilibrios de tal juego.



Capitulo 2

Herramientas Técnicas

Este capitulo resume las herramientas necesarias para los andlisis posteriores.

2.1. Teorema de Poincaré-Hopf

2.1.1. Variedades y Homotopias

Para una revision en mas detalle de los temas de variedades topoldgicas y variedades
suaves se recomienda consultar los textos [16] y [17] respectivamente, acd se presentan
s6lo los resultados principales.

Definicién 2.1.1. Un mapeo F' : X — Y se dice difeomorfismo si f lleva X de manera
homeomorfa a Y, y tanto f como f~! son suaves.

Definicién 2.1.2. Un subconjunto M C RF se dice que es una variedad suave m-
dimensional si, para cada x € M, existe alguna vecindad W N M que es difeomorfa a
un conjunto abierto U en un espacio euclidiano R™. Cualquier difeomorfismo particular
g: U —= WnNM es llamado una parametrizacion de la region W N M (el difeomorfismo
inverso W N M — U es llamado un sistema de coordenadas de W N M).

Para definir la nocién de derivada df, para un mapeo suave f : M — N de variedades
suaves, primero se asocia a cada z € M C R¥ un subespacio lineal TM, C R* de dimen-
sion m llamado el espacio tangente de M en x. Entonces df, serd un mapeo lineal de
TM, en TN, cony = f(z).

Se estudia previamente el caso especial de los mapeos entre conjuntos abiertos. Para
cada conjunto abierto U C R” el espacio tangente TU, estd definido por todo el espacio
vectorial R*. Para cada mapeo f : U — V la derivada df, : R¥ — R! est4 definido por la

férmula
) i ) =)

t—0 t

para cada x € U h € R

Se define ahora el espacio tangente T M, para una variedad suave arbitraria M C RX.
Se escoge una parametrizaciéon g : U — M de una vecindad ¢g(U) de z € M, con g(u) = x

10



2.1. Teorema de Poincaré-Hopf Capitulo 2

y U C R™ un conjunto abierto. Pensar g como un mapeo de U a R¥, de tal manera que
su derivada dg, : R™ — R* quede definida. Se considera entonces 7'M, como la imagen
dg.(R™) de dg,.

Observacion 2.1.3 ([20, pag. 4]). Se satisfacen las siguientes propiedades:
= La construccion no depende de la parametrizacion g.
= T'M, es un espacio vectorial m-dimensional.

Ahora considerar dos variedades suaves, M C R¥ y N C R!, y un mapeo suave
f:M — N con f(z) =y. La derivada df, : TM, — TN, queda definida como sigue.
Dado que f es suave entonces existe un conjunto abierto W que contiene a  y un mapeo
suave F': W — R! que coincide con f en W N M. Se define entonces df,(v) igual a dF,(v)
para todo v € T'M,.

Observacion 2.1.4 ([20, pag. 6]). Se satisfacen las siguientes propiedades:
» dF,(v) € TN,.
» La definicion de df, no depende de la eleccion particular de F.

Con la Observacién anterior se prueba que df, : TM, — T'N, queda bien definido y
es un mapeo lineal.

Proposicién 2.1.5 ([20, pag. 7]). Se satisfacen las siguiente propiedades:

» Sif:M— Nyg:N — P son mapeos suaves, con f(x) =y entonces d(go f), =
dgy o dfy.

s Si I es el mapeo identidad de M, entonces dI, es el mapeo identidad de T M,. Mas
generalmente, st M C N con el mapeo inclusion i, entonces T'M, C TN, con el
mapeo inclusion di,.

Corolario 2.1.6. Si f : M — N es un difeomormismo, entonces df, : TM, — TN, es
un tsomormismo de espacios vectoriales. En particular la dimension de M debe ser igual
a la dimension de N.

Variedades con frontera.

Considerar el semiplano cerrado
H" ={(z1,....,xp) € R"|x,, > 0}.
La frontera 9H™ queda definida como el hiperplano R™! x 0 c R™.

Definicién 2.1.7. Un subconjunto X C R¥ es llamado una m-variedad suave con frontera
si cada x € X tiene una vecindad U N X difeomorfa a un subconjunto abierto VN H™ C
H™. La frontera 0.X es el conjunto de todos los puntos en X que corresponder a puntos
de OH™ bajo tal difeomorfismo.

11
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Observacion 2.1.8. Se cumplen las siguientes propiedades andlogas a las descritas ante-
riormente

» 0X es una variedad suave de dimensién m — 1 bien definida.

= El espacio tangente T'X, queda definido igual que en el caso sin frontera, de modo
que T'X, es un espacio vectorial m-dimensional completo, incluso si x es un punto
de frontera.

Homotopias e isotopias suaves

Dado X C R*¥m se denota X x [0, 1] al subconjunto de R**! que consiste en todos los
puntos (z,t),con x € X y 0 <t < 1. Dos mapeos continuos f y g de un espacio topolégico
X a un espacio topolégico Y se dicen suavemente homotépicas si existe un mapeo suave

F: X x[0,1] =Y tal que para todo = € X, F(z,0) = f(x) y F(z,1) = g(z).

Definicién 2.1.9. El difeomorfismo f es suavemente isotopico a g si existe una homotopia
suave F': X x [0,Y] = Y de f a g de modo que para cada t € [0, 1], la correspondencia
x+— F(z,t) mapea X en Y difeomorficamente.

2.1.2. Grado de Brouwer

Las siguientes definiciones y resultados se basan en lo descrito en [20].

Definicién 2.1.10. Sea f : M — N un mapeo suave entre variedades de la misma
dimension. Si df,, como un mapeo lineal descrito anteriormente es singular, esto es, satisface
que el determinante de la matriz es 0, entonces x € M es llamado un punto critico. Se
dice que y € N es un valor critico si algin z € f~1(y) es critico. Reciprocamente, si df,
no es singular en x € M, entonces x es llamado un punto reqular, e y € N se conoce como
un valor reqular si todos los z € f~! son regulares.

Definicién 2.1.11. Una orientacion para un espacio vectorial de dimensién finita es una
clase de equivalencia de bases ordenadas como sigue: la base ordenada (by, ..., b, ) determina
la misma orientacion que la base (b, ..., b)) si b; = > a;;b; con det[(a;;); ;] > 0.Y tiene la
direccion opuesta si det[(a;;); ;] < 0. El espacio vectorial R™ tiene una orientacién standard
correspondiente a las bases candnicas.

Definicién 2.1.12. Una variedad suave orientada consiste en una variedad M junto con
una eleccion de orientacion para cada espacio tangente T'M,.. Si la dimensién de la variedad
es m > 1, se requiere lo siguiente: para cada punto de M debe existir una vecindad U C M
y un difeomorfismo h que mapa un conjunto abierto de R™ en H™ preservando orientacion,
en el sentido que para cada x € U el isomorfismo dh,, lleva la orientacion especificada para
T M, en la orientacién standard para R™.

Observacion 2.1.13. Se cumplen las siguientes propiedades:
= Si M es conexa y orientable, entonces tiene precisamente dos orientaciones.

= Si M tiene frontera, se pueden distinguir tres tipos de vectores en el espacio tangente
T M, en un punto de frontera:

12
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1. estan los vectores tangentes a la frontera, formando un subespacio (m — 1)-
dimensional T'(OM), C Tmy;

2. estan los vectores que apuntan hacia afuera, formando un semiespacio abierto
acotado por T(OM),;

3. estan los vectores que apuntan hacia dentro, formando un semiespacio comple-
mentario.

Cada orientacion para M determina una orientacién para M como sigue: Para ca-
da x € OM elegir una base orientada positivamente (vy, ..., v,,) para T'M, de forma que
Vg, ..., U, Sean tangentes a la frontera y que v; apunte hacia dentro. Entonces (vg, .., v,,)
determina la orientacién requerida para M en x.

Sean ahora M, N dos variedades n-dimensionales sin frontera y sea f : M — N un
mapeo suave. Si M es compacta y N conexa, entonces el grado de f se define como sigue:

Definicién 2.1.14. Sea z € M un punto regular de f, de modo que df, : TM, — T' Ny
es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales orientados. Se define el sign de df,

como +1,—1 segun si preserva o revierte orientaciéon. Para cada valor regular y € N se
define

deg(fiy) = Y sign(df.).

zef~(y)

Teorema 2.1.15 ([20, Pag. 28]). El entero deg(f;y) es localmente constante eny. Ademds
no depende de la eleccion del valor reqular y.

Teorema 2.1.16 ([20, Pag. 28]). Si f es suavemente homotdpica a g, entonces deg(f,y) =
deg(g,y) -

2.1.3. fndice, Caracteristica de Euler y Teorema de Poincaré-
Hopf

Definicién 2.1.17. Sea v un campo vectorial suave en un conjunto abierto U C R”",
z € U un cero aislado de v, y N, un pequeno disco conteniendo al cero, donde se toma de
forma que no exista otro cero dentro de N,. Se define v(z) : AN, — S™ !, (del borde de
la bola N, a la esfera unitaria de dimensién n — 1, dada por v(x) = v(x)/||lv(x)]]). Y se
orienta la frontera de cada N, como la frontera del disco que contiene al cero. El indice
de v en z es el grado de T y de denota por ind,(z).

Sean M, N dos variedades suaves y un mapeo f : M — N, con un campo vectorial en
cada variedad.

Definiciéon 2.1.18. El campo vectorial v en M, y v en N corresponden bajo f si la
derivada df, lleva v(z) en v'(f(z)) para cada = € M.

Si f es un difeomorfismo, entonces v’ esta tinicamente determinada por v. Se utilizara la
notacién v’ = df ovo f~1.

Lema 2.1.19 ([20, Pag. 33]). Suponer que el campo vectorial v en U corresponde a v' =
df ovo f~! en U’ bajo el difeomorfismo f : U — U’. Entonces el indice de v en un cero
aislado z es igual al indice de v' en f(z).

13
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Utilizando el lema anterior es posible definir el concepto de indice para un campo
vectorial w en una variedad arbitraria M como sigue: Si g : U — M es una parametrizacién
de una vecindad de z € M, entonces el indice ind,(z) es definido como el indice de un
campo vectorial correspondiente dg~' ow o g en U en el cero g~1(z).

Lema 2.1.20 ([18, Lema 3.9]). En un cero no degenerado® de un campo vectorial v, el
indice es +1 si el determinante de dv, es positivo y —1 si el determinante es negativo.

Observacion 2.1.21 (]2, pag. 2]). El indice de un punto critico aislado estable, zy € U,
para el campo vectorial v, es (—1)" si alguna de las siguientes condiciones se cumple :

i) El determinante del Jacobiano de v en zq es diferente de cero.

ii) zp es un atractor (esto es, existe una vecindad V., tal que cualquier solucién del
sistema Z = v(z), con condicién inicial en V,, tiende a zy cuando t — c0.)

Un anélisis en mas detalle de este tema puede ser encontrado en [0].

Definicién 2.1.22. Sean una secuencia de espacios vectoriales (C,)nez vy los mapeos
lineales 0, : C, — C,_ tales que 0, o0 0,.1 = 0 para todo n. Tal secuencia se le conoce
como cadena compleja y los homomorfismos 0, son llamados operadores de frontera.

Definicién 2.1.23. Suponer que se tiene alguna cadena compleja que consiste de grupos
C,, y homomorfismos 0,.. Se define el n-ésimo grupo de homologia como

H,(X;R) =ker0,/im(0y+1)

Definicién 2.1.24. Sea H;(M) el i-ésimo grupo de homologia de M. La Caracteristica
de Euler de M, x(M), viene dada por x(M) = >"1" (—1)'rang[H;(M)].

El siguiente Teorema es el conocido Teorema de Poincaré-Hopf, existen varias versiones
en cuanto a las hipdtesis que se requieren, para el caso que interesa en este trabajo se
supondra lo siguiente: considerar M una variedad compacta y v un campo vectorial con
ceros aislados, si M tiene frontera, entonces se requiere que v apunte hacia afuera en todos
los puntos de frontera.

Teorema 2.1.25 ([20, pag. 35]). La suma ), ind,(z;) de los indices del campo vectorial
v en los ceros z; es igual a la caracteristica de Euler de la variedad M, x(M).

Observacion 2.1.26. En la esfera S™ existe un campo vectorial v que apunta al norte en
cada punto (considerar por ejemplo v(z) = p — (p- z)z, con p el punto norte.) En el polo
sur los vectores irradian hacia afuera y por lo tanto el indice es +1, por el contrario en el
polo norte los vectores convergen hacia adentro y consecuentemente su indice es (—1)™.
Sigue entonces que el invariante ). ind,(z;) es igual a 0 o 2 de acuerdo si m es impar o
par respectivamente.

12 es un cero no degenerado de v si dv, es no singular.
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Observacion 2.1.27 ([19, Pag. 49]). B" := {x € R" : ||z|| < 1}, la n- bola unitaria tiene
como caracteristica de Euler y(B™) = +1.

Observacion 2.1.28. Para cada variedad sin frontera y de dimensién impar, el invariante
> i ind,(z;) es cero, esto pues si el campo vectorial es reemplazado por —v, entonces cada
indice es ‘mult'iplicado por (=)™, v laigualdad > ind,(z;) = (=1)™ Y, ind,(2;), para
m impar implica que » . ind,(z;) = 0.

2.2. Martingalas y Teoremas de Convergencia

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad. Sea {M,,} una secuencia de vectores aleato-
rias y que satisfacen E|M,,| < oo para cada n. Si

E[M+1|M;,i < n] = M, c.s para todo n (2.1)

entonces {M,,} se dice Martingala. La diferencia §M,, = M, y1 — M,, es llamada diferencia
de martingalas. Por la definicién de una martingala, si E|M,|?> < oo para cada n, las
diferencias de martingalas son no correlacionadas, en el sentido que para m # n,

E[Mn+1 - Mn] [Mm+1 - Mm]/ == 0

Existe una definicién més general de martingala y es la que se describe a continuacién.
Sea {F,} una secuencia de sub-o-algebras de F tal que F,, C F, 41 para todo n y que M,
es medible respecto a F,,. Si se tiene

Ez, [Mpi1] := E[M,1|F,] = M, c.s para todo n, (2.2)

se dice que {M,,, F,} es una martingala o {M,} es una F,-martingala. Si simplemente
se dice que {M,,} es una martingala, se asumira que se considera respecto a la o-dlgebra
generada por {M;,i < n}, a esta o-dlgebra se le conoce como filtracién natural.

Proposicién 2.2.1. Considerar una secuencia de variables aleatorias cualquiera {Y,},
que satisfacen E|Y,| < oo para cada n, entonces se puede descomponer como:

Y, = (Y, —E[Y.|Y; : i <n]) +E[Y,|Y: i <n],
donde la primera parte corresponde a una diferencia de martingalas.
Demostracion. Basta notar que el proceso definido por la suma
M, = (Y; —E[Yj|Y;:i < j]) (Mart)
§=0

es una martingala (pues la o-dlgebra generada por {M;, 7 < n} es la misma que la generada
por {Y;,i <n})y M, — M, =Y, —E[Y,|Y; i <nl.
]

Se hace relevante enunciar algunas desigualdades fundamentales, las conocidas de-
sigualdades de Doob y Kolmogorov.
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Teorema 2.2.2 ([22, pag. 493]). Sea (M,,) una martingala, A >0 y p > 1. Entonces

E|M,|P
Plsup M| > A} < ZRLL
k<n AP
ysip>1
(EIM )7 < (B[ sup [M;}7))"? < —L—(B|a, )77,
0<j<n p—1
Teorema 2.2.3 ([22, pag. 384]). Sea M, = my+ -+ + my,, con (my)r>o una secuencia

de variables aleatorias independientes tal que Elmyg] = 0, E[m}] < co. Entonces para todo
A >0 se tiene

EM?
3 > < Ly
Pz Vil = = =5
Observacion 2.2.4. Una secuencia (my,) de diferencia de martingalas satisface las hipdtesis
del Teorema anterior.

Se enuncian a continuacién dos teoremas de convergencia para martingalas, las demos-
traciones se pueden encontrar en [22, pag. 508] y [4, pag. 89].

Teorema 2.2.5. Sea {M,} martingala, que satisface sup,, E|M,| < oo, entonces con
probabilidad 1, lim,, o, M,, = M, existe y E|M| < co.

Teorema 2.2.6. Considerar {M,} martingala tal que para algin q > 1, sup,, E|M,|? <
oo, entonces existe Mo, € LY(P) tal que M,, — My casi sequramente y en LI(P). En
particular M, = E[My|F,] para todo n.

2.3. Algoritmos de Aproximacién Estocastica

Para esta seccion hay tres referencias principales: Seminaire de Probabilites XXXIII
[1], Approzimization and Weak Convergence Methods for Random Processes [13] y Sto-
chastic Approzimization Algorithms and Applications [11].

Los algoritmos de aproximacion estocdstica son procesos estocasticos a tiempo discreto
cuya forma general puede ser escrita como

Tn41 — Tn = ’)/n—i-lvn—i-l; (23)

donde z,, toma sus valores en algtiin espacio euclidiano, V,,;; es una variable aleatoria y
Y, > 0 es un paso pequeno. Tipicamente x, representa el parametro de un sistema que
es adaptado a una filtracién (F,,) sobre el tiempo y V,, 11 = f(z,,&.+1). En cada paso el
sistema recibe nueva informacion &, 1 causando que x,, se vaya actualizado de acuerdo a
una regla caracterizada por la funcién f.

Para analizar el comportamiento asintético de (2.3), es conveniente a menudo, reescri-
bir el término de ruido como

Vg1 = Fxy) + Upya, (2.4)
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donde F': R™ — R™ es un campo vectorial determinista y E[U,1|F,] = 0. Una aproxi-
macién natural del comportamieto asintético de la secuencia (), es considerarlas como
aproximaciones de soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria

dx
pri F(z). (2.5)

Se puede pensar entonces (2.3) como una especie de esquema de diferencias finitas para
resolver numéricamente (2.5) con un paso 7,. Es natural pensar que si 7, es pequeno , el
ruido se anule y que el comportamiento asintético de (), esté intimamente relacionado
con el comportamiento asintético de la EDO.

2.3.1. Pseudotrayectorias Asintéticas
Definicién 2.3.1. Un semiflujo ® en un espacio métrico (M, d) es una funcién continua

R, x M — M,
(t,z) — O(t,z) = Oy(x)

tal que &y = Identidad y &4,y = P, o O, para todo (¢,s) € R, x R,. Reemplazando R,
por R se define un flujo.

Definicién 2.3.2. Una funciéon continua X : R, — M es una pseudotrayectoria asintética
para @ si para cada 1" > 0 se tiene

lfm sup d(X(t+ h), ®p(X (1)) = 0. (2.6)

t—o0 0<h<T
Luego para cada T' > 0 fijo, la curva

0,7] — M
h— X(t+h)

sigue la ®-trayectoria desde el punto X () sobre el intervalo [0, 7] con arbitraria precisién
para t suficientemente grande. Se dird que X es precompacto si su imagen tiene clausura
compacta en M.

2.3.2. Pseudotrayectorias Asintéticas y Procesos de Aproxima-
cion Estocastica

Notaciéon y Resultados Preliminares

Sea F' : R™ — R™ un mapeo continuo. Considerar un proceso a tiempo discreto
{Zn}nen cuya forma general puede ser escrita como

Tn41 — Tn = ’7n+1(F(xn) + Un+1)7 (27)
donde

17
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» {7V, }n>1 €s una secuencia dada de nimeros no negativos tales que
E Y = o0, lim v, = 0.
& n—oo

» U, € R™ son perturbaciones (deterministas o aleatorias).

La férmula (2.7) se puede considerar como la versién perturbada de un esquema de
aproximacién de diferencias finitas (Cauchy-Euler) para resolver numéricamente & = F(x).
Es natural entonces comparar el comportamiento del muestreo {x;} con las trayectorias
del flujo inducido por el campo vectorial F'.

Se considera para tal fin 7o = 0y 7,, = > ., v para n > 1, y se define el proceso a
tiempo continuo interpolado X : R — R™, por

T — Tn
X(Ty+8) = ap 4+ s " (2.8)
Tn+l — Tn
para todon € Ny 0 < s < 41

Asimismo se definen U,7 : R, — R™ y X : R — R™ los procesos a tiempo continuo
constantes a trozos definidos por

Uty +5) = Uns1, F(Tn+8) =Tms1 Yy X(Tn +5) = T, (2.9)

paratodon € Ny 0 < s < 741
Utilizando esta notacién (2.8) puede ser reescrito como

t
X(t) — X(0) = / [F(X(s)) + U(s)]ds. (2.10)
0
El inverso de n + 7,, es el mapeo m : R, — N definido por
m(t) =sup{k >0:t> 7} (2.11)

El campo vectorial F' se dice globalmente integrable si tiene una tinica curva integral.
Por ejemplo un campo vectorial acotado localmente Lipschitz es siempre globalmente
integrable.

Proposicién 2.3.3 (]I, Proposicién 4.1]). Sea F' un campo vectorial continuo globalmente
integrable. Asumir que

A1l Para todoT > 0

k—1
lim sup{|| Z%‘HUiH” ck=n+1,..m(mn+T1)}=0 (2.12)
n—r00 —
o equivalentemente
t+h
lim sup || / U(s)ds| = 0. (2.13)
t—o00 OShST t
::Ea,T)

18
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A2 sup,, ||z,|| < o0, 6
A2’ F es Lipschitz y acotada en una vecindad de {x, : n > 0}.

Entonces el proceso interpolado X es una pseudotrayectoria asintotica del flujo ® indu-
cido por F. Mds aun, bajo A2, para t > 0 suficientemente grande se tiene la estimacion

sup || X(t+h) —Pp(X ()| <CM[A(t—-1,T+1)+ sup 7(s)] (2.14)

0<h<T t<s<t+T

donde C(T') es una constante que depende solo de T y F.

Procesos de Robbins-Monro

Sea (£2, F,P) un espacio de probabilidad y {F,,} una secuencia no decreciente de sub-o-
algebras de F. Se dice que el proceso estocastico {z,} dado por (2.7) satisface la condicién
Robbins-Monro (o ruido de diferencia de martingalas) [11] si

1. {y.} es una secuencia determinista.
2. {U,} es adaptada: U,, es medible con respecto a J,, para cada n > 0.
3. E(Ups1|Fn) = 0.

Proposicién 2.3.4 ([I, Proposicién 4.2]). Sea {x,} dado por (2.7) un algoritmo Robbins-
Monro. Suponer que para algin g > 2

sup E([[Us ) < o0

D ot < oo

Entonces la condicion A1 de la Proposicion 2.3.3 se cumple con probabilidad 1.

Observacion 2.3.5. Suponer que {7,} es una secuencia de variables aleatorias tales que
Yni1 €s JF medible. Entonces la Proposicion 2.3.4 se mantiene valida siempre que se
fortalezca la hipétesis sobre {U,} a

SlrllpE(HUn—f—lqun) <C
para alguna constante C' < 0o, y reemplazando la hipdtesis sobre {v,} por
E(Y 7ht?) < oo,
La secuencia {U,} se dice subgaussiana si existe un nimero positivo I' tal que V0 € R™
E(exp[(0, Uni1)][Fn) < exp[gH@HQl (2.15)
Esto se tiene cuando por ejemplo ||U,|| < v/T.
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Proposicién 2.3.6 ( |1, Proposicion 4.4]). Sea {x,} dado por (2.7) un algoritmo Robbins-
Monro. Suponer que {U,} es subgaussiana y que {v,} es una secuencia determinista tal

que
Z e~ < o

n

para cada ¢ > 0. entonces la hipotesis A1 de la Proposicion 2.5.3 se satisface con proba-
bilidad 1. Por lo tanto si A2 y A2’ se tienen casi sequramente y F' tiene una unica curva
integral, el proceso interpolado X es cast sequramente una pseudotrayectoria asintotica de

el flujo.

Observacion 2.3.7. Las Proposiciones 2.3.4 y 2.3.6 asumen un algoritmo tipo Robbins-
Monro. Sin embargo no es dificil verificar que las conclusiones a tales propiedades se
mantienen si {x,} satisface una recursiéon mas general

Tny1 = Tn = Yoy1 (F(20) + Upg1 + bpya), (2.16)

donde U, es un ruido de diferencia de martingalas y lim,,_,~ b, = 0 casi seguramente.

2.3.3. Conjuntos Limites de Pseudotrayectorias Asintéticas
Nociones Basicas de Recurrencia

Sea ® un flujo o semiflujo en el espacio métrico (M, d). Se denota por T =R, si ® es un
semiflujo y T = R si & es flujo.

Un subconjunto A C M se dice positivamente invariante si ®,(A) C A para todo
t > 0. Se dice invariante si ®(A) = A para todo t € T.

Un punto p € M es un equilibrio si ®,(p) = p para todo t € T. Cuando M es una
variedad y ® es el flujo inducido por un campo vectorial F', los equilibrios coinciden con
los ceros de F'. Se denota E,(®) al conjunto de equilibrios.

Un punto p € M es un punto periddico de periodo T" > 0 si ®r(p) = p para algin
T >0y ®4(p) # p para 0 < t < T.Se denota Per(®) la clausura del conjunto de érbitas
periodicas.

Un punto p € M es un punto omega limite de x si p = limy, o Py, (z) para alguna
secuencia ty — 00. El conjunto omega limite de x, w(x) es el conjunto de los puntos omega
limite de x. Se denota £, (®) = |J,,, w(z) al conjunto limite.

La drbita hacia delante de x € M es el conjunto v*(z) = {®4(x) : ¢ > 0} y la drbita
de z es y(z) = {®y(x) : t € T}. Si v () tiene clausura compacta, entonces w(z) es un
conjunto compacto, conexo e invariante, y ademads se tiene que v (x) = v*(z) Uw(z).

Cadena-Recurrencia y Atractores

Sea d > 0,7 > 0. Una (8, T)-pseudo-érbita desde a € M hasta b € M es una secuencia
finita de trayectorias parciales

{@e(yi) : 0<t<t;};i=0,.. k=1t >T
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tal que

d(yo,a) < 0,
d(q)tj<yj)7yj+1) < 67.] = 07 >k - 17
Yr = b.

Se escribe a < b si para cada 6 > 0,7 > 0 existe una (9, T')-pseudo-drbita de a hasta b.
Si a — a entonces a se dice cadena-recurrente. Si cada punto de M es cadena-recurrente,
entonces ¢ es un semiflujo (o flujo) cadena-recurrente. Si a < b para todo a,b € M se
dice que el (semi) flujo ® es cadena-transitivo.

Se denota por R(®) al conjunto de puntos cadena-recurrentes para ®. Es facil verificar
que R(®P) es un conjunto cerrado, positivamente invariante y que

E,(®) C Per(®) C L(P) C R(2D).

Sea A C M un conjunto invariante no vacio. ® es llamado cadena-recurrente en A si
cada punto p € A es un punto cadena-recurrente para ®|,, la restriccion de ® a A. En
otras palabras, A = R(®[s).

Un conjunto invariante compacto en el cual ® es cadena-recurrente (o cadena-transitivo)
es llamado un conjunto internamente cadena-recurrente (o internamente cadena-transitivo).

Un subconjunto A C M es un atractor para ® siempre que:

1. A es no vacio, compacto e invariante (®,A = A); y

2. A tiene una vecindad W C M tal que dist(®;x, A) — 0 uniformemente en xz € W,
cuando t — oo.

La vecindad W es usualmente llamada una vecindad fundamental de A. El dominio
de atraccion de A (B(A)) es el conjunto abierto positivamente invariante que contiene
todos los puntos z tal que dist(®,x, A) — 0 cuando t — oo. Si A # M entonces A es
llamado un atractor propio. Un atractor global es un atractor cuyo dominio de atraccién
es todo el espacio M. Un equilibrio (= punto estacionario) que es un atractor es llamado
asintoticamente estable.

Lema 2.3.8 ([, Lema 5.2]). Sea U C M un conjunto abierto con clausura compacta tal

que o (U) C U para algin T > 0. Entonces existe un atractor A C U cuyo dominio de
atraccion B(A) D U.

La siguiente proposicién establece precisamente la relacion entre las diferentes nocio-
nes que se han introducido en esta subseccion.

Proposicion 2.3.9. Sea A C M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es internamente cadena-transitivo (ICT).
2. A\ es conezo e internamente cadena-recurrente.

3. A es un conjunto compacto, invariante y ®|x no admite atractores propios.
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Corolario 2.3.10. Sea A un atractor. Si un conjunto internamente cadena-transitivo K
satisface que K N B(A) # 0, entonces K C A.

Teorema 2.3.11. Si M es compacto entonces R(®) es internamente cadena-recurrente.

Las demostraciones de estos resultados se encuentran en [1], pag 23.

Corolario 2.3.12 ([!, Corolario 5.6]). Sea © € M (no necesariamente compacto). Si
~vT(x) es compacto, entonces w(x) es internamente cadena-transitivo.

Teorema del Conjunto Limite

Sea X : R, — M una pseudotrayectoria asintética de un semiflujo ®. El conjunto
limite L(X) de X se define en analogia al conjunto omega limite de una trayectoria, es el
conjunto de limites de secuencias convergentes X (t), tx — o0o. Esto es

L(X) = () X([t, 0)).
>0
Teorema 2.3.13 ([!, Teorema 5.7]). Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sea X una pseudotrayectoria asintdtica precompacta de ®. Entonces L(X) es inter-
namente cadena-transitivo.

2. Sea L C M un conjunto internamente cadena-transitivo, y asumir que M es local-

mente conexo por caminos. FEntonces existe una seudotrayectoria asintotica X tal
que L(X) = L.

2.3.4. Dinamica de Pseudotrayectorias Asintoticas
Atractores

Sea X : R — M una pseudotrayectoria asintética de ®. Para cada T' > 0 se define

dx(T) = sup d(Pp (X (KT)), X (KT +T)). (2.17)

Si un punto x € M pertenece a la base de atracciéon de un atractor A C M entonces
®,(x) — A cuando t — oo. El proximo lema muestra que lo mismo es cierto para una
pseudotrayectoria asintética X siempre que dx(7') sea lo suficiente pequeno y M sea
localmente compacto.

Lema 2.3.14 ([!, Lema 6.8]). Sea M localmente compacto. Sea A C M un atractor con
base B(A) y sea K C B(A) un conjunto compacto no vacio. Existen nimerosT > 0,0 > 0
que dependen solo de K tales que: Si X es una pseudotrayectoria asintdtica con X (0) € K
y dx(T) <4, entonces L(X) C A.

Teorema 2.3.15 ([, Teorema 6.10]). Sea A un atractor con base W, y K C W un con-
Junto compacto. Si X (tx) € K para alguna secuencia ty — oo, entonces L(X) C A.
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Corolario 2.3.16 ([, Corolario 6.11]). Suponer que M es no compacto, pero si localmente
compacto y que P es disipativa, esto es que existe un atractor global para ®. Denotar
M U {0} la compatificacion de un punto de M. Entonces lim; o X(t) = 0o ¢ L(X) es
un subconjunto de M internamente cadena transitivo.

Cuando se aplica al proceso estocastico de aproximacién (2.7), las Proposiciones 2.3.4
y 2.3.6 bajo el supuesto que F' es acotada y Lipschitz, el Corolario 2.3.16 implica que
con probabilidad uno X (t) — oo 6 L(X) es internamente cadena transitivo para el flujo
inducido por F.

2.3.5. Convergencia con Probabilidad Positiva Hacia un Atrac-
tor

Sea X un proceso estocastico a tiempo continuo definido en un espacio de probabilidad
(Q, F,P) con trayectorias continuas (o cad lag) que toman valores en M.

Suponer que X (-) es adaptado a una secuencia no decreciente de sub-o-algebras {F; :
t >0} y que para todo § > 0,7 >0

P(sup[ sup d(X(s+ h),Pn(X(s)))] > 0|F:) < w(t,6,T) (2.18)

s>t 0<h<T

para alguna funcién w : R? — R, tal que limy o w(t,6,7T) | 0.
Observacion 2.3.17. Una condicién suficiente para (2.18) es que

P( sup d(X(t+ h), Pu(X(1)) > 6|F) < / t+Tr(t,(5, T)dt (2.19)

0<h<T

para alguna funcién r : R — Ry tal que / r(t,0,T) < co.
t

Conjuntos Alcanzables

Un punto p € M se dice alcanzable por X si para cada t > 0 y cada vecindad abierta
Udep
P(Es>t: X(s)eU) > 0.

Lema 2.3.18 ([!, Lema 7.1]). El conjunto Att(X) de puntos alcanzables por X es cerrado,
positivamente invariante bajo ® y contiene casi sequramente a L(X).

Teorema 2.3.19 ([!, Teorema 7.3]). Suponer que M es localmente compacto. Sea A C M
un atractor para ®, con base de atraccion B(A). Si Att(X) N B(A) # 0, entonces

P(L(X) C A) > 0.

Mds aiin, si U C M es un conjunto abierto relativamente compacto, con U C B(A),
existen 6 > 0, T > 0 (dependiendo de U) tales que

P(L(X) C A) > (1 —w(t,8,T)P(3s >t : X(s) € U).
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Ejemplos

Proposicién 2.3.20 ([, Proposicién 7.4]). Sea F : R™ — R™ un campo vectorial Lips-
chitz. Considerar el proceso de difusion

dX = F(X)dt + /e(t)dB,,

donde € es una funcion positiva decreciente tal que ¥Yec > o

/000 exp(—i) < 00.

Entonces

1. Para cada atractor A C R™ de F el evento
Oy = {th'm d(X(t),A) =0} ={L(X) C A}
— 00

tiene probabilidad positiva de ocurrencia y para cada conjunto abierto U relativa-
mente compacto con U C B(A)

P(Qy) >PEs>t: X(s) e U)(1 — / Cy exp(—02)Co(T) /e(s)ds) (2.20)
t
con 8, T dados por el Lema 2.3.14 y Cy, Co(T') son constantes positivas (que dependen
de F.)

2. En Qyu, L(X) es casi sequramente internamente cadena transitiva.

3. Si F' es un campo vectorial disipativo (es decir, sin atractores propios), con atractor
global A, entonces

P(Q24) = 1 = P(lim | X(8)] = 00) > 0. (2.21)

Proposicién 2.3.21 ([1, Proposicién 7.5]). Sea F : R™ — R™ un campo vectorial Lips-
chitz acotado. Considere un algoritmo Robbins-Monro (2.7) satisfaciendo las hipdtesis de
las Proposiciones 2.3.4 o 2.3.6. Entonces

1. Para cada atractor A C R™ cuya base tiene interseccion no vacia con Att(X), el

evento
Q4 = {lim d(X(t), 4) = 0} = {L(X) C A}

tiene probabilidad positiva de ocurrencia y para cada abierto U relativamente com-
pacto tal que U C B(A)

P(Q,) > P(Js > t: X(s) € U)(1 — / " (5,6, T)ds) (2.22)
donde 20,1
r(s,0,T) = Cy exp(W)
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si {Uy} es subgaussiano (Proposicion 2.3.4), y

r(s.0.7) = (g, T s

bajo hipotesis mds débiles dadas por la Proposicion 2.5.6. 0, T dados por el Lema
2.3.14, 7 definido en (3.17) y Cy,Co(T),C3(q,T) constantes positivas.

2. En Qa, L(X) es casi sequramente, internamente cadena transitiva.

3. Si F' es un campo vectorial disipativo con atractor global A

P(24) = (1~ P(lim [|X ()] = o0)) > 0. (2.23)

2.3.6. Otros Resultados Relevantes

Teorema 2.3.22 ([5, Theorem 3.1.1]). Considerar un proceso discreto del tipo (2.3).
Asumir que se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Para cadan € N, v, >0, lim;, 007, =0, > v =00y

1/ P)/n - 7n+1
1m ——

—5>0.

(b) x, — T casi seqguramente.
(c¢) Existe un ¢ € (0,1] tal que

(c.1) para una realizacion tal que z, — T, con F(T) = 0, el ruido U, puede ser
descompuesto en U, = U, + U]/, donde

D w UL, <oy Uy =00,

n>1

(c.2) la funcion F descrita en (2.4) es localmente acotada y es diferenciable en T tal

que F(z) = F(x —T) +r(z), conr(T) =0 y r(x) = o(||zr —Z||) cuando x — T,
Ys

(c.3) la matriz F es estable, es decir, satisface que
p(F) =max{R(y;) : 5 =1,....k; con u; € C valor propio de la matriz F} < 0,
mas ain la matriz F + 671 es también estable.

Entonces, casi sequramente

1

— (2, —7) = 0, cuando n — co.
Tn
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Capitulo 3

Dinamica Adaptativa y Resultados
de Convergencia

En este capitulo se presenta el desarrollo de la variante a los modelos descritos en el
Capitulo 1, se muestran los resultados obtenidos y las mejoras asociadas.

3.1. Definicion del Modelo

Tal como en el capitulo introductorio se establece el modelo sobre el cual se trabajara:

Se considera un modelo dindmico del comportamiento adaptativo en un juego repeti-
do, en el cual a medida que el juego evoluciona, cada jugador ajusta la percepcion de sus
estrategias en base a los pagos observados.

Se recuerdan las definiciones hechas en el Capitulo 1. Sea P = {1, ..., N} el espacio de
los jugadores. Para cada jugador i € P, S* constituye el conjunto finito de sus estrategias
puras y G' : S" x S7" — R su funcién de pago, donde S~ = [],,; 57. El espacio de
estrategias mixtas sobre S’ se denota por A’ = {z € RIS : 22 > 0,37 2/ = 1} , y se define
A =TLep A'. Se considera finalmente G* : A — R la extensién multilineal de la funcién
de pagos al conjunto de estrategias mixtas.

En la etapa n del juego repetido, cada jugador i € P selecciona su jugada s, € S*
de manera aleatoria utilizando estrategias mixtas 72 = o'(2!) € A’, que dependen del
vector f;': (22%) sesi de percepciones del pago de las estrategias puras disponibles. La
funcién o’ : RSl — A’ es un mapeo continuo del espacio de las percepciones al espacio
de estrategias mixtas. Se asume adicionalmente que o**(-) > 0 Vs € S°.

3.1.1. Regla de actualizacién

Al final de la etapa n, el jugador i observa su propio pago g° = G(s! s-*), y utiliza s6lo
esta informacién para ajustar su percepciéon de los resultados obtenidos con la estrategia

escogida (y mantiene sin modificar el resto de estrategias), esto es,
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(3.1)

1S : ot
is (1- b +aw>x + 5 +9w Gni1 818 =840,
xn+1 =

xS si no,

donde 6 denota el niimero de veces que la estrategia s ha sido utilizada por el jugador
1 € P hasta la etapa n. Por otra parte a;, b; > 0 son constantes caracteristicas del jugador
1 € P. La incorporacién de estas constantes se justifica como la presencia de indicadores
propios para cada jugador, de sus propios gustos, de este modo distintos jugadores al
recibir un mismo pago al jugar una estrategia s, y teniendo una igual percepcion previa,
pueden actualizar sus preferencias de manera distinta.

Como es usual la o-algebra generada por la historia hasta la etapa n se denota por

Jrn =0 ((smagm)lgmgn)7 donde Sm = (3#5- ) m) Y 9m = (g%w 79%)

3.2. Analisis Asintotico

El problema que presenta (3.1), y que no permite utilizar de inmediato las herramientas
descritas en la Seccion 2.3, es que el paso 7, =% +915 es aleatorio y depende del vector de
actualizacién, por esta razén se hace necesaria una reescritura del proceso de aprendizaje.
Notar previamente que (3.1) se puede escribir como sigue,

is is a; i is
'TnJrl -, = bz + 0}15 (gn+1 - I, )]l{s:silJrl}
a; i is ,
- b I n/\"'s (gn+1 - In)]l{s:siH_l}u

donde \¥ = g se interpreta como la frecuencia empirica de la accién s para el jugador
i en la etapa n. Dada la estructura particular de (3.1) se puede suponer que x,, vive en
un subconjunto compacto del espacio de percepciones Q2 = []..p RISl y por lo tanto los
x’, para cada i € P,s € S, n € N se consideran acotados. Notar que a diferencia con el
modelo presentado en (1.2), por ahora no es necesario suponer que 65 > 0, y que por otra
parte, la actualizacion se puede representar andlogamente como:

18 s __ ¢ i s )
Lpy1 — Tp = n )‘ZS (gn+1 Ly, )]l{s:s:lJrl}

! @i i is
+ E by yis —+ )\is )\zs] (gnJrl n)]l{szsil+1}
=0
Notar por otra parte que:
a; a;

|Ci{i1 < |gfz+1 - ZB:LS

BN
aibi
N )

’LS

_1’i
_ngn-i-l
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Bajo la hipdtesis que A\ se mantenga uniformemente alejado de 0, esto es, que exista
una constante A > 0 tal que para todo i € P,s € S, \i¥ > )\ (donde X depende del
vector de percepciones iniciales y de la aleatoriedad), entonces cnﬁl converge a cero casi

seguramente, mds ain ¢, = O(2).

Se pretende ahora buscar un proceso que sea satisfecho por A% y que tenga el mismo
tamano de paso % Para ello notar que se cumple lo siguiente:

(n+ DA =00
=0 + L
=nA\S 4+ ]l{szs;H}
=+ DAY+ Lma ) — A

o equivalentemente

s s 1 s
)‘n—i-l - )‘n = 1 |: {s=s? +1} A }
n

+
(n—l—l ts= 5n+1}_/\”D
1 n+ 1 is -1 is
= ( {S:‘SihLl} B A"i| + n—+1 []l{szsilﬂ} - /\”l

(]1{5 Shy1d /\ZS T cn+1>

S|— 3

3|

S|

Donde ¢}, = O(2).

Con esto es posible escribir el proceso (3.1) como un proceso conjunto con un paso de
tamano comtn (1/n) para z'* y A, tal como sigue,
xif—i—l -y = 2 (,\Ls (9n+1 -, )]l{s shiq} + cn+1)
(3.2)

)‘:erl )‘ils = % <]l{s sho b T AZS + cn+1>

Aplicando la Proposicién 2.2.1 al lado derecho del sistema (3.2), considerando para
ello las variables aleatorias Y, = {:(g541 — #37)L(—s ) para la primera ecuacién e

Y2=1 {s=si 1} — A% para la segunda, se obtiene la siguiente representacion equivalente
del proceso:
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x:;—l - x;L’L - % (E[)\'L.s (gn+1 — )]l{s st }|]: ] + mtvms—i-l)
(3.3)
)‘:erl - )‘:18 = % (E[]l{s st} T )‘Zslf ] + s),thr1>

Con

is ai , is i
n+l — F(gn—i-l - xn)]l{5:52+ I E[)\ZS (gn‘H - .CC )]1{3 sh 1}’F ] + Cn+1

a .

= i 6 = g = @G s 0 ) =) + i,
Moy = Lpomsi 3= A = E[lma 1y = A7 Fa] + o
= ]l{s:s;H} — A7 — (0" () — A + cn+1
= Tomsi ) — o (@) + G-
Desde ahora, se denota ¢, = (91, 1,) al ruido asociado al proceso.

El esquema (3.3) permite hacer frente al cardcter aleatorio del paso en (3.2). El objetivo
es utilizar la Propiedad (2.3.3), para ello interesa el comportamiento asintético de una
dindmica continua relacionada al proceso (3.3), y ésta viene dada por,

i = ST (G (s, 07 ) — o) 1= EE (M),
(3.4)

Nis = gis(gi) — \is = 20 (g, Ayp).
ConZ, i QxA—=QyEy:QAxA = [[iep A, donde A = {z € RIS 3 . 2° =0}, el
espacio tangente de A’. Se denota = a la funcién definida por Z(z, \) = (Z,(x, A), Zx(z, \)).

Se recuerda que el proceso de aprendizaje para el modelo mostrado por
se puede considerar como sigue:

o= L (o) (G (s, 07 ) — 2]+ 25%) (35)

is
Tpi1 — X
n+ n n

donde el término de ruido es nuevamente una diferencia de martingalas, dado por:

n+1 (gn—i-l )]l{s sty T E[(g;—&—l - $?>1{s:sfl+l}’fn]
= (o1 — T ) L psm 1y — 07°(23,)[G7 (5,07 (@) — 2]

Se recuerda ademas que la dindmica continua asociada a ese proceso viene dada por
la ecuacion 1.7, y tiene la siguiente forma:

B = 0 ()G (5,07 (1)) — 2i7) 1= B (a) (3.6)
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Observacion 3.2.1. Se cumple que:
(z,0(x)) € 2 x A es punto estacionario de (3.4)< x € Q es punto estacionario de (3.6)

A continuacién se presenta el conocido Lema de Kronecker, resultado que usualmente
se utiliza para estudiar convergencia de series que involucran variables aleatorias.

Lema 3.2.2. Sea (d,), una secuencia infinita de numeros reales, tales que ) d, = d,
d € R. Entonces para 0 < by < by < --- y b, — 00 se tiene que

n

1
lim — Z brdy, = 0.

n—oo by, —

Demostracion. Se considera las sumas parciales:

N N
Sy = Zbkdk, Dy = de.
k=1 k=1

Y notando que D; = d;, simples manejos algebraicos llevan a lo siguente:

N
Sy =bidi + Y bp(Dy, — Dyy)
k=2

N—-1 N—-1
= bydy + [bx Dy + Y beDi) = [ brsa Dy + by D]

k=2 k=2
—1

=byDy — Di(by — by) — Dy, (b1 — br)
2

=z

e
Il

N-1

=bxDy = Y Di(brsr — bi).
k=1

Se considera € > 0 y un N suficientemente grande, tal que |Dy — d| < € para k > N,
entonces para n > N,

n n—1
1 1
‘E Zbkdk’ = |Dn — b Z Dy (bg11 — br)|
k=1 k=1
1 N-1 1 n—1
= 1Dy = 5 3 Dilbier =) = 1 3 il — o)
" k=1 " k=N
1 N-1 1 n—1 1 n—1
SADn =5 ) Db = be) = 5= 3 dlbin = bi)l + |- D (b1 = b) (Dg — d)|
k=1 k=N k=N
1 N—-1 d 1 n—1
<[Dp == > Dilbess = bi) = = [bn = bl + = D (bsr — by) [ Dy — |
bn bn bn N’
k=1 N k=N e
2
1 N-1
< |(Dn —d)| + ’E [; Dy (b1 — bi) + dby] [ + €
N ~ .

30



3.2. Analisis Asintético Capitulo 3

Con K > 0 una constante suficientemente grande. Tomando n — oo el primer término
converge a 0, pues lim,, ., D,, = d y el segundo también converge a 0, pues b, — oco. En

consecuencia, 1fm,,_, % Y py1 bedi < € para € arbitrario, de donde se tiene lo pedido.
O

El siguiente lema es un resultado trascendental en cuanto relaciona el acotamiento de
o'¥(z!) con el acotamiento asintGtico (por debajo) de A\%.

> @, para todo i € P,s € S,

Lema 3.2.3. Asumir que existe  tal que 7% = o' (x)
entonces
liminf A}’ > &,
n—oo

casi sequramente, para todo i € P,s € S°.

Demostracion. Recordar que E[l(s—, , 1|F,] = 0**(2}) > 7. Por otro lado se definen los
siguiente procesos aleatorios (mi),,, (pi¥),, como siguen:

= Z ]l{s};:s} - E[]l{s};:sﬂfk—l]u
k=1

"1
- Z E(]I{SZZS} - E[]l{si:sﬂfk—l])-
k=1

Notar que por lo probado en 2.2 en la Proposicion 2.2.1, ambos procesos son martingalas y
mds atin gmj? = mp*—mj’ =1y — E[]l{s',s}|}"k 1] es una diferencia de martingalas, y
estd acotada por 2. Por otra parte, claramente E[m’*]? < oo para cada n y en consecuencia
E[(m}f —mi ;)(m* —m*,)] = 0 para k # [. De donde,

n

U E)) GINCNURC NS ) Sl SR E (R CER)

=1 k=11= 1l;£k
- 1 s s s
= E[Z k_( —m )%+ Z Z mj’ —m’ ) (m _ml—l)l
k=1 k=1 i=1 l;ék ~
_ iE[(mzs _ mz‘s )2]
- k2 k k—1 :

k=1 <4

Luego tomando supremo en n, y acotando el lado derecho por la serie infinita, se tiene:

supEpi <4Z < 00.

k>1

Entonces por el Teorema 2.2.6 de convergencia de martingalas aplicado a ¢ = 2,
dp € L?(Q, P, R) variable aleatoria tal que p’* — p casi seguramente cuando n — co.

Aplicando el Lema de Kronecker para b, = k y dy = %(]l{s;-v:s} — B[l —g[Fr-1]), que
claramente satisfacen las hipdtesis (0 < by < by < ---, by = 00y Y, dp = p), se tiene
que:
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1
lim —
n—oo N,

=~ 1
Z k%(]l{s}c:s} - E[]l{s}c:s”fk—l]) =0.
k=1

Con lo que finalmente

IRS B R
- ]1 i — - E ]1 [ f _ = )\’LS [ 18 1
n ;( {st =5} [ {sk_s}| k 1]) n 0 kE:I o (jk:—l)

<\¥ 7.

Tomando lim inf,,_,., a ambos lados se obtiene el resultado.
H

Observacion 3.2.4. Tras el supuesto que z, vive en un subconjunto compacto de €2, se
asume acotado, y por lo tanto existe un § > 0 (que puede depender del zy y de la alea-
toriedad) tal que 0*(x?) > & para todo i € P, s € S', n € N, y en consecuencia el Lema
anterior es aplicable para el modelo aqui descrito.

Proposicién 3.2.5. El proceso discreto (3.3) converge casi seqguramente a un conjunto
ICT para la dindmica continua (3.4).

Demostracion. Se utilizara para esto la Proposicién 2.3.3 establecida en el Capitulo 2,
notar adicionalmente que las Proposiciones 2.3.4 y 2.3.6 entregan condiciones suficientes
para establecer una de las hipotesis requeridas.

Claramente v, = % satisface los requerimientos,
= lim L—p

n—ro0 n Y
DI

nmn )

), oy < 00.

Ademéds para cada ¢ > 0, e < 1, entonces »_ (e %)™ < oo. Por otro lado, por
construccién sup,, ||(z%, \%)|| < oo y gracias a la hipdtesis inicial la funcién F' que describe

la regla de actualizacién (2.7), que viene dada por

F(xzs )\zs) — %(Gz(sa O-_z(a:n)) - ‘/E:"LS)
o o (i) = A

satisface las hipdtesis de regularidad requeridas. Resta analizar el ruido ¢, = (9,,91,)
asociado al proceso.

Notar que N, | = Lismsi 1y — o' (ah) + ¢, es acotado casi seguramente y se puede
n

descomponer por un término de diferencia de martingalas y otro término que converge a
0 casi seguramente. Por su parte 9}’ ; también se descompone como una diferencia de
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martingalas y otro término que converge a 0 casi seguramente, ademas para una cons-
tante D > 0 suficientemente grande se tiene que |M% | < % El Lema 3.2.3 implica
que M, es acotado casi seguramente, de donde ¢,, es acotado casi seguramente por alguna
constante positiva D, de donde e, es subgaussiano y por lo tanto se cumplen las hipétesis
de la Propiedad 2.3.6, que asegura que la hipétesis A1 de la Propiedad 2.3.3 se satisface

con probabilidad 1.

En consecuencia el proceso interpolado definido en (2.8) es una pseudotrayectoria
asintdtica precompacta para el flujo inducido por F(z%, \*), finalmente el Teorema 2.3.13
parte 1. implica que el el conjunto limite L(x,, A,) es un ICT para la dindmica (3.4).

]

Se define como antes la funcién C' : Q — Q, como C*(z) = G'(s,07*(z)). Y en analogia
a los resultados sobre atractores globales de los trabajos en que se basa esta memoria, se
establece la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.6. Asumir que C' es || - ||oo-contractante, y que para cada i € P, la
funcion o' es || - ||oo-Lipschitz. Entonces existe un tinico punto estacionario (x.,o(z,)) €
Q x A de la dindmica (5.4). Mds ain, el conjunto {(x.,o(x,))} es un atractor global y el
proceso (3.3) converge casi sequramente a (T, 0(xy)).

Demostracion. De acuerdo a la Observacion 3.2.1, (z,,0(z.)) € Q@ X A es un punto es-
tacionario de (3.4) si y s6lo si C(x,) = x,, y por lo tanto la existencia y la unicidad se
obtienen del hecho que C es || - [|s-contractante (punto fijo de Banach).

Sean 0 < L < 1y K; las constantes Lipschitz asociadas a las funciones C'y o¢, i € P,
respectivamente. Tomando a < min{min;ep a;, 1} y K = méx;cp K;. Se quiere encontrar
una funcién de Lyapunov estricta , esto es, una funciéon V' que decrece a lo largo de la
trayectoria de solucion, y que verifica V=1({0}) = {(z«, \s)} = {(z+, o(24))}. Se considera
entonces V' : 2 x A — R, definida por

(1 1
V(z,\) = max {aHa: — T || 0o, ?H)\ — )\*Hoo} :

La funcién V' es el maximo de un numero finito de funciones suaves, en consecuencia
es absolutamente continua y sus derivadas vienen a ser la evaluacion de las derivadas de
las funciones que alcanzan el maximo. Se distinguen dos casos:

1-. V(zg, M) = o —2u]lo- Seai € P,y s € S tales que [z, — 2. = [2}* —27*|. Dado
que x; es acotado, entonces 3 £ > 0 tal que 0"*(x}) > £ paratodoi € P,s € S*,t > 0.
Se asumird inicialmente que zi¥ — 2% > 0, ya que el anélisis para el otro caso es
analogo. Sigue entonces que para casi todo t € R,

33



3.2. Analisis Asintético Capitulo 3

d 1 d 1S 18
EV(% At) = aa(xt — )
1ai0is<xi) is is
“u (O () — x)

L %) (ift) (C"(2) — 2 + 22 — C™(2,))
a A -
=0
=S e (ift) (=[o® — 2]+ [C™(a) — C%(x.)])
a A
o 60" ()

(=llze = zulloo + [|C 1) = Cl24) lloo)

9
<Lllze—ls

y O.is l’i
< BTG - e
a A
—_——
<

< —€(1— )la — 2.]
= £ - L)l — 2.l

= —a§(1 = L)V (e, o).
2-. Ve, d) = %A — Ml Sea i € Py s € S tales que se alcanza el mdximo

A — Alloe = [AE — A¥]. Tal como en el caso anterior se asume que \i¥ — N\ > 0.

Entonces para casi todo t € R,

d 1d .
Vv M) = —— (NS — )\
gV @A) = o (A7 = A)
1 . . . . . .
= (o) A+ X = 0" ()
—_—

=0

1S (.0 S (.0 1
< =lo®(@y) — o (@) = = lA = Al
K

méxi Kz
< — 1z — Zulloo — V(@4, Ar)
1
= 0oy V(e )
~———
<V(zt,At)

< —V(wg, M)[1 — a],

y de las suposiciones iniciales a < 1. Nuevamente el caso \i* — \%* < 0 es andlogo.

Se tiene finalmente que para alguna constante & > 0, V'(zy, \) < —KV (x4, A¢). Con-
secuentemente V' decrece a velocidad exponencial a lo largo de las trayectorias de las
soluciones de la dindmica, de donde {(z., A«)} es un atractor global y por construccién
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V(z,A) = 0 ssi (x,\) = (24, As). En consecuencia, por el Corolario 2.3.10, {(x., \:)}
es el unico ICT para la dindmica (3.4), y el proceso (3.3) converge casi seguramente a
(x4,0(x,)) gracias a las Proposicién 3.2.5.

O]

3.3. Regla Logit

Tal como en los trabajos en que se basa esta memoria, se focalizara el analisis en
una regla de decision particular: la regla Logit, que es bastante utilizada en modelos de
decision discretos asi también como en teoria de juegos. Formalmente la regla de decisién
o : 2 — A viene dada por:

exp(Bix™)
2 resi exp(fia™)’
para todo i € P, y s € S. Donde el pardmetro 3; > 0 tiene un efecto suavizante cuando

B; 1 0, conduciendo a una eleccion uniforme, mientras que cuando 3; 1 oo la probabilidad
se concentra en las estrategias puras con mas altas percepciones.

O_is (ml) —

(3.7)

Lema 3.3.1 ([7, Proposicién 3]). Bajo la regla de decision Logit (3.7), si x. € Q es un
punto estacionario para la dindmica (3.4), entonces o(x) es un equilibrio de Nash de un
Juego subyacente, donde el espacio de estrategias para cada jugador i € P es AY, y su
funcién de pago G : A — R wviene dada por

Gi(m) =Y "G (s,m) — = > 7 (In(x") - 1). (3.8)

seSt s€St

3.3.1. Convergencia casi segura

Con el fin de utilizar la Propiedad 3.2.6 para el caso particular de la regla de decisién
Logit, se definen, al igual que en los modelos anteriores, las siguientes variables

w= méxz B;, (3.9)

iep L=
J#i
0= max |G'(s,u) — G'(s,v)], (3.10)
1€P,seSY
u,veg’i
donde S~ = {(u,v) € S x S~ : uF £ v* para exactamente un k}. 6 se interpreta como

la maxima desviacion unilateral del pago que un sélo jugador puede enfrentar.

Teorema 3.3.2. Si 20w < 1, el proceso discreto (3.3) converge casi seqguramente al inico
punto estacionario (., o(x.)) de la dindmica (3.4).

Demostracion. Utilizando la Proposicién 1.1.3, probada en [7, Proposicién 5] se tiene que
bajo la regla Logit y con 20w < 1 la funcién C(z) definida antes resulta ser || - ||oo-
contratante. Por otro lado notar que para cada ¢ € P la funcién ¢! es una funcién suave
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definida en un conjunto compacto y por lo tanto es || - ||o-Lipschitz. Se cumplen por lo
tanto las hipotesis de la Proposicion 3.2.6, y el resultado es inmediato.
[

Radio de convergencia

Se pretende ahora justificar la inclusién de un contador de acciones previas en términos
del radio de convergencia con que ambos procesos de aprendizaje (3.3) y (3.5) convergen
casi seguramente a (., A) v . respectivamente. Tal radio de convergencia estd intima-
mente relacionado con la mayor parte real de los valores propios de la matriz jacobiana
de las funciones = = (Z,,Z,) y ® en sus respectivos puntos estacionarios.

Se denota por p(B) a la parte real maximal de los valores propios de la matriz B € RF**,
estoes, p(B) = max{R(y;) : j =1,....k; donde p; € C es un valor propio de la matriz B}.
Se dice que la matriz B es estable si p(B) < 0.

De ahora en adelante, en el caso que fw < 1 se asumira ademas que, para cada i € P
a; € (m, ﬁ] ! En analogia al Lema 1.2.4, se establece el siguiente resultado para

la dindmica propuesta:

Lema 3.3.3. Sea 20w < 1, y considerar (z., \s) y x, los Unicos puntos estacionarios de
las dinamicas (3.4) y (3.6) respectivamente. Entonces

-1 —-N

— 1< p(VE(x4, M) < — < =
>> 2 Zkep Sk

< p(V®(z,)) < 0. (3.11)

Demostracion. En efecto, se pretende calcular VE(z,, A,), para ello notar que tendré la
siguiente forma

Notar ademas que

aEZ)\S a N 1S
NG (T4, As) = EIYG [0 (2") — N4, )
=0- ]l{jr:is}7
=i d .a;o"(z")

T (s, Ai) = 8)\1'7"[ e (G"(s, o'*i<gj)) — mis)](l‘*, A

i —i sy O aiais(ﬂ)
— \(G (s,0 g*)) — Z@AjT[T

=0

J( As)

=0,

IEsto se interpreta como que cada jugador adapta su regla de actualizacién en base al comportamiento
apreciado sobre el resto de los jugadores.
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para todo i,j € P, (s,7) € S* x S7 pues (., \,) es un punto estacionario para la dindmica
continua. Con esto,

V)\Ex(x*v >‘*) = (0> ) V)\E.)\(x*, )‘*) = _I7

con I la matriz identidad, y (0) la matriz de 0’s. De esta manera la matriz VE(x,, \)
esta formada por bloques, y el bloque superior derecho, es un bloque de ceros, luego los
valores propios que interesaran seran los de la matriz V,Z,(x,, A,), pues el bloque inferior
derecho es menos la identidad, en el caso del término diagonal de V.=, (x,, \.) se satisface
lo siguiente

=is 0 a;0% (")

8;8 (l’*, )‘*) = s [T (Gi<87 O-_i<x>> - xis)K'r*v )‘*)
= (G'(s, 07" (w.)) — 27)

a;oc®(xl) 0

Ais - Qxts
= —Q,;.

Ahora para el caso i = j, r # s,

E? _ 0 aﬂis(flfi) i —i is
O (er) = 1T (G5, 074 (w) — ) (1)
_ a0 (xl) 0 i —i is
=" av (G'(s, 07" () — ") (4, \))

0 a;o"(z")

+ (G507 (22)) = %) 5 (=5 ) (@A)

~—~

Se define

Gi(87r> U_(i7j)(x*)) = Z Gi(sa S_i>]1{r:sj} H )‘{:Sk

s—ieS—i k#i,j

i —i ks

= ) Gss) A,
sTteS—isi=r ki,j

y con esto notar que |G (s,r, 0~ (z,)) — Gi(s, 07 (z.))] < 6.

Finalmente para el tltimo caso, ¢ # j € P, (s,7) € S x S7, se cumple que
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:ZCCS 0 a; (Q?l) i i is
T (@4, As) 8953'?”[ B (G'(s,07"(x)) — )] (s, Ay
a0 igmaj’jr (Gi(s,07'(x)) — ™) (2 A)
0 7 7
=i (Gi(s,07(x))) (24, A

:ai&fﬁ( Z G'(s,s" Haks > Ty As)

~igs-s pom
=, ( > GilssT) H'a’“’“w%aw <x>> (22, M)
sTieg—i ki, j y
~a ¥ 0 [T g [zxp(ipw))] (o)
<o B 0t [ RN

B exp(B;zi") —Bj(exp(BjxI"))?
+ — + ; ]lrzsj
(z exp(Bel)) (X, exp(ﬁij) =2
> Glss™) [T AR I8N L sy + (B0 (1= X)Ly

s—ieS—1 k#i,j
=a; Y Gs,s7) ] MBANT) + (BN Li—on]
sieS—i k#i,j
= aiﬁj)\ir[ Z Gi(sa S_i)]l{rzsj} H )‘{:Sk - Gi(sv O—_l@:*))]
s—iGS—i k#%]

= aiﬁj/\iT[Gi(Sa T, Uﬁ(i,j) (x*» - Gi(& Uﬁi(‘r*))]a

de donde ‘a L (24, )| < @i B5M76.

El siguiente lema concerniente a dlgebra lineal sera de mucha ayuda en lo que sigue.

Lema 3.3.4 ([23, Teorema 1.1]). Considerar una matriz a valores complejos B = (By,,),
se define el p-ésimo disco de Gershgorin D,(B) = {z € C,|z — B,,| < R,}, con R, =
Z#p |B,,|, entonces cada valor propio de la matriz B vive dentro de al menos uno de los
discos de Gershgorin.

Para el caso que se estudia se considerard como matriz B = V,Z,(z,, \,), entonces
para todo i € P, s € S°,
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z =t

TGSJ

< Z > iAo

JGP reSi
J#

= a1625j Z >\ir

JEP  resi
JFEL Ne~——

=1
== aiQ Z 6]‘

JEP

J#i

——
<w

< q;0w.

*7 )\*)

Con esto, para todo i € P, s € S°,

Dis(VaZa (24, M) = {2 € C, 2 — (—ai)| < Ris}
C{z€C |z - (—a)| < a;fw},

consecuentemente, gracias al Lema 3.3.4, todos los valores propios de V,Z, (., A,) estan
contenidos en algun disco {z € C,|z — (—a;)| < a;6w}, notando finalmente que como
a; € (m, -], entonces

a;fw —a; = a;(0w — 1)
1

—(fw —1
<sa—gw) Y

—1

=5

De donde p(V,Z. (2, A)) < S5, mas ain p(VE(z4, M) < . Por otro lado el término

—1I que aporta V 2y (24, Ax) imphcan que p(VE(z,, \)) > —

Ahora para establecer las otras desigualdades se recuerda que la funcién ®(z) queda
definida como ®*(z) = ¢*(2)[G'(s,07(x)) — 2], luego para i # j € P

0P 9,

O ) = o C 5,07 (@) — ¥l
= 02 )i 07 ) — 2] 0" ) 0 ) — )
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oD 0
i () = 5[0 (@)[GY (s, 07 (2)) — 2 ]]()

= ") g G (50 @]

= 0" (2.)fj07 (€.)[G" (s, 1,0~ W (w.)) = G'(s,0 7 (w.)))-

Ahora para cada i € P, s € S¢

a(DZS
Z Z | IE‘]T *
J#1,J€EP reSi
< 0%(z,) Z Z B0 (2.)|G (5,7, 070 (3,)) — G'(s,07 (x))|

J#i,JEP reSi
< 0" (z.)0 Z B, Z ol (z,)
j#LGEP  reSi
< 0% (z,)0w.

Entonces, para cada i € P, s € S*

Dis(Ve(w:, M) = {z € C, |z — (=0" ()| < 0" (2.)0w},

y consecuentemente, como 0% (z,)(0w) — o' (x,) = 0% (z,) (0w — 1) < 0% (z,)(2 — 1) < 0,
entonces p(V®(z,)) < 0. Finalmente, como la traza de la matriz V®(z,) es

Tr(Ve(z,A) =YY (~o =) (-1)=-N,

1€EP se St ieP

entonces p(V®(x,)) > ﬁj\gk' O

Observacion 3.3.5. Notar que % = % siy s6lo si |S¥| = 2 para todo k € P.

Proposicién 3.3.6. Suponer que 20w < 1 y que (z., \s) € QX A y x, € Q son los unicos
puntos estacionarios de las dindmicas (3.4) y (3.6) respectivamente, entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(i) para casi todas las trayectorias de (3.5)
n’(x, — x.) = 0, cuando n — oo,
para cada § € (0, |p(VP(x.))]|),

(i) para casi todas las trayectorias de (3.3)
1’ (2, An) — (24, Ay)) = 0, cuando n — oo,

para cada 0 € (0,1/2).
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Demostracion. Recordar que e, = (M,,MN,,) y £, son los términos de ruido asociados a
los procesos (3.3) y (3.5) respectivamente. Se pretende utilizar el Teorema 2.3.22, para
ello notar que v, = % satisface claramente las hipdtesis requeridas en el punto (a), pues

% > 0 para todo n, h'mn_m% =0, Zn% =00y

S =

SR
lim 2" = 1> 0.
n—o0 m
La condicién (b) se satisface gracias al Teorema 3.3.2 y el uso de la Observacién 3.2.1.
Resta entonces chequear que se satisfaga la condicién (c),

(i) Se fija un § € (0,|p(V®(z,))|). El proceso aleatorio (£,), es una diferencia de
martingalas acotada casi seguramente, de donde E[£,1]|F,] = 0. Considerando

ahora la variable aleatoria Z, = Y _;_ (+)'°£y, se tiene que
n+1 1
ElZual F) = E[Y (1) 8l )
k=1

1
- E[Zn + (n——H>1 6£n+l|fn]

1
) PE[Ln 1| F]

= 7, (—
+<n—|—1

= Z,,

de donde Z,, es una martingala, por otro lado por un argumento similar al utilizado
en la demostracién del Lema 3.2.3 se tiene que sup,, || Z,[|> < Ce Y 4oq ()07, con
|1£,]| < C¢ para todo n, ahora como § < 1, entonces Y, ., (£)*!7 < oo, y luego
utilizando el Teorema 2.2.6 se tiene que Z,, es convergente, con lo que se satisface
la condicién (cl). La condicién (¢2) se cumple trivialmente dado que la funcién @
es suave y finalmente gracias al Lema 3.3.3 se cumple que V® + 1 es estable (con
I la identidad), pues 0 € (0, |p(V®(z.))|). El Teorema 2.3.22 implica entonces que

n’(x, —x,) — 0, cuando n — oo.

(ii) Se considera un ¢ € (0, %) fijo. Y se repite el argumento anterior, notando que el
término de ruido e, se puede descomponer en ¢, = ¢, + ¢,, con ¢, = O(%) y gracias
a la Observacion 3.2.4, ¢, una diferencia de martingalas acotada casi seguramente.
Se considera esta vez Z, = ZZZI(%)”*‘S}E;C y se prueba lo mismo que en el punto
anterior. Nuevamente gracias a la Observacion 3.2.4, = es una funcién suave y el
Lema 3.3.3 implica que V= + I es estable para 6 € (0, %), de donde utlizando
nuevamente el Teorema 2.3.22 se concluye que

18 ((Zny An) — (74, Ay)) — 0, cuando n — co.
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3.3.2. Convergencia con probabilidad positiva

Las cotas obtenidas en el Lema 3.3.3 permiten extender el rango de parametros que
aseguran algin resultado de convergencia para el proceso (3.3). Se denota por Y C 2 x A
el conjunto de los puntos estacionarios de (3.4), y tal como en el capitulo 2, B(A) denota
la base de atraccion correspondiente a un atractor A. Antes de presentar los resultados
de convergencia, se establece los siguientes lemas que estan relacionados con soluciones de
ecuaciones de Lyapunov.

Lema 3.3.7. Sea H una matriz de | x | invertible y estable. Considerar ademds una
matriz S de | X | definida negativa cualquiera. Entonces X = —fooo et Settdt es la
solucion definida positiva de la ecuacion de Lyapunov (ver [15] para detalles de soluciones
a ecuaciones mas generales )

H'X + XH = 5.

Demostracion. En efecto, notar previamente que del hecho que H es estable X esta bien
definida (y de manera tnica). Por otro lado

X = —/ et et gt
0

— _/ GHTtSd(GHt)H_l
0
= —eHTtSthH’1|8° -+ HT/ et gt gt 1
0

—SH'—- HTXH™!

que implica HT'X + XH = S.
Finalmente considerar un vector v € R!, entonces, utilizando que S es definida negativa
se tiene que

oI X = —’UT/ et S et gty

vTeH t S by dt

)
s
s

ATSU dt

>0

Observacion 3.3.8. Notar que si S es simétrica, entonces X también lo es.

Lema 3.3.9. Considerar un campo vectorial diferenciable f : R™ — R™ que satisface el
siguiente sistema diferencial

i = f(2). (3.12)
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Suponer ademds que este sistema tiene un equilibrio aislado zy (sin pérdida de generalidad
se tomard zy = 0). Si la matriz jacobiana A := V f(zy) es estable, entonces zy es un
atractor local para el sistema (3.12).

Demostracion. Se considera la linealizacion del sistema (3.12), via una expansion de Tay-
lor en torno a zg, esto es

f(2) = f(z0) + Az + o(2) | 2|
= Az + o(2)||z]]

Con limy.j_,0 0(2) = 0. Como la matriz A es estable se utiliza el lema anterior y se considera
la solucién definida positiva del sistema AT X + XA = —TI (con I la identidad de m x m),
que viene dada por X = — fooo eATt [eAtdt y con esto se define la funciéon de Lyapunov
(definida positiva) V(z) := 27 X z. Sigue que

dV (z)
dt

=VV(z)-2

=VV(2)- f(2)

= 2T X (Az +o(2)| 2])

T(ATX + X A)z + 22" Xo(2)||2])
—2"2 422" Xo(z)| 2|

= |22 (—1+ %{’)(2))

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que:

22" Xo(2)| = |(z,2Xo(2)|
< [lz[lll2Xo(2)]
< 2[|2[[[[X1[lo(2)]]-

De donde 2°X9G) s 0 cuando z — 0. Luego existe € > 0 tal que /) —||2]]* < 0 para

(B dt
todo z € B(0,¢) \ {0}, y consecuentemente di es definida negativa alli, de donde 2y = 0
es un atractor (local) gracias al Teorema de Lyapunov (ver [12, Teorema 4.1]). O

Observacion 3.3.10. El resultado anterior es facilmente extendible al caso zg # 0.

Proposicion 3.3.11. Suponer que w < 1. Entonces, existe un unico punto estacionario
(4, M) para la dinamica (3.4), el cual es un atractor local.

Demostracion. Sea (x4, ) € Y un punto estacionario de la dindmica (3.4) . Si 6w < 1,
el Lema 3.3.3 muestra que la matriz VE(z,, \.) es estable, utilizando ahora el Lema
3.3.9 y la Observacién 3.3.10 para zp = (x4, A) y f = Z(z,\) se tiene que tomando
Vi(z,\) = ((z, A — (2, M) T X ((z, A — (24, \y)) como funcién de Lyapunov, con X la so-
lucién definida positiva de la ecuacién de Lyapunov VZ(z,, \.)T X + XVE(z,, \,) = —1,
el punto estacionario (z., A.) es un atractor local para la dindmica.
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Ahora del hecho que las bases de atraccién no se pueden superponer y que el campo
vectorial = es regular en el compacto 2 X A, entonces ) es un conjunto finito. Se quiere
probar que ain mas tal conjunto se reduce a un sélo elemento, para ello se utilizara el
Teorema de Poincaré-Hopf, descrito en la Secciéon 2.1.

Se considera el campo vectorial = en una bola abierta U de dimensién n = #(Q2 x A) =
2 cp 1S, sea (x,, Ay) un cero aislado de Z y se considera la variedad M como la bola
cerrada que contiene a U, gracias a la Observacion 2.1.27 y el hecho de que la carac-
teristica de Euler es invariante bajo homeomorfismo, M tiene caracteristica de Euler
X(M) = 1. Como (z, A\«) es un atractor, se utiliza la Observacién 2.1.21 que implica que
indz(z., A\x) = (—1)" = 1, pues n es par.

Se concluye entonces que en cada punto estacionario su indice es 1, si existiese al
menos otro atractor distinto a (z., A.) se obtiene que ) .indz(z;,A\;) > 1, lo que es
una contradiccion con el Teorema de Poincaré-Hopf, que asegura para este caso que 1 =

X(M) =", ind=(x;, ;).

Tal como fue descrito en la Seccién 2.3, se hace relevante el concepto de puntos alcan-
zables, una adaptacién de la definicién utilizada en el Lema 2.3.18 al problema que aca se
analiza viene dada por lo siguiente:

Definicién 3.3.12. Sea (z,) un proceso estocéstico discreto con espacio de estados Z.
Un punto z € Z es alcanzable por (z,) si para cada m € N y cada vecindad abierta U,
PEn>m: z, €U,) > 0.

De la mano con esta definicion se establece el siguiente Lema, que hace fuertemente
uso de la regla de actualizacién (3.1).

Lema 3.3.13. Fijar A = (\!,...,\Y) € A. Considerar ' € RI¥'| tal que z'* = G'(s, A7)
para todo s € S* y denotar x = (z',...,2") € Q. Entonces el punto (z,\) € Q2 x A
es alcanzable por el proceso (r,,\,) descrito en (3.3). En particular, cualquier punto
estacionario de la dindmica (3.4) es alcanzable.

Demostracién. El hecho que ¢ > 0 para cada i € P, s € S* y n € N implica que la
secuencia finita generada por la regla de actualizaciéon (3.3) tiene probabilidad positiva de
ocurrencia.

Considerar v (k) = inf{qg > 1: 9;5 = k}, que se interpreta como la primera etapa en

que el jugador i ha jugado la estrategia s € S? por k-ésima vez y notar que la regla de
actualizacion (3.1) se puede reescribir como sigue
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(Tter)

Ahora, si se considera a; = 1 para todo ¢ € P entonces lo anterior permite recuperar
lo mostrado en el [3, Lema 5.10], esto es,

=18 1 s i i i
Ty = m(bll'o + Guis(1) 4+ 4 gviS(fo—l) + gvis((,#)). (313)

Lo que se pretende es probar que el comportamiento asintético de T '\, es equivalente
al de z}; |, para ello‘ en lo que sigue se fijara el analisis en un jugador especifico 1 € 73 y
una estrategia s € S, para este efecto se define lo siguiente: g; := gfﬂs(j); jedl,..,0r),
a:=a; b:=b;, K := 0% gy:=bxi¥ y se notard n = n(K) como la dependencia inversa de
K respecto a n, de esta manera el lado derecho de (3.13) se interpreta como un promedio,

K
—is 1 _

Jj=0
Bajo la misma notacion previa se define el promedio ponderado Ux como una pequena
variante del lado derecho de (Iter), que difiere sélo en el primer término con x}’, ;:

a a a
= 1-— 1— 1=
i go( b+1>< b+2) ( b+K>
a a a
+glb+1<1_b+2>m(1_b+K>
+:

+ a 1 a
IR TR 1 b+ K

+ 9k

b+ K~

Se probard que si g = G'(s, \™") es alcanzable por g, entonces también lo es por z% 1
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Notar que

K+1

IK41 = Zg] Zgj
K+1

K
1
=(K+1 b K b «
(K+1+ 1+bzgf + K+b;gj
=(K+1+0)gg, — (K +b)gg.

Definiendo Wk41 = (a — 1)(Gx41 — G ), ¥ al realizar una iteracién mas para Ly se
obtiene lo siguiente:

a a
(1= ¢
Ukt ( b+K+1)ﬂK+b+K+1gKH

a a
= (1= — (K414 b)ggss — (K +b)g
( b+K+1)ﬂK+b+K+1[( +14+0)gk — (K + b)gg]

a
SUgp g =(1——F—— | Uk —7 2
K+1 — 9K +1 ( b+K—|—1>[K Ir] + Wi
=V 1
a
<~ ’IJKH - (1 - m) %K + QUK+1.

Se define Wg 1= (a — 1)gx v W := (a — 1)g, con Wy = W + wg, donde wg — 0. Y
con esto se construye una representacion equivalente de Uk,

a — J—
Vi = (1 — m) Vg +Wri1 — Wk

_ a J— a —
=)} - =|l1—-—| Y —VWg| — —mm—
St S b+ K +1 [T ] b+ K +1
=Tr41 N———
I=EKR

< -7
o K4 K _

EK

o k1 — Lk

€K

— (T +Wk)
= —(TK +E+ wK).

Tomando K — oo el sistema discreto anterior se transforma en la ecuacién diferencial
T = —(T + W), para la cual se tiene que T(t) — —20 ‘exponencialmente, y por lo tanto
20 es un atractor global, de esto se sigue que Tx — —20, con lo cual Vi — 0, es decir,
Ux —gx — 0y en consecuencia si g es alcanzable por g, entonces también lo es por .

. . . /LS 7 . 7 .
Finalmente la diferencia entre iy y Tpk)+1 €8 solo el primer término, que converge

a 0 cuando K — oo, por lo tanto bajo el supuesto que g es alcanzable por Gy, entonces
también es alcanzable por z'% ;.
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Ahora, adaptando lo probado en [3, Lema 5.10], se probarad que efectivamente g =
G'(s,\7") es alcanzable por G.

Considerar ¢, que indica el nimero de veces que el perfil de estrategias s € S ha sido
jugado a la etapa n. Por lo tanto para cada i € Py s € S%, (3.13) implica que

. CS ,r bzmas
’LS — G'l }
Tnt1 = ; Do e b,

- ¥ Glang +h

reS—t

con b, = O((#*)71). Donde #?* — oo casi seguramente debido al Lema de Borel-Cantelli
condicional [1, pag. 41].

Se ﬁJa e > 0y se con&deran aproximaciones racionales de A\, k_ que satisfacen

S

NS — k| < ey ZSES’ = 1. Sea M € N que satisfaga kl .= Mki € N, para to-
doi € P,s € S Sea un perfil de estrategias s = (s', s SN) € S y se define
ne = [Liep ki = MYk k: ksj\zfv € N. Finalmente se define n = ZSES ns y se conside-

ra la secuencia generada por [ € N bloques de tamano m, donde en cada bloque, cada
perfil s € S es jugado ng veces.

Se fija ahora i € P y r € S7¢, luego por construccién se tiene que

o ([l kK
/i > ues—i Tl kfu )kl
_ MY HJ#% rJ
MN=LY g Hj;éi E{ﬂ
Hj;éi Ei]

[T (X es k)

j
ujeSI u'

Pero como |\ — kr3| <ey>y =1,

ezs H kI‘J

JF#i

=V +F.

J#i

con k. — 0 cuando € — 0. Luego
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Ti1 = Z G'(s,r) elz + by
res—i in
= > G [V + Tt e
reS—t j#i
=G (s, \") + ke + b
= 2" 4 ke + b

Finalmente, dado € > 0, se toma [ € N suficientemente grande, y € pequeno de modo
que ||Z;z — z|| < §, de donde z es alcanzable por T,. Para concluir sélo basta notar que se
debe tomar un n* suficientemente grande de modo que Vn > n*, ||z, — Z,|| < {. De esta
manera considerando n** que satisfaga ambas restricciones y € suficientemente pequeno
se concluye que ||(z,, \n) — (z,A)|| < € Vn > n*™*, de donde (x,\) es alcanzable por el
proceso (T, An).

[

Teorema 3.3.14. Si un atractor A para la dindmica (3.4) satisface que B(A) NY # (),
entonces P[L(x,, \y) C A] > 0. En particular, bajo la regla de decision Logit (3.7), si
Ow < 1 entonces Y se reduce a un solo punto (T, As) y Pl(xn, An) — (24, As)] > 0.

En orden a probar este teorema se reescribe el proceso (3.3) de una manera mas
compacta:

1 _
(:CnJrla )\nJrl) - (xna )\n) = 5(:‘(377” )\n) + en) (315>

con ¢, el ruido del proceso, que se puede descomponer en ¢, = ¢, + ¢,, con ¢, — 0 casi
seguramente y ¢, es una diferencia de martingalas acotada casi seguramente.

Antes de probar el Teorema 3.3.14, se hace necesario recordar conceptos introducidos
en la Seccién 2.3.2. Sea 7o =0y 7, = > 1, % para n > 1, ¢ el semiflujo inducido por la
ecuacién diferencial (3.4). El inverso de n +— 7, como el mapeo m : R, — N definido por

m(t) =sup{k >0:t> 7} (3.16)

Considerar €,7 : R, — R™ los procesos a tiempo continuo definidos por

E(Tn + U) =Cnt1, Y 7(7—n + U’) = (317)

n+1’

1
paratodonENyO§u<n—+1.

Y (t) el proceso interpolado afin a tiempo continuo asociado al proceso discreto (z,, Ay, ),

esto es,
A — A
Y (70 + 1) = (20, \) + u(% L Ani) = (@, n), (3.18)

Tn+1 — Tn

Y (1) es el proceso interpolado constante por pedazos, definido como sigue

Y (7, +u) = (Tn, M), (3.19)
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para todo n € N, y u € [0, =7). Y finalmente {F;},0 es la filtracién natural. Notar que

con estas definiciones, la regla de actualizacién (3.1) se puede reescribir como

Y(t) —Y(0) = /0 [Z(Y (u)) + &(u)|du, (3.20)

y que ademas

Observacion 3.3.15. El andlisis de convergencia positiva a atractores que se presentara a
continuacion, requiere que cada componente de A se mantenga alejada uniformemente de
cero, de manera de asegurar que la funcién = sea localmente Lipschitz en una vecindad
en torno a {x,, \, },. Esto ultimo se justifica ya que en torno a los atractores no hay pro-
blemas de regularidad de la funcién, y al iterar suficientemente la regla de actualizacién,
con probabilidad positiva se estard cerca de tales puntos.

Se pretende utilizar el Teorema 2.3.19, pero para ello se requiere verificar previamente
que se cumpla el siguiente lema.

Lema 3.3.16. Para todoT >0 y d > 0,

P(sup[ sup d(Y(u+ h),on(Y (w)))] > 0|F:) < w(t,o,T) (3.21)

u>t 0<h<T
para alguna funcion w : RS — Ry tal que limy_ w(t,8,T) | 0.

Demostracion. Por la Observacién 2.3.17, es suficiente probar que

P( sup |[Y(t+h) — éu(Y ()] 25|]—})§/;+ r(t,8,T)dt (3.22)

0<h<T
para alguna funcién r : R3 — Ry tal que / r(t,0,T) < 0.
t

Por otro lado, las Proposiciones 2.3.4 y 2.3.6 implican que la condicién Al de la
Proposicién 2.3.3 se satisface con probabilidad 1, se quiere por lo tanto verificar, que para

A(t,T) = supy<p<r || ftt+h e(s)ds||, se satisface una cota del estilo

sup [[Y(t+h) —on(Y(0)[| < C(TA(E - LT+ 1)+ sup 7(u)] (3.23)

0<h<T t<u<t+T

donde C(T') es una constante que depende sélo de Ty = y t > 0 suficientemente grande.

En efecto por la continuidad de la funcién = y el hecho que sup, ||(zn, \n)| < oo,
existe constante K > 0 tal que ||Z(Y(t))|| < K para t > 0 suficientemente grande, luego
utilizando la ecuacién (3.20) y el hecho que A1 se satisface con probabilidad 1, entonces

limsup sup ||Y(t+h)—-Y(t)] < KT,

t—oo 0<h<T
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de donde Y es uniformemente continua con probabilidad 1.

Por otro lado la ecuacién (3.20) se puede escribir como

Recordando ahora que ¢ es el flujo generado por =, se tiene que

@@ﬁ»:ww+45mﬁwmw
de donde,

t+h
mw+m—@wwmﬂww+[ =(Y (s))ds + Ai(h) + By(h)

h

Elos(Y'(2))]ds|

N

<n/ =(v (s %—/EMWMW%+MMM+WMW

sn/ﬁaY@+w»—a@aumwﬂ+n&mm+u&mm

/’H Y (s +1)) = Zlou (Y (O)]ds + [ A ()] + | Bo(h) .
Ademés se cumple que ||By(h)|| < A, T) y A(t,T) < 2A(t —1,T + 1),

Sea L la constante de Lipschitz de la funcién = en torno a una vecindad de {x,,\,} v
notando que

Y -Twl =1 [ =(7(s)+es)ds

Tm(u)

<[ ETEds [ e

m(u) Tm(u)

[1

< K (U= Ting)) +| e(s)ds||
\_V_/

Tm(u)

<K7-W/ sl +1 [ ets)as]

<Kyu)+ At —-1,T+1)+ At —1,T+1),

sigue que
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t+h o
Amws[ IE(V(w)) — E(Y (u))du]

+h
<L V- Y
t
< LKT sup 7(u)+2LTA(t—1,T+1).

t<u<t+T

Finalmente, utilizando la desigualdad de Gronwall [0, Teorema 1] se tiene que,

Y+ h) — (Y (1) < /O LIY(t + s) = os(Y(0)llds + [[A()]| + | B(h)]

SIIAt(h)||+||Bt(h)||+/U L<||At(3)||+||Bt(3)||)eXp(/ Ldu)ds

s

<(LKT sup F(u)+2LTA(t—1,T+1)+2A(t—1,T+1))

t<u<t+T

h
1+ L/ el =9 ds)
0

1 — Lh
< (LKT sup () +2(LT + DAt — 1, T+ 1))(1+ L——)
t<ut+T —
<e"M(LKT sup 7(u)+ LT + 1)A(t—1,T + 1))
t<u<t+T
=C(T,L,K)[ sup 7(u)+ A(t—1,T7+1)].
t<u<t+T
Pero de la definicién de 7(u) se cumple que J(u) = F(Tm@) + ') = W, con
0<u < m, como m(u) es creciente, entonces sup;<, <y, 7 7(u) = ﬁ Por su parte
como €(s) = €(Tpm(s) +5') = em(s)+1, con s’ € [0, W), entonces
t+h
At,T) = sup | e(s)ds|
0<h<T t
t+h
= sup H e (s)+105]|
0<h<T
t+h)
= sup H el—l—l
0<h<T - l + 1
Luego, siguiendo la idea de lo probado en [21, Teorema 2.6],
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P( sup [|X (¢4 h) — on(X ()] = 6]F)

0<h<T
1 m(t—1+h) o
<P[C(T,L)(——— + su e 8| F,
e E R N el B
m(t—1+h)
(4] 1) 1
=P sup || Y |z - | Fil-

oshsra1 et LA T C(TL L) m(t) +1

Para t suficientemente grande, —~— es pequeilo, luego se puede suponer que 5 o __
g S OES! & C(T.L)
m(t—1+h) (t—1+h)
(1)“ d > 0. Ademds notando que ||Zl (1) Elz++11|| = || Z;nmt l elljll + clz++11||

>0 ;(tl +1h) elzﬁ |+ | Z;ﬂ(; b +1h ;ljll ||, la probabilidad anterior se puede mayorar como
sigue:

m(t—1+h)

€1
P, I 2 7yqlz 017
-= I=m(t—1)
m(t—1+h) m(t—1+h)
€ Ci41
<Pl swp || > l“ | > F]+P[ swp || > l+ | = &' F
0Sh<T+1 0" ) 0Sh<T+1 0" )

Notar ahora que

m(t—1+h) o m(t—1+h) s
+ +
sup < sup
0<h<T+1 | lr;t—l) H 0<h<T+1, 2(; " | [+1 |
m(t+T) 1
< su
B o<h<IT)+1 Z(t: 1y Ie lHHl +1
m(t+T)

Ce 1
< 2 T

l=m(t—1)

y recordando que €l+1 es una dlferenma de martingalas acotadas casi seguramente, y que

més atn My, == S5 Ln(io1) 7i1 € una martingala, pues E[Mj1|Fy] = E[M), + 55| F] =
My, + g Eler41|Fx] = My, se aplica la desigualdad de Doob (Teorema 2.2.2) para p = 2

y se tiene que
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"= E[| Sr ) S
P[] su L > 6| F G +
[OShSI;Jrl | ln;t—l) [+ e (0")?
1 El—&-l 2
< =Bl ) =P
12
(5 ) I=m(t—1)m(+T) (+1
m(t+T)
C-
< El > ]
= 2 2
( ) I=m(t—1) (l + 1)
m(t+T)
C-
= [ -
ol 2 T
De donde

t+T C
e

(4T
P( sup [|X(t+h) — éu(X(1))|| = 0|F) < (;_ mz l+1 (1+1)2 = /t_l 2T (m(x)+1)2

0<h<ZT

dzx.

Donde finalmente se considera como funcién r(6,x,T) = notando que

Ce
82T (m(x)+1)2>
para x € [0,1),m(z) =0y que para x > 1, m(z) > x, por lo que

/000 (5xT)dx<%[/11dx+/loo@T11)2]<oo

Demostracion de Teorema 3.3.14. Para la primera parte, gracias a que el lema anterior
proporciona la tnica hipdtesis faltante, el resultado es directo del Teorema 2.3.19. Para
la segunda parte, el Lema 3.3.13 prueba que los puntos estacionarios de la dindmica son
alcanzables, la Proposicion 3.3.11, prueba que ), el conjunto de los puntos estacionarios,
se reduce al singleton (z., \.), luego aplicando nuevamente el Teorema 2.3.19, se concluye
que P{(x,, A\n) = (24, A)] > 0. O

]

3.3.3. Un juego de congestion

Nuevamente como en lo explicado en el Capitulo 1, un juego de congestion en el que
los jugadores sélo actualizan sus percepciones sobre las rutas, conociendo tinicamente su
propio pago al utilizar determinada ruta y desconociendo lo que hace el resto de los juga-
dores, es el ejemplo mas natural del modelo anteriormente descrito.

Se considerard por lo tanto, tal como en [3],[7] el marco de aplicacién para un juego
de congestion especifico. Un conjunto de N usuarios, ¢ € P, eligen, cada dia, entre M
rutas alternativas de un conjunto R. Las elecciones combinadas de todos los usuarios del
juego determinan qué tan saturada esta cada ruta y el tiempo promedio de viaje asociado
a elegir una u otra ruta. Cada usuario percibe solo el costo de la ruta utilizada por él en
ese dia y con esa informacion actualiza la percepcion de esa ruta particular, afectando las
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estrategias mixtas que seran jugadas en la siguiente etapa.

Formalmente, una ruta » € R viene caracterizada por una secuencia creciente ¢ <
.-+ < cly, en donde c], representa el tiempo promedio de viaje de la ruta r cuando hay u
usuarios en ella. El conjunto de estrategias puras para cada jugador i € P es S* = R. Si
ri € R denota la ruta elegida por el jugador i en la etapa n, entonces la funcién de pago
del jugador i viene dada como menos el tiempo de viaje experimentado g}, = G(r,,) = —c",
conr=ri yu=#{jeP:ri =r}

Suponer que cada ruta r’ es elegida aleatoriamente de acuerdo a las estrategias mixtas
7t = o'(x!) que dependen de la percepcién previa sobre el pago de esa ruta, via el modelo
Logit (3.7) y la evolucién de las percepciones viene dado por el proceso de aprendizaje
(3.3).

Se considera el siguiente mapeo H : [0, 1]"*® — R definido por:

U’I‘
H(m)=-EZ ) Zc;] : (3.24)
reR u=1
donde EZ denota a la esperanza respecto a las variables aleatorias U = Y icp X,

con X variables aleatorias Bernoulli independientes y no homogéneas que satisfacen
P(X" =1)=qx".

Observacion 3.3.17. H(m) esté definido para 7 € [0,1]7*® — R y no sélo para m € A, lo
que permite diferenciar H respecto a cada variable 7.

Proposicién 3.3.18 ([7, Proposicién 8]). F(r) = VH(7) Vr € A.

Luego H(m) se interpreta como un potencial, tal que 2L (\) = Gi(s, A\ 7).

onts

Se prueba también en [7, Lema 9] que las segundas derivadas de H () son cero, excepto
por
0*H
omironir
con i # j, y Ul =3 s XM

() = Bachy 0 = ciy o) € [0.0], (3.25)

Suponer adicionalmente que los pardmetros suavizantes son idénticos para todos los
jugadores, esto es, 3; := [ para todo ¢ € P y que también hay simetria en como actualizan
los jugadores, es decir, a; = a para todo i € P. Notar ademas que para este caso los valores
de 6 y w se pueden expresar de una forma mas sencilla,

wzr%xgﬁj = (N—-1)B,
VE=)

0 =méx{f, :reR,2<u<N}=max{c, —c,_,:7€R,2<u<N}}

La siguiente propiedad enuncia dos resultados que son probados en [7, Teorema 10] y
[7, Teorema 17] respectivamente:
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Proposicion 3.3.19. Se cumple lo siguiente

(1) Si 6w < 2, la funcion C : Q — Q, con C*(z) = G'(s,07(x)) s || - ||oo-contractante
y el proceso (3.5) converge casi sequramente al unico punto estacionario de (5.6).

(i1) Si 0B < 2, (3.6) tiene un unico punto estacionario x. € Q el cual es simétrico, en
el sentido que x, = (T, ..., Ti). Mds atin {x,} es un atractor para (3.6).

Lema 3.3.20. Si 03 < 2, entonces (3.4) tiene un inico punto estacionario (x.,\.) €
QA XA, con e = (Tuy oo, T) Y M = Ay s M) = 0 ().

Demostracion. La existencia, unicidad y simetria vienen dados por la utilizacion de la
Proposicién 3.3.19 (i7) y la Observacién 3.2.1.
O

Lema 3.3.21. Si 05 < 1, entonces la matriz VE(z., A\y) es estable.

Demostracion. Considerar la matriz J := V,Z,(z., A+), que es el bloque superior izquier-
do de la matriz V=(z,, \.). Notar que Z%(x, \) = ““’;S(Iz) (G'(s,07(z)) — ') y que ¢
depende sélo de z° se tiene que:

Jis,jr = ﬁ(iﬁ*, 8*)
_ 0 [0 @) (0H
- 505 [ (e trtan =) (@)

= aZ ) O (B0 ) (b = B

oxir

[ O2H Dok’
— Z Z orkr' Omis () OxIr (@) = ]l{isjr}]

LE€EP r'eR
0*H Ao’
- - - )\* - %) — 1 is=ir
‘ R 87?37”'3#3( >8xﬂ (2.) {is=) }]

[ 0°H foexih
= Q <)\*)8x]T

omir Qi

('/I;*>]l{7/7é.775:r} - l{ZSZ]T}:| ’

en donde se utilizé que las segundas derivadas de H son 0, salvo para i # j,s = r.
Adicionalmente la ecuacién (3.25) y el hecho que

) = o (22 (e

O’ i ress exp(Bzr
_ Bexp(Ba’n) exp(Ba’") "
T e (3] T T e P

= BN — BANT
= ﬁ)\ir<1 - )\i?‘)’
%)
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implican que

Jisjr = @ [BAZQT(l - Air)]EW(C?J[j—i-l = Cugyo) Ligjsmr — ]l{z‘s:jr}] : (3.26)

Ahora utilizando el Lema 3.3.20 (pues se esta en el supuesto que 65 < 1), la simetria
de A\, (A7 = N Vi,j € P), implica que J es simétrica. Se probard a continuacién que
mas ain J es definida negativa.

En efecto, se considera h € RV \ 0, y utilizando (3.26) se tiene que,

h'Jh = Z Bzahir)\ir(l - Air)En(d&[jH - CB@H)W - Za(hir)Ql

reR L i#j i
=D B WA (1= XD aN (1= ND)Er (0 = Cr g0) = ) a(h“")2] .
reR L i#j ' i

Para cada i € P y r € R, se define v := h”a(l)\lf 77" = v" X" y se fijan

05 = 07 = 0, con esto Ey,(Z) = v"E,, (X7) = v"" A7 Sigue que

iryir, T\ jr T r >\W i’"

ir\2
SN [ BT DE et 98 L

reR :7967‘ ’L;é] % \W_/
L >(zr)?
<D B |08 27z = (27
reR L i#£j i

Pero Y. 2" 77" = (3, Zir)? = 37.(Z™)2, sumado al hecho que 07, < 0y que 08 < 1

se cumple que

hTJh < ZEA* —0;-8 (Z ZW> (08 —1) Z(Zir)2

reER 7

o[ sz sy

7 %

< 0.

Con esto VZE(z4, A) es definida negativa, pues el bloque inferior derecho es —I, de
donde se deduce su estabilidad.
O
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Proposicién 3.3.22. Si 05 < 1, entonces (3.4) tiene un inico punto estacionario (., \y) €
QXA conxy = (T, oo, Tu) Y A = (A, oy As) = 0(x). Mds atin, {(z., \i)} es un atractor
para (3.4) y Pl(xn, \n) = (24, As)] > 0.

Demostracion. Dado 5 < 1 < 2, se utiliza el Lema 3.3.20 para la existencia, unicidad
y simetria del punto estacionario (z., ). Por otro lado el Lema 3.3.21 muestra que
V=(z4, i) es estable y por lo tanto {(z., \s)} es un atractor local para (3.4), finalmente
utilizando el Teorema 3.3.14 se concluye que P[(z,, A\,) = (24, As)] > 0. O
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Capitulo 4

Estudio en Detalle del Juego de
Congestion de Cominetti-Melo-Sorin
para Instancias Pequenas

En este capitulo se presenta un estudio en detalle del modelo presentado en el articulo
[7], para analizar los tipos de equilibrios (cantidad, finitud) en el caso de un juego de
congestién mas particular (en donde la cantidades de jugadores y rutas son conocidas).

4.1. Caso 2 jugadores, 2 rutas

Tal como en la subseccién 1.1.2 se define el modelo particular que describe el juego de
congestion, para ello se utilizan las variables aleatorias bernoulli X que vienen descritas
como sigue,

i {1 s% el jugador 7 elige la ruta r (4.1)
0 sino

P(X7" =1) =7 (4.2)
Ur .= ZXJ"", ie{l,..,N}, (4.3)

JjEP

donde U™ se interpreta como la carga de la ruta r. En la condicién de equilibrio se tiene
que " = G'(r',07(r)), con r = (r',r*) € {a,b} x {a,b}, para este caso particular la
funcién G* es funcién de la carga asociada al perfil de rutas escogidos por los jugado-
res y es funcién del pago que cada jugador percibe al escoger una u otra ruta, esto es,
" = E(—c}| X" = 1), con ¢} < ¢}, los costos asociados a la congestién de una ruta.
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De donde:
—zt = ¢ (1— 72 +c5 (72
—— ——
Proba de que 2 no elija a Proba de que 2 elija a
= ¢+ (¢ — )™
6Bx2a
=i+ (5 — Ccf)eﬂxza—w
1
= Ctll + (Cg - C(ll> 1 + eB@®—a2)
—z' = cb(7*) + (1 — )
= &~ (¢ — )
5$2a
_ b b b €
= ¢y — (c3— Cl)W
1
= Cg - (0’2’ - CIDW
y luego:
g — gzt = (b — () - cl’)—1 )+ (e + (5 — ca)—l )
- 2 2 1 1+ eg(be,xza) 1 2 1 1+ eﬁ(a:?bfx?a)
1
= (cf — Cg) + [(c5 —cf) — (Cii - Cg)]w
1

= (f =) + (5 +c5) — (] + C?)]W,

simétricamente se tiene

1
2b 2a a b a b a b
a” =z = (cf — &) + (g +¢3) — (cf + Cl)]W

Por comodidad se adopta la siguiente notacion A := (c¢—ch) y C 1= [(c3+c5)—(ct+ch)].
Necesariamente C' > 0, pero A puede ser tanto positivo como negativo dependiendo de
los parametros del problema.

Para lo que sigue en el andlisis se considera §; := x'® — 2'% y §, := 2% — %%, por lo
que se tendria el siguiente sistema a resolver:
1
1

O equivalentemente, se pretende buscar los puntos fijos de la funciéon ¥ = ¢ o ¢
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9 = V()
:A+Cl+eﬁ¢2(5i)
1
=A+C , 1 €41,2}.
1_|_66(A+Cl+e155i) { }

En lo que sigue se analizara en detalle el caso en que §; = 5 := J (que se puede traducir
como una simetria en las preferencias de los agentes), con esto no serd necesario trabajar
con las ecuaciones (4.4) y (4.5), sino que bastara con estudiar si existen algunos ¢ tales que:

1

)=A+C
1+

1= 0(0) (46)

Lema 4.1.1. Eziste un tunico § que satisface (4.6).

Demostracion. Claramente h(d) = 6 — ¢(0) es estrictamente creciente, con h(d) — —oo si
) — —o0y h(d) = 0o si § — oo, de donde se sigue el resultado. O

Ahora lo que se pretende es estudiar las condiciones sobre los parametros A, C, 5 que
provoquen que este equilibrio simétrico deje de ser estable (se genere una iteracion fija
alrededor de uno o mas puntos distintos al equilibrio), se propone que esto ocurre cuando
se satisfacen las siguientes condiciones:

¢
14 P
1 (4.8)

() = A+
¢'(9)

La condicién (4.7) es solamente ser punto fijo, la condicién (4.8) es la que realmente
entrega informacion, para ello se procederd a desarrollarla un poco:

IA

_ B3

i

(1+efh)2 =

& C’ﬂeﬁ‘S > (1+ 6”85)2
—

&0>08—-Cpz+ 2%

P <-1e

Como es una parabola positiva, sélo puede ser < 0 entre sus raices, esto es:

(4.8)(:)0@—\/025(06—4) <:-< C’/B+\/C’2B(Cﬁ—4) (4.9)

=z =z4
Sz <1+4eP <2y (4.10)
@w§5gw_ (4.11)
—_—— \Hg_/
=0_ =04
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La condicién (4.11) se traduce en que en (§_,d) la curva ¢(.) esté por sobre la recta
y(0) =4, y que en (d,d,) esté por bajo ella, esto es, la condicién de inestabilidad (4.8) se
puede ver también como:

(48) & $(5_) > 5_ A b(6,) < 5, (4.12)
C _In(z-—1) C In(zy —1)
¢>A+ZZTAA+Z§T (4.13)
In(z_—-1) 1 A In(zy—1) 1
= =
Lema 4.1.2. £, + & = —1.
Demostracion.
_In(zy—-1) 1 In(e--1) 1
=705 FRRNoT -
In(CPHVBCED ) )
_ 2 _
cp Cp+/Cp(Cp —4)
. In(VEPCED - 2
o CB— /CB(CB - 1)
ln(05—2+\/m ) ln(C/ﬁ—z—\/m )
_ 2 4 2
Cp cp

2 2
 CB+/CB(CB—4) CB—/CRCB—4)
ln([CB—2+\/CB(Cﬁ—4)][05—2—\/05(06—4)])

4

CB
,CB— JCBICB—4) + CB + \/CA(CB —4)
[CB+/CB(CB - 4)|[CB — /CB(CB — )]

B In((CEACHH (9 +408) \ o3
Cp (CB)? = (CF)* +4CB
(@), 08 _

Luego, gracias al Lema 4.1.2, la condicién (4.14) se puede reescribir como sigue:
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AN

(414) & & -1< = <&
o2, —2< D<o,
2A
G2 - 1< S 1<% 41

2A
C ——
=t
2(ct —ch) + (5 +ch) — (] + )
(5 +c5) = (cf + )

(Gre) —(Gra)|
(5 —cf) + (53— 1)

La expresion dentro del modulo se puede interpretar como el costo promedio de una
ruta por sobre la otra (en la escala correspondiente).

<¢

=

Una expresion andloga para & viene dada por:

§=2+1
2 (cB+\CBCB-0) .\ _ 4 .
Cp 2 CB++/CB(CS —4)

_ 2 408 ) _4cs-CBCE-Y) |
CB \2(CB—/CR(CP - &) 4CP

2 2 4
- T [ R G B

B \1- i ( Cﬁ>+

21 H 1_6% +4/1 4
=—In|—F——— -

s sV

Se tiene por lo tanto que un equilibrio (es decir que satisface ¢(d) = 0) es inestable si
y solo si

4
(@ +c)—(E+)] 2 1+4/1-25 1
S = ') [ ) Y S (4.15)
(c§ —cf) + (3 — 1) cp 1 — 1_%8 Cp

Notar que si O < 4 entonces el equilibrio simétrico es siempre estable y por lo tanto
el proceso discreto converge casi seguramente al tinico punto estacionario de la dindmica
continua, que es un atractor global.

Ahora para el caso C'f > 4 se estudiard un poco mas en detalle los distintos casos.
Sean las funciones &, (z) ==& (2) + 3 y & (z) :== & (z) + %, es facil probar las siguientes
propiedades:
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06

025

50 100 150 200 250 300 350 400 450

0,25

Figura 4.1: Grafica de las funciones & (x),{’ () en azul y rojo respectivamente.

o0 € (z) = %7 lmy 00 £ (2) = %17

&' (x) tiene un méximo local, donde alcanza un valor A; > %,

¢ (z) tiene un minimo local, donde alcanza un valor Ay < 3,

€ (4) =¢.(4) =0.

El objetivo de la Figura 4.1 es ilustrar la desigualdad que implica la inestabilidad del
equilibrio simétrico, dada por (4.14). Notar que para C' fijo existen una gama de distintos
valores de A que permiten que haya o no inestabilidad, formalmente se tienen los siguientes
Casos:

1. Si A € [-C, 0], entonces V[ tal que C3 > 4, se satisface que el equilibrio simétrico
es inestable y puede dar paso a la existencia de otros equilibrios distintos.

2. SiA>C(A;—3) 6 A< C(Ay—1), entonces nunca se satisface la condicion (4.15) y
por lo tanto el equilibrio simétrico es siempre estable, de donde se tiene nuevamente
la convergencia casi segura a tal atractor.

3. 81 A e (0,C(A —3)] 6 Ae[C(A; — 3),—1), dependiendo de los valores de 3, el
equilibrio simétrico pasa de ser estable a inestable, pues a medida que 3 crece, la
curva y = A queda encerrada entre las curvas &, (z) y £ (z), y luego como éstas
se acercan asintoticamente a % y _71 respectivamente, se deja de cumplir (4.15) y el
equlibrio simétrico pasa nuevamente a ser estable.

En resumen, si no se cumple alguna de las condiciones de inestabilidad entonces el
equilibrio simétrico pasa a ser un atractor global para la dindmica continua y con pro-
babilidad 1, el proceso discreto dado por la regla de actualizacion de las percepciones
converge a tal equilibrio. En el caso de que las condiciones de inestabilidad se satisfagan
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entonces da paso a la existencia de mas equilibrios y el comportamiento alrededor de ellos
dependera de los parametros del problema, se sabe que para el caso general de N jugado-
res M rutas hay condiciones que aseguran la convergencia casi segura y con probabilidad
positiva a los atractores de la dindmica continua, no obstante dada la estructura de este
caso particular se puede decir mas acerca de los demas posibles equilibrios, en efecto, el
siguiente teorema establece que para la dindmica original a lo mas hay 3 equilibrios.

Teorema 4.1.3. En la dindmica de 2 jugadores y 2 rutas hay a lo mas 3 equilibrios.
Demostracion. Se pretende para tal propdsito estudiar los puntos fijos de la siguiente
funcion:

C

V() =A+ ——F5—.
1+65A+%

(4.16)

Se considera el siguiente cambio de variables (estrictamente decreciente):

1 log (£ —1)
y=—— =2 = Y

- w7 1).
[ o 5 velD

Sea x, punto fijo de ¥, y considerando las siguientes variables A := A, C := C, se
tiene que:

o (1 =1)log(t 1)

V)=V = 4.17
(x) ( 3 ) 5 (4.17)
log (3 -1\ 7! -1
BA+BC <1+665> log (X — 1)

S A+C |1+e :—;%—- (4.18)

C log (5 — 1)
s A+ [ oAtaoy = 5 (4.19)

sC 1
& A+ W = log (; - 1) (4.20)
— C 1

La funcién de la derecha no depende (explicitamente) de los pardmetros, por lo que
permite un estudio en detalle de su comportamiento:

fly) =log (; ~ 1) (4.22)
oy Loty ot o1 o1

f@»_§—1ﬂﬂ) O TS y<o, (4.23)
" o —1 . __1

f@%—@jTF " (4.24)



4.1. Caso 2 jugadores, 2 rutas Capitulo 4

Notar primero que como f’(y) < 0 entonces f(y) es decreciente. Ademés f”(y) < 0 <

t>3y f'(y) >0& z < i, porlotanto f(y) en convexa entre (0, 3) y céncava en (1, 1).
Por otro lado trivialmente se tiene que:

= f(5) =0,
u 11/Iny—>0 f(y) = 00,

w lim, ; f(y) = —o0.

Por otra parte la funcién g(y) := A + en (4.21) satisface lo siguiente:

1+ eAt+Cy
-C o
/ _ A+Cy
9y) = (1 _f_eZ—i-?y)Qe ¢
—2
-C _
— T@A—"_Cy < 07
(1 +€A+Cy)2
" 2 —1 A+Cy~ A+C 1 A+Cy~
q"(y) C [(1 ATy e Ce + 0+ 6A+Cy)2€ C
—3 -, ~
_ ey [1- 0]
(1 + €Z+€y)3 )

Como ¢'(y) < 0 la funcién g(y) es decreciente. Ademds eA+CY e [eA, eAC] con A =

Blet — )y C=p(ct+c—(ct+c)) >0, de donde A+ C = B(c§ — ), que puede ser
tanto negativo como positivo, dependiendo de los pardmetros del problema.

Notar ahora que:

g'(y) =0 & eV =1

S A+Cy=0
oy A

Y esto tltimo sélo es valido si A < 0y C > |A], pues y € (0,1). De cumplirse lo anterior
g(y) tiene un sélo cambio de curvatura, pasando de ser convexa a céncava, pues:

n SieMY <1, = ¢"(y) <0, es decir, g(y) es concava.

n SieMO 1 = ¢"(y) >0, es decir, g(y) es convexa.

Notar finalmente que co = f(0) > g(0) = A + 1+C;X > A+ 1+e++6 =g(1) > f(1) = —o0,
tal condicién asegura que las curvas f(y), g(y) se intersectan al menos una vez (sin im-

portar la curvatura de g(y)).

Se define ahora la funcién h(y) = f(y) — g(y), cuya primera derivada viene dada por:

—2

1 C —
B (y) = + S— A 4.25
(v) y(y — 1) (1+€A+Cy>26 ( )
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08T

04T

04T

08T

12T

Figura 4.2: f(y)

Notar que los ceros de h'(y) indican la cantidad de minimos y méximos locales de la
funcion h(y), si tal cantidad es menor o igual a dos, entonces necesariamente h(y) tiene
un sélo cambio de curvatura (notar que h(0) = oo y h(l) = —o0), se tiene entonces la
siguiente secuencia de equivalencias:

—2
1 C I
h/ — O @ — _ A+C’y
g y(I—y)  (1+erouy’

2 1+ em@)2
& Cyl—y) = e

—=2 1 xoy
S Cyl-y)=|—5 +e ?

e 2
_ A4Cy n A4Ty \ 2

_ e 2 e 2
@c@(l—y):zx( 5 )

_ A+C
& C’Qy(l —y) = 4cosh2(%).

La funcién de la izquierda es una parabola abierta hacia abajo, y por lo tanto una
funcién estrictamente céncava. Por su parte la funcién del lado derecho es estrictamente
convexa, y luego esa igualdad a lo mas se puede alcanzar en 2 puntos. De donde A'(y)
puede tener a lo mas dos ceros, y consecuentemente h(y) tiene a lo mas un cambio de
curvatura, con lo que f(y) v ¢g(y) se pueden intersectar a lo més en tres puntos.
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I EY

+28

Figura 4.3: f(y) en azul , g(y) en tonalidades rojas, con dos diferentes pares de pardmetros

Ahora para una visualizacién de la dependencia de los parametros se presenta el si-
guiente analisis, de todos los casos relevantes:

» Caso A+ C < 0:

Notar que para tal caso ’—5‘ > 1 por lo tanto, para g, no hay cambio de curvatura

en el intervalo [0, 1] permaneciendo siempre céncava. Su primer valor extremo es
. — (o] - A . - C
negativo (A + oz < A+ C <0,y como es deate(nente, entonces A + enie < 0).
Un aumento de los valores absolutos de los parametros, hace que la pendiente sea
méas pronunciada, permitiendo la existencia de méas de una interseccion con la curva
f(y) tal como se ve en la Figura 4.3, sin embargo no puede haber mas de 3 cruces,

pues g(y) no tiene cambios de curvatura en ese intervalo.

= Caso A > 0:
Para este caso A 4+ C > 0 y por lo tanto ;CZ < 0, de donde g es convexa en [0, 1],
por otra parte g(1) = A + MLZ@ > A >0y como g es estrictamente decreciente,

entonces ¢ es siempre positiva en el intervalo [0, 1]. Nuevamente si los pardmetros
son muy grandes hacen que la pendiente de la curva crezca (en médulo), como se
aprecia con la curva de color rojo en la Figura 4.4, por lo que no pueden haber méas
de 3 intersecciones (y necesariamente hay al menos 1).

» Caso A< 0y A+C >0:

En este caso la funcién g(y) tiene un cambio de curvatura en el intervalo en cuestion,
y lo que se aprecia en la Figura 4.5 es una situacion bastante similar a las de los
puntos anteriores, a lo mas hay 3 posibles cortes entre ambas curvas y por lo tanto
a lo mas 3 equilibrios del sistema original.
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0,75

Figura 4.4: f(y) en azul ,g(y) en rojo y amarillo (ante distinto par de pardmetros)

08T

04T

04t

o8

\

Figura 4.5: f(y) en azul, g(y) en colores anaranjado y variantes de verde para distintos
parametros
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4.2.

Caso 3 jugadores, 2 rutas

Capitulo 4

4.2.

El estudio de este caso es ilustrativo, para mostrar como se complican las ecuaciones
al ir incorporando mas agentes. Los equilibrios asociados con las dindmicas vienen dadas

por las ecuaciones:

01

Caso 3 jugadores, 2 rutas

—z' = (1 — 1) (1 — ) + (1 — 7)1 + (1 — 7°*) 7] + Grerde,
—2' = &7 4 A1 — 7?7 4 (1 — 73972 + (1 — 72) (1 — 7).
—2% = (1 — 7)1 — 7)) + 4[(1 — 7' )7 + (1 — 7)) + o,
—:L‘% — C(iﬂ'laﬂ'?)a + Cg[(]_ o 71_la)ﬂ_Ba + (1 . 7T3a)7rla] + Cg(l o 7T1a)(1 o 7T3a).
—2** = cf(1 — 1) (1 — 7)) + 4[(1 — 7)) + (1 — 7' 7% + Sron'e,
—:L‘Sb — C(iﬂ_Qaﬂ_la + Cg[(l o 71-2‘1)71-1“ + (1 o 7T1a)71'2a] + Cg(l _ 7T2a)(1 _ 711“).

Se define como antes ¢; := z°

b

— ,

ia

i € {1,2,3}. De donde se tiene que:

Claramente f(x,y) = f(y,z), y se tiene ademds que:

De donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones que sélo involucra 7’s.

p

1

B

ia

ia

ebr

1

1
log(ﬂla - 1)
1
log(ﬁm - 1)
1
log(ﬁ3a -1)

— f(7T2a, 71_3(1),

— f(’ﬂ'la, 71_3(1)7

69

= (cf )1 =) (1 = 7*) + (5 — A — 7)™ + (1 — 77 + (c§ — m*'n™
=f(rta x3a)

= f(ﬂ-laa 7T3a)>

— f(n% 7).
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O equivalentemente

1

= 1+ eBf(m2a,m39) = h(ﬂja? 7T3a)a (426)
a 1 a a
= 1 1 epfaiamay = h(r'e, 7%, (4.27)
1
7.(_3(1 — — h(?TQa"]Tla)_ (428)

1 + eﬂf(ﬂ'Qa,ﬂ'la)

Este ultimo sistema, se puede reducir al siguiente sistema de 2 ecuaciones:

a 1 a a _la
T = gy = M B ), (4.29)
1
- = h(m'*, h(r'e, 7). (4.30)

= 1+ ePI@ @ h(xTe x2a))
Observacion 4.2.1. Se cumplen trivialmente las siguientes propiedades:
il =1 -7 =7t i€ {1,2 3}
= h(z,y) = h(y, z).

= flayy) = [(cf =) +[(c§ — ) + (¢ — ¢1)]a]

+y[[(c5 — 3) + (c3 — )] + [(c5 — 25 + ) — (c5 — 2¢ + ¢1)]a].

4.2.1. Caso simétrico

Llamando M := ¢§—c4, N := [(& —c%)+ (5 —cb)], 0 = [(cd — 23 +cf) — (% —2c5+c4)]
se tiene que:

filx)=M+ Nz A fylzx) =N+ Ox. (4.31)

Notar que N > 0, M generalmente es < 0y O se puede suponer > 0 (sino es cuestién
de intercambiar los arcos).

Lema 4.2.2. En el caso de costos lineales afines: ¢ = u" + ju", se tiene que O = 0.

Demostracion. En efecto:

= [(cf — 202 +c5) — (= 2¢5 + ¢3)]
= [( — 2(u® + 2v%) + u® + 3v®) — ((u® + 0" = 2(u’ + 20°) + ub + 30P))]
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4.2. Caso 3 jugadores, 2 rutas Capitulo 4

Para el caso simétrico se busca analizar entonces la siguiente ecuacion:

= h(m, ) (4.32)
B 1
- 1 —I— eﬁf(ﬂ':ﬂ')
B 1
1 4+ eB(M+N]+[N+Om]m)
1
= 1+ B(M+2N7+0x?) (4.33)
1 1
& 3 log (— - 1) = M +2Nr + Or?. (4.34)
s

La funcién %log (% — 1) ya ha sido estudiada anteriormente y se conoce su compor-
tamiento: es una funcién estrictamente decreciente, con asintotas verticales en 0 y en 1,
con un cero y punto de inflexién en 7 = 1. Es convexa entre (0, 3) y céncava en (3, 1).
Por su parte para la funcién M + 2N7 + On? se tienen dos casos:

» O =0 El lado derecho de la ecuacion (4.34) pasa a ser la recta creciente M + 2N,
que intersecta sélo una vez a %log (% — 1) y por lo tanto hay un tnico equilibrio.

n O>0

1. (raices reales) El lado derecho de la ecuacién (4.34) es una pardbola abierta
hacia arriba, con raices m = —YHVN=MO ”\g’Mo <0ym= =N+vN"-MO VgLMO. De 75 no

se sabe a priori su signo, sin embargo dado que el valor minimo de M +2N7 +
Om? se encuentra en % < 0, s6lo la rama derecha de la parabola (donde
es creciente) se encuentra en el intervalo donde interesa el andlisis, entonces
alli habra solo una interseccién con la funcién %log (% — 1) y por lo tanto un
unico equilibrio.

2. (raices complejas) En el caso que N? — MO < 0 la pardbola no tiene raices
reales, sin embargo su valor minimo sigue estando en m = %, por lo que en el
intervalo [0, 1] se encuentra sélo la rama creciente estricta, de donde habra sélo
una interseccion con %log (% — 1) y consecuentemente un unico equilibrio.

4.2.2. Caso Semisimétrico

Lema 4.2.3. La funcion h(xy,zy) = m es decreciente en sus dos variables.

Demostracion. En efecto, calculando una derivada parcial se obtiene:

oh —1 eﬁf(w17$2)ﬁ of

8332

Oxg (14 effl@nea))2
Beﬁf(fl,wz) of
(1 + AT 2 By

(.

~
>0
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4.2. Caso 3 jugadores, 2 rutas Capitulo 4

Como f(x1,72) = fi(x1) + 2 fo(r1), se tiene que

af a a a a a
3_:152 = [(03 — )+ (Cg - Cl{)] + [(03 —2¢5 +cf) — (Cg - 203 + C?)]xl
- N —+ O T
N NN
>0 20 >0
>0
Sigue que sgn(g—ag) = —sgn(a‘a—x’;) = —1 y por simetria sgn(g—fl) = —1, por lo que h es
decreciente en sus dos variables. O

Se pretende, ante la dificultad de calcular un equilibrio total del sistema, suponer al-
guna de las probabilidades fijas, por ejemplo 72 = 7* y analizar el sistema reducido:

7 = h(x', ), (4.35)

7 = h(h(n? %), 7). (4.36)

Lema 4.2.4. FEl sistema (4.35) (equivalentemente (4.36) ) tiene solucion.

Demostracion. Teniendo en consideracion que h es una funcién continua y acotada entre 0
y 1, si se aumenta 7’ (i € {1,2}) entonces h(rn’, 7*) decrece, y por lo tanto h(h(m, 7*), 7*)
crece. Para m* = 0 la funcién h(h(m",7*),7*) parte con un valor > 0y < 1y a medida
que 7 crece, también lo hace (de manera continua), hasta llegar (en 7* = 1) a un valor
en [0, 1]. De donde necesariamente se intersecta al menos una vez con la diagonal y = 7.

]

Sean 7! = 7! (7*) y 72 = 7?(7*) (algunas) las soluciones del sistema (4.35). Para tales

valores se verifica si se satisface la condicién de compatibilidad (C): 7* = h(z'(7*), 7%(7*)).
Notar que en general, independiente de como se comporten las funciones 7'(-) y 72(+),
las curvas y = 7 e y = h(w'(7), 7%(7)) se intersectardn al menos en un punto (por un
argumento similar al del lema anterior), sin embargo tal interseccién no necesariamente
ocurrird en m = 7*, por lo que posee un criterio para determinar cuando, via este método,
se tiene o no un equilibrio del sistema.

Un caso interesante, es cuando se tiene que para un 7 fijo se obtiene un equilibrio
(parcial) simétrico en el sistema reducido (4.35), w§(7®) = w2 (7?), si ademds se satisface la
condicién de compatibilidad C, se dice que la tupla (7&(73), 7%(73), 7®) es un equilibrio
semisimétrico.

Proposicién 4.2.5. Los equilibrios (parciales) simétricos wi(73) = 7%(73) son decrecien-

tes con 3.
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Demostracion. En efecto, dado que m§(m®), 7%(73) son soluciones del sistema reducido

satisfacen:

Te = h(ns, ) = h(re, ) = 75 (4.37)

Se denota m'(73) := h(ml, 7 + i) y se hace crecer crecer 7 7 73 + §, como h(rwl,-) es
decreciente, se tiene que:

Ts = hime, ™) > h(rs, 7 + ) = m®(r®) (4.38)

Luego para este m* := 72 + § se puede encontrar otro equilibrio simétrico del sistema
reducido (m&, 78" )=(h(7%, 7*), h(ml*, 7)), v por (4.38) tal equilibrio necesariamente es

menor que (75, m5), de donde & (7m3) = 72 (7®) es decreciente. O

Teorema 4.2.6. Ezisten a lo mas 3 equilibrios semisimétricos (salvo permutaciones').

Demostracion. En efecto, se considera un equilibrio semisimétrico (m§(m?), 72 (w3), 72),
con mg(m?) = 74(73) := mg(m?). Tal tupla debe satisfacer las siguientes ecuaciones:

1
1 4 eBlfa(ms(m3)+73 fa(ms (n3))]?
1
1 + eBlfi(ms(w?))+ms(w?) fa(ms (73))] °

ms(n®) = h(mg(n?),7°) =

7 = h(rg(m?), ms(7?)) =

(4.39)

(4.40)

Despejando 7 de la ecuacién (4.39) e igualando con la ecuacién (4.40) se tiene:

1 1 1 3 1 B 1
B 0og 71_5(71.3) B - f1(7TS(7T )) f2(7TS(7Tg)) 1 + Bl (s (7)) s (73) fa (ms (w%))]
(4.41)
o equivalentemente:
1 1 3yy _ fa(ms(7®))
7108 (W - 1) ~ h(7s(™) = T ARGt st s (442)
=g (75(r)) =ga (s (r9))

En lo que sigue se pretende estudiar el comportamiento de las funciones g (), g2(x),
recordando que por (4.31) fi(x), fa(x) se pueden escribir como sigue:

filv)=M+ Nz A folz) =N+ Ox. (4.43)

La funcién g¢;(x) = %log (L —1) — (M + Nz), que estd conformada por una suma de
funciones decrecientes, satisface las siguientes propiedades que se verifican facilmente:

» gi(z) = Bz(l x) — N, de donde gj(z) = 0 puede tener a lo mas dos soluciones, pero

ninguna de estas soluciones estd en [0, 1], por lo que en ese intervalo g; no tiene
cambio de monotonia.

1En el sentido de considerar como fija alguna de las otras probabilidades.
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4.2. Caso 3 jugadores, 2 rutas Capitulo 4

- 01(0) = 00, (1) = —c.

" g1(z) =0& %log (L —1) = (M + Nz) que puede tener a lo mas 1 solucién. Por lo
tanto la funcién g, (z) puede tener a lo més 1 cero en [0, 1].

gl (x) = %[ﬁ — =3], consecuentemente g{(z) >0z < 1y ¢{(z) <0<z > L.
Por lo tanto g; () pasa de convexa a céncava en x = 3.

N+Ozx
14-eBIM+2Nz+0a2)]
pues N >0y N+0 = (b — )+ (¢4 — &) > 0. Para un anélisis un poco mas detallado
se estudiaran 2 casos:

por su parte es siempre positiva para todo = € [0, 1],

La funcién go(x) =

» O =0 (por ejemplo en el caso de costos lineales afines)

N

= 1 cAOTNe)” y via el cambio de variables y := (M +2Nx),
e X

En este caso go(x)

sumado a la utilizacién de la siguiente funcién auxiliar gs3(y) := g2(%; ]\ég/[ ) =1 J]rve - se
pretende estudiar las propiedades de monotonia y curvatura de gs(x).
93(y) es una funcién decreciente, pues:
-N
5(y) = ——¢¥ <0.
95(y) a +6y)26
Y gs3(y) tiene a lo més 1 cambio de curvatura:
NeY
/! - - - Yy 1 )
De donde
Gy =0y=0&x= (4.44)

2N
Luego para que haya un cambio de curvatura donde interesa, x € (0, 1), debe tenerse
que M >0A—=2N > |M]|.

Con esto ga(x) es una funcién decreciente y con a lo mds un cambio de curvatura,
de donde, basado en lo probado para el Teorema 4.1.3, a lo més se intersecta 3 veces
con la funcién g;(x).

= O>0
Se define el cambio de variables y := N+Ox y se utiliza la funcién auxiliar siguiente:
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N+ o~
1 4+ eBIM+NEGH(N+O G ) ¥5N]
Y
1+ e%[NO—HN(y—N)—i—( —N)2|

- V 5 1—|—€6(M
z—\/ 1/ﬁ1+p622.
*95

Se estudia entonces la funcién g5(z). Notar previamente que z > 0.

Y

Qm

1 —pez22z 1 2 2
/ — + — 1 = _ 9 2 z ] )
95(2) 1 + peZQ (1 + peZQ)QZ (1 + pez2>2 + pe pz €
Luego
2
gi(2) =0 pe” (22— 1) —1=0.
=05(2)

Pero g6(0) = —1, g4(2) = 2pze**(22% + 1) es positiva y por lo tanto creciente . Por
otro lado gl/(z) = 2pe* (42* +822+1) > 0 de donde se trata de una funcién convexa.
Entonces necesariamente (para z > 0) gg(2) tiene un sélo cero y por lo tanto gs(z)
tiene un sélo cambio de monotonia. Como g5(z) > 0si z > 0y lim,_,, g5(z) = 0, se
tiene que la funcién pasa de ser creciente a decreciente.

95 (2) = ﬂ 2pe* 2z(2%e*") —(2zez2+z262222)
5 (1 + P622)2 (1 + ,0622)3 (1 T pez2)2
szeZ2 22 2 22 2 2
:m[_l—pe +4dpze +(1+pez)2(1+z)]
2pze*

= m [pez2(222 —3) — (22’2 +3)].

De donde ¢/(z) =0 < z =0V pe* (22> —3) — (222 +3) = 0.

=g7(2)

Luego z = 0 indica un cambio de curvatura, pero ademds para z muy cercano a 0 (por
la derecha) g?(z) < 0, por lo que el cambio de curvatura es de convexo a céncavo.
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4.2. Caso 3 jugadores, 2 rutas Capitulo 4

Ahora resta notar que g7(0) = —3(1 + p) < 0, gh(2) = 2z[pe*’ (222 — 1) — 2], que tiene
2 ceros, uno en z = 0 y el otro cuando pez2(222 — 1) — 2 = 0 que ocurre en un sélo punto
(caso muy similar al visto en el caso O = 0) para z > 0, pero para z cercano a 0 (por la
derecha) ¢7(z) < 0, entonces z = 0 es un maximo local, de donde necesariamente g;(z) se
hace 0 en un solo punto.

Resumiendo, en el caso general, la funcién g5(z) tiene 2 cambios de monotonia y 3
cambios de curvatura: comienza cercana a 0 siendo negativa, decrece de manera céncava,
hasta el primer cambio de curvatura pasando a ser convexa, llega a un minimo local y
comienza a crecer (de manera convexa), en z=0 tiene un cambio de curvatura, llega a
un maximo local y comienza a decrecer de manera concava hasta el siguiente punto de
inflexién donde pasa a ser convexa y termina decreciendo a 0.

Se tiene luego en este caso que que también a lo mas hay tres cortes y por lo tanto
salvo permutaciones sélo hay 3 equilibros semisimétricos. En esta parte no se estudié la
convergencia de la dindamica discreta a estos equilibrios, pues aca se esta trabajando con
parametros que podrian ser arbitrariamente grandes y en particular podrian existir equi-

librios, que por el método estudiado en el capitulo anterior, nunca sean alcanzados.
m
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Capitulo 5

Conclusiones y Problemas Abiertos

5.1. Aportes Realizados

La conclusién general es que este trabajo cumple con los principales objetivos por el
cual fue desarrollado. Se lograron extender los resultados de las dos referencias bases. La
regla de actualizacién definida en el capitulo 3 es un poco mas cercana a la realidad, en el
sentido que para dos individuos con igual percepcién inicial sobre una misma estrategia
e igual pago pueden actualizar de manera diferente, reflejando que tanto mas sensible es
uno frente al otro.

Los resultados probados en la Proposicion 3.3.6, prueban que la velocidad de con-
vergencia en el modelo propuesto es mayor que en los otros modelos, sobre todo cuando
se considera a; € (m, ﬁ], de esta manera en menos iteraciones del juego repetido
(ante instancias no muy grandes en la cantidad de jugadores) se puede llegar al equilibrio.
Esta diferencia de velocidades, al menos con el modelo de Cominetti et al. [7] se debe que
para tal modelo si una estrategia tiene una valoracién inicial muy baja se demorara mucho
en visitarla, esto pues tal actualizaciéon no tiene memoria y no guarda cuantas veces se
ha utilizado una estrategia determinada, la incorporacién de la variable 6 corrige esta

falencia.

Bajo la regla de decisién Logit, los Teoremas 3.3.2 y 3.3.14 de convergencia casi segura
y convergencia con probabilidad positiva respectivamente, prueban que ante ciertas con-
sideraciones en los parametros de la dinamica, el proceso de aprendizaje dado por la regla
de actualizacién, descrita en el Capitulo 3 para el juego repetido, converge (cuando las
iteraciones tienden a infinito) a los puntos estacionarios de la dindmica continua asociada,
que a su vez son los equilibrios de Nash para un juego potencial subyacente.

Se aplicaron los resultados de convergencia descritos anteriormente para un tipo de
juego potencial especifico, un juego de congestién en el que el espacio de estrategias puras
es el mismo para todos los jugadores y consiste en un conjunto de rutas paralelas entre
un unico par origen-destino.

En el Capitulo 4 se obtuvieron interesantes resultados concernientes a la estabilidad de
los equilibrios simétricos y para estos ejemplos con pocas rutas y jugadores, se logré au-

7
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mentar el rango de los pardametros que permitan algin tipo de convergencia hacia los
equilibrios del juego subyacente.

5.2. Trabajo Futuro

Si bien se cumplié con lo que se buscaba, quedan aun problemas abiertos que serian
interesantes de trabajar. Para el modelo desarrollado en el capitulo 3 podria resultar
atractivo aplicar los teoremas de convergencia (casi segura y con probabilidad positiva)
para otros juegos potenciales, y en el caso del juego de congestion buscar resultados de
convergencia sin suponer simetria de los jugadores, esto es que tengan distintos 3; y a;
para todo j € P, o aplicarlo para un juego de congestion en el que los jugadores tienen
distintos espacios de estrategias puras, es decir una red.

Respecto a lo realizado en el capitulo 4, vale la pena extender la bisqueda de equilibrios
para los casos de N jugadores con 2 rutas y el caso general de N jugadores y M rutas.
El primero de estos casos fue estudiado en el transcurso de esta memoria , mediante
herramientas de estructuras O-minimales [3], [21], se traté de probar la finitud en la
cantidad de equilibrios, sin embargo no se logré obtener resultados generales concluyentes.
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