Al

///

Y
UNIVERSIDAD DE CHILE

FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

HERRAMIENTAS MATEMATICAS PARA EL CALCULO DE PRIMAS EN SEGUROS
CONTRA SISMOS.

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERA CIVIL MATEMATICA

MONICA BELEN CARVAJAL PINTO

PROFESOR GUIA:
SERVET MARTINEZ AGUILERA

MIEMBROS DE LA COMISION:
JAIME SAN MARTIN ARISTEGUI
JOAQUIN FONTBONA TORRES

SANTIAGO DE CHILE
ENERO 2013



RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERA CIVIL MATEMATICA
POR: MONICA CARVAJAL PINTO
FECHA: 09/01/2013

PROF. SERVET MARTINEZ

HERRAMIENTAS MATEMATICAS PARA EL CALCULO DE PRIMAS EN SEGUROS
CONTRA SISMOS.

Esta memoria se centra en el estudio de seguros contra terremotos, pretendiendo generar
nuevas herramientas que permitan sentar las bases de primas calculadas con fundamentos
cientificos. Se utilizaron tanto, modelos de Sismologia y Finanzas, como resultados de Teoria
de Probabilidades y Procesos Estocasticos. Se subraya que este es un primer estudio sobre
el tema, que describe las variables en juego y un modelo que las relaciona, pero que aun no
refleja completamente la complejidad que se presenta en una situacion real.

Primero se describen los modelos de finanzas convencionales para seguros. Ademés se
utilizan conceptos de Sismologia con el fin de estudiar la distribucién de probabilidad de las
reclamaciones para el caso de terremotos, acentuando los distintos niveles de aleatoriedad
involucrados.

Se cre6 un modelo que describe el proceso de riesgo que enfrenta una compania aseguradora
cuando considera este tipo de fenémenos. Luego, mediante el uso de Procesos de Markov
Deterministas por Pedazos y resultados de Teoria de Renovacion, se logrd calcular el valor
de la prima neta en este modelo. Ademas, se determin6 una prima tal que el balance de la
aseguradora sea una martingala.

Para considerar en este estudio la presencia de companias reaseguradoras se describe un
Mercado de Reaseguros Proporcionales. Se dan las condiciones necesarias en la fijacion de
precios para que no existan posibilidades de arbitraje en el mercado. Tales condiciones traen
consigo la busqueda de una medida martingala equivalente de probabilidad, bajo la cual el
proceso de riesgos de un seguro sea una martingala. Sujeto al contrato preexistente entre
clientes y aseguradora se busca tal medida dentro de un conjunto de medidas martingalas
equivalentes especifico y, para dos ejemplos, se calcula el precio de un reaseguro de exceso de
pérdida bajo estas condiciones.

Por dltimo, como complemento a los calculos anteriores, se consideran dos formas
alternativas de calculo de primas, diferencidndolas segin el momento en que ingresa un
cliente y toma el seguro en la compania.
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Introduccion

La prediccion de desastres naturales, como lo son huracanes, terremotos o inundaciones, ha
sido siempre una aspiracion del hombre. A pesar de que expertos han desarrollado numerosas
técnicas en distintas areas, ain no se ha logrado una buena estimacién de estos eventos.
Dada esta incertidumbre y los enormes danos que podrian causar estos eventos, el mercado
financiero ha enfrentado este tema creando, mediante companias de seguros, polizas que
cubren a sus clientes ante eventuales pérdidas econémicas.

El calculo de primas a pagar por los asegurados se vuelve complejo en estos escenarios,
yva que debido a las caracteristicas propias de la aleatoriedad en cada caso, no es directo
aplicar técnicas o procedimientos de la teoria actuarial convencional utilizada en otro tipo de
Seguros.

Chile, a lo largo de su historia, ha sufrido variados terremotos, como el terremoto de
Valdivia en el ano 1960, el terremoto del anio 1985 en la zona central y el sufrido en Concepcion
en el ano 2010. Es en este tltimo, donde se puso a prueba los sistemas de seguro en el pais.
A pesar de las grandes pérdidas, las companias pudieron responder a sus asegurados (ver
[34]). Sin embargo, si se analiza como se pagaron estos seguros, se encuentra que solo un
bajo porcentaje del dinero pagado corresponde a capital de las aseguradoras nacionales y
que la mayor parte fue pagada por companias de reaseguro internacionales (ver [23]). Si
bien, este sistema de seguro-reaseguro funcioné correctamente, las companias reaseguradoras
internacionales al verse afectadas por los terremotos de Chile y Japon han subido el valor de
Sus reaseguros.

Este trabajo se centra en los seguros contra sismos, pretendiendo generar nuevas
herramientas para el cdlculo de primas que permitan a las companias aseguradoras tener
un mejor sistema de prediccion y, sobretodo, sentar las bases de primas calculadas con
fundamentos cientificos. Se subraya que este es un primer estudio sobre el tema, que describe
las variables en juego y un modelo que las relaciona, pero que aiin no refleja completamente
la complejidad que se presenta en una situacion real.

Esta memoria esta estructurada en 6 capitulos. En el primer capitulo, “Riesgo y Seguros|’,
se describe el modelo general de seguros y se muestran resultados conocidos sobre el modelo
clasico de Cramér-Lundberg. En el segundo capitulo, “[Distribucién de las Reclamaciones|’,
se muestran algunos modelos usados en Sismologia y se describen los distintos niveles de
aleatoriedad involucrados al momentos de estimar las eventuales pérdidas asociadas a un
sismo. En el siguiente capitulo, “Seguros contra Sismos|’, se mostrard lo particular de este
tipo de seguros definiendo un modelo adecuado para abordarlo. Luego, en el capitulo




se presentaran los Procesos de Markov Deterministas por Pedazos, adaptando el modelo
introducido en el capitulo anterior a este tipo de procesos, para luego hacer el calculo del valor
de la Prima Neta y de una prima que haga a las ganancias de la compania una martingala.
En el capitulo ] “Mercado de Reaseguro Libre de Arbitraje”, se describe un Mercado de
Reaseguros, se construye una técnica para buscar una medida martingala equivalente dentro
de un conjunto especifico de medidas y, para dos ejemplos, se calcula el precio de un reaseguro
de exceso de pérdida exigiendo que el mercado esté libre de arbitraje. En el capitulo final,
“Otros calculos de primas|’, se muestran posibles alternativas al cdlculo de primas dependiendo
del momento en que el asegurado contrata la poliza, como del tipo de contrato que tenga con
la aseguradora.




Capitulo 1
Riesgo y Seguros

Detras del concepto riesgo es posible encontrar variadas definiciones dependiendo del
campo del saber desde el cual se realice su analisis. Entre las definiciones mas utilizadas, esta
el uso de dicho término como la factibilidad de experimentar ciertos eventos de interés y las
consecuencias derivadas de dichos eventos. Asi, los riesgos podrian tener un sentido positivo o
negativo, pero convencionalmente se hace referencia a ellos con una connotaciéon de pérdida.
En seguros, el riesgo puede definirse a través del monto de las reclamaciones totales de los
asegurados cuando sucede un evento.

Las personas se encuentran cotidianamente sujetas a riesgos de las més variadas indoles
y es a partir de la necesidad de aminorar las consecuencias negativas que potencialmente
estos acarrean, que es posible enlazar los conceptos de riesgo y seguros. A grandes rasgos,
la forma en la que opera un seguro es la siguiente: un grupo de personas aceptan que estan
expuestas a sufrir algin tipo de siniestro en sus bienes o en sus personas, y que dichos
siniestros pueden causarles consecuencias irreparables como la pérdida de sus vidas, o bien
pérdidas econémicas considerables. Al contratar un seguro, es decir, firmar una poéliza de
seguro, estas personas pagan por adelantado una cantidad de dinero que recibe el nombre de
prima. Una aseguradora es quien recibe el dinero de dicha personas y a cambio se compromete
a compensar monetariamente a todos aquellos asegurados que podrian sufrir algin siniestro
durante el tiempo de vigencia del seguro, segin lo pactado en la poliza (ver [2§]).

En el sistema de seguros es necesario precisar detalladamente las caracteristicas de los
eventos a asegurar y es primordial que el nimero de asegurados sea bastante grande como
para que el capital obtenido por la compania, por medio del cobro de primas, sea suficiente
para enfrentar los gastos de los eventuales siniestro individuales que acontezcan. De esta
forma las pérdidas econdémicas se distribuyen entre todos los clientes de la aseguradora y se
garantiza la sobrevivencia financiera de cada uno de ellos.

Para modelar el sistema de seguros descrito es claro que tanto el niimero de eventos, como
el tamano y el momento de las reclamaciones son variables aleatorias.



1.1. Modelo General de Seguros
En general, lo que se busca modelar es el balance de la compania aseguradora en un tiempo
t > 0. Para esto se utilizan dos procesos: el Proceso de Riesgo y las Primas.

Los objetivos principales son modelar las reclamaciones y decidir el valor de las primas
para evitar la ruina de la compania de seguros.

1.1.1. Proceso de Riesgo

El riesgo corresponderé al tamano total de las reclamaciones hasta el tiempo ¢, lo que se
llamara S;. Para describirlo se utilizaran dos subprocesos:

e Si las reclamaciones ocurren en la sucesion de tiempos aleatorios (7;,7 > 1) con
0<T) <T; < .., entonces el Proceso de Conteo N = (N, :t > 0) se define como

Ny=sup{i>1:T;, <t}

donde N; =0 si T} >t y se asume que N; < oo con probabilidad 1.
En otras palabras, NV; representara el niimero total de reclamaciones hasta el tiempo ¢.

e Una sucesion infinita de variables aleatorias S = (Y;,i > 1), donde Y; representa el
monto o tamafio de la reclamacion i. Se asume Y; > 0y E[Y;] < oo Vi.

Por lo tanto, el tamano total de las reclamaciones al tiempo t es

S,=Yi4 Yo+ . Yy =Y,

donde S; = 0si N, = 0.

Se observa que Sy, = > 7Y, es la suma de las reclamaciones de los primeros j eventos.

1.1.2. Prima

El proceso {P; : t > 0} representara los ingresos por primas de la compania hasta el
tiempo t.

Principios para el Calculo de Primas

Existen variadas formas para determinar el monto a pagar por los asegurados. A
continuacion se muestra algunos principios matematicos para el cilculo de la prima total
sobre un periodo de tiempo [0, R] (ver [19]):
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. Prima Pura por Riesgo La prima pura por riesgo se define como:
PR = E[SR]

Aunque esta formula podria parecer justa para el asegurado, es claro que no lo es para
el asegurador, quien debe solventar los diversos gastos de administracion del seguro, y
quien en este caso, no tendria ningin margen de ganancia esperado por operar.

. Principio del Valor Esperado La prima en este caso esta dada por:
Pr=(1+MNE[Sg],A>0

donde X es el factor de carga. Si A = 0 se obtiene la prima pura por riesgo. En general
este factor se determina fijando ciertos margenes de solvencia en un periodo de tiempo
determinado, con el fin de evitar la ruina de la compania.

Principio de Utilidad Equivalente Dada una funcién de utilidad v : R — R y un
numero real w la prima se fija buscando la igualdad:

Elu(w + Pg — Sg)] = u(w).

Principio del Valor Medio Para una funcién f : R — R no decreciente y no negativa
el principio del valor medio busca la igualdad:

f(Pr) = E[f(Sgr)]-

Principio de la Varianza El principio de la varianza esta dado por:
Pr = ]E[SR] + /\VCLT‘[SR} y A> 0.
Principio de la Desviacidon Estandar El principio de la desviacion estandar esta
dado por:
Pr = ]E[SR] + A\/VGT[SR] s A> 0.

Principio Exponencial El principio exponencial esta dado por:

1

Pr = —logElexp (aSg)] , a > 0.

o

Principio de Esscher El principio de Esscher esta dado por:
E[SRGQSR]
Pr=——-—2-—,a>0.

B~ TE[eosk] «

Este principio viene de utilizar ]E?;—S};] como la derivada de Radon-Nikodym para

establecer un cambio de medida (para mas detalles ver [12] y [13]).



9. Principio de Swiss Para una funciéon u : R — R no negativa y no decreciente y un
parametro 0 < p < 1 el principio de Swiss busca la igualdad:

Elu(Sg — pPr)] = u((1 — p)Pr).

Este principio incluye tanto el principio de utilidad equivalente como el principio del
valor medio.

10. Principio de Dutch El principio de Dutch esta dado por:
Pr = E[Sg] + 0E[(Sg — ¢E[SR])+] ,a>1,0<60 < 1.

Observacién En general no existe un mecanismo de calculo para la prima que sea superior
al resto, sino, més bien, el principio a utilizar dependera de la situacién, pues existen varias
condiciones que afectan la forma de calcular primas, entre ellas, las restricciones legales y
financieras, las condiciones del asegurado, las condiciones de la propia aseguradora y de
las otras aseguradoras, asi como las condiciones del mercado del seguro. Todos estos son
factores que determinan, directa o indirectamente, el valor de una prima para cubrir un
riesgo particular en una situacion real.

1.1.3. Condicion de Ganancia Neta

Para k € N se define la variable aleatoria
[y = (PTk - STk) - (PTkA - Squ)'

I'; corresponde al balance de la compania aseguradora entre dos siniestros sucesivos.

Como se desea que la ruina no ocurra, la Condicion de Ganancia Neta exige que:
E[l'x] > 0.
1.1.4. Balance de la Empresa

Finalmente el capital de la empresa se representara mediante el proceso (z; : t > 0), de
modo tal que para cada tiempo t:

Zt:U+Pt—St

donde u es el capital inicial de la compania.

1.1.5. La Ruina

Se denota 7 el momento de ruina, es decir,

7 =1inf{t > 0: 2z <0}

6



Se tiene T = oo, si Vi >0,z > 0.

Entonces, la probabilidad de ruina para un horizonte infinito, dependiendo del valor inicial
de z; es:
Y(u) =P(r < 00| 20 =u)

y para un horizonte finito se escribira

U(u,t) =P(r < t| 20 =u).

1.2. Modelo Clasico de Cramér-Lundberg

El modelo de Cramér-Lundberg tiene sus origenes en la tesis doctoral del sueco Filip
Lundberg defendida en el afio de 1903 (ver [21]]). En este trabajo, Lundberg utilizé términos
un tanto distintos a los actuales, pues en aquellos afnos ain no se habia formalizado la teoria
de los procesos estocasticos como se entiende hoy en dia. En 1930 Harald Cramér retoma las
ideas originales de Lundberg, y las pone en el contexto de los procesos estocasticos, en ese
entonces de reciente creacion (ver [7]).

Este modelo asume lo siguiente:

e N = (N;:t>0)es un proceso de Poisson homogéneo con pardmetro A > 0. Por lo
tanto, los tiempos entre reclamaciones siguen una distribucion exponencial del mismo
parametro.

e S =(Y;:i>1) son variables aleatorias i.i.d. con funcion de distribucion G.
e [, presenta un crecimiento lineal, es decir, P, = ct , donde ¢ > 0 es la tasa de ingresos.

e Los procesos S y N son independientes.

El modelo ha sido estudiado en extenso, diversas generalizaciones se han propuesto y
analizado. Un ejemplo de estos resultados es el siguiente (extraido de [2§]):

Proposicién 1.1 Bajo el Modelo Cldsico de Cramér-Lundberg la probabilidad de ruina con
horizonte infinito es:

1. 9(0) = 2£ | con u = E[Y].

2. p(u) =2 [[Gy)dy + [, v(u—y)G(y)dy| parau>0

donde G(y) =1 — G(y).



DEMOSTRACION. Sea ¥(u) = 1 — (u) = P(7 = oo | Zy = u). Entonces,
/ =00 | Zy=u,Y) =y, T1 = t) e MdG(y)dt
0

P(r
u-+ct
)\e_xt/ P(r =00 Zy=u,Y1 =y, T = t)dG(y)dt
0

donde se utilizé el cambio de variable s = u + ct. Luego, derivando la expresion anterior se

obtiene
8 e - -
{ (u) /zp(u— y)d (y)]

dw
du

A\
W=7
A\
c

Por lo tanto,

i =50 =2 | [ [ ["ite - nicais
_ % :/Ou@ﬂ(x)dm —~ /Ou /yu@ﬁ(a: - y)drch(y)}
:%l%@mF[i[ﬂwmmww]
=2 ([ [Co [ dcwa]
_ %/Ouw(x)é(u 1)
_ %/OUQZ(U — )G(a)da (L1)
_ %/OOO B — )G (@)L (2)da. (1.2)

Como ¢(u—2)G(z)Lj,(z) / G(z) cuando u * oo entonces, tomando limite cuando u * 0o
en la ecuacion (1.2 se obtiene por Teorema de Convergencia Monotona (ver [30])

1—wmw=3AmG<Mx—A“

Cc Cc

Por lo tanto,

$(0) = 1—(0) = 22 (13



Finalmente, usando en la igualdad que resulta de la linea se tiene
D _
v(w) = 00) =2 [ i = 2)Gla)da
G- 2)G(a)d
[ [ o= a)Gs
:/0 G(x)d:c—/o G(:c)der/o w(u—x)G(x)dx]
/ G(x)dx—i—/ 1/J(u—x)G(x)dx} :
LJ u 0

Ol> o> ol




Capitulo 2

Distribucion de las Reclamaciones

Antes de realizar cualquier calculo de primas, es necesario conocer el comportamiento de
las reclamaciones de los clientes. Para encontrar tal distribucién de probabilidad en un seguro
contra terremotos, es necesario distinguir los distintos niveles de aleatoriedad involucrados
que repercuten en la estimacién final.

Ademas, para poder analizar cada nivel por separado, es importante entender los siguientes
términos a utilizar, los que provienen de la Oficina del Coordinador de las Naciones Unidas
para el Socorro en Caso de Desastre, UNDRO (ver [31]):

Amenaza o Peligro Sismico: probabilidad de que se presente un evento potencialmente
desastroso durante un cierto periodo de tiempo dado un lugar determinado. La
evaluacion de peligro sismico requiere investigacion en 4 areas:

1. Fuentes u origen.

2. Medio por el cual se transmite la onda sismica: la transmisién de la senal sismica
decrece con la distancia a una velocidad que depende del medio por donde pase.

3. El sitio a estudiar: incluye el tipo y geologia del suelo.

4. La instalacion de interés: para cada estructura de interés la respuesta dindmica y
resistividad debe ser modelada.

Riesgo Sismico: grado de pérdida, destrucciéon o dano esperado debido a la ocurrencia de
un determinado evento. Esto esté relacionado con la probabilidad que se presenten los
eventos y provoquen ciertas consecuencias econdémicas o sociales. El riesgo sismico esta
vinculado estrechamente con el grado de exposicién, es decir, con la predisposicion a
ser afectado por el evento sismico.

Vulnerabilidad Sismica: caracteristica intrinseca de las estructuras, dependiente de cémo
hayan sido disenadas, de la calidad de los materiales de construccién empleados, de la
ejecucion en obra, entre muchos otros factores, siendo independiente de la peligrosidad
sismica del sitio donde se encuentren emplazadas, es decir, una estructura puede ser
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vulnerable, pero no representar un riesgo para sus moradores cuando se encuentre en
un sitio con bajo peligro sismico.

Dano: grado de deterioro o destruccién causado por un evento sismico sobre la propiedad,
los sistemas de prestacién de servicios y los sistemas naturales o sociales.

A continuacion se describen 4 niveles de aleatoriedad involucrados en la estimacion de
las reclamaciones. En cada nivel, se asumen conocidas las variables aleatorias de los niveles
anteriores. De esta forma, se genera un arbol de probabilidades que permite el célculo de la
distribucion final de las reclamaciones (Y; : i > 1).

2.1. Primer Nivel: Fuentes

El primer nivel de analisis esta relacionado con la ocurrencia de un sismo. La aleatoriedad
de este evento proviene tanto de la ubicacion, de la magnitud como del tiempo de ocurrencia
del terremoto.

2.1.1. Ubicacién de las Fuentes

Las fuentes sismicas se modelan como puntos, lineas o 4reas en el espacio. Dado un sismo
proveniente de una linea o area, se asume una probabilidad uniforme sobre éstas para la
ubicacién del evento.

2.1.2. Magnitud

La distribucion de probabilidad de la magnitud comtinmente esta basada en estimaciones
provenientes de los datos histéricos disponibles.

Una de las leyes mas conocidas es la Ley de Gutenberg-Richter (ver [15]):

donde M es magnitud de Richter, N, representa el promedio anual de sismos con magnitud
mayor o igual a M. Los pardmetros a y b son constantes especificas de cada fuente.
Generalmente el modelo no se considera para magnitudes con valores menores a un minimo
Mo, que son sismos muy pequenos como para generar un dafo en las estructuras.

Sea f = bIn10. A menudo se considera a M una variable aleatoria con distribucién
P(M <m)=1—exp(—F(m —myg)), para mg < m

es decir, M se distribuye segin una exponencial de parametro f.
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Como no tiene mucho sentido fisico magnitudes arbitrariamente altas, en algunos casos se
opta por truncar la distribucién anterior con un limite m;. En este caso, la distribucion de
las magnitudes corresponde a:

P(M < m) - kml [1 — eXp (_B(m - mO))L para my <m < my

donde
km1 = [1 - eXp(ﬂ(mO - ml))]_l

es la constante de normalizacion.

2.1.3. Distribucién Temporal

Los primeros modelos para riesgo sismico asumen que los terremotos se pueden
representar como eventos independientes en espacio y tiempo, y usan procesos de Poisson
(Cornell,1968[4]). En estudios actuales , las correlaciones temporales y espaciales son tomadas
en consideracion. Una revision detallada de estos modelos puede encontrarse en Akkaya and
Yucemen,2002 (ver [2]).

Modelar el proceso de reclamaciones en un seguro contra terremotos como un proceso de
renovacion poissoniano, permitiria obtener resultados explicitos. Sin embargo, esta hipotesis
no siempre es realista. Si bien es cierto que modelar la sismicidad como un sistema sin
memoria es apropiado para evaluar la sismicidad mundial o para &reas afectadas por sismos
originados por diversas fallas geologicas independientes(ver Apéndice , definitivamente no
es apropiado para estudiar una region que se ve afectada por una falla en particular.

El concepto de brecha sismica dice que en aquellas zonas en que no ha habido actividad
severa en un largo periodo de tiempo, es mas probable que ocurra un sismo de gran magnitud,
por lo tanto, la distribucién de la magnitud de un evento debiera depender del tiempo
transcurrido desde el taltimo sismo de magnitud mayor o igual a my.

Distintos autores (ver [I],[I8]) han propuesto que los tiempos interocurrencia siguen una
distribucion de Weibull, cuya funciéon de distribucion esta dada por:

T

k
H(z;k,a) =1 —exp (— [—] ) , para x > 0
«
donde k y « son pardmetros de la distribucién.

Esta hipotesis se basa principalmente en aspectos cualitativos de tal distribucion como lo
es la tasa de riesgo, que en general para una distribucion H con densidad h se define como:

Sy h(@)
M) =

y para la distribucién Weibull(k, a) esta dada por:

Mz ko) = k <£)k_1, x> 0.

a \x
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Cuando k > 1 la tasa de riesgo es creciente en el tiempo, lo que coincide con concepto de
brecha sismica. Ademas si se cuenta con datos para realizar un ajuste, esta distribuciéon no
excluye del anélisis la hip6tesis de un proceso de renovacién poissoniano, ya que para k = 1

H(z;1,a) =1 —exp (—£>
a

lo que corresponde a una distribucién exponencial.

En Chile, E. Kausel V., et al (ver [I8]) mostraron que para pequenas regiones del territorio
nacional la distribuciéon Weibull tiene un buen ajuste obteniendo un parametro k cercano a
2. Mientras que para zonas més amplias este pardmetro disminufa acercandose a 1, lo que
corresponde a una distribuciéon exponencial.

Definicién 2.1 Se conoce como Modelo Poissoniano Cldsico al modelo que asume una sola
fuente, los tiempos se distribuyen como un proceso de Poisson y la distribucion de probabilidad
de las magnitudes es una exponencial.

2.2. Segundo Nivel: Leyes de Atenuaciéon

Dado un sismo de magnitud M el movimiento del sitio puede ser caracterizado por uno o
mas parametros, como lo son:

Intensidad Modificada de Mercalli (I): La intensidad de Mercalli es una manera
subjetiva de medir los movimientos del terreno, basandose en la informaciéon otorgada
por observadores y/o el movimiento producido por un sismo. Esta subjetividad en
ocasiones crea problemas, ya que, por ejemplo, no es directo comparar dos intensidades
de sismos ocurridos en épocas distintas, o ciudades que no cuenten con la misma
tecnologia antisismica.

Aceleracion Maxima del Suelo (PGA): Como su nombre lo indica (PG A, por su sigla
en inglés), este parametro mide la aceleracién maxima que se genera debido a un sismo.
Usualmente se mide en unidades g, de aceleracion de gravedad. A diferencia de la
intensidad es una medicion objetiva y su valor se obtiene de acelerémetros ubicados en
diversas posiciones.

Existen leyes de atenuacion(derivadas de correlaciones empiricas y habiendo pocos
elementos teoricos) para relacionar los parametros de un lugar a distancia focal r del epicentro
con la medicion de magnitudes (por ejemplo, magnitud Richter denotada por M).

Las dos formas mas utilizadas son (ver [4]):

I = ¢ 4 coM + cslog(r) (2.1)
PGA = bye?My=bs (2.2)

donde by,bs,c1,09 v ¢3 son pardmetros regionales a estimar.
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Observacién Si bien, para un sismo de magnitud M, estas leyes de atenuaciéon son
deterministas, también existen leyes que agregan una componente aleatoria a la relacion,
como, por ejemplo, agregando un ruido a las formulas anteriores.

Para el Modelo Poissoniano Simple es posible demostrar que (ver [25]):

P(I > i) = C;Grexp(—pfi/cs) (2.3)
Fy . (t) =exp (—utCrGrexp (—pi/ca)) (2.4)

y —pB/b2
Fpga,, (t) =exp | —utGy (b_) (2.5)
1

donde Fj . (t) v Fpga,,, (t) representan la Intensidad y Aceleraciéon Maxima del Suelo en un

b3

periodo de tiempo de largo t, C; = exp(ﬁi—;), G = P y Gy =r

2.3. Tercer Nivel: Vulnerabilidad Sismica
Dado un sismo de magnitud M y una medicion de los efectos de éste en el sitio a considerar
(I o PGA), se evalia el dano que podrian sufrir una construccion.

En general, se establecen niveles cualitativos de dano estructural o no estructural (ND)
que podria sufrir una construccién. Por ejemplo:

1. Ningtn Dano.

2. Dano Leve.

3. Dano Moderado.

4. Dano Fuerte.

5. Colapso.

La cuantificacion del dano se hace mediante la Tasa de Dano descrita a continuacion.

Definicion 2.2 Tusa de Danio (DR, de su sigla en inglés)

DR Dinero para reparar el edificio
Dinero para reconstruir el edificio

donde el costo de reparacion considera danos estructurales como no estructurales.
En ocasiones, para faciliar los calculos, es conveniente utilizar solo una Tasa de Dafio por

cada Nivel de Dano. Este valor se le llama Tasa de Dano Central (CDR, por su sigla en
inglés).
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La relacion entre el grado de dano sufrido por una construccion y la intensidad de un
sismo, puede expresarse de las siguientes formas:

1. Matrices de probabilidad de dano: un elemento de estas matrices expresa la probabilidad
de que una estructura sufra un Nivel de Dano(ND) igual a j, dado un sismo de
intensidad igual a i (ver [35]).

2. Funciones de vulnerabilidad: expresan la misma relacion que las matrices de
probabilidad de dano, pero en forma continua.

Todas las generalizaciones o distribuciones de probabilidad de Nivel de Dano siempre
dependeran del tipo de estructura que se esté analizando. Por ejemplo, dos construcciones
vecinas sometidas a un mismo movimiento sismico pueden presentar distintos niveles de dano
dependiendo de la calidad de su construccién.

Un ejemplo nacional de analisis del dano esperado a un grupo de viviendas se encuentra
en Silva, 2011 (ver [31]), donde se estudian distintos conjuntos habitacionales de la Region
Metropolitana.

2.4. Cuarto Nivel: Reclamaciones

Si ya se conoce el nivel o tasa de dano que sufrird una estructura producto de un sismo,
el calculo del valor de la reclamacion a efectuar dependera del tipo de poliza contratada.

Denotando V PA al valor de la propiedad asegurada, el valor de la reclamaciéon sera:
Y; = (min{VPA- DR, Yyt — D))"

donde D es el deducible asociado al seguro, es decir, la cantidad de dinero a pagar para poder
realizar una reclamacion (si el valor a reclamar es menor a D, no tiene sentido presentar tal
peticion), Yisx corresponde a un valor méximo para cada reclamacion que eventualmente
podria estar estipulado en la poéliza.

Ejemplo Asumiendo la existencia de un sismo y que el tiempo entre éste y el sismo anterior
es v, se desea encontrar la distribucion de probabilidad condicional de las reclamaciones, es
decir,

P(Y; <y | Tiempo transcurrido desde el sismo anterior = v)

bajo las siguientes condiciones:

1. Primer Nivel: Se considera que solo existe una fuente sismica puntual, a distancia r de
la construcciéon, que podria general temblores. Considerando

Frr(m) =P(M < m | Tiempo transcurrido desde el sismo anterior = v),

con funcion de densidad fur.,(m) para m > my.

2. Segundo Nivel: Se trabajara con la Intensidad de Mercalli Modificada, I, y con la ley
de atenuacion descrita en (2.1)).
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3. Tercer Nivel: Se discretizara el problema usando una matriz de probabilidad de dano.

4. Cuarto Nivel: Se asume que para cada Nivel de Dano, ND = [ (ordenados de manera
creciente), existe una Tasa de Dano Central, CDR = j;, y que notando por ND; y
CDR;, a nivel de dano y tasa central de dafio de la reclamacién ¢, entonces el valor de
tal reclamacion estara dado por:

Y, =VPA.-CDR,.

Notando por I(y) = max{l : ji < %4}, es decir, [(y) es el ultimo nivel de dafio tal que
CDR es menor o igual a %7, se tiene
U(y)
P(Y; <y|M;=m)=P(VPA-CDR; <y | M;=m) =Y P(ND; =1|M; =m)
1=0
I(y)
= P(ND; =1|1=[c1 + caM; + cslog(r)])

=0

De esta forma

P(Y, <y | Tiempo transcurrido desde el sismo anterior = v) =
I

<
=

OOIP(NDZ» =1|1=|c1+ cam+cslog(r)]) fare(m)dm.

0

3

=0

Ademaés, la integral sobre m, se convierte en una sumatoria cuando la intensidad I se
discretiza por nivel.

2.5. Teoria de Valores Extremos

En algunos estudios de seguros (ver [16]) no se realiza el analisis completo de los
distintos niveles de aleatoriedad, sino que directamente se asume que la distribucién de las
reclamaciones pertenecerd a un grupo especial de distribuciones llamadas Distribuciones de
Valores FExtremos. Su definicion se detalla a continuacion.

Para cada n € N, sea Xy, Xo,, X3,, ..., X;un Una secuencia de variables aleatorias i.i.d.,
a, >0yb, €R.

Se define
Cn = Il’léX(Xln, Xgn,Xgn, ,an>

Cp — b,

Qn

Cr =

n
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Teorema 2.3 Si existe una secuencia de constantes {a, : a, > 0,Yn € N} y {b, }nen tales
que

P(ngz)—]}"((j”_bngz) — F*(2), z€R

an n——oo

para una funcion de distribucion no degenerada F*, entonces F* pertenece a la familia de
distribuciones Generalizadas de Valores Extremos, cuya funcion de distribucion corresponde

e (e (5] )

y estdn definidas en el conjunto {z € R: 1 —1—5@ >0} conpeR, 0>0y&eR.

Distribuciones de Valores Extremos:

1. Gumbel (£ =0)

2. Fréchet (¢ > 0)

3. Weibull inversa (£ < 0)

F*(z) = {eXp (—[-(ED)]7), siz<b.

1 siz>b.

Observacion En el andlisis anterior para el Modelo Poissoniano Clésico la distribuciéon de
la intensidad y la aceleracion maxima en un periodo de largo ¢ (ver (2.4) -(2.5)) también
corresponden a distribuciones de Valores Extremos.
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Capitulo 3

Seguros contra Sismos

Los Seguros contra desastres naturales y, en particular, contra terremotos, forman un
aspecto de la Teorfa de Seguros que no es facil inscribir en el marco actuarial convencional.
Las razones de tal situacion y los rasgos mas significativos de estos riesgos son los siguientes
(ver [3]):

1. Los terremotos destructivos son poco frecuentes, pero se asocian a una pérdida potencial
muy alta.

2. Los riesgos individuales de cada asegurado no son independientes. En la teoria
tradicional de Seguros se asume un gran nimero de bienes asegurados independientes
entre si, de modo que la demanda total puede ser representada como la suma de un
gran nimero de pequenos componentes independientes. La desviacion estandar de las
reclamaciones totales anuales, no es una proporcion excesiva de los ingresos anuales de la
empresa, por lo que resulta ser factible construir una reserva que con alta probabilidad
cubra los riesgos.

Para el caso de terremotos, como se vio en el arbol de probabilidades construido
anteriormente, dado un sismo de gran magnitud es esperable que muchos clientes cobren
sus seguros simultaneamente, y que si la aseguradora no esta bien preparada para estos
eventos, quede en situaciéon de quiebra.

3. Exposicion simultanea de varios tipos de seguros. Tratdndose de un sismo, la
aseguradora ademadas de preocuparse por seguros contra terremotos que ofrece para
proteger a las construcciones, debe poner atenciéon a otros tipos de seguros que también
seran cobrados en casos de un gran desastre. Por ejemplo, seguros automotrices por
danos sufridos el dia del sismo, seguros de vida cobrados por los familiares de las
victimas, etc.

4. La informacion estadistica es poca y la significancia de tal informaciéon es limitada.
En general, las companias hacen uso de su experiencia con el mismo tipo de seguro
para evaluar los posibles gastos. Sin embargo, para grandes sismos el ntimero de datos
disponibles es reducido, lo que dificulta realizar tales estadisticas de una forma correcta.
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Ademés, caracteristicas tales como el desarrollo econémico o la creciente urbanizacion
hacen que el proceso sea altamente no estacionario y que las estadisticas asociadas
tenga una significancia muy baja.

Por lo anterior, y lo discutido en el Capitulo 2] no es posible modelar este tipo de seguros
con el modelo clasico de Cramér-Lundberg (explicado en la Seccion [1.2)) y se hace necesario
introducir un modelo que sea capaz de capturar este fenémeno.

3.1. Modelo para Seguros contra Sismos a Utilizar

El objetivo de esta memoria es dar herramientas mateméaticas con base cientifica para
poder realizar el célculo de primas en seguros contra sismos. Por esto, se intentara abarcar
distintos puntos de vista en el modelo con el cual se trabajaré y, de esta forma, dar suficiente
flexibilidad a un eventual usuario de los resultados.

e Si bien existen modelos que consideran el efecto de las réplicas, en esta memoria no se
hara uso de estos. Se trabajara a macroescala y, de esta forma, un sismo y sus réplicas
se agruparan en un solo evento para efectos de célculos de la compania aseguradora.
Dado un catalogo sismico, un algoritmo para agrupar cada sismo con sus réplicas puede
ser encontrado en Zhuang et al., 2002 (ver [36]).

e Para hacer compatible el modelo con distintas teorias, no se trabajard con una
distribucion entre eventos especifica y se dejard tal distribucién como una variable
del modelo, pudiéndose evaluar los resultados en distintos casos.

e Para poder admitir el concepto de brecha sismica, la distribuciéon de las magnitudes
podréa depender del tiempo transcurrido desde el sismo anterior. Esta dependencia se
heredara a los siguientes niveles del drbol de probabilidades, descrito en el capitulo
anterior, hasta llegar al dltimo nivel, es decir, la distribucién de las reclamaciones
también podra depender del tiempo entre eventos sismicos.

La situacion descrita anteriormente se modelard matematicamente a través de un proceso
Proceso General de Renovacion descrito a continuacion:

1.- Componente Temporal.

La componente temporal del proceso se modela como un Proceso de Renovacion con las
definiciones habituales (ver |24]).

Sea H la distribucion del tiempo entre dos eventos, que se supone con densidad h.

Existen (W, : k > 1) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas no
negativas, tal que

(Vk > 1) P(W, < t) = H(t) , t € [0,00).

0, H(co) =1y H(0) < 1.

t
Ademas, H es creciente, continua por la derecha, H(07)

19



Siguiendo con la notacién utilizada en el Capitulo |1}, los instantes de renovacion (7; : i > 1)

son: .
T=) Wi
k=1

y corresponden a los instantes de tiempo cuando ocurren las reclamaciones.

El nimero de renovaciones hasta el tiempo ¢ es:
Ny =sup{T; <t:i>1}
con N; =0siT) >t
N, corresponde al total de reclamaciones hasta el tiempo t.
La familia de variables aleatorias (/V; : ¢ > 0) se llama Proceso de Renovacion.

La Funcién de Renovacion es:

Se cumple que

m(t) =Y H™(t)

n>1

donde H™(t) es la n-ésima convolucion de H (ver [24]).

2.- Proceso de Reclamaciones

YVt > 0 se define:

es decir, v; representa el tiempo que ha transcurrido desde el taltimo sismo. Esta variable en
Teoria de Renovacién se conoce como la edad del proceso en el tiempo t.

La distribucion de Y; dependera del tiempo transcurrido desde el (i — 1)-ésimo evento, es
decir, dependera de vy,. Si vy, = v, entonces la distribucion condicional de Y; se denotara
G(y,v) y esta definida como:

Gy, 0) =P(Yi <y | T, — T = v) = P(Y; <y | v, = v).

Por lo tanto, las reclamaciones S = (Y; : ¢ > 1) seran una sucesion de variables aleatorias
independientes con distribucion condicional G(y,v) dependiendo de la variable v;.

Se define:

Edszmwn—ﬂ4=w:Hnum:d=/ ydG(y: v).
0
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Observacion Las reclamaciones también se pueden definir a través del proceso (Y; : ¢t > 0),
donde:

Y, =0, t¢{T,:i>1}
Y~ Gy, T —Tiny), te{T,:i>1}

Se tiene:

3.- Primas y Capital inicial de la compania

El capital inicial de la compania sera igual a u, es decir,

20 = U.

Las distintas elecciones para primas se diferenciaran a través de su tasa, pudiendo ser:

e Tasa Constante P, presentara un crecimiento lineal, es decir, P, = ¢t , donde ¢ > 0
es la tasa de ingresos.

e Tasa Variable dependiendo del Tiempo P, tendra una tasa variable, ¢(s), tal que
P, = fot c(s)ds. Es posible fijar esta tasa en el momento inicial para todo el periodo a
analizar.

e Tasa Variable dependiendo de la Edad del Proceso P, = f(f c(vs)ds, donde vy es
la edad del proceso al tiempo s. En este caso no es posible fijar en el instante inicial el
valor de P, para cualquier tiempo ¢, sino mas bien P, serd un proceso adaptado.

Observaciéon Como se mostro en la seccion [1.1.2) existen diversas formulas para el célculo
de primas. Sin embargo, el objetivo de esta memoria es generar herramientas matematicas y
no decidir cudl es el mejor método. Es por esto que a continuacion se intentara encontrar dos
condiciones que estan involucrados en numerosos criterios para el calculo de primas, éstas
son: la Prima Pura por Riesgo (esperanza del Proceso de Riesgo) y, por otro lado, convertir
el balance de la compania en un “uego justo” haciendo de este proceso una martingala.
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Capitulo 4

Uso de Procesos de Markov
Deterministas por Pedazos para el
Calculo de Primas

4.1. Procesos de Markov Deterministas por Pedazos
(PMDP)

Los Procesos de Markov Deterministas por Pedazos, en lo sucesivo PMDP, fueron
introducidos en la tesis doctoral de Mark H. A. Davis y luego formalizados, por el mismo
autor, en una publicaciéon en el afio 1984(ver [10]).

Un proceso PMDP (X, : t > 0) es un proceso estocastico cuya evolucion esta determinada
por saltos aleatorios y un comportamiento determinista entre saltos gobernado por una
ecuacion diferencial. X; tiene dos componentes (7, &;), donde:

e 7, toma valores en un conjunto discreto K C N. Esta componente, 7, se usard para
etiquetar la evolucion del proceso en distintas etapas.

e El comportamiento de & dependerd de una funciéon d : N — N y del valor de n,. Dado
n;, = n € K, entonces, & tomara valores en un conjunto abierto M, C R ™.

Por lo tanto,(Vt > 0) X; € E, donde:

E={(n,z):ne KNze M,}.

A continuacion, se detallara la evolucion del proceso (X; : t > 0), con estado inicial
XO = (ng, Zo).
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4.1.1. Comportamiento entre Saltos

Entre saltos el proceso (X, ¢t > 0) sigue un camino determinista. Asumiendo que dos
saltos consecutivos ocurren en los tiempos 0 < s < wu, entonces 7, permanece constante,
n, = n Vt € [s,u). Por otro lado, & sigue una curva ¢, (t, z) que, haciendo uso del teorema a
continuaciéon, queda determinada por el operador diferencial:

d(n)
HiG) =3 o) 2,

Teorema 4.1 Sea g : RY — R? una funcion Lipschitz continuamente diferenciable. Se define
para f : R — R continuamente diferenciable:

d

HIG) =D 6.

i=1

Entonces 3y : R x RY — R? tal que Vz € R? y para toda f € C* cumple la siguiente
ecuacion diferencial:

9 (t,2)) = (=)

p(0,2) = 2
(ver Davis, 1984 [10)]).

Definicion 4.2 Se definen los siguientes elementos asociados al proceso (X, :t > 0):

1. O*M,, describird el conjunto de puntos alcanzables de la frontera de M, siguiendo las
curvas @, (t, z), es decir,

M, ={z€ M, :3(t,z2) e RT x M,,, z=p,(t,2)}.

2. t*(n, z) el tiempo necesario para alcanzar la frontera de M, partiendo desde el punto
(n,z), es decir,
t*(n,z) = mf{t > 0: ¢,(t,z) € 0*"M,}.

3. Se llamard frontera activa de E al conjunto

I'={(n,z) €0E :ne€ K,ze€ 0"M,}.

23



4.1.2. Los Saltos

Tal como el comportamiento entre saltos queda determinado por un operador diferencial,
los saltos se definen de acuerdo a los siguientes elementos:

1. Una funcién medible )\ : £ — RT llamada Intensidad de Salto.
2. Un ntcleo Q : (EUT) x B(E) — [0, 1]:

o Vz e EUT, Q(z,-) es una medida de probabilidad.
e VB € B(E), Q(-, B) es una funcion medible.

Si el estado inicial del proceso es Xy = (no, 29), entonces el primer salto ocurrird, en un
tiempo o1, donde oy es una variable aleatoria no negativa con funcion de distribucion Fi(t)
dada por:

t
Fi(t)=1—exp (—/ A(ng, ©n, (u, zg))du) L <t (no,z0)}-
0

Se observa que Fi(t*(ng, z0)) = 1, es decir, cuando la curva ¢, (t, z0) llega a la frontera se
produce un salto en el proceso.

En el tiempo o7 el proceso saltara aleatoriamente a un punto (nq,z;) € E determinado
por la distribucién condicional

P((n1,21) € - | 01) = Q(n, (01, 20); )

Para la descripcion de los siguientes saltos, se asume que el proceso (X; : t > 0) esta
definido hasta el tiempo o,_1 y se construye oy, el tiempo del k-ésimo salto. Se define

Ff=0{X,:s<t}.
El tiempo de salto o, serd una variable aleatoria, independiente de las anteriores, tal que

P(oy < o1+t | FX ) = Fi(t), donde:

t
Fk(t) =1—exp (—/ A(”k—la gOnk_l(U, Zk—1)>du) ]l{t<t*(nk71,zk71)}‘
0

Una vez definido el tiempo del k-ésimo salto, el proceso se mueve en oy a un punto (ng, zx) € E
con distribucion condicional

P((nk, zx) € - | fi,iNUk) = Q(¢ny_, (Oh — Op—1, 2k—1), ).

Ademaés, como se habia descrito anteriormente, entre saltos o,_1 <t < o},

Xt - (nk—h Spnk_1 (t — Ok—1, Zk—l))-
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Definicion 4.3 Se define N, como el nimero de saltos del proceso hasta el tiempo t

Nt = Z 1{0i§t}'
i=1

Se asume que para todo t € R, E[N,] < co.

Teorema 4.4 El proceso (X; :t > 0) es un proceso de Markov fuerte con respecto a F;* (ver
Davis, 1984 [10]).

4.2. Generador de un PMDP

Definicién 4.5 Si (X; : t > 0) es un proceso de Markov, entonces su generador estd dado
por

Ag(e) = 1t EEX(R) — g(@) | X(0) =]

Hm Y (4.1)

Se denotard D(A) al conjunto de funciones medibles y acotadas tales que el limite anterior
existe y también corresponde a una funcion medible y acotada.

A lo largo de esta memoria se hard uso de los siguientes resultados con respecto al
generador infinitesimal que fueron formalizadas por Davis, 1984 (ver [10]) para Procesos
de Markov Deterministas por Pedazos (para definiciones consultar apéndice |A)).

Teorema 4.6 Si ()?t 1t >0) es un proceso de Markov con generador A dado por la formula
{4-1). Entonces, Vg € D(A) el proceso {M(t),t > 0} es un martingala, donde

M(t) = g(X (1) - g(X(0)) - / Ag(X (u))du.

Teorema 4.7 Sea (X;:t>0) un PMDP y f : EUT — R una funcion medible que satisface:

— Y(n,z) € E la funcion t — f(n,pn(t, z)) es absolutamente continua en (0,t*(n, 2)).
— Ve el f(x) = [, f(y)Q(z,dy) Condicion de Frontera.

S V20, B[S0 |/(X(0) - F(X(07)]] < oc.

Entonces, f € D(A), y Af estd dado por:

Af(x) = (Hf)(@) + A2) / (f(0) — [(2))Q(z. dy) (4.2)

E

Observacion Cuando es importante tener el tiempo como una componente explicita del
proceso, A se puede descomponer como % + A; donde A; esta dado por la féormula anterior
aplicada a la funcion f(z,t).
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Las siguientes martingalas son con respecto a la filtracion F;X.

Proposicion 4.8 Las siguientes propiedades serdn fundamentales para el cdlculo de primas.

1. SiVvVi>0

FO0) € DAY A o f(0,0) + Af(2,0) = 0

entonces el proceso f(Xy,t) es una martingala.

2. Si f e D(A) N Af(xz) =0, entonces, el proceso f(X;) es una martingala.

4.3. Procedimiento para estudiar Modelos de Seguros
usando PMDP.

Para estudiar el comportamiento de modelos de seguros se hara uso de los resultados
mencionados en la seccion anterior de la siguiente manera (ver [§]):

1. Formular el modelo de seguros como un PDMP (X, : ¢ > 0).

2. Determinar el generador A de (X; : ¢ > 0) y resolver Af(z) = 0 para f en el dominio
de A.

3. Aplicar los resultados anteriores para decir que f(X;) es una martingala.

4. Usar resultados conocidos sobre martingalas para hacer inferencias sobre el modelo
original.

4.4. Formulacién del Modelo de Seguros contra Sismos
como un PMDP

Es posible formular el Modelo de Seguros contra Sismos descrito en la Secciéon [3.1]como un
proceso PMDP. Para conservar la propiedad markoviana del proceso, es necesario agregar,
ademés de z; (el balance de la compania), una variable que represente la edad del proceso
de renovacion (técnica de Markovizacion, ver [14]), ya que en general el proceso no sera
un proceso Poissoniano y se hara necesario saber cuanto tiempo ha pasado desde el dltimo
evento.

Primero se formularé el proceso con una Prima a tasa constante c:

e El proceso n; es constante, n;, =1, d(1) =3y M; = R x R*2

o & = (2, 1) donde z es el balance de la compania y v; es el tiempo transcurrido desde
la dltima reclamacién al tiempo t .
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Entre saltos:

o Como entre saltos no se producen reclamaciones, el procesos solo variara segin las
primas que reciba, que en este caso corresponde a z; = 2y + ct.

o La edad del proceso crecera linealmente, v, = vy + t.
En los puntos de saltos:
o En cada salto la compania pierde el valor de la reclamacion efectuada, es decir,
o = 2p- = Y.
o Cuando el proceso salta, la edad se reinicia, es decir, vy, = 0.
En este caso, para pertenecer al dominio del generador se requiere que f(z,v,t) sea

absolutamente continua y que V¢, z,v > 0, E[f(z — Y, O,t) (z,v,t)] fo —y,0,t) —
f(z,v,t)]dG(y,v) < oo. El generador (usando el resultado esta dado por:

Af(z,v,t) = 5f(25,tv,t) +c§f(2’zv’t)+5f(f5;}v’t)+>\(v) (/OOO f(z—y,0,t)dG(y,v) — f(z,v,t))
(4.3)
donde " (o)
YTITH®)

es la tasa de riesgo de la funcién H.

Observaciéon Para este modelo la esperanza de la variable aleatoria I'y, es

c/ zh(x)dx —/ E[Yy | T — Tx—1 = z]h(x)dx
0

/a:h dx—/ / ydG (y; x)h(z)dx
0

Por lo tanto, como ¢(k;x) = [;° e"*dG(k; x), la condicion de ganancia neta se escribe

c/ooo ch(z)dz > /OOO ¢ (0; z)h(z)dz.
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4.5. Calculo de Esperanza para una tasa variable depen-
diente del tiempo

Para calcular la esperanza del proceso z; y de esta forma encontrar la prima neta, se
generalizara al caso donde la tasa de la prima es variable y depende del tiempo, es decir,

P = /0 ().

Al modelar este cambio como un PMDP, la diferencia con el caso anterior se encuentra en el
comportamiento entre saltos de z;. Ahora este comportamiento se escribira:

t
2 = 2o +/ c(x)dz.
0

Por lo tanto,

%f(ga(t, 2)) = %f(zo + /0 c(x)dzr,vg+t) = c(t)d%f(z,v) + d%f(zgv)

Es decir, el operador diferencial se escribe como

(Hf)(x,v,t) = %f(z,v,t) + c(t)%f(z,v,t) + diif(z,v,t)

Finalmente, el generador del proceso (X, : t > 0), con X; = (24, vy, ), esta dado por:

5f(z0,t) | 6f (0,8 | 0f(z 00
ot +e(t) 0z + ov

20 (716 = .0.0060:0) - 1)

Af(z,v,t) =

Para funciones absolutamente continuas tales que Vt, z,v > 0, E[f(z — Y,,0,t) — f(z,v,t)] =
Jo U (2= y,0,t) — f(z,0,1)]dG(y; v) < 0.

Usando (4.4) con f(z,v,t) = z, se tiene que:

Af(z,v,t) = ¢(t)+ Av) (/Ooo(z —)dG(y;v) — z)
= c(t) = AMv)Ec(v)

donde Eg(v) = [;° ydG(y;v).

Por formula de Dynkin

ELF(X,) | Xo = 20] — f(z0) = / E[Af(X.) | Xo = zolds
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Por lo tanto,

Elz: | Xo = (20, v0,0)] — 20 = /o Elc(s) — Mws) Eg(vs) | Xo = (20, v0,0)]ds

Fijando zy = v y vg = 0, se tiene

B[] = uo + /0 o(s)ds — /0 E[A(vs) B (v,)|ds

Igualando la esperanza a la cantidad de dinero inicial, es decir, E[z;] = u, Vt > 0.

/Ot c(s)ds = /DtE[)\(vs)EG(US)]dS V>0

Por lo tanto, para que en esperanza la compania no pierda ni gane dinero se debe cumplir
casi seguramente

Vs >0, c(s) = E[Avs) Eg(ss)] (4.5)

4.5.1. Funcién de Densidad de la Edad

Para completar el célculo anterior y calcular la esperanza, es necesario conocer la
distribucion de v;. Como entre saltos

Ut::t'—-j%h,
caracteristica que coincide con la definicion del Proceso de Edad en Teoria de Renovacion:
“Tiempo transcurrido desde la renovacion mds reciente hasta el instante t”.

Por lo tanto, es posible utilizar la siguiente proposicion, conocida en Teoria de Renovacion,
que determinala distribucion de v;.

Proposicion 4.9 La distribucion del proceso v, estd dada por:

H(t)— [y "= H(t—y)ldm(y) =<t
1 x>t

Py, <z)= {

Por lo tanto,
dP(v; < z) = [1 — H(x)]dm(t — x) para x < t.

Ademés, t t
[ 0= m@lame =2 = [ 1= 16 = plan)
— m(t) - m(0) — H +m(t)
=Y H™(t)—0-) H™(t) =H().

n>1 n>2
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Como, por lo anterior, la integral de 0 a ¢t de dP(v; < z) no es igual a uno, existe una
discontinuidad y se tiene que:

P(y < 7) = / 11— H)ldm(t — ) + Losa(1 — H(2)).

Finalmente, si g : R — R

E[g(v:)] = / 1~ H(x)lg(x)dm(t — z) + [1 — Hb)lg(t). (4.6)

Alternativa al Calculo de la Esperanza

A continuacion, se muestra un calculo alternativo para encontrar E[g(v;)] haciendo uso de
una Ecuaciéon Tipo Renovaciéon y la siguiente proposicion.

Proposicién 4.10 Sea a : Ry — R una funcion medible y acotada en compactos y F una
funcion de distribucion de probabilidad , entonces A : R, — R que es acotada en compactos
y que verifica:

A:a+F*A

esta unica funcion estd dada por:
xﬂﬂ:a@%h/a@—xﬂm@)ﬁ#ZO
0
donde m(t) =3, F(t) (ver [24)]).
Para calcular la esperanza buscada se define B(t) = E[g(v)].

Como es habitual, se condiciona con respecto al instante de la primera renovaciéon del
proceso, en este caso T (definiciones en la Seccion [3.1)).

g x>t
E[g(val—:c]—{B(t_x) Tl

Entonces,

/OOOE (0) | Ty = 2)dH(x)

/Oog /OtB(t _ 2)dH(z)
g

— H()] + B * H(t).

De esta forma, usando la Proposicion si g(-)[1 — H(-)] es medible y acotada en
compactos, la Ecuaciéon Tipo Renovaciéon anterior tiene como solucion:

Elg(v)] = g(t)[1 — H(t)] + / gt — y)[1 — H(t - y)|dm(y)
— g1 — H()] + / g(x)[1 — H(@))dm(t - ).
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Resultado que coincide con el encontrado anteriormente en (4.6)).

Finalmente, para determinar ¢(s) en (4.5 basta tomar g(v;) = A(v;)Eg(v¢) en (4.6]). De
donde se obtiene:

c(s) = /OS h(z)Eq(x)dm(s — z) + h(s)Eg(s)

y, por lo tanto, la prima total recaudada al tiempo ¢ es

= [oc(s)ds = [ [7[h( z)dm(s — x) + h(s)Eq(s)]ds

Observacion Para el caso en que se busque una tasa constante en un intervalo de tiempo
[0, 7], con T suficientemente grande como para que la probabilidad de un terremoto no sea
despreciable, esta tasa se construye tomando:

fo fo z)dm(s — x) + h(s)Eq(s)]ds
T .

Cc =

Ejemplo En el caso simple donde la distribucion de las reclamaciones no depende de
la variable v;, su esperanza estd dada por Eg(Vi) = Sp, y los eventos se distribuyen
temporalmente siguiendo una distribucién Poisson()), entonces,

c(s) = / Ae M SpAdv 4+ Ae S,
0

ef)\s

1 —
= A2y

b\ )\e_)\sS()
= \S.

Por lo tanto, para este caso, la tasa es constante y el valor total de las primas hasta el

tiempo ¢ es
= A\Sut.

4.6. Calculo de Esperanza para una tasa variable depen-
diente de la edad

Se busca una tasa de prima que dependa del tiempo que ha transcurrido desde el ultimo

sismo, es decir,
t
P, = / c(vg)ds
0
donde v, = s — Tly,. Por lo tanto,
t Ni
2 = u+/ c(vg)ds — ZY}
0 i=1

31



Para calcular su generador infinitesimal se busca E[g(2i1n, virn) | (21, v) = (2, 0)].

° P(Nt-i-h — Nt =0 | V¢ = ’U) = ]P)(TNt-i-l — TNt > v+ h | TNt-i-l — TNt > ’U) = 1;?1(;(—5)}1)

En este caso,

t+h
9(zten, veen) = g(z + / c(v+s—t)ds,v+h).
t

¢ P(Nyyn =Ny =1 v =v) =PIy, 1 — T, v+ h | Ty — Ty, > 0) = —H(vltl?lzg(v).

o) t+h
9(Ztthy Vepn) = / g9(z + / c(s —t+wv)ds —y,0)dG(y; v+ h) + o(h).
0 t

o P(Nypp — Ny > 1| v =v) =o0(h).
Por lo tanto,

Ag(z.0) = 1im E[g(Zesn, vern) | (26, 01) = (2,0)] — g(z,v)

h—0 h
:’111’_%% [%}Wg(z—i—/t c(v+s—t)ds,v+h)
Hw+h)—H(w) [~ th ‘
= H{) /0 g(z+ /t c(s —t+wv)ds —y,0)dG(y;v+ h) + o(h) — g(z, v)}
— H(v t+h
:IE%%[%H(—;}L) {g(z—i—/t c(v+s—t)ds,v—|—h)—g(z,v)}

B B0 Lo [ st ehts =0~ gte,0) o s o)

o 1=H@w+h) |1 t+hcv . P\ds +f (v+s—t)ds,v+h)—g(z,v+ h)
_llzlir(l) 1— H(v) h/t (vt s=1)d { ﬁt+hc(v+s—t)ds }
NG h]i — 9 U>1 + lim {H%(;L_h)}[_(g;v) /000 {g(z + /t c(s —t+wv)ds —y,0)
—9(2,0)} dG(y; v+ h)]
= o)t et A [T (e 0) = g0} Gl o)
Entonces,
Ag(erv,t) = 2EL D o) 2E2 0 29D ) [T gl - .0,) = gl 0,0)) A6

(4.7)
para funciones absolutamente continuas tales que

Vt,z,v >0, E[f(z —Y,,0,t) — f(z,0,t)] = /Ooo[f(z—y,(),t) — f(z,0,t)]dG(y,v) < co. (4.8)
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Para que (z; : t > 0) sea una martingala es necesario que si f(z,v,t) = z, entonces
Af(z,v,t) = 0. Para esta eleccion de f reemplazando en (4.7)

Af(2,0,1) = ofv) + M) (2 — / " ydC(y0) — 2) = c(v) — Av)Ea(v).

Por lo tanto, la condicién para que el proceso sea martingala es

c(vy) = M) Eg(vy).

Ademas se obtiene que el compensador de — 327 V; es fg AMvs)Eg(vs)ds, es decir,

Ny t
- Z Y + / A(vs) EG(vs)ds es una martingala local.
i=1 0
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Capitulo 5

Mercado de Reaseguro Libre de
Arbitraje

Actualmente las companias de seguros, al igual que sus clientes, buscan cubrirse ante un
eventual desastre natural, como lo son los terremotos, y asi poder protegerse de una posible
quiebra. Para esto existen companias, por lo general de tipo internacional, que brindan a las
aseguradoras tales contratos, llamados reaseguros.

Mediante el contrato de reaseguro, el asegurador y el o los reaseguradores acuerdan ceder
y aceptar, respectivamente, una parte o la totalidad de uno o més riesgos, acordiandose
como serd el reparto de las primas de la poéliza del seguro y también el reparto de los
pagos por las responsabilidades derivadas del riesgo (pagos de los siniestros cubiertos por
la poliza). Se pueden diferenciar dos grandes grupos de criterios para repartir las primas y
las responsabilidades:

e Reaseguro proporcional: La cuantia de la responsabilidad que corresponde al
reasegurador en caso de siniestro se calcula con la proporcién que resulta entre la prima
recibida por él (prima cedida) y la prima total de la poliza. Por tanto el reasegurador
participa de los siniestros y las primas en idéntica proporcion.

e Reaseguro mo proporcional: La cuantia de la responsabilidad que corresponde
el reasegurador en caso de siniestro es el exceso sobre un determinado limite, los
importes inferiores a esta prioridad son siempre por cuenta del asegurador. Por tanto,
el reasegurador solo responde ante los siniestros que superen un determinado valor.

5.1. Mercado de Reaseguros Proporcionales

A continuaciéon se describe un Mercado de Reaseguros introducido por Sondermann
en 1991 (ver [32]) y se formalizan matematicamente algunas definiciones dadas en dicha
publicacién.
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Sea (€2, F, F;,P) un espacio de probabilidad filtrado.

Se define r(t) como el retorno al tiempo t de una unidad monetaria invertida en tq = 0.
Se asume (V¢ > 0) r(t) > 0.

Se define un mercado con n seguros, tal que para cada seguro k existen dos procesos
asociados adaptados a la filtracion F;:

e P.(t): valor total de las primas del seguro k recibidas hasta el tiempo ¢.

e Si(t): valor total de las reclamaciones del seguro k hasta el tiempo ¢.

Con estos procesos se define, para cada seguro k, un activo financiero transable en el
mercado de reaseguro:

Di(t) = Si(t) — Py(t)

donde Py(t) = W v G, (1) = %W representan los valores descontados de Py(t) y Si(t),
respectivamente.

Dy, se interpreta como el proceso de riesgo que enfrenta un agente que contrata el seguro k.
Es por esto que las primas ahora se ven como pérdidas y las reclamaciones como ganancias.

Las reaseguradoras participan en el riesgo comprando o reasegurando fracciones de los
activos {ﬁk(t)} Cuando reasegura, recibe las primas y debe pagar las reclamaciones. Cuando
compra una fraccion del activo, debe pagar las primas y eventualmente recibe un pago por
las reclamaciones.

Definiciéon 5.1 Una Estrategia de Reaseguro se define como un proceso estocdstico previsible
y acotado definido hasta el tiempo R en (Q, F,P), ¢ = ((¢?,¢},...,0") : 0 < t < R) donde
para k > 1

¢f: Fraccion del riesgo de sequro k al tiempo t en el portafolio

y @Y representard el nimero de acciones invertidas en un activo libre de riesgo. Dado que el
proceso es previsible, entonces

(VE€0,1,..,n) ¢k € Fy , VO <t <R, ¢f € Fp

es decir, se decide el contenido del portafolio del tiempo t con la informacion disponible al
tiempo t~.

Para 0 < 5 < R, D(s) = (Do(s), D1(5), ..., Dy(s)) € R™1y ¢(s)-dD(s) = Sr_, ¢ dD;(s).

Definicién 5.2 FEl valor descontado del portafolio al tiempo t es:

/qﬁ -dD(s /(b dS /qb .dP(s) ,Y0<t<R.

Definicién 5.3 & = {¢ : ¢ es una estrategia de reasequro} denotard el espacio lineal de
todas las estrategias de reasequro.
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En lo siguiente se asume que:

e V0 <t < R existe un mercado de contratos de reaseguros proporcionales.
e El mercado de reaseguros es competitivo, es decir, hay muchas companias aseguradoras
que operan solo pequenas fracciones del riesgo total.

e Se asume que la informacién y la medida de probabilidad P son conocidas por todos
los participantes, por lo tanto, no hay costo de informacion.

5.2. Concepto de Arbitraje

En economia y finanzas, arbitraje es la préactica de tomar ventaja de una diferencia
de precio entre dos o mas mercados realizando una combinacion de transacciones
complementarias que capitalizan el desequilibrio de precios. La utilidad se logra debido a la
diferencia de precios de los mercados. Por medio de arbitraje, los participantes en el mercado
pueden lograr una utilidad instantanea libre de riesgo.

Definicién 5.4 Una oportunidad de arbitraje se genera cuando es posible, empleando ¢,
recibir una cantidad positiva de dinero al tiempo R sin exponerse a un riesgo y sin invertir
dinero en t = 0, es decir, existe una estrategia de reasequro ¢ € ¢ tal que

1. Cg(¢) > 0.
2. E[Cr(¢)] > 0.

Ejemplo Sea ; = {a,b, c} representando los estados posibles al tiempo R = 1, que ocurren
con probabilidad 0.05, 0.4 y 0.55, respectivamente.

La tasa de interés es de un 10 %.

Se considera un mercado con dos procesos de riesgo Dy y Dy que se transan al tiempo
t = 0 con precios iguales a sus valores esperados aumentados en un factor de sobreprima f;.

La siguiente tabla muestra las reclamaciones de los seguros, S; y S, en los posibles
escenarios al tiempo R = 1, junto con sus factores de sobreprima.

a b c ‘ I6]
Sy | 2640 220 880 | 0.5
Sy | 1980 440 1100 | 0.35

Tabla 5.1: Posibles reclamaciones y sobreprimas de los riesgos

Una estrategia de arbitraje seria:

1. Reasegurar el 50 % del riesgo D,. Con esto al tiempo ¢ = 0 se obtiene, por concepto de
primas, 0,5E[S5](1 4 0,35) = 540
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2. Comprar un 25 % de reaseguro del riesgo D;. Por este reaseguro se debe pagar al tiempo
t=0, 0,25E[S;](1 + 0,5) = 240

3. El dinero obtenido al realizar las operaciones anteriores (540-240=300) se invierte a
una tasa libre de riesgo del 10 %.

Con estas operaciones al tiempo R = 1 se obtiene:

300 0.55y 0.2553; Total
a | 330  -990 660 0
b | 330 -220 99 165
c | 330 -350 220 0

Tabla 5.2: Resultados en los distintos escenarios al tiempo R =1

De esta forma al tiempo R = 1, en el primer escenario y tercer escenario, a y ¢, no
se generan pérdidas ni ganancias. Sin embargo, en el escenario b, se obtiene una ganancia
de 165 unidades monetarias. Es decir, sin invertir dinero en la partida es posible obtener

una ganancia sin riesgo. Por lo tanto, la estrategia descrita representa una oportunidad de
arbitraje.

Definicion 5.5 Un mercado es llamado estable si no existen oportunidades de arbitraje.

Definicién 5.6 Una medida de probabilidad P* se dice una Medida Martingala Equivalente
St

1. P*(A) = 0o P(A) =0, VA € Fr.

2. La derwada de Radon-Nikodym p = % € Lo.

3. Para todo sequro k, el proceso ﬁk(t) = S’k(t) —pk(t) es una martingala bajo P*, es decir,
E*[Dy(t) | Fo) = Di(s),Y 0<s <t <R
donde IE* es la esperanza con respecto a la medida P*.

Teorema 5.7 El Mercado de Reaseguro es estable si y solo si existe una medida martingala
equivalente P* (ver Sondermann,1991 [32)]).

Ejemplo En el ejemplo anterior, si se intenta encontrar una medida martingala equivalente
Q, entonces se deberia cumplir:

EqlS] = P,
= (1 + B)E[S]
Entonces ¢; = Q(a), g2 = Q(b) y g3 = Q(c) deben satisfacer el siguiente sistema:

I = o + @& + @
960 = 2400(]1 + ZOOQQ + 800(]3 41,492, 43 >0
1080 = 1800q; + 400g2 + 1000gs3
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Cuya tnica solucion es ¢ = 0,1, ¢o = 0y g3 = 0,9. Sin embargo, esta nueva medida no
es equivalente a P, ya que QQ es nula para el estado b, pero P no lo es.

Por lo tanto, tal medida martingala equivalente Q no existe y, por ello, fue posible
encontrar una estrategia de arbitraje en el ejemplo anterior.

Hasta ahora solo se ha tratado con reaseguros proporcionales, pero para abarcar la
totalidad de los posibles contratos (proporcionales y no proporcionales) se trabajard con
la siguiente definicion.

Definicion 5.8 Un contrato de reasequro es un activo contingente que depende de los eventos
en Fg, es decir, es una variable aleatoria que pertenece a Ly = Lo(Q), Fgr, P).

Ejemplo Un ejemplo de reaseguro es un reaseguro de exceso de pérdida, U = (aSk(R)—d)*,
donde a € (0,1] representa la fraccion del riesgo total del seguro k al tiempo R que se
compromete a pagar la reaseguradora, siempre y cuando este valor sobrepase el umbral d.

Definicion 5.9 Diremos que un contrato de reaseguro U es alcanzable si 3¢ € @, dcyp € R
tal que

U= Co -+ CR(¢)

donde U es el valor descontado del contrato de reasequro U, es decir, U=-2Y

r(T)

Se busca una forma de fijar los precios de los contratos de reaseguro U en un mercado
estable. Para esto se pide que los precios pertenezcan al siguiente conjunto de funcionales.

Definicién 5.10 Una funcion L : Ly — R se dice un Sistema de Precios si:
1. L(U, + Us) = L(Uy) + L(Us), YUy, Uy € Ly
2. L(aU) = aL(U),Va >0
3. U>0,U#0=L(U)>0

4. L es continua

Se extiende la nocién de oportunidad de arbitraje de la siguiente manera:

Si un contrato de reaseguro U alcanzable con ¢y vy ¢ , es decir, U=co+ Cr(¢) v existe
un sistema de precios L con L(U) > ¢y, entonces invirtiendo ¢ al tiempo ¢t = 0. empleando
la estrategia ¢ y vendiendo el contrato de reaseguro U a un precio mayor que ¢y, se genera
una estrategia de arbitraje.

Definicién 5.11 Si ninguna oportunidad de arbitraje existe, se dice que L es un sistema
de precios estable.
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Teorema 5.12 Un sistema de precios L en Lo es estable st y solo si existe una medida
martingala equivalente P*, tal que

A

VU € Lo, L(U) = E*[0]
(ver Sondermann,1991 [32]).

Con el resultado anterior Sondermann probd que para que no exista oportunidad de
arbitraje en el mercado, se debe encontrar una medida martingala equivalente P* y fijar
el precio de los contratos de reaseguro como la esperanza bajo esta nueva medida de
probabilidad.

5.2.1. Enfoque de Delbaen Haezendonck

Ademas del enfoque de Sondermann, existe otro famoso trabajo sobre reaseguros. Este
trabajo corresponde a la publicacion de Delbaen & Haezendonck en 1989 (ver [I1]).

En este enfoque se asume que en cualquier tiempo ¢ la compania de seguros puede vender
las reclamaciones restantes del periodo (¢, R], es decir, Sg — S;, a una prima p; que debe ser
previsible.

Por lo tanto el proceso de precios esta dado por:

Il = py + S

La liquidez del mercado implica que no hay oportunidades de arbitraje y que existe una
medida neutra al riesgo QQ equivalente a P, tal que II; es una martingala bajo esta nueva
medida.

Para fijar tal condicion, como Iy = pg (que debe pertenecer a Fy), [Ig = Sg y se busca
que II; sea martingala, entonces

po = E[Sk].

Si se pidiera que el proceso fuera martingala bajo P entonces como ya se conoce el
compensador de S; se tendria que:

Ny
I =pr+ Y Yi
=1
t Ny
— cte — / Mvs)Ea(vs)ds + ) Y;
0 i=1

— E[S4] —/0 Ao Ea(v)ds + 3 Y,

i=1
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De esta forma la prima por el periodo (¢, R| sera igual a p, = E[Sg] — fot Avs)Eg(vs)ds.
Ademés,

t
P, = fo — i = E[Sx] — E[Sa] + / o) Eo(v.)ds.
0
Entonces se cumple que:

P = /Ot w2 Ea(v)ds

que corresponde al mismo valor de prima cuando se pide que z; sea una martingala (ver
Capitulo [4) y hace que en este sentido los enfoques sean equivalentes.

5.3. Medida de Probabilidad Equivalente para un Seguro
contra Sismos

Como se vio en la Seccion anterior, para lograr que un mercado de reaseguro esté libre de
arbitraje es necesario encontrar una medida martingala equivalente y fijar los precios usando
esta medida. No se hablé de unicidad al encontrarla, de hecho, tal condicién solo se tiene en
mercados més exigentes llamados mercados completos (ver [32]). No es el objetivo de este
trabajo dar las condiciones para la unicidad de tal medida en el contexto dado, sino mas
bien buscar una que permita fijar los precios. Para cumplir este proposito, se hara uso de
los resultados asociados a los Procesos de Markov Deterministas por Pedazos (enunciadas en

Capitulo [4)).
Como una de las condiciones es que el proceso Dy(t) = Sy (t) — Py(t) sea una martingala

para la nueva medida, entonces tal medida dependera de la eleccion de Py(t), valor que se
fija previamente en el contrato firmado entre clientes y aseguradora.

A continuacion se muestra una Proposicion que generaliza el resultado encontrado por
Dassios (ver [§]) donde se trabajo con una tasa de prima constante.

Observacion En lo sucesivo se asumira que
o0
G(o;v) E/ e™dG(y;v) existe.
0
Proposicion 5.13 Para 0 € R tal que existe ap que cumple

/ " h(w)G(ag; w) exp (—ew o | " C(S)ds) -

el siguiente proceso es martingala:

e Pte—p2t exp(évt+a9 Jote(s
I—H(Ut)

M) [ () Glag; w) exp (~0w — g f}”els)ds) du




DEMOSTRACION. Se busca una funcion f(z,v,t) = g(v)e %e 2% tal que Af(z,v,t) = 0.
Entonces, usando el generador encontrado en (4.7) se impone:

Af(z,0,t) = —0g(v)e "™ — c(v)ag(v)e e + ¢ (v)e e

+ A(v) {g(O)e_ete_az /OOO edG(y;v) — g(v)e_ete_az

= 0.
Simplificando se obtiene —fg(v) — c(v)ag(v) + ¢'(v) + AMv)g(0)G (s v) — A(v)g(v) = 0.
Tomando ¢(0) = 1, se tiene
9(0)[=0 — c()a — \(v)] + ¢'(v) = ~A¥)C{asv).

Multiplicando por exp { [ [0 — c(s)a — A(s)]ds} = exp (—0v — o [ ¢(s)ds) (1 — H(v))

% {g(v) exp (—QU —a /0 ’ c(s)ds) (1— H(v))] — _A0)G(a: 0) exp <—0v —a /0 ' c(s)ds) (1—H(v)).

Entonces,

—g(v) exp (—91} — a/ov c(s)ds) (1-H(v)) = — /UOO h(w)G(a; w) exp <—9w — a/ow c(s)ds) dw.

Por lo tanto,

g(v) = b (Qgto;{{OZS)(s)ds) /UOO h(w)G(a; w) exp (—Gw - a/ow c(s)ds> dw.

Y como ¢(0) = 1, entonces para cada 6 se debe elegir un «y tal que

1= /OOO h(w)G(ag; w) exp (—ew — g /Ow c(s)ds) dw.

Finalmente, para que

sea una martingala se debe tener que g(v)e %e=** € D(A), lo que se tiene si se cumple la
restriccion (4.8)), es decir,

/Ooo e U)_exp (61()1+_a;[(f§)§(5)d8) /UOO h(w)G(ag; w) exp (—Gw — /Ow c(s)ds) dw < oo.

Lo que se cumple, ya que se asumi6 que é(a; v) existe. O
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Definicién 5.14
© = {0 € R: 0 cumple las condiciones de la Proposicion 5,13}

Definicion 5.15 Se define un horizonte R y, usando la Proposicion[5.13, para cada 6 € ©
se define una nueva medida de probabilidad P, como:

E[F (2R, vr, R; 0)14]

P3(A) = VA € Fg.
9( ) E[F(ZR,’UR,R' 9)] ’ ©r
—0te—92 oxp(Hv+ag c(s s w
donde F(z,v,t;0) = ’ (1p<2(:: Jg' elo)ds) [2° h(w) G (ag; w) exp (—0w — ag [ c(s)ds) dw

Observacion Como F'(z;, v, t;0) es una martingala, entonces
dPZ B F(Zt, Ut, t, 9)
dP |z E[F(z,v,1;0]

Esto ultimo ya que VA € F;

% _ E[1sF(2r,vr,R;0)] _ E[E[14F(zr,vr,R;0)|Ft]]
Ej(14) = “SiCrombo] =  EFGaemRo]

como 14 € Fy y F(z,v,t;0) es martingala, entonces

* _ E[14E[F(zr,vr,R;0)|Ft]] __ E[1aF(zt,04,t;0)]
Eo(La) = " ErCpmn )] = EFGoooto)]

Para encontrar el generador infinitesimal con respecto a esta nueva medida de probabilidad
se haré uso del siguiente Lema general que fue adaptado del resultado de Jang, 2003 (ver [9])
donde los autores trabajaron con Procesos de Cox y lo escribiero para t = 0.

Lema 5.16 Sea w > 0 una constante, =, = (X,,Y;,t) un proceso adaptado y e_Qf’th(f/t,t)
una martingala. Si se define una nueva medida P* de modo tal .que % = ﬁ%.
Entonces, el generador del proceso =; con respecto a la nueva medida P* actuando sobre una

funcion f(x,y,t) estd dado por:

A*f(x y’ ): Aﬁ(m,y,t)

—wzg(y7t)
donde Wx,y,t) = f(z,y,t)e "g(y,t).

DEMOSTRACION. El generador del proceso (X, Y;,t) actuando sobre una funcion f(z,y,t) con
respecto a la medida martingala equivalente es, por definicién,

A f ey 1) = Jfr\no E*[f(Etga) | 2 = d(:‘,y,t)] — f(;g)y)t).

(5.1)

Ademés,
4z = _  E[f(Eira)e ¥ 2g(Yr, R)/Ele Xrg(Vp, R)] | i = (z,y,1)]
E [f(~t+dt) ’ =t = (x,y,t)] - E[G_WXRQ(Y/R, R)/E[e—ung(ffR’ R)] | =, = (x n )]

_ E[f<5t+dt>~e_wxfg(?l%, R)| 2 = (xvyat)]'
Ele~Xrg(Yg, R) | ¢ = (v, y,1)]
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Como Z; es una proceso adaptado, por lo tanto, f(Z;1a) € Fraar ¥ e’Wth(ﬁ,t) es una
martingala

B [f(Spea) | 5 = (2,9,8)] = E[E[f]égt—&-dt_)e~wXR~g(Y/R7R) | ]:tidt] | S = (z,9,1)]
[E[e=“Xrg(Yr, R) | 4] | E¢ = (2,y,1)]
_ E[f(EHdt)E[e_wXRg(ffR,R) | Frvat] | Ze = (z,9,1)]
N ElevXig(Y;, 1) | E = (z,9,1)]
E[f(EHdt)e_wX”dtg(ﬁert,t +dt) | 2 = (z,y,1)]

e*mg(y,t)
_ @y ey, t) + [ EARED) |5 = @yt o,
e v7g(y,1t). '
donde i(Z,) = W(X,,Y,,s) = f(X,, Y, s)e_wﬂ‘g(ffs,s).
Reemplazando en se obtiene
1 1 it
A" f(z,y,t) = W{}gf\ﬂoa t E[ARE,) [ E¢ = (z,y,1)]ds

_ An(z,y,t)

e rg(y,t).
O

Finalmente en la siguiente proposicion, usando los resultados anteriores, se obtiene el
comportamiento del proceso bajo una medida P.

Proposicién 5.17 Para cada medida de probabilidad Py (definidas en el generador
infinitesimal del proceso (zy, vy, t) = (u + fot c(vs)ds — vatl Yi,t —Tn,,t) estd dado por:

. 0f(z,v,t 0f(z,v,t) Of(z,vu,t . *° .
3Gty = HHEDD ) BRI TERD ) (76— 10,0063 50) — 0.0
ot 0z ov 0
(5.3)
donde .
) = )Gl exp (v ap  els)ds)
’ I h(w)@(ag, w) exp (—0w — oy [ c(s)ds) dw
Y
Oégde .
Gifyem) = S TAL)
G(ag;v)
es decir, Y0 € O el proceso sigue siendo un PDPM bajo la medida de probabilidad .
DEMOSTRACION. De la Proposicion se tiene que:
e~ 0te— 9%t ox vt c(s s
o exp(Ouitan Jy c(s)ds) f h(w)G (ag; w w) exp (—0w — ay [ ¢(s)ds) dw es una martin-

gala. Identlﬁcanéo cada elemento es p081ble usar el Lema [5.16] para encontrar el generador
del proceso con respecto a la medida Pj.
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Realizando tal identificacion se tiene: Z; = (2, vy, t), w = aup,

oo 1) = SO (f”j;‘(i))fov (5)s) / " h(w) G w) exp (—ew ~ oy /O ’ c(s)ds) duw,

e~ % g(v, t) es una martingala y, por lo tanto, el generador para la nueva medida esta dado

por:
_ Ah(z,v,t) (5.4)

Aot (z,v.1) e0zg(v,t)
donde h(z,v,t) = f(z,v,t)e”*g(v,1).

Ademas, usando la expresion para el generador cuando la tasa de las primas depende de
la edad del proceso, encontrada en (4.7)), se obtiene:

Ah(z,v,t) = % {f(z, v, t)e”*%g(v, t)} + c(v)% {f(z, v, t)e”*%g(v, t)} + % {f(z, v, t)e” " g(v,t)

+ /\(U> |:/Ooo f(Z - Y, Oa t)e_ag(z_y)g(ov t)dG(y; 'U) - f(zv v, t)e_agzg(v7 t)
_ 5f(2,1),t) e—agzg(v’t) + f(Z,?),t)e_a"z(sg(%t) + c(v)e_a"zg(v,t) (Sf(?zva t)

ot 5t
—c(v)f(z,0,0)g(v, t)ge” " + We_a“g(v, t)+ f(2 v, t)e—agz‘s—g(;; :

+ A(v)e”**¢(0,1) /000 f(z—v,0,t)e*dG(y;v) — A(v) f(z,v,t)e”*Zg(v,1).

Como ¢(0,t) =e ¥y

dg(z,v) _ o | (0v + g [ c(s)ds) (6 + agc(v))  exp (Bv+ ag [, c(s)ds) hv)
dv 1— H(v) (1 - H(v))?

. / " h(w)Clag: w) exp (—ew oy /0 ’ c(s)ds) dw
e Mexp (v +ag [ e(s)ds) h(0)Cag; v) exp <_9U e /Ov c(s)ds)

1— H(v)
= g(v,t) [0 + agc(v)] + g(v, t)\(v) — e’etGA(ag; v)A(v)

dg(z,v) _
T Og(v,t).
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Entonces,

/(2 v,1) 0f(20,1t)

Ah(z, v,t) = e g(v,1) — 07" f(z,0,t)g(v,t) + c(v)e™**g(v,1)

ot 0z
— c(v) f(z,v,1)g(v, t)age™ ¥ + e~ g(v, t)w + 0e™ % f(z,v,t)g(v, 1)
v

+ age™%c(v) f(z,v,0)g(v,t) + e \(v) f(z,v,t)g(v, t) — e~ % " G (ag; V)M (V) f (2,0, 1)
+ M(v)e@0ze 0 /OO f(z—y,0,t)e*dG(y;v) — e **A(v) f(2,v,t)g(v,t)

0
df(z,v,t) +ofv 0f(z,v,t) N df(z,v,t)

= e % g(v, 1) { 5 (v) 5 5
e G (ag; 0)AW) f(z,0,8)  A(v)e ooy .
g(v,t) T / F(z = y,0,)e*dG(y; v)
= e ™7g(v,1) |:5f(257) ) (v )(Sf(z,zv t) n (,;}U 1)

+_9tG 0‘9’ ( / F(z—4,0,) aey?G@’)) f(z,v,t))]. (5.5)
Qag; U

Finalmente, reemplazando (5.5)) en (5.4)) se tiene,

f(zvt) = HEUD ) I E0D T 0D e, ( / " Fe - 1,0, 0dG3 ;) — f<z,v,t>)

donde

h(v)G(ag; v) exp (—0v — g [ c(s)ds)

Ap(v) = G
’ I h(w)é(aea w) exp (—0w — ay [ ¢(s)ds) dw

. e*VdG(y; v
iGifyi) = T T,
0

5.4. Calculo del precio de un Reaseguro en un Mercado
Estable

Se buscara el precio que no permita arbitraje para un reaseguro de exceso de pérdida de
la forma:

U= (Sg— K)*

donde K representa el umbral tal que a partir de este valor la reaseguradora comienza a
cubrir las pérdidas.

Como se mencioné anteriormente la medida equivalente dependera de la eleccion de las
primas P, que pagan los cliente a las companias aseguradoras.
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Por lo tanto, para una eleccion de la tasa c(v) se debe buscar una medida que vuelva al

proceso
t Ny
2 :u+/ c(vs)ds—ZY,-
0 i=1

martingala. El objetivo serd intentar encontrar tal medida en el conjunto de medidas
{P; : 8 € ©}. Como por la Proposicion se conoce el generador del proceso bajo este
tipo de medidas, para intentar hacer de este proceso una martingala para una nueva medida,
basta usar la funcion f(z,v,t) = z en (5.3)) e intentar encontrar un 6 tal que el generador se
anula.

Realizando el procedimiento anterior para una tasa de prima c(v) se debe cumplir que:

Apf(z,0,t) = c(v) — Ny (v) Egs (v) = 0,

es decir,
c(v) = Ny (v)Eg:(v). (5.6)

5.4.1. Factor de Sobreprima

Del Capitulo |4] se sabe que una tasa de prima c(v) = A(v)Eg(v) hace al proceso z; una
martingala para la medida P. Ahora se supondré que el valor real fijado por la compaiiia de
seguros es esta tasa mas un valor de sobreprima (3. Este factor puede corresponder a gastos
administrativos, las ganancias esperadas por la aseguradora, entre otros.

Por lo tanto, la tasa de prima a cobrar en este escenario sera:

csp(v) = (14 B)A(v) Eg(v).

Se busca 0 € © tal que bajo P} z; sea martingala. Segtin (5.6) lo que se debe buscar es un
0 tal que

csp(v) = (1 + B)A(vs) Eq(vs) = Ng(v) Egs (v).
Por lo tanto,
Ay (0) Egy (v)
A(v)Eg(v)
h(v) 2 (ag;v) exp (—0v — ag fov s)ds) [ ye*dG(y;v)
f h(w (ag w) exp ( Ow — ap fo ds) de(ag, A(v) fooo ydG (y;v)

1+ 8= (5.7)

De esta forma, la expresion general corresponde a:

(1— H(v))exp( Ov—ap [ c(s)d )fo ye®0¥dG (y;v)
L7 h(w)G (ag;w )exp( Ow—ay [y’ c ds)dwfo ydG(y,v)

148 =
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Ejemplo Trabajando en el segundo ejemplo de Sondermann, 1991 (ver [32]) donde se asume
que el monto de las reclamaciones es constante igual a Sy y que su distribucién temporal
corresponde a un Proceso de Poisson con parametro A, entonces oy esta dado por (segtn las
restricciones de la Proposicion [5.13] ):

()
/ )\efx\weagsoefewefagw/\(1+ﬁ)50dw -1
0

\e®050
A0+ apASp(1+ B)

~1 (5.8)

para A + 6 + apASy(1 + ) > 0.

Por otro lado,

/\e—)\veagsge—@ve—a9(1+ﬂ))\50v

)\9(/0) = fvoo )\ei)\weaes()ewiefa@(1+,3)/\Sowdw

= A+ 0+ ag(1+ B)ASo.

Reemplazando Aj(v) en (5.7) y usando (5.8 se obtiene

()\ + 60 + 049(1 + 5))\50)30

1 p—
+6 \S,

= W50,

Con lo que
In(1+ p)

0= - AX1+8)In(1+p)y ap = S

De esta forma se iguala el resultado encontrado por Sonderman, es decir, la distribuciéon
temporal pasa a ser una exponencial de parametro A(1+ () y los saltos se mantienen iguales,
pero ademas este nuevo método permite encontrar explicitamente el cambio de medida
utilizado para encontrar una martingala.

Para este caso siguiendo la Definicion p.15] se tiene que

AP
P

o F(ZR7UR7R; 0)
— E[F (20, v0,0; 6]

Fr

Con

e_aRe—aezReﬁvevagkso(1+ﬂ) 0o
F(ZR, VR, R) = / )\e—)\weags()e—@we—wae)\so(1+ﬁ)dw
v

efv/\

—vA(1
efeRefoéngeU(l‘i’ﬁ))\)\ea@SOe—(—i_ﬁ)
A1+ 5)

e—ORe—ang
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In(148)u

Ademas, E[F(z, vo,0;0)] = Por lo tanto
dP;

— o~ ABR_NgIn(1+5)
€ €
dP | ,

Finalmente como bajo [Pj el tamato de las reclamaciones se mantiene igual y la distribucién
entre saltos es una exponencial de parametro A(1 4 () entonces,

E3{(Sn - K)°] =i1@ (S — K)* | Na = B} (N = ]
I= [50-‘
= e—/\(1+B)RSO _%W(ZSO — K)[}‘(l—;—'ﬁ)R]l

Ejemplo Si ahora la distribucién de cada reclamacion es una exponencial de parametro 0 y
el proceso de saltos sigue siendo Poisson(\), entonces:

ef)\vefb?vefag(lJrﬁ)/\v/&(S((s _ 049)5

(0 — cg)?A [ e dwge—twe—aow(1+A)M 5y,
_6(A+ 04 ap(l+ B)A/F)

1+ =

5.9
)\(5 — 049) ( )
para A+ 6+ Xg(1 + B)A/6 >0y ap < 0.
Ademés,
/OO Y 0 gy - (14+8)N/6
AT ——— "W MW dw =1
0 5 - 059

De esta forma usando (5.9) y (5.10) se obtiene

1 2
agzé(l—m) yO=—-\N1-+/1+475)".

En este caso
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Por lo tanto, bajo Pj el tamano de las reclamaciones sigue una distribucion exponencial
de pardmetro \/ﬁ—ﬁ y el proceso de saltos es un proceso de Poisson con parametro \\/1 + .

Finalmente el valor del reaseguro es:
Bil(Sn— K)') = [ Bjl(Su— K)" | Sn=alfsu(a)ds
0

~ [ - fsy s

K

donde

00 Npr
-3 5 (an | w:z) Py(Ng = 1)

=1

!
- ZPZ (ZYZ < x) e—AR@@

9] -1
= Z (1 — le‘Sx(éx)T) e MNVIEHB (ARy lll +5)
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Capitulo 6

Otros calculos de primas

Los calculos realizados en los capitulos anteriores brindan una adecuada estimaciéon de la
prima neta hay que hacer notar que tal expresiéon se encontrd asumiendo que los individuos
contratan una poéliza en el mismo instante que un evento sismico de proporciones acontece,
es decir, vy = 0. Sin embargo, en la realidad este supuesto no siempre se cumple, sino mas
bien los individuos firman sus contratos en momento aleatorios.

6.1. Prima Condicional

Se llamaré Prima Condicional a la prima neta en el siguiente contexto:

e Un contrato de seguro, tal que cada vez que ocurre un evento, M; > my, éste se termina
y se renegocia con la compania aseguradora.

e Kl individuo ingresa al sistema cuando ya ha pasado un tiempo A desde el dltimo
terremoto.

e Se fijat =0 en el tiempo actual.

Por lo tanto, el nuevo proceso correspondera a un Proceso de Renovacion Retardado (ver
[24]) donde desde la segunda renovacion todas comparten una distribucién comin y la primera
tiene una distribucion especial.

Se define:

T : Instante, medido desde t = 0 , de la primera renovaciéon del proceso.

Por lo tanto,

H(A +1) — H(A)
1— H(A)

PT,<t) =PI <A+t|Ty > A) =
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Para el calculo de prima se igualara el valor esperado del balance de la compania a la cantidad
de dinero inicial, es decir,

E[z] = u
up+ P, —ElY:] =u
Ny
P =ElY]=E|) Y
i=1

Entonces, como en este caso particular no puede existir mas de una reclamacién, el valor

de la Prima esta dado por:
P, =E[Yilr . (6.1)

El valor de esta esperanza puede ser encontrada condicionando con respecto a T:
b = EYi17, o]

= / E[Ylllflgt | T, = r)hy (v)dx
0

— /OtE[Yl | Ty = 2]hz, (z)dz (6.2)

= /t Eq(A+ x)wdx

B A+t h(ZL‘)
_ /A Bolw) g7, 350

De la linea (6.2)) se deduce la igualdad

dP,

— L =E[Y; | T, = t|h= (1.
= = B | T1 = tlhr, (1

Por lo tanto, la tasa de la prima es similar a los casos anteriores, es decir, corresponde al
producto entra la probabilidad de que el proceso salte en el tiempo ¢ y el valor esperado del
salto si es que ocurre en ese momento.

Observacion P, es creciente y esta acotado por E[Y]] que a la vez esta acotada por el valor
total de la propiedad asegurada.

lim P, = E[Y1] < VPA.
t—o00
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6.1.1. Ejemplos

Se tienen dos individuos que contratan un seguro contra el mismo riesgo. El individuo 1
contrata el seguro en el tiempo 0 y el individuo 2 lo contrata en un tiempo r > 0. Se asume
que hasta un tiempo t (¢ > r), ningan evento sismico relevante ha sucedido y que ambas
polizas se encuentran vigentes.

1. Asumiendo Eg(z) = Sy Va, v Ty ~exp(\), entonces

1

e‘de = Sg[l — e*)‘t].

t
e [ speiees
0

Al tratarse de un proceso de Poisson, P, no dependeré de la variable A.
Hasta el tiempo t, el individuo 1 pagara
Pl = So[1 —e™]

y el individuo 2
Pt2 = So[l — e_)‘(t_”}.

El individuo 1 paga mas que el individuo 2, ya que permanece asegurado por un periodo
de tiempo mayor.

2. Asumiendo Eg(z) = x 'y Ty ~ Weibull(\, k), entonces

A+t
Ptl = ﬁe(ﬁ)k/ skef(i)kds.
A

Comparando las tasas que pagara cada individuo en el periodo [r,t] se cumple que

A+r\* /AN
A A
Por lo tanto, en el periodo en que ambas polizas estan vigente, el individuo 2 pagara

una tasa mas alta que el individuo 1 y tal diferencia dependera del valor de r.

Tasa 2 B

= > 1.
Tasa 1

exp

Este resultado es esperable, ya que ambos estan expuestos al mismo riesgo y el individuo
1 paga a lo largo de un intervalo de tiempo mayor.
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6.2. Calculo de Prima para un Proceso de Renovacién en
Equilibrio

El siguiente cédlculo de prima considera una péliza de seguro descrita como en el caso
anterior, es decir, se vuelve a negociar una vez que ha ocurrido un sismo importante, y se
puede ajustar a dos posibles escenarios.

(a) Por alguna razon, se desconoce el tiempo que ha pasado desde el tltimo terremoto
importante en el sitio a considerar.

b) A la aseguradora le parece muy engorroso o simplemente no esté interesada en diferenciar
g g
a sus clientes segtn el tiempo en que contratan sus poélizas y prefiere tratarlos a todos
por igual.

En cualquiera de los dos casos anteriores, se asume que el proceso es un Proceso de
Renovacion en Equilibrio, es decir,

P(TF < 2) = Fyu(z) = - /093[1 — H(s)]ds

donde p = [;°[1 — H(s)]ds.
Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento que en la Seccién la Prima est4 dada
por:

B =ENilypg]

— [ B | TF = albgp (o
0

t B — x l — T X
— [ EM T = el - A
:% [ o) — H())de.

6.2.1. Ejemplos

1. Asumiendo Eg(x) = Sy V, y X1 ~exp()), entonces

HoJo

P, e Mdr = Sp[l —e ).

Esta prima es igual al caso anterior, lo que se debe a que su tasa de fallos es constante,
Feq(x) no es mas que la misma distribucion exponencial.

2. Asumiendo Eg(z) =z y X7 ~ Weibull(1, 2), entonces

(5) = s —se™
ColS) = se
2 2r(1,5)

33



Comparandola con la tasa anterior, para esta distribucion

2 s (ernr:
cl(s):m(A—i—s) e~ (A,

Se cumple que ambas tasas son decrecientes, lo que tiene sentido, ya que estan
acotadas por el valor total asegurado de la vivienda. En un comienzo la tasa ¢;(0) =
ﬁ(A)Qe_M es mayor a c2(0) = 0, y la diferencia depende del valor de A. Esto viene
del hecho que en el caso 1 se asume que el proceso comenzé hace un tiempo A y, por
lo tanto, mientras mayor sea A, mayor es el riesgo. Mientras en el segundo caso, se
tomo la distribucion en equilibro. Por lo tanto, si A es grande la diferencia entre ¢; y
¢y deberia aumentar. Si se analiza el comportamiento asintotico de la razéon entre las
tasas, se tiene que: .
_ cte(A + 5)?se’

2 (5) se(A+s)?

Es decir, en el primer caso se comienza cobrando una tasa més alta, pero con el paso del
tiempo, como ambos estan acotados por el mismo valor, la tasa c¢;(s) se vuelve menor

que co(s).
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Conclusiones y Problemas Pendientes

A lo largo de esta memoria, se ha descrito el problema de estimar el valor de las primas a
pagar por los clientes en un seguro contra terremotos. Luego de haber estudiado el problema es
posible afirmar que no es correcto aplicar la teoria convencional de seguros y que es necesario crear
resultados especiales para este tipo de desastres naturales.

Ademas al analizar las estadisticas nacionales disponibles sobre seguros contra terremotos, se
obtiene que el 76 % de la poblacion no cuenta con uno. A diferencia de otros paises sismicos donde
la legislacion exige contratar una poliza y el Estado presta ayuda para que dicha regla se pueda
mantener.

Se logr6 crear un modelo que mateméticamente representa un primer acercamiento al fenémeno
estudiado y aplicando resultados de Teoria de Renovacion y Procesos de Markov Deterministas
por Pedazos, fue posible encontrar el valor de la prima pura por riesgo y la prima que convierte el
proceso en un juego justo, haciendo del balance de la compania una martingala.

Luego, se utilizo Calculo Estocastico aplicado a la Teoria de Finanzas, definiendo un Mercado
de Reaseguros Proporcionales. Ademas, utilizando las condiciones para el célculo de precios tal
que el mercado no permita oportunidades de arbitraje, se creé un procedimiento para encontrar
una medida martingala equivalente dentro de un conjunto de medidas.

El mercado chileno no cuenta con alternativas que absorban las pérdidas en caso de un gran
evento sismico, la incorporacion de derivados como lo son los bonos asociados a catastrofes naturales
podria fortalecer el mercado.

En el altimo capitulo, se considerd como variable a analizar el tiempo en que un cliente contrata
su poliza de seguro y se obtuvieron algunos resultados en un contexto determinado. Se espera que
en estudios futuros se profundice este tema logrando extender los resultados generales a este caso.

En los calculos realizados solo se consider6 una prima pura o una tal que el proceso fuera
martingala. El objetivo de esto es dar a las companias aseguradoras las herramientas para efectuar
el calculo de una prima real, que puede incluir una funcion de utilidades o algtn factor de recargo,
como se asumi6 en los ejemplos de reaseguro.

Como trabajo pendiente queda la aplicacion de este modelo a un caso real, con el fin de comparar
la prima dada con los valores actuales que pagan los clientes a las companias. Ademés del estudio
de una cartera de seguros contra terremotos, es decir, como trabajar con varios clientes a la vez,
considerando factores como la distancia entre sus viviendas y las distintas exposiciones al riesgo.
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Apéndice A

(zenerador Infinitesimal

A.1. Procesos de Markov

Se asume que el proceso (X, : t > 0) es cadlag, es decir, es continuo por la derecha y tiene
limite por la izquierda.

Sea F = B(E) los borelianos de E, M(FE) =
My(E) = {f € M( : sup,cpl9(@)| < oo} y P(E)

) {f : E — R : fesmedible},
) el
de probabilidad en (E, B(F)).

conjunto de todas las medidas

Definicién A.1 (Kernel de Transicion) Una funcién P : R x E x B(E) — [0, 1] es Kernel
de Transicion si Vh,hy,hy > 0,2 € E,B € B(FE) :

o P(h,z,-) € P(E).

e P(0,x,{z}) = 1.

e P(-,-,B) e M(R" x E).

o P(hy+ hy,x,B) = [, P(hy,y, B)P(hy,z,dy).

Definicién A.2 (Proceso de Markov) (X; : ¢t > 0) es un Proceso de Markov si existe un
kernel de transicion Py una medida de probabilidad o € P(E) tal que

GBO,X<t1) EBl,,X(tn> EBn) ==

/ / / t _tn 1y, Tp— 17dl'n)...P(tl.l'mdl'l)a/(dl'o)
By J/ By n

VHEN,BQ,...7BHEB(E),tOZOStlS...<tn
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Observacion « corresponde a la distribucion inicial y P(h,z, B) se interpreta como la
probabilidad de que en un tiempo h, el proceso se mueva del estado x a un estado en B.

Teorema A.3 Sea (X; : t > 0) un proceso estocdstico en E. Entonces, (X; : t > 0) es
un Proceso de Markov si y sdlo si existe un kernel de transicion P = {P(h,x, B)} tal que

Vt,h > 0,B € B(FE)
P(X(t+h) € B| FX) = P(h,X(t),B)

o equivalentemente Vt,h > 0, g € My(FE)

E(g(X(t + b)) | F¥) = [E o(y)P(h, X (1), dy).

A.2. Generador Infinitesimal

Definicién A.4 (Semigrupo de Contraccion) Una familia de transformaciones (T'(h) : h >
0) de My(E) en si mismo es un Semigrupo de Contraccion si Yh,hy,hy >0y g € My(E):

° T(O) = Id.
o T(hy + hy) = T(h))T(hs).
o |T(R)gll < ll9llo-

Lema A.5 Si {X; : t > 0} es un proceso de Markov con kernel de transicion P =
{P(h,z,B)}. Entonces,

T(h)g(x) = [Eg(y)P(hy z,dy) = Elg(X(h)) [ X(0) = 2] para g € My(E) (A1)
es un semigrupo de contraccion en My(E).

Definiciéon A.6 (Generador Infinitesimal) Sea {T'(h)} un semigrupo de contraccion y
g € My(E). Se define:
_ o L(h)g —g
AE T

Sea D(A) C My(E) que denota el conjunto de funciones g tales que el limite anterior
existe y pertenece a My(E).

Entonces el mapeo A : D(A) — M,(E) es el generador infinitesimal de {T'(h)} y D(A)
es llamado el dominio de A.
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Por lo tanto, para el semigrupo dado en[A.]]

_ o Elg(X(h) — g(z) | X(0) = ]

Teorema A.7 Si (X(t) : t > 0) es un proceso de Markov con generador A dado por la
formula anterior. Entonces, Yg € D(A) el proceso (M(t) : t > 0) definido por

M(t) = g(X(1)) — 9(X(0)) —/0 Ag(X (u))du

es una martingala.
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Apéndice B
Superposicion de Procesos de Renovacion

Dados m procesos de renovacion mutuamente independientes {W1(n), W2(n), ..., W™(n) }nen
v sus correspondientes procesos de conteo (N'(t), N%(t),...N™(t) : t > 0) inducidos por
las distribuciones F(t), F2(t),..., F™(t) (con esperanzas p'(m),pu?(m), ..., u™(m), respecti-
vamente) . Se construye un proceso que corresponde a la superposicion de estos m procesos,
cuyo proceso de conteo es:

MO(t) =" N'(t).
=1
En general, este nuevo proceso no es un proceso de renovacion.

Se define:

X 1 1
dm >

—y pi(m) T a

Si se considera que el proceso ha estado realizandose desde un tiempo suficientemente grande
y se fija un ¢t = 0, entonces si 77 representa el tiempo de la primera renovacioén del proceso i.

1
pi(m)

t
pi(m)

P(Ti <t)~ /Ot(1 — F'(t))dy =~

donde en la segunda aproximacion se asumié que para todo k, Fi(y) es suficientemente
pequeno.

M . . ., ..
Se define T 1( ) como el tiempo de la primera renovacion del proceso de superposiciones,
entonces asumiendo que para todo ¢, u; es suficientemente grande

P(TM > t) ~ (1 - ﬁm)) o (1 - ﬁ) ~ et

Por lo tanto, cuando m tiende a infinito, el nuevo proceso se puede aproximar a un proceso
de Poisson.
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