UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL

CONGESTION Y EQUILIBRIO EN REDES DE
TRANSPORTE PUBLICO

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA
INGENIERIA MENCION TRANSPORTE

TESIS PARA OPTAR AL TiTULO DE INGENIERO CIVIL

PABLO RODRIGO BELTRAN CORREA

PROFESOR GUIA:
ROBERTO COMINETTI COTTI-COMETTI

MIEMBROS DE LA COMISION:
CRISTIAN CORTES CARRILLO
JOAQUIN DE CEA CHICANO
FRANCISCO MARTINEZ CONCHA

SANTIAGO DE CHILE
DICIEMBRE 2012



dedicada a Aline, Francisca y Eduarda...



AGRADECIMIENTOS

Como es natural, les agradezco en primer lugar a mis padres Francisco y Pilar por su paciencia y
ejemplo, y por haberme traspasado, conscientes 0 no, una serie de valores y virtudes que hoy
reconozco, transmito, y agradezco profundamente.

A mi familia toda, por el constante carifio y apoyo con que han aportado a mi vida, en especial a
mis hijas, por todo el amor que recibo de ellas y por tantas genuinas alegrias que me seguiran
dando.

A Roberto Cominetti, por guiarme con dedicacion en esta aventura matematica vinculada al
transporte puablico; por compartir tantas horas de reflexion, simulaciones, formulas y
demostraciones; y por aceptar que esta tesis tomase un rumbo investigativo no suficientemente
justificado, en ese entonces.

A Henry Malbran, por haberme invitado hace 14 afios a unirme a un pequefio grupo de
investigacion que finalmente generd una serie de trabajos, paper, conocimiento, y esta tesis por
cierto; porque con ello probablemente me generaste un vinculo permanente con el transporte
publico; a partir del cual tanto personal como profesionalmente he podido con alegria contribuir a
la sociedad.

A mis amigos, de la vida puedo decir ya, representados por todos quienes con mas 0 menos
frecuencia, pero siempre sin reproche, me preguntaban casi sin esperanza: ¢y cuando te vas a
titular?... en particular para quienes hicieron algo por ello...

Finalmente a Karla, por su compafiia y carifio en estos afios juntos; y por haberme dado el apoyo

y la comprension que necesité para cerrar esta etapa, en éste, el que probablemente hubiese sido,
mi dltimo intento.



RESUMEN

El Disefio de Redes de Transporte Publico es probablemente una de las materias mas interesantes
en lo que a optimizacion de la operacion a gran escala se refiere. Si bien el problema puede ser
abordado desde distintas perspectivas y con diversas metodologias, hay consenso técnico en la
importancia de contar con herramientas que permitan predecir correctamente el comportamiento
de la demanda, ante cambios en la oferta.

En este sentido, si bien no se discute la necesidad de contar con modelos de asignaciéon de
pasajeros a redes de transporte publico, que reproduzcan de buena manera la distribucion de
flujos, tanto a nivel de ejes como a nivel de los arcos de la Red, no son muchas las herramientas
desarrolladas que entregan buenos resultados. Probablemente, la razon principal de lo anterior
radica en que solo en los Ultimos 20 afios los investigadores han incorporado en los modelos de
asignacioén de pasajeros, los efectos de la capacidad limitada que poseen los vehiculos, tanto en
los niveles de servicios que perciben los usuarios como sobre las decisiones que toman.

Incluso hasta estos dias, practicamente la totalidad de los modelos tedricos y précticos en lo que a
asignacion de pasajeros se refiere, han tratado la restriccion de capacidad de los vehiculos de una
manera parcial e intuitiva, buscando reproducir la asignacion de flujos a nivel estratégico, pero
con deficientes resultados a nivel tactico.

El presente trabajo propone un nuevo modelo de equilibrio para la asignacion de pasajeros en
redes de transporte publico, basado en el concepto de Estrategia (Spiess, 1983) y en un Modelo
de Congestion que se desarrolla a partir de la revision y andlisis de los efectos experimentados
por los usuarios, cuando se ven enfrentado a una oferta de transporte publico cuya capacidad es
limitada. Para lograr lo anterior, con base en simulaciones y en teoria de colas, dichos efectos
fueron incorporados en la modelacién del tiempo de espera, logrando con ello reproducir desde
su geénesis las alteraciones tanto en el nivel de servicio como en el comportamiento y decisiones
de los usuarios.



ABSTRACT

Public transport network design is probably one of the most interesting large scale optimization
problems. This problem can be approached from different perspectives and with diverse
methodologies, but there is technical agreement on the importance of having tools to correctly
predict passenger behavior after changes in the supply.

Even though the need for public transport passenger assignment models that correctly reproduce
the flow distribution on the network is widely recognized, most of the existing tools do not
provide good results. Probably the main reason is that only during the last 20 years passenger
assignment models have incorporated the effects of vehicle capacity constraints, both on the level
of service that users are receiving and on the decisions they make.

And even until today, both the theoretical and the practical passenger assignment models have
treated vehicle capacity constraints intuitively or partially, always trying to reproduce only the
strategic flow assignment but with deficient results at the tactical level.

This thesis proposes a new equilibrium model for the assignment of public transport passengers,
based on the strategy concept (Spiess, 1983) and a congestion model developed as a result of the
review and analysis of the effects experienced by users when they face a public transport supply
with limited capacity. Based on simulations and queuing theory, those effects were incorporated
in the waiting time model, allowing for a reproduction — from the origin of the phenomena — of
the alterations in both the level of service and users’ behavior and decisions.
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1. INTRODUCCION

Las principales ciudades de paises en vias de desarrollo presentan, como caracteristica comun,
una mayoritaria aunque decreciente participacion del transporte publico en el contexto del total
de viajes en ella. A pesar de tal caracteristica, en ellas se observan severos problemas de
congestion producto de la insuficiente prioridad e infraestructura destinada a satisfacer esta
importante demanda de viajes. Dicho desequilibrio, producto en parte de la carencia de recursos y
de restricciones fisicas impuestas por la propia escasez del suelo, plantea al menos el desafio y la
necesidad de hacer un uso eficiente de la infraestructura disponible. Es en este sentido que la
probada eficiencia del transporte pablico masivo marca las directrices generales de las politicas a
ser implementadas por las autoridades competentes a objeto de, al menos, intentar mantener la
particion modal.

Del desafio de un Sistema de Transporte Sustentable se desprende el Problema del Disefio de
Redes de Transporte Publico (PDRTP), que tiene por objeto optimizarlo y con ello hacerlo mas
atractivo, incentivando su uso y descongestionando en forma directa el sistema de transporte. En
efecto, una de las principales preocupaciones de los planificadores de transporte en los ultimos
afios, y por lo tanto una de las principales lineas de investigacion, ha sido el disefio de redes de
transporte publico, dada la importancia de dichas redes en la operacion de sistemas de transporte.

En este contexto, es importante cuestionar en primer término si la red fisica de transporte publico
de superficie es lo mejor que la ciudad puede brindarle a sus habitantes, es decir, si el conjunto de
ejes por sobre los cuales opera corresponde a los ejes capaces de proveer la mejor configuracion
de este modo. Una vez establecida la red vial fisica, corresponde la definicion de las lineas de
transporte pablico.

En Santiago de Chile, hasta antes de la implementacion del proyecto Transantiago, la definicion
de cada una las lineas de transporte publico provenia de una mirada individual y no de ciudad,
gestada como un equilibrio entre los intereses econdmicos de los empresarios del sector, las
posibilidades regulatorias de la autoridad, y la estructura histérica de recorridos heredada de
experiencias de libre mercado en la industria, que termind a fines de la década de los "90
convirtiendo a dichos empresarios en un cartel.

Adicionalmente, la definicion de las frecuencias de cada una de las lineas era también planteada
como un problema aislado de las frecuencias del resto de ellas, incorporando dicho antecedente
operacional en algunos casos como un atributo del nivel de servicio a los usuarios, puntuable en
procesos de licitacion de recorridos, y sin una racionalidad en el uso de los recursos del sistema.

En resumen, el disefio de la red de transporte publico de superficie en la Ciudad de Santiago
previo a la implementacion de Transantiago, asi como el de la mayoria de las ciudades de paises
en vias de desarrollo, no correspondia al resultado de la aplicacion de criterios de optimalidad en
cada una de las etapas del PDRTP. Mas bien, era consecuencia del equilibrio de diversos
intereses defendidos por los distintos actores.

Luego, surge de manera natural la necesidad de plantear el problema antes descrito como uno de
disefio planificado de un sistema integral de transporte publico masivo, que incorpore los
siguientes aspectos centrales:



I. Disefio Fisico de lineas, cuyo objetivo sea establecer, a nivel de sistema, los
recorridos Optimos para cada una de las lineas, de manera de satisfacer
adecuadamente los requerimientos espaciales de las demandas en los distintos
pares O/D.

ii. Disefio Operacional de lineas, cuyo objetivo es resolver el problema de la
definicion oOptima de frecuencias y capacidades de las distintas lineas,
considerando el efecto de la restriccion de capacidad de los buses y sus
consecuencias sobre el comportamiento del usuario, de modo de satisfacer de la
mejor forma posible los requerimientos temporales de la demanda.

Los resultados de ambos aspectos son evidentemente dependientes de los criterios de optimalidad
utilizados. En efecto, parece razonable pensar en una red de transporte publico que minimice el
tiempo total de viaje en el sistema, sin embargo ello podria significar un incremento inaceptable
de los costos de prestacion de los servicios, y por consiguiente de las tarifas o eventuales
subsidios. Por otro lado, una vision medioambientalista procuraria maximizar el namero de
transferencias con la Red de Metro reduciendo con ello la emision de contaminantes y la flota
total de buses en el sistema. En consecuencia, todos los posibles criterios de optimalidad no
necesariamente seran compatibles, por lo que podrian ser considerados ya sea a traves de
maultiples objetivos o de un macro-objetivo que los integre.

El problema de disefio podria entonces plantearse en términos econdémicos maximizando el
beneficio social asociado a la operacion de la red de transporte publico, esto es, minimizando los
costos sociales de operacion experimentados por usuarios y operadores, en consideracion a los
requerimientos globales del sistema de transporte urbano tales como un nimero determinado de
buses en el sistema, flujos maximos de vehiculos, tiempos de espera maximos, emisién de
contaminantes acotada, etc.

Una vez conceptualizado el PDRTP, es necesario reconocer que la evaluacion de disefios
requiere, como pieza fundamental, un Modelo de Asignacién de Pasajeros (MAP) capaz de
reproducir adecuadamente el comportamiento de los usuarios, enfrentados a las caracteristicas
propias de la oferta de transporte publico.

En este contexto, son pocos los modelos de asignacion de pasajeros a redes con tales
caracteristicas e implementados, debido a dificultades teoricas relacionadas con la modelacion de
los supuestos utilizados para reproducir el comportamiento del usuario, a la formulacion
matematica del problema de equilibrio con el cual se obtiene la asignacion de pasajeros y a sus
algoritmos de solucion.

Una vez identificada la importancia del MAP en el problema de disefio, es necesario reconocer
que la formulacion matematica de éste depende, en gran medida, de los supuestos utilizados para
reproducir el comportamiento de los usuarios. Ello, debido al principal aspecto que diferencia a
los usuarios de transporte privado y publico en términos de sus modelos de asignacién, el tiempo
de espera. Este aspecto, que al ser aplicado sobre conjuntos de lineas alternativas imposibilita la
utilizacion de la gran cantidad de modelos de asignacion desarrollados para los usuarios de
transporte privado, introduce no-linealidades en la formulacion matematica que impiden la
utilizacion de técnicas clasicas, en lo que a equilibrio de redes se refiere.



Especificamente, respecto a la modelacion del comportamiento del usuario, es reconocido el
hecho de que, al menos en los modelos de asignacion de pasajeros, su tratamiento ha sido
bastante simplificado, debido a la imposicion de fuertes supuestos en términos de, por ejemplo, el
tiempo de espera (Modelo de Congestion). Un ejemplo de ello es que los efectos de la
restriccion de capacidad en el incremento de los tiempos de espera, asi como la modelacion de los
posibles cambios conductuales producto de este fendmeno, han sido estudiados e incorporados en
los MAP solo en las Gltimas dos décadas.

En efecto, y como se apreciard en los siguientes capitulos, los modelos de asignacién de
pasajeros, que son la herramienta fundamental para la evaluacion de cualquier disefio de red de
transporte publico, han incorporado los efectos de la restriccion de capacidad de manera més bien
intuitiva, tratando de reproducir los flujos observados en el sistema, o de internalizar los efectos
experimentados por los usuarios. Para ello, han sido usadas expresiones mas bien heuristicas en
la determinacion de los tiempos medios de espera, a pesar de ser precisamente este aspecto el que
distingue a este tipo de modelos de asignacion de los desarrollados para usuarios de transporte
privado.

La motivacidn de esta tesis es contribuir al Disefio de Redes de Transporte Publico, a través de un
nuevo Modelo de Asignacién de Pasajeros (MAP). Para lograr lo anterior, se han planteado los
siguientes objetivos:

El primero de ellos corresponde a la revisién y analisis de los efectos experimentados por
los usuarios cuando se ven enfrentados a una oferta de transporte publico cuya
capacidad es limitada. Una vez identificados dichos efectos, estos seran introducidos en
la modelacion del tiempo de espera con el propdsito de reproducir eventuales
alteraciones en el comportamiento del usuario, como replantearse decisiones del tipo:
eleccién de ruta, de lineas atractivas, eleccion de paradero de acceso a la red y/o zonas
de transferencia.

El segundo objetivo es incorporar el analisis anterior en un modelo de equilibrio para la
asignacion de pasajeros a redes de transporte publico, con el cual se obtengan
asignaciones de flujos en el sistema, utilizando una mejor modelacién de la operacion en
paraderos.

En relacion con la estructura de la tesis, ésta ha sido organizada en 7 capitulos. El Capitulo 1
corresponde a la presente introduccion, donde se contextualiza el problema y se presentan los
principales objetivos perseguidos en el trabajo.

A continuacion, en el Capitulo 2 se realiza una descripcion y discusion de los trabajos mas
relevantes relacionados con la modelacion de la asignacion de pasajeros en redes de transporte
publico con restriccion de capacidad, asi como del andlisis de los tiempos de espera en sistemas
de atencion a usuarios.

En el Capitulo 3 se analizan los fundamentos de la congestion en paraderos. En particular, se
estudia la modelacion del tiempo de espera y la asignacion de pasajeros, ademas de los efectos
inducidos en éstos por la restriccion de capacidad de los vehiculos de las lineas que conforman el
sistema de atencion en un paradero. Con esto se persigue obtener fundamentos matematicamente



solidos que sustenten la forma en que posteriormente se modelara la congestion. De igual modo,
este analisis permitira contrastar sus resultados respecto a los modelos presentados en la revision
bibliogréafica.

En el Capitulo 4, mediante analisis teoricos y simulaciones, son obtenidas importantes
caracteristicas cualitativas relacionadas con el comportamiento de los usuarios en situaciones de
congestion, para diversos tipos de paraderos. A partir de dichas caracteristicas, son discutidas y
cuestionadas las aproximaciones usadas para representar el tiempo de espera en los modelos
vistos en la revision bibliografica, ademas de proponer otras. También se plantea y desarrolla un
Modelo Generalizado de Congestion, consistente con dichas caracteristicas y con las
conclusiones obtenidas en el capitulo anterior, siendo ademas capaz de reproducir los resultados
de las simulaciones.

Posteriormente, en el Capitulo 5, se verifican las bondades del Modelo Generalizado de
Congestion presentado en el capitulo anterior, mediante simulaciones y analisis tedricos que
resuelven el problema de lineas comunes en un ejemplo especifico. Luego de ello, se generaliza
el problema de lineas comunes, demostrando la existencia y unicidad del equilibrio bajo hipdtesis
sumamente débiles.

Luego, en el capitulo 6, se plantea el problema de equilibrio en una red desde multiples origenes
a multiples destinos para, finalmente en el Capitulo 7, entregar las principales conclusiones del
trabajo desarrollado, asi como también las lineas de desarrollo abiertas en esta tesis para futuros
estudios.



2. REVISION BIBLIOGRAFICA

2.1 ASPECTOS GENERALES

En el caso del transporte publico, el problema de la asignacion de usuarios (pasajeros) a la red es
conceptual y operacionalmente diferente al caso del transporte privado. En efecto, para este
ultimo, la red vial permite definir caminos o rutas, luego, al conocer los caminos seguidos por los
vehiculos, se conoce también la asignacion de sus usuarios sobre la red. Sin embargo, en el caso
del transporte publico, no basta con conocer las trayectorias de los servicios (lineas) para
determinar la asignacion de sus pasajeros sobre la red a través de las distintas rutas.

El problema de encontrar la asignacion de pasajeros sobre una red de servicios de transporte
publico ha sido estudiado por diversos autores en los Gltimos cuarenta y cinco afios. Sin embargo,
durante los primeros diez, las investigaciones desarrolladas (ver Dial, 1967; Fearnside y Draper,
1971; Le Clerg, 1972) plantean el problema en forma similar a los clasicos problemas de
asignacién de tréfico desarrollados, hasta ese entonces, para el transporte privado.
Especificamente, se trata de modelos en los que asume que los pasajeros viajan a través del
“itinerario mas corto” entre su origen y su destino, es decir, a través de la linea (o0 sucesion de
lineas) que minimiza su tiempo total de viaje.

En los siguientes 10 afios, producto del andlisis del tiempo de espera, las investigaciones
derivaron en suponer que el comportamiento de los usuarios esta determinado por la
minimizacién de su tiempo total esperado de viaje. Los modelos desarrollados bajo este supuesto
pueden agregarse en dos grupos. El primero de ellos considera la asignacion de pasajeros a “rutas
minimas” (ver Chriqui, 1974; Chriqui y Robillard, 1975; De Cea et al., 1988; De Cea y
Fernandez, 1989), es decir, los usuarios optan por la ruta de costo percibido minimo para alcanzar
su destino. Para ello, estos modelos suponen que una ruta es un conjunto de lineas (0 sucesion de
ellas) que permiten a los viajeros desplazarse entre su origen y su destino a través de una Unica
secuencia de nodos (ruta)®.

El segundo grupo, basado en suponer que los viajeros pueden optar por un conjunto de rutas (ruta
generalizada) para alcanzar su destino, define la eleccion de ruta en términos de una “estrategia
optima” o “hiper-ruta minima” (Spiess, 1983; Nguyen y Pallotino, 1988; Spiess y Florian,
1989). En estos modelos, los viajeros pueden desplazarse a través de cualquiera de las posibles
secuencias de paraderos (rutas) al interior de la estrategia determinada como Optima.

Los modelos desarrollados hasta ese entonces, salvo el de Spiess y Florian (1989), consideran los
tiempos de viaje constantes, sin reconocer que los efectos del hacinamiento y congestion en calles
y paraderos podrian eventualmente alterar la eleccion de ruta. Luego, si entendemos la
congestion de transporte publico como el fendmeno experimentado por los usuarios en términos
del aumento de su tiempo de espera producto de una oferta de transporte publico insuficiente, es
posible afirmar que los modelos desarrollados hasta inicio de los afios “90, no la habian
considerado.

1 - . - .
Ya se contaba con eficientes algoritmos para resolver el problema de rutas minimas en redes de transporte privado.



En efecto, fueron De Cea y Fernandez (1993) quienes propusieron un modelo de equilibrio
basado en el concepto de ruta, que incorpora la restriccion de capacidad de los vehiculos y con
ello el fendmeno de la congestion, pero manteniendo constantes los tiempos de viaje en vehiculo.
De igual modo, en Wu et al. (1994), Bouzaiene-Ayari et al. (1995), Cominetti y Correa (2001) y
Cepeda et al. (2006) desarrollan modelos de equilibrio bajo el concepto de estrategias 6ptimas o
hiper-rutas minimas, en los cuales tanto los tiempos de viaje en vehiculos como los de espera son
dependientes de la demanda.

En una linea distinta, y bajo la premisa de que no es posible que todos los pasajeros tengan una
percepcion idéntica y precisa de los costos de cada ruta, se desarrollaron los modelos estocasticos
de equilibrio. En efecto, Lam et al. (1999) propusieron probablemente el primer modelo
estocastico de asignacion basado en el modelo logit multinomial para las redes de transporte
publico con congestion. Posteriormente, este tipo de modelos estocésticos siguid desarrollandose
con Nielsen (2000); Lam y Xie (2002); y Yang y Lam (2006). Recientemente y en esta misma
linea, Cortés et al. (2012) proponen una extension estocastica del modelo de equilibrio de
Cominetti y Correa (2001) y Cepeda et al. (2006), en donde los pasajeros no buscan minimizar el
tiempo esperado de viaje para alcanzar su destino, sino que abandonan cada parada segun
distribuciones de probabilidad de abordar los buses de cada linea, las cuales dependen de la
diferencia entre el tiempo de viaje en ella y el tiempo total esperado de viaje.

Existe por otro lado una significativa, pero menor cantidad de investigacion en términos de la
modelacion de los tiempos de espera. Una de las lineas de investigacion en esta materia, iniciada
por Welding (1957) y Holroyd y Scraggs (1966), dice relacion con el analisis de las variaciones
estocasticas de los intervalos de arribo de los buses, la que més tarde fue continuada por Osuna y
Newell (1972) y Marguier y Ceder (1985). Asimismo, un analisis del problema orientado a la
determinacion de los largos medios de cola se hace en Powell (1986).

La capacidad limitada de los buses fue planteada y desarrollada por Gendreau (1984), analizando
sus efectos en la distribucion de los pasajeros (comportamiento local) y en los tiempos de espera.
Trabajos posteriores en esta linea de investigacion fueron hechos por Bouzaiene-Ayari et al.
(2001); Cominetti y Correa 2001, Cepeda (2002) y Cepeda (2006).

2.2 MODELACION DEL PROBLEMA DE ASIGNACION

Existen diversas formas de agrupar los distintos modelos de asignacion de transporte publico,
dependiendo del aspecto elegido para mostrar sus diferencias. Una clasica forma de segmentar
dichos modelos de asignacion es distinguir los del tipo “todo 0 nada” y los del tipo “rutas
multiples”. Otra forma podria ser distinguirlos entre “deterministicos” y “estocasticos”.
También, y al igual que en la seccién anterior, es posible encontrar articulos que presentan la
diferenciacion en términos de aquellos construidos sobre los conceptos de “ruta” o “estrategia”.

Los modelos de asignacion denominados del tipo “todo 0 nada” suponen que todos los viajeros
que se desplazan entre un par de zonas origen-destino usan la misma ruta, aquella de costo
percibido minimo (Dial, 1967; Fearnside y Draper, 1971). Dicha ruta, definida por una secuencia
de nodos constituida por el nodo inicial, nodos de transferencia (si los hay) y nodo final, define



una secuencia de secciones de ruta. En cada una de ellas, se debe determinar el conjunto de lineas
comunes constituido por aquellas lineas efectivamente usadas. Dicho procedimiento evoluciond,
mediante el analisis del tiempo de espera, desde el concepto de “itinerario minimo” hasta la
“minimizacion del tiempo esperado de viaje” (ver Le Clerq, 1972; Chriqui, 1974; Chriqui y
Robillard, 1975).

La evaluacion de los modelos del tipo “todo 0 nada” no fue positiva, por cuanto no eran capaces
de reproducir correctamente las asignaciones entre rutas alternativas observadas en la préctica.
Ello, sumado al hecho de que los viajeros no tienen una percepcion perfecta del costo
generalizado de cada alternativa disponible, generé en su oportunidad la aparicion de los
llamados modelos de asignacion a “rutas multiples”, es decir, modelos en los que se asume que
el flujo desde una zona origen a una zona destino se distribuye a través de un conjunto de rutas
razonables.

Sin embargo, el particular nacimiento de los modelos de “rutas multiples” fue mas bien una
respuesta a las limitaciones de los modelos de tipo “todo 0 nada” en relacion con los problemas
de agregacion espacial y de acceso. En efecto, varios modelos fueron propuestos bajo esta optica,
en particular, Chriqui (1974) resolvi6 dichos problemas transformando la matriz de viajes entre
zonas origen-destino en una matriz de viaje entre nodos de la red. Mas tarde, Last y Leak (1976)
y De Cea y Chapleau (1984) recogen la idea antes mencionada y desarrollan procedimientos de
acceso basados en el modelo de dispersion logit.

Cabe destacar que, a pesar de que en estos modelos los viajes entre zonas origen-destino se
realizan por diversas rutas entre nodos de la red, la asignacion particular entre cada par de nodos
de la red es hecha de acuerdo al clasico modelo “todo 0 nada”. En consecuencia, es posible
afirmar que el nacimiento de los modelos de asignacion a rutas mdultiples fue, en una primera
instancia, el resultado de una metodologia de acceso mdltiple y no de una modificacion a la
concepcion filosofica de dichos modelos.

El posterior desarrollo de este tipo de modelos (basados en el concepto de rutas), fue generado
por De Cea et al. (1988, 1989) quienes proponen un modelo de asignacion a Rutas Minimas en
redes de transporte publico. Especificamente, dicho modelo se construye sobre una red virtual en
la cual las lineas de transporte publico estan representadas a través de secciones de ruta. Dicha
red es G(N,S), donde N (N=N"U Z) representa el conjunto de nodos (N") y centroide de zonas (Z),
y S (S=S"UA) representa el conjunto de secciones de ruta (S”) y arcos de acceso (A). Las Figuras
N°2-1ay 2-1b ilustran la red real y virtual para un ejemplo sencillo.

Existen ademé&s otros métodos de asignacion que podrian clasificarse como del tipo “rutas
multiples”, en particular el método de asignacion propuesto por Andreasson (1976),
posteriormente redefinido por Hasselstrom (1981) y finalmente mejorado por Jansson y
Ridderstolpe (1992), enumera cada una de las rutas y determina cuales de ellas son atractivas,
asignando los viajes a través de complejas reglas heuristicas. La asignacion, segun se reporta,
entrega buenos resultados en la practica a pesar de asignar los flujos entre pares origen-destino en
forma separada y de no garantizar la optimalidad (equilibrio) del tiempo total esperado de viaje.



Figura N° 2-1a
Representacion de una Red Real de Transporte Publico
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Figura N° 2-1b
Representacion de la Red Virtual de Secciones de Ruta
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El nacimiento del concepto de estrategia fue generado por Spiess (1983) al cuestionar los
supuestos usados en relacion con el comportamiento de los usuarios y extender el planteamiento
original de Chriqui y Robillard (1975). En particular, Spiess reconoce que podrian existir viajeros
que, por ejemplo, elijan un set de rutas para alcanzar su destino y aborden el primer vehiculo que
arribe y que pertenezca a alguna de las lineas que utilicen dichas rutas. Luego, s6lo una vez a
bordo del vehiculo el usuario sabe exactamente la ruta que seguira.

El concepto de estrategia dio origen paralelamente a dos formulaciones de modelos de
asignacion. Spiess y Florian (1989) generan el modelo de asignacion a “estrategias optimas” y
Nguyen y Pallotino (1988) desarrollan un modelo de asignacion a “hiper-rutas minimas”. Cabe
destacar que, si bien estos modelos permiten el desplazamiento entre pares origen-destino a
través de varias rutas y podrian, por lo tanto, clasificarse en modelos del tipo “rutas maltiples”,
se debe tener presente que tanto su generacién como posterior desarrollo obedecen supuestos
completamente diferentes en relacion con el comportamiento del usuario.



Los modelos de Chriqui (1974) y Chapleau (1974), Spiess y Florian (1989) y De Cea y
Fernandez (1989) dieron origen a los softwares TRANSCOM, EMME/2 y ARTP
respectivamente, los cuales fueron ampliamente utilizados por diversas entidades
gubernamentales como herramientas de planificacion. Sin embargo, algunas aplicaciones en la
ciudad de Santiago de Chile (De Cea y Fernandez, 1988; 1996) mostraban entre sus resultados
porcentajes no despreciables de segmentos de linea transportando cantidades de pasajeros
mayores a su capacidad.

En efecto, una de las reconocidas limitaciones de los modelos desarrollados hasta inicios de la
década de los 90" era el no considerar los efectos de congestion producto de la capacidad
restringida de los buses. De este modo, los tiempos de viaje y espera experimentados por los
usuarios eran independientes del flujo en la red, por lo que los modelos podian ser planteados en
términos de simples Problemas de Programacién Lineal (PPL), con eficientes algoritmos de
solucion.

Luego, si entendemos la congestion de transporte publico como el fendbmeno experimentado por
los usuarios en términos del aumento de su tiempo de espera producto de una oferta de transporte
insuficiente, es posible afirmar que este aspecto fue incorporado en los modelos de asignacion de
pasajeros a lineas, sdlo en los ultimos veinte afios. A continuacion se presenta la descripcion y
analisis de los desarrollos mas relevantes en lo que a modelos de asignacion de pasajeros y
analisis del tiempo espera se refiere, en los cuales se incorpora la restriccion de capacidad de los
buses y sus efectos tanto en el comportamiento de los usuarios como en la modelacion de la
asignacion.

2.3 MODELOS DE ASIGNACION DE PASAJEROS

2.3.1 De Cea Joaquin y Fernandez José E. (1993)

Basados en el concepto de ruta, De Cea y Fernandez presentan la formulacién y solucién de un
modelo de equilibrio para resolver el problema de asignacion de pasajeros en un sistema
congestionado. Los autores interpretan la congestion como el fendbmeno experimentado por los
usuarios en su tiempo de espera, cuando el volumen de viajes en el sistema se aproxima a la
capacidad del mismo. Para ello, suponen que todos los viajeros que se desplazan entre un origen
y un destino eligen la ruta de costo percibido minimo (ruta minima).

Para entender el modelo es necesario remitirse a la definicion de ruta entregada por De Cea et al.
(1988), quién la define como una secuencia de nodos dada por el nodo inicial, nodos de
transferencia (si los hay) y nodo final. En cada nodo de la ruta, existird un conjunto de lineas que
le permitiran al usuario alcanzar el nodo siguiente.

De este modo, al definir la seccidn de ruta s como el arco ficticio entre dos nodos consecutivos
de una ruta, se estara considerando sobre ella el conjunto (A;) de lineas disponibles. Sin
embargo, el conjunto de lineas efectivamente usadas en una seccién de ruta puede ser un



subconjunto ( As) de lineas, denominado lineas comunes o atractivas (ver Chriqui, 1974; Chriqui
y Robillard, 1975; De Cea y Fernandez, 1988).

La red de transporte publico esta definida por el grafo G(N, S), donde N y S son los conjuntos de
nodos y secciones de ruta respectivamente, como se ejemplifica en la Figura N° 2-2. La notacion
bésica del modelo considera a W como el conjunto de pares origen-destino w asociados al grafo

G(N, S), mientras que R, < R es el conjunto de rutas r que conectan el par w.

Figura N° 2-2
Representacion de la Red Transporte Publico a Nivel de Secciones de Ruta
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Suponiendo que las llegadas de los usuarios a los paraderos son aleatorias, los autores reconocen

que, cuando la capacidad del sistema es limitada, el tiempo de espera w® asociado a la seccién de
ruta s dependera de la capacidad disponible k, de sus lineas comunes y que, si eventualmente

una linea pertenece a mas de una seccion de ruta, éste tiempo de espera dependera también de la
cantidad de usuarios en aquellas secciones de ruta.

En consecuencia, los autores asumen que el fendmeno de la congestion, en una red de transporte
publico, esta concentrado en los paraderos. De este modo, la funcion de costo (C,) en la seccion
de ruta s, esta dada por siguiente expresion:

c, =t . =ﬂ(v +V5J VseS (2.1)

S

donde el término (t,) corresponde al tiempo o costo fijo (incluye tarifa) abordo de los vehiculos,
y el resto de los términos representa el tiempo de espera, con «,f y n pardmetros a calibrar.
Cabe destacar que la frecuencia total ( f,) de la seccion de ruta s, corresponde a la suma de las
frecuencias ( f,) de sus lineas comunes:

f,=>f Vses. (2.2)

leAs
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El segundo término del tiempo de espera modela explicitamente el incremento de éste, en funcion
del nimero de usuarios (V *) que intenta abordar cualquiera de las lineas comunes contenidas en
la seccion de ruta s, del numero de pasajeros (\75) abordo de estas lineas en secciones de ruta
anteriores o paralelas y de la capacidad practica ( K,) total de la seccion de ruta s. En particular,

el termino V, puede escribirse de la forma:

\Z:Z{ZVHZVH }: VS +V, Vse$S (2.3)

les | jeSS jeSs

donde V. es nimero total de pasajeros que abordan, en el nodo inicio i(s) de la seccion de ruta s,

todas las otras secciones de ruta que posean lineas contenidas en la seccion de ruta s; \Zes el
numero de pasajeros que abordaron todas las lineas pertenecientes a la seccion de ruta s en un
nodo anterior a i(s) para bajarse despues de i(s); S, es el conjunto de todas las secciones de ruta

(excepto s) que salen de i(s) y, finalmente, S es el conjunto de secciones de ruta que comienzan
antes de i(s) para terminar después.

El problema de encontrar el conjunto de lineas comunes al interior de una seccion de ruta fue
anteriormente resuelto por Le Clerq (1972), quien supuso que todas las lineas que unen un par de
nodos son equivalente en ese tramo. Mas tarde, Chriqui (1974) plantea que este subconjunto de
lineas es aquel que minimiza el costo o tiempo esperado de viaje (movimiento + espera).
Finalmente, Chriqui y Robillard (1975) proponen un algoritmo simple para el desarrollo general
hecho previamente por Robillard (1971), con el que resuelven el problema de programacion
hiperbdlica asociado a una seccién de ruta que une un par de nodos, para el caso en que tanto los
tiempos de viaje como las frecuencias de las lineas son constantes, esto es:

Zt| fix

. . 1
Min TV.= Min {<& + = T. +W, (2.4)
aoia | 2 fx 0 2 fx .

X =0 = lgA leA leA

donde los términos del problema de minimizacion son los valores esperados de los tiempos de
viaje y de espera respectivamente. Se debe notar que los modelos de Le Clerq (1972) y Chriqui y
Robillard (1975), suponen que en cada etapa de un viaje (seccion de ruta) los usuarios abordan el
primer vehiculo perteneciente al conjunto de lineas comunes que arriba al paradero. Ademas,
estos modelos asumen que los tiempos de espera w,, asociados a las lineas | € As son variables

aleatorias independientes con media ( f, ), distribuidas exponencialmente.

En el caso interesante de existencia de congestion, habra vehiculos que arriben a los paraderos
con una capacidad menor que la cantidad usuarios que desean abordarlos. Debido a esto Gltimo,
De Cea y Fernandez introducen el concepto de frecuencia efectiva, la que para el caso de una

linea ( f, ), es menor o a lo sumo igual que su frecuencia nominal ( f,).
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De este modo, la frecuencia efectiva f,* de una linea I, en el nodo inicio i(s) de la seccion de
ruta s, dependera de la tasa de ocupacion de esta, la que a su vez es funcion de su capacidad (k, )

y del nimero de pasajeros v;; que la abordaron antes de i(s) para bajarse después de i(s). Asi, al

aumentar la congestion, la frecuencia efectiva se reduce incrementando los tiempos de espera e
induciendo la probable incorporacion, al conjunto de lineas comunes, de otras que inicialmente
no lo eran.

Los autores definen en forma consecuente el tiempo de espera (a)i,) para una linea | en el nodo
i(s) en condiciones de congestion y proponen la forma de su frecuencia efectiva:

Pa
@ =T|+ﬂ|
[

[ Y J = fllS =a7|i A fsr = Z flrsxlS = Z flrs vseS (2'5)

K, o, ieA, leAs

La asignacion de pasajeros a cada una de las lineas de una seccion de ruta s es hecha suponiendo
gue no existe coordinacion entre los intervalos de arribo de los buses de las distintas lineas y que
los usuarios abordan el primer bus -del conjunto de lineas comunes- que arriba con capacidad
disponible. De este modo, la asignacién a cada linea se determina en forma proporcional a su
frecuencia efectiva e inversamente proporcional a la frecuencia efectiva de la seccién de ruta a la
cual pertenece.

f —
—V VleA

V=1t - (2.6)
0 VI ¢ As

De este modo, si una linea pertenece al conjunto de lineas comunes de una seccién de ruta, al
aumentar la congestion seguira perteneciendo, pues 7 > 0. Luego, al definir el tiempo de espera
promedio para abordar cualquiera de las lineas de una seccion de ruta (w®) como el inverso de su
frecuencia efectiva, la ecuacién (2.6) puede reescribirse de la forma:

vi =17 (W’ V)X (VIV® VlieA,seS (2.7)

Ademas, si T={Ty} es el vector demandas en los pares weW, h, el flujo de pasajeros en la ruta r
eRy v, la cantidad de pasajeros en la linea | de la seccion de ruta s, entonces el conjunto de

flujos factibles {v; } € Q queda definido por las ecuaciones:

T,=>.h YweW (2.8)
reRy,
V=>hs,  VseS (2.9)
reR
V= W'V VieAscA ,seS (2.10)

donde o=[dr] es la matriz de incidencia ruta — arco (seccion de ruta). La ecuacion (2.8) muestra
la clasica restriccion de conservacion de flujos por rutas, en tanto que la ecuacion (2.9) establece
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la relacion entre los flujos por ruta y seccion de ruta. Finalmente, la ecuacion (2.10) reproduce la
asignacion de flujos a las lineas comunes en las secciones de ruta.

Para resolver el problema de lineas comunes en un sistema congestionado, la utilizacion de las
frecuencias nominales en la ecuacién (2.4) en general no ser correcto. Ello, por cuanto a
diferencia de lo observado por De Cea y Fernandez (1988), no es posible encontrar los conjuntos
de lineas comunes en las secciones de ruta y los flujos de equilibrio en forma separada, pues la
determinacion del conjunto de lineas comunes depende del nivel de congestion (flujos) y, a su
vez, la asignacion de flujos es funcién de las frecuencias efectivas de las lineas comunes.

Los autores resuelven el problema probando que el subconjunto de lineas comunes es
monotonamente creciente con el flujo. De esta forma, discretizan el conjunto de lineas atractivas
en subconjuntos de lineas comunes, generando arcos paralelos entre cada par de nodos
consecutivos. Las lineas finalmente usadas estan predefinidas en los conjuntos discretos y el flujo
total que usa cada uno de estos arcos resulta de la asignacion de equilibrio. Si bien no es un
objetivo que se plantean los autores, la metodologia descrita no asegura que el resultado de
equilibrio en el sistema corresponda también a una situacion de equilibrio en cada seccién de
ruta.

La asignacion de los flujos, en el estado de equilibrio, satisface las condiciones de Wardrop
(1952) sobre la red, de forma tal que el costo C, de todas las rutas efectivamente utilizadas sea
minimo.
=u , VreR,\h >0;
c.i = Tt YweW (2.11)
>u, , VreR,\h =0;

w

Finalmente, la formulacion del equilibrio es expresada en términos de una desigualdad
variacional (Florian y Spiess, 1982), en la que intervienen los vectores de flujo y costos por
secciones de ruta, donde V' representa la solucion de equilibrio:

cVHIV -V)<0 WV eQ (2.12)

El articulo presenta dos alternativas para resolver el problema. La primera considera la
linealizacion de la restriccidn de asignacion, suponiendo que los pasajeros se asignan a las lineas
de acuerdo a sus frecuencias nominales. De este modo, la congestion es solo considerada en el
incremento del tiempo de espera, luego, es usado el método de diagonalizacién (Florian y Spiess,
1982) para resolver el problema en forma iterativa, cuya convergencia descansa en la condicion
de monotonia asegurada por la forma potencial de los costos en las secciones de ruta (ecuacion
2.1). La segunda alternativa se basa en que el problema planteado (2.12) se diferencia, de un
tipico problema de asignacion de trafico con funciones de costo asimétricas, en la no-linealidad
de la restriccion (2.10), la cual es posible separar para resolver el problema como uno de

asignacion de trafico en las variables V° usando el mismo algoritmo de diagonalizacion. Sin
embargo, la demostracion formal de la convergencia y la unicidad de la solucidn no es provista.
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2.3.2 Wu Jia Hau, Florian Michael y Marcotte Patrice (1994)

Los autores definen su trabajo como la extensidn no lineal del modelo de asignacién a estrategias
Optimas (Spiess, 1983; Spiess y Florian, 1989) con funciones de costo (tanto de espera como de
viaje) asimétricas dependientes del flujo, cuya formulacién estd basada en el concepto de
estrategia o hiper-ruta. Para analizar el modelo es necesario entender la definicion de estrategia
entregada por Spiess (1983), quien la expone como un conjunto de reglas deterministicas que, al
ser aplicadas nodo a nodo, permiten al viajero alcanzar su destino por alguna ruta. Tales reglas
definen los principios del comportamiento de los usuarios:

i. cada pasajero considera un conjunto de lineas atractivas para salir de los
paraderos posiblemente visitados durante su viaje.

ii. en cada parada visitada, los pasajeros abordan el primer bus, del conjunto de
lineas atractivas, que arriba con capacidad disponible.

La posibilidad de tomar decisiones en cada uno de los posibles nodos de transferencia expande la
red a un nivel de seccion de linea, entendiéndola como un arco ficticio que es servido por so6lo
una linea entre dos nodos de lineas consecutivos. En este contexto, la red de transporte pablico
queda definida por el grafo G(N,A), donde A representa el conjunto de arcos y N el conjunto de
nodos de lineas, de transferencia y centroides. A su vez, el conjunto A posee arcos de cuatro
tipos: de vehiculos (secciones de linea), de espera, de acceso y de transferencia, como se
ejemplifica en la Figura N° 2-3.

Figura N° 2-3
Representacion de la Red Transporte Publico a Nivel de Secciones de Linea
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El modelo de asignacion a estrategias Optimas (Spiess y Florian, 1989) considera, en su version
simplificada, que los tiempos (costos) asociados a los arcos de espera y segmentos de linea, son
constantes y conocidos. Ademas, cada nodo de linea es servido por s6lo una linea con una
distribucion de sus intervalos de arribo conocida, con la que se construye el valor esperado y la
distribucion del tiempo de espera asociado a los arcos de espera con el que se accede a dicha
linea. Luego, el usuario define una estrategia especificando, en cada nodo de transferencia
(excepto en el destino), un conjunto no vacio de lineas atractivas con reglas de distribucion vy,
para cada una de ellas, el nodo en el cual se baja.
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Las reglas de asignacion permiten alcanzar el destino desde cualquier nodo de la red. Una
estrategia k, que conecta el origen p con el destino g, es un subgrafo aciclico G(N*A que
permite alcanzar, desde el origen, el destino deseado por diversas rutas. En dicho subgrafo, los
arcos divergentes existen solo en los nodos de transferencia (paraderos). Asi, los autores
sostienen que la estrategia Optima sera el subgrafo que minimice el tiempo esperado de viaje. De
esta forma, es posible establecer una relacion de equivalencia entre estrategia e hiper-ruta basada
en la teoria de grafos (Nguyen y Pallotino, 1988).

El modelo supone que cada arco acA tiene asociado dos atributos, una funcion de costo de viaje
sq(v) y una frecuencia f,. Los arcos de espera tienen asociada la frecuencia de la linea a la cual
acceden, el resto posee frecuencia infinita. Luego, si se define af(a) como la proporcion del flujo
de la hiper-ruta k que llega al nodo inicial del arco a (t(a) € N) y p¥ como la probabilidad de
eleccion del arco a, entonces, la regla de distribucién sobre la red satisface las siguientes
condiciones:

a‘; = a'; =1 (2.13)
Sy =P 5 D Pa=1 VaeA (2.14)
a'eFtlza)
Apay= D P, Vae Al (2.15)
a'eBﬁ(a)

donde h(a) es el nodo final del arco a, 5§ es la proporcién del flujo de la hiper-ruta k que pasa
por el arco a, Ft(ka) es conjunto de arcos pertenecientes a la estrategia k cuyo nodo de inicio es

t(@) y B,'j(a) es el conjunto de arcos pertenecientes a la estrategia k cuyo nodo final es h(a).

Luego, el costo de la hiper-ruta k (S, ) sera la suma de los costos de todos los arcos, ponderados
por la proporcion de flujo de la hiper-ruta que los usa:

N XAOIEN (216)

acA

=3 5¥[s,(v)+ 0, p¥ ] (2.17)

acA

donde w,, es el tiempo de espera en el arco de espera a asociado a la hiper-ruta k. Se observa que
todos los arcos tienen asociado un costo s, (v) variable con el nivel de flujo (que no depende de
la hiper-ruta) y un costo de espera o, (que depende de la hiper-ruta). Este ultimo, sera nulo

cuando se trate de un arco de vehiculos (linea) o de acceso (caminata o abordaje), puesto que
siempre es posible asignarles frecuencia infinita.

De este modo, las probabilidades de eleccion de linea (reglas de distribucion) desde un
determinado nodo de transferencia, estan dadas por las proporciones entre las frecuencias, de los
arcos de espera pertenecientes a la hiper-ruta, asociados al conjunto de lineas a las cuales se tiene
acceso desde aquel nodo, esto es:
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;@ _ L Va e A (2.18)

k fa
a

P. = z fa' fa

gk
a'eF(a,

La expresion anterior (Spiess y Florian, 1989) supone, tal como se menciono en la descripcion
del modelo anterior, que los arribos de los buses de las distintas lineas no son coordinados y que
los pasajeros abordan el primer bus que arribe del conjunto de arcos de espera definido por a €

k
Fia) -
Sin embargo, es necesario destacar que el método de asignacion representado por las
probabilidades de eleccidn (2.18) no varia con el nivel de flujo. Ello, puede ser un supuesto poco
realista si se reconoce que la congestion podria no afectar a todas las lineas en la misma
proporcion, independiente de si tales diferencias son producidas por las demandas de las lineas o
simplemente por distintas capacidades de los buses.

Por otro lado, la definicidn de las funciones de costos y frecuencias, usada por los autores en los
distintos tipos de arco, es la siguiente:

e Arcos de Acceso: Se supone que el costo de caminata no depende del flujo y esta dado por una
constante positiva (valoracién) amplificando el tiempo de acceso, de la forma:

s,=at ; f = (2.19)

e Arcos de Espera: Se supone que el costo de los arcos de espera depende del nimero de
usuarios que desea abordar la linea asociada (v, ), del numero de pasajeros que siguen directo

en el bus (v, )y de la capacidad de la linea a la cual se accede desde dicho arco, de la forma:

o (2.20)

a

v, + B,V g
Sa(Va,Vd):a2|:_a K 2 d:| X fa;tw X Kb:f
b

donde 0< B, < 1. Ademas si Vv, es el flujo en el vehiculo una vez que abandona t(a), entonces
v, = v_+ V, Y laecuacion (2.20) puede reescribirse como:

R (221)

e Arcos de Linea o en Vehiculos: Se supone que los costos de las secciones de linea estan
compuestos por dos términos. El primero es el tiempo de viaje (t,) en movimiento, que es
independiente del nivel de flujo, el segundo es una expresion de disconfort que depende de los
pasajeros que siguen directo (Vv ), de los que esperan (v, ) y de la capacidad de la linea, de la
forma:
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Pl
Va 73 Va} - f K, (2.22)

Sb(Vade)zaatb‘F,B{ K,

donde 0 < y53 < 1. Ademas si v, es el flujo en el vehiculo una vez que abandona t(a), entonces
Vv, = v, + V, Y laecuacion (2.22) puede reescribirse como:

sb<va.vb)=a3tb+ﬁ{v”‘f+l’va} (2.23)

e Arcos de Transferencia: Se supone que el costo en este tipo de arcos no depende del flujo y
esta dado por una constante positiva amplificando este tiempo de transferencia, de la forma:

s, =a,t, ; f,=o (2.24)
Retomando la formulacion, las ecuaciones (2.16) y (2.17) pueden ser rescritas como se muestra
en (2.25), donde &*es la k-ésima columna de la matriz de incidencia arco/hiper-ruta, s(v) es el
vector de costos en arcos y o*es la k-ésima columna de la matriz de demoras (arco/hiper-ruta)
con elementos w,, .

S, = (5k)T[ s(v) + a)k] (2.25)
Asi, el conjunto de flujos factibles { h, } € Q) a nivel de hiper-rutas queda definido por:

g=>.h  , h 20 keK, Viel (2.26)

keK;

donde g, es la demanda asociada al par i €1 y K, el conjunto de estrategias que conectan los

centroides asociado al par i. La distribucién de los flujos, en el estado de equilibrio, satisface las
condiciones de Wardrop (1952) sobre la red, de forma tal que el costo de todas las hiper-rutas
usadas sea minimo y dnico.

s, 7% 0 M0 gk ie (2.27)
>2u; , h.=0

donde u; es el costo minimo asociado al par iy S, es el costo de equilibrio sobre la hiper-ruta k.
Finalmente, el equilibrio es expresado en téerminos de la desigualdad variacional.

VIP(Q,S): S(h) (h—h")>0, YheQ (2.28)
< s(vV)'(v—Vv)+WT(h—-h) >0, WYeQ, AVheQ (2.29)
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donde h™ y v™ son las distribuciones de los flujos en el estado de equilibrio al nivel de hiper-ruta
y arcos respectivamente; Q. es el conjunto de flujos factibles al nivel de arcos y W es el vector
de tiempos de espera de las hiper-rutas:

Q, ={v\v=ch, heQ} (2.30)
W, =2 5,0, = (%) 0" (2.31)

aeA

El modelo tiene como caracteristica especial el que la desigualdad variacional no puede ser
expresada como un problema solo en el espacio de los flujos en arcos. Asimismo, si la funcion
s(v) es continua y ©Q es compacto y convexo, entonces existe al menos una solucion u’”al
VIP(Q,S) y, si s(v) es estrictamente monGtona, entonces vy W™ h”son dnicos.

Los autores usan un método de linealizacion simétrico para resolver el problema, el que
dependiendo del tipo de simetrizacion se puede convertir en el método de linealizacion de Jacobi
o0 en el método de proyecciones. Finalmente, los autores muestran la convergencia de los
algoritmos asociados a los dichos métodos cuando los costos en los arcos son fuertemente
monatonos.

2.3.3 Bouzaiene-Ayari Belgacem, Gendreau Michel y Nguyen Sang (1995)

El trabajo presentado por los autores intenta incorporar, a la formulacién del problema de
asignacion de pasajeros a lineas desarrollado por Nguyen y Pallotino (1988), los aspectos
formales en lo que a restriccion de capacidad se refiere. EI concepto sobre el cual trabajan es la
hiper-ruta (Nguyen y Pallotino, 1988) que es definida como la aplicacion de las probabilidades
de eleccion a los distintos arcos que conforman una estrategia.

Al igual que en el modelo de Wu, Florian y Marcotte (1994), la red de transporte publico queda
definida por el grafo G(N,A), donde A es el conjunto de arcos y N el conjunto de nodos. El
conjunto de nodos contiene los nodos de lineas (N'), de parada (N®) y centroides. Asimismo, el
conjunto de arcos contiene arcos de lineas (A°), de abordaje o de espera (A®) y de caminata, como
se ejemplifica en la Figura N°2-4.

Los costos asociados a los arcos de abordaje representan el tiempo de espera asociado a la linea
que conectan y se denotan por W; (i, ) € A, a su vez, los costos asociados al resto de los arcos

se denotan por C;;. Cabe destacar que, en ambos casos, los costos son dependientes del flujo.

18



Figura N° 2-4
Representacion de la Red Transporte Publico al Nivel de Secciones de Linea

R O nodo de linea
O nodo de paradero
A centroides
—» arco de linea
— arco de caminata
Y= /o\ » arco de abordaje
/N arco de descenso o
transferencia

El modelo considera un conjunto K de pares origen-destino asociados al grafo G(N.4), y P, el
conjunto de hiper-rutas p que conectan el par K € K. Cada hiper-ruta pe P, define un subgrafo
G,(N,,A,) que contiene un conjunto de rutas simples Q, asociadas a k. El vector de demandas
de viajes es finito, conocido y se denota D ={d, }, luego, si el espacio de vectores de flujos
factibles sobre las hiper-rutas es Q , entonces un vector y={ yg} pertenece a Q, si satisface:

Syk=d, . vkeK (3.32)

pePy

y’k)ZO, VpeP, kekK. (3.33)

Por otro lado, el espacio de vectores de flujos factibles sobre los arcos es €2, , de este modo, un
vector v={v, } pertenece a €2, si existen un vector y={ y; }eQ, un vector de flujo arco-hiper-
ruta V={ vf;p}e Q,, y un vector de flujo ruta-hiper-ruta z:{zgq}e Q, tales que:

D7, =Yy  VpeR, , VkeK (3.34)
a<Qp,
2,20 vqeQ, , VpePR , VkeK (3.35)
y={y;}eQ, (3.36)
Vo= D OnZh, VaeA |, VpeR , VkeK (3.37)
qeQp
Oy = Lol aca . ca | vgeQ, . vkek (3.38)
910 si no p
V,=> D vy  VaeA (3.39)
keK peB,
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donde Qpy y Q son los espacios de flujos factibles desagregados por hiper-rutas, a nivel de arcos
y rutas respectivamente. Los autores asumen que los individuos se comportan de acuerdo a dos
principios. El primero de ellos es el principio del comportamiento local, a saber:

i. en cada parada, el usuario aborda el primer bus, de su conjunto de lineas
atractivas, que arriba al paradero con capacidad disponible.

Dada una asignacion ye Q , la distribucion de los pasajeros sobre los arcos (v’) esta dada por

algin punto fijo de la ecuacion v’ =W¥(y,v’), donde la funcion distribucion de flujo
Y:Q, xQ, —Q, estal que, paratodo (y,v) e Q, xQ, , se cumple que:

W, (V) = sz: ZP; yeal v) Vi j)eA , WweQ, (3.40)
eK peR
al (V)= > 5Lk (v) Vi, i)eA , WweQ, (3.41)
qeQ,

donde aﬁp(v)y a)';q (v) son las proporciones del flujo de la hiper-ruta p asociada a la demanda del

par k que usa el arco (i, j)y la ruta simple qe Q,, respectivamente. Ademas, la distribucion de
los pesos de las distintas rutas sobre cada hiper-ruta es positiva, Unica y satisface:

o' )= [[7,() VaeQ ., VpeP, , VkeK (3.42)
(i,J)=q
O<of,()<l VqeQ, tg. D" =1 VpeR , VkekK. (3.43)
qeQ,

Para toda hiper-ruta pe P, , el vector de probabilidades de distribucion 7, (V) = (7, (V) sobre
los arcos asigna probabilidades en forma directamente proporcional al inverso del tiempo de
espera (W (-)) asociado a la linea a la cual se accede, para ello los autores utilizan un modelo
general de congestion en el que los usuarios llegan aleatoriamente a los paraderos de acuerdo a
procesos de Poisson, los intervalos de arribo de las lineas son generados por distribuciones
Erlagian con medias f,’ly parametros 3, vy, la disciplina de atencion corresponde a una FIFO
(first in first out):

1 V(i j) e A, 1 A2

W) = —ZM[W(VR)] i e Np={ieN,(i])eA} VieN, (344)

IENiE*

0 otro caso

Ademas, los autores asumen que los tiempos de espera sobre los arcos de abordaje asociados a
lineas estan dados por la funcion W():Q, cR™ ->R"™,(m=[A), la cual se asume

continuamente diferenciable sobre €, satisfaciendo:
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o<W : Vae A®
{ <W, (V) <+ ae | wWea,

W, (v)=0, VaeA\A®
IVW (V)| <+, VveQ,

Ademads, se asume que las lineas poseen capacidades précticas denotadas por K, y los costos
asociados a los distintos arcos estan dados por:

0 siaec A®
C,(v,)= t{1+ ;2 (§1+§{|\2‘] )} siacA° |, WweQ,  (3.45)
t, siae A\(A° U A®)
1 1 vi ) e .
W, = 2_f|j[(1+§|)+L(pK_uj I (b)eA” si(i)eA . WeQ, (3.46)
0 otro caso

donde &3, &, o, @y T son pardmetros calibrados por los mismos autores a partir de modelos de
distribucion de pasajeros definidos con supuestos especificos (distribucion Erlagian de llegada de
vehiculos y disciplina de atencion fifo de los pasajeros) y cuya forma funcional, finalmente, es
similar a la del modelo de frecuencias efectivas propuesto por De Cea y Fernandez (1993).

Luego, con las propiedades ya enunciadas, para todo (Y,X)€Q, xQ,, ¥(y,x) puede
reescribirse de la forma:

Wiy V) =D > D 5D (yv) V(i j)eA , WweQ, (3.47)
keK peRqeQ,
Dy (Y V) =yso5, (V) VgeQ, , VkeK , WweQ, (3.48)

donde Dy, es la funcion de distribucién del flujo de una hiper-ruta a través de las distintas rutas
que la componen. De este modo, ¥ puede escribirse en forma compacta como:

Y(y,v) =a(v)y Y eQ,,6 Yy eQ, (3.49)

donde a(v) = [ozikjp (M],cp k€S la matriz formada por los vectores de distribucion arco - hiper-

ruta asociados a v, Vv Q) . Por otro lado, la modelacion de los tiempos de espera asociados a los
- . - . ., _ k

costos de los arcos de abordaje, desagregados por hiper-ruta para una distribucién y={y,, } dada,

son computados de la forma:
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1 .
(i, j)e A
Wi (v*) =W () =4 2 M0 (V)] . VpeR, vkeK  (350)

0 otro caso

donde v”es un punto fijo de Wen Q) <, , cuya existencia es demostrada suponiendo que la
funcién W (-) es continua sobre un conjunto €2, .

El segundo de los principios del comportamiento del usuario, es el denominado comportamiento
global, a saber:

ii. los pasajeros usaran la estrategia mas corta para viajar desde su origen a su
destino.

Para explicitar este principio, se define el vector F(v)={ Fpk (W)} de funciones de costo por hiper-
rutas, asociado a algin ve Qy , de la forma:
Fo (V)= (Z)::xi‘;p WIC; (V) +W; (W] VpeP, ,VkeK (3.51)
i,j)e
La funcion C;:Q, < R — R es estrictamente moné6tona y continuamente diferenciable
sobre Q, . Luego, en forma compacta (3.51) puede reescribirse de la forma:

F(vV) =(a(v)) C(v)+W (V) VYveQ, donde Wr(v)= > o (VW (3.52)

ijp 1jp
(i,))eA

Finalmente, los autores explicitan el segundo principio del comportamiento del usuario mediante
el siguiente Problema de Inecuacion Variacional VIP:

. FX(v)=u;, si y>0,vpePR, , vkeK
encontrar y ={y }eQ, tq o :TELT{FPk(V)}’ vk e K (3.53)

En resumen, el modelo supone que en el estado de equilibrio, las distribuciones de flujos sobre
las hiper-rutas y los arcos, ¥ €Q, y v" €Q, respectivamente, satisfacen simultaneamente la
condicién de punto fijo del modelo de asignacién (1* principio) y el 2% principio del
comportamiento del usuario. Entonces, Yy y v* deben resolver el siguiente problema de
equilibrio y punto fijo:

V=P V)=a)y
encontrar (y*,v’) e Q, xQ, t.q. F(v)=u, , siy>0,vpeP , VkeK (3.54)
u, = mipn{Fpk(V)} , VkeK
per
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0, equivalentemente, encontrar (y~,v') e Q, xQ, tal que:

(FOV ) (V' —y) <0, W(y,v) eQ, xQ, [v=a(v)y (3.55)

Dado que V' =a(v')y’, la existencia de (y",v') eQ, xQ, queda demostrada probando la

existencia de al menos una solucién y~, bastando para ello la continuidad de F(-). Sin embargo,
dicha continuidad es asegurada solo si la funcion W (-) es continuamente diferenciable en Q, vy
si la funcion C(-) es continuamente diferenciable y fuertemente monétona.

Los autores resuelven el problema mediante aproximaciones sucesivas, encontrando en cada
iteracion un punto fijo v* en Qy para luego demostrar que (y*, v*) es solucién del modelo (3.54)
con y*e Qy solucion del VIP(v*). Para ello los autores proponen un algoritmo de solucion
general que usa el método de Linealizacion de Jacobi para resolver en cada iteracion el VIP.
Debido a la complejidad del problema, las propiedades de unicidad de la solucién y convergencia
del método son probadas bajo fuertes y restrictivas condiciones sobre las funciones F(-) y C().

2.3.4 Cepeda Manuel, Cominetti Roberto y Florian Michael (2006)

El trabajo presentado por los autores plantea un modelo de eleccion de ruta en redes
congestionadas, al cual se le incorporaron los efectos de la congestion en la prediccién de flujos y
tiempos de espera. En efecto, el trabajo se inspira en las investigaciones previas hechas por
Correa 1999 y Cominetti R. y Correa J. (2001), que presentaron un modelo de equilibrio en redes
para las cuales prueban la existencia de equilibrios. Asi, Cepeda et al. (2001) plantean una
caracterizacion equivalente del equilibrio, para luego desarrollar un método de solucion.

Para su mejor entendimiento, el problema de lineas comunes resuelto en Cominetti et al. 2001
considera una red constituida por un origen O conectado a un destino D mediante un conjunto

finito de lineas Az{al,...,an}, cada una de las cuales posee un tiempo de viaje fijo y una
frecuencia efectiva f, :[0,V, ) — (0,0) decreciente tal que f,(v,) — 0 cuando el flujo en el arco
se aproxima a la capacidad del mismo (v, —V,). Cabe destacar la similitud conceptual en el

tratamiento del tiempo de espera respecto de De Cea y Fernandez (1993), sin embargo y como se
describe en la seccion 2.4.5, los autores proponen un modelo para la frecuencia efectiva f,(v,)
basado en teoria de colas.

Luego, para viajar entre O y D los pasajeros seleccionan un conjunto de lineas atractivas o
estrategia, abordando el primer bus de este conjunto con capacidad disponible. De este modo, la

demanda o flujo x se reparte (h,) entre todas las posibles estrategias S€S de modo que
x=zses h, . Los autores asumen que los arribos de los buses son independientes y estan

distribuidos exponencialmente, de modo que los pasajeros que usan la estrategia s abordan las
lineas que la componen con probabilidad =3 = f,(v,)/>" _ f,(v,), entonces para cada vector

de flujos sobre estrategias existe un unico vector de flujos sobre los arcos:
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Yaec A (3.56)

Va = Z hs
seS;aes Zbes fb (Vb)
Asi, el vector de flujos en los arcos determina los tiempos esperados de viaje en cada estrategia:

1+ Zaesta f,o(v,)
Zaes fa (Va)

Luego, a partir del principio de Wardrop (1952), un vector de flujos sobre estrategias h>0 es un
equilibrio si y solo si todos los flujos tienen tiempo minimo, es decir:

T (v) = (3.57)

h, >0=T,(v(h)) =7(v(h)), donde z(v)=min T, (V) (3.58)

Los flujos de equilibrio V, de este problema fueron caracterizados en Cominetti et al. (2001)
como el conjunto solucién dptima de un problema de optimizacion equivalente que implica la
existencia de una constante «, >0 tal que veV, siysolosi v>0 con ZaEAVa =X,Y

=a, Sit,<z(V(a,))
<a, sit,=7((a,)) (3.59)
=0 sit, >7(V(,))

Va
f.(v,)

donde V, () es la funcién inversade v, —»v, / f_ (v,).

La generalizacién del problema a una red de transporte publico, mantiene la representacion
grafica original usada en Spiess y Florian (1989), y luego en Wu, Florian y Marcotte (1994), esto
es, que la red de queda definida por el grafo G(N,A), donde A representa el conjunto de arcos y N

el conjunto de nodos de lineas (N,), de transferencia o paraderos (N,) y centroides. A su vez, el

conjunto A posee arcos de cuatro tipo: de vehiculos (secciones de linea), de espera, de acceso y
de transferencia, como se ejemplificé en la Figura N° 2-3.

El conjunto de destinos es denominado D < N, y para cada destino d € D y cada nodo i#d
existe una demanda dada (g2 >0). El conjunto V =[0,00)™® denota el espacio de los vectores v
de los flujos por destino-arco tal que v >0, mientras que V, es el conjunto de flujos veV tal
que v¢ =0 paratodo ae A; y satisface la conservacion de flujos:

g +Dvi=>vi  Vizd (3.60)
aeh acA’

donde A; ={a:i, =i}y A; ={a: j, =i} son los conjuntos de arcos salientes y entrantes al nodo
ieN, donde i, y j, denotan los nodos “inicial” y “terminal” del arco a € A.
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Conceptualmente, la idea del equilibrio en una red esta representada por la Figura 2-4, donde un
pasajero con destino d alcanza el nodo intermedio i en su viaje, y para salir de i puede usar los

arcos ae A" para alcanzar el siguiente nodo j,. Tomando el tiempo de viaje en el arco t,(v) y
el tiempo de desplazamiento ri desde j, hasta d como fijos, la decisién a tomar en i es un
problema de lineas comunes con tiempo de viaje ta(V)+Tfa y las frecuencias efectivas
corresponden a las de los servicios que operan en los arcos ae A'.

Figura N° 2-4
Representacion del Problema de Lineas Comunes entre i = d
———— B
\\\//// \\
AN ,/_tﬂd
t.(v) S -
~ —_—— — I
d I
\ Uity ==~
\ il
\ e
~_~

Los autores plantean que la solucién de este problema de lineas comunes determina el tiempo de
viaje 7 desde i a d, y que puede ser usado recursivamente para resolver los nodos aguas arriba,
Luego si todas las variables 7' y v! deben ser determinadas al mismo tiempo, el modelo de

asignacion a la red estad constituido por un conjunto simultaneo de problemas de linea comunes
(uno para cada par (i,d)) satisfaciendo la restriccion de continuidad de flujo. Es decir, para cada

veV el flujo que ingresa al nodo i con destino d esta definido como x{(v)=g{ +> v{

achA a
mientras que las funciones 7' (v) son las soluciones Unicas de las ecuaciones generalizadas de
Bellman:

74 =0
d

2~ min T 2+ 716 0) - vizd,
2aes fa V)

Introduciendo las variables de flujo a nivel de estrategias (h') el modelo planteado se puede
reescribir estableciendo que: un vector v €V es un equilibrio si y solo si para todo destino d € D
y i#d existe 7' e R yun vector h! >0 para s€S, que satisface las siguientes ecuaciones de
flujo y equilibrio de Wardrop:

d d d d fa +
3he =% (v), va:Zhsﬁ Vae A

seS; s3a
) >78 sih! =0
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donde el costo de la estrategia S S esta dado por:

143 [+l 1f,v)
2es fa)

La existencia de un equilibrio puede ser obtenida usando el teorema de punto fijo de Kakutani
bajo condiciones apropiadas (ver Cominetti y Correa 2001). Dicho equilibrio es caracterizado, y
de el se desprenden dos casos particulares reconocidos en la revision bibliografica: el caso
completamente descongestionado que se encuentra en Spiess (1984) y Nguyen et al. (1988); y el

caso semicongestionado donde las funciones f,(v) = f, son constantes y donde las funciones

T (v) =

t. (v) son usadas para modelar la congestion.

Por ultimo, los autores plantean un algoritmo para resolver el problema, aportan antecedentes
numericos sobre el mismo y reportan resultados para un pequefio ejemplo y para redes grandes,
con lo que demuestran su aplicabilidad.

2.4 MODELACION DEL TIEMPO DE ESPERA

2.4.1 Gendreau Michel (1984)

Gendreau (1984) introduce los efectos de la restriccion de capacidad en la distribucion de los
pasajeros y en los tiempos de espera en paraderos. Para ello muestra, via simulacién, que la
congestién tiene efectos sobre el comportamiento local de los pasajeros. El autor define un
modelo de asignacidn bajo congestion en el que el comportamiento de los usuarios es descrito por
un modelo probabilistico basado en la teoria de colas para un sistema de atencion en bloques. La
complejidad del modelo le impide estudiar sus propiedades de existencia y unicidad, para el cual
propone un algoritmo de solucion.

El proceso simulado corresponde al de un sistema de espera en que los usuarios llegan al
paradero con una tasa A en demanda de s6lo una linea, que posee buses de capacidad total K,
pero con capacidad disponible K, fija, cuyos arribos se producen con una tasa x. Gendreau
obtiene, para el estado de régimen, el tiempo de espera promedio en un sistema del tipo
M /M X /1, es decir, proceso de arribo Markov / proceso de servicio Markov con atencion a K,
clientes fijos / con sélo un servidor, a saber:

T, =T (3.61)
(1_ ro)l
donde ro es la raiz entre 0 y 1 del polinomio g™ =(A+ u)r—A4, el cual para K,>2 no posee

solucidn explicita.
El autor obtiene aproximaciones analiticas para el tiempo de espera a través de una cota superior
y otra inferior. En particular, la cota superior esta dada por:
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= K'+;0 con p=i<l (3.62)
(1= p)K, MK
. f( K? + 2
o T = T (3.63)

2.4.2 Ceder Avishai y Marguier Philippe (1985)

Los autores reconocen gue, cuando los usuarios llegan al paradero en forma aleatoria, el tiempo
de espera asociado a una linea no es exactamente la mitad del valor esperado de los intervalos de
arribo de los buses de dicha linea. Lo anterior, de acuerdo a la ecuacion (2.59) que depende,
ademas, de la variabilidad de los intervalos de arribo de los buses:

EW)

_E(H %) _E(H) l+Var(H) (2.64)
2E(H) 2 E*(H)

donde E(H) y Var(H) son el valor esperado y la varianza del intervalo de arribo, respectivamente.
Luego, definiendo las variables apropiadas la ecuacion (2.59) puede reescribirse de la forma:

1 , Var(H) 1+C?

TER CC TEm T R

(2.65)

donde f es la frecuencia de la linea y C? (radio de desviacion del intervalo) es un parémetro que
representa una medida de la confiabilidad del servicio en el paradero en cuestion. Los autores
reconocen que la confiabilidad del servicio se deteriora (variabilidad de los arribos) a lo largo de
la ruta por razones estocasticas (ver Bly y Jackson 1974, Beltran et. al. 2012). Dicho deterioro se
manifiesta a través de intervalos deterministicos (C* =0, llegadas perfectamente regulares) al
comienzo de la ruta hasta intervalos exponenciales (C>=1, llegadas aleatorias) al final del
recorrido.

Frente a lo anterior, los autores proponen dos familias de densidad de probabilidad de los
intervalos de arribo de los buses suponiendo que, en cada paradero, la distribucion de los
intervalos pertenece a una familia de distribuciones que puede aproximarse a los casos
deterministicos y exponenciales. Luego, si f, (t) es la funcion densidad de probabilidad y F, (t)

la funcion distribucion acumulada del intervalo H respectivamente, se tiene que:

. .. 1 e 1 t<1/f
i. C*=0 H (deterministico) = — F.0)=1-F, ()= 2.66
= ( inistico) : A Fy(®) a (0 {0 (>1/f (2.66)
. 1 .
ii. C2=—— = f . (t)=fe" F.()=1-F.(t)=e" 2.67
1+ EX(H) q () A Fy(t) w (0 (2.67)
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De este modo, para el primer caso, la familia de funciones densidad de probabilidad del intervalo
H en funcién de los parametros frecuencia (f) y confiabilidad (C?) en cada paradero, que puede
aproximarse a los dos casos extremos (deterministico y exponencial), es de la forma:

3c2-1
2 2 e 2
2fC* ([ 1-C* . Jret  __ 14C
f, (t)=41+C? 1+C? @-Cc?)f (2.68)
1+C?
0 — <
(1—-C?)f

A su vez, para el segundo caso, la familia de densidades de probabilidad, que se aproxima a una
distribucion exponencial de los intervalos en funcion de los parametros frecuencia (f) y
confiabilidad (C?) en cada paradero, esta dada por una distribucién Gamma, es decir:

(0= ACIREN (2.69)

8

Por otro lado, la funcidon de densidad de probabilidad del tiempo de espera, en funcion de la
distribucion de los intervalos de llegada de los buses, esta dada por:

]OfH(u)du _
fw(t)=t _FH(t)

E(H)  E(H)

= fFr(t) (2.70)

A partir de la ecuacion anterior, son obtenidas distintas expresiones para el valor esperado del
tiempo de espera dependiendo del tipo de distribucion de los intervalos (deterministica o
exponencial), especificamente 0,5E(H) y E(H) respectivamente. Luego, aplicando la relacion
mostrada en la ecuacion (2.65) a las familias de distribucién propuestas se obtienen las
densidades de probabilidad del tiempo de espera en cada caso.

2c?

2 e 2
f(l—l_c2 fjlc Osts#
f,, ()= 1+C @-C)f (2.71)
1+C? -
1-C2)f
1c2(ftjk
c? 2 _
=15 Ckl exp(cztj 10 2.72)
k=0 -

2.4.3 Powell Warren (1986)
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El anélisis tradicional de sistemas de atencion en grupos requiere la determinacion de los ceros
complejos de funciones especificas a traves de técnicas especiales. El autor usa los resultados
obtenidos con dichas técnicas para encontrar aproximaciones analiticas para la media y la
varianza del largo medio de cola en los instantes de salida de los buses desde los paraderos.

En efecto, Powell (1986) considera un paradero servido por vehiculos cuya capacidad es una
variable aleatoria V, para el cual define Q"™ como el nimero de usuarios esperando

inmediatamente antes del arribo del n+1-ésimo vehiculo e Y" como el nimero de usuarios que
Ilegan durante el periodo de servicio del n-ésimo vehiculo, respectivamente. Suponiendo que las

secuencias de variables {V"} e {Y"} son independientes e idénticamente distribuidas y que las
salidas son definidas por un proceso de Markov, entonces se puede escribir la ecuacion de
recurrencia:

Q™ =R"+Y" con R"=max{Q"-V";0} (2.73)

donde la variable aleatoria R" representa el nimero de usuarios que permanecen en cola
inmediatamente después de la partida del n-ésimo vehiculo. Luego, si E(Y")<E(V"), entonces

Q" tiene una Unica distribucion, para la cual la media esta dada por:

Var(V) +Var(Y) + (E(V) - E(V )L+ 2(E(V) ~C)]- (E(V) —E(Y))*
2(E(V)—E(Y))

EQ") = v (274)

donde C es el maximo valor alcanzable por la variable aleatoria V" y la funcion ¥ es dependiente
de las distribuciones de V e Y, y puede ser calculada numéricamente encontrando los ceros de una
particular ecuacion en el plano complejo.

Sin embargo, a partir de simulaciones, el autor obtiene una expresion de dicha funcion barriendo
todos los parametros en un sistema en el que los usuarios llegan en grupos, las capacidades de los
buses son asumidas binomialmente distribuidas y los arribos de los vehiculos se distribuyen
segun Erlang.

A pesar de la rigurosidad del trabajo, el autor s6lo estudia las caracteristicas generales del sistema
que analiza (paradero).

2.4.4 Bouzaiene-Ayari B., Gendreau M., and Nguyen S. (2001)

Los autores realizan un estudio detallado del problema de la parada de bus en redes de transporte
publico congestionadas. En lo relevante proponen un nuevo modelamiento para una parada de
buses en redes de transporte publico, basado en el concepto de estrategias (ver Spiess, 1983), para
el que prueban algunas propiedades y entregan formulaciones equivalentes.

Fundamentan el modelo en el hecho de que la regularidad de los buses tiene impactos en la

llegada de los usuarios (procesos no independientes), y en que no todas las lineas son tan
irregulares como para suponer distribuciones exponenciales en todas ellas. Asumen que los
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tiempos de espera de cada linea | se representan por una funcion diferenciable y estrictamente
decreciente en v;, que por cierto incluye otros parametros como la frecuencia, capacidad y
distribucion de los intervalos. Se define ps;(v;) como la probabilidad de que los pasajeros de tipo
6 aborden la linea I, dependientes de factores de atraccion estrictamente decrecientes con v;.

&)

pé](vL):Z £\ () 0<g(Vv,) <+, WV, €[0++0o0] (2.75)

jels

Los autores destacan que en su modelo, el tiempo de espera de los pasajeros de tipo & no
corresponde al promedio ponderado de los tiempos de espera de cada una de las lineas atractivas:

Wy (v, ) # ZELJ PsW, (v)) (2.76)

Lo anterior debido a que si bien asumen aleatoriedad en la llegada de los usuarios, aplican
disciplina First In First Out (FIFO) para el vaciado de los paraderos.

Los autores examinan dos casos especiales del modelo. En el primer caso, la capacidad de la
linea se considera limitada y por lo tanto no puede ser superado por el flujo de pasajeros a bordo
de los buses. En el segundo caso, la restriccion de capacidad se flexibiliza, a fin de obtener un
modelo de parada que se puede integrar facilmente en un modelo de asignacion con el objeto de
predecir el comportamiento global de pasajeros en transito redes.

2.4.5 Cominetti y Correa (2001)

Los autores en su trabajo asumen que el tiempo de espera (W;) hasta abordar algin bus de un
conjunto de lineas representado por la estrategia s, corresponde al inverso de la suma de las
frecuencias efectivas de las lineas que la componen. Asimismo, asumen que la probabilidad de
abordar una linea | responde al clasico modelo proporcional a la frecuencia efectiva de la linea,
para lo cual proveen como respaldo un Apéndice basado en teoria de colas.

Para el caso de un paradero cuyos pasajeros arriban de acuerdo a un proceso de renovacion
Poisson de tasa v, que es servido por una linea con arribos independientes de tasa u y capacidad
variable C, con P(C = j) = q; paraj = 0, ..., K, la frecuencia efectiva de la linea dependiente de
la demanda en ella la representan como:
F) = s = v ] 1]
V) = =v -
w(v) p(v)

C
donde p(v) € [0,1) es solucion de 1) g, (p+...+p') =V
i=1

Para el caso de un paradero cuyos pasajeros arriban de acuerdo a un proceso de renovacion
Poisson de tasa y, que es servido por un conjunto de linea {[;:i € s} con arribos independientes
de tasas p; y capacidad variable C;, con P(C; =j) = qji- para j =0, ..., K;, el valor esperado del
tiempo de espera utilizando la formula de Little se representa como:
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1 p(»)
W(y) = ————
) y1-=p®)
Ki )
donde p(v) € [0,1) es solucion de Dz, > i (p+...+p')=y.
ies j=0

Los autores denotan p;(-) y fi(-) las raices y la frecuencia efectiva de la linea i, y logran
demostrar los supuestos iniciales bajo la premisa de que p; (v;) = p(y).

Cuando los autores revisan el caso de un paradero con demanda en varias estrategias
superpuestas, consideran el caso anterior con la diferencia de que los pasajeros pueden tener
diferentes estrategias s € A = {1, ...,n} y arriban de acuerdo a procesos Poisson independientes
de tasas y.. En este caso los autores reconocen que las colas asociadas a cada estrategia se
interfieren mutuamente por las lineas comunes que poseen entre ellas, y construyen una
expresion para el tiempo de espera asociado a cada estrategia suponiendo que todos los procesos
de arribo de los buses son Poisson e independientes tal que E(Y;) = 1/u;.

1
HsDs

W

donde la probabilidad de abordar los buses de la estrategia s, p; = ps(¥), es funcion del vector
de tasas de arribo de pasajeros y = (ys)s, Y por cierto de la tasas de arribo y capacidades de las
lineas.

De este modo, los autores obtienen expresiones analiticas para los tiempos de espera asociados a
estrategias en un paradero servido por multiples lineas, con demandas en una o varias estrategias
simultaneamente.

El objetivo era justificar la regla de reparticion de flujo proporcional a los inversos de los tiempos
de espera, y al mismo tiempo encontrar expresiones analiticas de las funciones de tiempo de
espera. Sin embargo, los autores no logran obtener expresiones analiticas y cerradas para las
frecuencias efectivas (que intervienen tanto en los tiempos de espera como en la distribucion de
pasajeros) y logran justificar la regla de reparto de flujos solo cuando existe una unica estrategia.

En el caso de coexistir varias estrategias, los autores reconocen en el Apéndice del trabajo que el
modelo basado en que las frecuencias efectivas de las lineas individuales dependen
exclusivamente del flujo en dicha linea es incorrecto, ya que los tiempos de espera dependen de
los flujos en estrategias y no solo de los flujos en lineas, cuestion que se postula, observa en
simulaciones y se desarrolla en esta tesis.

2.4.6 Cepeda Manuel (2006)

El autor diferencia su analisis de otros en suponer que modela el segundo paradero de una linea.
La Figura 2-6 representa la fraccion de linea que estudia: al paradero inicial (1) llegan pasajeros
que tienen por destino el segundo paradero (S) y pasajeros que van a cualquier paradero posterior
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(pasajeros tipo 1). Se asume que las llegadas de estos tipos de pasajeros se realizan de acuerdo a
dos procesos de Poisson independientes de tasa 4,y 4, respectivamente.

Figura N°2-6
Paraderos Simples Servidos por solo 1 Linea de tasa de llegada p y capacidad K

K, u
Ay ]
By il |a
I

S

Cepeda sefiala que si g, = I es la probabilidad de que un bus que llega al segundo paradero no
tenga espacios disponibles, en funcién de I, donde este Gltimo valor corresponde a la solucién del

paradero inicial, entonces el estimador de dicha probabilidad (g,) en funcion del flujo 4,y de
los dos valores admisibles para g; serian:

2K do para i=0

(4 e _
Qo = K , 0,=11-q, para i =K (2.77)
a 0 para otro caso

A partir de esto Cepeda obtiene una aproximacion del tiempo de espera en el segundo paradero:

g 1_(;@ {1_(;«%}?

Finalmente, mediante simulaciones Cepeda estima y compara los errores promedio y maximo de
su modelo, con los de Gendreau (1984), Bouzaiene-Ayari et al. (2001) y uno de los desarrollados
en el Capitulo 4 de esta Tesis.

W =

(2.78)
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2.5 SINTESIS

Si se acepta la definicidn de congestion en transporte publico entregada por De Cea y Fernandez
(1993), que la establece como el fendmeno experimentado por los usuarios en términos del
aumento de su tiempo de espera producto de una oferta limitada, es posible afirmar que este
aspecto ha sido incorporado a los modelos de asignacion de pasajeros a lineas, solo en los Gltimos
veinte afios.

En efecto, los modelos de asignacion que han incorporado este aspecto lo han hecho de distintas
formas, introduciendo de paso algunas consecuencias en relacion con alteraciones del
comportamiento de los usuarios en términos de las lineas o rutas que estan dispuestos a usar. Para
ello, en cada uno de los modelos antes mostrados, los autores suponen que dada una oferta de
transporte, los tiempos de espera son dependientes de la demanda de viajes, es decir, de la
cantidad de usuarios a bordo de los buses y esperando en paraderos.

Si bien Gendreau (1984) fue el primero en reconocer y analizar el impacto de la capacidad de los
buses en el comportamiento de los pasajeros y en sus tiempos de espera, fueron De Cea y
Fernandez (1993) los primeros en relacionar directamente la congestion de transporte publico con
la reduccién de las frecuencias reales de los servicios. Para ello introducen el concepto de
frecuencia efectiva, y suponen que las funciones de costo a través de las secciones de ruta tienen
una forma potencial, tradicionalmente usada en modelos de asignacion de transporte privado. El
método de asignacion del modelo de equilibrio considera que son esas frecuencias las que
realmente observan los usuarios.

En efecto, en su trabajo De Cea y Fernandez (1993) formulan un modelo de asignacion basado en
el concepto de ruta, donde los tiempos de espera en los paraderos son dependientes del flujo
mediante una funcion potencial, de forma tal que los costos en una seccion de ruta sean
estrictamente monétonos. La distribucion de los pasajeros a través de las lineas atractivas es
afectada por la congestion mediante un modelo de frecuencias efectivas en los paraderos y por la
incorporacion de nuevas linea en las secciones de ruta. La formulacion del problema de equilibrio
se manifiesta a través de una desigualdad variacional, sin embargo, los autores estudian y
resuelven una versién simplificada del problema, equivalente al modelo de asignacion sin
congestion propuesto por De Cea y Fernandez (1988), para lo cual utilizan un método iterativo
con técnicas de linealizacion.

Por otro lado, Wu, Florian y Marcotte (1994), formulan y resuelven un modelo de asignacion
basado en el concepto de hiper-ruta, en el que tanto los tiempos de espera en los paraderos como
los tiempos a bordo de los buses son dependientes del flujo. A pesar de ello, la distribucion de los
pasajeros a través de las lineas no es afectada por la congestion, pues la asignacion a lineas en
términos de sus probabilidades es computada mediante un modelo de frecuencias nominales,
desconociendo la posibilidad de que existan lineas mas congestionadas que otras.

En este dltimo modelo, el efecto de la capacidad restringida es s6lo considerado en la
incorporacion de nuevas secciones de linea a la hiper-ruta éptima, producto del aumento de los
tiempos de espera y de viaje, con consecuencias indirectas en la asignacion de los pasajeros. El
modelo fue escrito como una desigualdad variacional en el espacio de los vectores de flujo por
hiper-ruta factibles y resuelto también a través de técnicas de linealizacion.
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Luego, Bouzaiene-Ayari, Gendreau y Nguyen (1995) formulan y resuelven un modelo de
asignacion méas completo que combina los conceptos de hiper-ruta y de frecuencia efectiva, en el
cual tanto los tiempos de espera en los paraderos como los tiempos de viaje a bordo de los buses
son dependientes del flujo. Ademas, la asignacion de usuarios varia con el nivel de flujo pues los
tiempos de espera asociados a cada linea presentan una forma potencial respecto de la cantidad de
pasajeros que usa dicha linea en el segmento de linea inmediatamente posterior al nodo de linea
al que se accede. EI modelo fue escrito como un problema simultaneo de equilibrio y punto fijo
en los espacios de vectores de flujo por hiper-ruta y secciones de linea factibles, cuyas
propiedades de existencia y unicidad de la solucion fueron probadas, en particular para esta
ultima fueron usados fuertes supuestos.

Maés tarde, Cominetti et al. (2001) resuelven el problema de lineas comunes en redes
congestionadas y plantean un modelo de eleccion de ruta en redes generales, que incorpora los
efectos de la congestion en la prediccion de flujos y tiempos de espera (estos ultimos mediante
frecuencias efectivas). En esta misma linea, Cepeda et al. (2006) plantean una extension del
trabajo de recién sefialado, obteniendo una nueva caracterizacion del equilibrio, que permite ser
formulado como un problema de optimizacion equivalente.

Esta nueva formulacion del modelo puede tratarse con tiempos de viaje dependientes de los flujos
y corresponde a una generalizacion de las “conocidas” estrategias, originadas en modelos de
equilibrio de redes de transporte publico. El andlisis tedrico entregado proporciona una
fundamentacion sélida para un algoritmo sencillo y robusto, ya que tanto una aproximacién como
la solucion exacta del equilibrio son facilmente cuantificables.

En resumen, los modelos que han incorporado la congestion lo han hecho de manera intuitiva,
tratando de obtener los resultados finales observados en el sistema, o de internalizar los efectos
experimentados por los usuarios. Para ello, han sido usadas funciones generales o expresiones
mas bien heuristicas en la determinacion de los tiempos medios de espera, a pesar de ser
especificamente éste aspecto el que da origen al concepto de congestion en transporte publico.

En efecto, De Cea et al. (1993) plantea solo una fundamentacion intuitiva para la utilizacion de
las frecuencias efectivas, Wu et al. (1994) propone una funcién potencial genérica a ser calibrada,
mientras que Bouzaiene-Ayari et al. (2001) fundamenta su expresion analitica del tiempo de
espera en teoria de colas, a través de un modelo cuyos supuestos son demasiado especificos y
poco aplicables. En particular, el supuesto referido al sistema de atencion fifo de la demanda no
es adecuado para modelar sistemas de transportes masivos, donde mayoritariamente no existe
regla de atencion de usuarios.

También Cominetti et al. (2001) y Cepeda et al. (2006) desarrollan y resuelven un modelo de
asignacion apoyandose en el concepto de frecuencia efectiva, lo cual fundamentan utilizando
modelos de tiempo de espera basados en teoria de colas.

A pesar de lo anterior, es necesario destacar que todos los modelos logran, en alguna medida,
reproducir los efectos practicos de la congestion en paraderos. No obstante, las posteriores
implementaciones de algunos de ellos han simplificado su aplicacion, reduciendo con ello la
internalizacion de dichos efectos. Particularmente importante es el hecho de que la asignacion de
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pasajeros a lineas no considere las capacidades disponibles de éstas en la regla de distribucion
finalmente usada (De Cea et al. 1993; Wu et al. 1994).

Por otro lado, el particular enfoque de los andlisis de sistemas de atencién para la modelacion del
tiempo de espera en los paraderos presenta dos caracteristicas relevantes. La primera de ellas
corresponde a lo simplificado de los sistemas estudiados, esto es, paraderos simples servidos por
solo una linea demandada por usuarios uniformes que desean acceder solo a ella. La segunda
caracteristica, que podria justificar la primera, corresponde a la complejidad matemaética en la
obtencion de los indicadores generales de los sistemas de atencion.

Como ya ha sido planteado, el primero de los objetivos perseguidos en esta tesis corresponde a la
revision, analisis y propuestas de modelamiento del comportamiento del usuario enfrentado a una
oferta de transporte publico cuya capacidad es limitada. Para ello, en el siguiente capitulo se
entregard un marco tedrico riguroso que permita introducir la restriccién de capacidad en la
modelacion del tiempo de espera, a partir de los principales resultados que arroje el estudio de
sistemas de atencién a usuarios. Con el propdsito de alcanzar el objetivo antes expuesto, en el
Capitulo 3 se analizan en profundidad los fundamentos de la congestion en paraderos, en
particular, se estudia la modelacion del tiempo de espera y de la asignacién de pasajeros, ademas
de los efectos introducidos en éstos por la restriccion de capacidad de los vehiculos de las lineas
que conforman el sistema de atencion en un paradero.

Con dicho andlisis, seré posible justificar teéricamente una propuesta de modelacion del tiempo
de espera, para posteriormente observar los efectos de dicha modelacion en la solucion del
problema de linea comunes. Ello, por cuanto las soluciones al problema de lineas comunes son
dependientes tanto del comportamiento de los usuarios como de la modelacion del tiempo de
espera (ver De Cea et al. 1993, Correa 1999, Cominetti y Correa 2001 y Cepeda et al. 2006).
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3. FUNDAMENTOS DE LA CONGESTION EN PARADEROS

3.1 CONCEPTOS BASICOS

3.1.1 Generalidades

El objetivo de este capitulo es entregar un marco tedrico para la modelacién y andlisis del
fendmeno de la congestion en paraderos. Para ello, es necesario recordar y tener presente el
principio general de la congestion en un sistema de atencion a usuarios, el cual establece que “la
congestion depende esencialmente de las irregularidades en el sistema y no solamente de las
propiedades en promedio de élI” (Cox y Smith, 1964).

Con el propdsito de estudiar el sistema en cuestion (paradero), es necesario especificar las
caracteristicas del mismo, lo que significa generalmente conocer:

i. forma de llegada de los usuarios: se refiere a la frecuencia media de llegada de
los usuarios y al patrén estadistico de dichas llegadas.

ii. mecanismo de servicio: se refiere a establecer cuando esta disponible el servicio
(disponibilidad), cuantos clientes pueden atenderse (capacidad) y cuanto tiempo
toma en proporcionar el servicio (tiempo de servicio). Generalmente se especifica
mediante la distribucion estadistica del tiempo de servicio.

iii. disciplina de cola: se refiere al método de seleccion de los usuarios de entre
quienes esperan recibir el servicio.

Por otro lado, son tres las propiedades con las cuales es posible medir la congestion en sistemas
de atencidn, a saber: media y distribucion de la longitud de tiempo de espera hasta recibir el
servicio; media y distribucion del namero de clientes en el sistema en un instante cualquiera vy,
finalmente, media y distribucién de la longitud de los periodos en los que el servidor esta
ocupado. En particular, interesa conocer la primera de estas, pues es el tiempo de espera el que
interviene directamente en el comportamiento de los usuarios en relacién con su asignacion a la
red.

Como complemento a lo anterior es necesario precisar que, dadas las caracteristicas del sistema
en estudio, interesa también conocer la distribucion de pasajeros sobre las lineas. En efecto, a
partir de la revision bibliografica del capitulo anterior se concluye que la regla de distribucion
que rige las probabilidades de abordaje depende directamente de los tiempos de espera asociados
a cada una de las lineas, de alli la importancia de un correcto analisis y modelamiento del tiempo
de espera.
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3.1.2 Descripcion del Sistema

3.1.2.1 Forma de Llegada de los Usuarios

No son pocos los estudios dedicados a la especificacion de las llegadas de los usuarios a sistemas
en los que el servidor abandona el sistema una vez ofrecido el servicio, en particular a sistemas
de espera en paraderos (ver Jolliffe et al. 1975; Danas, 1980; Sectra, 1998). Dicha especificacion
ha sido generalmente tratada como un proceso de Poisson.

Entre estos estudios destaca el analisis general de los procesos de arribo en Santiago de Chile
desarrollado por Sectra (1998), en el cual se concluye que, de acuerdo a histogramas y test de
bondad de ajuste, las llegadas de usuarios a los distintos paraderos pueden ser modeladas
razonablemente como un proceso de Poisson, esto es, los tiempos entre las llegadas de los
usuarios siguen leyes exponenciales (proceso de arribo de Markov).

3.1.2.2 Mecanismo de Servicio

A diferencia de las llegadas de los usuarios a los paraderos, el tema del arribo o disponibilidad de
los buses ha sido tratado de diversas maneras (ver Gendreau, 1984; Marguier et. al. 1984; Powell,
1986; Sectra, 1998). Especificamente, las diversas formas de tratar dicho tema dicen relacion con
las particulares caracteristicas de la operacion del sistema estudiado.

Entre estas caracteristicas, la mas importante dice relacion con que los buses tienden a salir
desde los terminales (o puntos de inicio de ruta) con frecuencias relativamente fijas. Por lo que,
solo en la medida que el observador se aleje de estos lugares, los tiempos de pasada por los
diversos paraderos tendran mayor variabilidad (ver Ceder et. al., 1985; Beltran et. al. 2012). Lo
anterior se traduce, como es descrito en Sectra (1998) para el caso de Santiago, en la obtencion de
distribuciones exponenciales o normales para los intervalos de arribo de los buses, dependiendo
del paradero estudiado.

Por otro lado, la especificacion del tiempo de servicio seré relevante en la medida de que éste
afecte la eleccién del servidor (linea), el tratamiento tradicional ha considerado este tiempo
despreciable, es decir, los tiempos de abordaje a los buses no constituyen una variable relevante
en las decisiones de los usuarios. La capacidad de los paraderos no ha sido en rigor o
suficientemente considerada en los modelos de asignacién al transporte publico, la cual esta
relacionada directamente con la capacidad y tasa de arribo de los vehiculos de los servicios que
sirven el paradero estudiado.

3.1.2.3 Disciplina de Cola

En los diversos modelos de asignacion de pasajeros a lineas de transporte publico, desarrollados
antes de la incorporacion de los efectos de congestion, la disciplina de cola usada por los usuarios
en los paraderos no era relevante puesto que los buses, al tener capacidad infinita, podian servir a
todos quienes estuvieran esperando su servicio.
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Posteriormente, en los modelos que han incorporado efectivamente el fenémeno de la congestion
en paraderos (ver De Cea et al., 1993; Wu et al., 1994, Cominetti et al., 2001 y Cepeda et al.,
2006), la especificacion de la disciplina de cola no es proporcionada, sin embargo subyace la
inexistencia de alguna regla de atencién. Esto Gltimo se debe a que se modelan directamente los
tiempos de espera a través de la reduccion exogena de las frecuencias observadas por los
usuarios, 0 se computan directamente los tiempos de espera asociados a las distintas lineas
mediante simulaciones que asi lo asumen.

La excepcion la constituye el modelo de Bouzaiene-Ayari et al. (1995), en el cual son usadas

formas funcionales definidas y calibradas suponiendo una disciplina de cola fifo (first in first
out), la cual por cierto es poco aplicable en sistemas masivos y no confinados.

3.2 TIEMPOS DE ESPERA EN CONGESTION

Para estudiar el fendbmeno de la congestion en paraderos, consideremos el conjunto de lineas que
sirven un determinado paradero L={1,,1,,1,, ...,1, }, como se ejemplifica en la Figura N°3-1.

Figura N°3-1
Paradero Servido por m Lineas
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|2 = =//=>|:|_—'P= =
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|3 = =I’=>|:|=r== =
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\\\\\ ‘\ 1 //
o « '/
— > (
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II ! ' | A\ ‘\
1l - s
Im-2 = =‘\=} |:|=L== =
N |
I 1 = =\> === =
m-1 N |:| ./.
> -
Im = - _ |:| =

Cada linea | puede ser descrita mediante un proceso estocastico {N'(t),t >0} continuo e
independiente, el cual representa la cantidad de buses de la linea | que arriba al paradero en el
intervalo [0,t). Cada proceso define una secuencia de variables aleatorias { x'} n=1,2,3,... ,

donde X' denota el intervalo de tiempo transcurrido entre el n-1 y el n-ésimo arribo de algtn bus
de la linea l.

En particular, diremos que el proceso { N'(t),t >0} es un proceso de renovacion si su secuencia

{x'} n=1,23,... corresponde a una secuencia de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas (Ross, 1969,1993). Sin pérdida de generalidad, es posible suponer que
los intervalos entre arribos de los buses de cada linea | se distribuyen de acuerdo a una funcion de
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probabilidad acumuladaH, (z), donde h, (z) es la funcion de densidad de probabilidad de
dichos intervalos:

H, (z) = Prob{x, < z}=P{x <z} = jhx. (wdu (3.1)

Denotaremos S, el instante en que ocurre la n-ésima renovacion de la linea |, esto es:

0 n=0
I _ noo
S! = % nxl viel (3.2)
=1

Con esto es posible definir el exceso de vida e (t) o tiempo de espera hasta la proxima
renovacion de la linea I, como el tiempo que transcurrira desde un determinado instante t hasta el

instante S'N.(t)+l en que arribe el proximo bus de la linea I, esto es:

e (t)=S t (3.3)

N+

Puesto que es un proceso de renovacion (Ross, 1969), su funcién densidad de probabilidad es tal
que:

P(e(t) < %) = Hy(t + %) — [[[1 = He(t + x — y)]dm(y) ; m(y) =EN®) (34)

de modo que si @ - %cuando t — oo:

[t = He0)]d»)
U

lim P(e,(t) < x) =
n—-oo

por lo que en el transiente se tiene que:
1-H, (x)

g, (X) =
[@=H, (w))dw

Retomando el ejemplo, si se escoge un subconjunto de lineas L, el tiempo de espera W, hasta el
arribo del primer bus perteneciente a alguna de las lineas de L estara dado por:

W, =min{e, :1eL}. (3.5)
Se debe notar que, hasta ahora, no ha sido necesario introducir el fenébmeno de la congestion.

Ello, debido a que sélo se han definido tiempos de espera hasta arribos de buses, los cuales no
necesariamente corresponden a los tiempos que deben esperar los usuarios hasta abordarlos.
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En efecto, dado que se consideran como costos los tiempos gastados en esperar y desplazarse (los
unicos beneficios obtenidos a partir de un viaje son los encontrados en el destino del mismo,
independientes de la ruta elegida), la Gnica razén por la cual podria existir alguna diferencia entre
los tiempos de espera hasta el arribo y el abordaje dice relacion con el fenémeno de la
congestion de transporte publico®. Especificamente, se debe al hecho de que los usuarios podrian
ver coartada su posibilidad de abordar el bus al cual desean acceder, debido a que la capacidad
disponible en éste es inferior a la cantidad de usuarios que compiten por ella.

Para introducir matematicamente la congestion de transporte pablico se debe definir de antemano
la forma en que ésta sera tratada. La primera alternativa consiste en internalizar el aumento del
tiempo de espera a través de la reduccion de las tasas de los procesos estocasticos que definen las
cantidades de arribos de buses de las lineas. Esta forma ha sido usada o argumentada
implicitamente en el desarrollo de la mayoria de los modelos de asignacion de transporte publico
que han incorporado los efectos de la congestion, sin embargo en varios de ellos su justificacion
es parcial o solo intuitiva.

La segunda alternativa consiste en estudiar los procesos aleatorios intermedios que se traducen,
finalmente, en los resultados observados por los usuarios; es decir, estudiar los intervalos de
arribo y las probabilidades de abordaje de manera que su interaccion permita obtener los tiempos
de espera asociados a la reduccion observada de las frecuencias nominales de las lineas. Esta
ultima alternativa ha sido abordada por algunos autores tales como Gendreau (1984), Powell
(1986), Bouzaiene-Ayari et al. (2001) Cominetti y Correa (2001) y Cepeda (2002), aunque solo
este ultimo la consider6 en el contexto de modelos de asignacidon de pasajeros. En efecto, tal
como fuera comentado en el capitulo anterior, el primero de ellos estudia un paradero simple
servido por sélo una linea, mientras que el segundo analiza un sistema mas general. Sin embrago,
los objetivos perseguidos en Powell (1986) dicen relacion méas bien con el analisis local de
sistemas de atencion, sin incorporar los efectos sobre la asignacion de pasajeros a las lineas de
transporte publico.

A continuacidn seran exploradas ambas alternativas con el objeto de observar su compatibilidad,
la que intuitivamente debiese ser total. En efecto, la reduccion de las tasas de arribo de los buses
requiere ser fundamentada a través de la modelacién de los procesos probabilisticos que
intervienen y, a su vez, dicha modelacion es correcta en la medida de que reproduzca los tiempos
de espera y la asignacion de pasajeros, lo que ha sido posible hasta ahora reduciendo las tasas de
arribo.

3.2.1 Reduccion de la Frecuencia Nominal

La principal ventaja analitica de incorporar la congestion a traves de la alteracion (reduccion) de
las tasas medias de arribo de los buses es que no altera el procedimiento para la obtencién del
valor esperado del tiempo de espera. Ello, por cuanto al hacerlo de esta forma el tiempo de espera
hasta el arribo del primer bus de un conjunto de lineas es coincidente con el tiempo que debe
esperar el usuario hasta abordar algun el bus de dicho conjunto de lineas.

? Se asume infinita la capacidad del paradero, y nulos sus efectos en los tiempos de atencion al pasajero
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Sin embargo, la principal desventaja radica en que la reduccion (forma y cantidad) de la
frecuencia nominal debe ser estimada y capaz de reproducir los tiempos de espera
experimentados por los usuarios, frente a diversos escenarios definidos por las caracteristicas
cualitativas y cuantitativas de la oferta y la demanda de transporte publico. Como consecuencia
de ello, este enfoque requiere de un estudio detallado de la forma en que se debe reducir la
frecuencia nominal en cuestion, ademas de una demostracion que pruebe que el tnico efecto de la
congestion es la reduccion de la frecuencia, lo cual no es claro, aunque parezca intuitivo.

Continuando con el analisis, el valor esperado del tiempo de espera hasta el arribo del proximo
bus (coincidentemente hasta su abordaje), definido por la ecuacion (3.5), satisface:

EW,)= TZdeL (2)= T(l— Fy, (2))dz = T IfWL (z)dz (3.6)

donde

Ry, (2) =Prob{w, > z}= P{mine, > 7}= [[P{e > 23

leL

R, @=]10-G, @) =]]G, ().

leL leL

De esta forma, la ecuacion (3.6) puede reescribirse de la forma:

EW,)= T Ry, (2)dz = TH@EI (z)dz (3.7)

0 leL

Por otro lado, si suponemos que el conjunto de lineas seleccionadas tiene como destino un nodo
unico, entonces tiene sentido obtener el valor esperado del tiempo en movimiento a través del
subconjunto de lineas (TV, ), el que puede ser escrito de la forma:

E(TVL) = Ztﬂff (3.8)

leL

donde t, es el tiempo de viaje a través de la linea | y 7" es la probabilidad de que el primer bus
que a arriba al paradero pertenezca a la linea |. Esta Gltima puede escribirse de la forma:

7 =[g., O] ]G. @t (3.9)

jeL
j#l

Asi, reemplazando en (3.8), el valor esperado del tiempo en movimiento queda de la forma:

ETV) =>t[g, O]G., @at. (3.10)

leL ¢ jeL
IEdl
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En definitiva, el valor esperado del tiempo total de viaje (movimiento + espera) entre un par de
nodos (T, ), a través de un conjunto de lineas que los conectan directamente, depende no solo de

las tasas de llegadas y arribos de usuarios y buses respectivamente, sino que ademas de las
distribuciones de éstas. Ademas, dado que la congestion es introducida exdgenamente, la
expresion del valor esperado del tiempo total de viaje no depende directamente de la tasa media
de llegada de los individuos, como se observa en la ecuacion (3.11).

E(T)= THC_;QI (z)dz+2t,Tgel ®] G, (tdt (3.11)

o leL leL o jeL
=l

En efecto, debido a que la congestion es introducida exoégenamente a través de la reduccion de las
frecuencias nominales, la tasa media de llegada de los usuarios intervendrd indirectamente a
través de la funcion densidad de probabilidad de los tiempos de espera de cada una de las lineas.
A continuacidn se obtendran las expresiones del valor esperado del tiempo total de viaje para las
mas usadas formas de arribo de los buses, esto es: intervalos exponenciales y deterministicos.

3.2.1.1 Intervalos Exponenciales

Supongamos que para cada linea | el proceso estocastico { N'(t),t >0}, que define la cantidad

de arribos de buses de la linea | al paradero en el intervalo [0,t), es un Proceso de Poisson, es
decir:

i. N'(@©=0
ii. {N'(t),t >0} tiene incrementos independientes.

iii. el nimero de arribos en un intervalo At tiene una distribuciéon de Poisson con
media f At. Esto es, para todo s> 0:

P{N'(s+At)—N'(s) = k}:(f'kilt)ke-f'm k=0,1,2,.. (3.12)

La incorporacién de la congestion en forma exdgena, a nivel de linea, consiste en reemplazar su
frecuencia nominal ( f,) por la frecuencia efectiva (f,") observada por los usuarios. Luego, la

distribucién de los intervalos { X'} n=1,2,3, ... sigue una ley exponencial con media ( f,')'l, es
decir, su funcion distribucion esta dada por la siguiente expresion:

H, (@) =P{x <z}=[fle"dt=1-¢" (3.13)
0

Luego, de acuerdo a la ecuacion (3.4), la distribucion del tiempo de espera asociado a la linea |
también sigue una ley exponencial, esto es:
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g, (1) = fle "'=G, (2) = [ fle "dt=1-e " (3.14)
0

por lo que, reemplazando en la ecuacion (3.7), el valor esperado del tiempo de espera asociado al
subconjunto de lineas L esta dado por:

R TR L S|
EW,)= ﬂ‘[e dz = je dz ST (3.15)

o leL
leL

Es decir, el valor esperado del tiempo de espera hasta el arribo de algun bus perteneciente a un
conjunto de lineas es igual a la esperanza del tiempo de espera hasta el arribo de un bus de una
linea equivalente con frecuencia igual a la suma de las frecuencias de las lineas incluidas en
dicho conjunto. De igual modo, el valor esperado del tiempo en movimiento, de acuerdo a la
ecuacion (3.10), esta dado por:

ztl fly

E(TV,) = thf e e "z = Ieif (3.16)
= }i% leL

de donde se obtiene la clésica expresion del valor esperado del tiempo total de viaje a través de
un conjunto L de lineas, con distribuciones de intervalos exponenciales:

1 Zt| f|’

E(T.)=EW,)+ E(TVL):Zf 'if . (3.17)

Cabe destacar que, en forma similar a lo utilizado en los modelos de asignacion sin congestion
(ver Le Clerq, 1972; Chriqui, 1974; Chriqui y Robillard, 1975; Spiess, 1984; Nguyen y Pallotino,
1988; De Cea et al., 1988; De Cea y Fernandez, 1989; Spiess y Florian, 1989), la regla de
distribucion de flujos asociada a las probabilidades de abordaje depende en forma directamente
proporcional de las frecuencias, en este caso efectivas:

jf e " e LT[ L B

JeL z fly

J=l leL

3.2.1.2 Intervalos Deterministicos

Supongamos que, para cada linea, el proceso { N'(t),t > 0}, que cuenta la cantidad de arribos de

buses de la linea | en el intervalo [0, t), es un proceso deterministico, es decir, los intervalos de
arribo son constantes y fijos. Ademas, supongamos nuevamente que la incorporacion de la
congestion es realizada en forma exdgena reemplazando la frecuencia real ( f,) por la frecuencia
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efectiva (f, ). Luego, la distribucion de los intervalos {x'} n=12,3, ... sigue una ley
deterministica con media ( f,')'l, es decir:

0 si z<1/f,

: 3.18
1 si z21/f1, (3.18)

H, (2) =P{x < z}={

De este modo, y de acuerdo a la ecuacion (3.4), la distribucion del tiempo de espera asociado a la
linea I sigue una ley uniforme, esto es:

fosi t<l/f 2, f'zsi z<l/f
t)=<" "' = G (2)=|fdt={" ’ 3.19
9., () {o si t>1/f, 2 (2) !' {1 si z>1/f, (3.19)

por lo que, de acuerdo a la ecuacion (3.7), el valor esperado del tiempo de espera esta dado por:

EW,)= hfl‘[[l— fizldz ; M= min{%:l € L} (3.20)

o leL |

De igual modo, el valor esperado del tiempo en movimiento esta dado por:

E(TV,)= ZtlT fi T f;z]dz (3.21)

leL ¢ jeL
J#l

de donde se obtiene la siguiente expresion para el valor esperado del tiempo total de viaje a través
de un conjunto L de lineas con arribos deterministicos:

E(T,) = TH[l— fl'z]dz+Zt,T £ TTIL- f;2]dz (3.22)

0 leL leL ¢ jeL
J=l

Cabe destacar que el valor esperado del tiempo de espera, una vez aplicada la ecuacion (3.22) a
una sola linea, corresponde exactamente a la mitad del intervalo constante entre arribos de la
linea, sin embargo, dicho resultado no es extrapolable a un conjunto de lineas:

1
E(T_gy) = YR +1,
I

De igual modo, la regla de distribucién de flujos asociada a las probabilidades de abordaje, en el
caso de intervalos deterministicos, tampoco satisface el clasico modelo proporcional a la
frecuencia de la linea en estudio e inversamente proporcional a la frecuencia total del conjunto de
lineas.
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3.2.2 Analisis Probabilistico del Tiempo de Espera

Una vez revisada la incorporacion de la congestion a través de la reduccion de las frecuencias de
las lineas, corresponde ahora estudiar los procesos aleatorios que entregan los resultados
observados y experimentados por los usuarios. Es decir, analizar los intervalos de arribo y las
probabilidades de abordaje de manera que su interaccion permita obtener los tiempos de espera
experimentados por los pasajeros.

Cabe destacar que, a diferencia del método de reduccion exdgena de frecuencias, el anlisis de las
probabilidades de abordaje introducira directamente la demanda en la estimacion de los tiempos
de espera. En lo que sigue de esta tesis, se trabajara suponiendo que las distribuciones de los
intervalos de arribo de las lineas tienen leyes exponenciales, salvo ejemplos particulares
relacionados con intervalos deterministicos.

Para estudiar en forma genérica el fendmeno de la congestion, observemos un par origen-destino
servido por m lineas, cuya principal diferencia es el tiempo de viaje (t, <t, <..<t , <t.),
como se ejemplifica en la Figura N°3-2. De este modo, a cada linea i se le conoce su tiempo de
viaje t;, su frecuencia f, y su capacidad promedio disponible c; .

Figura N° 3-2
Par Origen Destino Servido por m Lineas
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Cabe destacar que cuando los intervalos de arribo de los buses siguen leyes de probabilidad
exponencial, el ordenamiento no implica perdida de generalidad. En efecto, siempre se pueden

reordenar las lineas de modo que t, <t, <...<t_, <t ,yen caso de tener lineas con igual tiempo
de viaje t; = t;, 4, estas se pueden agrupar en una Unica linea, y el proceso de llegada sigue
siendo Poisson con tasa f; + f;,1. Tras esta fusion de lineas se obtiene la situacion descrita por
t,<t, <..<t,, <t,.

Para estudiar el problema en términos generales, se puede formular una expresion para el valor

esperado del tiempo de espera asociado a una linea |, equivalente al experimentado por los
usuarios que estén dispuestos a abordar solo una linea. En efecto, sea p la probabilidad de
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abordar la linea | una vez que ha arribado el i-ésimo bus de dicha linea, luego, si €, es el tiempo

de espera hasta el arribo del primer bus de la linea | y X, la duracion de los intervalos entre

arribos de sus buses, entonces el proceso en estudio puede esquematizarse como se muestra en la
Figura N°3-3.

Figura N°3-3
Esquema del Proceso Combinado de Arribos y Probabilidades de Abordaje

Instante de arribo
al paradero del
usuario en estudio

i pl(l) pI(Z) p1(3) p1(4) pl(5)

A\ 4

— 2
—

De esta forma, el valor esperado del tiempo de espera (W,) hasta el abordaje a algun bus de la
linea I, experimentado por los individuos que desean acceder solo a ella, es funcién del valor
esperado del tiempo de espera hasta el arribo del primer bus E(e,), de las probabilidades de

abordaje {p{"}", y del valor esperado de los intervalos de arribo E(X,), a través de la siguiente
expresion:

EW) =E(e)pf? + @~ p*)(E(e) + EC )P + Q- p*)(A- p2)(E(e) + 2E(4 )P +.

EW,) = Ee)p? + 3| pi (E(e) +E(x )] [0~ p(”) 3.23)

Una primera aproximacion de la expresién anterior se obtiene de suponer que las probabilidades
de abordaje a cada uno de los buses son independientes, de modo que en estado de régimen sean

iguales p, = p!” = p{? Vi, j; y la ecuacion (3.23) puede simplificarse de la siguiente manera:

EW,) =" py(E(e)+E(X))L- P,

0

EW) = PE()Y M- P +E(4)p i P

i=0

EW,) = E(e.)+(1‘p—p') E(x,) (3.24)
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Se debe notar que, independiente de la distribucion de los intervalos de arribo, si la probabilidad
de abordar cada bus de la linea I es 1 ( p,=1), una vez que éstos se encuentran en el paradero,

entonces se cumple que E(W,)=E(e). Es decir, el tiempo promedio que debe esperar un

individuo hasta su abordaje a algin bus de la linea | coincide con el valor esperado del tiempo de
espera hasta el arribo del primer bus de dicha linea, esto es:

i. Para toda distribucion H, , el valor esperado del tiempo de espera experimentado

por los usuarios que estan dispuestos a abordar solo la linea |, hasta abordar
alguno de sus buses, satisface las siguientes condiciones:

’I)iml EW,)=E(e)
lim E(W,)=o

p—0

Sin embargo, dependiendo de la distribucion de los intervalos de arribo de los buses de la linea I,
se obtendran distintas expresiones para el valor esperado de su tiempo de espera, mostrado en la
ecuacion (3.24). En particular, si la distribucion de dichos intervalos de arribo es exponencial se
tiene que:

E(e|)=fi A E(x,):fi —~ EW, ;pif (3.25)

Es decir, analizados los procesos aleatorios generados a partir de la interaccién entre los
intervalos (exponenciales) de arribo de los buses y las probabilidades de abordaje de los
usuarios, es posible afirmar que una primera aproximacion para el valor esperado del tiempo

de espera hasta abordar algin bus de la linea | de frecuencia f,, experimentado por aquellos

usuarios que desean abordar solo la linea en cuestidon, corresponde al valor esperado del
tiempo de espera hasta el arribo de un bus de una linea ficticia con frecuencia p, f,.

De esta forma se entrega sustento técnico a la creacion y utilizacion del concepto de “frecuencia
efectiva” en la modelacion de la congestion de transporte publico, por cuanto se muestra que bajo
el supuesto de independencia de las probabilidades de abordaje, la interaccion de ellas con arribos
de buses que siguen leyes exponencial, es equivalente a usar frecuencias efectivas. Sin perjuicio
de lo anterior, resta analizar si la aplicacion de dicho concepto bajo la perspectiva de ruta (ver De
Ceay Fernandez, 1993) es la que mejor refleja el comportamiento de los usuarios.

Nota: En el caso de arribos deterministicos, el factor de correccién aplicable a la frecuencia
nominal, para la obtencion de la frecuencia efectiva, no es exactamente la probabilidad de
abordar el bus cuando éste se encuentra en el paradero, sino una expresién de dicha
probabilidad

E(e,)=% A E(x,):fi = E(wl);fi[pi—%j (3.26)
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Volviendo al caso de estudio (Figura N° 3-2), éste corresponde al clasico problema de lineas
comunes al interior de una seccién de ruta. De acuerdo al enfoque de Spiess (1983), cuando el
individuo determina el conjunto de lineas que esta dispuesto a abordar define su estrategia, por lo
que potencialmente existiran tantas estrategias como combinaciones de lineas. No sucede lo
mismo si se enfoca el problema en términos de ruta (Chriqui, 1974), pues existe s6lo una.

Desde la perspectiva de las posibilidades de eleccidn de los usuarios, podria existir mas de una
estrategia usada para alcanzar el destino, es decir, podria haber particiones de la demanda que
tomen diferentes decisiones. Sin embargo, desde la perspectiva de rutas, todos los individuos se
comportan en forma similar al interior de la seccion de ruta (aquella determinada por la
solucion del problema de lineas comunes asociado a la Unica seccidn de ruta). Luego, si se
acepta la posibilidad de que existan usuarios que opten por conjuntos de lineas (estrategias)
distintos, se debe reconocer que los modelos basados en el concepto de ruta son mas restrictivos,
por cuanto su formulacion les impide modelar tal posibilidad. Un ilustrativo ejemplo de lo
anterior puede observarse en Spiess y Florian (1989).

De lo anterior se desprende que el concepto de estrategia (ver Spiess, 1983) es mas general, pues
ofrece alternativas que de ser verificadas en condiciones de congestion, mostrarian una mayor
capacidad de reproducir el comportamiento de los pasajeros en el sistema en estudio. En
consecuencia se supondra, sin pérdida de generalidad, que existen distintos tipos de usuarios de
acuerdo a su comportamiento, esto es, de acuerdo a su eleccidn de transporte.

El analisis de los usuarios que estan dispuestos a usar solo una linea no requiere la determinacion
de la linea a la cual se asignaran, pues su estrategia de abordaje impone directamente, y en forma
Unica, la linea a ser abordada. Sin embargo, su tiempo de espera es funcion de la probabilidad de
abordaje p, que, a pesar de aun no ser determinada, intuitivamente debiese depender de la

asignacion de todos los usuarios del paradero.

En efecto, sin pérdida de generalidad es posible suponer que la demanda de una linea | en un
paradero determinado, corresponde a todos los individuos que estan dispuestos a usarla, esto es,

su demanda potencial. De este modo, las probabilidades p, dependeran también de las

porciones de la demanda que opten por estrategias combinadas (mas de una linea) que contengan
la linea I. En consecuencia, en el analisis de los individuos que elijan estrategias combinadas, el
valor esperado de su tiempo de espera dependerd, al menos, de las demandas potenciales de cada
una de las lineas pertenecientes a su estrategia. Ello, por cuanto podria también haber
dependencia respecto de las demandas de lineas no consideradas en la estrategia.

Luego, para aquellos individuos dispuestos a abordar mas de un servicio, la determinacion de su
tiempo total esperado de viaje es independiente de la linea finalmente abordada, pero
dependiente de las demandas potenciales de esos servicios, a través de las probabilidades de
abordaje a cada una de ellas.

Consideremos ahora el caso de pasajeros que estan dispuestos a abordar un conjunto de lineas L.
Una primera aproximacion del valor esperado de su tiempo de espera puede obtenerse de suponer
que las probabilidades de abordar los distintos buses, una vez que estos estan en el paradero, son
independientes y representadas por p;, de modo que:
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E(VVL) = E(eL) p|_ +(1_ pL)(E(eL)+ E(XL)) p|_ +(l_ pL)(l_ pL)(E(eL) +2E(XL)) pL aatt
EW,) =2 p (E(e ) +IE(x.)A-p,)' (3.27)

donde e, y x, estan referidos a una linea ficticia que contiene los servicios pertenecientes a L

para la cual, de acuerdo a la ecuacion (3.15), se cumple que la superposicion de procesos Poisson
independientes es también Poisson. Es decir, la linea ficticia que tendra intervalos de arribo

exponenciales cuyo valor esperado es (Z f,)*, ademas satisface la condicién E(e, ) = E(x,) -
leL

En consecuencia, la ecuacion (3.27) puede ser escrita de la forma:

EW) =Y P EC)G+DA-p)' = pE()Y i~ p)

Ew) = BERI i p,y

L

E(x)_ 1
po PO f)

leL

EW,) = (3.28)

De modo que a partir del supuesto planteado, el tiempo de espera hasta abordar algin bus
perteneciente a las lineas de L, experimentado por aquellos usuarios que estan dispuestos a
abordar cualquiera de ellas, es equivalente al valor esperado del tiempo de espera hasta el arribo

de un bus de una linea ficticia con frecuencia efectiva pLZ f, .
leL

Generalizando el supuesto antes mencionado, la probabilidad p; depende al menos de las
demandas potenciales de las lineas pertenecientes a L, pudiendo también depender de toda la
demanda del paradero. Sin perjuicio de lo anterior, podemos expresar dicha probabilidad en
funcién de las probabilidades individuales de abordar cada una de ellas, como la probabilidad de

abordar el primer bus que arribe al paradero, perteneciente a alguna linea | € L, esto es:

P, :EP(abordar /e, < ,—L*E'\Q}EJ)P(GI < ,—L'E'\H}ei)

p.= Z p|77|L (3.29)

leL

donde 7} es la probabilidad de que el primer bus que arribe al paradero, perteneciente a alguna
linea de L, pertenezca a la linea I.

De la expresion anterior es posible mostrar que la aditividad de frecuencias también es valida
como aproximacion, mas no exacta para las frecuencias ficticias (efectivas) resultantes de la
estimacion de los valores esperados de los tiempos de espera asociados a cada una de las lineas,
en situacion de congestion.
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En efecto, reemplazando las probabilidades de arribo {7 },_, estimadas a partir de la ecuacion
(3.9), en (3.29), se tiene que:

pL:Zp|7T| Zp| Zf = pLZf|:Zp|f|
leL leL leL leL
jeL

Combinando lo anterior con la aproximacion establecida en (3.28), se obtiene la propiedad
enunciada:

EW, )= EW) " =p Q)

1
0O f)

leL

EW,) " =Y EW,)" (3.30)

leL

La igualdad anterior no es exacta, debido al supuesto implicito en (3.27) de que las
probabilidades de abordaje sean independientes. Este asunto es verificado en las simulacion que
se describen en el capitulo siguiente.

3.3 ASIGNACION DE PASAJEROS EN CONGESTION

Corresponde ahora la determinacion de la regla de distribucion de dicha demanda sobre su
conjunto de lineas atractivas. Sea P" la probabilidad que tienen los individuos que escogieron el
conjunto L de abordar la linea I.

Asi, el flujo asignado a cada linea corresponde a la suma de los individuos que optan sélo por esa
linea, mas una fraccion P" de aquellos que estan dispuestos a hacerlo, pero que no la tienen

como Unica alternativa. De este modo, el problema de encontrar el valor esperado del tiempo de
espera experimentado por estos usuarios pasa por la determinacion de sus probabilidades de
abordar a cada linea, a través de la siguiente condicion implicita:

L _ - -
P = P(abordar 1/e, < ,-TL'\Q}eJ)P(e' < ng\g ej)+je§l}P(abordar I/e < m|n ek)P(e < mlP}ek)

Pr=[p + - p)R 17 J{ DA pj)ﬂ?}P.L (3.31)

jeL\{I}
luego, despejando y reconociendo que las probabilidades de arribo de los buses satisfacen la

condicion > 7| =1, se tiene que:
leL

50



PlL[l_(l_ p|)7r|L - 2(1_ pj)”;_]: p|77|L

jel\{1}
P|L[1_ZL(1_ pj)ﬂi_] = P|L[1_Z|;7T}_ +Z|; pjﬂl_] = p|7Z'|L
je je je
L
PIL_ P, 7, (3.32)

_ij”jL

jeL

Luego, de la ecuacion (3.32) se desprende que en un escenario descongestionado ( p, =1,VI) la

probabilidad de abordar la linea | € L, experimentada por aquellos usuario que estan dispuestos a
abordar cualquier servicio de L, corresponde exactamente a la probabilidad de que el primer bus
que arribe al paradero pertenezca a la linea I.

Un interesante resultado se obtiene reemplazando en (3.32) las probabilidades de arribo{z,'},_, ,

por cuanto se demuestra que la regla de distribucion de flujos en condiciones de restriccion de
capacidad corresponde al método de frecuencias efectivas usado en De Cea et al. (1993),
Bouzaiene-Ayari et al. (1995), Cominetti y Correa (2001) y en Cepeda et al. (2006), a saber:

S
Prss,

PIL _ p|71'|L kel p, f, f, (3.33)

= = = = ! -
ZL:PJ'”J'L 5 f, ZL:pjfj ZL:fJ'
Je je je
pj Zf
k

jeL

kel

En efecto, independiente de la forma de las probabilidades de abordaje de los buses {p, }IeL
(cuando éstos estan en los paraderos), la regla de distribucién de flujos sobre un conjunto de
lineas {P,L },eL es directamente proporcional a la frecuencia efectiva de cada una de ellas.

De este modo queda demostrado que los efectos de la restriccion de capacidad no solo son
evidentes en los tiempos de espera experimentados por los usuarios, sino que ademas alcanzan
aspectos como la asignacion de pasajeros. EI modelo de Wu et al. (1994) desconoce tal
caracteristica y asigna los pasajeros de acuerdo al clasico modelo de frecuencias nominales,
mientras que los modelos de De Cea et al. (1993) y Bouzaiene-Ayari et al. (1995) la asumen, mas
no proveen su demostracion formal.
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4. MODELACION DE LA CONGESTION EN PARADEROS

Una vez estudiadas las caracteristicas cualitativas del modelo de congestion y del método de
distribucion de pasajeros en condiciones de capacidad restringida, corresponde la determinacion

de las probabilidades de abordaje a cada una de las lineas {p,},.. . Ello, debido a que tanto los
tiempos de espera como la asignacion de pasajeros son dependientes de dichas probabilidades.

Para lo anterior es posible distinguir dos formas. La primera corresponde al modelamiento de un
sistema de espera a traves de la teoria general de colas, con la cual es posible obtener soluciones
analiticas (exactas o aproximadas) para el tiempo de espera. Con dichas soluciones, y utilizando
la ecuacion (3.25), es posible obtener expresiones analiticas de las probabilidades de abordaje,
para luego con ellas obtener expresiones también analiticas para la asignacion de pasajeros que
sean aplicables a paraderos que sirvan diversos tipos de demanda con distintas lineas.

En efecto, la aparente complejidad en la determinacion analitica directa de las probabilidades de
abordaje {p,} induce el estudio y determinacion (mediante teoria de colas) de las caracteristicas

globales del fendmeno (tiempos de espera) de la congestidn en un sistema determinado, a fin de
introducirlas posteriormente en algun modelo propuesto para la estimacion de los tiempos de
espera, que sea consecuente con el concepto del frecuencia efectiva. Ello, por cuanto los procesos
de nacimiento y muerte son buenos modelos para estudiar cambios en el tamafio de poblaciones
cuyos miembros pueden aparecer y desaparecer; es decir, permiten transiciones no sélo a un
estado mayor, sino también a un estado menor.

Cabe destacar que el proceso de nacimiento y muerte que se desea modelar debe permitir
cambios de estado a niveles no necesariamente adyacentes, es decir, debe ser capaz de permitir
reducciones de poblacién correspondientes a la capacidad de los buses. Bajo esta forma son
analizados los paraderos simples (una linea) y generales (varias lineas).

La segunda forma consiste en intentar determinar directamente las probabilidades de abordaje a
través de un analisis méas fino de los fenémenos probabilisticos que intervienen en el proceso de
arribo y abordaje de buses. Bajo esta forma son analizados los paraderos con distintos conjuntos
de lineas atractivas.

4.1 PARADERO SIMPLE

Para alcanzar el objetivo anteriormente planteado se comenzara estudiando un paradero simple
mediante la teoria de colas. Al igual que en Gendreau (1984), se entendera por paradero simple a
una zona de parada de buses de solo una linea, los cuales sirven a usuarios que llegan al paradero
de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa v que desean acceder solo dicha linea, como se
ejemplifica en la Figura N°4-1.
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Figura N°4-1
Paradero Simple Servido por solo 1 Linea

> [ ] >
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1y ( f’{qi}ic=0 )

Vi

A0

Los buses de la linea arriban segin un proceso de Poisson (independiente de las llegadas de los
pasajeros) a una tasa f con intervalos exponencialmente distribuidos, sin embargo, a diferencia de
lo supuesto por Gendreau (1984), la capacidad disponible de los vehiculos ser4 una variable

aleatoria discreta de distribucion genérica {qg,}-, . Asi, las ecuaciones de recurrencia asociadas a

las probabilidades P.(t + h) de largos de cola o en el instante ¢t + h, en funcién de las
caracteristicas operacionales del sistema estudiado (v, f,{q,}-,), son las siguientes:

P .(t+h)=P_,(t)(vh+o(h))+ (th+ o(h))z q;P,. )+ P, (t)A-(v+ f)h+o(h)) n>1

=0

P,(t+h)=(fh+ o(h))iqi {2 P, (t)} + P, t)A—(v+ f)h+o(h)) n=0

Las ecuaciones diferenciales asociadas a las ecuaciones de recurrencia que describen el proceso
de nacimiento y muerte son:

C
%Pn =VvP _, + fzqipn+i —(v+f)P, nx1

(4.1)

_p_qu{ZP} (v+f)P, n=0

La condicion de régimen estacionario impuesta sobre las ecuaciones diferenciales entrega las
condiciones generales del proceso de nacimiento y muerte:

d

EP =0 < 0=VP_ +qu, L —(v+f)P, n>1 (4.2)
i=0
d C i C i C i
aF> =0 < (V+f)P0:qui[ZPj}:qu{Po+ZPj}:fP0+qu{Zle
i=0 j=0 i=0 j=1 i=1 j=1

C i
iF>O=o = P0=12q{ZP,} (4.3)
dt i =

i=1
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Luego, dadas las caracteristicas de las ecuaciones anteriores, se plantea una solucion del tipo
P, =Kr" (n>1), en cuyo caso la ecuacion (4.2) puede simplificarse de la siguiente forma:

C .
0=VvKr""+ > gKr™ —(v+ f)Kr" nx1
i=0

C
© O0=v+fY grt—(v+ f)r

i=0

C
& 0=f>qrt—f—(v+f)(r-1
i-0

C S r+..+r
e g -n=(v+f)r- =0
i=0
C I,.i+l_1 Vv ¢ |l-————_——
= . :—+1 iZ:;,qil
;q'( r—1J f !
c _ Y |
SN Zqi(1+r+...+r'):?+1 v |
- f
c y |
& D gr+.+r)=— I
i=1 f T 1 >
Es decir, r es solucion de la ecuacion (4.4):
C .
> qr+.+r)=v (4.4)
i=1

Luego, la condicion de borde relacionada con que el valor esperado de la oferta de transporte
sea mayor que su demanda induce la unicidad de la variable r como solucién de (4.4):

v<ch:iqi = Ir=r(f{g},.v)e(0) ta fiqi(r+...+ri)=v

Utilizando la condicidn que satisface la suma de las probabilidades de largos de cola es posible
determinar el valor de la constante K en la solucion propuesta P, =Kr" (n>1), esto es:

1=Y P =P, + Y Kr :P0+K1L:K—fzclqir(r_rl)+K '

=0 = -r Vi 1-r 1-r
K ; : i+1 _ K B ¢ -
e D R
K
:V(l_r)[V—(V+f)r+(v+f)r]=ﬁ =~ K=1-r
K=l-r = P =@1-nr" (4.5)
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Una vez determinada la constante, es posible encontrar una expresion del largo medio de cola (Q)
dependiente de la variable r.

S iP =Y S L o _r
Q=§|P ;I(l_r)r =@1- r)rZw (1- r)r Zr =(@1- r)rdrl— - (4.6)

Luego, la expresion analitica del valor esperado del tiempo de espera se obtiene utilizando la
formula de Little, esto es:

Q=vW = W:%Q:%rrr (4.7)

De todo lo anterior se desprende que el andlisis de un paradero simple, cuando la capacidad de

los buses es modelada a través de una variable aleatoria discreta de distribucién genérica {q,},,

es similar al caso en que la capacidad es fija (ver Gendreau 1984), salvo por la condicion de
régimen estacionario (4.4) que debe satisfacer la variable r.

Antes intentar seguir con la determinacion del largo medio de cola y del valor esperado del
tiempo de espera es posible obtener un interesante resultado. En efecto, la ecuacion (4.4) puede
ser replanteada con el objeto de reescribir (4.7) y obtener una expresion para la frecuencia
efectiva de la linea, de la cual también se desprende la probabilidad de abordar sus buses, a saber:

r C

fiqi(r+...+r‘)=friqi(1+r+...+ri‘1)=fl Zq (I-r")=v
P 1:: — = wz% = p~Yga-r) (4.8)
fzqi(l_rl) qui(l_rl) -
= plzZqi(l—ri)=Zqi—Zqiri=1—Zqiri (4.9)

C - - =7
De la ecuacion anterior se desprende que la expresién Zqir' representa una aproximacion de la
i=0
probabilidad de no poder abordar los vehiculos de la linea cuando ellos se encuentran en el
paradero. Asimismo, si se simplifica el tratamiento de la capacidad disponible y se asume que
con probabilidad 1 ésta sera c, entonces la probabilidad de abordaje a los buses de la linea es

1-r°.

La determinacion del largo medio de cola y del valor esperado del tiempo de espera requiere de la
solucion exacta r de la ecuacion (4.4). Sin embargo, la complejidad de ésta (Modelo Exacto)
induce la utilizacion de simplificaciones para la obtencion de aproximaciones a las caracteristicas
generales (Q,W) del sistema en estudio, como se presenta a continuacion.
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4.1.1 Modelos de Congestion

4.1.1.1 Modelo de Congestion Lineal

Con el objeto de encontrar una expresion lineal para la frecuencia efectiva de un servicio,
dependiente de su frecuencia nominal, capacidad y demanda, es posible plantear una
aproximacion r , de la solucion exacta r, de la ecuacion (4.4), como la siguiente:

Luego, dado que el valor esperado de la capacidad disponible de los buses es c=ZiC:Oqii y

entendiendo que W puede representarse como el inverso de la frecuencia efectiva observada por
los usuarios, se obtiene que dicha frecuencia efectiva sea de la forma

fof-Y o f= f(l—iJz f (4.10)

c fc
La principal ventaja de la aproximacién planteada es la simpleza con la que se obtiene una
expresion analitica para la probabilidad (p) de abordar dicha linea una vez que sus buses se
encuentran en los paraderos. En efecto, de la ecuacién (4.9) se desprende que la probabilidad de
abordar un bus que se encuentra en el paradero puede ser modelada a través de una expresion
lineal decreciente con la razon entre la demanda y la oferta disponible de dicha linea (modelo
lineal).

Intuitivamente, esta aproximacion asume que cada una de las potencias de la ecuacion (4.4) es

aproximada por r°, donde c es el valor esperado de la capacidad disponible de los vehiculos,
como Se muestra a continuacion:

v < _ c
?:Zqi(r+...+r')52qi(r°+...+rc)
.7 . - (4.11)
' . Vv v
= > g0 r)=r-dlig =ricz— = 1°=—
i1 ja i-1 f cf

Cuando la capacidad disponible de los buses es fija o relativamente estable, esta aproximacion
sobrestima la variable r y por lo tanto subestima la probabilidad de abordar los buses, lo que
finalmente se traduce en sobrestimaciones de los tiempos de espera. La magnitud de ellas sera
estudiada méas adelante, cuando sean comparadas las diferentes aproximaciones.
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4.1.1.2 Modelo de Congestién Cuadratico

Dado que el modelo anterior (lineal) sobrestima la solucion r,, es posible plantear otra
aproximacion de dicha variable () que corrija en algin grado esta deficiencia, a saber:

f':f—v—22 o f'f[l—(lep (4.12)
c fc
(B

Bajo esta aproximacion también es directa la obtencion de una expresion analitica aproximada
para la probabilidad (p), en efecto, la probabilidad de abordar un bus que se encuentra en el

paradero puede ser modelada a través de una expresion decreciente con la razon cuadratica
entre la demanda y la oferta disponible de dicha linea (modelo cuadratico).

Intuitivamente, y a diferencia del modelo anterior, esta aproximacion asume que cada una de las

potencias de la ecuacion (4.4) es aproximada por r¢’?, donde c es el valor esperado de la
capacidad disponible de los buses:

Vv < i < cl2 cl/2 c/2
T:Z:qi(r+...+r )EZqi(r +r07 L 417)
i=1 i=1

(4.13)

C

. 2
= iqi(Zr”z):r”ZZiqi=r°’zc;¥ = F°;(i}
i1

i=1

4.1.1.3 Modelo de Congestion Potencial

Otro posible modelo de congestién es el que se obtiene a partir de la aproximacion que a
continuacion se presenta:

i+1 C

% = Zqi (r+.+r') = Zqi (r2i)= rziqi (Jr)

Luego del cambio variable x =+/r y de una nueva aproximacion se obtiene una estimacion de la
solucion r:
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V& : d <& . d et v e
—=Yig(r)t=r— X ar—x‘=rextt=cr?2 = r=|— 4.14
=2 S = ( ] (4.14)

Si r. es la solucion de la ecuacién (4.4), entonces a partir de una aproximacion de la ecuacion
(4.8) es posible obtener una aproximacion para la frecuencia efectiva:

I

w T . f 11 = 11 o =t 1—(1J°+1 —fp  (4.15)
f(l_zqirij @-r) @-r°)
i=1

También en este caso es directa la obtencion de una expresion analitica aproximada para la
probabilidad (p), en efecto, la probabilidad de abordar un bus que se encuentra en el paradero

puede ser modelada a través de una expresion decreciente con una potencia de la razon entre
la demanda y la oferta de dicha linea (modelo potencial).

4.1.1.4 Modelo Aproximado de Congestion

Finalmente, un modelo mé&s general de congestion se obtiene considerando la variabilidad de la

capacidad disponible de los buses, a traves de una variable aleatoria discreta de distribucion

genérica {q,}~,, como se presenta a continuacion:

C C
1=Zqi(r+...+ ) =r(0 +..+0c) + (0 +.+ 0 ) .4 150 = D el
f i=1 — — T i=1

C S i%i
:52(%)H 2§r‘§(°’j
i1\ &

C
donde @ =) e, =g, + 20, +...+ Cq, =c, la desigualdad esta dada por la convexidad y:
i=1

i+l
ii(ﬁj_ le (2}4‘ _E()+E@) _E@Q)+1, Var(o) _
AN iiq- -~ 2E(c) 2 2E(c)

i=1

B

i=1

Luego, abusando de la notacién y reemplazando ¢ =E(c) y o =Var(c) se tiene que el modelo

aproximado de congestion es similar al modelo potencial de congestion presentado
anteriormente:

c ) [ o2
¥=Zqi(r+...+r')2zcr 2 o —crf = F=(ij°*“c =(1J (4.16)

i=1
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Si r. es la solucion de la ecuacion (4.4), entonces a partir de una aproximacion de la ecuacion

(4.8) es posible obtener una nueva es posible obtener una aproximacion para la frecuencia
efectiva:

C

c _ B
fr= f(l—Zqir'jz fAl-r)~fA-1%)=f 1—(-}(]
i=1 C

= fr=f 1—(ljﬂ — 4.17)
cf

También en este modelo la probabilidad de abordar un bus que se encuentra en el paradero
puede ser modelada como una expresion decreciente con la razon potencial entre la demanda y
la oferta disponible de dicha linea. Cabe destacar que cuando la capacidad disponible de los

vehiculos es constante (o> =0), los modelos potencial y aproximado son iguales.

Es posible plantear tantas aproximaciones como se desee, sin embargo, lo importante es verificar
con cual de ellas se modela mejor la probabilidad de abordaje y se estima de forma mas exacta el
tiempo de espera. Otro elemento importante corresponde a la complejidad del modelo, debido a
que es posible que las bondades de un modelo més exacto se pierdan producto de la compleja
forma funcional del mismo.

Asimismo, es necesario tener presente que dadas las caracteristicas del sistema en estudio
(paradero simple), tanto la demanda como la oferta estan referidas al total del sistema; por lo que
la aproximacion finalmente utilizada debe ser validada bajo condiciones mas generales. En
efecto, en un paradero simple servido por s6lo una linea, la probabilidad de abordaje y su
frecuencia efectiva dependera de la demanda de esa linea, que corresponde exactamente a los
pasajeros que la abordan. Sin embargo, en paraderos mas generales (varias lineas y/o usuarios
con distintos conjuntos de lineas atractivas), es necesario determinar si dicha dependencia esta
referida a todos los usuarios del sistema, a los usuarios que desean abordar cada linea o a los
usuarios que finalmente la abordan.

4.1.2 Analisis Comparativo de Modelos de Congestion

Con el proposito de analizar los modelos antes expuestos, a continuacion se presenta una breve
comparacion de los distintos enfoques desarrollados en el modelamiento de la congestion. Estos
ultimos seran comparados con los resultados empiricos obtenidos de simulaciones simples. El
caso practico a ser estudiado es el de un paradero simple, en el que tanto sus usuarios como los
buses que operan en é€l, arriban de acuerdo a procesos Poisson con tasas conocidas, ademas, los
buses poseen una capacidad disponible constante c.

Dado que en estricto rigor la variable que se desea estimar con precision es el tiempo de espera,
de la ecuacion (4.8) se concluye que ello es equivalente a la expresion 1/ f(l—zf:lqi r'). Luego,
a partir del andlisis de las modelaciones del tiempo de espera desarrollas por Gendreau (1984) y
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De Cea et al. (1998), es posible determinar las aproximaciones utilizadas para esta expresion, las
cuales son comparadas en el Cuadro N°4-1 con las usadas en los distintos modelos de congestion
anteriormente presentados.

Cuadro N°4-1
Aproximaciones a la Expresion: 1/ f(l—ziilqi r')
Modelo de Gendreau Modelo de DeCea® Modelo Lineal

- - C-c 7 N
1+1 1 OH_ﬂ[ c j (V+(C—C)ij+g{cj f(l_vj

—+
fl1- ffz f f fC cf
14—
Vv
Modelo Cuadratico Modelo Potencial Modelo Aproximado

1
v 2 2c 2c
f 1—[} vojert Vet
fll- fll1—|— [|o+1+
-] ) i)

Del Cuadro N°4-1 se desprende que el modelo de De Cea et al. (1998) no intenta encontrar una
aproximacion de la solucion r,, sino directamente del tiempo de espera, mediante la calibracion

de una compleja funcion potencial. A diferencia del modelo de De Cea, el modelo de Gendreau y
el resto de los modelos planteados en este capitulo no requieren calibracion, por cuanto explican
el fendmeno en estudio mediante las variables que intervienen en él. Ello puede ser relevante si se
considera que un modelo serd méas robusto en la medida que posee mas modelacion y menos
calibracion, por cuanto en este Gltimo caso sus resultados podrian estar limitados a las
condiciones y contexto bajo las cuales se calibra.

En el Grafico N° 4-1 se muestran los modelos de congestiéon (frecuencias efectivas) postulados
por De Cea et al. (1998) y Gendreau (1984), ademas de los resultados de las simulaciones y los
obtenidos a partir de los modelos de congestion exacto, Lineal, Cuadratico y Potencial, para un
paradero simple servido por un servicio de 7 buses/hr con buses que poseen 20 pasajeros como
capacidad disponible. De este grafico se observa que el simulador reproduce correctamente los
resultados obtenidos de la solucion al modelo exacto o “teérico”, validando de paso su utilizacion
posterior para reproducir el comportamiento del sistema en estudio.

Se observa que, para demandas inferiores al 30% de la capacidad del sistema, la frecuencia
efectiva asumida implicitamente en el modelo de De Cea et al. (1998) es la que mejor se
aproxima al modelo exacto, sin embargo, para demandas mayores al 70%, dicho modelo presenta
una importante sobre-estimacion de la frecuencia efectiva, provocada posiblemente por un
“efecto de borde” asociado a las simulaciones respecto de las cuales se calibr6é dicho modelo.

® Con los pardmetros calibrados = 4,016; #=1027; §=03174; y =4,22 y 6 =6,18.

60



Grafico N°4-1
Modelos de Congestion p = % VS %f
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Este efecto se redujo en las simulaciones, sin embargo, a pesar de que desde el punto de vista
tedrico el tiempo de espera tiende a infinito cuando la demanda se aproxima a la capacidad, es
necesario tener presente que en la practica el sistema en estudio no corresponde necesariamente
al modelo exacto producto de que la demanda es dinamica, es decir, no es constante al interior de
cada periodo.

Se observa también una gran semejanza entre el modelo Potencial y el de Gendreau (1984), sin
embargo, es el modelo cuadrético el que se asemeja sistematicamente al modelo exacto o teorico.
Particularmente esto ultimo se presenta cuando la demanda se encuentra entre el 30% y el 90%
de la capacidad del sistema, convirtiéndolo en un interesante modelo de congestion como se
observara mas adelante.

Finalmente, el modelo de reduccion lineal planteado para describir el comportamiento de la
frecuencia efectiva, tal como fuera mencionado en la seccion anterior, la subestima de manera
severa respecto de la observada en las simulaciones, lo que se traduce en sobrestimaciones de los
tiempos de espera experimentados en los paraderos. En efecto, el tiempo de espera promedio en
dicho modelo corresponde aproximadamente a 2,2 veces el tiempo de espera promedio simulado,
factor muy cercano al ponderador del tiempo de espera (2,18) calibrado para los modos bus y
taxi-colectivo en la ciudad de Santiago (Sectra, 1998).

Sin embargo, un factor promedio de amplificacion puede ser poco representativo cuando se
comparan valores muy distintos de tiempos de espera, por esta razon se obtuvo el factor
promedio ponderado de sobrestimacion de los tiempos de espera para valores de demanda entre
el 10% y el 90% de la capacidad total del sistema en estudio, obteniéndose el valor 2, idéntico a
la razon entre los ponderadores del tiempo de espera (2,18) y del tiempo de viaje (1,09)
calibrados en Sectra (1998). Lo anterior se podria interpretar como que el modelo de reduccion
lineal de frecuencias internaliza la percepcion del tiempo de espera experimentado por los
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usuarios, a través de la sobrestimacion de los tiempos de espera, sin embargo se trata de una
cuestion meramente fortuita.

En rigor, la calidad de cada una de las aproximaciones debe ser medida de acuerdo al error
porcentual (&) en la estimacion del tiempo de espera, de modo que si W, es tiempo de espera
calculado con la solucion exacta r, de la ecuacion (4.4), entonces el error de cada modelo puede
ser expresado de la siguiente forma:

W, f° f@-r%)  @1-r°) @-r°)

E=F =< - c
wof.o  @-r) [1—iqif3j L—rs)

(4.18)

r*

A partir de algunas propiedades es posible encontrar cotas para el error &, a saber:

gq,(r+...+r')
N _ . Sf(l—rf)r*
v(l-r.)
C .
c. 1-3" q,F
re<>qr = 82—2.:1‘1

= 1—2;% r.

—-|<

Se puede probar que la condicion 1-r°<1-r’ es siempre cierta para los modelos Lineal,

Potencial y Aproximado, mientras en el modelo Cuadratico no es valida para valores de ¢
(capacidad disponible) pequefios.

Considerando la similitud en la estimacién de las frecuencias efectivas de los modelos (salvo el
lineal), en el Grafico N°4-2 se presentan los errores de los modelos, expresados como la razén
entre los tiempos de espera obtenidos por ellos y en las simulaciones, respecto al que se obtiene
usando el modelo exacto o teorico, tal como fuera planteado en la ecuacion (4.18). A partir de
esta informacion es posible hacer un diagnostico mas preciso de la calidad de los modelos
presentados en esta seccion, basado precisamente en el tiempo de espera.

Se observa en términos generales que hasta niveles de demanda de aproximadamente 70% de la
oferta, los errores maximos en las estimaciones son del 6%, destacando el méximo 4% de error
que presenta el modelo cuadratico. También los errores del modelo de De Cea son menores al 4%
cuando la capacidad de los buses es semejante a su capacidad disponible (bajos niveles de
congestion).
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Gréfico N°4-2
Error en la Estimacion de los Tiempos de Espera ¢ :W/VV VS %f
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Para demandas cercanas a la oferta del sistema, el modelo cuadratico presenta subestimaciones
del tiempo de espera crecientes de hasta el 5%, sin embargo, los modelos de Gendreau y
Potencial presentan errores decreciente, mostrando los mejores comportamientos en situaciones
de saturacion. Asimismo, para estos niveles de demanda se observan resultados diversos en las
simulaciones, explicados fundamentalmente por la inestabilidad que presentan los sistemas
saturados, en los cuales pequefias variaciones del flujo producen importantes diferencias en los
tiempos de espera.

Para complementar el andlisis, a continuacion, en las figuras del Grafico N°4-3, se presentan
distintos zoom a los incrementos de los tiempos de espera, normalizados respecto a la situacion
sin congestion, que presentan los modelos Potencial y de Gendreau respecto del modelo exacto
(diagonal).

De la superposicion de las curvas presentadas en las figuras anteriores se desprende la innegable
similitud entre los modelos de Gendreau y Potencial, ademas de sus excelentes aproximaciones al
modelo exacto. En efecto, dichas figuras muestran en distintas escalas, la aproximacién de ambos
modelos a la solucion exacta. Sin embargo, se observa una pequefia pero sistematica diferencia
respecto de esta Ultima, la que puede ser explicada observando que en el modelo exacto la
probabilidad de abordaje a los buses permanece invariable frente a demandas bajas.

Es decir, los modelos de Gendreau y Potencial podrian ser mejorados desfasando el impacto de la

congestion en la estimacion de las frecuencias efectivas, debido a que los efectos de la congestion
son menos percibidos cuando las demandas son bajas.
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Gréfico N°4-3 L
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4.2 PARADERO CON USUARIOS HOMOGENEOS

Consideremos ahora el caso de un paradero un poco mas general, que es servido por un conjunto
L de lineas y cuyos usuarios (homogéneos) estan dispuestos a abordar cualquiera de ellas. La tasa

de llegada de los usuarios que optan por este conjunto de lineas es y,_, =V. A diferencia de un
paradero simple, en el que la demanda total del sistema corresponde exactamente al flujo
asignado a la Unica linea, en este caso, dado que todos los usuarios se comportan de igual modo,

solo se debe cumplir que la suma de los pasajeros asignados a cada linea corresponda a la
demanda de la estrategia constituida por ese conjunto de lineas, a saber:

Yo = Y5 ZZVI

leL

Dada la similitud de los analisis para los casos de capacidad aleatoria o fija, se plantea a
continuacion la ecuacién de recurrencia y la condicién de régimen estacionario para el caso de
capacidad fija, cuando n > 1:

P, (t+h) =P (0)yh+ > P, (O fih+P, A~ (y, +>, f)h) nx1

leL leL

%Pn =O Nt 0: ysPn—l +2Pn+c| (t) fl _(ys +Z fI)Pn
leL leL
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Se observa que, nuevamente, es posible plantear una solucion del tipo P, =Kr" (n>1), donde la
condicion de régimen estacionario sobre la variable r esta dada por la ecuacion (4.2):

=y, + ) fret —(y + D f)r

e YR -)=(y, + Y f)r-1) < Zf( re 1J A3

S @rrart et ) =Y =S (rr ) =3, (Zr‘) _y.  (4.19)

leL leL leL leL i=1

La ecuacion de recurrencia y su condicion de régimen estacionario, para el caso en que n=0, son
las siguientes:

Po(t+h):Z:(P0 +..+ P ) fh+ R (0)A-(y, +Z f,)h)

leL leL

diP =0 < 0=) (P, +..+P)f —Ry,
leL

Utilizando la condicion )’ P, =1 se determina el valor de la constante Ken B, =Kr" (n>1):
k=0

z z 1-r¢ Kr
=2 = Z Ty '[1—rJ+1

k=0 k=1 =r

=y (1 {Z(fr—frc'”ﬂys} —(1T) = K=1-r

Antes de intentar seguir con la determinacion del largo medio de cola y del valor esperado del
tiempo de espera es posible obtener un interesante resultado. En efecto, la ecuacion (4.15) puede
ser replanteada con el objeto de reescribir (4.7) y obtener una expresion para la frecuencia
efectiva de un conjunto de lineas, de la cual también se desprende una primera aproximacion de
la probabilidad de abordar sus buses, a saber:

Yo =S @ r 4ty =30, [11r J ( JZf(l re)

leL leL leL
' s 2w (4.20)
-r Zf,(l—l’c') - Zﬁ(l—rcl) Zﬁ P
leL leL leL

De la aproximacion anterior se desprende la condicion de aditividad de frecuencias, expuesta en
(3.30) y que, como se demostrd en (3.33), interviene directamente en la asignacién de pasajeros a
lineas.
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Dado que todos los usuarios se comportan de la misma forma, para cada usuario las
probabilidades de abordar los buses de las lineas son las mismas, adicionalmente, si las
capacidades disponibles promedio de los buses son similares y asumimos independencia de los
eventos, se tiene que p, =P, VleL. De lo anterior se desprende que no es posible que las
probabilidades de abordar cada linea dependan sélo de la cantidad de pasajeros que finalmente la
abordan, por lo que dichas probabilidades deben depender de las variables globales del sistema,
es decir:

p.=p =1-r" VlelL
= =PV (Fre 10)i (G Cp)) Ve

Los modelos propuestos para el caso de un paradero simple presentan un mismo patrén funcional,
dependiente de las caracteristicas de la Unica linea que en él opera. Luego, si el problema se
replantea agregando todas las lineas en una sola, se obtiene una “gran linea” de alta frecuencia
con buses de capacidad aleatoria, en la que su demanda es la demanda total del paradero, es decir:

a a
o | _Ys

Ys
p, =|1- = =
- z f|C| Z f|C|

leL leL

vlel (4.21)

donde a puede ser 1 (lineal), 2 (cuadratico), CZTC1 (potencial) o % (aproximado), dependiendo de
cual modelo se adopte. En efecto, para obtener una expresion analitica del valor esperado del
tiempo de espera (W, ) hasta el abordaje a alguno de los buses del conjunto L de lineas es

necesario asumir algin modelo de congestion de los anteriormente planteados. Manteniendo la
generalidad, se puede estimar el valor esperado del tiempo de espera:

=2 fir+..+r%)= Zer ~Zf2r _Zfr;zl Zfr C,
leL leL i=1 leL i=1 leL i=1 leL
Z fICI c ‘
sic='— = y,=rey fic, © rez= s & rtzx
Z f, leL fic, Z f 1Cy
leL leL leL

De este modo, si se acepta que la capacidad (c®) de una estrategia s corresponde a la suma de las
capacidades de transporte de las lineas que la conforman, se obtiene que su frecuencia
corresponde a la suma de las frecuencias efectivas de sus lineas, las que a su vez son
independientes de las cantidades de pasajeros que les son asignados, a saber:

leL leL

_ ZLf':éfl(l—l’c')EZﬁl_ nys,c, Zf( (jJ

leL
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S

= f,=f =) f donde f =f, 1—(%} =fp (4.22)
leL

Con el objeto de ilustrar y verificar el andlisis anterior, a continuacion se presentan los resultados
modelados y simulados en un paradero servido por dos lineas de caracteristicas I, (c; f) Y

1,(0,5c;114f) . En particular, a continuacion en Grafico N°4-4 se muestran los tiempos de espera
simulados (normalizados segun el tiempo de espera sin congestion), considerando las dos lineas y

solo una agregada, ademéas de los modelados con los modelos Cuadratico, Potencial y
Aproximado.
Gréfico N°4-4
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Del grafico se observa que el Modelo Aproximado es el que mejor reproduce los tiempos de
espera simulados, tanto para la agregacion de las lineas como en la simulacién de las dos lineas
por separado. Lo anterior se debe a que incorpora la variabilidad de las capacidades disponibles
de los buses. Esto ultimo es definitivamente importante a la luz de las diferencias observadas
entre los tiempos de espera simulados en ambas situaciones. Otro aspecto interesante de observar
son las asignaciones de pasajeros en las lineas simuladas, ello es posible hacerlo en el siguiente
Gréafico N°4-5 apreciando que, para demandas bajas, la asignacion de pasajeros es similar a la
resultante de un modelo proporcional a las frecuencias nominales (pues para estos niveles de
demanda son simulares a las frecuencias efectivas), y para demandas altas, es directamente
proporcional a las ofertas de transporte de las lineas.

Del gréfico se desprende que la asignacion de pasajeros (en términos porcentuales) es variable
dependiendo del nivel de demanda, por cuanto la restriccion de capacidad comienza a ser activa
en la medida que la demanda crece. Esto Gltimo es importante considerarlo cuando se asume que

las probabilidades de abordaje son independientes de las lineas (p, = p, VI € L). En efecto, el

supuesto anterior asume implicitamente que las capacidades disponibles promedio de las lineas
son similares, obteniendo con ello asignaciones de pasajeros directamente proporcionales a las
frecuencias nominales, las cuales como se muestra en el ejemplo podrian ser sustancialmente
diferentes a las que efectivamente se observan.
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Grafico N°4-5
Asignacion de Pasajeros [%] vs %
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Particularmente, cuando todos los usuarios optan por un mismo conjunto de lineas, al usar los
modelos propuestos en paraderos con usuarios homogéneos, las frecuencias efectivas son
dependientes de la demanda potencial e independientes de las diferencias entre las capacidades de
las lineas, por lo que las probabilidades de abordaje son las mismas para todas las lineas.

Este aspecto es superado por los modelos que son dependientes de la cantidad de pasajeros que
abordan las lineas, por cuanto ella si esta directamente relacionada con la capacidad de las lineas.
Luego, es posible plantear una expresion alternativa (a la entregada en la ecuacion 3.33) para la
asignacioén de pasajeros a lineas, que recoja el fendbmeno en comento cuando las probabilidades
de abordaje son dependientes de las demandas por estrategias:

f,( —ysj+ f,(c'st f,(l+y'°‘(c, —1)j
P|L — PISEL — Cs C;:s y — Cs (423)
Y “iYs Y (o _
ij(l 2 )+f,.( : J zf"(“c (c, 1)J

jeL s s jeL s

Cabe destacar que la expresidon que acompafa a las frecuencias nominales en la ecuacion anterior
no puede ser interpretada como una probabilidad de abordaje, por cuanto es sélo un ponderador
gue permite una transicion de la asignacién de pasajeros, desde una directamente proporcional a
la frecuencia nominal a una directamente proporcional a la oferta de transporte.

Los ejemplos estudiados (paradero simple y general) consideran que todos los usuarios toman las
mismas decisiones y se comportan de igual forma, por lo que la demanda puede perfectamente
interpretarse como una demanda a nivel de estrategia unica. Luego, el analisis de las
probabilidades de abordaje cuando los usuarios no son uniformes, es decir, cuando escogen
distintas estrategias o conjuntos de lineas atractivas, se entrega a continuacion.
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4.3 PARADEROS CON USUARIOS HETEROGENEOS

El objetivo de esta seccidn es estudiar las propiedades generales de la congestion en un paradero
servido por n lineas, en el que los usuarios no son uniformes, es decir, optan por distintos
conjuntos de lineas atractivas o estrategias. Nos proponemos determinar los tiempos de espera

W, para cada estrategia, sin embargo, para simplificar la presentacion se utilizara un par origen-

destino servido por dos lineas. Cabe hacer presente que el supuesto de existencia de distintos
tipos de usuarios serd usado como dato en esta seccion y no se pretende verificar su validez en
este capitulo, por cuanto ello debe ser resultado del equilibrio en la asignacién de pasajeros a
lineas y no la imposicion en el modelo de congestion.

Se sabe que las probabilidades de abordaje a cada una de las lineas {p;};, dependen de las
caracteristicas de la oferta y de la demanda del sistema, sin embargo, antes de estimarlas se debe
definir su tratamiento e interpretacion. Por ejemplo, se pueden tratar dichas probabilidades en
términos continuos utilizando las caracteristicas medias del sistema estudiado y en cuyo caso,
dichas probabilidades seran funcion de la demanda, aun cuando ésta Ultima sea
significativamente menor que la oferta. Por otro lado, estas probabilidades podrian ser obtenidas
de forma discreta al interior de particulares intervalos de ciertas variables explicativas.

Cualquiera sea el caso, para la determinacion de las caracteristicas generales de las
probabilidades de abordaje, se estudiara un par origen-destino servido por solo dos lineas, como
el ejemplificado en la Figura N°4-2,

Figura N° 4-2
Par Origen Destino Servido por 2 Lineas

== - _ |:| == > D—=
L lA Saer, fi,v)
\/

TY f’z (Cz y fz y Vz) TY

::I2 > |:| == > |:|—I2=>

En este caso existen 3 estrategias posibles, (i) estar dispuesto a abordar solo la linea 1, (ii) estar
dispuesto a abordar solo la linea I, y (iii) estar dispuesto a abordar cualquiera de ellas. La
distribucion de la demanda a nivel de flujos por estrategias es tal que:

DYe =Yg HY, Y, =V (4.24)

seS

De la ecuacion anterior se desprende que el conjunto de lineas seleccionadas por los y,
individuos considera solo la linea I, los y, individuos consideran solo la linea 1, y los y,
individuos estan dispuestos a abordar cualquiera de ellas.
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4.3.1 Analisis Discreto

Un posible enfoque para el andlisis discreto de las probabilidades de abordaje, consiste en definir
las variables n, y ng, como los valores medios maximos del nimero de individuos,
pertenecientes a los conjuntos y, Y ys, respectivamente, esperando en el paradero dispuestos a
abordar solo las linea I, y 1,. De igual modo, n,, sera el valor medio maximo del nimero de
individuos esperando, pertenecientes al conjunto ys,, en los instantes de arribo de los vehiculos
de cualquiera de las lineas. Por “valor medio maximo” nos referiremos al entero mas cercano al

valor medio de los largos medios de cola en los instantes previos a los arribos de los vehiculos
que sirven a la cola en cuestion.

De este modo, la probabilidad p, de abordar un bus de linea |, experimentado por todos los
usuarios que desean abordarlo (n, +n, ) una vez que se encuentra en el paradero, puede ser
escrita para el caso en que la capacidad disponible de los vehiculos es c,, de la forma:

1y ng, +ng —
(J( C, -1 ]
ng +ng
[ C J
Es decir, bajo un analisis discreto la probabilidad de abordar un bus que se encuentra en el
paradero es la misma para todos los tipos de usuarios y dependiente solo de la magnitud de su

demanda potencial, y no de su estructura. En efecto, si en el instante de arribo de un bus
perteneciente a la linea 1, el largo medio de cola de su demanda potencial corresponde a

n, +n,, entonces la probabilidad de abordaje experimentada por cada uno de ellos sera la

misma, debido a que en el sistema en estudio no son utilizadas las colas de prioridad. De este
modo, la ecuacion (4.25) puede ser reescrita de la forma:

p, =miny1; (4.25)

. C
p, =min 1;—n :n (4.26)

Cabe destacar que la ecuacion (4.26) incorpora la posibilidad de que la capacidad disponible del
bus de la linea I, sea mayor que el nimero de usuarios pertenecientes a su demanda potencial
que lo esperan. Luego, reproduciendo el procedimiento anterior para la estimacion de la
probabilidad p, y usando la ecuacion (3.30), se obtiene la probabilidad de abordaje asociada a

los individuos que optaron por la estrategia combinada, esto es:

G fy +mind1—C2 F
n, +ng | (f,+1f,) ‘n,+ng | (f,+1,)

Piog,i,; =MINgL;
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Del analisis anterior se desprende que las esperanzas de los tiempos de espera, para cada tipo de
usuario, pueden ser estimadas en funcién de la demanda potencial de cada una de las lineas,
expresadas en términos de los largos medios maximos de cola de cada tipo de usuario.

Luego, corresponde estimar los valores medios maximos de cola. Para ello, a continuacion se
plantean las condiciones de conservacion de flujos asociadas a las variables n, , n, 'y n, parael

estado de régimen estacionario, es decir:

H . Cl 1
n, —mins1; N, +Y, +—<="N,
n, +n | (f,+1,) (fy+ 1)

n, —| minJ1; G fy +mind1:— % f, n, +y3;:nS (4.27)
: n, +ng | (fy+1,) n,+n, J(f,+5) |~ "2 (f+f) 7
. c f
n,, —min<l; —= “—n, +Y,

- =n
n,, +n;, (f,+f,) = (f,+f,) =

Con dichas ecuaciones de conservacion se puede intentar encontrar expresiones analiticas para
los valores medios. Para ello es necesario identificar las diversas combinaciones de situaciones,
estados y condiciones que son posibles, independiente de sus probabilidades de ocurrencia.

Sin embargo, una vez resuelto el sistema de ecuaciones para los diferentes escenarios, es posible
afirmar que las ecuaciones de conservacion permiten obtener estimaciones de los valores medios
de las cantidades de individuos esperando, solo en algunas situaciones. Es decir, s6lo en los casos
en que algunas de las lineas posean capacidades menores que sus demandas es posible estimar los
tiempos de espera experimentados por los usuarios. No obstante, dichas estimaciones estan
circunscritas a los supuestos implicitos en las ecuaciones de conservacion.

En efecto, la utilizacion de las ecuaciones de conservacion impone el uso de variables medias del
sistema, y no medias maximas. De esta forma, el supuesto de régimen permanente impide
recoger los efectos de la congestion producto de las irregularidades del sistema, cuando las
capacidades son mayores que las demandas promedio.

A partir de lo anterior es posible concluir que el tratamiento discreto de las probabilidades de
abordaje no modela correctamente el fendbmeno en estudio, debido principalmente a que no es
posible introducir los efectos de la congestibn mediante la utilizacion de las propiedades
promedio del sistema. Lo anterior ha sido reconocido en algunos estudios, en particular Powell
(1986) plantea directamente su analisis en funcién de las cantidades de usuarios en cola en los
instantes inmediatamente anteriores y posteriores de los arribos de los buses.
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4.3.2 Analisis Continuo

El andlisis continuo de las probabilidades de abordaje incorpora los efectos de la congestion a
través de la inclusién de las irregularidades del sistema, mediante de un analisis probabilistico
mas riguroso. Luego, a diferencia del analisis discreto, n., n, 'y n, son variables aleatorias que

representan las cantidades de usuarios en espera, asociadas a las demandas y.,y, e Y,
respectivamente.

De este modo, la probabilidad ( p, ) de abordar un bus de linea 1, cuando éste se encuentra en el

paradero, es la misma para cualquier usuario dispuesto a abordarla y puede ser escrita para el
caso en que la capacidad disponible es c,, de la forma:

|, c
p, = Z P, n.| Min 1,—n +1n (4.28)
Ng; .0, S S3

donde P, . es la probabilidad de que, en un instante determinado, se encuentren esperando en
s ''s3

n

el paradero n, individuos pertenecientes a la demanda y, y n, individuos pertenecientes a la
demanda vy, . Cabe destacar que si bien la probabilidad p, expresada en la ecuacion (4.28) no
depende de n, , ello no significa que sea independiente de la demanda Yy, de la estrategia s,.
Esto Ultimo, debido a que las variables n, , n, 'y N, son dependientes de las demandas y de las
caracteristicas operativas de la las lineas {f, .G }IGL.

Luego, si se asume y, =0, para la determinacion de la probabilidad P, , es necesario observar
S

s3
que existen cinco situaciones (la ultima de ellas genérica) que pueden presentarse en el instante t
y durante el intervalo At, que conducen a que en el instante t +At el sistema tenga esperando n

individuos del tipo y, y n, deltipo y, , las que se esquematizan en la Figura N°4-3.

Desde el punto de vista matematico, el problema en estudio corresponde a un proceso estocastico
general a tiempo continuo en el que solo interviene una cantidad numerable de estados, pero que
depende de un parametro continuo del tiempo.

Se observa que las probabilidades del proceso no son funcion solamente de la duracion del
intervalo de tiempo At, pues también lo son de su posicion en el eje del tiempo. Es decir, las
probabilidades de transicién no son las mismas en todos los intervalos de tiempo At. A
continuacion se identifican las posibles combinaciones Estado Inicial + Evento que generan un
mismo Estado Final (n, , n, ).
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Figura N°4-3
Esquema de los Eventos Posibles con Estado Final (n, , n, )

Estado Inicial Evento Estado Final

(n51’ ns3) —¢_>

Ys

(n, -1n,) —
(nsll n53 _1) y% (n517 ns3)
(n n +c ) I, ng, >0, ng, >0

s 1 sy 2 ?

(n, +k,ng +¢,-k) ——

A partir de los eventos posibles ilustrados en la Figura N°4-3, y utilizando teoria de colas, se
obtienen sistemas de ecuaciones diferenciales para las probabilidades condicionales P de

las cuales es posible obtener interesantes resultados. Previo a ello es necesario encontrar una
expresion genérica de la probabilidad P, -, para n, >1y n, >1, a saber:
s 'ls3

n H

o (t+A)=P, (D@ y, A)(A-y, A)(A- A f,A1) +
P, 1o, (DY, AtA- y, AD(A- fA(1- f,AL) +
Pn 2 (DY ALL- y, AL FADL- AL+
(t) F,AtL- y, AL - y, AL - F,AL) +

n, +ky\n, +c,—k
N k c, —k
Py om0 FALA= y  A(L— y, AL)(L— f,AL)
o : : n, +N, +C,
e

El ultimo de los términos corresponde al conjunto de casos en los que un bus de la linea 1, arriba
al paradero y es abordado por todas las clases de usuarios que estan dispuestos a hacerlo
(Ys » ¥s,) - Cabe destacar que la expresion anterior supone necesariamente que los valores n, 'y

n,, son positivos. En efecto, la Unica posibilidad de encontrar n individuos del tipo y, , despues
del arribo de un bus de la linea 1,, es que antes del arribo hubiesen estado esperando n, +c,

individuos. Luego, despreciando los términos de orden o(At), la ecuacion anterior puede ser
reescrita de la forma:

(t+At) n Ny (t)(l ys y53 f )At+P -1ng, (t)ys At_i_Pns ,nSS—l(t)ys3At+

n, +ky(ny, +¢, —k

W e R
n, +ng +¢
( Gy J

n \Ngg +Cy (t)f At + f Atz Ng, +K,Ngy +C1 -k (t)
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Para determinar las probabilidades P, = se consideran las ecuaciones diferenciales del proceso
s 'ls3

n

estocastico imponiendo la condicion de régimen permanente:

Pn n (t + At) - Pn n (t)
lim " N zipn (1)=0 (4.30)
At—0 At dt 5101 's3

De este modo, la ecuacion (4.29) se transforma en un sistema de ecuaciones recurrentes
uniformado a un mismo instante t, que satisface la condicion de régimen permanente:

I:)nsl,n53 (ys1 + y53 + fl + f2) = I:)nsl —Lng ys1 + F)nsl,ns3—1ys3 + I:>n51,n53+c2 f2 +

n, +ky\ng +¢, -k
P oK Gk >1
- v Ng N 2
~ ng +k,ng +c—k 71 nSI +ns3 +C1 Sy S3
Cl

La solucion de este sistema de ecuaciones requiere de la determinacion de las ecuaciones de
balance en sus estados basicos. Sin embargo, la cantidad de estados basicos producto del Gltimo
término de la ecuacion anterior presenta una complejidad extraordinaria al problema. A modo de
ejemplo, la ecuacion de balance para el estado R, , (n, =n, =0), esta dada por:

C G
Po,o(ys1 +Y, t fi+1,)= Z Pox T2 +Z Pk,q—k f)
k=0 k=0

Es decir, solo la ecuacion de balance para el estado (0,0) requiere de otras c, +c, ecuaciones para

la solucion del sistema. Luego, dada la complejidad que requiere la solucion del proceso de
nacimiento y muerte aplicado a un sistema de atencion a usuarios no uniformes (con distintas
estrategias), se procedera a construir un modelo general de congestion en paraderos con usuarios
heterogéneos que sea consecuente con las caracteristicas observadas en paraderos mas simples,
para posteriormente utilizar simulaciones que verifiquen el cumplimiento de las caracteristicas
cualitativas y cuantitativas del fendmeno de la congestion en este tipo de paraderos.

4.3.3 Modelo Generalizado de Congestion

El objetivo es determinar los tiempos de espera W, de diversos tipos de usuarios con distintos
conjuntos de lineas atractivas o estrategias. Sin embargo, dado que en (3.30) se demostré que
estos pueden ser encontrados a partir de los tiempos de espera de las lineas que las componen,
entonces el problema se reduce a estimar los tiempos de espera de dichas lineas.

W, =W

ies
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En lo que sigue de la este trabajo, y para evitar confundir al lector con la notacion, denotaremos
la frecuencia nominal de una linea i como f, de modo que si adoptasemos un modelo de
congestion como el usado tradicionalmente en el tratamiento de la congestion en transporte
publico, entonces se tendria que V\/i‘1 =f =f(v, f), con v, el flujo que aborda la linea i. Luego,
existen dos inconvenientes en la generalizacion del modelo, a saber:

I. Los flujos v; no son conocidos y existe evidencia para pensar que las frecuencias
efectivas de lineas son dependientes de la demanda potencial de dicha linea y no
solamente del flujo que la aborda.

ii. Aun conociendo los V;, las frecuencias efectivas son dificiles de calcular.

En las secciones anteriores fue resuelto el punto ii en paraderos simples y en los que los usuarios
son homogeneos, requiriendo para ello de aproximaciones en la determinacion de los tiempos de
espera. Para el caso de un paradero simple, el resultado de lo anterior lo constituyeron diversas

formas funcionales del tipo:
V.
fi(v) = g{_l-]
cf

Para el caso de un paradero un poco mas general (varias lineas) con usuarios homogéneos, las
formas funcionales eran dependientes del flujo total, asociado a la Unica estrategia permitida, a
saber:

e

¢ &Eh V. Y y
P I8 = s =25 = f(v)=0ql|Z
of = of  Sof =6 ¢

ies

Es decir, se asume que el flujo asignado a cada una de las lineas es directamente proporcional a la
oferta de transporte de ellas, luego, es posible usar este mismo principio en el caso de un paradero
con usuarios heterogéneos. En efecto, sabemos que el flujo que aborda una linea estd compuesto
por parte de las demandas que tienen a dicha linea en su estrategia, a saber:

s G f £ y
V. = A~ —1 = C T EAN = f V.)~ Q. s
I ; ySﬂ-I SESZ;S)i yS ch fj I ISES;sai Cs I( I) gI[SESZ;SBi Cs j

jes
donde g;(-) pueden ser las formas funcionales estudiadas en la seccién 4.2 (modelos lineal,

cuadratico, potencial y aproximado) para determinar la forma en que se comportan las
frecuencias efectivas de las lineas, a partir de una estructura de demanda.

75



Definicion: Sea f,(y) la frecuencia efectiva de la linea i observada por sus usuarios en un
paradero, dependiente de la eleccion de estrategias de estos:

f.(y)= fi 1_( Z y_zJ

seS:sai C

de manera que el tiempo de espera asociado a los usuarios de cada estrategia esta dado por:

_

Z f.(y)

ies

W, (y) =

El modelo generalizado de congestion propuesto es funcion de la estructura de la demanda a nivel
de estrategias y no de lineas, ello, con el proposito de incluir la demanda potencial de cada linea
en la determinacién de su frecuencia efectiva.

Tal como fuera mencionado anteriormente, el modelo de congestion supone, para la obtencion de
la frecuencia observada, que el flujo proveniente de las estrategias combinadas asignado a una
linea, corresponde a una fraccién proporcional a su oferta nominal de transporte, es decir, el
modelo supone que los niveles de congestion estan determinados en una primera aproximacion
por una asignacion de pasajeros tedrica que considera la capacidad de los vehiculos. Esto
ocurre para altos niveles de congestion (ver analisis de seccion anterior) y se justifica por el
hecho de que interesa modelar de mejor forma la situacién congestionada, es decir, aquella en
que la restriccion de capacidad se hace activa.

4.3.4 Simulacién de un Paradero con Usuarios Heterogéneos

Tal como ha sido tratado en el desarrollo de esta tesis, un modelo de congestion corresponde a la
formulacién matematica del comportamiento de las frecuencias efectivas observadas por los
usuarios. De este modo, la bondad de un particular modelo de este tipo podrd ser medida en
términos de su capacidad para reproducir la asignacion de pasajeros y los tiempos de espera
experimentados por éstos en el estado de equilibrio.

Para efectos de la simulacién de un paradero con demanda heterogénea, se ha supuesto que las
caracteristicas operativas de las lineas ilustradas en la Figura N°4-2 son I (C;f) vy
,(0,75¢;1,3f), y que coexisten tres tipos de estrategias (y, =V/3;Yy, =v/3;y, =v/3). Luego,

a continuacion en Gréafico N°4-6, se muestran los tiempos de espera asociados a la estrategia
combinada (normalizados segun el tiempo de espera sin congestion) simulados y modelados con
los modelos potencial y aproximado.

Del gréafico se verifica que la aditividad de frecuencias es valida como aproximacién (ecuacion
3.30), respecto de las frecuencias efectiva que se desprenden de los tiempos de espera asociados a
cada una de las lineas. Asimismo, se observa que los modelos de congestion Potencial y
Aproximado tienden a sobrestimar los tiempos de espera de la estrategia combinada, respecto de
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las simulaciones. En efecto, se aprecia que los modelos arrojan resultados para los cuales las
simulaciones requieren de aproximadamente un 5% mas de demanda.

Grafico N°4-6
Tiempos de Espera Estrategia Combinada % VS %
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Coherente con lo anterior, en el caso de las estrategias simples, las frecuencias efectivas
mostradas en el Grafico N°4-7 también presentan el mismo tipo de diferencias entre las
simulaciones y los modelos, incluido el de Gendreau, el cual solo depende de la cantidad de
pasajeros que finalmente abordan la linea.

Grafico N°4-7
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En consecuencia, los modelos generalizados de congestion ‘“reaccionan” prematuramente
sobrestimando los tiempos de espera, sin embargo, ello no es consecuencia de que ellos dependan
de la asignacion de pasajeros a nivel de estrategias, por cuanto el modelo de Gendreau también
muestra la misma sobrestimacion.

Finalmente, lo que refuerza la idea de que la frecuencia efectiva de una linea depende de su
demanda potencial y no estrictamente de la cantidad de pasajeros que la abordan, es justamente el
resultado de las simulaciones, en las que distintas asignaciones de pasajeros se presentan con
similares tiempos de espera. En efecto, dada una demanda fija, que opta integramente por la
estrategia combinada, se obtienen sistematicamente tiempos de espera estadisticamente
semejantes y asignaciones de pasajeros significativamente distintas.
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5. PROBLEMA DE LINEAS COMUNES Y ASIGNACION DE
PASAJEROS

El objetivo de este capitulo consiste en plantear y resolver el problema de lineas comunes (ver
Chriqui, 1974; Chriqui y Robillard, 1975; De Cea y Fernandez, 1988; De Cea y Fernandez, 1993;
Cominetti y Correa, 2001) incorporando en él los principales resultados obtenidos en el capitulo
anterior, en relacion con la modelacion del tiempo de espera y con el método de asignacion de
pasajeros a las lineas, ademas de otros aspectos aun no considerados formalmente en esta tesis,
como la posibilidad de que existan variados tipos de usuarios con distintos conjuntos de lineas
atractivas y las condiciones para que ello ocurra. En efecto, las condiciones de equilibrio podrian
mostrar la existencia de grupos de usuarios con conjuntos de lineas atractivas que posean lineas
en comdn, esto es, distintos tipos de usuarios compitiendo por las mismas lineas.

En la primera parte de este capitulo, se hara uso de simulaciones para la obtencion de las
caracteristicas cualitativas mas importantes de este tipo de situaciones. Los resultados obtenidos
en las simulaciones serviran para fundamentar el Modelo Generalizado de Congestién presentado
en el capitulo anterior.

Finalmente, se generalizard el clasico problema de lineas comunes resuelto inicialmente por
Chriqui y Robillard (1975). Las principales caracteristicas de dicha generalizacion dicen relacion
con los aspectos antes mencionados, es decir, con la posibilidad de que existan distintos tipos de
usuarios y con la variabilidad de los tiempos de espera de acuerdo al modelo generalizado de
congestién. De esta forma, el problema de lineas comunes deja de ser un problema de
optimizacion y se transforma en un problema de equilibrio, para el cual se demuestra la
existencia y unicidad de su solucién.

5.1 SIMULACION

Es frecuente encontrar en la literatura el andlisis de procesos mediante la reconstruccion de su
comportamiento usando tiempos de servicio, tiempos de llegada, etc., derivados de nimeros
aleatorios. Este tratamiento es particularmente frecuente cuando el proceso es tan complicado que
la solucion matematica resulta dificil o imposible, y cuando el comportamiento se requiere bajo
condiciones muy especiales. En particular, el término simulacion es usado cuando el proceso que
se modela es bastante aproximado al real, para el cual los resultados dan una impresion
cualitativa de lo que seria el comportamiento real del sistema bajo las condiciones simuladas.

La simulacidon ha sido profusamente usada como elemento de apoyo en el analisis de la operacién
de sistemas de transporte publico. En particular, Andersson et al. (1979) simula la operacion de
buses a través de una ruta; Powell (1981) y Gendreau (1984) obtienen a través de simulaciones,
ecuaciones que reproducen los efectos locales de la restriccion de capacidad en la distribucion de
los pasajeros y en sus tiempos de espera en paraderos simples.

En el capitulo anterior fueron utilizadas simulaciones para computar los tiempos de espera de los
pasajeros en distintos tipos de paraderos, una vez conocida su eleccion de lineas atractivas. Sin
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embargo, en este capitulo, las simulaciones seran usadas para determinar tanto el comportamiento
de los pasajeros como los fenémenos por ellos experimentados.

Para el proceso de simulacion se ha elegido el ejemplo ilustrado en la seccién 4.3, en el cual un
par origen-destino es servido por dos lineas (ver Figura N° 4-2). El problema consiste en
determinar via simulacion las frecuencias efectivas resultantes, en el estado de equilibrio, para la
distribucion {v,,v,} del flujo total v a través de las lineas I, y I,. La determinacion de la
asignacion de pasajeros y de las frecuencias efectivas observadas por éstos debe hacerse en forma
simultanea, pues la asignacion de flujos en el estado de equilibrio esta determinada en parte por
los tiempos de espera, que a su vez son dependientes de las frecuencias efectivas.

Se debe notar, tal como fuera explicado en el capitulo anterior, que las estrategias posibles de ser
definidas en este ejemplo bésico, son equivalentes a las eventuales soluciones del problema de
lineas comunes asociado al par origen/destino estudiado.

5.1.1 Estructura Conceptual de la Simulacion

La simulacion consiste en un proceso de aprendizaje a partir del cual cada individuo define, en
funcién de su experiencia acumulada, la estrategia déptima para alcanzar su destino. Para ello, la
estructura conceptual del simulador considera un proceso en el cual, cada individuo, incorpora
una linea a su conjunto de lineas atractivas solo si su tiempo de viaje (en movimiento) es menor
que el valor medio de su tiempo total de viaje (espera + movimiento) experimentado hasta ese
instante.

Los supuestos considerados en relacion con el comportamiento del usuario son los siguientes: (i)
los usuarios conocen los tiempos de viaje de los servicios; (ii) cada individuo elige una y sélo una
estrategia (conjunto de lineas atractivas) para alcanzar su destino.

Desde el punto de vista de las condiciones del sistema, el proceso de simulacion considera
llegadas exponenciales de los buses y de los usuarios. La asignacion de pasajeros a un bus,
cuando su capacidad es inferior a la cantidad de usuarios que desean abordarlo, se realiza en
forma aleatoria. Esto es, todos los individuos tienen igual probabilidad de abordar el bus. La
estimacion de los tiempos totales de viaje a través de las estrategias simples se realiza en funcion
del tiempo de viaje y frecuencia efectiva de la linea asociada a cada una de ellas.

5.1.2 Resultados Generales

A continuacién se presenta un breve analisis de los resultados entregados por el simulador frente
a un escenario especifico (t, <t,;t, —t, >1/ f,). El simulador fue aplicado barriendo todo el

espectro de flujos factibles para distintos escenarios definidos principalmente por la diferencia
entre los tiempos de viaje de las lineas.

En primer término, se verificd la existencia de intervalos de niveles de flujos, en los que se
presentan caracteristicas especificas relacionadas con el comportamiento de los usuarios del
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sistema. En particular, dichos intervalos estan definidos por niveles de demanda puntuales,
Z=0C y u=p8c (0<a<pB<1l), y donde c es la capacidad del sistema, es decir

C=C; = fc, + f,c,.

En efecto, en la eleccion de estrategia mostrada en el Grafico N° 5-1, se observa que para
demandas menores a z (0,33 ¢ aproximadamente) todos los usuarios usan solo la estrategia s;.
Luego, a partir de z y hasta u (0,7c aproximadamente), las estrategias s; y s3 coexisten.
Finalmente, todos los usuarios optan por la estrategia combinada s; para demandas mayores que
u.

Gréfico N° 5-1
Asignacion de Pasajeros a Estrategias (y, /) v/s (X/T)

o e
L J

0,04 0,13 0,23 0,33 0,42 0,52 0,62 0,71 0,81 0,90 1,00

En forma paralela a la identificacion de estrategias por parte de los usuarios, se obtiene la
distribucion de la demanda a través de las lineas, presentada en el Grafico N° 5-2. Se observa de
manera consistente que para niveles de demanda hasta z, los usuarios usan solo la linea 1., luego,
desde este nivel de demanda y hasta u, la cantidad de flujo asignado a esta linea crece muy poco,
por cuanto la mayor parte del incremento de la demanda es absorbido por la linea I,.
Especificamente se trata de usuarios que, usando la estrategia combinada, abordan la linea mas
lenta. Finalmente, para demandas mayores a u, los pasajeros asignados a ambas lineas crecen
manteniendo una relacién semejante a la razon entre sus ofertas de transportes, aspecto ya
identificado en la seccidon 4.2 del capitulo anterior.

En materia de tiempos de viaje, cuando el flujo total a transportar es menor que z, el tiempo total
de viaje a través de la estrategia s, es naturalmente menor que el de la estrategia combinada.
Luego, desde z y hasta u no solo los tiempos de viaje a través de las estrategias s; y s3 son
coincidentes, sino que ademas constantes. Se debe notar que dicha igualdad es justamente la
condicion necesaria para la coexistencia de dos estrategias. Finalmente, mas alla de u, el tiempo
de viaje asociado a la estrategia combinada s5 es el menor.
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Grafico N° 5-2
Asignacion de Pasajeros a Lineas (v, /C) v/s (x/T)

0,6

En primer término, la coexistencia de estrategias indica que la solucion del problema de lineas
comunes, bajo el concepto de ruta De Cea et al. (1993) y aplicado a este particular ejemplo, no
seria una solucion de equilibrio. En efecto, una de sus hipotesis es que todos los individuos se
comportan de igual modo al interior de cada seccion de ruta, este aspecto es justamente el que
impide, en ciertos casos, que dicha solucién sea de equilibrio.

La coexistencia de estrategias radica justamente en la posibilidad de que dos estrategias posean
un mismo tiempo total esperado de viaje. Esta condicion es precisamente la que define los
valores criticos z y u, pues entre estos niveles de demanda en el sistema, se presenta dicha
igualdad. Como es natural, los valores especificos de los niveles de flujo criticos (z y u) y de la
estabilizacion de los tiempos por estrategia dependerdan de las caracteristicas del escenario
simulado. A modo de ejemplo, si el tiempo de viaje de la linea méas rapida aumenta en un At tal
que At >1/(f - f (2)), entonces sin importar que tan baja sea la demanda a transportar en el
sistema, la estrategia combinada siempre es usada. Ademas, a partir de la simulacién de diversos

escenarios es posible afirmar que, independiente de las caracteristicas particulares de la oferta,
siempre existira al menos uno de los intervalos del ejemplo mostrado.

Intuitivamente, y de acuerdo a los modelos que han incorporado la restriccion de capacidad, los
tiempos de espera asociados a cada linea deberian ser funcion de su flujo asignado. Sin embargo,
y como se aprecia en el Grafico N° 5-2, la cantidad de pasajeros transportados por la linea I,
crece en el intervalo medio de demanda, a pesar de que la frecuencia efectiva f, se deberia
mantener constante. Recordemos que entre los niveles de demanda z y u, no sélo los tiempos de
viaje a través de las estrategias s, y s; son coincidentes, sino que ademas constantes.

Es decir, la frecuencia efectiva de una linea depende no sélo de quienes la abordan.
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5.2 MODELACION

A continuacién, y con el propédsito de reproducir los principales efectos introducidos por el
fendmeno de la congestion en los tiempos de espera y en la asignacion de pasajeros cuando el
comportamiento de la demanda es funcién de niveles de servicio variables, se desarrolla el
Modelo Generalizado de Congestion presentado en el capitulo anterior, aplicado al ejemplo
simulado.

Para la aplicacion del modelo generalizado de congestion propuesto se ha elegido el ejemplo
usado en las simulaciones antes presentadas, en el cual un par origen-destino es servido por solo
dos lineas (L ={l,,1,}) cuya principal diferencia es el tiempo de viaje (t, <t,). De este modo, a

cada linea i se le conoce su tiempo de viaje t,, su frecuencia nominal f,, el promedio de su
capacidad disponible c;, y la distribucion (exponencial) de sus intervalos de arribo H, . Luego, si

se asume que cada individuo elige s6lo una estrategia, la distribucion de la demanda x sobre el
conjunto de estrategias {Y,}..s satisface la continuidad de flujos:

DVe=Y, Y, +Y, =X (5.1)

seS

En lo que sigue denominaremos por y al vector de flujos en estrategias, a saber:
Y ={Ys}es = (Y5 Vs, Ys,)» Y en consecuencia el modelo generalizado de congestion presentado

en el capitulo anterior queda de la forma:

f=f(y)=f 1—( > y—]

seS:s3i

donde f, es la frecuencia nominal de la linea i y c° es la capacidad nominal asociada la
estrategia s, es decir, el flujo maximo capaz de transportarse en ellas, a saber: c* = _lcl,

c?="f,C, y C=c*=c*+c* = fc + f,c,. Se debe notar que el modelo propuesto reduce la
frecuencia nominal de cada servicio (en términos de buses por unidad de tiempo) a través de una
expresion de tipo potencia dependiente de su demanda potencial, es decir, de todos los usuarios
estan dispuestos a abordarlo.

Estas caracteristicas son consistentes con los resultados de los analisis tedricos y empiricos,
obtenidos anteriormente, pues el modelo propuesto es funcidn de la estructura de la demanda a
nivel de estrategias y no de lineas, con el propdsito de incluir la demanda potencial de cada linea
en la determinacion de su frecuencia efectiva.
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5.2.1 Método de Asignacion

La asignacion de pasajeros a lineas puede obtenerse a partir de la asignacion (eleccion) de
demandas a estrategias {Y.}..s Y en funcién de las frecuencias efectivas observadas por los
usuarios. En efecto, tal como fuera demostrado en el Capitulo 3, la asignacion de los usuarios que

eligen estrategias combinadas (optan por mas de una linea) se realiza de acuerdo al método de
frecuencias efectivas. De acuerdo a esto, se propone el siguiente método de asignacion:

fl(y) §eS5SHj
V. (V) = —
I(y) SESZSai ys z fj(y) sesz:sai yS f 1 y_s_ “
- jgs : - §eszi§3j C§

De este modo, en el ejemplo en analisis, la cantidad de flujo asignado a una linea corresponde a
la cantidad de usuarios que la tiene como Unica alternativa, mas un porcentaje (directamente
proporcional a su frecuencia efectiva) de los usuarios que estan dispuestos a abordarla pero que
no la tienen como Unica opcion, a saber:

(5.2)

f.(y) f,(y)

Vi=Ygt+ Y, V=Y b
' f.(y)+ f,(y) ? f.(y)+ f,(y)

Ys,

Cabe destacar que la asignacion resultante del método propuesto satisface la condicion de
continuidad de flujos sobre lineas, es decir:

f,(y) f,(y)

VitV =Y + Y, Y, t
L f,.(y) + f,(y) f.(y)+ ,(y)

Yo, =Y + Vs, + Vs, =X

5.2.2 Tiempos de Viaje

El valor esperado del tiempo total de viaje asociado a cada estrategia puede escribirse como la
suma de los valores esperados de los tiempos de espera y en movimiento de las lineas que la

componen:.
1 Zti f.(y)
1€S (53)

SHY S Y

ies ies

T.(y)=

De acuerdo al principio de Wardrop (1952), diremos que la distribucion y™ =(y.)..c €s un
equilibrio si y solo y. >0 = Ts(y*)=mi£1 T.(y"), es decir, si las estrategias usadas son

aquellas de tiempo minimo.
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A partir de (5.3) es posible demostrar que el valor esperado del tiempo total de viaje (T ) a

través de la estrategia combinada s, es una combinacion convexa (promedio ponderado) del
tiempo total de viaje a través de la estrategia s, y el tiempo de viaje a traves de la linea 1,. En
efecto, T, puede reescribirse de la siguiente forma:

RO AL C) AR ) B AC) {tﬁ 1 } f.()

t2
f,(y)+ f,(y) f,(y)+ f,(y) f.(y) | f.(y)+ fo(y)
T, =al +(l-a)t, =0T, +(1-0), (5.4)

De lo anterior se desprende que, independiente de la estructura de la demanda, el tiempo total de
viaje (T, ) a través de la estrategia s, es siempre mayor que el obtenido a traves de la estrategia

combinada, en efecto,

T, =0T, +(-O0), <OT_ +(1-O), <dT_ +(1-O)T, =T .

Se concluye entonces que la estrategia s, jamas es usada en el equilibrio (y, =0), cuestion que

es logica pues de existir algun usuario que opte por esta estrategia, al intentar minimizar su
tiempo total esperado de viaje abordaré la linea mas rapida si tiene la posibilidad de hacerlo.

5.2.3 Valores Criticos

Para la posterior obtencion de la asignacién de flujos en el estado de equilibrio, es necesario
verificar la existencia del par de valores criticos asociados a la demanda X, observados en las
simulaciones mostradas en la seccion 5.1. En efecto, la existencia de estos valores criticos
posibilita la coexistencia de estrategias a traves de la igualdad de sus tiempos totales esperados de
viaje. En consecuencia, es justamente esta condicion la que permitird obtener dichos valores
criticos. De la propiedad enunciada por la ecuacion (5.4) se desprende que dicha condicion es
equivalente a imponer la igualdad entre el tiempo de viaje a traves de la linea mas lenta 1, y el

tiempo total esperado de viaje a través de la estrategia s, , esto es:

Ve
T, =t, & t+ L —~=1, < y—:1+y:3=(1—;} (5.5)
_[ (ys yst ¢t cv f(t, - 1)
fll-] -+
¢ ¥

Ademas, si se reconoce que la asignacion a estrategias satisface que y, +y, =X, pues y, =0,

entonces los valores criticos se obtienen imponiendo las condiciones de asignacion extremas
sobre la recta definida por la ecuacion (5.5), a saber:
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Ve
e z seobtiene al imponer y, =0, luego z=y, = csl(l—;j
fl(tZ _t1)

Ve
e U se obtiene al imponer y, =0, luego u=y, = c™ (1—#}
fl(tz _t1)

Entre las caracteristicas particulares de los valores criticos obtenidos a partir del modelo de
congestion, destaca el hecho de que no dependan de la magnitud y estructura de la demanda, es
decir, dependen sélo de las caracteristicas operacionales de la oferta de transporte (tiempos de
viaje, frecuencias y capacidades). Ademas, dada la expresion matematica, ambos valores son
positivos o0 negativos en forma simultanea. Ello, depende basicamente de si el exceso de tiempo
de viaje de la linea mas lenta (t,) respecto de la mas rapida (t,), es mayor que el valor esperado
del tiempo de espera asociado a esta Ultima, bajo sus condiciones operativas nominales
(frecuencia nominal).

5.2.4 Equilibrio

Una vez determinados los valores criticos, es posible encontrar y describir la asignacion de
pasajeros en el estado de equilibrio a partir del Modelo de Congestion Generalizado propuesto.
Para ello es necesario distinguir dos casos, a saber:

CASO 1: Se presenta cuando los valores criticos z y u son negativos, esto es, cuando el tiempo
de viaje a través de la linea mas lenta (1,) es menor que el tiempo total de viaje asociado a la

estrategia s, considerando la frecuencia nominal de su linea asociada:

t - t T, o T, <T
<t+=— = <t + = = <
2 tl fl 2 tl fl ( y) Sy S3 S1

luego, se tiene que para cualquier nivel de flujo x, la Unica estrategia usada es la combinada
(Y, = X) . En estos casos (estrategia Unica), el Modelo Generalizado de Congestion da paso a que

la distribucion de flujos a través de las lineas se realice en forma proporcional a las frecuencias

nominales.
_1(1_( (31 + )s(gJ j
AC) ¢ c

f(y)+ f T R “ +
L)+ () E@—(?+fj]+ﬁl—[?+f)J i+
ct c» c? cC7

v, = x— My

f,(y) + f,(y) f_1+ f_z

1
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De lo anterior se desprende que, para este caso, la asignacion de usuarios a lineas se realiza de
acuerdo al clasico modelo de frecuencias nominales, aspecto que fuera observado en las
simulaciones cuando las capacidades promedio de las lineas son similares y todos los usuarios
optan por el mismo conjunto de lineas. Luego, el valor esperado del tiempo de viaje esta dado por
el asociado a la Unica estrategia usada, a saber:

1 +tlfl(y)+t2 f2(y) _ 1 tl f1+t2 f2

T, = _ 3
AR A RERACERAC) (ﬁ*'ﬂ{}_(;;jJ fi+ T,

De la expresion anterior se desprende que la congestion, en el CASO 1, so6lo altera el valor
esperado del tiempo de espera, por cuanto el valor esperado del tiempo de viaje es obtenido
finalmente a partir de las frecuencias nominales.

CASO 2: Se presenta cuando los valores criticos z y u son positivos, en cuyo caso aparecen los
tres intervalos de demanda observados en las simulaciones, con especiales condiciones cada uno,
a saber:

Subcaso 2.1: Se presenta cuando la demanda total a transportar x pertenece al intervalo [0, z] y se
tiene que:

SRR R S
fes]] T T T
c* ¢ c* c* c*

= T, <T, con desigualdad estricta si y, >0

S;

T, (y)=t+

En consecuencia, el equilibrio solamente puede cargar flujo en la estrategia s, . Es facil chequear
que y =(x,0,0) es entonces el Unico equilibrio. En este caso, todos los usuarios son asignados a
lalinea 1,, es decir: v, =y, =X,y el tiempo de viaje de equilibrio es:

Subcaso 2.2: Se presenta cuando la demanda total a transportar x pertenece al intervalo (z , u),
para el cual se cumplen las siguientes proposiciones:

Tsl =t +

Proposicion 5.1: La condicion y, =0 no puede darse en el estado de equilibrio.
Demostracion:  Supongamos que en el estado de equilibrio y, =0, en cuyo caso todos los
usuarios escogen la estrategia combinada (y, = x), luego se tiene que:
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1 1 (59

T, =t+——— < <t+—— <=t = T <T, contradicédn! .
P X P u
fi|1- fi|1-

Proposicion 5.2: La condicion y, =0 no puede darse en el estado de equilibrio.

Demostracion:  Supongamos que en el estado de equilibrio y, =0, en cuyo caso todos los
usuarios escogen la estrategia (y, = x), luego se tiene que:

1 1 (54) ]
=t, = T, <T, contradiceon!

T =tt—— s >b+—— 5=t s .
SO CE)
c* c*

Proposicion 5.3: El estado de equilibrio existe y es unico. Este se alcanza con y, >0 e
Y, >0,yademas T, =T, =t,.
Demostracion:  De las proposiciones 5.1 y 5.2 se tiene que todo equilibrio debe satisfacer
Y, >0 ey, >0, yporlotanto T, =T, , o equivalentemente T, =t,, lo
cual conduce a la ecuacién:

ke gy
s T s 1-——~
c” c” fl(tZ_tl)

Como ademas y, +Y, =X, se obtiene como Unico equilibrio posible:
S S3

C
b Ys, =(X=2)—
CZ

c
Yo, =(U=X)—
CZ

La asignacion de flujos a lineas se computa de acuerdo al equilibrio obtenido al nivel de
estrategias {Y,}..s, en efecto, tal como fuera demostrado en la seccion 3.2.3 la distribucién de
pasajeros al interior de cada estrategia es directamente proporcional a las frecuencias efectivas:

_ f,(y) i C et fi(y)
M=V T ) iy T U T e T Z)c52£f1<y)+f2(y)]

sl S f‘{l—(“c;zj ]
:(u—x)g—sz+(x—z)§52 - -
c™ (ohe
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f 1_(x:z)
S3 Cc™
By —x-2)S

v, =—2
f(y)+ f : c2| _ —_7\? _ —_7\?
(y)+ £5(y) f 1_[ucs zj i, 1_[x z)

Subcaso 2.3: Se presenta cuando la demanda total a transportar pertenece al intervalo [u,c ), en
Cuyo caso se tiene que:

(5.4)
T, =t+ ! >t + 1 =

_ -t = T, 2T,
_ = u
f 1—(y§1 +yj f 1‘(%)

c* c C

= T, <T, con desigualdad estrictasiy, >0

sg =

por lo que para cualquier nivel de flujo en el intervalo, la Gnica estrategia usada es la combinada
ys, = X. Al igual que en el CASO 1, la asignacion de flujos a lineas es hecha de acuerdo al

modelo de frecuencias nominales y el tiempo corresponde al de la estrategia combinada. Ello, si
bien parece un contrasentido, es resultado del modelo de congestion adoptado, pudiendo ser
corregido usando la expresion (4.23), asignando a ofertas nominales o definitivamente asignando
en términos proporcionales a las ofertas efectivas, es decir:

f;
OED 2 ZCC f(y()y)

jes

A objeto de conocer el grado de aproximacién de los resultados obtenidos con los Modelos de
Congestion Potencial y Aproximado, respecto de las simulaciones, se presentan los siguientes
Gréaficos N°s 5-3, 5-4 y 5-5. En ellos se observan diferencias (desfases) entre los modelos
(Potencial y Aproximado) y las simulaciones, las que dicen relacion béasicamente con la
estimacion de los tiempos de espera. En efecto, a pesar de lo leves que son las sobrestimaciones
de los tiempos de espera por parte de los modelos, inducen a que el nivel de demanda (z) a partir
del cual comienza a ser atractiva la linea méas lenta sea menor que el observado en las
simulaciones. Ello se transmite hacia demandas mayores por lo que el valor critico u también es
subestimado.

Se observa también una diferencia en la asignacion de pasajeros cuando coexisten las estrategias.
En efecto, a pesar de que los modelos muestran que la cantidad de pasajeros que abordan la linea
mas rapida se reduce a favor de la més lenta, ello no es ratificado en las simulaciones, donde se
aprecia un estancamiento o un leve aumento de esa cantidad de pasajeros. Esto ultimo puede
corregirse asignando los pasajeros en términos proporcionales a las ofertas efectivas, como fuera
antes mencionado.
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Grafico N°5-3
Asignacion de Pasajeros a Estrategias (Y, /C) v/s (X/T)
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Gréfico N° 5-4
Asignacion de Pasajeros a Lineas (v, /T ) v/s (X/T)
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Grafico N° 5-5
Frecuencias Efectivas (f,, f,) v/s (X/C)
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5.3 PROBLEMA DE LINEAS COMUNES CON CONGESTION

Con el proposito de generalizar el problema de lineas comunes bajo congestion, consideremos
ahora un par origen-destino servido por un conjunto de m lineas L={l,,....,1,}, cada una de las

cuales esta caracterizada a través de su tiempo de viaje (en movimiento) t; y su frecuencia
nominal f,, ordenadas de tal modo que t, <t, <..<t, , <t .

Considerando el conjunto de posibles estrategias S :={s < {,...,m}: s = ¢}, la demanda total x>0
se distribuira entre las estrategias y, >0 de forma tal que ZSES y, = x. De este modo, el valor

esperado del tiempo total de viaje a través de una estrategia S € S sera funcion de la distribucion
de lademanda y ={Y }..s através de las estrategias y estara compuesto por el valor esperado del
tiempo de espera (W,) y del tiempo en movimiento (t,), los cuales a su vez dependen de las
frecuencias efectivas de las lineas que componen la estrategia:

1+ zti f.(y)
T.(y) = —&

Z f.(y)

ieS

Con el objeto de generalizar el problema de lineas comunes e independizarlo de cualquier modelo
de congestion especifico, diremos que las frecuencias efectivas son simplemente funciones

continuas f, : D — (0,00) donde el dominio D c[0,0)° es un convexo tal que 0eD. La

distribucion de flujos a través de las lineas se realiza de acuerdo al método de frecuencias
efectivas, satisfaciendo la condicién de continuidad de flujos sobre lineas, es decir:

fi(y) i (y) PRAC)
vi(y) = Z ysZf e Sy =3 Z yszf 0 Zyslff —-

Dado que los tiempos de viaje en las estrategias dependen de los flujos en ellas, y éstos a su vez
son dependientes de los tiempos de viaje de las lineas, el problema de lineas comunes deja de ser
un problema de optimizacion y se transforma en un problema de equilibrio. Luego, de acuerdo al

principio de Wardrop (1952), diremos que la distribucion y~ = (y.)..s € D es un equilibrio si y
solo si las estrategias usadas son aquellas de tiempo minimo, esto es:

y.>0 = T (y)=minT.(y") (5.6)

Tal condicién puede expresarse en forma equivalente a través de una ecuacion variacional. En
efecto, sea 2, el conjunto de estrategias factibles dado por Q. =Q(x) ={yeD: ZQGS Yy, =X} Y

T(y) :={T,(y)}.s el vector de tiempos por estrategias, entonces y~ ={y.}.., satisface (5.6) ssi:

91



(T()y-y)20  vyeQ(x) (5.7)
Lema 5.1: La condicion de equilibrio (5.6) es equivalente a la ecuacion variacional (5.7):

Demostracion: =) Sea Yy~ un equilibrio. Si y; =0 entonces T,(y")>min T .(y") e

y.—Y. >0.Si y, >0 entonces T,(y")=min _T.(y"), por lo tanto se tiene:

s’eS

2T —y) =min T (y) > (v, - y:) =0

seS seS

<) Para probar que (5.7) implica (5.6), supongamos que esta ultima falla, es decir:

ye >0y T (y)>min T, (y") paraalguna estrategia s’

Sea § una estrategia de tiempo minimo (T.(y")=min
mediante:

T.(y")). Definiendo el vector y

seS

y.—& sis=¢
Y. =4 Y. +& Sis=§
y. enotrocaso

y dado que se supuso que y. >0 y que Zses A :ZSGS y. =X, para ¢>0 suficientemente

pequefio se tendra que y e Q(x). Dado que y e Yy~ solo difieren en sus componentes sy s’, se
tiene que:

0= T (Y)Y, =Y =Te (Y )¥s =¥ )+ To(y )Y, — o) = (T (y ) =T (¥))

seS

conlocual T (y)=T.(y)=min T, (y"),y tenemos una contradiccion. .

seS

5.3.1 Hipotesis

Para cada estrategia s se denotara por y*(x) el vector que asigna el total de la demanda x a la
estrategia s, es decir, y:=x e y: =0 para todo S#S. De esta forma, las hipétesis de
monotonia que requiere T (x) son las siguientes:

Hipotesis 1: Vs el conjunto {x Vi (X) e D} es un intervalo que supondremos de la forma [0,c®).
El valor ¢® =% c; f; sabemos es la capacidad nominal de la estrategia s, de tal

forma que cuando solo se carga un conjunto de lineas y x —c®, se tiene que
f.(y*(x)) >0 Vies.
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Hipbtesis 2: Vsc s, Vxe[c®,c®) el conjunto {5: Yo (e)+Yys (x—¢) e D} es un intervalo de la
forma [0,6,) y supondremos que cuando &—>¢&, se tiene que
f(y*(e)+y* (x—¢g)) >0Viesy f(y°(g)+y° (x—&)) crece Vies\s.

Las hipotesis anteriores reflejan la idea intuitiva de que un incremento en el flujo de la estrategia
s induce un aumento en los tiempos de espera de las lineas que la componen, y que dicho efecto
sera tanto mas marcado cuando mas pequefia sea s. Dichas hipdtesis pueden expresarse en
términos resumidos como que las frecuencias efectivas son funciones derivables tal que:

<o

0 5.8
. . (y) < (5.8)

5.3.2 Resultados Preliminares

El objetivo es probar que, dada una demanda total x en el sistema, existe un unico vector
Yy =(Y.).s que es un equilibrio de Wardrop (1952) en el sentido de la inecuacién variacional

(5.7), para lo cual en esta seccién se probaran algunos lemas que serviran méas adelante. A este
efecto, una combinacion convexa en que todos los coeficientes son positivos se dird una
combinacion estrictamente convexa (cec).

Lema 5.2: Sea y € D un vector de demandas sobre estrategias y s, €S un par de estrategias
tales que scs'. Para Vj es’\s el tiempo total esperado de viaje a traves de T, ;,(y) es cce

entre T,(y) y t;, es decir, existe a €(0,1) tal que T, ,(y) =T (y) + 1-a)t;.

Demostracion: Basta generalizar la propiedad mostrada en la ecuacion (5.4), esto es:

Tsu{j}(y) = W T, (y)+ W t; n
iesU{j} iesu{j}

Con lo anterior es facil demostrar que las Unicas estrategias utilizadas en el estado de equilibrio
son de la forma k={1,...k}, y que puede existir demanda por, a lo méas, dos estrategias
consecutivas de este tipo.

Proposicion 5.4: Sea y eD un vector de demandas sobre estrategias. Las estrategias s que
minimizan T,(y) son de la forma s = k={1,...,k}. Mas precisamente, existe k =k(y) e{L,..,m}
tal que:

T(Y)>T,(y) > > T (Y) T 0 (V) <Tia(Y) <--To (y)
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de modo que las Unicas estrategias de tiempo minimo son kK y eventualmente k+1.

Demostracion: Sea s una estrategia de tiempo minimo. Para jes el tiempo T, ., (Yy) es cce de
T,(y) y t;, luego, como T, ,(y)=T,(y) entonces t; >T (y). De igual modo, si i€s el
tiempo T, (Yy) es cce de T, (y) Yy t;, luego, dado que T, (y) =T, (y) se tiene que t; <T (y).
Asi, t, <t; Vies, jes yenconsecuencias es de la forma k para algun k.

Ahora, sea k el menor entero tal que T,.,(y)=>T,(y), dado que T,,,(y) es cce entre T, (y) ¥y
t.., se tiene que T, (y)<t,., <t,.,. Luego, dado que T,,,(Yy) es asu vez cce entre T, ,(y) ¥y
t.., se deduce que T, ,(y)>T,,,(y). Repitiendo lo anterior de manera inductiva se concluye que
T,(y) crece estrictamente a partir de I=k+1. -

Corolario: Sea y eD. La estrategia s €S minimiza T,(y) siy solo si t; <T,(y) <t; para todo
i €S,]¢s.

Demostracion: =) Sea s una estrategia que minimiza T,(y). Para j s sabemos que el
tiempo T ,(y) es cce entre T (y) y t;, y como T (y)<T, ;(y) se tiene que t; >T.(y).
Analogamente, para 1 €S, T (Yy) es cce de T @ Yty puesto que T_g(y) =T (y) entonces

ti < Ts(y) '

<) Seastal que t; <T(y)<t; paratodo i €s, j ¢s. Seas” una estrategia de tiempo minimo y
definamos u=sns’ de tal modo que T,(y) es una combinacion convexa entre T, (y) Yy
{t;},s_s- Estos dltimos tiempos son mayores que T (Yy), y tambien T, (y)>T,(y) pues T (y) es

combinacion convexa entre T (y) y {t}. ., los cuales son menores que T,(y). En
consecuencia, T, (y) > T,(y) probando que s es una estrategia optima. -

5.3.3 Existencia y Unicidad del Equilibrio

De la proposicion 5.4 y de su corolario resulta que las estrategias s que minimizan T,(y) son del
tipo s, ={L....,k} con t, <T, (y)<t,,,, de modo que todo equilibrio es de la forma y*=y>(x)
con  t <T (y*(0))<t,, o0 bien y*=y*(g)+y**(x-¢) con £e(0,x) 'y
T, (y* (&) + Yy (x=¢)) =t,,,.

Para determinar en qué situaciones ocurre cada equilibrio, consideremos la funcion auxiliar
T, =T, (y*(x)) definida para xe(0,c™) con T, (X) > cuando x —>c*. Definiendo

I, ={x:T.(x) >t} paratodo X eI, se tiene:
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dT, &, & S[E-T.(0] 4,
dx_izﬂ:éfi K gzjf 0’3/>0

=1 ]

de modo que T, =T, (y*(x)) es estrictamente creciente en I ,. Asi, denotando
z, =inf{xT (X) >t} y u, =inf{x:T, (x) >t,,} tenemos que z, <u, con desigualdad estricta a
menos que u, =z, =0.

En el caso no trivial en que z, <u, se tiene que:

T,
T (X) <t, si x<z,
t, <T (X)<t,, siz <x<u, (5.9)
T .(X) >t  six>u,

» X

»

zZ, U,
y por lo tanto y*(x) es un equilibrio si y solo si x €[z.,u,]. De igual modo, dado que
x €[0,c**) consideremos una segunda funcién auxiliar Z; (&) =T, (y* (&) +y**(X—¢))
definida para ¢ €[0,&,) donde &, =sup{e:y* (&) + y** (x—¢&) € D}.

4z} &It —2X(e)] a.
d&‘ Z Zjlfl |:@/ Ofyk+1j|

de donde resulta que

ZX() =t = dde (e)>0 = Z)()es creciente en[g,£,) (5.10)
&

y por consiguiente la ecuacion Z; (&) =t,,, admite una Unica solucién & <(0,x) siempre que se
tenga Z}(0)<t,, <Z (g,). En efecto, la desigualdad Z;(0)<t,,, corresponde a
T, (y** (X)) <t,.,, lo que a su vez equivale a T,,,(X)<t.,,, es decir x<z_,. Por su parte,
t., <Z'(ex)=T«(,) equivale a x>u,. Combinando ambas condiciones resulta que

y (e)+y
la ecuacion Z, (&) =t, ;.

“L(x— &) es un equilibrio si y solo si x e(u,,z,,,) Y €<(0,x) es la Gnica solucién de

Para finalizar el analisis y probar que a cada x le corresponde un Unico equilibrio de la forma
anterior, bastara demostrar que los intervalos [z,,u,] no se traslapan. Para lo anterior, sea
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siguientes funciones:
Z,(x) =T (y“(x))
U, () =T, (Y (%)

k+1

que estan definidas en los intervalos [0,c*) y [0,c*") respectivamente, y que satisfacen los

siguientes resultados.
Proposicion 5.5:

(a) Si x €[0,c*) es tal que Z,(x) >t, entonces Z,() es estrictamente creciente en [x,c*) con

Z,(x) > cuando x — c*.
(b) Si x[0,c*?) es tal que U, (x)>t, entonces U, (-) es estrictamente creciente en [x,C
K ko
1+ 4 (v ) L+ 2t 1‘(
. i=1

Z,00 =T,y ()= —2 j J
K - X
IO f{l—(k ]

ieS

I<+1)

con U, (X) > o cuando x — c**.

Demostracion:

A >

=> Z,(X) es continua y creciente, en [0,c*), variando desde Z, (0)=—<=L— hasta +o. Por

2

otro lado,

1+Zk:ti fi(ykﬂ(x)) 1+i2:1:ti f{l_[cflj
U () =T (y(x) = —= =
> (v 00) Zf{l—( X J

k
i=1 c—
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=> U, (x) es continua y creciente, en [0,C

A

Zy ©) =U, ©)

k+1

Figura N° 5-1
Formas Funcionales curvas Uy (X) y Zy(X)

), variando desde Z, (0) =

1+ Zk:tifi

21

ieS

Zy

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L e At b
|
|
|
|
|
|
|
k

Cc

k+1

De la proposicién anterior se obtienen dos importantes lemas, a saber:

Lema5.3: U, (x) <Z,(x) con desigualdad estricta si x>0.

v

' hastat+o. m

Demostracion: Inmediata de las expresiones de U,(X) y Z,(X), tomando en cuenta que

ckd > ck

Lema 5.4: Para xe[0,c*) se tiene que

a,(x)(01).
Demostracion: Rescribiendo Z, ., (x).
k+1

1+ 3t (v (%))

Zk+l(x) = Tll-:l.(ykﬂ(x)) = k+1i:l

PARACACY

k+1

=a, (XU, (X)+ Q- ), .,

Z f(y< (X))(]-*‘Zti £, (v (%) kil
& +[z £ ()= D (v ()
3 (ykﬂ(x))L 31,07 (0)

i=1

con «a,(x)=
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i=1

> iy ()

2 fi(y ()

)

Z,..(X)=c,(U, (X)+1L—c, (X)), con

tk+1
k+1

2 fi(y" (0)



Figura N° 5-2
Propiedades Funcionales de Uy (Xx), Zx(X) Y Z+1(X)
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De los Lemas anteriores se tiene que, para k e{l,..,m-1}, las ecuaciones Z,(x)=t., Yy
U, (x)=t,., tienen exactamente una solucién z, €(0,c*) y u, €(0,c*"") respectivamente, a
menos que Z,(0)>t,,, y/o U,(x)=>t, ,, casos en los que se define z, =0 y/o u, =0. Luego,
adoptando la convencion u, =0 y z_ =c™ y definiendo las sucesiones:

z, =inf{x:Z,(x) >t}
u, =inf{x:U, (x) >t,,}

Lema 5.5: Los elementos de las sucesiones {u, }, y {z,}, se ordenan de la forma

_ m
0=z<y<7,<.<7<u<z,<.<z ,<U. ,<7 <C

m-1— “m-1 —

con desigualdades estrictas a partir del primer valor positivo.

Demostracion: Del Lema 5.3 se tiene directamente que z, <u, con desigualdad estricta si
z, >0 (Ver Figura 5-1). Por otra parte, del Lema 5.4 Z,,, <t,,, paratodo Xe [O,Uk], de modo
tal que z,,, >u, con desigualdad estricta si u, >0 (Ver Figura 5-2) -

Cabe destacar que los elementos de las sucesiones {u, }, y {z,}, corresponden precisamente a

los valores criticos observados en las simulaciones de la seccion 5.1 y posteriormente
identificados en el modelo de congestion estudiado en la seccion 5.2. En efecto, para el ejemplo

analizado en esta Ultima seccion se tiene que U, =0, z, =z, u, =u y z, =¢® =c, de modo que
la obtencion de z, = z nace de la condicion de igualdad z,(x) =t, y la obtencion de u, =u nace
de la condicion de igualdad U, (x) =t,. Luego, con todo lo anterior se esta en condiciones de
entregar el principal resultado de esta seccion:
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Teorema 5.1: Para toda demanda x < (0,c) existe un Gnico equilibrio de Wardrop y~, solucién
de la inecuacion variacional (5.7). En tal equilibrio, las Gnicas estrategias s para las cuales y; >0
son de la forma s, . En particular, dependiendo del rango de la demanda total x:

e Para X €[u,_y, 2] dicho equilibro esta dado por y; =x e y, =0 para s =k .

k k+1

- * c~ * C

e Para xe(z,,u,) el equilibroes vy, =( U =X, Vi :EMJ(X_Zk) ,
-l =t v

—c —c*
y. =0 para s =k, k+1.

Demostracion: Para X € [uk_l,zk] se tiene que TK(y"(x)):Zk(x) <t,,, Yyademas

T (Y (0))=Z, () <t
= ak—l(X)T@(yk (X)) + A, (),

=a,, (U, () + -, (X)),
>,

de modo que t; < TK(yk (X)) <t; Viek, Vj ¢ k. Del Corolario de la Proposicion 5.4 se desprende

que la estrategia k es de tiempo minimo de modo que y*(X) es un equilibrio.
Consideremos ahora el caso X € [uk , zk] y el vector y* (&) dado por:

Ye =€
Yip =X—¢
Yy, = sk, k+1

de modo tal que ¢+ T, (y(0)) es una funcion creciente:

K- g x—-g) koo
1+Zti f'(l_((:k—i_ckﬂj } 1 Ztl i

i=1 )
X F e x-¢) e x—e\ & - Zk:‘_
izzll 11— ey 1- ey IZ:l: P

T (y(0) =T, (y*"* (X)) =U, () <t
T (y(x) =T, (v (x)) = Z,(X) =t

T (y(e))=

y se tiene

de modo que existe un Unico ¢ >0 tal que T, (y(¢)) =t,,, , mas exactamente, & es la solucion
de la ecuacion:
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1 <
Z fi (tk+1 - tk+1)

oa
' X—¢& i=1
-\ St |
ck ¢
¢t | x 1

e x—¢) 1 C

c_5+—ck—+l =1-— - = g:—CLﬂ_CK _CL+1+ 1-— -
Z fi(t Z fi (tk+l _tk+l)
=1 i=1

e

k+l

k+1 tk+1)

5.3.4 Extension de la Existencia y Unicidad del Equilibrio

En esta seccidn se estudiara la existencia y unicidad del equilibrio relajando la condicion de
ordenamiento estricto supuesta en la seccion anterior, es decir, los tiempos de viaje (en
movimiento) de cada una de las lineas satisfacen un ordenamiento normal de la forma

t, <t,<.<t <t .

Pues bien, Correa (1999) observo que en este caso no se tiene en general unicidad del equilibrio
de Wardrop, méas usando argumentos intuitivos se puede establecer que de tener un ordenamiento

del tipo t, <t, <..<t, <t ., =..=t,..<t seria natural pensar que las estrategias del tipo
f,..k}Ufk+j:jed}con J={l..i}y J =g noseran usadas.

Al igual que en Correa (1999), se puede demostrar en el caso de frecuencias efectivas
dependientes de eleccion de estrategias, dada una demanda x, que el conjunto de flujos en lineas
que son resultado de alguna distribucion de equilibrio y, es convexo. En lo que sigue probaremos
que, a pesar de la no unicidad del equilibrio, la existencia de tales esta garantizada.

5.3.4.1 Existencia en el Caso General

Para demostrar la existencia en el caso general, supongamos una perturbacién de los tiempos de
viaje tal que t' <t) <...<t, , <t , con lo cual se tiene que ¥n 3! equilibrio y" =(y/)..s. Dado

L, R .
que Zses y. =x, la sucesion {y"},., es acotada. Pasando a una subsucesion en caso de ser

necesario, podemos suponer que esta subsucesion converge a un vector y =(y,).., el cual
demostraremos es equilibrio.

Teorema 5.2: Sea C la capacidad total de todas las lineas, es decir ¢™ en la notacién anterior.
Luego, para toda demanda x < (0,&) existe al menos un equilibrio de Wardrop y .
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Demostracion:  Si y; >0 = y! >0 para n grande y por lo tanto se tiene que:

1+Ztin f.(y") 1+Ztin f.(y")

-I-n ny _ ies < ies’ v'
TSRy e

Pasando al limite, haciendo n — oo se tiene:

1+Zti fi(y") 1+Zti f.(y)

T * — ies _ S ies” _ \v/'
SR S S B S °

lo que equivale a T_(y") =min T (y"), bastando encontrar una cota mayor que T."(y"):

1
+t, < ———
""" f.(y") f .y (x)
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6. ASIGNACION DE EQUILIBRIO EN REDES GENERALES

En este capitulo se planteara el problema de equilibrio de flujos en una red general de transporte
publico, desde multiples origenes a multiples destinos. Para ello, en primer lugar, se definira el
concepto de estrategia local, y con ello el equilibrio de Wardrop bajo dicho concepto de
estrategia.

En lo que se refiere a la modelacién del problema, la red de transporte publico sera representada
por el grafo G(N,A), constituido por un conjunto de nodos (N) y un conjunto de arcos o enlaces
(A), con n=|N| y m=|A|. El conjunto de nodos contiene los centroides Nz, los paraderos Np y los
nodos de linea N, estos Gltimos creados en cada paradero por cada linea que en él opera,
conectandose bidireccionalmente (subida y bajada hacia y desde los vehiculos) desde los nodos
de linea, al paradero que los origina.

De igual modo, el conjunto de arcos esta constituido por los arcos de acceso o abordaje Aa, de
transferencia o bajada Ar, los arcos de caminata Ac y los arcos de linea A_ (entre nodos de linea
adyacentes), tal como se muestra en la Figura N°6-1. Cada arco tiene asociado un costo t, fijo,
que representa el tiempo de recorrido o el costo del viaje, y una frecuencia fa(-) que puede

depender del flujo en la red.

Figura N° 6-1
Representacion de una Red Real de Transporte Publico

[ ! '
SRl e i il b O nodo de linea

| \ \ \ O nodo de paradero

- = _4=> 4 ‘, -
o DA DA ! A centroides
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, @ - @ — arco de caminata
(f N | - /PN e » arco de abordaje
S T \ /Ny arco de descenso o
1 1 ! v H
’. .: I, .‘\ .l L transferencia

"

\
‘A

| B I I
- e [t

Gy

6.1 CONCEPTO DE ESTRATEGIA LOCAL

6.1.1 Comportamiento Local de los Pasajeros

Desde la perspectiva de la modelacion del comportamiento del usuario, Spiess (1983) definid una
estrategia como un conjunto de reglas deterministicas que, al ser aplicadas nodo a nodo sobre
una coleccién de rutas que conectan un origen a un destino predeterminado, permiten al viajero
alcanzar su destino por alguna de esas rutas. En consecuencia, el concepto clasico de estrategia
corresponde a la forma global de viajar desde el origen al destino.
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Tal como fuera detalladamente reportado en el Capitulo 2, los modelos de asignacion de
pasajeros inicialmente construidos bajo esta idea basica fueron los de Spiess y Florian (1989) y
Nguyen y Pallotino (1988), en los cuales la eleccion de ruta y la asignacion de pasajeros se
efectuaban bajo la estrategia Optima o hiper-ruta minima, respectivamente. Mas tarde, la
extension del concepto de estrategia a escenarios que consideraban la restriccion de capacidad de
los buses, presentd dificultades en relacién con la modelacion de la congestion en redes de
transporte publico (ver Wu et al. 1994) y con la gran cantidad de estrategias a considerar. En
efecto, a modo de ejemplo, el niUmero de estrategias en un par origen-destino conectado a través

de un conjunto de h rutas, corresponde a 2" —1.

Por otro lado, es necesaria la existencia en el grafo de arboles cubridores de capacidad infinita
que tenga a los destinos como antirraices, a través de los cuales sea posible acceder a los destinos
desde cualquier nodo, con un tiempo también finito. En la préctica, este arbol existe y esta
constituido por arcos de caminata, ya que siempre existe la opcion de acceder al destino
caminando. Lo anterior se representa en el grafo con arcos que conectan los nodos pertenecientes
al conjunto de paraderos (Np) con los nodos centroides (Nz), con tiempo de viaje muy alto y
frecuencia infinita.

Alternativamente a lo tradicionalmente usado, y en la misma linea de Cominetti y Correa (2001)
y Cepeda et al. (2006), el concepto de estrategia sobre el cual se construird el modelo de
equilibrio que se presenta corresponde al de estrategia local.

Este concepto fue utilizado por primera vez en Bouzaiene-Ayari et al. (1995) denominandolo
comportamiento local de los usuarios. La principal diferencia de este tipo de estrategia es que no
distingue el origen de los viajeros, sino que s6lo su destino. De esta manera, formalmente una
estrategia local queda definida sobre un grafo como:

o  Conjunto de arcos sc A, si todos ellos nacen de un mismo nodo paradero (Np).
o Singleton s={a}={A UA}, si el nodo inicio de a es un nodo de linea (N.) o
centroide (Nz).

Es decir, las estrategias son simplemente agrupaciones de arcos que nacen del mismo nodo, de
modo que una misma estrategia puede conducir a nodos distintos. Lo anterior, debido a que las
estrategias asi definidas son locales, es decir, son simplemente la forma de salir del nodo en el

cual se esta localizado. En efecto, si se denota E; al conjunto de arcos que salen del nodo i

(conjunto estrella), entonces el conjunto de estrategias (locales) A’ que son posibles de definir en
dicho nodo queda definido por:

. { PEIA  siieN,

singletons de E siie N, UN,
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6.1.2 Definiciones Basicas

Con el proposito de uniformar la notacion con la cual se estructurara el modelo de equilibrio, a
continuacion se precisan las definiciones relevantes de dicho modelo:

N, = conjunto de nodos centroides

N, = conjunto de nodos paraderos

N, = conjunto de nodos de linea

N = N, UN,UN, conjunto de nodos del grafo

A, = conjunto de arcos de acceso o abordaje

A = conjunto de arcos de transferencia

A = conjunto de arcos de caminata

A = conjunto de arcos de linea

A = A,UA UA.UA, conjunto de todos los arcos

M = matriz de incidencia del grafo [5; ]‘NMA‘ acAieN
ES = conjunto de arcos que salen del nodo i

E- = conjunto de arcos que entran al nodo i

t() = funcion que entrega el nodo de inicio de un arco (cola)
h() = funcion que entrega el nodo final de un arco (cabeza)
v = vector de flujos en arcos

y = vector de flujos en estrategias

v; = flujo de estrategia s en el arco a
W, () = tiempo de espera en el arco a

f, = frecuencia nominal del arco a

f.() = frecuencia efectiva en el arco a

C, = capacidad disponible del arco a

cc = > ¢, f, capacidad disponible de la estrategia s

aes
. = tiempo de viaje o costo generalizado en el arco a
df = demanda de viajes desde el nodo i hasta el destino k

6.1.3 Supuestos del Modelo de Equilibrio

El modelo de equilibrio supondréa que los tiempos de viaje (t,) en cualquier tipo de arco son

constantes y conocidos y, por lo tanto, independientes de la estructura de la demanda y de la
asignacion de pasajeros a las lineas. Asimismo, la matriz de demanda de viajes desde todos los
origenes a todos los destinos es también conocida e independiente de los niveles de servicio
(tiempo de espera y viaje) en la red, por lo tanto fija.

Cada arco tiene asociado un tiempo de viaje y una frecuencia, de este modo, los arcos de linea,
transferencia y caminata tendran frecuencias infinitas e independientes de los niveles de
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demanda. Los tiempos de espera {W,(-)}... en cada arco a serdn modelados a través del inverso

de la frecuencia efectiva de la linea a la cual pertenece el nodo final de dicho arco (h(a)). Esto

ultimo, en consideracion a que dicha forma de modelar el tiempo de espera fue validada en el
Capitulo 3 de esta tesis.

A cada arbol del grafo, que tenga como antirraiz el destino k, podemos asociarle un vector
T*(f(y)), compuesto por los tiempos de viaje necesarios para llegar desde cada nodo i del &rbol
hasta el destino, cuando toda la demanda usa los arcos de dicho grafo. Suponiendo que existe
solo una ruta C* para alcanzar el destino k desde el nodo ie N, entonces las componentes
TX(f(y)) de dicho vector representan los tiempos totales de viaje sobre esta ruta, desde los

nodos i. Las componentes de T, (f (y)) pueden calcularse de la forma:

T (F(y)) = Z(fty)ﬂa] (6.1)

aeC*

6.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

6.2.1 Restricciones

Dado que los flujos que llegan al nodo i son distribuidos a través de algunas estrategias se A" Y,

a su vez, el flujo de cada estrategia es asignado a cada linea (arco) en forma directamente
proporcional a las frecuencias efectivas de los arcos que la componen, entonces el flujo hacia un

destino k en un arco a asociado a la estrategia s, Vs e A" Vae s, es de la forma:

fa(Y)

Z fa(y)

a'es

Vi = v

s$sa

sk k
Va =Ys

Ademas, la suma de las porciones de flujo asociadas a todas las estrategias que contengan al arco

a seré el flujo total en dicho arco v, = Z vE, de este modo, el flujo total del arco a esta

ssakeK @’

dado por:

f.(y)

_ k
Va - Sa?keK ys Z fa’ (y)

a'es

Yae A (6.2)

Si se define V = [O,oo)A como el espacio de flujos en arcos, y .=V * es el espacio de los flujos
en arcos asociados a los destinos k e K = N, entonces un vector de flujos v = (v*),_, €¥sera
factible si v =0 para todo a e E,;’, satisfaciendo la ley de conservacion de flujos, que en cada
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nodo liga la asignacion de pasajeros a lineas con la asignacion de la demanda a nivel de
estrategias, que se denota por:

d+Dvi=>Yys VieN (6.3)

ack; SeAr

Notemos que d >0 paratodo i #k,y df = —Zi d¥ , con sus componentes positivas sélo en

2k 17
los nodos centroides (N, ), ademas, producto de la continuidad de flujos en arcos se tiene el
siguiente conjunto de restricciones. La primera de ellas es consecuencia de (6.2) y (6.3):

Mv=d < >vi=>vi+df (6.4)

acE; ack;

donde M es la matriz de incidencia nodo-arco del grafo, es decir:

1siaek/

N v v viN = dl d dM'| dondes! ={-1siacE;

0 otro caso
IN| IN| 1 IN| 1 IN|
B O || Via Vi | |9y Ay |

Luego, si se define la variable x* como el flujo que se debe despachar desde el nodo i € N con
destino k, entonces se tienen las siguientes restricciones:

x=>y" vieN (6.5)
seA’
X =df+>vi VieN (6.6)

ack;

Es decir, el conjunto de restricciones que posee el problema son las definidas en (6.2), (6.4), (6.5)
y (6.6), sin embargo, es posible demostrar que la restriccion (6.4) es implicada de (6.2), (6.5) y
(6.6). Es decir, el conjunto de restricciones queda completamente definido a partir de estas
ultimas restricciones.

Proposicion 7.1: Un par de vectores (v,y) satisface (6.2) y (6.4) si y solo si satisface (6.2), (6.5)
y (6.6).

Demostracion:
=) De las ecuaciones (6.2) y (6.4) se tiene que:

dk+Zv“=ka=zzykfa(”=zzykfa<w=zyk§fa(”=zyk
CET & @S L) FET L) T LM &
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Luego, dado que x =df + Zv§ , se satisfacen las ecuaciones (6.5) y (6.6).

ack;

<) Sumando sobre todos los arcos que salen del nodo i en la formula con la que se obtiene la

distribucion de flujos en arcos a partir de la eleccion de estrategia, usando el mismo cambio de
indices anterior, se obtiene que:

o RO C L) v L)
Z:Va_zystaf(y) 2. ysZfaf(y) Z:ySZZfa'(y)

aekE; aekE; seA";aes seA’ aes
a'es a'es a'es
k k
DVa=D.Ys
aek seA’
Luego, combinando las ecuaciones (6.5) y (6.6) se obtiene la ecuacion (6.4). n

6.2.2 Equilibrio de Wardrop bajo Estrategias Locales

Para formular la condicién de equilibrio de Wardrop desde todos los origenes a todos los
destinos, bajo el concepto de estrategia local, es necesario definir la matriz {Tik}k,ieN de tiempos

minimos de viaje desde los nodos i € N hasta del destino k. Los componentes z)(f,t) seran
funcién de las frecuencias efectivas {f,(y)}... v de los tiempos de viaje {t,},... De esta forma,
el tiempo de viaje entre el nodo i y el destino k seré la solucidon al problema de lineas comunes
aplicado a los tiempos t, +q'j(a) con frecuencias efectivas correspondientes a los arcos E;", el
cual puede ser resuelto recursivamente.

En efecto, los términos z) y los flujos de equilibrio deben ser determinados simultaneamente
para cada origen i y destino k. De esta manera, el modelo de asignacion a la red estara constituido
por una familia de modelos de equilibrio (uno para cada par origen destino) acoplados por las
ecuaciones de conservacion de flujos.

Figura N° 6-1
Representacion del Problema de Lineas Comunes con Estrategias Locales
—~_
N_ -~ - \\
Y
~ » k
~N—_ = - —— /‘
/
I
k __/
Tha),~
7
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Tal como en Spiess y Florian (1989), si las frecuencias {f,}._, y los tiempos de viaje {t,}.., son
constantes, dependiendo del tipo de nodo en el que se esté ubicado, el tiempo al destino k es la
tnica solucion {z/ (f,t)}._, de la ecuacion generalizada de Bellman (6.7), a saber:

k _
7, =0

1+ (t, +7ra) a 6.7)
X —min == VieN,izk

seA’ Do f,

aes

Para que la ecuacion anterior sea valida incluso para los nodos de linea, es suficiente con suponer
que las frecuencias son cantidades grandes, en virtud de lo cual es posible asumir la convencién

f,/ f,=1 incluso para f, - . La demostracion de existencia y unicidad de la solucion
{z!(f,1)}.., puede encontrarse en Cominetti y Correa (2001), ademas de la demostracion de su
continuidad en (f,t) y sobre todos los destinos.

Luego, al igual que en la seccion 5.3, si consideramos ahora las frecuencias efectivas
simplemente como funciones continuas f, : D — (0,:0) donde el dominio D c[0,0)° es un
convexo tal que 0e D, y asumimos como validas las hipétesis alli formuladas, se tiene que las
frecuencias efectivas son funciones derivables tal que: [afi(y)/é‘ys]<0, y se puede definir en
forma precisa lo que se entendera por equilibrio de Wardrop, a partir de las funciones:

7 (y) =7(f(y).t) (6.8)

K 1 f.(y) K
T = E 2 t, +7ha 6.9
- Zfa(y)+a€sta,(y)(a+T()(y)) (©9)

Con las cuales se define la condicion de equilibrio de Wardrop en la red planteada.

Definicién 6.1: Una asignacion Yy~ que satisface (6.2), (6.4) y (6.5) es equilibrio de Wardrop ssi:

(VieNkeK)(vseA) y*>0=T.(y*)=min T, (y*) (6.10)
s'eA

6.3 DEFINICION DEL PROBLEMA

Del planteamiento del problema hecho en la seccion anterior se desprende que éste se reduce a
A+

. . . * K ..
encontrar una matriz de flujos por estrategias y R I tal que se cumplan las condiciones

(6.2), (6.5), (6.6) y (6.10), es decir:

(VieN,keK)(VseA") y&>0=T,(y")=min T, (y)
s'eA
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£,(y)
v, = S VaeA
2y e

a'es
x‘ =Yy vieN
SGNr
X =df+>vi VieN
ack;
., . . XK
donde la funcion frecuencia efectiva fa(~):R‘A o
acuerdo al modelo generalizado de congestion:

— [0,+0) es continua y decreciente, de

o

yk
f,(y)=f,|1- Z =
SEQ-EI:zaa

la funcion tiempo de viaje de una estrategia T, (-):RMX‘K‘ — [0,+0) es dependiente de las
frecuencias efectivas y de los tiempos minimos {z,},., , a saber:

K o 1 f.(y) K
Ts (y) T Z fa(y) + ; z fa' (y) (ta + Th(a) (y))

aes a'es

donde los tiempos minimos de viaje desde los nodos i hasta los destinos k estan definidos como la
solucion de:

k _
7, =0

1+Z(ta +Tfl1<(a)) fa(y)
7 = min 2= VieN,izk
seA 2. fa ()

aes

La existencia y unicidad del equilibrio no son desarrolladas, quedando como problema abierto
para futuras investigaciones. No obstante ello, para resolver el problema planteado se podria
construir una multiaplicacion cuyo dominio seria el conjunto de flujos por estrategias, tal que sus
puntos fijos satisfagan las ecuaciones (6.2), (6.5), (6.6) y (6.10). Para ello, se deberian definir una
serie de aplicaciones que, al componerlas entregaran la multiaplicacién buscada, lo que
esquematicamente seria de la forma:

P {v(y)}_) {x(v(y»}—>Y
2(y) t(e(y) | —>
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7. CONCLUSIONES

Si se acepta la definicidn de congestion en transporte publico entregada por De Cea y Fernandez
(1993), que la establece como el fendmeno experimentado por los usuarios en términos del
incremento de su tiempo de espera producto de una oferta limitada, es posible afirmar que este
aspecto ha sido incorporado a los modelos de asignacion de pasajeros a lineas, solo en los Gltimos
veinte afios.

En efecto, los modelos de asignacion que han incorporado este aspecto lo han hecho de distintas
formas, introduciendo de paso algunas consecuencias en relacion con alteraciones del
comportamiento de los usuarios en términos de las lineas o rutas que estan dispuestos a usar. Para
ello, en los modelos revisados en el Capitulo 2 los autores suponen que dada una oferta de
transporte, los tiempos de espera son dependientes de la demanda de viajes, es decir, de la
cantidad de usuarios a bordo de los buses y esperando en paraderos.

A modo de ejemplo, Wu et al. (1994), Bouzaiene-Ayari et al. (1995), Cominetti y Correa (2001)
y Cepeda et al. (2006) desarrollan modelos de equilibrio bajo el concepto de estrategias Optimas
o hiper-rutas minimas, en los cuales tanto los tiempos de viaje en vehiculos como los de espera
son dependientes de la demanda.

Sin embargo, gran parte de los modelos que han incorporado la congestion lo han hecho de
manera intuitiva, tratando de obtener los resultados finales observados en el sistema, o de
internalizar los efectos experimentados por los usuarios. Para ello, han sido usadas funciones
generales o expresiones mas bien heuristicas en la determinacion de los tiempos medios de
espera, a pesar de ser especificamente éste aspecto el que da origen al concepto de congestién en
transporte pablico.

En efecto, De Cea et al. (1993) plantean solo fundamentaciones intuitiva para la utilizacion de las
frecuencias efectivas, Wu et al. (1994) propone una funcién potencial genérica a ser calibrada y
Bouzaiene-Ayari et al. (2001) fundamenta su expresion analitica del tiempo de espera a través de
un modelo cuyos supuestos son demasiado especificos y no aplicables en la mayoria de los casos.

Sobre el asunto, en esta Tesis se demuestra que analizando el proceso generado a partir de la
interaccién entre los intervalos (exponenciales) de arribo de los buses y las probabilidades de
abordaje de los usuarios, es posible afirmar que una primera aproximacion para el valor esperado
del tiempo de espera hasta abordar algun bus de la linea | de frecuencia f;, experimentado por
aquellos usuarios que desean abordarla, corresponde al valor esperado del tiempo de espera hasta
el arribo de un bus de una linea ficticia con frecuencia p,;f;, donde p; corresponde a la
probabilidad de abordar la linea | cuando un bus de ella se encuentra en el paradero.

Con lo anterior se validé como aproximacion el concepto de frecuencia efectiva, y luego se
verificaron una serie de convenientes propiedades usualmente asumidas en investigaciones
previas. En particular, se verifica que la propiedad aditiva de los inversos de las frecuencias
efectivas cuando se trata de un conjunto de lineas es correcta (pero no exacta), y el uso de dichas
frecuencias efectivas en la distribucion de los pasajeros. En efecto, se demuestra que
independiente de la forma de las probabilidades de abordaje de los buses {p;};c., la regla de
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distribucion de flujos sobre un conjunto de lineas L es directamente proporcional a la frecuencia
efectiva de cada una de ellas. De este modo, queda demostrado que los efectos de la restriccion
de capacidad no solo son evidentes en los tiempos de espera experimentados por los usuarios,
sino que ademas alcanzan aspectos como la asignacion de pasajeros.

Luego, y con el objeto de determinar las probabilidades de abordaje a los buses, se obtienen y
testean diversas aproximaciones para modelar los tiempos de espera, tanto en paraderos simples
(solo una linea) como complejos (varias lineas y tipos de usuarios), que son posteriormente
usadas para proponer un Modelo Generalizado de Congestién, en donde el tiempo de espera de
cada linea depende de la demanda a nivel de estrategias y no de lineas, con el propdsito de incluir
la demanda potencial de cada linea en la determinacion de su frecuencia efectiva. La idea de que
la frecuencia efectiva de una linea dependa de su demanda potencial y no solo de la cantidad de
pasajeros que la abordan, fue constatada via simulaciones, en las que distintas asignaciones de
pasajeros se presentan con similares tiempos de espera. En efecto, dada una demanda fija, que
opta integramente por la estrategia combinada, se obtuvieron sisteméaticamente tiempos de espera
estadisticamente semejantes con asignaciones de pasajeros significativamente distintas.

Posteriormente, con el objeto de plantear y resolver el problema de lineas comunes (ver Chriqui y
Robillard, 1975; De Cea y Fernandez, 1988; De Cea y Fernandez, 1993; Cominetti y Correa,
2001) se usaron simulaciones para entender y observar las caracteristicas cualitativas mas
importantes de la solucion de equilibrio, para un ejemplo especifico. Una de estas caracteristicas,
fue la existencia de grupos de usuarios con conjuntos de lineas atractivas que poseen lineas en
comun, esto es, distintos tipos de usuarios compitiendo por las mismas lineas. En este ambito, se
demostrd que el Modelo Generalizado de Congestion replica las caracteristicas cualitativas de los
estados de equilibrio simulados (aunque con diferencias cuantitativas), en aspectos como: la
existencia de rangos de demanda con diferentes soluciones de equilibrio; la coexistencia de
usuarios con distintos conjuntos de lineas atractivas; el comportamiento de los tiempos esperados
de viaje; y la asignacién de pasajeros a lineas.

En efecto, se generalizd y resolvié el clasico problema de lineas comunes planteado inicialmente
por Chriqui y Robillard (1975), considerando frecuencias efectivas dependientes de los flujos a
nivel en estrategias, demostrando la existencia y unicidad de la soluciéon de equilibrio, e
identificando las condiciones para las cuales se alcanza.

Finalmente, se plante6 un Modelo de Equilibrio en Redes de Transporte Publico Generales
(desde multiples origenes a multiples destinos) haciendo uso del concepto de estrategia (Spiess,
1983), que denominamos comportamiento global; del concepto estrategia local (Bouzaiene-Ayari
et al. 1995) que denominamos comportamiento local de los usuarios; del Modelo Generalizado
de Congestion desarrollado y testeado en esta tesis; y del Problema de Lineas Comunes resuelto
también en esta tesis. Asi, el Modelo de Equilibrio en la Red esta constituido por una familia de
modelos de equilibrio (uno para cada par origen destino), acoplados por las ecuaciones de
conservacion de flujos.

De este modo se establecieron las definiciones béasicas del Modelo de Equilibrio, sus supuestos y
restricciones, ademas de detallar el conjunto de condiciones que debe satisfacer el equilibrio de
Wardrop. La existencia y unicidad del equilibrio no son desarrolladas, quedando como problema
abierto para futuras investigaciones, junto con el desarrollo del algoritmo de solucién y su
posterior implementacion.
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