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Resumen

El modelamiento de problemas que requieren una solucién aplicando métodos numéricos como
el método de voliimenes finitos necesita una malla geométrica (discretizacién compuesta de celdas
simples tales como tridngulos en 2D y tetraedros en 3D) que represente de la mejor forma posible al
dominio a estudiar. Un método de generacién de mallas geométricas basado en octrees genera, en su
proceso de refinamiento, cuboides que presentan a lo méas un punto extra en cada arista, conocidos
como elementos 1-irregulares, los cuales deben ser teselados en elementos finales. Las mallas mixtas
estudiadas son teselaciones de Delaunay compuestas de 7 elementos coesféricos (todos sus vértices
estdn en la superficie de una esfera) finales: tetraedro, cuboide, prisma, pirdmide, complemento de

tetraedro, prisma deformado y complemento de tetraedro deformado.

Esta memoria se enfoca en el ambito de teselaciones Delaunay sobre cuboides 1-irregulares para
mallas mixtas en 3D con el objetivo de minimizar la cantidad de elementos usados en cada teselacion,
ya que esto afecta directamente el desempeno de un simulador. Se desarrollaron dos herramientas
que facilitan el andlisis de las teselaciones resultantes de cuboides 1-irregulares, generados por bi-
seccién (los puntos extra bisectan a las aristas) y generados por interseccién (los puntos extra se
ubican arbitrariamente). La primera herramienta desarrollada se encarga de la generacién de datos y
estadisticas que permiten analizar la teselacién de cualquier cuboide l-irregular y clasificar a qué ti-
po de poliedro corresponden sus elementos. Se implementd un algoritmo que permite encontrar una
teselacién Delaunay formada por elementos coesféricos sobre un conjunto de puntos arbitrarios, el
cual fue aplicado posteriormente sobre los distintos cuboides estudiados. La segunda herramienta
consiste en una aplicacién GUI que permite la visualizacion de la teselacién de cualquier cuboide
1-irregular generado por biseccién especificando el tamano del cuboide base, permitiendo interactuar

independientemente con cada elemento final generado y visualizar su centroide y circuncentro.

El analisis de las teselaciones de los cuboides 1-irregulares arrojo la identificacién de 31 elementos
coesféricos adicionales a los 7 elementos previamente conocidos, 17 en cuboides generados por bisec-
cién y 14 exclusivos de cuboides generados por interseccién. Sin embargo, los 7 elementos originales
representan la gran mayoria del total de apariciones en todos los cuboides estudiados: més del 95 %
en cuboides generados por biseccién y cerca del 97 % en el caso de interseccién, donde ademds, menos
del 0,07 % corresponde a elementos encontrados exclusivamente en este caso. Al mismo tiempo, se
realizo un analisis de las teselaciones de cuboides 1-irregulares generados por biseccién bajo distintos
criterios de tal manera de minimizar el niimero de elementos finales distintos permitiendo agregar
arcos y caras interiores a la teselacién obtenida. Por ejemplo, agregando caras interiores, cerca del
96,9 % del total de apariciones corresponde a los 7 elementos originales. Ademds, se identifican pro-
porciones éptimas del cuboide 1-irregular base para obtener teselaciones generadas por bisecciéon que
permiten la aplicacién del método de voliimenes finitos. Todas las teselaciones son apropiadas si el

cuboide 1-irregular tiene una razén entre su lado més largo y su lado més corto menor o igual a /2.
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1. Introduccion

1.1. Aspectos Generales

En el contexto del modelamiento de problemas que requieren una solucién especifica aplicando
métodos numéricos, como el método de volimenes finitos, surge la necesidad de generar una discre-
tizacién compuesta de celdas simples (elementos bdsicos) que represente de la mejor forma posible
el dominio a estudiar. Esta discretizacion es conocida como malla geométrica y permite simular el
comportamiento del objeto representado. Especificamente, para el método de volumenes finitos se
necesita una malla conformada por elementos convexos bésicos: poligonos (en un dominio 2D) o
poliedros (en el caso de un dominio 3D), los cuales deben satisfacer la condicién de Delaunayﬂ para
asi usar su estructura dual, el diagrama de Voronoi, cuyas regiones son utilizadas para calcular una
solucién aproximada. Los elementos béasicos usados hasta ahora son tridngulos y cuadrilateros en

2D y tetraedros, cuboides, prismas y piramides en 3D.

Estas mallas se construyen sobre dominios en 2D o 3D descritos por conjuntos de puntos, poligo-
nos o poliedros (dependiendo del caso). Uno de los métodos més usados para la generacién de una
malla en 2D estd basado en quadtrees, mientras que, andlogamente, en 3D se encuentra el enfo-
que basado en octrees: el dominio es ajustado por un cuboide, el cual es repetidamente refinado
dividiéndolo en cuboides de menor tamano insertando puntos en sus aristas sucesivamente (puntos
conocidos como puntos de Steiner), hasta lograr una representacion lo suficientemente aproximada.
Originalmente, este proceso se usaba para generar una malla de tetraedros, pero es posible permi-
tir la inclusién de nuevos elementos (como prismas, pirdmides y cuboides) durante el proceso de
refinado, produciendo una malla denominada mixta[l][2]. La ventaja de usar mallas mixtas es que
usando estos elementos se disminuye la cantidad de arcos necesarios, pues por ejemplo, un cuboide
no es necesario dividirlo en tetraedros. Por otro lado, una desventaja es que las ecuaciones deben

ser discretizadas usando distintos elementos.

La generacién de mallas mixtas basadas en octrees genera naturalmente conjuntos de puntos
co-esféricos. Para generar una malla mixta que satisface la condicién de Delaunay, no es necesario
dividir los cuboides en tetraedros; mas ain, se pueden aceptar como elementos terminales todos los
elementos co-esféricos que se generen, como se ve en la Figura [l donde los elementos terminales en
este ejemplo son 5 piramides y 4 tetraedros. En general se restringe el nimero de elementos distin-
tos para no complicar la soluciéon numérica de las ecuaciones diferenciales parciales que modelan el
problema. En particular, cuando se usa el método de volimenes finitos, se requiere generar sélo los
arcos de la malla que tengan una cara de Voronoi de area distinta de cero. Esto se logra si ninguna

configuracién de puntos co-esfericos, se divide en elementos més pequenos.

1Esto es, el circumcirculo (o circumesfera en 3D) de cada elemento no contiene a ningin otro punto de la malla.



(a)

Figura 1: (a) Malla mixta sobre un cuboide que cumple la condicién de Delaunay, (b) malla mixta

y su diagrama de Voronoi asociado.

1.2. Motivacion

El presente trabajo esta inmerso en el contexto del proyecto Fondecyt 1120495[4], el cual se centra
en el estudio y diseno de algoritmos y estructuras de datos para generaciones de mallas en 2 1/2 D y
mallas mixtas de elementos en tres dimensiones. Estas mallas son de utilidad en varias aplicaciones
de ingenieria, por ejemplo la construccién de mallas mixtas es apropiada para aplicar el método de
volumenes finitos. Uno de sus objetivos plantea mejorar el desempeno y alcance de un generador
de mallas mixtas desarrollado en el Departamento de Ciencias de la Computacién, Universidad de
Chile. Este generador de mallas ha sido usado para la simulacién de semiconductores y se quiere
usar a futuro para modelar ciudades. Este usa una estrategia basada en octrees modificados para
modelar el dominio en donde las aristas de los cuboides contenidos pueden ser divididas en cualquier
posicion. Una vez representado el dominio, la mayor parte de los elementos se refinan bisectando
sus aristas para alcanzar la densidad de puntos deseada. Despiies se refinan o insertan puntos de tal
manera que todos los elementos hojas del octree sean de tipo 1-irregular (es decir, cada arista puede
tener a lo mds un punto de Steiner) o bien, elementos finales (no presentan puntos de Steiner).
Algunos ejemplos de configuraciones n-irregulares se encuentran en la Figura

Dado que el dominio a estudiar se representa por medio de un octree, sus elementos 1-irregulares
seran siempre cuboides, dentro de los cuales se distinguen dos tipos bésicos de configuraciéon depen-

diendo de la posicién de los puntos de Steiner, los cuales se describen a continuacién.



D

Figura 2: A la izquierda: cuboide 2-irregular, pues presenta dos puntos de Steiner en una de sus
aristas (marcados en rojo). Al centro y a la derecha: elementos 1-irregulares (cuboide y prisma,

respectivamente).
1.2.1. Configuraciones 1-irregulares generadas por biseccion
En este tipo de configuracién, los puntos de Steiner insertados en el refinamiento siempre estaran

ubicados en los puntos medios de cada figura, lo que generara divisiones entre dos, cuatro u ocho

cuboides de menor tamanio como se ve en la Figura

Figura 3: Cuboide y divisiones en dos, cuatro y ocho elementos mediante un refinado por biseccién

de aristas.

El refinamiento anterior producird cuboides vecinos con puntos de Steiner ubicados en los puntos
medios de las aristas. Los cuboides 1-irregulares son cuboides de mayor tamano vecinos a los ya

refinados, como se aprecia en la Figura

Figura 4: A la izquierda, el refinado por biseccién de uno de los cuboides producird que su vecino

se vuelva un elemento 1-irregular como el cuboide de la derecha.

212

Existen configuraciones posibles generadas de esta forma. Notar un cuboide tiene 12 aristas,



y en cada una de ellas puede o no existir un punto de Steiner (dos posibilidades). Como la existencia

de cada punto de Steiner es completamente independiente de los deméds se obtiene ese resultado.

1.2.2. Configuraciones 1-irregulares generadas por interseccion

Este caso es similar al anterior, pero los puntos de Steiner no necesariamente se ubicaran en
los puntos medios de las aristas. En general no hay restricciones sobre la ubicacién de los puntos,
excepto el hecho de que aristas paralelas deben ser divididas en la misma posicién relativa a sus ex-
tremos para garantizar la generacién de cuboides y no cualquier otro poliedro. La Figura [5| muestra

un ejemplo de refinamiento por interseccion.

Figura 5: Cuboide y ejemplo de divisiones posibles mediante un refinado por interseccién.

Fl refinamiento anterior producird cuboides vecinos con puntos de Steiner ubicados en alguna
seccion de las aristas. Los cuboides 1-irregulares son cuboides de mayor tamafio vecinos a los ya

refinados, como se aprecia en la Figura [6]

Figura 6: A la izquierda, el refinado por interseccién de uno de los cuboides producira que su vecino

se vuelva un elemento 1-irregular como el cuboide de la derecha.



1.3.

Objetivos

1.3.1. Objetivo General

= Desarrollar un conjunto de herramientas que permitan generar, visualizar, contar y analizar las

teselaciones de Delaunay 6ptimas para cualquier cuboide 1-irregular tanto para refinamiento

por biseccién como interseccion.

1.3.2. Objetivos Especificos

1.4.

Disenar e implementar un algoritmo para encontrar la particién 6ptima de todos los elementos

1-irregular.

Visualizar las teselaciones generadas por biseccién interactivamente, permitiendo examinar
tanto en conjunto como separadamente los elementos que la componen, visualizando centroides

y puntos de Voronoi (circumcentros de cada elemento).

Identificar el nimero de elementos co-esféricos de formas distintas necesarios para teselar todos
los elementos 1-irregular generados por biseccion, tanto para un cubo como para un cuboide,

bajo distintos criterios.

Identificar el nimero de elementos co-esféricos de formas distintas necesarios para teselar
todos los elementos 1-irregular generados por interseccion, tanto para un cubo como para un

cuboide.

Generar estadisticas asociadas a la particién, como cuantas veces se utilizan ciertos elementos
especificos, y cuantificar cudntas de las teselaciones pueden ser usadas para el método de
volumenes finitos sin tener que agregar nuevos vértices. Ademds, analizar las teselaciones de
elementos 1-irregulares generadas por biseccién bajo distintos criterios que afectan la cantidad

de elementos coesféricos finales distintos.

Contenido

El contenido de este trabajo se agrupa como se especifica a continuacién:

= Kl Capitulo 2 contiene una revisién bibliografica de dos publicaciones y se presenta una serie

de antecedentes relativos a configuraciones 1-irregulares y generacion de mallas geométricas.



En el Capitulo 3 se presenta el disenio de la solucion, describiendo el ambiente de desarrollo,

las herramientas a implementar y la estructura de clases.

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de las configuraciones 1-irregulares generadas por bi-
seccién, explicando el proceso de generacién de datos y la implementacién de una herramienta

de visualizacion.

Asimismo, el Capitulo 5 trata sobre las configuraciones 1-irregulares generadas por intersec-
cién, mostrando una forma de calcular la cantidad de configuraciones distintas y el proceso

de generacién de datos.

El Capitulo 6 contiene los resultados obtenidos en el contexto de este trabajo: el detalle
de elementos coesféricos encontrados, resumen de los distintos tipos de configuraciones 1-

irregulares y un anélisis de la calidad de las teselaciones generadas por biseccion.

Finalmente, el Capitulo 7 presenta las conclusiones del trabajo realizado y propuestas sobre

el posible trabajo futuro.



2. Revision Bibliografica y Antecedentes

En esta seccién se presentan definiciones de conceptos clave para entender el contexto de este

trabajo, ademds de andlisis y resultados de trabajos previos relacionados.

2.1. Teselacion de cuboides con puntos de Steiner

En [3] se presenta un estudio de los diferentes cuboides 1-irregulares generados en mallas cons-
truidas usando un enfoque de octrees modificados, haciendo distincion entre configuraciones gene-

radas por biseccién o interseccién.

2.1.1. Antecedentes sobre configuraciones 1l-irregulares generadas por biseccion

Dentro de los antecedentes relevantes sobre las configuraciones generadas por biseccion presen-

tados en esta publicacién se encuentran:

» La determinacién del nimero de clases de equivalencia para las configuraciones dentro de un
cuboide 1-irregular. Dos configuraciones se consideran equivalentes si una puede ser trans-
formada en la otra, usando operaciones de rotacion y reﬂexiénﬂ Las configuraciones de la
Figura [7] son equivalentes bajo este criterio y pertenecen a la misma clase. Se identifican 144

patroneﬁ{:f] distintos a partir de las 4096 configuraciones posibles.

Figura 7: Ejemplo de configuraciones pertenecientes a una misma clase de equivalencia.

= Para cada patrén, existe una cota superior de 15 posibles teselaciones, las cuales varian de-
pendiendo de las proporciones del cuboide dadas por el “edge length ratio”, es decir, el valor

resultante de la divisién de la arista mas larga con la arista mas corta de cada cara.

2Esta relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) permite identificar las distintas clases de equiva-

lencia.
3Un patrén se define como un cuboide 1-irregular representante de una clase de equivalencia.



2.1.2. Antecedentes sobre configuraciones l-irregulares generadas por interseccion

Dentro de los antecedentes relevantes sobre las configuraciones generadas por interseccion pre-

sentados en esta publicacion se encuentran:

= El establecimiento de una nociéon de igualdad entre configuraciones l-irregulares bajo este
enfoque, que considera que una configuracion i1 es igual a una configuracién i si la posicién
relativa de los puntos de Steiner ubicados en los ejes paralelos de i; e i2 es la misma con

respecto a una configuracién normalizada.

= Una formula explicita para calcular el nimero de configuraciones 1-irregulares en d dimensio-
nes diferentes, considerando la nocién de igualdad definida en el punto anterior. Esta férmula
estd dada por la expresion N = n?, donde n representa la cantidad de formas de ubicar

Qdfl 2d71

hasta puntos de Steiner en uno de los conjuntos de aristas paralelas del elemento

1-irregular y se define por la expresién:

En 3 dimensiones, el total de configuraciones 1-irregulares generadas por interseccién esta dada
poill] N = 188 = 6,644,672.

2.2. Generalizacién de octrees modificados para modelamiento geométrico

En [2], se estudian alternativas en la generacién de mallas usando octrees modificados. Una im-
plementacion de esta técnica es incluida en el Generador de Mallas €). Este generador usa distintos
tipos de “macro—elementos”[ﬂ usados para representar la geometria a refinar y se analiza cual es el
conjunto de elementos finales encontrados en la malla resultante. El algoritmo béasico para generar

este tipo de mallas es el siguiente:

1. Generar una macro-malla que cubre a la geometria del objeto a modelar exactamente.

2. Hacer un proceso de refinamiento debido a variaciones en algunos valores internos y ciertos
pardmetros geométricos.

3. Generar una malla final de Delaunay sobre este resultado:

- Hacer que la malla sea 1-irregular.

4En el paper se menciona que el total es 1873, Esto corresponde a un error.
5En el contexto de este trabajo el iinico macro-elemento estudiado es un cuboide.



- Teselar los elementos 1-irregulares si es posible, de lo contrario refinarlos o insertar puntos
en posiciones estratégicas.

4. Guardar informacién requerida.

Actualmente, el Generador de Mallas ) tiene teselaciones prealmacenadas para 25 clases de
equivalencia, lo cual permite encontrar en O(1) la teselacién correspondiente. Cuando se encuentra
un elemento l-irregular que no tiene su particién almacenada, se insertan puntos estratégicamente
de tal manera de lograr generar sélo configuraciones 1-irregulares conocidas. En algunos casos, este

proceso no converge tan rapidamente como se desea.

2.2.1. Elementos coesféricos base

Uno de los resultados presentados de importancia para este trabajo consiste en la determinacién
de un conjunto de elementos finales que resuelve aproximadamente el 80 % de las configuraciones 1-
irregulares cuyo macro-elemento es un cuboide. Dicho conjunto de 7 elementos finales corresponde
a los posibles elementos geométricos resultantes de cada teselacién, los cuales se utilizan como
conjunto base de elementos coesféricos reconocibles. La descripcién de estos elementos se detalla a

continuacion:

= Cuboide: Elemento formado por 6 caras rectangulares, 12 aristas y 8 vértices, como se mues-

tra en la Figura

8 Vértices 12 Aristas 6 Caras
4 6 8 i
3 7 ; 16 ] 2
g 4
0 2 4§ 1 ;
3 0
1 3 3
(a) {b) (c)

Figura 8: Descripcién de un Cuboide: (a) identificacién de vértices, (b) identificacién de aristas, (c)

identificacion de caras.



= Tetraedro: Elemento formado por 4 caras triangulares, 6 aristas y 4 vértices, como se mues-

tra en la Figura [9]

4 Vértices 6 Aristas 4 Caras

(a) (b) (c)

Figura 9: Descripcién de un Tetraedro: (a) identificacién de vértices, (b) identificacion de aristas,

(c) identificacién de caras.

= Piramide de base cuadrilatera: Elemento formado por 3 caras triangulares y 1 cara cua-

drilatera, 8 aristas y 5 vértices, como se muestra en la Figura

5 Vértices 8 Aristas 5 Caras

Figura 10: Descripcién de una Pirdmide de base cuadrildtera: (a) identificacién de vértices, (b)

identificacién de aristas, (c) identificacién de caras.
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= Prisma: Elemento formado por 2 caras triangulares y 3 caras rectangulares, 9 aristas y 6
vértices, como se muestra en la Figura[I1] Especificamente, corresponde a un prisma triangu-
5 Caras

lar.
9 Aristas

6 Veértices
-

| 3
(o)

Figura 11: Descripcién de un Prisma: (a) identificacién de vértices, (b) identificacién de aristas, (c)

identificacion de caras.
» Complemento de Tetraedro: Elemento formado por 4 caras triangulares (3 de ellas tridngu-

los rectangulos) y 3 caras rectangulares, 12 aristas y 7 vértices, como se muestra en la Fi-

gura Recibe su nombre ya que este elemento es el complemento de un tetraedro tri-

rectangular, considerando un cuboide como universo.
7 Vértices 12 Aristas 7 Caras
5
4 B o _ ;
| o ..'"I o " ..'"I
R / |20 / = /
- / - ! i /
/ T t 2 !
/ 1 6 /
.-": .-": 4
0 [ 2 3 7
" 0 /
3
(b) (c)

(a)

Figura 12: Descripcién de un Complemento de Tetraedro: (a) identificacién de vértices, (b) identi-

ficacién de aristas, (c) identificacién de caras.
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= Prisma deformado: Elemento formado por 6 caras triangulares y una rectangular, 11 aristas
y 6 vértices, los cuales quedan identificados como se muestra en la Figura[13] Recibe su nombre

debido al hecho de que posee la misma cantidad de vértices que el elemento Prisma.

6 Vértices 11 Aristas 7 Caras

T / . e S f
4 / N / /
/ g 2
0 —, — . 7 >
1 3
(a) (b) (c)

Figura 13: Descripcién de un Prisma deformado: (a) identificacién de vértices, (b) identificacion de

aristas, (c) identificacién de caras.

= Complemento de Tetraedro deformado: Elemento formado por 8 caras triangulares y
una rectangular, 14 aristas y 7 vértices, como se muestra en la Figura Recibe su nombre

por el hecho de tener la misma cantidad de vértices que el elemento Complemento de Tetraedro.

7 Vértices 14 Aristas 9 Caras
4
- ——
—_ B \ ‘1-1-12%
\ \
5 \ 12
\\ ) x‘a
: 4
0 \ 2 =
W w 3
1 3 2
(a) (b) ()

Figura 14: Descripcién de un Complemento de Tetraedro deformado: (a) identificacién de vértices,

(b) identificacién de aristas, (c) identificacién de caras.
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3. Diseno de la Soluciéon

En esta seccién, se presenta el diseno de la solucién a construir, describiendo el ambiente de
desarrollo, definiendo las herramientas a implementar y la estructura de clases que corresponde al

esqueleto de la solucién.

3.1. Ambiente de Desarrollo

La solucién a implementar se construye en el lenguaje C++4, siendo el motivo principal para
esto la disponibilidad de librerias y herramientas ttiles para desarrollar, las cuales se describen en

las secciones siguientes.

3.1.1. Qhull

Qhull[5] es una herramienta que permite computar, entre otros, la cerradura convexa, el dia-
grama de Voronoi y la teselacion de Delaunay de un conjunto de puntos en 2D, 3D o superior. En
particular para este trabajo, esta herramienta se utiliza para calcular teselaciones de Delaunay y
cerraduras convexas de conjuntos de puntos en 3D (correspondientes a configuraciones 1-irregulares,

y subconjuntos de éstas).

Entre sus caracteristicas se encuentran el hecho de que Qhull puede ser ejecutado por medio de
un comando, lo cual permite dentro de un entorno C/C++ interactuar con esta herramienta con,

por ejemplo, una llamada a system, o popen/pclose.

Qhull debe recibir como input, ya sea por entrada estandar o especificando un archivo a leer

como argumento, la descripcion de los puntos en el siguiente formato:

» La primera linea indica la dimensién D del espacio en donde se trabaja (3 en este caso).
= La segunda linea especifica el nimero N de puntos del conjunto de entrada.

= Las N lineas restantes describen las D coordenadas de cada punto.
Adicionalmente, se deben especificar como argumentos de Qhull las opciones aplicables a la
llamada. Las opciones utilizadas en el contexto de esta memoria se describen a continuacién:

» d: Especifica que sobre los puntos de entrada se debe calcular la teselacién de Delaunay (por

defecto se calcula la cerradura convexa).
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» QQz: Agrega puntos adicionales (ubicados en “el infinito”) al conjunto de entrada, permitiendo
el célculo de una teselacién de Delaunay tnica en el caso de existir subconjuntos de 5 o mas

puntos coesféricos.

= i: Imprime en la salida estandar los vértices correspondientes a cada elemento encontrado

(caras en el caso de la cerradura convexa y tetraedros en el caso de la teselacién de Delaunay).

3.1.2. PStreams

PStreams[6] permite, dentro de una aplicacién C++, la transferencia de datos entre programas
de forma similar a como se realiza con las funciones de C, popen y pclose. La principal diferencia es
que PStreams utiliza los iostreams propios de C++ para manejar redirecciones de entrada y salida
estandar en vez de la libreria stdio de C. Esto permite expresar las interacciones entre programas
con exactamente la misma sintaxis que utilizan las funciones pertenecientes a la libreria iostream,
lo que ayuda a que el cédigo sea més sencillo de leer y entender, y se estandariza el cédigo en estilo

C++, en vez de mezclarlo con funcionalidad de C.

Para ejemplificar lo anterior, se muestra a continuaciéon un segmento de cédigo que expresa el

modo de uso de esta libreria:

redi::pstream command("qhull d Qz i"); // Inicializa un stream bidireccional

// con el comando de ghull especificado

command << '"datos" << std::endl; // Agrega datos via entrada estandar

command << redi::eof; // Envia un caracter de fin de archivo

string var;

command >> var; // Obtiene datos desde la salida est&andar

getline(command, var); // Obtiene una linea completa desde la

// salida estandar

3.1.3. Qt

Qt[7] es un framework de desarrollo multiplataforma orientado a la creacién de aplicaciones con

interfaz gréfica de usuario.
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Incluye un entorno de desarrollo (IDE) llamado Qt Creator, el cual permite el desarrollo de

aplicaciones integrando facilmente las prestaciones ofrecidas por Qt.

Ademas dentro del framework se incluye la herramienta Qt Designer, la cual permite disenar la
estructura general de la interfaz de una aplicacién grifica en un formato WYSIWYG (“What you

see is what you get” - “lo que ves es lo que obtienes”).

Con respecto a este trabajo, la implementacién fue desarrollada integramente dentro de proyec-

tos de Qt Creator.

3.1.4. QGLViewer

QGLViewer[8] es una librerfa implementada en C++ y basada en Qt que permite la creacién de
visualizadores 3D de forma sencilla. Esta herramienta es multiplataforma, pudiendo ser utilizada

en ambientes Unix, Windows y MacOS.

Una de sus componentes principales es el objeto del mismo nombre QGLViewer, el cual repre-
senta a un visualizador que incluye funcionalidades como el control de cimara mediante el mouse
(rotacidn, traslacién y zoom in/out) implementadas por defecto, lo que facilita el trabajo a la hora
de disenar una forma de interactuar con los elementos representados. Ademds es facil de extender,

lo cual resulta ser una caracteristica muy importante en el contexto de este trabajo.

Otra de sus componentes relevantes para la implementacién de este trabajo son los objetos
ManipulatedFrame, los cuales permiten definir distintos “sistemas de coordenadas” dentro de un
entorno de dibujo, permitiendo la asociacién entre estos sistemas de coordenadas y conjuntos de

elementos dibujados para interactuar con ellos independientemente del resto la escena.

3.2. Herramientas a desarrollar

Para lograr los objetivos propuestos se plantea una soluciéon que consta de dos herramientas prin-
cipales: un generador de datos y un visualizador. En términos generales, los roles y funcionalidades

de cada uno se presentan a continuacién:

= Kl médulo encargado de generacién de datos contiene funciones necesarias para construir y
analizar configuraciones l-irregulares generadas tanto por biseccién como interseccion. Este

médulo es construido como un objeto, el cual puede ser instanciado posteriormente por el
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visualizador. Adicionalmente, puede ejecutarse en forma individual como una aplicacién de

consola para obtener resultados particulares predefinidos:

e Procesar una configuracion 1-irregular generada por biseccién especificando el tamano del
cuboide base y el identificador que la representa. Retorna la descripcion de los elementos

que componen la teselacién de la configuracién indicada.

e Procesar todas las configuraciones 1-irregulares generadas por biseccién, especificando el
tamano del cuboide base. Los resultados de estas configuraciones (teselaciones), pueden
ser almacenadas en archivos de texto (indicando que asi se desea). Ademas, se genera un

reporte con la especificacién de los elementos finales y la frecuencia de éstos.

e Procesar todas las configuraciones 1-irregulares generadas por interseccion dentro de un
cuboide de lados iguales. Dada la cantidad de configuraciones posibles, no es factible
almacenar los resultados para cada configuracién en particular en archivos de texto, por
lo que este proceso solo genera un reporte con la especificacién de los elementos finales

y la frecuencia de éstos. La ejecucion de este proceso puede tomar varias horas.

» El médulo visualizador corresponde a una aplicacién con interfaz grafica de usuario (GUI) que
permite una visualizacién interactiva de configuraciones 1-irregulares generadas por biseccion.

Mas detalles de este médulo se encuentran en la seccién [4.41

En conjunto con estas herramientas se cuenta con una estructura de clases que funciona como

el esqueleto de la implementacién, estructura que se describe en la siguiente seccién.

3.3. Estructura de Clases

En esta seccidn se analiza la estructura de clases a utilizar para complementar a las herramientas
que componen la implementacién correspondiente a este trabajo. La Figura[I5 muestra un diagrama
de clases simplificado donde sélo se despliega informacién relacionada al nombre de las clases y las
relaciones entre ellas. Un diagrama mds detallado se encuentra en el Anexo [A] La funcionalidad

general de cada una de las clases se decribe a continuacion:

= Point: Representa a un vértice 3D cuyas coordenadas son valores de punto flotante.
= Points: Un contenedor para elementos de tipo Point.

= Face: Un poligono representado por un conjunto de puntos ordenados, lo cual define implici-

tamente a sus aristas.

= Faces: Andlogo al objeto Points, corresponde a un contenedor para elementos de tipo Face.
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Point

Face

Points
= ‘ Tessellation AppViewer
Faces
T
Element CustomManipulatedFrame
H
L

Final Co-spherical Element

Figura 15: Diagrama de Clases simplificado.

CustomManipulatedFrame: Subclase del objeto ManipulatedFrame de la libreria QGLVie-
wer. En esta clase se redefine el método que permite detectar bajo qué condiciones se debe

activar el contexto asociado a este objeto.

Element: Representa a un elemento geométrico genérico. Definido por una representacién de
sus caras y vértices (e implicitamente sus aristas). Contiene ademés un objeto CustomMani-

pulatedFrame, lo que permite asociar este elemento a un contexto de dibujo independiente.

Tessellation: Representa a una configuracién 1-irregular y su teselacién. Contiene un conjunto
de objetos Element que representa a una teselacion particular, ademéas de un puntero a un

objeto Points con los puntos que describen a esta configuracion.

AppViewer: Subclase del objeto QGLViewer de la libreria del mismo nombre que persona-

liza el comportamiento de la visualizacién. Para detalles de su implementacién consultar la

seccién €A1

Final Co-spherical Element: Representa a un elemento geométrico definido. Subclase de
FElement. Esta clase en si no existe, si no que més bien se presenta en el diagrama para
ejemplificar el hecho de que los elementos definidos estan representados por subclases de
Element. Inicialmente existen 7 de estas clases, asociadas a los elementos coesféricos finales

presentados en la seccién
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4. Configuraciones l-irregulares generadas por Bisecciéon

Esta seccién esta enfocada al estudio de las configuraciones 1-irregulares generadas por bisec-
cién, explicando algunas consideraciones adicionales a tener en cuenta, el proceso de generacién de

datos y la implementacién de una herramienta de visualizacion.

4.1. Consideraciones adicionales
4.1.1. Puntos extra en las configuraciones

Como ya se mencioné anteriomente, las configuraciones 1-irregulares generadas por biseccién
presentan sus puntos de Steiner en los puntos medios de las aristas respectivas, dando como resultado
12 posiciones posibles en un cuboide. Una consideracién adicional es la de agregar puntos extra a
las configuraciones bajo dos criterios especiales con el fin de mejorar la teselacién resultante. En la
Figura[I6]se aprecia un ejemplo en 2D de por qué el resultado mejora: sin agregar un punto extra, la
teselacion resultante depende de la relacién de aspecto entre los lados del rectangulo. Sin embargo,
agregando un punto adicional en el centro de la cara se asegura la condicién de Delaunay con una
teselacién unica, independiente de la forma del rectdangulo, que ademads disminuye la cantidad de

aristas y poligonos resultantes al costo de un vértice adicional.

—_— —
—_—
—_—
—_——

—b—— ——h— —h——
a<b —_—h— a=b a?b
a>b
(a) (b) (c) (d)

Figura 16: Distintas teselaciones posibles para un rectdngulo en 2D con 4 puntos de Steiner: (a), (b)
y (¢) muestran las distintas formas de teselar un rectdngulo, las cuales dependen de la relacién entre
sus lados a y b. (d) Agregando un punto al centro del rectdngulo se obtiene esta tnica particién

independiente de la relacién entre a y b.

Es posible extrapolar esta idea a un espacio en 3D, lo cual da como resultado los siguientes

criterios para agregar puntos adicionales:

= Si las 4 aristas que conforman una de las caras del cuboide tienen un punto de Steiner se

agrega un punto adicional en el centro de la cara.
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= Si se ha agregado un punto extra en todas sus caras, entonces se incluye otro punto adicional
al centro del cuboide. Notar que la existencia de un punto en cada una de las aristas del

cuboide ocurre en sélo un caso.

En la Figura [17] se encuentran ejemplos correspondientes a los dos criterios anteriormente des-

critos.

RN
B \#

(b)

Figura 17: Criterios para agregar puntos adicionales en configuraciones l-irregulares: (a) Punto

extra en una cara. (b) Punto extra al centro del cuboide.

Estos criterios aumentan la cantidad de posiciones posibles de los puntos a 19 (12 en las aristas,
6 en las caras y 1 en el centro), sin embargo, la cantidad de configuraciones totales no se ve afectada,

ya que estas posiciones extra son dependientes de las 12 originales.

4.1.2. Convenciones a usar y nomenclatura

Las 19 posiciones posibles para ubicar puntos pueden ser identificadas por un nimero i € [0, 18]

de la forma como muestra la Figura

Asimismo, cada una de las 2'2 configuraciones puede ser identificada por un ntimero k € [0, 4095],

el cual estd fuertemente relacionado con los identificadores ¢ de los puntos de Steiner que la confor-
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Figura 18: Las 19 posiciones posibles para ubicar puntos en configuraciones 1-irregulares generadas

por biseccién.

man. La forma de saber qué ntimero k le corresponde a una configuracién dada se hace mediante el

siguiente proceso:

= Dada una configuracién, se toman los identificadores ¢ de todos los puntos de Steiner presentes

en sus aristas, sin considerar ninguno de los puntos en posiciones extra, en caso de existir.

» Para cada valor ¢, se calcula el valor de 2¢. La suma de todos estas potencias corresponde al

valor de k que identifica a esta configuracién.

El proceso inverso, es decir, dada una configuracion identificada por un ntmero k£ encontrar los

valores ¢ que la conforman, es igualmente sencillo:

= Expresar k£ en su representaciéon binaria y luego determinar las posiciones de todos los valores
1 en esta representacién, contando de derecha a izquierda y comenzando de 0 como la primera

posicién.

» Las posiciones encontradas corresponden a los valores ¢ buscados. Notar que esto es cierto

pues la representacién en binario entrega las potencias de 2 cuya suma es k.

En la Figura [19] se muestran dos ejemplos de la relacién entre los identificadores de una confi-

guracion y los identificadores de los puntos de Steiner que la conforman.
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Identificador Representaciones Configuracion
8
79 -
:
22 + 25+ 27 + 28 :
420 12
000110100100, 5t
F— ,
8
" 10
204 234 244 25+ 284 294 210 )
1849 !
011100111001, ST s
] o e == -
-’5 4
32

Figura 19: Relacién entre el identificador de una configuracién, su representacién en binario y los
puntos que la conforman. Notar que en el segundo caso, el punto extra (15) no tiene influencia en

el identificador que representa esta configuracién.

En lo que sigue, se referird a una configuracién identificada por un nimero k£ como Ci y a un

punto de Steiner identificado por un niimero ¢ como F;.

4.2. Generacion de Datos

Para obtener datos asociados a este tipo de configuraciones se implementa un conjunto de fun-
ciones dentro de la herramienta de generacién de datos, enfocadas en procesar configuraciones y
obtener resultados especificos, como la descripcién de los poliedros que conforman cada configura-

cién.

El procesamiento de una configuracién en especifico consta de los siguientes pasos:
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= Construir una representacion de la configuracion, indicando las coordenadas de los vértices

del cuboide base y de los puntos de Steiner.
= Encontrar una teselacion de Delaunay compuesta por tetraedros para esta configuracién.

= Determinar cuédles de los tetraedros encontrados se pueden unir para formar elementos coesféri-

cos finales.

= Identificar a qué poliedro corresponde cada elemento coesférico final.

En las secciones siguientes se explica detalladamente los pasos de este proceso.

4.2.1. Construyendo una configuracién

Para encontrar la teselacion de una configuracion primero se debe encontrar el conjunto de pun-
tos que la representa, para esto se crea una funcién que, dado un identificador de configuracion
(valor entero entre 0 y 4095) y el tamano del cuboide base (alto, largo y ancho), retorna la descrip-
cién de la configuracién contenida en un string que sigue el formato especifico para ser utilizado
como input de Qhul]ﬁ Como ya se mencioné en la seccién m, es posible obtener los puntos de
Steiner que componen una configuracién a partir de su identificador, exceptuando puntos extra,
los cuales se determinan con un proceso sencillo usando operaciones de bits: dados dos nimeros
e y, la expresién = & y == y es verdadera si y sélo si los bits con valores 1 de la representacién
de y aparecen en la representacion de x. Basta entonces usar como valor de x el identificador de
la configuracion y como y un valor que represente a los puntos en las aristas de cada cara, el cual
corresponde a la suma de las potencias de 2 de los identificadores de sus puntos. A modo de ejem-
plo, en la configuracion Cigq9 mostrada en la Figura se aprecia un punto extra en la cara que
contiene a los puntos de Steiner P, Ps, Py y Pig, usando z = 1849 e y = 23 + 25 + 29 4210 = 1576
se tiene que, efectivamente, la expresién 1849 & 1576 == 1576 es verdadera, por lo que corresponde
agregar como punto extra el punto correspondiente a esa cara. Los valores de y contra los cuales se
compara el identificador de cada configuracién se calculan con anterioridad, siendo estos 27, 165,
326, 1576, 2640 y 3456, los cuales corresponden a los puntos extra Pia, P13, P4, P15, Pig v P17,
respectivamente. El punto extra P;g sélo se incluye si la configuracion tiene todos los puntos de

Steiner posibles, es decir, la configuracion Cyggs.

4.2.2. Algoritmo para encontrar la teselacion de una configuracion

Con el conjunto de puntos ya definido se procede a aplicar el algoritmo que dado estos datos

como entrada, retorna el conjunto de elementos que componen la teselacién. Este algoritmo se en-

SEste formato se encuentra descrito en la seccién
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cuentra (en pseudocddigo) en Algoritmo (1| y es implementado como una funcién que recibe como
entrada el string construido con la funcién descrita en la seccién y un objeto Vector (vacio), cu-

yo contenido seran objetos de tipo Element que representaran a los elementos finales de la teselacion.

En detalle, el algoritmo procede como sigue:

= Se crea un objeto E = map<int,set<int>>, para almacenar los indices de los vértices de cada
elemento. La estructura map funciona con pares (llave, valor), que permite acceso directo a
los valores almacenados por medio de su llave de la forma map [key]. En este caso las llaves
son numeros enteros y los valores almacenados son objetos set (estructuras que aseguran que

todos sus elementos son distintos) cuyos contenidos son nimeros enteros.

= Utilizando PStreams, se crea un nuevo proceso que ejecuta Qhull con las opciones d, Qz e 1|Z|,

el cual recibe como entrada el string con la descripcion de la configuracién.

= A continuacién se procede a leer la salida del comando creado en el paso anterior. Dado que
la opcién d construye una teselacién de Delaunay, el resultado obtenido es un conjunto de
tetraedros, descrito cada uno por cuatro nimeros que representan sus vértices. Estos niimeros
(indices) estdn asociados al orden en que los vértices se definieron en la entrada, es decir,
un tetraedro descrito por la secuencia 0 1 5 6 esta formado por el primer, segundo, sexto y

séptimo vértice de la entrada.

= El objetivo ahora consiste en determinar cudles tetraedros definen a cada elemento de la
teselacién, lo cual se consigue uniendo tetraedros cuyos vértices sean coesféricos, dado que
esta es la caracteristica principal que define a los elementos finales. Esto se consigue como se

detalla a continuacion:

e Dado que la opcién Qz agrega puntos extra al conjunto de entrada para lidiar con el caso
de mas de 4 vértices coesféricos, es directo deducir que todos los tetraedros que es posible
unir presentaran como vértice un punto que no pertenece al conjunto original, ya que
los vértices que si pertenecen al conjunto de entrada son coesféricos (de lo contrario, no

habrfa un punto adicional).

e Si un tetraedro contiene un vértice agregado, Qhull garantiza que éste siempre es el
primero de los cuatro niimeros que lo representa. De esta forma es posible identificar a

cada tetraedro por su primer nimero.

e Si el identificador del tetraedro es mayor que el niimero de puntos de entrada, el resto de
sus puntos se almacena en la estructura F, dentro del set cuya llave es precisamente este
identificador (asi, todos los puntos coesféricos se almacenardn juntos). En caso contrario,

el tetraedro representado no se une con ningun otro formando parte de los elementos

"El significado de estas opciones se encuentra en la seccién m
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finales, por lo que sus cuatro valores se almacenan directamente en la estructura F

indexados por una llave de valor negativo y decreciente, para asegurar unicidad.

= Una vez examinados todos los tetraedros se termina el proceso creado con PStreams. Luego
de este paso, la estructura E contiene una descripcién parcial de los elementos finales (se sabe

cuédles son sus vértices, pero se desconoce la informacién sobre sus caras y aristas).

= Una forma sencilla de obtener la informacion restante se deduce a partir del siguiente hecho:
dado que los vértices de los elementos finales son coesféricos, necesariamente estos elementos
deben ser convexos. Luego basta con encontrar la cerradura convexa (usando Qhull) de estos
vértices para obtener las caras y aristas de cada elemento final. Para esto se procede como

sigue:

e El primer paso es construir la entrada para Qhull. Recordando que la salida contiene
indices a los vértices de entrada, es deseable que estos indices también se correspondan
con los vértices originales para obtener una identificacion directa. Para esto se construyen
los strings de entrada manteniendo el nimero de vértices originales y reemplazando los
que no correspondan al elemento final por vértices dummy. Estos vértices dummy no deben
pertenecer a la cerradura convexa, es decir, deben estar al interior del elemento. Dado
que, como se dedujo anteriormente, los elementos finales son convexos, necesariamente su
centroide estara en el interior, siendo este punto el candidato perfecto para representar

a los vértices dummy.

e Con el string ya construido, se abre un nuevo proceso con PStreams que ejecuta Qhull con
la opcién i, al cual se le pasa el string generado como entrada para calcular la cerradura
convexa y obtener los datos necesarios que permiten construir a los objetos Element que

se almacenan en el Vector dado como argumento.

= Finalmente, el Vector argumento contendra a todos los elementos finales que forman parte de

esta teselacion.
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Algoritmo 1: Algoritmo de generacién de teselaciones

Input: S = Conjunto de puntos que define el cuboide 1-irregular
Output: P = Conjunto de elementos que componen la teselacion
begin
P« 0
F <— new map<int, set <int> > ;
Pr +— qhull d Qz i< S;
nid +— —1;
for each T in Pr do
id <— T[0];
a «— TI1];
b<«— T[2];
c<«— TI[3];
if Efid] ! = 0 then
Elid] = E[id] U{a,b,c};
else
if id < |S| then
E[nid] = {id,a,b, c};
nid = nid — 1;
else
| Efid) = {a,b,c};

end

end

end

for each SET in FE do

Sg «— 0;

for each ¢ in SET do
Sp = Sg U SJi;

end

Pg +— qhull i < Sg;

P =PU Pg;

end

end
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Para determinar la complejidad de este algoritmo se examina la complejidad de sus partes. Sin

corresponde a la cantidad de puntos de entrada, se tiene que:

» El célculo de una teselacién de Delaunay tiene complejidad O(nlogn).

= Procesar el output de la teselacién de Delaunay toma una complejidad lineal con respecto al

numero de tetraedros obtenidos.
» El centroide de un elemento de k vértices se determina con una complejidad de O(k).

» La implementacion interna de Qhull para una cerradura convexa de un elemento de k vértices

tiene complejidad O(nlogk).

Es decir, una configuracién cuya teselacién de Delaunay tiene ¢ tetraedros y produce ¢y elementos

finales de k; vértices (i = 1,2,...,t¢) tiene una complejidad dada por la expresion:

O(nlogn) + O(t Z ki) + O(nlogk;))

4.2.3. Identificando a los elementos de la particion

El algoritmo presentado en la seccién obtiene un conjunto de elementos finales, sin embar-
go estos sélo estdn descritos por algunas de sus propiedades geométricas (vértices, aristas, caras,

centroide y circuncentro) y en este paso aun se desconoce el poliedro que cada uno representa.

Dentro de la implementacién del generador de datos, existe un método que es capaz de clasificar
un elemento encontrado identificindolo con cualquiera de los elementos finales conocidos. Esto se
hace reconociendo el nimero de vértices, nimero de caras, numero de aristas y la identificacion
de la forma de sus carasﬂ En caso de no poder realizar una identificacién exitosa, el clasificador
retorna una descripcion del elemento desconocido con informacién 1til para que éste sea incluido en
el conjunto de elementos finales. Esta descripcion contiene el niimero de vértices, nimero de caras,
nimero de aristas, la forma de sus caras y un ejemplo de una configuracion donde este elemento

aparece.

El conjunto de elementos finales base descrito en la seccién [2.2.1] es extendido a medida que al

analizar configuraciones aparecen elementos que el clasificador no es capaz de reconocer, y se mejora

8Por ejemplo, un Complemento de Tetraedro estd representado como un elemento de 7 vértices, 7 caras, 12 aristas,

4 tridngulos y 3 rectangulos.
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el mismo para que tenga la capacidad de hacerlo. Para encontrar la totalidad de los elementos que
pueden aparecer en todas las configuraciones se utiliza un cuboide de lados iguales (cubo) como
estructura inicial, ya que estas proporciones generan la mayor cantidad de elementos coesféricos
distintos, pues presenta la mayor cantidad de subconjuntos de vértices coesféricos, dando como

resultado la identificacién de 17 elementos nuevos, cuya descripcién detallada se encuentra en la
seccién [6.11
4.3. Generaciéon de Datos: Un caso de ejemplo

Para ejemplificar el proceso de generacion de datos mostrado en la seccion se presentan los

pasos de éste aplicados a la configuracién Cargg sobre un cuboide de aristas iguales de tamano 2.

4.3.1. Identificacién de puntos de Steiner

El primer paso del proceso consiste en determinar cuales son los puntos de Steiner que aparecen
en la configuracién. Como se establecié en la seccién se debe analizar la representacién del

identificador de la configuracién. Se tienen entonces las siguientes igualdades:

2780 = 1010110111005 = 2% + 23 + 2% 4 26 1 27 1 99 4 oMl

Con esto, los puntos de Steiner de la configuracion son P, P3, Py, Ps, P;, Py y P11. Se hace la
pregunta, ;es necesario agregar puntos extra?. De acuerdo a lo mostrado en la seccién basta
con hacer las operaciones de bits respectivas para obtener la respuesta. Se tiene que sélo la expresion

2780 & 2640 == 2640 es verdadera, por lo que se agrega el punto Pig.
Con estos datos se construye el input para ser utilizado por el Algoritmo de la seccién [4.2.2]

Debido a que el cuboide base utilizado se extiende por las coordenadas {-1, 1} la descripcién de la

configuracién queda como se aprecia en la Figura

4.3.2. Aplicacion del Algortimo para encontrar la teselacién

Con los datos encontrados en la seccién anterior se aplica el Algoritmo de generacién de tesela-

ciones. En esta seccién se abordaran los puntos maés relevantes.
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Figura 20: La configuracion Cargg vy su representacion como input para el algoritmo.

Ejecutar el comando ghull d Qz i, entregando el input correspondiente (Figura , produce
el siguiente output de 48 tetraedrod’}

48

8 9 1 0 1810 9 O 18 156 10 © 18 8 9 15 18 9 10 15
18 8 15 0 18 9 8 0 19 11 15 2 1911 2 0 19 15 10 2
19 210 O 19 10 15 O 1916 8 O 19 811 O 19 11 8 15
20 10 9 15 20 13 10 15 20 13 3 10 20 9 13 15 20 313 9
20 10 3 9 8 12 9 15 512 9 1 12 8 9 1 21 8 11 15
21 11 8 4 21 11 14 15 21 6 14 11 21 6 11 4 21 14 6 4
21 12 14 4 21 14 12 15 21 812 4 21 12 8 15 22 14 7 15
2214 5 7 22 513 7 22 13 5 15 22 7 13 15 22 12 14 15
22 512 15 22 12 5 14 2313 5 9 23 5 13 15 23 13 9 15
23 12 5 15 23 9 12 15 23 512 9

Luego de examinar este output, la estructura mapa que contiene los indices de los vértices de

cada elemento final se presenta a continuacién:

9Se omiten saltos de linea por motivos de espacio, cada una de las 48 4-tuplas representa una linea de output.
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ID || Conjunto de Indices
-4 18912
-3 15912
-2 891215
-1 0189
18 0891015
19 028101115
20 39101315
21 46811121415
22 5712131415
23 59121315

Cada uno de los 10 conjuntos encontrados conforman un elemento coesférico final. Aplicando
a cada uno de ellos el comando ghull i se obtiene la definicién de sus caras (y por extension, la
de sus aristas) que permite construir objetos genéricos de tipo Element que los representarﬂ En
esta fase es directo notar la existencia de 4 tetraedros (conjuntos indexados por un valor negativo,
compuestos por 4 vértices cada uno), pero resta reconocer a los otros 6 elementos. Se obtienen 10

elementos genéricos con las siguientes caracteristicas:

ID || N° Vértices || N° Caras || N° Aristas Detalle de sus caras

-4 4 4 6 4 Tridangulos

-3 4 4 6 4 Tridngulos

-2 4 4 6 4 Tridngulos

-1 4 4 6 4 Tridngulos

18 5 5 8 4 Tridngulos, 1 Cuadrilatero
19 6 5 9 2 Tridngulos, 3 Cuadrilateros
20 5 5 8 4 Tridngulos, 1 Cuadrilatero
21 7 7 12 4 Tridngulos, 3 Cuadrilateros
22 6 5 9 2 Tridangulos, 3 Cuadrilateros
23 5 5 4 Tridngulos, 1 Cuadrilatero

4.3.3. Identificacién de elementos finales

Ya se ha determinado la existencia de 10 elementos coesféricos finales en la configuracién Ca7gg
dentro de un cuboide de lados iguales. Falta entonces realizar su identificacién: el clasificador toma

cada elemento genérico Element y retorna cudl es el elemento final respectivo. Como ya se han

10Fste paso se omite pues no aporta mucha informacién sobre el proceso.
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identificado todos los elementos finales en configuraciones 1-irregulares generadas por biseccién, no
apareceran elementos nuevos. El conjunto final de elementos reconocidos por el clasificador resulta

ser:

ID || Elemento coesférico final
-4 || Tetraedro
-3 || Tetraedro
-2 || Tetraedro
-1 || Tetraedro

18 || Pirdmide de base cuadrildtera
19 || Prisma triangular

20 || PirdAmide de base cuadrilatera
21 || Complemento de tetraedro

22 || Prisma triangular

23 || Piramide de base cuadrilatera

4.4. Visualizador

Para apoyar y facilitar el andlisis de la teselaciones se construye una herramienta que permite
visualizar interactivamente los resultados de la teselacién de todas las configuraciones bajo distintos
tamanos del cuboide usado como estructura inicial, indicando ademas cudles son los poliedros que
la conforman. Para desarrollar esta aplicacién grafica se utilizan las herramientas que facilita el
framework Qt y la libreria QGLViewer.

En particular, esta herramienta consta de las siguientes funcionalidades:

= Visualizacién interactiva de la teselacién de una configuraciéon especificada, la cual permite

examinar tanto en conjunto como separadamente los elementos que la componen.
= Visualizacion de los centroides de cada elemento coesférico final.
» Visualizacién de los puntos de Voronoi (circuncentros) de cada elemento coesférico final.
= Controles para modificar el tamano del cuboide base.

= Identificacién del poliedro que representa a cada elemento coesférico final.
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4.4.1. Implementacion

La implementacién se realiza utilizando QtCreator, para definir clases y métodos, y QtDesigner,
para crear la estructura general de la aplicacion. En su mayoria, los componentes de la aplicacion
corresponden a elementos estdndar como checkboxes, o sliders. Sin embargo, un componente que
requiere especial mencién es el que representa a un VisorEl para el cual se utiliza un objeto AppVie-
wer (subclase del objeto QGLViewer), con el fin de personalizar su comportamiento para adecuarlo
a los requerimientos de la aplicacién. En particular, se sobreescribe el método init () para especi-
ficar valores relevantes a la aplicacién (como el estado del mouseTracking, que activo permite hacer
un seguimiento interno de la posicién del cursor dentro del visor) y asignar parametros especiales
de OpenGL (valores de iluminacién y tamanos de puntos y lineas), y el método draw(), donde se
personalizan los pardmetros de dibujo de acuerdo a las opciones incluidas en el visualizador (como
por ejemplo, seleccionar qué dibujar). Ademds, en este objeto se almacena el conjunto de colores
utilizado para dibujar, junto con nombres que los describen, con el fin de identificar a cada elemento

con su color.

4.4.2. Componentes

Es posible dividir la estructura del visualizador en distintas componentes de acuerdo a su funcio-
nalidad. La Figura |21 muestra una visién general de la aplicacién con sus componentes numeradas,

las cuales se describen a continuacion.

Componente 1. Opciones generales

En esta componente se puede seleccionar entre un conjunto de opciones aplicables a la confi-
guracion a dibujar. Se encuentra dividida en dos grupos de opciones separadas por pestanas, las

cuales se pueden ver en la Figura

Componente 1.1. Opciones de visualizacién

Permite especificar opciones generales de visualizacién:

» Activar/desactivar modo Wireframe. Estando desactivado (valor por defecto), los ele-
mentos dibujados son sélidos y la iluminacion estd activa. En caso contrario, las caras de cada

elemento son transparentes y la iluminacién se desactiva. Activar el modo Wireframe permite

1186 usa el termino visor para distinguirlo de “visualizador”, el cual en el contexto de este trabajo se refiere a la

aplicacion en general.
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© © ©® Tessellation's Viewer

Drawing Options:
®vi5ualwzatinﬂ Cuboid's Size
Toggle Wireframe Mode
Draw Centroids (White Points)
Draw Circumcenters (Red Points)
@ Draw Configuration: OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

®

Figura 21: Visualizador de teselaciones y sus componentes.

Visualization | Cuboid's Size: Visualization Cuboid's Size
Toggle Wireframe Mode Width: 1.00
Draw Centroids (White Points) Depth: 1.00
Draw Circumcenters (Red Points) Height: 1.00

Figura 22: Opciones generales.

identificar la ubicacién de los centroides y circuncentros (asumiendo que dichas opciones se

encuentran activas).

» Dibujar/ocultar los centroides de cada elemento, los cuales aparecen como puntos blan-
cos. Activar esta opcion resulta ttil para identificar cudl es el drea de accién que permite
seleccionar un elemento en particular, pues esta area es dependiente de la posicién del cen-
troide. Si el modo Wireframe estd desactivado, activar esta opcién no tiene efecto, pues todos
los centroides estan en el interior de los elementos, siendo estos invisibles si los elementos son

solidos.

» Dibujar/ocultar los circuncentros de cada elemento, los cuales aparecen como puntos
rojos. Activar esta opcién muestra la posicién del circuncentro de cada el elemento, siendo

esto util para examinar si alguno de estos puntos queda en el exterior de la teselacion.

Componente 1.2. Selector de tamano del cuboide base
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Permite especificar el tamano del cuboide base mediante tres controladores (sliders) que
varian el ancho, la profundidad y el alto entre un rango de 1.00 y 5.00, siendo 1.00 el valor por
defecto en cada controlador. El visualizador se actualiza automaticamente con los cambios en esta
seccion. Modificar estos valores resulta de utilidad para identificar, dada una configuracién deter-
minada, los valores limite para los cuales los circuncentros se mantienen dentro de la teselacién, o

para encontrar los valores limite para los cuales el conjunto de elementos de la teselacién varia.

Componente 2. Selector de configuracién

Esta componente contiene un campo de texto el cual permite ingresar el identificador de la
configuracién a visualizar. Ignora cualquier valor que sea distinto de un ntimero entero entre 0 y
4095. El visualizador sélo se actualiza luego de presionar el botén OK, modificando la configuracién

desplegada, pero manteniendo el estado de las opciones.

Componente 3. Visor de configuracién actual

Este pequeno visor contiene una descripcion interactiva de la configuracién activa, mostrando el
cuboide base (representado por sus aristas) y los vértices usados en la teselaciéon. Permite un control
de camara mediante comandos del mouse de tipo “click and drag”: el botén izquierdo permite una
rotacién con respecto al origen de la vista, el botén derecho permite trasladar la posicién de la
cdmara y el botén central (rueda) permite modificar el nivel de zoom. Este visor no cuenta con la
opcién de mouseTracking activa y no es afectado por los cambios en las opciones del visualizador,

a excepcién del cambio de dimensiones, que lo actualiza acorde a los valores especificados.

Componente 4. Visor de teselaciéon actual

La componente principal del visualizador. Este visor despliega a los elementos que componen la
teselacién correspondiente de la configuracién seleccionada. Posee comandos de control de cdmara
idénticos a los del visor de configuraciones. Ademsds, este visor tiene la opcién de mouseTracking
activa, lo que proporciona comandos adicionales. En particular, esto permite que en conjunto con
el objeto CustomManipulatedFrame perteneciente a cada objeto Element, se pueda utilizar la fun-
cionalidad del método checkIfGrabsMouse que otorga la posibilidad de seleccionar un elemento
dibujado (el cual cambia de color para indicar que estd siendo seleccionado) con sélo posar el punte-

ro del mouse sobre el drea de efecto (regién en torno al centroide). Un elemento seleccionado activa
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comandos especiales del mouse de tipo “click and drag”@: el boton izquierdo permite una rotacién
del elemento en torno a su “origen” (asignado como su centroide), mientras que el botén derecho
permite trasladar al elemento por la escena (esto permite aislarlos y examinarlos por separado), por

ultimo, el botén central (rueda) permite desplazar al elemento a través de un eje especifico.

Componente 5. Descripcién de configuracion actual

Esta componente contiene un cuadro de texto no editable en el que se despliega informacién
relacionada con la configuracion representada, como el nimero de elementos que la componen y
la descripcién de éstos. Cada elemento es asociado al color con el que es dibujado (gracias a que
la clase que representa al visor tiene la definicién de los colores usados), con el objetivo de poder

identificarlo en el visor de teselaciones.

La Figura 23] muestra un ejemplo del visualizador en funcionamiento. En el Anexo [C|se encuen-

tran imagenes adicionales, con el visualizador bajo distintas configuraciones y opciones.

© @ ® Tessellation's Viewer

Drawing Options:
Visualization = Cuboid's Size:
Toggle Wireframe Mode
Draw Centroids (White Points)
Draw Circumcenters (Red Points)
Draw Configuration: 12 0K

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

Drawing Configuration: 12

Number of elements in this configuration: 8

Element 1 (Red) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces
Element 2 (Green) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces
Element 3 (Blue) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Figura 23: Visualizador en funcionamiento.

2Fsto se traduce en que, mientras un elemento esté seleccionado, los controles de cdmara con el mouse no estaran

disponibles.
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4.5. Validacién
4.5.1. Determinacién de Clases de Equivalencia

En la seccion se menciona que uno de los resultados recopilados como antecedente es la de-
terminacién de la existencia de 144 clases de equivalencia distintas. En [3], se presentan los conceptos
de clases de equivalencia mediante la siguiente definicién: Dadas dos configuraciones 1-irregulares
c1y co, se dice que pertenecen a la misma clase de equivalencia si ¢; puede ser transformado en cs
mediante rotaciones o reflexiones. En la misma publicacién, y mediante una examinacién exhaustiva
(fuerza bruta) se identificaron 144 clases de equivalencia, pero no hay un registro de cémo estén
conformadas. Por esto, se implementa una solucién que permita validar este resultado y encontrar

el conjunto de configuraciones que compone cada clase de equivalencia.

Se extiende el generador de datos con funciones que permiten rotar una configuracién y reflejarla
en torno a algun eje. Esto permite que para cualquier configuracién sea posible generar todas sus

equivalencias. Finalmente, se procede mediante un enfoque exhaustivo descrito a continuacién:

= Se crea un arreglo de valores booleanos para marcar cuales configuraciones ya fueron proce-

sadas.

= Se revisa cada configuracion secuencialmente: si la configuracién ya fue marcada como pro-
cesada, se continta con la siguiente. En caso contrario, se generan todas sus configuraciones

equivalentes, se almacenan y se marcan como procesadas.

Al terminar este proceso se obtienen 144 conjuntos de configuraciones correspondientes a las

clases de equivalencia. El detalle completo de estos conjuntos se encuentra en el Anexo [B]

Considerando el hecho de que luego de este proceso se han determinado completamente a las
144 clases de equivalencia surge naturalmente la pregunta de por qué no se utilizaron estos resul-
tados en la implementacion de este trabajo. La respuesta es que tanto el algoritmo para encontrar
teselaciones como el visualizador fueron desarrollados considerando el enfoque mas general posible,
pensando en un eventual trabajo futuro. Sin ir m4s lejos, como se verd en la seccién 5] de este trabajo
el algoritmo implementado es perfectamente compatible con configuraciones 1-irregulares generadas

por interseccién.

4.5.2. Otras pruebas y desempeno

Adicionalmente, una forma de validar que las teselaciones generadas esten correctas es com-

parandolas con las teselaciones pre-calculadas usadas por el Generador Q[2], para esto, se examina
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la descripcion de las configuraciones almacenadas y sus particiones respectivas en el cédigo fuente
de la aplicacion verificando que éstas sean exactamente iguales a las teselaciones obtenidas por el

algoritmo.

Con respecto al tiempo computacional de procesamiento, generar las 4096 configuraciones dis-
tintas en una maquina virtual con un procesador de 2.4GHz y 1MB de RAM, toma cerca de 13

segundos.

5. Configuraciones 1-irregulares generadas por Interseccion

En esta seccién se analizan los aspectos relacionados a las configuraciones 1-irregulares generadas
por interseccion, explicando algunas consideraciones adicionales a tener en cuenta, mostrando la
revision de uno de los resultados presentados como antecedente y definiendo el proceso de generacién

de datos.

5.1. Consideraciones adicionales
5.1.1. Puntos extra en las configuraciones

Andlogamente al caso de biseccién (secciénf4.1.1]), también se tienen criterios para agregar puntos
adicionales a las configuraciones generadas por interseccién. Estos criterios son muy similares a los

ya presentados existiendo sdlo pequenas diferencias, como se verd a continuacion:

= Si las 4 aristas que conforman una de las caras del cuboide base presentan puntos de Steiner,
se agrega un punto adicional solamente si el segmento que une a cada par de puntos en
aristas opuestas es perpendicular a dichas aristas. De agregarse, el punto extra se ubica en la

interseccion de los segmentos que unen a cada par de puntos.

= Si se ha agregado un punto extra en todas las caras, se agrega un punto adicional en la

interseccion de los segmentos que unen a cada par de puntos en caras opuestas.

En la Figura [24] se encuentran ejemplos correspondientes a los dos criterios recientemente des-

critos.

Al igual que en las configuraciones por biseccién, la inclusién de estos puntos adicionales no

afecta a la cantidad total de configuraciones posibles.
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Figura 24: Criterios para agregar puntos extra a una configuracién: (a) Punto extra en una cara.
(b) A pesar de que las 4 aristas que conforman una cara tienen un punto de Steiner, el punto extra

no se agrega pues no se cumple el criterio asociado. (c) Punto extra al interior del cuboide.
5.1.2. Igualdad entre configuraciones

Dado que en este tipo de configuraciones los puntos de Steiner pueden aparecer en cualquier
parte de una arista, la cantidad de posiciones disponibles para estos puntos es infinita. Para acotar
el nimero de configuraciones a estudiar, se hace uso de la nocién de igualdad entre configuraciones
definida en [3] y mencionada en la seccién Esto permite enfocarse solamente en las posiciones
relativas de los puntos de Steiner con respecto a sus aristas paralelas. En la Figura 25| se muestran

cuboides 1-irregulares que ejemplifican esta definicion.

s

(a) () (c)

Figura 25: Igualdad entre configuraciones: Los cuboides 1-irregulares (a) y (b) se consideran iguales,
ya que las posiciones relativas de sus puntos de Steiner coinciden. El cuboide (¢) se considera distinto,
pues la posicién relativa del punto en su arista superior izquierda difiere con respecto a la de los

cuboides anteriores.
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5.2. Revision de la cantidad de configuraciones distintas

Como se menciond en la seccién [2.1.2] en [3] se presenta una forma de obtener el total de confi-
guraciones l-irregulares distintas, calculando la cantidad de formas posibles de ubicar puntos en un
conjunto de ejes paralelos y posteriormente elevando el valor obtenido a la cantidad de conjuntos
de ejes paralelos, correspondiente al nimero de dimensiones del espacio estudiado, en este caso 3.
Sin embargo, esta forma de contar es demasiado general, pues considera el hecho de que dados n
ejes paralelos y k puntos ya fijados (n < k), se tienen 2k + 1 posiciones relativas para fijar a un
(k + 1)-ésimo punto: 1 posicién a la izquierda de los k puntos, 1 posicién a la derecha de los k
puntos, k — 1 posiciones intermedias y k posiciones sobre los k puntos. Este resultado no es siempre
cierto, como se ve en la Figura con k = 0 se tiene sélo una posicién relativa (2 x 0+ 1). Asignada
esta posicién (k = 1), se tienen 3 (2 x 1 + 1) posibles posiciones. Posteriormente, con cada una de
estas posibles asignaciones de dos puntos (k = 2) se esperarian 5 (2 x 2+ 1) posiciones relativas por
cada caso, lo cual no se cumple: si los dos primeros puntos se ubican en la misma posicién relativa,
para un tercero sélo habran 3 posibilidades. Las 5 formas esperadas serfan: una a la derecha, una a
la izquierda, una entre ambos puntos, otra en la misma posicion del primer punto y la tltima en la
misma posicién del segundo punto. Resulta evidente que en este caso las 3 ultimas son exactamente

iguales. Esto permite concluir que la cantidad efectiva de configuraciones distintas es menor al valor

presentado.
®
/ / / / / /
e / Ve e e
L]
k=0 k=1 k=2

Figura 26: Distintas formas de ubicar puntos de Steiner. El valor de k indica la cantidad de puntos

que ya se han agregado y los puntos rojos indican posibles posiciones en cada caso.

Para encontrar la cantidad efectiva de configuraciones se generan las 188 posibles formas de po-
sicionar puntos en aristas paralelas, siguiendo la idea presentada en [3]. Naturalmente esto genera

repeticiones, las cuales se eliminan para conseguir finalmente un total de 137 formas, dando como
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resultado la existencia de 1373 = 2.571.353 configuraciones 1-irregulares distintas.

5.3. Generacién de datos

El proceso de obtencién de datos es bastante similar al proceso utilizado para las configuracio-
nes generadas por biseccién (seccién [4.2), la principal diferencia es que en este caso el tamafio del
cuboide base esté fijado con anterioridad como un cuboide de lados iguales. Este proceso se describe

en las secciones siguientes.

5.3.1. Construyendo una configuracion

Para este tipo de configuraciones no se cuenta con una forma directa de identificar a una en
especifico. Como fue mencionado en la seccién [5.2] se sabe cuéles son las 137 formas de ubicar un
conjunto de puntos en aristas paralelas, por lo que para determinar una configuracién basta con
escoger una de estas formas para cada conjunto de aristas paralelas. Sin embargo como ésto sélo
indica una posicién relativa, se debe definir las posiciones reales de cada uno de los puntos. La

convencién a usar es la siguiente:

= Kl primer punto siempre estard ubicado en el punto medio de una arista.

= Si el k-ésimo punto se ubica a la izquierda de los k — 1 anteriores, éste quedara en el punto
medio entre el segmento que une al vértice izquierdo de la arista con el punto ya asignado que
esté mas a la izquierda. Anédlogamente, la posicién a la derecha de los k — 1 puntos anteriores
queda determinada por el punto medio del segmento que une el punto ya asignado mas a la

derecha con el vértice derecho de la arista.

= Si la posicién relativa del k-ésimo punto estd entre dos puntos ya asignados, su posicién real

queda determinada por el punto medio del segmento que une a los dos puntos.

Con las posiciones reales de los puntos ya definidas, y con tres formas distintas de escoger las
posiciones relativas (una para cada conjunto de aristas paralelas) se puede construir la definicién

de la configuracién para ser procesada por el algoritmo que permite encontrar su teselacion.

5.3.2. Algoritmo para encontrar la teselacién de una configuracién

Observando el algoritmo definido en se puede notar que en ningin momento hace uso de

alguna propiedad exclusiva presente en sélo configuraciones generadas por biseccion, por lo que es
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perfectamente aplicable en el contexto de configuraciones generadas por interseccion sin necesidad
de hacer modificacién alguna. Recordar que este algoritmo sélo retorna un conjunto de elementos

aun no identificados, siendo necesario un proceso posterior de clasificacién.

5.3.3. Identificando a los elementos de la particién

El clasificador opera de la misma forma a como lo hace en el caso de configuraciones generadas
por biseccién (seccion [4.2.3)). Ademas de los 24 elementos finales ya identificados (7 elementos base
y 17 adicionales encontrados en el contexto de este trabajo), aparecen 14 elementos adicionales ex-

clusivos a configuraciones generadas por interseccion, cuya descripcion se encuentra en la seccion

5.4. Desempeno

La generacién y procesamiento de las 1373 configuraciones de este tipo toma cerca de 81700
segundos en la misma méquina descrita en [£.5.2] como consecuencia de esto, una implementacién

en paralelo resulta no ser imprescindible.

6. Resultados

En este capitulo se presentan los nuevos elementos co-esféricos encontrados luego de realizar la
experimentacién sobre ambos tipos de configuracién 1l-irregular, ademas de un andlisis sobre los
resultados obtenidos variando el tamafnio de los lados del cuboide para el caso de configuraciones
generadas por biseccién y un resumen sobre la frecuencia de los elementos encontrados en confi-
guraciones generadas por intersecciéon. Todas las figuras presentadas correspondientes a elementos
coesféricos finales se obtuvieron desde el Visualizador, modificando la paleta de colores de la apli-

cacion.

6.1. Elementos coesféricos adicionales identificados en configuraciones 1-irregulares

generadas por biseccion

Como se mencioné en la seccién se han identificado 17 elementos adicionales a los 7 ya
existentes para las teselaciones de un cubo l-irregular. De ser posible, se les asigna un nombre
idoéneo, en caso contrario reciben un nombre genérico. A continuacién se presenta una descripcién

de cada uno de ellos:
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= Piramide Pentagonal: Elemento de 6 vértices, 6 caras y 10 aristas. Se compone de 5 ca-

ras triangulares y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la

Figura

Figura 27: Pirdmide Pentagonal.

» Piramide Hexagonal: Elemento de 7 vértices, 7 caras y 12 aristas. Se compone de 6 caras

triangulares y 1 cara hexagonal. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 28: Piramide Hexagonal.

= Bipiramide Triangular: Elemento de 5 vértices, 6 caras y 9 aristas. Se compone de 6 caras
triangulares. Como su nombre sugiere, corresponde a la unién de dos pirdmides triangulares

(tetraedros). Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura
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Figura 29: Bipiramide Triangular.

= BipiraAmide Cuadrilatera: Elemento de 6 vértices, 8 caras y 12 aristas. Se compone de 8
caras triangulares. Como su nombre sugiere, corresponde a la uniéon de dos piramides de base

cuadrilatera. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 30: Bipiramide Cuadrilatera.

= BipirAmide Pentagonal: Elemento de 7 vértices, 10 caras y 15 aristas. Se compone de
10 caras triangulares. Como su nombre sugiere, corresponde a la unién de dos piramides

pentagonales. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 31: Bipiramide Pentagonal.

» Bipiramide Hexagonal: Elemento de 8 vértices, 12 caras y 18 aristas. Se compone de
12 caras triangulares. Como su nombre sugiere, corresponde a la unién de dos piramides

hexagonales. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura
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Figura 32: Bipiramide Hexagonal.

» Biprisma: Elemento de 8 vértices, 8 caras y 14 aristas. Se compone de 4 caras triangulares
y 4 cuadrildteros. Se puede expresar como dos prismas triangulares unidos de forma cruzada.

Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 33: Biprisma Triangular.

» Elemento genérico #1: Elemento de 6 vértices, 5 caras y 9 aristas. Se compone de 2 caras

triangulares y 3 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

L

Figura 34: Elemento genérico #1.

= Elemento genérico #2: Elemento de 6 vértices, 6 caras y 10 aristas. Se compone de 4 caras

triangulares y 2 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura
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Figura 35: Elemento genérico #2.

= Elemento genérico #3: Elemento de 6 vértices, 7 caras y 11 aristas. Se compone de 6 caras

triangulares y 1 cuadrilatero. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

N

Figura 36: Elemento genérico #3.

= Elemento genérico #4: Elemento de 7 vértices, 7 caras y 12 aristas. Se compone de 5 caras

triangulares, 1 cuadrilatero y 1 pentdgono. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en

la Figura

Figura 37: Elemento genérico #4.

= Elemento genérico #5: Elemento de 7 vértices, 8 caras y 13 aristas. Se compone de 6 caras

triangulares y 2 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura
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Figura 38: Elemento genérico #5.

= Elemento genérico #6: Elemento de 8 vértices, 9 caras y 15 aristas. Se compone de 6 caras

triangulares y 3 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 39: Elemento genérico #6.

= Elemento genérico #7: Elemento de 8 vértices, 10 caras y 16 aristas. Se compone de 8 caras

triangulares y 2 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 40: Elemento genérico #7.

» Elemento genérico #8: Elemento de 8 vértices, 11 caras y 17 aristas. Se compone de 10
caras triangulares y 1 cuadrildtero. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la
Figura
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Figura 41: Elemento genérico #8.

= Elemento genérico #9: Elemento de 9 vértices, 9 caras y 16 aristas. Se compone de 4 caras

triangulares y 5 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 42: Elemento genérico #9.

= Elemento genérico #10: Elemento de 9 vértices, 11 caras y 8 aristas. Se compone de 8 caras

triangulares y 3 cuadrilateros. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 43: Elemento genérico #10.

6.2. Analisis de configuraciones 1-irregulares generadas por biseccion

A continuacion se presenta un resumen de los resultados obtenidos al generar las teselaciones de

todas las configuraciones 1-irregulares y su analisis bajo distintos criterios. Los criterios a considerar
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para construir las teselaciones son:

= Encontrar las teselaciones 6ptimas: Este es simplemente el proceso que se ha realizado
hasta ahora. La teselacion éptima encuentra la menor cantidad de elementos coesféricos para

cada teselacién, maximizando la cantidad de elementos distintos en total.

= Minimizar la cantidad de elementos coesféricos distintos sin agregar aristas in-
ternas: Bajo este criterio se busca reducir la cantidad de elementos finales distintos (pues
puede resultar complicado para un generador de mallas trabajar con una cantidad extensa de
elementos finales), con la condicién de no agregar aristas adicionales a los elementos finales.
Para esto se busca cudles son los elementos finales que es posible separar directamente en dos
o més. Examinando el conjunto de elementos finales (seccién se observa que las bipirami-
des y el biprisma son naturalmente divisibles en dos elementos, y ademas también lo son los
elementos genéricos #5 (separable en un prisma y una piramide de base cuadrildtera), #8
(separable en un prisma y dos pirdmides de base cuadrildtera) y #9 (separable en un cuboide
y una piramide de base cuadrilatera). Un ejemplo de este tipo de separacién se encuentra en

la Figura

Figura 44: Separacién del elemento genérico #9 en dos elementos.

= Minimizar la cantidad de elementos coesféricos distintos agregando aristas inter-
nas: Este criterio incluye las condiciones del criterio anterior y ademas agrega la condicién de
que es posible agregar aristas siempre y cuando esten en el interior de los elementos finales. La
razén de sélo permitir aristas internas es que al agregar aristas externas se puede modificar
la particién exterior de las caras del cuboide base, lo cual no es posible considerando que
estos cuboides estdn inmersos en un contexto correspondiente a una malla geométrica mas
grande (modificar la particién de una de las caras del cuboide provocara una inconsistencia

con el cuboide vecino, forzando a que éste deba ser modificado también). Bajo este criterio,
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son separables los elementos genéricos #3 (una arista interna produce dos tetraedros y una
pirdmide de base cuadrildtera), #6 (una arista interna produce dos tetraedros y un comple-
mento de tetraedro) y #7 (dos aristas internas producen dos tetraedros, una pirdmide de base
cuadrildtera y un prisma deformado). Un ejemplo de este tipo de separacién se encuentra en
la Figura

7

] 7

Figura 45: Separacién del elemento genérico #6 en tres elementos, agregando una arista interna

(azul).

Estos criterios se aplican sobre tres casos de estudio correspondientes a distintos tamanos del

cuboide base:

= Cuboide de dimensiones a = b = c: El cubo l-irregular aparece naturalmente en los octree

estandar, siendo este método utilizado por la mayor parte de los generadores de mallas.

= Cuboide de dimensiones 4a = 2b = c: Este corresponde a un ejemplo de un cuboide

representativo de generadores de malla que no usan sélo cubos, como el Generador 2.

= Cuboide de dimensiones a2 = b = ¢: Se ha demostrado en [J] que cualquier cuboide
1-irregular dentro de estas dimensiones puede ser teselado sin problemas para el método de

voliimenes finitos.

Para cada caso se obtiene la frecuencia con que aparece cada elemento distinto.
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6.2.1. Caso A: Cuboide de dimensiones a =b=—¢

Primer criterio, teselaciones éptimas: Se observa un total de 24 elementos coesféricos finales

distintos, cuyas frecuencias se distribuyen de la siguiente forma:

Elemento Frecuencia
Cuboide 195
Tetraedro 18.450
Pirdmide de base cuadrilatera 11.718
Prisma Triangular 3.720
Complemento de Tetraedro 992
Prisma Deformado 396
Complemento de Tetraedro deformado 144
Piramide Pentagonal 384
Pirdmide Hexagonal 56
Bipirdmide Triangular 240
Bipirdmide Cuadrilatera 272
Bipirdmide Pentagonal 192
Bipirdmide Hexagonal 36
Biprisma Triangular 6
Genérico #1 12
Genérico #2 96
Genérico #3 48
Genérico #4 48
Genérico #5 120
Genérico #6 24
Genérico #7 48
Genérico #8 48
Genérico #9 6
Genérico #10 8
Total 37.259

De estos datos se observa que los elementos mé&s representados corresponden a tetraedros
y pirdmides de base cuadrildtera (~49,5% y ~31,5% del total de elementos, respectivamente).

Ademis, el conjunto de 7 elementos coesféricos inicial representa un ~95,6 % del total.
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Segundo criterio, minimizacién sin adiciéon de aristas internas:

tos coesféricos finales distintos se reduce a 16, cuyas frecuencias se distribuyen de la siguiente forma:

La cantidad de elemen-

Elemento Frecuencia
Cuboide 201
Tetraedro 18.930
Pirdmide de base cuadrilatera 12.484
Prisma Triangular 3.900
Complemento de Tetraedro 992
Prisma Deformado 396
Complemento de Tetraedro deformado 144
Pirdmide Pentagonal 768
Piramide Hexagonal 128
Genérico #1 12
Genérico #2 96
Genérico #3 48
Genérico #4 48
Genérico #6 24
Genérico #7 48
Genérico #10 8
Total 38.227

Nuevamente, los elementos mas representados corresponden a tetraedros y piramides de base
cuadrildtera (~49,5 % y ~32,7 % del total de elementos, respectivamente). El conjunto de 7 elemen-

tos coesféricos inicial representa un ~96,9 % del total.

Tercer criterio, minimizacién permitiendo adicién de aristas internas: Finalmente, la
cantidad de elementos coesféricos finales distintos se reduce a 13, cuyas frecuencias se distribuyen

de la siguiente forma:

Elemento Frecuencia
Cuboide 201
Tetraedro 19.170
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Piramide de base cuadrilatera 12.580
Prisma Triangular 3.900
Complemento de Tetraedro 1.016
Prisma Deformado 444
Complemento de Tetraedro deformado 144
Pirdmide Pentagonal 768
Piramide Hexagonal 128
Genérico #1 12
Genérico #2 96
Genérico #4 48
Genérico #10 8
Total 38.515

Los elementos més representados corresponden a tetraedros y piramides de base cuadrilatera
(~49,8% y ~32,7% del total de elementos, respectivamente). El conjunto de 7 elementos coesféricos

inicial representa un ~97,2 % del total.

6.2.2. Caso B: Cuboide de dimensiones 4a = 2b = ¢

Primer criterio, teselaciones optimas: Bajo estas condiciones, aparecen sélo 6 elementos

coesféricos finales distintos, cuyas frecuencias se distribuyen de la siguiente forma:

Elemento Frecuencia
Cuboide 103
Tetraedro 29.118
Pirdmide de base cuadrildtera 12.620
Prisma Triangular 3.120
Complemento de Tetraedro 536
Prisma Deformado 84
Total 45.581

De estos datos se observa que los elementos mas representados corresponden a tetraedros y

piramides de base cuadrildtera, sumando entre ambos més del 90% del total de los elementos
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(~63,9 % de tetraedros y ~27,7% de pirdmides de base cuadrilatera).

Dado que no aparecen elementos separables bajo ninguno de los dos criterios restantes la distri-

bucién de elementos no varia, por lo que no se muestran los resultados asociados.

6.2.3.

Primer criterio, teselaciones 6ptimas:

Caso C: Cuboide de dimensiones a2 =b = ¢

En este caso de estudio se identifica un total de 10

elementos coesféricos finales distintos, cuyas frecuencias se distribuyen de la siguiente forma:

Elemento Frecuencia
Cuboide 199
Tetraedro 25.252
Piramide de base cuadrilatera 12.300
Prisma Triangular 3.780
Complemento de Tetraedro 1,008
Prisma Deformado 284
Bipiramide Triangular 128
Bipirdmide Cuadrildtera 52
Genérico #2 16
Genérico #5 16
Total 43.035

Los elementos més representados corresponden a tetraedros y pirdamides de base cuadrilatera

(~58,7% y ~28,6 % del total de elementos, respectivamente). Ademds, el conjunto de 7 elementos

coesféricos inicial representa un ~99,5 % del total.

Segundo criterio, minimizacién sin adicién de aristas internas:

La cantidad de elementos

coesféricos finales distintos se reduce a 7, cuyas frecuencias se distribuyen de la siguiente forma:

Elemento

Frecuencia
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Cuboide 199
Tetraedro 25.508
Pirdmide de base cuadrilétera 12.420
Prisma Triangular 3.796
Complemento de Tetraedro 1,008
Prisma Deformado 284
Genérico #2 16
Total 43.231

Nuevamente, los elementos mas representados corresponden a tetraedros y piramides de base
cuadrilatera (~59,0 % y ~28,7 % del total de elementos, respectivamente). Sélo aparecen 6 de los 7

elementos coesféricos inicial, representados por un ~99,96 % del total.

Dado que este conjunto de 7 elementos no es separable bajo el tercer criterio se omiten estos

resultados, pues la distribucién de elementos no varia.

6.3. Calidad de las particiones generadas por biseccion

Como parte de los resultados se estudia si las particiones generadas cumplen con el requerimiento
para ser utilizado en el contexto del método de volimenes finitos. Para esto se requiere que el cir-
cuncentro de cada elemento final se encuentre contenido dentro del cuboide base de la configuracion
1-irregular (se acepta que el circuncentro esté fuera del elemento correspondiente, siempre que no

salga del cuboide). Esto es para poder resolver el problema localmente para cada cuboide 1-irregular.

El andlisis de calidad se realiza sobre los mismos tamanos base estudiados en la seccién

obteniendo los siguientes resultados:

6.3.1. Caso A: Cuboide de dimensiones a =b=—¢

En este caso se observa que los circuncentros de todos los elementos se encuentran al inte-
rior del cuboide base para las 4096 configuraciones, por lo que todas las configuraciones producen

teselaciones vélidas para usar con el método de voliimenes finitos.
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6.3.2. Caso B: Cuboide de dimensiones 4a = 2b = ¢

Observando las proporciones de este cuboide, se puede intuir que no corresponden a las de un
caso ideal (el cuboide es demasiado “estirado”). Efectivamente, s6lo 132 configuraciones producen
teselaciones vélidas. De las 3964 restantes: 347 tienen un circuncentro fuera, 739 tienen dos, 657

tienen 3, 1208 tienen cuatro, 599 tienen cinco y 414 tienen seis.

6.3.3. Caso C: Cuboide de dimensiones a2 =b = ¢

Al igual que en el Caso A, se encuentra que todas las configuraciones producen teselaciones
vélidas para el método de volimenes finitos, verificando el resultado presentado en [9]. Sin embargo,
en este caso existen configuraciones que contienen elementos cuyo circuncentro se ubica sobre el

borde del cuboide base.

6.4. Elementos coesféricos adicionales identificados en configuraciones 1-irregulares

generadas por interseccion

A continuacion se presentan las descripciones de los 14 elementos coesféricos finales encontrados
en configuraciones generadas por interseccién. Para obtener las figuras correspondientes, se modifica

el Visualizador para dibujar exclusivamente una configuracién en particular.

s Elemento genérico #11: Elemento de 7 vértices, 6 caras y 11 aristas. Se compone de 2
caras triangulares y 4 caras cuadrildteras. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en
la Figura

Figura 46: Elemento genérico #11.

= Elemento genérico #12: Elemento de 7 vértices, 6 caras y 11 aristas. Se compone de 3
caras triangulares, 2 caras cuadrildteras y una cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento

se puede apreciar en la Figura [47]
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Figura 47: Elemento genérico #12.

= Elemento genérico #13: Elemento de 7 vértices, 7 caras y 12 aristas. Se compone de 4
caras triangulares y 3 caras cuadrildteras. Un Complemento de Cuboide cumple con esta
descripcién, pero se considera un elemento distinto ya que se explicita el hecho de que sus
caras cuadrildteras son rectangulares. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la
Figura

Figura 48: Elemento genérico #13.

= Elemento genérico #14: Elemento de 7 vértices, 8 caras y 13 aristas. Se compone de 7

caras triangulares y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la
Figura [49]

Figura 49: Elemento genérico #14.

= Elemento genérico #15: Elemento de 7 vértices, 9 caras y 14 aristas. Se compone de 8

caras triangulares y 1 cara cuadrilatera. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en la
Figura
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Figura 50: Elemento genérico #15.

= Elemento genérico #16: Elemento de 8 vértices, 6 caras y 12 aristas. Se compone de 2
caras triangulares, 2 caras cuadrilateras y 2 caras pentagonales. Un ejemplo de este elemento

se puede apreciar en la Figura [51]

Figura 51: Elemento genérico #16.

» Elemento genérico #17: Elemento de 8 vértices, 6 caras y 12 aristas. Se compone de 6
caras cuadrilateras. Si bien un Cuboide cumple con esta descripcién, se considera un elemento
distinto ya que se hace explicito el hecho de que sus caras cuadrilateras son rectangulos. Un

ejemplo de este elemento se puede apreciar en la Figura

Figura 52: Elemento genérico #17.
= Elemento genérico #18: Elemento de 8 vértices, 7 caras y 13 aristas. Se compone de 4
caras triangulares, 2 caras cuadrildteras y 1 cara hexagonal. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura
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Figura 53: Elemento genérico #18.
= Elemento genérico #19: Elemento de 8 vértices, 8 caras y 14 aristas. Se compone de 5

caras triangulares, 2 caras cuadrilateras y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura

Figura 54: Elemento genérico #19.

= Elemento genérico #20: Elemento de 8 vértices, 9 caras y 15 aristas. Se compone de 7
caras triangulares, 1 cara cuadrildtera y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura

Figura 55: Elemento genérico #20.

= Elemento genérico #21: Elemento de 9 vértices, 8 caras y 15 aristas. Se compone de 3
caras triangulares, 4 caras cuadrilateras y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura
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Figura 56: Elemento genérico #21.

= Elemento genérico #22: Elemento de 9 vértices, 8 caras y 15 aristas. Se compone de 4 caras
triangulares, 3 caras cuadrilateras y 1 cara hexagonal. En la Figura [57] se puede apreciar un
ejemplo de este elemento, el cual corresponde al poliedro conocido como Cupula Triangular.
Sin embargo, como no se asegura que todos los elementos encontrados de este tipo cumplen
con el hecho de que la cara hexagonal es paralela a una de las caras triangulares, se decide

mantener la denominacién de este elemento como genérico.

Figura 57: Elemento genérico #22.

= Elemento genérico #23: Elemento de 9 vértices, 9 caras y 13 aristas. Se compone de 5
caras triangulares, 3 caras cuadrilateras y 1 cara pentagonal. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura

Figura 58: Elemento genérico #23.
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= Elemento genérico #24: Elemento de 6 vértices, 6 caras y 10 aristas. Se compone de 6
caras triangulares, 1 cara cuadrildtera y 2 caras pentagonales. Un ejemplo de este elemento se

puede apreciar en la Figura

Figura 59: Elemento genérico #24.

6.5. Resumen de configuraciones l-irregulares generadas por interseccion

A continuacion se presenta un resumen de los resultados obtenidos al generar las teselaciones

de todas las configuraciones 1-irregulares sobre un cuboide de lados iguales:

Elemento Frecuencia
Cuboide 531
Tetraedro 39.590.100
Piramide de base cuadrilatera 5.200.926
Prisma Triangular 184.374
Complemento de Tetraedro 11.220
Prisma Deformado 84.200
Complemento de Tetraedro deformado 14.701
Pirdmide Pentagonal 171.838
Piramide Hexagonal 7.353
Bipirdmide Triangular 625.447
Bipirdmide Cuadrildtera 139.851
Bipiramide Pentagonal 25.686
Bipirdmide Hexagonal 1.755
Biprisma 148
Genérico #1 61.044
Genérico #2 186.594
Genérico #3 94.020
Genérico #4 28.218
Genérico #5 28.028
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Genérico #6 58
Genérico #7 1.881
Genérico #8 2.340
Genérico #9 6
Genérico #10 108
Genérico #11 6.236
Genérico #12 9.288
Genérico #13 3.972
Genérico #14 874
Genérico #15 4.966
Genérico #16 146
Genérico #17 204
Genérico #18 1.361
Genérico #19 4.033
Genérico #20 197
Genérico #21 42
Genérico #22 214
Genérico #23 4
Genérico #24 6
Total 46.491.970

Siguiendo la tendencia observada en las configuraciones l-irregulares generadas por biseccién,
se tiene que los elementos més representados corresponden a tetraedros y pirdmides de base cua-
drildtera (~85,15% y ~11,19 % del total de elementos respectivamente, correspondientes a mas del
96 %). El conjunto de 7 elementos inicial representa un ~96,98 %, mientras que el conjunto de 24 ele-
mentos encontrados en configuraciones generadas por biseccién abarca un ~99,93 %. Finalmente, se
tiene que los elementos que aparecen exclusivamente en configuraciones generadas por interseccion

corresponden sélo a un ~0,07 % del total.
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7. Conclusiones y Trabajo futuro

En este trabajo, se desarrollaron dos herramientas, un generador de datos y un visualizador,
que permiten el estudio de teselaciones de Delanay sobre cuboides 1-irregulares generados tanto por

refinamiento basado en biseccién como interseccion.

Para el generador de datos, se disenid y construyé un algoritmo que permite encontrar la parti-
cién en elementos finales coesféricos de cualquier configuracion, especificando sus dimensiones y las
posiciones de sus puntos de Steiner. Esto permite la identificacion de todos los elementos coesféri-
cos finales que pueden aparecer: 24 elementos finales en configuraciones generadas por biseccién,

nimero que es extendido a 38 en configuraciones generadas por interseccién.

Fl visualizador implementado permite un estudio en detalle de las configuraciones 1-irregulares
generadas por biseccién, permitiendo especificar una configuracién en especifico bajo distintas di-
mensiones del cuboide base y distintas opciones de visualizacién, como examinar la particién resul-
tante en modo wireframe y las posiciones de los centroides y circuncentros de cada elemento. Para
esto se desarrollé una interfaz que incluye cinco componentes principales que permiten controlar el

comportamiento de la aplicacién y el despliegue de las configuraciones y sus teselaciones.

Usando el generador de datos, obtuvieron estadisticas asociadas a las particiones de todas las
configuraciones bajo los distintos enfoques (biseccién e interseccién), encontrandose algunos resul-

tados interesantes:

» Dos de las proporciones estudiadas (cuboide de lados iguales y cuboide de lados a\ﬂ2) =
b = ¢) en configuraciones l-irregulares de tipo biseccién generan teselaciones 6ptimas para ser
utilizadas por el método de volumenes finitos. En particular los resultados encontrados para
un cubo hacen que un generador de mallas basado en octrees sea un candidato perfecto para

ser integrado con el algoritmo desarrollado.

= Considerando los criterios establecidos para reducir el niimero de elementos coesféricos finales
sobre configuraciones l-irregulares generadas por biseccién se tiene que, para un cuboide de
lados iguales, los 24 elementos finales distintos se reducen a 16 si se permite la descomposicién
directa de elementos coesféricos en dos o més, y a 13 si ademads se permite la agregacién de
aristas internas. Para las otras proporciones estudiadas el impacto es menor: el conjunto de
elementos finales para un cuboide de proporciones av/2 = b = ¢ se reduce de 10 a 7 al permitir
descomposicion directa, cantidad que no se ve afectada al incluir aristas internas, mientras que
el conjunto de 6 elementos finales para un cuboide de proporciones 4a = 2b = ¢ es imposible

de reducir.
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= Considerando la totalidad de las configuraciones 1-irregulares sobre un cuboide de lados igua-
les, se tiene que los 7 elementos originales representan mas del 95% de los elementos en el
caso de configuraciones generadas por biseccién, y cerca del 97 % de los elementos en el caso

de configuraciones generadas por interseccion.

= Si bien existen 14 elementos finales adicionales en configuraciones de tipo intersecciéon, estos
sélo representan menos del 0,07 % del total de elementos, haciendo que la inclusién de estos
elementos como finales en el contexto de un generador de mallas sea un esfuerzo que puede
no valer la pena, considerando que se aumenta el conjunto de elementos finales en un ~58 %
(de 24 a 38).

En cuanto al trabajo a futuro, existen al menos tres lineas de accién:

= Incorporar las configuraciones l-irregulares generadas por interseccion al visualizador. Dado
que el algoritmo de generacién de teselaciones y los métodos de dibujo fueron implementados de
forma que sean independientes del tipo de configuracién 1-irregular, incorporar esta extensién
no requiere un redisefio general de la aplicacién, tan sélo basta con definir una forma de
identificar a cada configuracién. Una propuesta es indicar los puntos de Steiner directamente

sobre el visor de configuraciones del Visualizador.

= Incorporar el algoritmo desarrollado al Generador de Mallas 2. Dado que el algoritmo es
independiente de la especificacién de una configuracion irregular, es posible aplicarlo incluso
sobre un conjunto de puntos arbitrarios. En particular, este conjunto puede estar compuesto
por la descripcién de la geometria del objeto a modelar, diferenciandose de un enfoque ba-
sado en octrees. Sin embargo, este proceso no puede ser aplicado directamente, pues existen
consideraciones adicionales a tener en cuenta, como la regiones que delimitan las zonas de dis-
tinto material de la geometria, pues alli si es necesario que los circuncentros de los elementos

ubicados al borde de estas regiones estén dentro de la zona que los contiene.

= Realizar un estudio exhaustivo sobre las teselaciones posibles de las configuraciones 1-irregulares
generadas por biseccién: se tiene una cota superior para la cantidad de teselaciones de una
configuracién (recordando que una configuracién se puede teselar de distintas formas depen-
diendo de las proporciones del cuboide base), y una forma de generar la teselacién de cualquier
configuracién bajo distintos tamanos de las aristas del cuboide base. Pero se desconoce cudles
son las proporciones que generan distintas teselaciones. Encontrar estas proporciones permi-

tird caracterizar completamente a este tipo de configuraciones.
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B. Anexo: Clases de equivalencia de configuraciones 1-irregulares

generadas por biseccién

ID | Configuraciones en la clase de equivalencia

001 | Cy

002 | C1 Cg Ci6 C2 Cpg Cy C32 Cs12 Crag Cro24 Caoas Case

003 | C5 Cy Cag C1g Csp Cs C33 Cra0 Ces Cs Cao Csas Crisz Csorz Casoa Czsa C2112 Caso Cieo
C1536 C320 C132 Cro56 Cas60

004 | C7 Cy1 Cs3 Csz Crisa Csssa Cases Csss

005 | Cio Cr7 Cs76 Ces C36 Chaa Casg Crag Crosz Caoa Cr2s0 Ca176

006 | C11 Co5 Ca6 Crg9 Cs92 Cro C37 Css2 C22 Chsz Crosa Caste Craos Cs200 Czsas C2432 Copaa
C324 C16a Crses Cas2 Cre1 Cr5aa Cor2s

007 | C12 Cug Cr14 Ces Carz2 Cr30 Cro2s Ca0s6 Cass Coao Cross Caos2 Cra Cao Cs4 Cs13 Cres Crgz
C1o2s C20s0 Cas7 C136 Cro40 C2050

008 | C13 Cs6 Cs30 Cor C336 Cr3a Cros7 Cases Cate Creea C3136 C2308 Css Caz Cs5 Cs21 Cagie
Cus Cr156 C3104 Cas1 Cres Crs52 Ca114

009 | C14 Cag Cs22 Cg1 Cs78 Csg Cas Cse0 Co74 C131 Cr033 Coor2 C1312 C26ss Cr344 Co2180 Cra

Ca1 Ca2 Cs29 Cg3z Crgs Cro60 Casg2 Casg Cr3r Croas Caos6 Cr792 Ca240 Craga C2208 Cssa

Cga C3s Csa5 Caz06 C385 Cri60 C30s8 Cie00 Co116 C292 Cor2 C3s6 Cris3 C3080 C2320
010 | C15 Cs7 Cs38 Csz Cs94 C71 Cas Cseg C33s Cr35 Croes Cossa Craao C3712 C3392 Caa3e Cop

Ca3 Cy3 Cs37 Cagso Cuas2 Criss C3616 C263 Creo Cise0 C2130 C3840 C2496 Cra12 C3232 Ceoo

Cse C39 Css3 C2370 C3s9 C1192 C3600 Cs6as C2sr2 Cazo Cre96 C90 Cr1ss Css92 Cassa

011 | Ca7 Cap40 C326 Cr65 Crs76 C3a56

012 | Cag C50 Cs15 C73 Casez Cs21 Crao Cror2 Care Cie2 Ciszr C2120 Casze Csos Cr216 Cso76 Crsa
C194 Cro29 Ca0ss C2054 Cagg Ceas Cri04

013 | C29 Css Cs31 Cr5 Casrs Cs23 Cra1 Croso C340 Cres Crs69 C2632 C2464 Cro20 Cs264 Cs332 Cso

C3p Cs1 Cs23 Cogza Cuso Crist C3112 Cs25 Cira Cisga Cosas Cagaa Clrara Cz0a Cs360 C2136

Cars Cr63 Clsa5 C2118 C293 Ceso Cie16 C3152 Caszio Carr Crer2 Cros Crosr Caso0 Csas

014 | C31 Cs9 Cs39 Co1 Coea2 C327 Cr73 Crs92 Cs42 Crer Cismr C26as Czass Czg6s C3520 C3460
Cas96 Cus4 Cr189 C3624 C2374 Cy21 Cr704 C3664

015 | Cye Cs61 Csge Css Cazaz C3s7 Cr161 C3096 C1316 C2720 Crss6 Co244

016 | Ca7 Cs69 Coo2 Csr Casse C391 Cr193 C360s Craaa C3744 C3904 Ca500

017 | Cs2 Csa6 Cs77 Cr6 C2058 Cor3 C138 Croa1 C2068 C290 Cea1 Cro96 Co0s4 Csoo Croa Cro92 Cr296
Ca178 Cr281 Co184 Clr93 Crose Ca096 Crro

018 | Cs3 Cs54 Cs93 Crg C2074 Cors Cr3g Croag Co132 Caga Cerz Creos C2212 Crs2a Cors Caas

C3344 C2434 Clraog C3208 C197 Cro6s C260s8 Cs3a
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019

Cs4 Csa7 Csg5 Coa Car22 Corr Crro Cissz Caoro Cag1 Ceag Critz Cs108 Casas Coso Cr220 Csrg
C77 Ceo Cse2 Cr3e0 Coa182 C1313 C2696 Cr95 C1037 C2104 Cr6 Cr728 C3140 C2340 Co28 Cas70

C337 Cra2 Chrorz C2324 Ca18 Crees C3144 Cigos Ca2a2 Cr285 Ca216 Caag Cri6a C3120 Cogisg

020

Cs5 Css5 Ceo1 Coa C2138 Carg C171 Cise1 C2134 Cags Ces1 Cre24 C3236 C3s72 C3008 Clate
Cs95 Cr9 Cs1 Cs70 C3408 Coaa3z Craa1 Czr20 Cr99 Crose Cas16 Csso C3rre C3396 C2a68 Clo52
Casg6 C339 Cra3 Cros1 Cazss Ca22 Clregr Czes6 Czsse Coags Cra13 Cs240 Cass Crigs C3632

Cosso

021

Co2 Csp3 Csg7 Coz Ca63a C341 Cr7a Cisgs Cazae Car9 Crerz Cs160 C3364 Cog76 Cro84 C3268

Cig72 Ca246 C1317 C2728 Cas1 Cri6s C3128 Cs34

022

Cs3 Cs71 Ceo3 Cos Cags0 C343 Cr7s Crs93 Ca3g0 Ca23 Crros Cse72 C3492 Canoo Caozz C3524

C3920 Cas02 Claas C3752 Cass Cr197 Caea0 C2s9s

023

Cos Cs16 C264 Cra4a Cr026 C2049

024

Co7 Cs24 Cr12 Cs18 Cago Clras Crozr Caos7 C2113 Cass Cire Ciszs Ceaa Cr120 Casea C3s2
Cs32 Cog Cs17 Croa C307a Ca305 C392 Cri6s Cras Cross Coser C328 Co144 Crra Co24 Clsag

Cro42 Coo51 Cass C152 Caog C1030 C2081 C776 Ca312 Caoo Crisa C3073 C2053 C296 Ces6 C1090

025

Cog9 Cs25 Cr20 Cs34 C344 C150 Cro59 Caseg C2115 Casg Ciga Cissa Crees C3168 C2s20 Cago

C3138 Ca309 Ca24 Cieso Casa Criss C3105 Cagoa

026

C100 Cs48 Ceos Css0 Cass Cras Cro3a Cao65 Crs2 Co177 Class C2192

027

Cho1 Cs56 Ce2a Csga Caga Crar Crozs Caor3 C2129 Coro Ci77 Cisas Core Creszz Cos2s Csse
Cs96 C102 Cs49 Ce16 C3330 Ca433 Cra16 C3216 Crag Croee Cosrr C330 Caes6 Csze Co2s Cisro
Cro50 C2067 Cas7 Ci53 Cazse Crase C2209 Cigoo C3336 C2448 Craio Cs201 Co181 Ciz20 Coroa

Ci346

028

C103 Cs57 Ce32 Cs9s C3a6 C151 Croer Casgs C2131 Car1 Ciss Cise2 Ciroo C3680 Cogga Casa

C3394 C2437 Claag C3728 Cos12 Cra14 C3233 C3848

029

Cio5 Cs40 Cr14 Cs19 Cr92 Co19 Cro31 C20s9 C2369 C396 C1200 C3586 Cooo Cr248 C3588 Ca400

C104 Cr186 C3585 C2376 Cr106 C2055 C297 Coe4

030

Cho6 Cs33 Cgap Ca12 Cro62 Cas93 C2307 C393 C1176 C3090 C1796 C2272 Cs26 C113 Cle02 Co117

C300 Cess Can2 Cr155 C3081 C2328 C1376 Cog92

031

Cro7 Csa1 Cr22 Cs35 Cgse Ca14 Cro63 Ca601 Ca371 C397 C1208 C3602 C1924 C3296 C3844 Co528
Cs42 Ci15 Csa7 Cr21 Cs650 Ca373 Cazg Cir12 Caos Cris7 C3593 Cazgz C3424 Co94s Cisoa Car16

Ci618 C2119 C301 Ce96 Cass Cr159 C3113 Casa0 Cagss Cass Cr190 C3617 Ca311 Cazs Cress C3154

032

Cros Cs64 Ce10 Csg1 C778 Ca09 Cro3s C2097 C2321 C394 Cri69 C30s2 Cgos C736 Cre04 Co148
Css3 C116 Cs50 Ce09 C1794 Ca241 C1292 Ca224 Cup1 Cri62 C3089 Ca314 Cgea Cr08 Cri24 Cosg6
Cr098 C2069 Ca98 Ces7 Ca194 Cr2s3 Co185 C1304 Ci352 C2196 C1314 C26s9 Co2179 Cr289 C2200

Cr298
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033

Cro9 Cs72 Ce26 Css3 Croa Co11 Cro39 C2105 Ca3ss C398 Cr201 C3594 Co32 Crreo C3652 Co404
Cs04 C118 Cs51 Ce17 U342 C2497 Cra20 C3248 Cao5 Cr194 C3601 Ca37s Cag12 Cops Cras2 C3620
Cr114 Coo71 Cag9 Cees Caasg Cragr Cao17 Cigie C3400 C2as52 Craaz C3713 Ca183 Ciza1 Cariz

Ci362

034

C110 Cs65 Ce18 Cs97 Cgaa Ca13 Clroro0 Casog C2323 C395 Cri77 C3008 Clrsas Corga Cliseo Co27e
Cs90 Cr17 Css8 Ceas Crgss C2245 C1324 C2736 Ca03 Clrie3 C3097 C2330 Crsss Cars6 C3z0 C2724
Ci610 C2133 C302 Cegg Caasp Cra11 C3209 C3352 Cigea Caze0 Ciziz Cara1 Coazs Crarr Cazoa

C3346

035

C111 Cs73 Cg34 Csg9 Cgsg Ca15 Cro71 Cas17 Ca3gr C399 C1209 C3610 C1956 C3808 C3908 C2532
Coo6 C119 Cs59 Cs33 C3906 Cas01 Cras2 C3760 Ca07 C1195 C3609 C2394 C3936 C3012 C1508 C3748
Cie26 C2135 C303 Cogr Casra Crais Cs241 Czgea Cs912 Casi6 Craae Czra5 Coazg Craag Csr3e

Cs410

036

C123 Cs43 Co904 Caro Cr191 C3625 Ca37s Ca29 Cr720 C3666 C3972 C'3552

037

C124 Cse6 Cs11 Cs39 Cagas Caes Cr166 C3121 Ca3as Cazs Cres1 C3146 Cagsa Cog2 Ci732 C3172

C1g10 C2243 Cl293 C2232 Ca198 C1315 Caser Cl3es

038

Ci25 Cs74 Cea7 Cs91 Cagaz Casr Crie7 C3129 Ca3ge Cazo Cr713 C3658 C2080 C2016 C3780 C3428
Cs05 Cr26 Cse7 Ce19 Csgss C2499 Cra21 C3256 Casg Cr19s C3633 C2sgo C3040 Cross C3300 C3876
Cs162 Caz27 Cua7 Cregg Caze2 Ci319 Cor29 Cisgo Csa16 Coasa Craaz Czra1 Cooar Ci32s Coras

Cig74

039

Cr27 Cs75 Ce3s Ceor Ca906 Car1 Cr199 C36a1 Ca391 Ca31 Crr21 C3674 Ca004 Caoes Caoze C3556

C3922 C2503 C1as53 C3763 C2518 Craar C3753 C3928

040

C1s4 Cro43 C2059 Cag1 Casas C332 Clrgo Cis70 C774 Ca25 Clsas Caie0 C3329 Coaa0 Craza C3202

C720 Cro94 Ca085 Cgog C354 Ceas Cri2s Casgo

041

C1s5 Cros1 Coo7s Cagg Casa1 Cz34 Cig1 Cisrs Cszs Cazg Clsgo Casra Csa57 C3aea Ca72 C3a58

Car68 C1350 C2213 Cis32 Css8 Ce77 Clreao Co6aa

042

C1s6 Cro74 Casez C329 C788 Cao6 C541 Co152 Ca337 Coos Cr232 C3078 C2121 Caga Ci7s Cls3g

Co12 C1218 C3077 C2344 C353 Ces2 Cri36 C2s66

043

Cis7 Cro82 Cas79 C331 Cgs2 Ca3p Crs73 Casea Coses Croag Czago C3334 Co137 Cage Cirg Crsar

C2960 Cra7a C3205 C3368 C357 Cega Clreas C2630

044

C1s8 Crors Cas71 C345 Cagar C333 Clgs Cisge Cro0 C227 Clsag Caies C3361 C2952 Clrass C3206
C2123 Cags Cige Ciss5 Coare Cr222 C3109 Cagse U355 Ces3 Cr144 Casga Cr936 C3266 C3333 Coaro

Cap33 C348 C12 Cs71 Cag2 Cag1 Crere C3184 Cr744 C3142 C2341 Coze Cag2 Creeo C3176 C2s36

045

C1s9 Cros3 C2s87 C347 Coga3 C335 Clrgg Cis9a Cgsa C231 Crsgt Casso C3489 C3976 C3536 C3462
C2139 Cag7r Cigr Cis63 C3024 Crars C3237 Cssgo O350 Cess Crese Coeas C3984 C3522 C3461
C3496 Ca6a9 C350 Cis3 Cis79 Cagse Cass Crros Cze96 C3792 C3398 Caaee Cro60 Cass Crro1

C3638 C2900

046

Cr90 C1587 C2635 C349 Cagsg Cugs Clrerr C3192 C3365 Cagga Ca00o0 C3270
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047

Cr91 Cis95 Caes1 C351 Cago2 Cagr Crro9 C3704 C3493 Caoos Canag C3526

048

C200 C1044 C2082 Cr69 Ca060 C304 Coa2 Closy

049

Ca01 Cro52 Ca09s C771 C785 Ca02 Croa5 Ca090 Cg33 Co0a Cro76 Cas9a Cror Clra2a C3092 Co33s
C2076 C306 Csa3 Cro97 Cas90 C1345 Ca188 Cr328 C308 Ce7a Cr601 C2124 Ca352 Cos Cr217 C3084

C1105 Ca062 C305 Ces0 Cro6 C1093 C2092 Cs16 Ca248 C1300 C2210 C1793 Co086 Cso1 Cr12 Crios

050

C203 C1053 C2106 Crs7 Csag Ca06 Cro77 Cas02 Cs35 C205 Crosa Cogio Cro21 Czarz U334 Coses
Cao7s C307 Ces1 C1113 Carsa Ci3a9 C2220 Cigao C310 Cers Creo9 C2140 C3376 C2946 Crars
C3212 C1617 Ca126 C309 Ces2 Cos2 Cr221 C3116 Cages Careo Ci3ea Cao1a Cigas Cazaz Corg

Ci736 C3156

051

Ca07 Cro85 Cas18 Css1 Clrosz Carsa C3412 Caaro Co142 Cs11 Cess Cieas C3010 Crarr Ca2a4

Cssss

052

Ca16 Croa6 C20s3 Cr77 Cagi7 Case Cri72 Cs106 Cr73 Caz2 Cisse Co146 Co061 C312 Cess Co91

C368 Cea6 Cri21 Casr2 Cazz Crees C3137 C2316

053

Ca17 Crosa C2099 Cr79 Caszz Cuasg Cri73 Cs114 Cszr Caze Cisss Caess C20a5 Crago C3220
Cs362 Coo77 C314 Ces9 Cro99 C2706 Cr3ar C21s9 Ci3ze Csr2 Cers Cre33 Coasze Coag0 Clr922
C3265 C3340 C3153 Cazigs Caz3 Cie7a Cr10 Cr125 Co604 Cgo Ca264 Ci302 C2211 Clsor Cais0

Cso5 Cr7a4 Cle20

054

Ca18 Croa7 Ca091 Cr93 Cagg1 Caso Cr204 C3618 Cr75 Co33 Crsea Co62 C3341 Cosos Crazg C3234
Ca063 C313 Ceee C1107 Cr22 Cro95 C2093 Cg24 C370 Coar Cr129 Casss Crase Csr14 C3393 Co444

C3649 C23s0 Ca36 Clegs Coo2 Cr249 C3596 C2a16 Cr28 Cri10 C2087 Cro9 C2402 Coo1 Cr2s6 Ca604

055

Ca19 Cros5 Ca107 Cr95 Coggr Cas2 Cr205 C3626 C39 Ca37 Cis96 Coasra C3969 C3528 C3476 C3490
Ca079 C315 Cee7r Cr115 Car70 Cizst C2221 Cigag Czr4 Corg Crear Cossz Css0a C3970 Cs521
C346s C3665 Ca3s2 Cazr Crro6 Coss Cr253 C3628 Cag28 Car76 Cr366 Co215 Ciszz Caao6 Co33

Ci7es C3668

056

Ca20 Crors C2595 Cga1 Cagig Cast Crigo C3122 Cr89 Caza Clssr Ca154 Cagag Coss Cra3e C3110
Ca125 C316 Cego C1603 Co14 C1219 C30s5 Ca360 C369 Cos4 Cr137 Casra Cosa Cr730 C3141 Ca348
C3145 C2332 Ca34 Creer Casoa Ci3rr Caroo Ci3gz Cr240 C3094 Cazzg Coos Caara Cirgr Caogo

Cig12

057

C221 Chose Cas11 Csaz Cagss Cusg Crig1 C3130 Crs3 Cazs Cisgg Cases C2977 Crog2 Cz2sa C3366
C2141 C318 Cgo1 Cie11 Cagez Crars C3213 Cs384 C373 Cegs Creag C2638 Cago2 Crase C3269
Cs372 C3161 C2334 Ca35 Cre7s Corsg Cr3st Car32 Crgos C3288 C3350 C2467 Cr929 Cao7g Clgag

Ca792 C1g76

058

C222 Crorg Ca603 Css7 Cagss Cae1 Cr212 C3634 Cr91 Ca3s Cises Co170 C3873 C3016 C1a92 C3238
Ca127 C317 Co9s Cr619 Corg Cr223 C3117 Cagra C371 Cess Cr1as Casgo Cress C3778 C3397 Coate
Cs657 C2396 Ca33 Cregg Cags0 Crs05 C3724 C3440 Cr752 C3158 Cazaz Cozr Caszo Cro25 C3304

C3s60
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059

Ca23 Chosr Cas19 Css9 Caggg Cuez Cr213 Caea2 Csss Cazg Crs97 Cass2 Cao01 Caoao Css510 C3494
C2143 C319 Ceo9 Cre27 C3026 Crarg C3245 C3s96 C375 Cesr Cresr Cossa Cao1e6 Cao3a C3525
C3500 C3673 Ca398 Ca39 Cr7o7 C3014 Ci509 C3756 C3952 C3800 C3414 C2471 Cr961 Cos34 Chos7

Csg16 C3924

060

Ca40 Cisa2 Co145 Crgo Ca313 Caog Criro Czo75 Cases C360 Coso Cr122

061

Caa1 Cis50 Ca161 Crg2 Ca329 Ca10 Crim1 C30s3 Cas29 C364 Ceo2 Cie3a Coe93 Crszga Coros
C137s Casg1 Cs62 Cee1 Cr130 Cz218 C3331 C2441 Cra3zz Cous Cisra Cossr Cgaa Ca2sg Clros
Ca273 Cigoa C3091 Cozis Caog Cri7s Croa Crize Cosgr Cgra Cosse Craze C3203 C33zr Calag

Cs12 C752 Cleoe

062

Cas2 Ci543 C2153 Cr96 Cazrr Ca12 Crao2 C3587 Caser C361 Cees Cr138 U389 Ca408 Co16 Cl250

C1234 C3079 C2345 Co20 Cr264 C3590 C2401 Coos

063

C243 Ci551 Ca169 Cr9s C2393 Ca14 C1203 C3595 Cag31 C365 Cr00 C650 C3717 C3432 Cag64 C1506
Casg3 Cs63 Ceeo Cr146 C3282 C3335 C2473 Croas Cass Cisrs Cases Cseo C3312 C3846 C2529
Ch932 C3603 C23rg Ca13 Cr210 Cogo Cr2s4 C3621 C2920 Cages Crag0 C3207 C3369 C2405 Coao

Cir76 C3654

064

Cas5 Ciss2 Casr3 Cras Ca331 Car1 Crire C3099 Casas Cas6 Coo3 Clreaz Caras Clrggs Carra Clsse

C3474 C3459 C3465 C3480 Cag00 Ci1g62 Ca277 Cls3e

065

Cay7 Cis83 Casg1 Cse2 Ca395 Cars Cr211 C3611 Casa7 C367 Cro1 Cless C3749 C3944 C3028 Cis10

C3538 C3463 C3497 C3992 C3824 C3910 Co533 Cro64

066

Casg Cis58 Co147 Cr81 Cogas Cara Crira C3107 Cagar Cagg Clesa Cs170 Cosrs Care Cee2 Clios

Cie82 C3139 C2317 Caa0 Cags Cie70 C3169 C2828

067

Ca9 Cis66 Co163 Crs3 Cagar Cara Crirs C3115 Caggs Caga Cirie Cse32 Cogag Cis12 C3732
C3426 Casgg C378 Ceez C1131 C3730 C3395 Coaas Clrasa Cso0 Crro2 C3681 C2s92 Cosasa Clg26

C3297 Csgs2 C3155 Cozig Caa1 Cieoo Crae Cri2r Cosos Csss Casoo Crazo Cz23s Cagag Coist
Cs13 Cr60 Cle22

068

Ca50 Cis59 Co1s5 Crgr Caggg Care Cr206 C3619 C2s23 Cage Creg2 C3186 U345 C2536 Cro40
C3298 Cas7s C377 Cero Cr139 Ciras C3143 Cozag Cosz2 Cagg Crer1 C3177 Cogas Ciszo C3r1s
Cs425 Ca956 C3651 Ca3s1 Caaa Cr714 Co18 Cras1 Css97 Cos2a Cogs Cra3g C3111 Cassr C2403

Coaog Cr272 C3606

069

Ca51 Cise7 Corr1 Crgg Cagos Cars Cr2o7r Cse27 Cassr Cagz Crraa Cze9s C3973 C3s60 C3988
Css54 Ca591 C379 Cer1 Cr1a7 Cs794 C3399 Coarr Crare Cso2 Cr703 Cse89 C20908 C3568 C3974
C3553 C3980 C3667 C2383 Caas Crr22 Coga Crass Cse29 Cag36 C3032 Crags C3239 Csss1 Casor

Coa1 Ci784 C3e70

070

Cas2 Cis90 Cogsg Csas Cagar Carz Chrige Cs123 Cagar Cago Cress C3178 Cogss Crooo Crras
C3174 Ca637 C3s0 Ceoa Ci635 Cr938 C3267 C3341 Caass Cagr Cre7s C3185 C2s30 Croos Cl73a
C3173 C2s60 C3147 C2333 Caa2 Ciesz Car1o0 C1379 Caro1 Craoo Crags C3222 C3363 C2953 Ca275

C1805 C2296 C1g14

70



071 | Ca53 Cis98 Cogrs Csar C2sa3 Curs Criss C3131 Cogor Caga Cr7ir Cseo0 C2081 Coo24 C3796
C3430 Ca2653 U382 Ceo5 Cre43 C39s6 C3523 C3a69 U512 Cs01 Crr10 C3e97 C2s94 C3056 Cro90
C3301 C3ss4 C3163 C2335 Caa3 Cre91 Corra Ci3gs Carsz Cr912 Cs544 Csa7s C3491 Cs977 Ca279
C1s37 Cagos Chgrs

072 | Cas4 C1591 C2667 Cse1r Caggr Carr Cra14 C3635 Cas3g Cug1 Crees C3194 Czsrr Cs0as Cooos
C3302 C2639 C381 Cr02 Cre51 C2002 C3271 C3373 C3000 Ca99 Cre79 C3193 C2s16 Co2032 Csrs2
C3429 Cogss C3659 C2397 Caa6 C1715 Co066 Cr507 C3r25 C3aa8 C2008 C3286 C3367 C2os5 C2531
Cho33 C3320 C3s62

073 | Cas5 Cis99 C26s3 Cses Cagor Carg Cr215 C3643 Cog03 Cags Cir2s Czr06 Caoos Caore Caose
C3558 Ca6s5 Css3 Cro3 Cre59 Caos0 C3s27 Cs501 Cao24 Cs03 Crri1 Cs705 Ca010 Caoso Caoss
Cs557 Cao012 C3675 C2399 Caar Cr723 C3030 C1511 C3757 C3960 Caos6 C3542 C3495 Cao09 C2535
C1965 Css32 C3926

074 | Cs04 Crese C3171 Cogag

075 | Cs05 Cre94 Cs1s7 Cagsr Cosas Cso6 Cresr Cs179 Cages Csos Cir1s Csess Cogsr Crsas Csrag
C3427 Coss2 Croa2 C3299 C3s53 Cr750 C3175 Cager Cloie

076 | Cs07 Cie95 C3195 Cagar Cagog Cs10 Crr19 C3691 C2s95 Cs09 Cr726 C3699 C3981 C3576 C3990
U355 C3798 C3431 Ca989 C2040 C2006 C3303 C3s85 C'3064

077 | Cs11 Cir27 Cs707 Cog11 Ca013 Caoss Caosa C3559

078 | Ce12 Cr290 Co193

079 | Ce13 Ce20 Co28 Co14 C1306 C2195 C1201 C2201 Coos7 Cr294 C2225 Cr802 Cra0 Cr636 C2660 Cses
CU3338 C2449 Cra1s8 C3217 C2197 C1322 Coros Cl354

080 | Ce15 Cs21 Co36 Co30 C13ro Ca199 C1323 Car13 C2259 Clr205 C2233 C1s18 Crr6a C36sa C2916
Co96 C3402 Cos53 Cras0 C3729 Ca513 Cra22 C3249 Css0

081 | Cgaz Cs29 Cir66 C2261 C1326 Car37 Coss1 Crarg Cz2o5 C3354 Crggz Corss

082 | Cgas Cpssr Co3s Co31 Cisza Cao63 Cr3ar Coras Cos15 Craes Czas7 Csses C2020 Czsi2 C3940
C3044 C3914 Cos17 Clras4 C3761 C2a55 Cras1 Cs737 C3418

083 | Ce39 C3930 C2519 Clas5 Cs769 Cuaoes

084 | Cro5 C1100 C2100 Cs02 C1297 Co186

085 | Cro7 Cr101 C2108 Cs1s C1361 Co190 C1320 Cagos Cr729 C3148 C2356 Co30 C2102 Cso3 C713 Ci116
C2250 C1301 Ca218 C1809 C3124 Cags0 Cops1 Claos

086 | Cro9 C1132 Cap12 Cges C1209 C2187 C1305 Ca202 Cr21 Cri02 C2101 Cs10 Cr37 Cre12 C2164 Csoe
Caa42 Crazs C3210 C3345 C2753 Cr356 Co228 Cls2e

087 | C711 Cr133 C2620 Css2 Cr3ez Co191 Ci3zr Coria Cra3 Crio3 C2109 Cs26 Cire1 Cze60 C2420
Co3a C2166 Cso7 Cra5 Cre28 Cas06 C1a29 C3242 C3s57 Co103 Cs11 Cr29 Cr118 C3636 Co014 Cops
C1260 C1817 C2266 C1303 C2219 C3000 Cra84 C3252 C3874 C3722 C3409 Co446 Clras7 Coags Closa
Cs777 C3404

088 | C714 Cr109 Co094 Cg17 C1s57 Cazs2 C1332 Car22 Csg9 Cr225 C3100 C2354
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089

C715 Ci117 C2110 Cgi9 Cigrs Cazsa Ci3zz Carzp Coez Clrazg C3132 Coges Cross Cz2r6 C3380

Cag7s Car62 Cr365 C2222 Cigar Cassg Coz1 Crrar C3164

090

C716 Clr140 Cas98 Cses Cr795 C2249 C1308 C2226 Co13 Cr226 C3093 C2346 C2156 Cs20 Cr38 Cl605

Coao6 C1233 C3086 C2353 C1353 C2204 C1330 Co691

091

Cr17 Criag Cog14 Cser Cig11 Cazs1 Ci3o9 Ca234 Corr Cra30 C3125 Cassgs Cogz Crran C3188
Cagsa Car7a Cgoa Cr3g Cre13 Cagsa Clragy Cso14 C3z7r Cossr Cozs Crras Cz150 Cages Coga
C1733 C3180 C1369 C2206 C1331 C2699 Cars5 Cr3s57 C2236 Clrgaz C3274 C3349 Coa74 Clrozr Ca230

Cig27 Car61 Clare

092

C718 Cr141 Co606 Css1 Cigsg Caos3 Ci3a0 Car3s Cois Crazr Cs101 Cazez Cisgg Corea Clzgs
Cor26 Co158 Cga1 Crae Clre21 Coro Crasr C3118 Cages Ca3ss Coor Cr2a1 C3102 Cigaa Carse
C1g61 C2284 Clges Cazes C1334 Coar23 Cogar Cragt Czoog Cs378 Clr7as C3157 Cazso Coas Coage

C1923 C3273 C3356

093

C719 Chiag Cap2 Cggz Clgrs Caoss C13a1 Corae Corg Cra31 C3133 Cogra Copr7 Carss C3444
Ca9s2 Co174 Cga3 Crar Cre29 C3018 Cra93 C3246 C3889 C2359 Co39 Cr753 C3166 C3892 C3042
Ch9s9 C3308 C1ss1 Caoro C133s Cor31 C3011 Crags C3260 C3z90 C3786 C3413 Coars Croeg Coags

Ch955 C3785 C3420

094

Cr25 Cr134 Ca613 Cgra C3347 C2443 Crazz Cz226 Cargs Ciges Ca292 Cr1g30 Co165 Cgia C7s3

Ci614 Caasg Crazr C3211 Cs353 Cara0 Clggo Carsr Cisss

095

C727 Cr135 Cag21 Cgoo C3a11 Coaa7 Claes Czr3s Czgog Czg16 Cosag Cross Carer Csis Cret

C1630 Cas22 Cra31 C3243 Csges C3764 C3938 C3013 Cis16

096

C730 C1111 C2095 Csas C3905 Casos Craso C3746 Cooz Cras7 C3612 C2418

097

C731 Ci119 Ca111 Csar C3921 Cas1o Crast Czrsa Coer Cra61 Cs64a C2930 Cao33 C3532 C3508

Ca002 Ca77g Claer C2223 Crga9 Caa22 Co3s Crreg Cs676

098

C732 Cr1a2 Casgg Cgrz Csgaz Cas0s5 Craze Czas0 Co17 Crass Cseos Coa1o Ca913 Cor2 Cloes
Cs622 C2157 Cgag Crs4 Cre07 Co22 Cr235 C3087 C2361 C2417 Co10 Cl265 C3598 Coag Crr62 C3653
Cas12 C3401 C2s60 Crass Cs715 Cages Class Carie C1394 Craa2 C3095 C2347 Co1 Caago Clr9g

Ca281 C1g20

099

Cr33 Cri50 Ca15 Csrs Csgs9 Caso7 Crazr Csas8 Cogt Crae2 Cse37 Cagaa C3041 Croge C3316
Csg78 C2173 Cs30 C7s5 Cie1s5 Coag70 Crag1 C3215 C33s5 Coa21 Cosa Cr777 Cze62 Cog96 Co018
C3781 C3436 C3417 Cosg2 Crase Cs723 Cars9 Cr3gg Carag Crooe C3200 C3351 Coars Crgas Coogs

Cig31 Car93 Cigsa

100

C734 Cr143 Ca607 Csgg C3907 Caspg Crass Czre2 Corg Crase Cs613 Cos26 C3937 C3020 Cls24
C3750 Ca159 Cgag Cre2 Cle2s Coge Cr23g C3119 Cagrz Caarg Cor1 Cra73 C3614 Cro72 C3810
C3909 Cas10 C3913 Cas24 Crasz Cs7a7 Cog51 Ci513 C3740 C3a42 Clr7sa C3159 Ca3s1 Cosz Cosae

Cr927 C3305 C3s68
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101

Cr35 Cris1 C2623 Cgo1 C3923 Cas11 Crass Cs770 Cosz Cr263 Cs6a5 C2938 Caoes Caoss C3s72
Ca006 C2175 Cs31 Cr63 C1631 C3034 Crags C3247 C3s97 Cos23 Cosz Cirss Czers Can20 Caoes
Ca037 C3564 C3929 Cos26 Cr463 C3755 C3015 Cr517 C3772 C3954 C3802 C3415 Coa79 Cr977 Casso

C1959 C3s17 C3932

102

C741 Ci64a Cos76 Csro Ci307 C2203 Cor69 Ci3ss Ca29 Cig3a Csa66 C3a73

103

Cr42 Che37 Coses Cssa Ci3ss Cazos Cizzgs Coror Case2 Cgeg Cras Clrese Crage Cz221 Cs370

Ca961 C2227 Clsoz C2265 C1310 C1930 C3281 C3342 Cou81

104

C743 Cleas Casga Csse Ci371 C207 Ci1339 Car1s Corrr Cizsg Caa37 Cigso Cires Czeg2 C932
Coags Cagrs Cs71 Crag9 Cre60 C3530 C3ar7 C3a98 C3985 C2231 Cig3s Carrr Cizra Csroo Cogis
Cag97 Cr772 Cls19 C2267 C1311 C2235 C3025 Crase C3253 Css32 C3978 C3537 C3470 Cs505 Ca485

Cr962 C3793 C3406

105

Cr50 Cie53 Casro Csss Criger Coa269 Cr342 Cor3g Cogez Crags C3229 CU3336 C1893 Cor9s Cl908

Ca790 C1994 C3285 C3374 C2g93 Casgz Cro31 Cz2z9 C3358

106

C751 Creer Casgs Cssr C18s3 C2271 Cr1343 Corar C3027 Cragr C3261 Czgos C2021 C3s20 C3956

C3046 Ca042 C3541 C3502 Cao17 Coag7 Clroez Czgor C3422

107

C7s6 Cre3s Cas61 Csre C3339 C2a57 Craza C3219 Carog Ci3se C2289 Cigo6

108

Crs7 Cieas Casrr Csrs Cs3ss Cossg Crazs Cs227 Corrz Cr3g0 Corar Ciges Cargg Croon Cogos

C1g894 C3a82 C3a75 C3a67 C3a81 Ca293 Clsas Cagor Cigro

109

C7s8 Clezg Casso Csoz C3403 Caa61 Crass C3731 Cor11 Cizsgr Corir Craoz Csess Cag24 Clonz
Cr766 C2663 Cs77 Cra Cresa Crags C3223 C3371 Cageg C291 C1807 C2297 Crgaz Cirso C3686
Ca917 Cro04 C3ss51 Cas21 Crasg Cz251 Cages Cis14 C3733 C3434 Clroae C3283 C3343 Coagg Cosas

C1934 C3313 C3s54

110

Cr59 Clrear Casss Csga Csa19 Coa63 Craer C3r39 Corrs Crzgr Corag Cro14 C3813 C3948 C3060
C2022 Ca679 Csrg Cres5 Cre62 U346 C3a79 C3499 C3993 Ca2g5 C139 Cogog Cigze C3z28 C3942
C3045 C2028 C3ge7 C2523 C1439 C3259 C3029 Ci518 C3765 C3946 C3994 C3539 C3471 C3513 Ca549

Cr966 C3s25 C3918

111

Cr66 Cre55 Cas71 Cg93 C3915 Casas Craro Cs763 Coger Cis15 C3741 C3a50 C3941 C3052 C2036

Csg14 C2010 C3287 C3375 C3001 Casar Cr935 C3321 C3s70

112

Cre7 Cre63 Cassr Cgos C3931 Cosor Crart Csrrr C3031 Cis19 C3773 C3962 Caos9 Caore Caosa

Ca070 Ca058 C3543 C3503 Cao25 Cass1 Cree7 C3833 C'3934

113

Co23 C1243 C3103 C2363 C3669 Co414 Coag Cr770 Cora Cra69 C3630 C2929 C3529 C3484 C3506

C3971 Ca2780 C1398 Cara7 Ciggr Clges Caogs Cigs2 C2gn2

114

Co24 Cr266 C3591 C2409

115

Co25 Cra74 C3e07 C2a11 Coggs Cr270 Cse23 Ca921 Cos37 Croag Cs314 Csgar Caazs Coze Cloer

C3599 Cagr2 Cls22 C3719 C3433 Co413 Cos6 Crrrs Csess

116

Co27 Crar5 C3615 Caa27 C3671 Cos15 Cos7 Crrse Cogo Crar1 Cse31 Ca937 C3s61 C3996 C3570

C3975 C3036 C1526 C3751 C3945 C3911 Cosa1 Croso C3826
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117

Cos6 C1731 C3149 C2364 Cor02 C1393 Cagst Coeyg Cr244 C3126 Ca2s2 Clgia

118

Coar Cr739 C3165 Ca366 Cares C1397 Coar3a Croos Cs277 U338 Cagos Crogr Coger Cor1 Croas

C3134 C3292 C33s2 Cag79 Cr993 Ca86 Crsas Carga Clgrr

119

Cos0 Ci763 Cse61 C2428 C3151 C2365 Cosa Crrar Cor1g Ci3gs Coa703 Crao1 C3181 Casre Cloto
Ci73s5 C2915 Co73 Cr276 C3638 C1500 C3254 C3875 C3017 C2283 Ci1g21 Ca29s Cig1s Ci7se C3190
Cagss Croor Cagsg Cogs Craae C3127 C3861 Coszg Croar C3306 Cro70 C3rr9 C3405 Coag2 Crs21

C3726 C3441 Cagss

120

Cos1 Crrr1 Cse77 Cas30 Cs167 Cazer Coss Crrss Coarga Ci399 Corzs Cr913 C3309 C3900 C3058
Cr991 C2931 Co75 Cr277 C3646 C3548 C3510 Ca003 Caoar C2287 Cigss Cogio Cisrg C3s04 C3446
Cagg3 Ca025 Cagrs Cogr Cr2a7 C3135 C3925 Cas42 Cro73 Cs818 Can1s Canzs C3533 Css16 Cls2s

C3758 C3953 C3022

121

Coss Cirrg Cs663 Coa29 Cogra Crs23 Csr27 Cs449 C3437 C3004 Co034 C3783 Cag23 Cogg Cra7s

C3639 Coo12 C3318 C3s79 C3049 Ca539 Croa9 C3322 Csge3

122

Cos9 Cirs7 Cser9 C2431 C3038 Cis2r Cs759 C3961 C3565 Can2s Caos2 Cao39 Ca939 Cog1 Clarg

C3647 Ca060 C3574 Ca007 Caorz Cosa3 Crog1 Czsza Cz927

123

Coags Cr741 C3196 Cagro C1373 C2238 C1843 Care3z C3278 C3381 Cagge Ca001

124

Coag9 C1773 C3708 C2934 Cr375 C2239 Ci1851 Corrg C3534 C3509 Cao10 Caoag

125

C1ro02 C1749 C3182 Cagsg C1seo C2300 Crsas Cargr C2o55 Cragr C3230 C33r9 Cagsz Croog Crraz

C3189 Caa90 Clozg Cza7s C3357 Craps Coraz Cigor Cares

126

C1003 C1757 C3198 Cagr1 Cigss C2302 Cigar Cargs C3019 Crs01 C3262 C3s91 Crogr C3324 C3894
C3043 Cogrs Cro11 C1743 C3197 C3790 C3445 Cog990 C2033 C2494 Cro71 C3787 C3421 C3452 Cagog
Ca019 C3789 Cr907 Cor67 Cra05 Cors0 C2003 C3279 C3389 C3002 C3050 C2005 C3310 C3893 C3383

Ca9g7 Ca009 C3204

127

Cr005 C1788 C3702 C2919 C1g23 C2299 C'3033 Crs02 C3255 C3s83 Ca940 Clro1a Ci7e7 C3693 C3982

C3569 C2493 Cr978 C3795 C3407 Cra03 Cor19 C3562 C3989

128

Cro06 C1781 C3694 C2933 Cig71 C2301 Cligsa Cagosz Cagr1 Cragg Caazr Cazgr Crgor Cogiz Cloio
Ca791 C2926 C1013 Cr774 C3701 Cr998 C3317 C3ss6 C3057 C2491 Croar C3291 C3359 Cro16 C2806
Cig95 Cor97 C1g99 Corg1 Craoe Coara3z C3987 C3531 C3a85 C3514 Co026 C3797 C3438 C2997 Css07

C3979 C3545 C3486

129

Croo7 C1789 C3710 Ca935 C1ss7r Ca303 Clsss Cogi1 C3035 Cs03 C3263 C3gog C020 C3sze C3958
C3047 C2942 Cro15 Cr775 C3709 Caoae C3573 Cao14 Caos1 C2495 Crorg C3s03 C3423 C3964 C3062
Ca023 C3821 Cr915 Cors3 Cra07 Cors1 Caos1 C3s35 C3517 Cao26 Caora Caosz C3se6 Cao21 C3s11

Ca011 Cao57 C3550

130

Cro17 Ci7s8 C3191 C2863 C3s69 Cas54 Cr943 C3307 C3021 Cls32 C3766 C3939 Cos77r Cro1s8 Ci7s1

C3183 C3742 C3443 Ca959 Cis29 Cosse Cro7a Cagir Czg17

131

Cio19 C1759 C3199 Cogrg C3933 Cassg Crars U319 C3023 Crs33 C3774 C3955 Ca0as C3s80 Cao22

Ca067 C3806 C3447 C2991 C2041 Co2007 C3311 C3901 C3066
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132 | Cro20 Cr7s2 Cs6s7 C2025 C3s55 Cass3 Croso0 C3315 C2973 Crs30 C3735 C3435

133 | C1ro21 Cr790 C3703 C2927 C3871 Cas55 Cro51 C3323 C3037 C1534 C3767 C3947 C3053 Co04a C3830
C3943 C2941 Clro22 C1783 C3695 C3908 C3571 C3983 C3577 Cossr Crosa Cssar C3919 Cs068 Co038
C3815 C3949 C3451 Cag75 C1531 C3743 C3799 C3439 C3005 C2042 C3578 C3991 C3563 C3997 C3319
Css87 C3065 C2014

134 | C1o23 C1791 C3711 C2943 C3035 Ca559 Cros3 C3s35 C3039 C1535 C3775 C3963 Cao77 Cao92 Caoge
Cao71 Caoe2 C3575 Cao15 Caose Caos5 C3s67 Ca029 Ca090

135 | Crgo2 Cogos C34s3

136 | Cro03 Cag13 Cro1s C2s07 Cssar C3as7 Css15 C3995 C2030 C3829 C3950 C3061

137 | Cro09 Cargs C3390 C2995 Clro95 C3293

138 | Crg11 Cargg Cr917 Cog1a C3a54 Cag99 C2027 C3805 C3205 C3391 C3003 C2011 C3s22 C3957 C'3054
C2037 C3902 C3059 C1999 C3325 C3549 C3518 Cao19 Ca0a3

139 | Cro19 Cag1s5 Cs966 C3063 C2031 C3837 C3551 C3519 Cao27 Cao59 Caors Caoss

140 | Ca013 C3326 C3895 C3051 C3453 C3006 C2035 C3791

141 | Ca015 C3327 C3903 C3067 C3959 C3055 C2045 C3s38 Cao7s Caoe1 Czss2 Cao23 C3a55 C3007 C2043
C3807 C3070 C2039 C3s23 C3965 Ca030 Caoss Caoar Czss1

142 | Coo46 Css31 C3951 C3069 C3999 C3579

143 | Coo47 Css39 C3967 C3071 Ca063 C3583 Ca031 Cao91 Cao79 Ca093 Cao9a Caost
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C. Anexo: Ejemplos del Visualizador en funcionamiento

D © ® Tessellation's Viewer
Drawing Options:
Visualization = Cuboid's Size:
Toggle Wireframe Mode
Draw Centroids (White Points)
Draw Circumcenters (Red Points)
Draw Configuration: 12 OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

Drawing Configuration: 12

Number of elements in this configuration: 8

Element 1 (Red) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Element 2 (Green) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Element 3 (Blue) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces Y

Figura 61: Visualizador con opciones por defecto

2 @@ @ Tessellation's Viewer

Drawing Options:
Visualization = Cuboid's Size
& Toggle Wireframe Mode
Draw Centroids (White Points)
Draw Circumcenters (Red Points)

Draw Configuration: 569 OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

e
Element 1 (Red) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces =
Element 2 (Green) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Element 3 (Blue) Type: Triangular Prism 6 Vertices 9 Edges 5 Faces

Element 4 (Yellow) Type: Tiangular Prism 6 Vertices 9 Edges 5 Faces

Element 5 (Purple) Type: Triangular Prism 6 Vertices 9 Edges 5 Faces

Element 6 (Orange) Type: Quadrilateral Pyramid 5 Vertices 8 Edges 5 Faces

Figura 62: Visualizador en modo Wireframe
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D © @ Tessellation's Viewer

Drawing Options:

Visualization = Cuboid's Size

& Toggle Wireframe Mode
& Draw Centroids (White Points)

& Draw Circumcenters (Red Points)

Draw Configuration: 1234 OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

Drawing Configuration: 1234

Number of elements in this configuration: 13

Element 1 (Red) Type: Tetrahedron 4 Vertices
Element 2 (Green) Type: Tetrahedron 4 vertices
Element 3 (Blue) Type: Tetrahedron 4 Vertices

6 Edges 4 Faces
6 Edges 4 Faces
6 Edges 4 Faces

Figura 63: Visualizador en modo Wireframe, con centroides y circuncentros visibles

© @ ® Tessellation's Viewer

Drawing Options:

Visualization Cuboid's Size

Width: 1.00
Depth: == 2.48
Height: == 1.54
Draw Configuration: | 4095 OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

oy

8 Vertices

— —
Element 3 (Blue) Type: Cuboid

Element 4 (Yellow) Type: Cuboid 8 Vertices
Element 5 (Purple) Type: Cuboid 8 Vertices
Element 6 (Orange) Type: Cuboid 8 Vertices
Element 7 (Brown) Type: Cuboid 8 Vertices
Element 8 (Cyan) Type: Cuboid 8 Vertices

g

12 Edges 6 Faces
12 Edges 6 Faces
12 Edges 6 Faces
12 Edges 6 Faces
12 Edges 6 Faces
12 Edges 6 Faces

Figura 64: Visualizador en modo Wireframe,

porciones modificadas

con centroides visibles, elementos desplazados y pro-
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D © @ Tessellation's Viewer
Drawing Options:
Visualization = Cuboid's Size
& Toggle Wireframe Mode
Draw Centroids (White Points)
& Draw Circumcenters (Red Points)
Draw Configuration: 678 OK

Current Configuration:

Statistics for current tessellation:

Lo ——— ——— - o ———
Element 8 (Cyan) Type: Tetrahedron 6 Edges 4 Faces =
Element 9 (Olive) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Element 10 (Pink) Type: Tetrahedron 4 vertices 6 Edges 4 Faces

Element 11 (Gray) Type: Tetrahedron 4 Vertices 6 Edges 4 Faces

Element 12 (Light Green) Type: Quadrilateral Pyramid 5 Vertices 8 Edges 5 Faces

Element 13 (Magenta) Type: Quadrilateral Pyramid 5Vertices 8 Edges 5 Faces

Figura 65: Visualizador en modo Wireframe, con circuncentros visibles y proporciones modificadas
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