UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

ESTUDIO MATEMATICO DE ONDAS DE SEDIMENTO Y MODELACION MATEMATICA DE UN
REOMETRO DE PALETAS

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO

BENJAMIN ALONSO OBANDO VALLEJOS

PROFESOR GUIA:
CARLOS CONCA ROSENDE

MIEMBROS DE LA COMISION:
RAUL GORMAZ ARANCIBIA
RAMON FUENTES AGUILAR

SANTIAGO DE CHILE
MAYO 2013



RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TiTULO DE

INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: BENJAMIN ALONSO OBANDO VALLEJOS
FECHA: MAYO 2013

PROF. GUIA: CARLOS CONCA ROSENDE

ESTUDIO MATEMATICO DE ONDAS DE SEDIMENTO Y MODELACION MATEMATICA DE UN
REOMETRO DE PALETAS

Este trabajo consta de 2 capitulos. El primer capitulo trata sobre el estudio de ondas de sedimento
en el transporte hidrulico de sélidos en tuberia (THST). El primer objetivo de este capitulo es estudiar la
solucidn clasica de la ecuacion hiperbdlica de Exner o de conservacion de sedimento 1-d para una canaleta
rectangular con la hipétesis de Exner sobre el gasto sélido. La solucidn cldsica de esta ecuacién estd dada
por una ecuacién implicita, sin embargo, es posible encontrar la solucién para la condicién inicial de una
onda sinusoidal. Con esta informacién se descarta la solucién cldsica ya que no es fisicamente posible.
Posteriormente se desarrolla un algoritmo que nos permite encontrar la soluciéon débil del problema y
verificar que esta solucién si corresponde a un fenomeno fisicamente posible. El segundo objetivo de este
capitulo es levantar la hipétesis de Exner y formular un modelo més realista para el gasto sélido en el caso
de la canaleta rectangular y de la tuberia utilizando el modelo de Meyer-Peter y Muller y encontrar las
solucidnes débiles respectivas. Para encontrar la solucién débil del problema con la hipétesis de Exner y
el problema con el modelo de Meyer-Peter y Muller para el gasto sélido en una canaleta rectangular y una
tuberia se desarrollo un algoritmo numérico basado en el método de Galerkin discontinuo con limite de salto
y se utiliz6 MATLAB para su desarrollo.Se utilizaron los datos de las mediciones experimentales de Coleman
y Garcia para validar el modelo para la canaleta rectangular. Esto se hace comparando las velocidades que
alcanzan las ondas de sedimento simuladas con los modelos numéricos con las experimentales obteniendo
resultados satisfactorios. El segundo capitulo de este trabajo es sobre la modelacién de un reémetro de
paletas. El primer objetivo de este capitulo es plantear las ecuaciones de Cauchy para un fluido Newtoniano
y un fluido Bingham en un sistema de referencia no inercial que es solidario a las paletas. Un segundo
objetivo es desarrollar un algoritmo que resuelva las ecuaciones y obtener una expresion para el Torque
aplicado sobre las paletas en terminos de la geometria y la solucién de las ecuaciones de Cauchy. Para esto
se desarrollaron algoritmos basados en un método de punto fijo en el caso Newtoniano que transforma €l
problema no lineal en una sucesién de problemas lineales. En el caso Bingham se utilizo un método de tipo
Uzawa que mediante equivalencias de problemas es posible reducir él problema no lineal a una sucesién
de problemas lineales y utilizando un algoritmo alternante se resuelve el problema numericamente. Para el
desarrollo de estos algoritmos se utiliz6 Matlab.
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Capitulo 1

ESTUDIO MATEMATICO DE ONDAS DE
SEDIMENTO



1.1.

1.1.1.

INTRODUCCION

REGIMENES DE ESCURRIMIENTO

El transporte de s6lidos por tuberias puede realizarse en diferentes modos. La definicion de estos modos
depende de numerosos pardmetros. Para fijar ideas se supondrd que solamente varian la velocidad de la
suspension y el didmetro de las particulas (supuestas de composicién y didmetro uniformes)(Figura 1.1).

Didmeiro parilculas

Lecho Fijo
5 /z: Porficulas Gruesas
Lecho Mol
Heteropéno ]
Peciido Homopéneo
oloeo “— O o Particulas Finm
Felocidzd del fiujo

Figura 1.1: Velocidad del flujo v/s Didmetro de las particulas

= Regimen 1. Escurrimiento como suspension homogénea
También se le conoce como flujo pseudohomogéneo. Las particulas van todas en suspensioén y la
concentracion de ellas es uniforme en la seccién Figura 1.2. Corresponde a pequefios didmetros d y/o
a grandes velocidades V de la mezcla. Un caso tipico es una mezcla de agua y una cantidad moderada

de arcilla.

Figura 1.2: Escurrimiento homogenéo o pseudo homogenéo

= Regimen 2. Escurrimiento con flujo Heterogéneo
Todas las particulas van en suspensidn, pero la concentracién no es uniforme en la seccién: ella
disminuye desde el fondo hacia la clave del ducto (Figura 1.3). Corresponde a pequefias particulas
y velocidades moderadas. Este régimen es, en la préctica industrial del transporte de pulpas, el mds

frecuente.



Figura 1.3: Escurrimiento heterogéneo

= Regimen 3. Escurrimiento con lecho Mdvil

Parte de los sélidos van en movimiento por el fondo. El resto va en suspensién, con un marcado
gradiente negativo de concentracién respecto a la distancia al fondo (Figura 1.4). Corresponde a
velocidades bajas y/o a particulas grandes. Los sélidos que van por el fondo llevan en general
velocidades mucho menores que la suspension que fluye por sobre ellos: esta diferencia puede ser de
un orden de magnitud y atin més. La naturaleza, en los rios de pequefa pendiente, muestra un ejemplo
muy claro de este régimen: mientras la suspension se mueve a velocidades del orden de magnitud de
un metro por segundo, las ondas de arena (barras o dunas) que van por las riberas o por el fondo se
mueven a velocidades que pueden ser del orden de metros por dia 0 menos.

Figura 1.4: Escurrimiento con lecho movil

= Regimen 4. Escurrimiento con lecho fijo

Las velocidades son pequefias y/o las particulas son grandes. Una parte importante de los sélidos
estan estancados en el fondo y por sobre ellos circula la suspension, exhibiendo un fuerte gradiente
de concentraciones en la vertical (Figura 1.5). Esta concentracion puede ser nula y en ese caso circula
el fluido puro sobre el lecho fijo. Este tipo de escurrimiento puede producirse durante las detenciones
de un sistema de transporte de pulpa sin que se efectiie lavado previo. Todo lo dicho es vélido para
particulas uniformes, pero puede ser considerado cierto para granulometrias razonablemente continuas
y extendidas.



Figura 1.5: Escurrimiento con lecho fijo

Las ondas de sedimento pueden producirse desde que aparece el escurrimiento con lecho mévil.

La dindmica del arrastre de sedimentos ha sido estudiada mayoritariamente en escurrimientos a
superficie libre naturales y artificiales.

El caso del transporte hidrdulico de solidos por tuberias (THST) ha sido mucho menos estudiado y solo
en fechas relativamente recientes.

Felizmente mucha de la investigacion realizada en Dindmica Fluvial es en parte aplicable al THST, al
menos cualitativamente.

Se expondran, entonces, algunos aspectos de Hidraulica Fluvial

1.1.2. PROFUNDIDAD DEL LECHO DE MATERIAL DEPOSITADO

Si todo el material estd depositado en la tuberia circular es facil realizar una estimacién de las
dimensiones relativas de la zona ocupada por los sélidos (Figura 1.6).

Figura 1.6: Esquema seccién transversal de una tuberia

Sean Ay y A las secciones transversales de la zona sedimentada y de la tuberia, respectivamente.

Se introducen las concentraciones en volumen Cyp del sedimento depositado y Cy del sedimento antes
de que se produjera el depésito. Se tendra:
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Esta relacién se muestra en la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Gréfico % v/s CCTVD

La concentracién Cy puede considerarse un dato o un parametro. La concentracion del lecho depositado
corresponde a un valor de “empaquetamiento”. Lambe y Whitman (1969) [21] consideran valores entre 0.5

y 0.81; [34] entre 0.65 y 0.69. Ambos autores se refieren a sedimentos naturales fijos (suelos o medios
permeables).

En el caso de sedimentos recién depositados desde la suspension los valores de la concentracion de
depdsito plausiblemente son algo menores.

Por otra parte en la prictica industrial se emplea la concentracién en maso o en peso Cp y no la
concentracién volumica Cy .

Las relaciones entre ambas son sencillas:

v 1

1.2 B

(12 C, "1+ A(1-C))
(& S

1. r_ 7

(1.3) Cyv 1+ACy

= §: Densidad relativa de las particulas

» A :=S—1: Densidad relativa boyante o sumergida de las particulas.



Conc.velimica Cv= F(Conc. masica Cp) (densidad
relativa S =2.74)
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Figura 1.8: Concentracién volimica v/s Conc. masica

La densidad relativa S para los relaves chilenos es cercana a 2.74 en promedio ( [18]).

Para ese valor, en la figura 1.8 se muestra la relacion entre ambas concentraciones.

Tabla 1
C, | Cv | Cvp % %
051027 | 05 |0.54 | 0.53
06| 035| 0.5 |0.70 | 0.66
071046 | 0.5 | 0.94 | 0.89
051027 07 | 039|041
0.6 035 0.7 | 050 | 0.50

0.7 1046 | 0.7 | 0.66 | 0.63

Se deduce que en la realidad el sedimento depositado llena la mitad de la seccién o algo mas.



1.1.3. ONDAS DE ARENA A SUPERFICIE LIBRE

Se presentan en los rios, en las costas, en los canales aluviales y en los desiertos.

Su estudio racional es relativamente reciente: por ejemplo, el primer texto dedicado integramente a las
dunas en los desiertos fue producido por R. A. Bagnold en 1954 [4]; la primera clasificacién cuantitativa de
las formas de fondo en cauces aluviales fue dada por M. S. Yalin en 1971 [34].

Existe una variedad enorme de ondas de arena si se observa su forma y tamafio. Yalin (1971) [34] ha
dado una clasificacién simple basada en factores dindmicos. Ella serd adoptada aqui casi literalmente.

Si el escurrimiento es tranquilo (ndmero de Froude Fr menor que la unidad) se pueden presentar dos
tipos de ondas de arena: rizos y dunas.

Ellas adoptan formas similares: ambas tienen aguas arriba un superficie con pendiente suave y que varia
gradualmente y aguas abajo una abrupta superficie con una pendiente casi constante (cercana al dngulo de
reposo del material granular). La asimetria resultante se muestra en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Esquema de ondas de arena a superficie libre

Los rizos se distinguen de las dunas por su relacién con el tamafio del escurrimiento. El tamafio de los
rizos es practicamente independiente del tamafio del escurrimiento, mientras las dimensiones de las dunas
son fuertemente dependientes de las dimensiones del escurrimiento global.

Tanto los rizos como las dunas no son estacionarios: ellos se mueven hacia aguas abajo, pero con una
velocidad pequefia comparada con la velocidad del liquido. La superficie libre, si presenta curvatura, ella no
estd en fase con las ondas de fondo.

Figura 1.10: Rizos y dunas

Si el escurrrimiento es disparado entonces las ondas de arena son referidas como antidunas. La forma
de las antidunas es mas simétrica que la de los rizos y las dunas (Figura 1.10). Ellas se mueven hacia aguas
arriba con una velocidad pequefia respecto a la velocidad del liquido y la forma de la superficie libre estd en
fase con las ondas de fondo.



1.1.4. INICIO DEL ARRASTRE A SUPERFICIE LIBRE

Este aspecto ha sido estudiado cuantitativamente desde hace tiempo: Brahms en 1753 presentd una
férmula ( [32]). Este estado se puede asociar a una velocidad critica o a una tensién tangencial critica.
Ambos criterios (que no son del todo independientes) se han usado ampliamente. Se expondrd el llamado
criterio de Shields para la tensién tangencial critica. Se han dado numerosas versiones. Aqui se muestra el
diagrama de Shields y Parker ( [12]) (Figura 1.11).
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Figura 1.11: Diagrama de Shields (version de Parker y Garcia)

El eventual movimiento de los sélidos se asocia a dos variables:

TF TF . .
(1.4) Th= = (Mobilidad de Shields)
(Pp—p)gd  pgid
VeAdd
(1.5) Rep = g (Nuimero de Reynolds densimétrico)
v

Tr : Tension tangencial en el fondo 1.9.

v, : velocidad de sedimentacién de las particulas sélidas.

d : Didmetro de las particulas sélidas.

g: Aceleracién de gravedad.

P, pp: Densidad del fluido y de las particulas s6lidas, respectivamente.

n A= %: densidad relativa boyante.

Yy = %F: velocidad de friccion o de Prandtl.

= v: viscosidad cinematica del fluido.

La tension tangencial y la velocidad estdn ligadas por la relacién:

1
(1.6) T= 5pcfv2



1.1.5. CAUDAL DE SOLIDO DE FONDO EN CANALES

En cauces aluviales y canales de fondo mdvil interesa el transporte de sedimentos suspendido y de
fondo (Figura 1.12).

-
* «Tr ansporte suspendldo A

Figura 1.12: Esquema de transporte suspendido y de fondo para cauces aluviales y canales

En este estudio interesa solamente el gasto s6lido de fondo. Para su estimacidn existen numerosas
férmulas (I’embarras c’est le choix). Algunas de ellas admiten ser expresadas en la siguiente forma sencilla:

(1.7) q = f(t")

q* es el caudal de sélidos adimensional:

* qp
1.8 =
(1.8) =7 e d
qp es el caudal de particulas s6lidas expresado en volumen de s6lidos por unidad de tiempo y por unidad de
ancho de la corriente. El caudal en masa correspondiente es:

(1.9) mp = Ppqp

Ya que es posible relacionar la tension tangencial con la velocidad(1.3) entonces se concibe que el gasto
s6lido sea funcién de esta.

1.1.6. ONDAS DE SEDIMENTO EN EL THST

En relacion a las ondas de arena en canales:

= Siguiendo las explicaciones de [34] en un ducto a presién pueden producirse rizos y dunas; las
antidunas quedan excluidas ya que requieren de una superficie libre para desarrollarse.

= Segun [32] las experiencias de Ismail (1952) indican que las relaciones para los s6lidos suspendidos
en canales son aproximadamente vélidas para conductos presurizados.
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= Como resultado de una investigacién experimental, [7] concluyen que las ondas de sedimento que se
producen en ductos son similares a las que aparecen en canales abiertos a la atmésfera.

Pero existen diferencias profundas:

En los cauces aluviales puede suponerse que la atmdsfera se extiende hasta el infinito hacia arriba y el
lecho se extiende hasta el infinito hacia abajo (Figura 1.13)

o

Atmosfera
Napa liquida
Sedimento de fondo

Figura 1.13: Cauce aluvial donde el lecho y la atmosfera se extiende hacia el infinito

En cambio en el THST tanto el liquido como los sélidos estan confinados en un espacio limitado (Figura
1.14)

Napa liquida

Sedimento de fondg

Figura 1.14: Napa liquida y sedimento de fondo estan confinados a un espacio limitado

Mis aidn es posible que se presenten ondas que corresponden a bolsones aislados de sedimento( figura
1.1.6)
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Figura 1.15: Ondas de sedimento en THST

1.1.7. ECUACION DE EXNER PARA LAS ONDAS EN EL THST
ANTECEDENTES HISTORICOS

El primer estudio cuantitativo, asi como la primera modelacién matemdtica de ondas de arena se debe
a un meteordlogo y geofisico vienés: Felix Maria von Exner-Ewarten. Exner publicé su trabajo en 1925. No
ha sido posible acceder al trabajo original. La referencia precisa se muestra en el recuadro siguiente:

Exner, EM. (1925). Uber die Wechselwirkung zwischen Wasser und Geschiebe in Flussen.
Sitzber. Akad. Wiss. Wien, pt.Ila, Bd.134.

“Sobre la interaccion entre el agua y un lecho mévil en un escurrimiento”
Felizmente el trabajo de Exner ha sido expuesto por diferentes autores (por ejemplo [23]; [15]).

En la Figura 1.16 se muestra el resultado de uno de los ejemplos desarrollados por Exner. Se trata de
una onda de forma originalmente sinusoidal.

Figura 1.16: Solucién de Exner segtin Graf

Yalin (1972) denomina la ecuacién de Exner como de Exner-Polya. Plausiblemente se refiere al
matematico hingaro George Pdlya, pero no ha sido posible hasta ahora encontrar el lazo indicado.

Deduccion detallada

Se considera el siguiente esquema de una tuberia: Consideramos las siguientes hipétesis de base:

12



{Concentracion C |

Suspension

B

Figura 1.17: Esquema de seccion transversal de una tuberia

Fluido y sélido incompresibles.
= Comportamiento de medio continuo.
= Escurrimiento cuasi paralelo.

» Presion distribuida hidrostaticamente.

Se aplicara el principio de conservacion de masa a los solidos transportados en las secciones 1y 2
(Figura 1.17).

(1.10) G|idt = G|odt +dM

= G: Caudal en masa de particulas sélidas qeu atraviesa la seccién.
= dM: Masa de particulas sélidas geu se almacena en el lapso dt entre 1 y 2.
Se define ahora la concentraciéon C en masa de particulas por unidad de volumen (densidad parcial de
solidos):

(1.11) dM = CAdX
m A: Seccién del ducto.

Combinando las ecuaciones 1.10y 1.11:
96 , oc
X ot

Esta ultima relacion puede considerarse como una primera forma general de la ecuacion de Exner.

(1.12) A=0

A partir de la ecuacion 1.12 se pueden seguir varios caminos: como por ejemplo ver Garcia(2008).

Aqui se ha desarrollado el siguiente:
Se supone que existen dos zonas perfectamente distinguibles:

13



= Una zona superior en que los sélidos estan suspendidos (S).

= Una zona inferior en donde los sélidos estan depositados (D), pero no necesariamente inméviles.

Las areas respectivas cumplen obviamente con la relacién:
A=As+Ap =Cte
Estas éreas estdn separadas por un plano cuya traza en el ducto tiene ancho B, variable con la
profundidad 7.

Las concentraciones en las dos zonas cumplen:

dMs + dMp . CsAs+ CpAp
AdX A

(1.13) Cc=

Introduciendo la ecuacion 1.13 en la ecuacion 1.12:

dG  JdCs dCp —
(1.14) ﬁ—i—A 5 +Ap 5

Cs JdAp
+(Cp—Cs)—=— 5 =0

Dada las caracteristicas del problema fisico que se desea modelar se asume que 7 es una funcién
continua en la variable X y al menos C' en la variable ¢, es decir, n € C!'(R,C(R)) Ahora como Ap =Ap(n):

dAp 817
1.1 0 !
(1.15) 5, — A5,
De esta forma remplazando 1.15 en 1.14:
dG  dCs . ICp—Cs g
(1.16) ﬁ+AW+ADT+(CD Cs)B " =0

Esta ultima version de la ecuacion de Exner tiene la forma requerida para todo el anélisis que sigue.

CASO PARTICULAR

Si suponemos que solamente existe arrastre de fondo entonces Cs = 0, Cp = C 'y entonces de la ecuacion
1.16:

aG oc . on _

Como una aproximacién adicional se encuentra experimentalmente que el sedimento depositado lo hace a
una concentracion cercana a un valor constante. Asi la ecuacion 1.17 se simplifica:

(1.17)

G an
(1.18) X CBa— 0

Ahora la concentracion C puede expresarse de varias maneras:

(1.19) C=p,Cy =py(l—¢)

14



= Cy: Cocentracién de las particulas s6lidas en volumen en el lecho.

= ¢: porosidad del lecho (Volumen de huecos sobre volumen total)

Remplazando en la ecuacién 1.18

G an
(1.20) ox TPp(1-8)B =0

Conviene definir el caudal de particulas sélidas en volumen:

G

(1.21) 0, =—

p Py
De esta forma:

20 an

1.22 =P L (1—¢e)B=L =
(1.22) % +(1—¢) 3 0
SUBCASO PARTICULAR

Una situacién atractiva tanto del punto de vista experimental como tedrico es la de un ducto rectangular
de altura 4 y ancho B, en el caso en que B >> h (muy ancho). Si es asi, las paredes laterales no influirdn y se
puede escribir la ecuacion 1.22 para el caudal de pérticulas sélidas por unidad de ancho:

p
1.23 ==
( ) dp B
Remplazando en la ec. 1.22:
dq an
1.24 L 1—e)=" =
(1.24) IxX +(1—¢) 3 0

Esta dltima expresion es la mas empleada en la literatura. El caudal liquido Q puede expresarse :

(1.25) 0= (A—Ap)V

En donde V es la velocidad del fluido sobre la cama de sedimento. En el caso del ducto rectangular se
define un caudal liquido unitaio g:

(1.26) q:%

La ecuacion 1.25 se reforma
(1.27) g=(h—m)V

En el apendice A se presenta una deduccién alternativa a este caso particular.
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1.2. OBJETIVOS

Este trabajo esta enfocado en el estudio de la ecuaciéon de Exner para el transporte de sedimentos. Se
estudiardn 3 casos:
1. El estudio la solucién cldsica de la ecuacién de Exner con la hipétesis de Exner sobre el gasto sélido.

2. El estudio de la solucién debil de la ecuacién de Exner 1-d para el transporte de sedimento en una
canaleta rectangular.

3. El estudio de la solucién debil de la ecuacién de Exner 1-d para el transporte de sedimento en una
tuberfa.

1.2.1. OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Comparar la solucién clasica con la solucién débil de la ecuacién de Exner con la hipdtesis de Exner
sobre el gasto sélido.

= Formular el problema al interior de una canaleta rectangular y una tuberia especificando cual es la la
ecuacion del gasto sélido para cada caso utilizando el modelo de Meyer-Peter y Muller.

= Dada una condicién inicial obtener el perfil de la onda en funcién del tiempo, la pendiente que
representa el dngulo de reposo y la velocidad de la onda para los casos de la canaleta rectangular
y la tuberia.

= Usar los datos del trabajo [7] para validar los modelos para la canaleta y la tuberia.

16



1.3. HIPOTESIS DE EXNER Y SOLUCION DE EXNER

Exner resolvio un caso muy especial, pero que es de interés. Su solucion, formalmente modificada, se
dard a continuacion.
Para el transporte sélido Exner suposo:
(1.28) gp=ap(l—¢€)V
donde ag es una constante llamada coeficiente de erosion.
Remplazando V en la ec. 1.28 y el resultado en la ec. 1.25, para el caudal liquido constante:

agqp oM, on _
(1.29) 29X 5 =0

La solucion de la ecuacion 1.29, dada la condicién inicial 1 (x,0) = F(x), tiene como solucién:
(1.30) nx,t) =FX—c(n)t)
donde

(1.31)

c _ _GEdp
=Gy

La solucién 7 representa una onda con velocidad ¢(7). Se observa que la velocidad ¢ crece con 1. Mas
aun, ella serfa infinita si la tocase la clave del ducto (h = n).

Se empleard un ejemplo inspirado en el de Exner empleando variables y pardmetros adimensionales
(*):

u x*:%

| | n*:%
aeq,

== (T

De esta forma

* *\ _ 1
(1.32) c'(n’) = R E
(1.33)

Se escoge como onda inicial una generalizacion de la dada por Exner

(1.34) F(x*) = ng cos(mx*)? +n;; sin(mx*)?
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donde 1 y 1, son el valor minimo y el méaximo, respectivamente. La solucién es:

A

(1.35) n(x*,t*)* = ng cos(m(x* — ( a 5))? 41, sin(7(x" — (T—n)2

1—n%)
Esta relacion representa una onda progresiva que avanza con velocidad ¢(n*) = W Se debe notar
que 1.35 es una ecuacién implicita para el perfil de la onda n*

Para calcular el perfil n* consideremos la condicidn inicial

Perfil inicial de la onda para la solucién de Exner
1 T T T T T T T

Condicion inicial

091 b

0.4 b

0.3F J

0.1p i

Figura 1.18: Condicion inicial para la ec. de Exner

Se sabe que n*(x*,1*) representa una onda que se mueve con velocidad ¢, de esta forma, se toma un
punto cualquiera en el perfil inicial x; € [0, 1] y se le asocia la altura

i = F(x)
asi es posible calcular la velocidad con la que se movera ese punto para cualquier tiempo

_
(1—m)?

Ci =

De esta forma para cualquier tiempo 7 el punto con altura 7); estard en la posicion xy ;

Xfi=Xit+cixly

Aplicando este esquema se obtienen los siguientes resultados
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Solucién de Exner

Condicion Inicial

— Solucion para t=0.0212 []
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Figura 1.19: Solucién de Exner para t=0.0212

Solucién de Exner

1.2

0.7r

0.6

0.5

0.3r

0.2

Condicién Inicial

— Solucion para t=0.022 [|

0.2 0.4 0.6

0.8 1 1.

Figura 1.20: Solucién de Exner para t=0.022
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Solucién de Exner
1 T :

:
Condicién Inicial

0.9¢ — Solucion para t=0.024 [

0.8

0.7r

0.5

0.4

0.3

Figura 1.21: Solucién de Exner para t=0.024

Solucién de Exner
1 T T

1.2

:
Condicién Inicial

0.9r — Solucion para t=0.026 ]

0.7f

0.6

0.5

0.3f

0.2r

Figura 1.22: Solucién de Exner para t=0.026
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Solucién de Exner

0.9
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Condicién Inicial

— Solucion para t=0.03 []
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Figura 1.23: Solucién de Exner para t=0.03

Solucién de Exner

Condicion Inicial
— Solucion para t=0.035

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.24: Solucién de Exner para t=0.035
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Solucién de Exner

Condicion Inicial
0.91 — Solucion para t=0.04 1

0.81 b

0.6 b

0.4r b

0.2F i

0.1p b

Figura 1.25: Solucién de Exner para t=0.04

Al igual como se muestra en la figura 1.16 (Exner segin Graf), el perfil de la onda comienza a ser una
funcion multivaluada a partir de # = 0.0212. Esto se debe a que los puntos en la parte superior del perfil de
la onda avanzan mas rapido que los puntos en el fondo lo que se despredende la formula de ¢;. Lo anterior
hace que particulas que yacen en la cresta de la onda queden suspendidas. Este fendmeno no es fisicamente
posible para un tiempo apreciable.
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1.4. SOLUCION DEBIL PARA EL PROBLEMA DE EXNER EN UNA
CANALETA RECTANGULAR

Como se comenta en [23] la solucién clésica a la ecuacién de Exner que se expone en la seccién 1.3
no es fisicamente correcta ya que un grano de sedimento no se puede mantener en el aire bajo un tiempo
apreciable. El error de este enfoque es considerar que la solucién de la ecuacién hiperbdlica

du df(u)
(1.36) En + 5 = 0
Es la misma solucion de la ecuacion
ou ., du
(1.37) E—l—f(u)a—O

que, dada la condicioén inicial ug, tiene la forma

u(x,t) = up(x— f'(u)t)

Pero como se demuestra en el apendice B no es posible asumir la solucién de la ecuacién 1.36 es C! por lo
cual no tiene sentido establecer
df(u) du

/

o =) (”)a
Para obtener una solucién realista del problema de Exner es necesario buscar una solucion débil de la
ecuacion de Exner con forma 1.36. Para esto utilizamos el método de Galerkin discontinuo con limite de
salto presentado en el apendice C que entrega la solucién débil del problema (tambien se denomina solucién
de entropia por sus caracteristicas de unicidad, ver apendice C).
Para resolver el problema planteamos la ecuacion de Exner en una canaleta rectangular con los pardmetros
adimensionales

que tiene la forma

an* I

=0
o ox

(1.38)

En los siguientes gréficos se comprara la solucién débil problema 1.38 calculada con el método numérico y
la solucién clésica presentada en la seccidn 1.3. La condicion inicial es la onda generalizada

[ 0.5cos(mx)?+0.75sin(zx)?  x €[0,1]
o= 0.5 xe[l,1.2]
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Evolucion, t*=0.010000

1 T .
*  Solucién débil
0.9 *  Solucion clasica [
— — — Condicion inicial
0.8F i
0.7t - /‘:‘?\ 1
P N
0.6} L > \\\ ]
// ~ N
*: 0.54--6/ - % sconesasesdetessed
0.4f B
0.3fF i
0.2f B
0.1 B
0 Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X*

Figura 1.26: Comparacion solucién cldsica con la solucion débil para *=0.01

Evolucion, t*=0.021200

*  Solucién débil
0.9 °  Solucién clasica [
— — — Condicion inicial
0.8f A

0.6

= 05

0.4 b

0.1} b

0.4 0.6

X*

0.8 1 1.2

Figura 1.27: Comparacion solucién clasica con la solucion débil para ¢*=0.0212
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Evolucion, t*=0.030000
1 T T T

. Solucién débil
0.9} *  Solucion clasica [
— — — Condicién inicial

0.7f - ,hv("'-

0.6 // /. \\

j=y

0.4 b

0.3f b

0.1p i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X*

Figura 1.28: Comparacion solucién clasica con la solucién débil para t*=0.03

Evolucion, t*=0.040000

1 T T
*  Solucion débil
0.9r *  Solucion clasica [1
— — — Condicion inicial
0.8 1
- T T~ ..".,f:..-.
0.7+ _ > \M /; i
- e®*® ~
0.6 P - ‘// ~ N i
P o S
X 0.5.M ~_-_2
0.4F B
0.3 B
0.2F B
0.1 B
O Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X*

Figura 1.29: Comparacién solucién clasica con la solucion débil para t*=0.04

Las figuras 1.26,1.27,1.28 y 1.29 muestran:

= A partir de la férmula para calcular el tiempo en que la solucién deja de ser C':

1
(1.39) T =— =0.0212

miny, cr (7 f'(M0(x1)))

Se concluye, a partir de la figura 1.27, que para la solucién débil tanto como la clasica sus derivadas
se vuelven discontinuas en la cresta de la onda.
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» La solucion débil es diferente a la solucion clasica.

= En la solucién débil no hay partes del perfil que esten suspendidas.

En base a lo anterior la solucién débil del problema 1.38 es realista en cuanto a lo que se espera del fenémeno.
A continuacién se presentan las soluciones de la ecuacion 1.38 y otros resultados para dos problemas de
interes.

1.4.1. PROBLEMA DE LA ONDA GENERALIZADA

Para resolver este problema consideramos como condicién inicial la onda generalizada descrita por:

[ 0.5cos(mx)?+0.75sin(mx)> x€[0,1]
o= 0.5 xe[l,x]

Donde x; es la coordenada x del punto que marca el fin de la canaleta rectangular que en este caso se toma
x; = 5. Los resultados son los siguientes:

Evolucion, t*=0.050000

*  Solucion débil
0.9 — — — Condicién Inicial {{

0.4 b

0.3f b

Figura 1.30: Solucidén para el problema de Exner en una canaleta rectangular en #*=0.05
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Evolucion, t*=0.300000

e Solucién débil
0.9F — — — Condici6n inicial [{

0.2f b

0.1f ]

Figura 1.31: Solucién para el problema de Exner en una canaleta rectangular en t*=0.3

Evolucion, t*=0.700000
1 T T T T T T T
*  Solucién débil
0.9f — — — Condicion inicial {

0.8 b

0.7+ ! \ i

0.6 \ |
/ \ ¢

0.4r b

0.3f ]

0.21 b

Figura 1.32: Solucidn para el problema de Exner en una canaleta rectangular en ¢*=0.7

El siguiente grafico muestra el valor absoluto de la pendiente entre la cresta y la base (dngulo de reposo)
en funcién del tiempo adimensional:
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Pendiente problema de Exner onda generalizada
25 T T T T

20

15f

Im|

10f

X*
Figura 1.33: Pendiente v/s t* para el problema de Exner en una tuberia rectangular

El siguiente grafico muestra la velocidad de la cresta de la onda en funcién del tiempo adimenional:

Velocidad de la onda generalizada para el problema de Exner
40 T T T T T T

351

301

251

dx/dt

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 1.34: dfi(t’) v/st*

1.4.2. PROBLEMA DE LA MASA FINITA

Para el problema de la masa finita consideramos como condicién inicial un tridngulo de longitud de
onda 1 y altura 0.5, es decir:
x  x€(0,0.5]
Nn=< —x+1 xe€(0.5,1)
0 x € [1,x]
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Donde x; es la coordenada x del punto que marca el fin de la canaleta rectangular que en este caso se toma
x; = 5. Los resultados son los siguientes:

Evolucion, t*=0.700000

! | | | | | | . S‘oluciér; débil |
0.9r — — — Condicién inicial []
0.81 b
0.71 1
061 b

Figura 1.35: Solucidn para el problema de Exner en una canaleta rectangular en ¢*=0.7

Evolucion, t*=1.400000

¢ Solucion débil
0.9 — — ~ Condicién inicial [

0.7f i

0.6 7

0.3} \ ,
0.2} \

0.1}/

Figura 1.36: Solucidn para el problema de Exner en una canaleta rectangular en t*=1.4
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Evolucion, t*=2.000000
1 T T

. Solucién débil
0.9f — — — Condicion inicial [

0.8f b

0.71 b

041 \ i

0.2f !

0.1/

Figura 1.37: Solucidn para el problema de Exner en una canaleta rectangular en #*=2.0

El siguiente grafico muestra el valor absoluto de la pendiente entre la cresta y la base (dngulo de reposo)
en funcién del tiempo adimensional:

Pendiente triangulo problema de Exner
45 T T T T T

Figura 1.38: Pendiente v/s t* para el problema de Exner en una tuberia rectangular

El siguiente grafico muestra la velocidad de la cresta de la onda en funcién del tiempo adimenional:
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dx\dt

Velocidad para el triangulo problema de Exner

Figura 1.39: dfi(tt) v/st*
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1.5. ECUACION DE EXNER PARA UNA CANALETA RECTANGULAR

1.5.1. ECUACION PARA EL GASTO SOLIDO PARA UNA CANALETA
RECTANGULAR

Para determinar una expresion para el gasto sélido se utilizara el modelo de Meyer-Peter y Muller [12]
(1.40) g =K(t" — 1))

donde:

» g;= gasto sélido adimensional.
» 7%= tensién de corte adimensional.

= 7T'=tension de corte critica adimensional.

Sabemos que:

. Q: = d\/quTg

= T = p;OAd

" T: = pgprd
donde:

= g,= gasto solido por unidad.
= T,=tension de corte en la parte superior de la tuberia.

= Ty=tension de corte sobre el sedimento.
Utilizando la férmula para la tensién de corte:
(1.41) T=-CrpV?

Reemplazando en la ecuacién 1.40 se obtiene:

(1.42) q; =K(

1.5.2. ECUACION DE EXNER PARA TUBERIA RECTANGULAR

La ecuacion de Exner para el caso de una canaleta rectangular es:

on, 1 94 _
ot  1—gedx

(1.43)
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1.5.3. ANALISIS INSPECCIONAL

Tomando

n x = Ax*

| ] T’ — hn*
Donde

= A := Longitud de onda.

» /i := altura de la canaleta rectangular.

Reemplazando en la ecuacién 1.43 y utilizando la expresién adimensional para el gasto s6lido se obtiene
(1—g)Ahdn* dq;
d\/dg/\ Jdt ~ Ix*

=0

Se escoge

Por lo tanto la forma final que toma la ecuacién de Exner para la canaleta rectangular es:

an*  dq:
77+qs

ot Tax 0

(1.44)

Para concluir el modelo se debe determinar una expresién para g; en terminos de n*. Para esto es
necesario utilizar la ecuacion de continuidad:

q="h(1—=n")V,\/gd>

Despejando V* se obtiene

(1.45) Vi = 1—qn*

donde

(1.46) g =—12
h/gd s

Ademas

(1.47) V= Vi

Donde V,, es la velocidad del fluido sobre el sedimento. Reemplazando 1.47 en 1.42 obtenemos:

*2

q 2,3
f=K|(———m V)2
qs 1((1_17*)2 Z)
Donde c
Kl—K(jf)%



1.5.4. DETERMINACION DE CONSTANTES

De la formula de Meyer-Peter y Muller ( [12]) se tiene que K = 4.93. Ademas,

0.15

donde f es el factor de friccidn, que para los anélisis posteriores, se toma igual a 0.15. De esta forma:

K =0.0127

Recordemos que las constantes d y A\ estan definidas como:

» dsp = 0.7[um](didmetro de las particulas)

] A:S—1:176

De esta forma, tomando la velocidad del fluido igual a V,, = 0.5[%], se tiene

.,V

T = Jagn

La ultima constante que queda por determinar es V,". Tomando 7. = 0.047 se tiene que

=14.35

* 2 *
V= ¢, = 2.51

De esta forma la ecuacion para el gasto sélido que se utilizara en los 2 problemas que se presentan a
continuacién es

[N

14.35%
S —2.51)

1.5.5. PROBLEMA DE LA ONDA GENERALIZADA

Para resolver este problema consideramos como condicién inicial la onda generalizada descrita por:

_{ 0.5cos(mx)?+0.75sin(mx)> x€[0,1]
o= 0.5 x € [1,x]

Donde x; es la coordenada x del punto que marca el fin de la canaleta rectangular que para este caso se toma
x; = 5. Los resultados son los siguientes:
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Evolucion, t*=0.000100

¢ Solucién débil
0.9 — — — Condicion inicial [

0.4 b

0.3f 4

0.1p b

Figura 1.40: Soluciéon modelo Meyer-Peter y Muller para la onda generalizada en t*=0.01

Evolucion, t*=0.000500
1 T T T T T T T T

*  Solucion débil
0.9 — — — Condicion inicial []

0.4 b

0.3 b

Figura 1.41: Solucién modelo Meyer-Peter y Muller para la onda generalizada en *=0.015
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Evolucion, t*=0.001000

. Solucién débil
0.9 — — — Condicion inicial [

o7p 1

0.5 penmamsnrnenvismammmaanameett="" o — — — — — — — —_— ==

0.4 b

0.3f b

0.1f i

Figura 1.42: Solucion modelo Meyer-Peter y Muller para la onda generalizada en t*=0.02

A continuaciodn se muestra al valor absoluto de la pendiente entre la cresta y la base (dngulo de reposo)
en funcién del tiempo adimensional:

Pendiente onda generalizada modelo Meyer—Peter y Muller

25 T T T T T T T T T

0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
t* -3

x 10

Figura 1.43: Pendiente v/s t* para la masa finita en canaleta rectangular

El siguiente grifico muestra la velocidad de la cresta de la onda en funcién del tiempo adimensional:
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x 10* Velocidad onda generalizada

35 b

25 b

dx\dt
N
1

1.5 b

0.5 b

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

% —
t x107

Figura 1.44: dfl(tt) v/st*

1.5.6. PROBLEMA DE LA MASA FINITA

Para el problema de la masa finita consideramos como condicién inicial un tridngulo de longitud de
onda 1y altura 0.5, es decir:

x x € (0,0.5]
Mo={ —x+1 xe(0.51)
0 x € [1,x]

Donde x; es la cordenada x del punto que marca el fin de la canaleta rectangular que para este caso se toma
x; = 5. Los resultados son los siguientes:
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Evolucion, t*=0.005000
1 T T T T T

*  Solucién débil
0.9 — — — Condicion inicial []

0.8} b

0.6 b

03}

0.2f

0.1/

Figura 1.45: Solucién modelo Meyer-Peter y Muller para el triangulo en #*=0.005

Evolucion, t*=0.010000

*  Solucion débil
0.9F — — — Condicion inicial [T

0.8 b

0.7p b

= 0.5 \ b

04t !y -

0.2 4 \ b

0.1}/ 4

Figura 1.46: Soluciéon modelo Meyer-Peter y Muller para el triangulo en *=0.01
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t=0.015000

0.9r

0.8

0.6

0.3

0.2F

0.1p/

Evolucion,
.

Solucioén d

ébil

— — ~ Condicion inicial

Figura 1.47: Solucién modelo Meyer-Peter y Muller para el triangulo en *=0.015

0.9F

0.81

0.6

0.31 \

0.2f

0.1}/

Evolucion, t*=0.020000

L
15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
X*

Figura 1.48: Soluciéon modelo Meyer-Peter y Muller para el triangulo en #*=0.02

A continuaciodn se muestra al valor absoluto de la pendiente entre la cresta y la base (dngulo de reposo)

en funcién del tiempo adimensional:
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Pendiente triangulo modelo Mayer—Peter y Muller
45 T T T T T T T

0
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

t

Figura 1.49: Pendiente v/s t* para la masa finita en canaleta rectangular

El siguiente grifico muestra la velocidad de la cresta de la onda en funcién del tiempo adimenional:

Velocidad Triangulo
3000 T T T

2500 4

2000 b

1500 b

dx\dt

1000 4

500 b

0 L L L L L L L L L
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

t

Figura 1.50: dfi—(tt)v/st*
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1.6. ECUACION DE EXNER PARA UNA TUBERIA

1.6.1. ECUACION PARA EL GASTO SOLIDO PARA UNA TUBERIA

Al igual que para el caso de la canaleta rectangular para determinar una expresion para el gasto solido
se utilizara el modelo de Meyer-Peter y Muller [12].

3

(1.48) g, =K(t"—1))2

donde:

= gi= gasto s6lido adimensional.
= 7%= tension de corte adimensional.

= 7T'=tension de corte critica adimensional.

Sabemos que:

" 4= oA

= = pgTOAd

- TC* = pgTZd
donde

= g,= gasto solido por unidad.
= T,=tension de corte en la parte superior de la tuberia.

= Tp=tension de corte sobre el sedimento.

Utilizando la férmula para la tension de corte
(1.49) T=-CrpV?

Remplazando en la ecuacion 1.48 se obtiene:

(1.50) q; = K(

1.6.2. ECUACION DE EXNER PARA UNA TUBERIA

La ecuacién de Exner para el caso de la tuberia es

(1.51) a—n+ ! 90,

o TBm—¢) ox 0

donde
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= (O, : Caudal de particulas sélidas en volumen.

= B(n) : ancho de la tuberia circular para la altura 7.

_ Nq_n
(1.52) B(n) =20/ (1-2)
» D= Diametro de la tuberia [m]

Como hipétesis se supondra que:

(1.53) Qs = qsB(n)

1.6.3. ANALISIS INSPECCIONAL

Tomando
oy = Ax*
» n=Dn"

Reemplazando en la ecuacién 1.51 y utilizando la expresién adimensional para el gasto sélido y la hipétesis

1.53
(1-£ADon" 1 dgsv/n*(1-m") _
d+/dg/A\d Jt n*(1—n*) dx*
Se escoge
« _ dydghd
= = !

Por lo tanto, la forma final que toma la ecuacién de Exner para la tuberia:

(1.54) o 1 dg;v/n (-1 _

o (1—m7) ox*

Para concluir el modelo se debe determinar una expresion para g; en términos de 1*. Para esto es necesario
utilizar la ecuacién de continuidad:

0= (A_AS)V = (A _As)‘/*\/gdiA

Despejando V* se obtiene

. 0
1.55 V=
(1:>3) (A—A)veld
donde
m A es el area de la tuberia:
D*r
A= —
4



= A, drea que ocupa el sedimento en la tuberia:
D2

Ac= - (aresin(y/7) = /" (1=m°)(1=21"))

De esta forma

(1.56) V= : o
7 — (arcsin(y/n*) —/n*(1 —n*)(1-2n%))
Vi .

donde ¢* es la constante calculada para la canaleta.

Reemplazando 1.56 en 1.50 obtenemos

) Q* 2 ¥2y 3
f=K : e
q 1((%—(MCSIH(W)_ n*(l—n*)(l—zn*))) )
donde C
K zK(jf)%

1.6.4. DETERMINACION DE CONSTANTES

De la formula de Meyer-Peter y Muller ( [12]) se tiene que K = 4.93. Ademas

f 0.5
Cr===—-=0.0375
F=47 4
donde f es el factor de friccién que para los andlisis posteriores se toma igual a 0.15. De esta forma
K =0.0127

Recordemos que las constantes d y A\ estan definidas como:

» dsp = 0.7[um](didmetro de las particulas)

[ ] A:S—1:176

De esta forma, tomando la velocidad del fluido sobre el sedimento igual a V,, = 0.5[%], se tiene

e T Vy
=—-——=22.54
Q 2 \/dgA
La ultima constante que queda por determinar es V. Tomando 7;. = 0.047 se tiene que

* 2 *
V2= aTOC =251

De esta forma la ecuacién para el gasto sdlido que se utilizard en el problema que se presenta a
continuacion es:

22.54? , 51)%
(5 — (arcsin(yv0%) — /N (1 =n*)(1-20%)))2

gt =0.0127(
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1.6.5. PROBLEMA DE LA ONDA GENERALIZADA

Para resolver este problema consideramos como condicién inicial la onda generalizada descrita por:

[ 0.5cos(mx)?+0.75sin(mx)> x€[0,1]
o= 0.5 xe[lx]

donde x; es la coordenada x del punto que marca el fin de la canaleta rectangular que para este caso se toma
x; = 10. Los resultados son los siguientes:

Evolucion, t*=0.001105

Solucién débil
0.9 — — ~ Condicion inicial [

0.4} B

0.3f J

0.2f b

0.1} i

Figura 1.51: Soluciéon modelo Meyer-Peter y Muller para la onda generalizada en ¢*=0.001105.

Evolucion, t*=0.001776

*  Solucion débil
0.9 — — — Condicion inicial []

0.8 b
0.7r 1 b

0.6r7 | J

0.5 fr——— e
0.4f .
0.3f .
0.2 .

0.1p b

Figura 1.52: Solucién modelo Meyer-Peter y Muller para la onda generalizada en t*=0.001776.
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A continuaciodn se muestra al valor absoluto de la pendiente entre la cresta y la base (dngulo de reposo)
en funcién del tiempo adimensional:

Pendiente onda generalizada en tuberia
5.5 T T T T T

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

* —
¢ x107

Figura 1.53: Pendiente v/s ¢* para la onda generalizada en una tuberia

El siguiente grafico muestra la velocidad de la cresta de la onda en funcidén del tiempo adimensional:

x 10* Velocidad onda generalizada en tuberia
8 ‘ ‘ ‘

d xc/dt*
IN
1

X:0.0009135 1
Y: 3568

0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
t* -3

Figura 1.54: d);—(tt)v/st*
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1.6.6. COMPARACION DE SOLUCIONES PARA UNA CANALETA Y UNA TUBERIA
PROBLEMA DE LA ONDA GENERALIZADA

A continuacién se comparan los resultados obtenidos para el problema de la onda generalizada en una
canaleta rectangular y una tuberia. El problema de la onda generalizada tiene como condicion inicial:

[ 0.5cos(mx)?+0.75sin(mx)> x€[0,1]
Mo = 0.5 xe[l,x]

tanto para la canaleta como para la tuberia. Para este caso consideramos x; = 5.

Evolucion, t*=0.000067

Solucién débil tuberia
0.9 *  Solucién débil canaleta [
— — — Condicion inicial

0.4 b

0.3f J

0.2f b

0.1p b

Figura 1.55: Comparacion de la solucién del problema de la onda generalizada para la canaleta y la tuberia
ent* = 0.000067
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Evolucion, t*=0.000250

*  Solucién débil tuberia
0.9} *  Solucion débil canaleta []
— — — Condicion inicial

0.4 b

0.21 b

0.1p i

X*

Figura 1.56: Comparacion de la solucién del problema de la onda generalizada para la canaleta y la tuberia
ent* =0.00025

Evolucion, t*=0.000750

*  Solucion débil tuberia
0.9} *  Solucion débil canaleta []
— — — Condicion inicial

0.3f b

0.2r i

L
0 0.5 1 15 2 25
X*

w

35 4 4.5 5

Figura 1.57: Comparacion de la solucién del problema de la onda generalizada para la canaleta y la tuberia
ent” =0.0075
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x 10  Comparacién onda generalizada en tuberia y canaleta
10 ‘ ‘ ‘

Velocidad tuberia
Velocidad canaleta

d x Jdt*

0 0.5 1 1.5 2 2.5
x 10"

Figura 1.58: Comparacién de velocidades de solucion del problema de la onda generalizada para la canaleta
y la tuberfa.

PROBLEMA DE LA MASA FINITA

A continuacién se comparan los resultados obtenidos para el problema de la onda generalizada en una
canaleta rectangular y una tuberia. El problema de la onda generalizada tiene como condicién inicial:

x x € (0,0.5]
No=< —x+1 xe€(0.5,1)
0 x € [1,x]

tanto para la canaleta como para la tuberia. Para este caso consideramos x; = 5.
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Evolucion, t*=0.000750

*  Solucién débil tuberia
0.9r *  Solucién débil canaleta [

— — — Condicion inicial
0.8 g

0.7f i

x*

Figura 1.59: Comparacion de la solucioén del problema de la masa finita para la canaleta y la tuberia en
t* =0.00075

Evolucion, t*=0.003000
1 T T T T T u T T T

*  Solucion débil tuberia
0.9 *  Solucién débil canaleta [
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Figura 1.60: Comparacion de la solucién del problema de la masa finita para la canaleta y la tuberia en
t*=0.003
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Figura 1.61: Comparacién de
t* =0.006

Figura 1.62: Comparacién de la soluciéon del problema de la masa finita para la

t*=0.01
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Comparacion masa finita en tuberia y canaleta
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Figura 1.63: Comparacién de velocidades de solucidn del problema de la masa finita para la canaleta y la
tuberia.
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1.7. DESARROLLO EXPERIMENTAL

1.7.1. ANALISIS DE LOS DATOS EXPERIMENTALES

En el trabajo [7] se estudia experimentalmente la formacién de ondas de sedimentos en una canaleta
rectangular cerrada. El experimento realizado consta de una canaleta rectangular de 15 [cm] de alto con
sedimento fino (d = 0.11[mm]) o sedimento grueso (d = 0.87[mm]) que cubre 5 [cm] de la canaleta. Al
interior de la canaleta se hace pasar agua para distintas velocidades (V,,;) obteniendo el perfil de la cama de
sedimento para distintos tiempos como se ve en las figuras 1.64 y 1.65 donde cada R,numero(t,,#,) representa
una corrida con una V,, diferente y adentro de cada corrida se muestra de abajo hacia arriba como evoluciona
el perfil en tiempos iguales desde #; hasta 1,. . El sedimento esta completamente liso al iniciar el experimeto.

R1 (57-152s) . ' ! : : i : :
s . . : . :
W g S ——

————— T -

03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
Distance (m)

=
e
=
=)
(]

Figura 1.64: Perfiles para sedimento Fino.
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R11 (1995-27555) ! : . ! |
[ : — : . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09

Distance (m)

Figura 1.65: Perfiles para sedimento grueso.

Las imagenes muestran como evolucionan los perfiles de la cama de sedimento que va desde un perfil
plano hasta formar bultos que se desplazan a traves de la cama de sedimento. Usando las figuras y la férmula
V= % es posible estimar la velocidad media de los algunos bultos de sedimento. Para esto calculamos la
velocidad usando las figuras 1.64 y 1.65 donde suponemos para cada corrida que el punto rojo se mueve hacia
el punto azul con velocidad constante.Estas velocidades estan en las tablas de comparacién en la siguiente

seccion.

1.7.2. SIMULACION NUMERICA PARA LA CANALETA RECTANGULAR

Para simular los bultos de sedimento que aparecen en las figuras 1.64 y 1.65 consideraremos la solucién
débil de la ecuacion de Exner con el gasto sélido de Meyer-Peter y Muller para una canaleta rectangular con
la condicién inicial

_{ (1/3)cos(mx)* + (1/3+0.25)sin(nx)> x €[0,1]
flo= (1/3) x € [1,x]

Con x; = 10. Se escoge esta codicién inicial para todas las corridas y se considera el comportamiento de la
onda generalizada una vez que se estabiliza, es decir, permanece con velocidad constante. Para realizar las
simulaciones se calculan las constantes g*, Q*, V. y k que completan el modelo para la canaleta rectangular y
para la tuberia, para lo cual es necesario conocer V,,,, d y /A = 1.65 que son valores que estan en el trabajo [7].
Los datos se presentan en la siguiente tabla:
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Tabla de datos del modelo
Corrida | d [mm] | Velocidad (V) [%] q* 0 Vi k
R6 0.11 0.263 6.2328 | 9.7905 | 0.2868 | 0.0127
R9 0.11 0.297 7.0623 | 11.0934 | 0.2868 | 0.0127
R8 0.11 0.324 7.6784 | 12.0612 | 0.2868 | 0.0127
R7 0.11 0.326 7.7258 | 12.1357 | 0.2868 | 0.0127
R3 0.11 0.359 8.5079 | 13.3642 | 0.2868 | 0.0127
R1 0.11 0.394 9.3373 | 14.6670 | 0.2868 | 0.0127
R11 0.87 0.401 3.3792 | 5.3080 | 0.1837 | 0.0127
R14 0.87 0.452 3.8089 | 5.9830 | 0.1837 | 0.0127
R12 0.87 0.492 4.146 | 6.5125 | 0.1837 | 0.0127
R13 0.87 0.563 4.7443 | 7.4523 | 0.1837 | 0.0127
R15 0.87 0.687 5.7852 | 9.0874 | 0.1837 | 0.0127
R10 0.87 0.709 5.9241 | 9.3956 | 0.1837 | 0.0127
Tabla de velocidades para la caneleta rectaengular
Corrida | Velocidad Paper [%] | Velocidad Programa [%], € = 0.3 | Velocidad Programa [%], € = 0.4
R1 0.0074 0.0064 0.00747
R3 0.0069 0.0064 0.00747
R7 0.0066 0.0051 0.006
R8 0.0047 0.0047 0.0055
R9 0.0033 0.0037 0.0043
R6 0.0016 0.0026 0.0030
R10 0.03 0.047 0.054
R15 0.0263 0.043 0.0505
R13 0.0233 0.0285 0.0333
R12 0.0167 0.0167 0.0195
R14 0.0066 0.0071 0.0083
R11 0.005 0.006 0.007

1.7.3. SIMULACION PARA UNA TUBERIA

Se realizan las misma simulaciones de la seccién anterior pero considerando la ecuacién de Exner con
el gasto sélido de Meyer-Peter y Muller para una tuberia.
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Tabla de velocidades para la tuberia

Corrida | Velocidad Paper [*%] | Velocidad tuberfa[’’], € = 0.3 | Velocidad tuberia [7], € = 0.4
R1 0.0074 0.0095 0.011
R3 0.0069 0.0073 0.0085
R7 0.0066 0.0051 0.0059
R8 0.0047 0.0051 0.0059
R9 0.0033 0.0037 0.0043
R6 0.0016 0.0027 0.0031
R10 0.03 0.0541 0.063
R15 0.0263 0.0492 0.0574

R13 0.0233 0.0265 0.033
R12 0.0167 0.0187 0.021
R14 0.0066 0.0079 0.0092
R11 0.005 0.006 0.01
Tabla de Comparacién entre tuberia y canaleta rectangular
Corrida | Velocidad Paper [%] | Velocidad Canaleta[?], € = 0.3 | Velocidad Tuberia[%], € = 0.3
R1 0.0074 0.0064 0.0095
R3 0.0069 0.0064 0.0073
R7 0.0066 0.0051 0.0051
R8 0.0047 0.0047 0.0051
R9 0.0033 0.0037 0.0037
R6 0.0016 0.0026 0.0027
R10 0.03 0.047 0.063
R15 0.0263 0.043 0.0492
R13 0.0233 0.0285 0.0265
R12 0.0167 0.0167 0.0187
R14 0.0066 0.0071 0.0079
R11 0.005 0.006 0.0088
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1.8. CONCLUSIONES

Se estudia el fenémeno de ondas de sedimento en el transporte hidraulico de sélidos en tuberia usando
la ecuacion hiperbdlica de conservacidon de sedimento o ecuacion de Exner para los casos de una canaleta
rectangular y una tuberia. El problema consta en encontrar el perfil de la onda que viene dado por la funcién
n(x,t), que indica la altura de la cama de sedimento en la posicion x para el tiempo 7.

Para el problema de la canaleta rectangular se estudia la hipotesis de Exner (sobre el gasto s6lido):

(1.57) qgs=(l—€)agV

Se encuentra la solucién cldsica de la ecuacién de Exner con la hipétesis 1.57 y se confirma que la solucién
clésica del problema no es fisicamente posible.

Es por esto que desarrollo un algoritmo basado en el método de Galerkin Discontinuo con liimite de salto
que permite calcular la solucién débil(de entropia) de la ecuacién de Exner. Con esto se comprobo que la
solucion débil de la ecuacién de Exner es fisicamente correcta.

En el siguiente paso se levanto la hipétesis de Exner y se utilizé el modelo de Meyer-Peter y Muller para
dar una expresion para el gasto sélido para el caso de una canaleta rectangular. Posteriormente se utilizo
el modelo de Meyer-Peter y Muller para dar una expresion para el gasto solido en el caso de una tuberia.
En este punto fue necesario modificar el algortimo numérico ya que la formulacién variacional del modelo
para la tuberia no es equivalente la formulacidn variacional del modelo de la canaleta rectangular ya que la
ecuacion para la tuberia tiene la forma:

Es por esto que no es posible usar directamente este algoritmo para la canaleta rectangular. Se propone un
algoritmo similar con una formulacion variacional discreta adhoc a este caso.

Posteriormente se utilizan lo modelos para la canaleta rectangular para simular los experimentos realizados
en el trabajo de [7] comparando las velocidades de onda obtenidas de un andlisis de graficos que se presenta
en el trabajo [7] con las obtenidas con las simulaciones para los modelos para la canaleta y la tuberfa.
Los resultados indican que el algoritmo para la canaleta rectangular obtiene buenas aproximaciones de la
velocidad. Para el caso de la tuberia no se consiguieron resultados experimentales, sin embargo, se realizarén
las mismas simulaciones que para el modelo de la canaleta rectangular obteniendo resultados muy parecidos
lo que hace concluir que este modelo ajusta a la realidad también.
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Capitulo 2

MODELACION DE UN REOMETRO DE
PALETAS
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2.1. INTRODUCCION

El reémetro de paletas o Vane puede emplearse para medir completamente la reologia de un fluido
[13,30]. Sin embargo, en este informe sélo se considerard como un aparato para la medicion de la tension
tangencial.

2.1.1. EL REOMETRO DE PALETAS

Un reémetro de paletas o vane consiste en una sonda compuesta por paletas (tipicamente 4 o 6) unidas
a un eje e inmersa en una muestra de fluido. La sonda se rota a velocidad angular constante Q y se mide el
torque ejercido sobre el eje (Fig. 2.1).

-~ =
_l- d r

Figura 2.1: Esquema de un reémetro de paletas.

Este aparato es de interés pues a partir del torque se pueden deducir algunas propiedades reoldgicas del
fluido en cuestién.

En esta memoria consideraremos un reémetro de paletas y supondremos que el liquido a ensayar es un
fluido newtoniano con viscosidad ¢ o un fluido Bingham con viscosidad u y tensién de fluencia 7.

2.1.2. MODELACION DEL REOMETRO DE PALETAS O VANE

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento al interior de un reémetro de paletas lleno con un fluido
newtoniano o Bingham son las ecuaciones de Cauchy [16]. Debido a la complejidad de resolver estas
ecuaciones en el presente caso algunos autores han planteado enfoques alternativos reduciendo la geometria
del sistema o simplificandolas. Asi, el reémetro de paletas se puede esquematizar a partir de 4 modelos (en
orden de complejidad):

1. Cilindro macizo de altura infinita: El sensor se modela como un cilindro macizo de altura infinita [28].
2. Cilindro macizo de altura finita: El sensor se modela como un cilindro macizo de altura finita [26].
3. Paletas de altura infinita: Se modela un corte horizontal del reémetro suponiendo que las paletas son

de altura infinita [19, 35, 36].

58



4. Paletas de altura finita: Se modela el sistema propiamente como un sensor de paletas de altura finita
[27,33]. Es comiin suponer que las paletas tienen un ancho despreciable [3].

En esta memoria se describe solo el tercer modelo.
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2.2. OBJETIVOS

Esta memoria estd enfocado en el estudio del flujo al interior de un reémetro de paletas a través de el
modelo redmetro de paletas de altura infinita.

2.2.1. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Formular el problema del flujo al interior del reémetro de paletas.
2. Mostrar el perfil de velocidades y presion al interior de un reémetro de paletas.
3. Obtener la distribucién de tensiones sobre el fluido y sobre las paredes de la sonda.

4. Calcular el torque en funcién de los pardmetros geométricos y fisicos del redmetro de paletas.
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2.3. ECUACIONES GENERALES DE MOVIMIENTO

Consideremos un redmetro de tipo rotacional y supongamos que el fluido a ensayar ocupa un volumen
V entre el sensor y la copa. Con respecto a la dindmica del redmetro se hacen las siguientes suposiciones:

1. El fluido es incompresible.
2. El régimen no es turbulento.
3. No hay movimiento relativo entre las paredes del sensor y el fluido inmediatamente adyacente.

4. No hay movimiento relativo entre las paredes de la copa y el fluido inmediatamente adyacente.

Bajo las condiciones anteriores las ecuaciones generales de movimiento para este fluido son [11,29]:

2.1 diva=0 enV,
(2.2) pfl—ltl =divo +pf enV,

donde u denota el campo de velocidades del fluido, & es el tensor de esfuerzos internos, p > 0 es la densidad
del fluido y f es el campo de fuerzas externas por unidad de masa. Las ecuaciones (2.1) y (2.2) dan cuenta
de la conservacion de la masa y la conservaciéon de momentum, respectivamente. Ademads, el Teorema
de Boltzmann-Cauchy [29] establece que 0 es un tensor simétrico como resultado de la conservacion de
momentum angular.

Por lo tanto, en estado estacionario las ecuaciones de movimiento son:

2.3) divu=0 enV,
(2.4) p (u-V)u=divo +pf enV.

2.3.1. ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) son vélidas para cualquier medio material incompresible por lo que
debemos imponer condiciones adicionales al sistema.

Debido a su aparicién en la ecuacién de movimiento, el tensor de esfuerzos gobierna la respuesta
dindmica del medio: asi relacionando & a otras variables cinemadticas efectivamente se define o se delimita
el tipo de medio a estudiar [29]. Tal relacién entre 0 y otras cantidades se denomina ecuacion constitutiva.

Para definir el concepto de ecuacién constitutiva es necesario introducir el tensor tasa de deformacion.
Se define el tensor tasa de deformacién D(u) como:

1 allj alli L.
D<u)11_2<axl+ax]> lu]_17273'

Ademds, se denotard por 7 a la cantidad

Ademads, de acuerdo con [29], una ecuacién constitutiva debe satisfacer los siguientes postulados:
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» & es una funcién continua del tensor tasa de deformacién D(u), y es independiente de todas las otras
cantidades cinematicas.

= 0 no depende explicitamente de la posicion.
= No existe una direccion preferida en el espacio.

» Cuando D(u) =0, 6 se reduce a —pl, donde p es la presion e [ es la matriz identidad.

Los postulados anteriores permiten escribir el tensor de esfuerzos internos en dos términos:
o =—pl+T,
donde p es la presion, I la matriz identidad y T es el llamado tensor de esfuerzos desviatorios.

A continuacidn se describen las ecuaciones constitutivas mas utilizadas en mecanica de fluidos.

FLUIDO NEWTONIANO

El modelo de fluido mds simple corresponde al caso en que el tensor T varia linealmente con D(u), es
decir,

(2.5) T =2uD(u),

donde u es un parametro conocido como la viscosidad del fluido. Este modelo se conoce como fluido
newtoniano [2] y se presenta en materiales como el agua, la gasolina, el vino, el aceite,suspensiones poco
concentradas, etc.

FLUIDO PLASTICO BINGHAM

El plastico de Bingham modela un tipo de material viscopldstico que se comporta como un cuerpo
rigido frente a esfuerzos bajos, pero fluye viscosamente ante esfuerzos altos. Es el modelo de uso tipico en
pulpas de la industria minera, pero también se presenta en materiales comunes como la mayonesa y la pasta
de dientes [22].

La ley constitutiva para un fluido de Bingham es (2, §,24,25]

T= <?+2u3> D(u) < 7#0,

D(u)=0 & 7=0,

(2.6)
donde 7y se denomina tensién de fluencia y upg viscosidad plastica.

2.3.2. ECUACIONES PARA SISTEMA DE REFERENCIA MOVIL

Debido a que las paletas rotan con una velocidad angular € y para simplificar la imposicién de
condiciones de borde conviene considerar un sistema de referencia mévil (x',y’) solidario a las paletas del
vane. Para ello es necesario escribir las ecuaciones de movimiento en el nuevo sistema de coordenadas:

diva’ =0 enV,

2.7 N
@7 p(RxQxr+2Qxu +u'-Vu') =—-Vp'+ uAu' —pgk enV,
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donde u’ = (uy,uy, u’) es la velocidad en el sistema de referencia mévil, Q = Qk es 1a velocidad del sistema
de referencia inercial, Q es la velocidad angular con que giran las paletas y r’ es el vector de posicién en el
sistema de referencia mévil.La ecuacién que relaciona la velocidad en el sistema inercial con la velocidad en
el sistema no inercial es la siguiente

2.8) u=u+Qx7?

El uso de este sistema de referencia movil hace aparecer 2 términos adicionales con respecto al
problema considerado desde un sistema de referencia inercial (Ec. (2.7)):

1. El término asociado a la fuerza centripeta Q x Q x r que numéricamente se puede considerar una
fuerza externa.

2. El término de Coriolis 2Q x u’ que es lineal en u'.
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2.4. ANALISIS INSPECCIONAL

El anélisis inspeccional consiste en buscar los pardmetros adimensionales de un fenémeno, analizando

las ecuaciones que lo rigen [10]. Para realizar el anélisis inspeccional consideremos los siguientes pardmetros
de referencia:

Parametro Unidad

) Densidad del fluido | [kg/m’]
V | Velocidad de referencia [m/s]
L Largo de referencia [m]

T Tension de fluencia [Pa]

Us Viscosidad plastica [Pa - s]
Aceleracién de gravedad | [m/s?]

oQ

Se definen los siguientes pardmetros adimensionales:

TL
Bi=— “Numero de Bingham”,
uv
14 .
Fr=—— “Numero de Froude”,
v/ gL
Lv
Re = pT “Ntmero de Reynolds”.

Luego, usando la siguiente adimensionalizacién:

u=Vi,
X = LX,
p=pV?p,

las ecuaciones de movimiento en estado estacionario se transforman en:

= Caso Newtoniano

QoL . (. &\ U B o POz .
i (8-V) = —Vj+ har —Frk+ 500 < QX7
= Caso Bingham
QoL A
—Q0 1
v +

. . ~. Bia. . I 250)
(ﬁ-V)ﬁ:—Vﬁ+<Aﬁ+1V-(D(ﬁ)/}'f)>—Fr22k+
(&)

2,

0A VA2 .
7 V2 QxXQX7 & 7#0,
D(a)=0 < r=0

donde los operadores diferenciales con decoracién gorro son los operadores habituales con respecto a las
variables adimensionales y k = (0,0, 1)".

Se define la presiéon motriz como:
(2.9) Pm=p+Fr 25

Eliminando la decoracién gorro las ecuaciones de movimiento se escriben como:
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= Caso Newtoniano:

divau=0
(210) QnlL 1 LZQ,Z—» .
TOquJr(u-V)u:—meqLR—eAqu VZO.QX.QX?
= Caso Bingham:
divu=0
QoL
0 xut
(2.11) . 22
1 Bi L°Qy~ .
(u-V)u:—me—kRe(Au+ﬂv-(D(u)/|D(u)|)>+ vzoﬂxﬂxr & 7#£0,
D(u)=0 & 7=0,

Se observa que el movimiento es producto de tres efectos conjuntos: el efecto del nimero de Bingham, el
efecto del nimero de Reynolds y el efecto del nimero de Froude.
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2.5. PROBLEMA DEBIL

Debido a que se utiliza el método de elementos finitos es necesario encontrar la formulacién variacional
del problema (2.11) (véase el apéndice E).

2.5.1. PROBLEMA DEBIL PARA UN FLUIDO NEWTONIANO

El problema débil para el fluido Newtoniano consiste en:
Encontrar (u, py,) € (HI(V))3 x L2(V) tal que

/2f2><udx+ (u-V)u-vdx+
14 14
2 .
— D(u):D(V)dx:/pmV-vdx+/QXQX? Vv € H)(V)?,
Re Jv 1% v
/qV-udsz Vg € L*(V),
v
donde
D(u) : D(v) = D(u);;D(v);; (notacién de Einstein.)

2.5.2. PROBLEMA DEBIL PARA UN PLASTICO BINGHAM

El problema débil para un pldstico de Bingham consiste en:
Encontrar (u, py,A) € (H' (V))3 x L2(V) x (LZ(V))3X3 tal que

/2§xudx+/(u~V)u-vdx+
\% \%4
2
— [ D :D
Re/v (u) : D(v)dx+
Bi L
\6—1//1:D(v)dx:/pmv-vdx+/gxgx?dx v e (HY (V)
Re Jv % 1%
/qV-udx:O Vg € L*(V),
v

/VA:D(u)de/Vy:D(u)dx Vye (Lz(V))3X3-

66



2.6. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DEL REOMETRO DE
PALETAS DE ALTURA INFINITA

Consideremos un reémetro de paletas y supongamos que la sonda consiste en 4 o 6 paletas de largo ¢y
ancho w unidas por un hexdgono inscrito en un circulo de radio R; y el contenedor es cilindrico con un radio
R.. (Fig. 2.2 y Fig. 2.3).

Figura 2.2: Corte horizontal de un vane de 4 paletas de altura infinita.

Figura 2.3: Corte horizontal de un vane de 6 paletas de altura infinita.

Consideremos un corte transversal del redmetro y supongamos que las paletas giran con una velocidad
angular Q = Qk. Se supondrd ademds que la gravedad no acta y que los perfiles de velocidad son iguales
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independiente del corte transversal, lo que equivale a suponer que las paletas son cde altura infinita.
Para el 4nalisis adimensional consideramos que

s L=R;+1
u V:L*.Q.O
Con lo cual el termino L7Q° =1.

2.6.1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Sea (x',y') un sistema de referencia mévil solidario a una de las paletas. De acuerdo con la seccién
2.3.2, las ecuaciones de movimiento para el sistema de referencial mévil son:

» Fluido Newtoniano

diva’ =0 enV

2.12
12) p(RXxQxr+2Qxu +u'-Vu') =puAd’ enV,

= Fluido Bingham
divu’ =0 enV

D(u)

(2.13)

p(RxQxr+2Q xu' +u'-Vu') = pAu’ + todiv( ) enV,

donde u’ = (uy,u,u;) es la velocidad en el sistema de referencial mévil y Q = Qk es 1a velocidad de las
paletas.

2.6.2. CONDICIONES DE BORDE

La condicién de borde para el redmetro de 4 o 6 paletas es la condiciéon de adherencia del fluido a las
paletas, es decir, la velocidad del fluido es igual a la velocidad de las paletas en el contorno de éstas, lo que
equivale a la siguiente condicién de borde para el sistema de referencia:

sobre las paletas. Ademd, como el contenedor esté en reposo respecto del sistema de referencia inercial (x,y)
se tiene que

sobre el contenedor.

Dada las condiciones de borde y que consideramos g = 0 es natural suponer que «, = 0, con lo cual solo
es necesario calcular u/, y u; que vienen dados por las primeras dos ecuaciones de los sistemas 2.12 y 2.13.
Ademas

(2.14) Pm =D
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Y consideramos como lado derecho del problema

(2.15) F=QxQx7=—(Qux* +Q0y*/])
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2.6.3. ESQUEMA NUMERICO

A continuacién se presentan los pseudo algoritmos para resolver los problemas de fluido Newtoniano y
Bingham en el reémetro de paletas que se desarrollan con mayor detalle en el apendice E.

= Caso Newtoniano:
Para resolver numéricamente el problema del flujo al interior de un reémetro de paletas se utilizar4 el
siguiente esquema numérico:
Para € > 0:

1. Se define u’ = 0.

n+1

2. Se calculau™™" a partir de la siguiente expresion:

/(u"+l~V)u"-vdx+2/ (qu")vdx—kz/D(u”“) :D(v)dx
14 v Re Jv

m

:/p”“Vvdx—i—/ (QxQxr)vdx Ve HNV)?,
14 14
/qV-u"“dsz Vg e L2(V),
14
3. Si
" —u'| < e,
terminar y hacer u = u"*! . Sino volver a 2.

El esquema numérico anterior esta basado en el método de punto fijo (ver apendice E) para discretizar

el término no lineal
(u-V)u

= Caso Bingham:
Para resolver numéricamente el problema (2.11) se utilizar4 el siguiente esquema:
Para @ € (0, 5%;) y € > 0:

1. Se define u’ = 0.
2. Se calcula u"™! y A"*! a partir de la siguiente expresion :
2
/ (u"+1 V)u" -de+2/ (Qxu")vdx+ —/D(u”“) :D(v)dx
\% \% Re \%
Bi
—H[ZR—I/ A" D(v)dx = / pZ,HV-Vd)H—/ (Qx Qxr)vdx Vv € H} (V)?,
eJv v 14

/qu-u"+1dx —0  Vgel(V),

A"+ aD(u )

lnﬁ’l —
max {1,|A" +oD(u" )|}

3. Si
AT A <ey ! -t <e,

terminar y hacer u = u"*! y A = A"*!, Sino volver a 2.

El esquema numérico anterior estd basado en el método de Uzawa propuesto en [20,31].
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2.7. RESOLUCION NUMERICA

Se considera %5, una triangulacién de V para la presion y .7, una triangulacion maés fina para las

velocidades construida a partir de %5, agregando los puntos medios de los lados de la triangulacién %,
(Fig. 2.4).

Figura 2.4: Subdivisién de un tridngulo de %5,

A partir de esto podemos generala las mallas para las velocidades para el reometro de 4 paletas( Fig
2.5) y 6 paletas (Fig. ??)

AP
AVAV, N
USSR
DA

<N
<N
«vgﬁ

|7
ot
&

Figura 2.5: Triangulacién del dominio V' para 4 paletas.

Sea P; el espacio de los polinomios de dos variables de grado menor o igual a 1. Se introducen los
siguientes espacios que aproximan a (H,) (V))3 y L?(V) respectivamente:

Vi = {V € C(V)? tal que V]Tj € (Py)? paratodo T € 9 y v =0 sobre BV} ,
On= {q € C(V) tal que ql. € Py para todo K; € %h}.
Se introduce la base (si),., de Vj, y la base (wy),; de Qy construida con las funciones de base de los
elementos finitos [1].

Si I'y J denotan las dimensiones de los espacios Vj, y O, respectivamente, se introduce la base (s¢ )., de Vj
y la base (wy ), de Oy, construida con las funciones de base de los elementos finitos [5].
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Figura 2.6: Triangulacién del dominio V para 6 paletas.

Por lo tanto se puede descomponer u y p sobre estas bases de la siguiente manera:

u= ux(x,y)f—i— uy(x,y)f,

Mx(xvy) = Zsk(x7y)ul;a

keJ

(2.16) wy(x,y) = Y s (x, )k,
keJ

px.y) =Y wi(x,y)pr.
kel

Reemplazando la descomposicion (2.16) en la formulacién variacional se obtienen varios términos que
deben ser calculados para las funciones bases. Estos son:

El término de conveccon:

/V (u"-V)u" vdxdy.

= El término de difusion:

/ D) : D(v)dxdy.
\%

= El término de Coriolis:

/ 2Q x u"vdxdy.
v

= El término de presién:

/ PV - vdxdy.
4

Reemplazando la descomposicion (2.16) en la formulacién variacional se obtienen varios términos que
deben ser calculados para las funciones bases. Estos son:

» El término de conveccon:

/V (u"-V)u"vdxdy.
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= El término de difusion:
/ D) : D(v)dxdy.
1%

= El término pléstico:

/ A" D(V)dxdy.

= El término de Coriolis:
/ 2Q x u"vdxdy.
v

= El término de presion:
/ PV - vdxdy.

En las préximas secciones se detalla el calculo de cada uno de los términos anteriores.

2.7.1. EL TERMINO DE CONVECCION

nou'l + n Qult!
W -Vyu"! = ;:8;9;;\;1 ;:35,\3&1
X 9 Uy dy
1. Segiin i tomando v = s;1
n+1
/( "LV wsidxdy = / dxdy—i—/ dxdy
v
/ ”dlffu'”’lxdxdy—Z’u’”’”/zfu'”a iSidxdy
jeJ Vies
=Yl w)
je
u n+1
/ ;’ dxdy ZM”HJ/ Zu —s skdxdy
|4 jeJ Vies
_ Z n+1, ]C
jeJ
Luego:
/ (u V) u"sifrdrdz = (C'' + UM
v
2. Segiin j tomando v = s; )
il s aunJrl n+1
/(u -V)u skzdxdy:/ 8 dxdy+/ dxdy
v 1%

aunJrl
/X 9 dxdy = Zu”+11/2u”’—sskdxdy
14

jeJ Vies

=L G

jer
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8 n+1
/ dxdy ZM”HJ/ZM —sskdxdy

jeJ Vies
— u;erl,]
jeJ
Luego:
/ (un-H . V) unskfrdrdz — (C” _I_Clz)U)I]’l-‘r]
\%4

De esta forma la matriz asociada al termino convectivo
11 12
- (c''+cC) 0
@.17) b _< 0 (c+ch)

2.7.2. EL TERMINO DE DIFUSION

Dado que u(x,y,z) = u(x,y) se tiene que:

duy 1/ duy duy
_ e 3 (G +37)
D(u) = 2
l(aux 4 2 duy
2\ dy ox dy
1. Componente segun 1.
Sea v = s;(x, )i, entonces:
@ 195
20
D(si(x,y)i) = l@ Oy
2 dy

Luego:
duy dsx 1, du,  duy dsi

n+1 = _ AR _(
Re/D D(sil)dxdy = /<ax ox T20gy T o) gy P
J2 (O 130
xRe Jdx dx 2dy d

asj dsk
—dxd
yReZ dx dy ray

)dxdy-+

JEJ

2
7/D(un+1 D(sid)dxdy = AU + ARy
Re Jv

2. Componente segun J.
Sea v = si(x,y) ] entonces: Sea v = s (x,y)i, entonces:

0 195,
D(si(x,)D) = | 195 2%

2 dx dy
Luego:
i n+1 7/ au} aSk 1 8ux auy 8Sk
Re/VD(u D(spl)dxdy = (8)/ By +2( Iy toy )8x Ydxdy
SJ 8sk
= J —dxdy+
]EZ‘; Re v dy dx Y

e 8s] 8sk+ 1%8%
yRe v dy dy 2 0dx dx
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o / D n+1 Sdexdy AZlUn+l +A22Uﬂ+1
De esta forma la matriz asociada al termino difusion

All A12
(2.18) Ag= ( 421 Azz)

2.7.3. EL TERMINO DE CORIOLIS

2Q xu= 2Q0 (—uyl + 1y j)

De esta forma la matriz de Coriolis queda definida por

2 / Q x uvdxdy = ZQO/ (—uyVi+uvj)dxdy
Jv v

1. Segiin i
2/ Q x uskfdxdy = —ZQO/ uysidxdy
1%
= Zu —2Qy) /s]skdxdy
jeJ
= Y A
jeJ
2. Segiin |

2/ Q x usgidxdy = ZQO/ U Srdxdy
1%

= Zuj (2Q0) /sjskdxdy
jeJ

=Y ui(-A)

jer

De esta forma la matriz asociada al termino de coriolis

0 A12

2.74. EL TERMINO PLASTICO

Dado que tedricamente buscamos A tal que

_ p, D)
(2.20) A= PATD )]

vamos a buscar A" simétrico. Ademds, supondremos que es constante por tridngulos, es decir,
o n7j
=) A1,
jeJ
— n!j
- Z }”Xy Iz,
=
n __ n,j
My = Z%y Iz,

jeJ
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Luego:

/)L": v)dxdy = / xxavx 8vx + == Wy 5+ AL 8vyd dy
v dx ox

ay Y dy
1. V:Skf.
B1 " Bi 2 OSk o, OSk
/A : D(V)dxdy = V2 — / (Ao +Ay o 5 )dxdy
= _b,i
2. V:Skj.
B1 n Bi 208k ., 0S8
/k : xy—\fR (/lxya +)Lyyak) xdy
= —b?
2.7.5. EL TERMINO DE PRESION
/pn+lv Skl dXdy an-l-l/ ask
icl v ax
. _an+lB]1
7
/P"+1 - (sx]) dxdy = ZP"+1/ L
m le[ v 8y
Zp _HBkz
icl

2.7.6. ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ Y SISTEMA LINEAL

Se definen:
Ut = ()
2.21) Ut = (u;H’l,..., s "')

prl — <pn+l,l"”7pn+l,\1‘>l

Para la presion se define la matriz

1

(2.22) B= <§2>

y para el lado derecho que contiene los términos asociados al término de bingham
1

(2.23) b= <22>

Ademas el lado derecho se compone de las fuerzas externas que se representan por

_ f1>
/ <f 2
donde las formulas para f; y f> se hacen explicitas en la siguiente seccién.
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2.7.7. ALGORITMO PARA FLUIDO NEWTONIANO

Para un fluido Newtoniano el sistema lineal es el siguiente

Uthrl
(2.24) A (U =7
Pn+1
donde
_ (D'"+A;+A. B
(2.25) An_< - o>

A continuacion se define el algoritmo para resolver el problema no lineal asociado a un fluido
Newtoniano

Algoritmo 1 Algoritmo Newtoniano No Lineal
VW 0eR?
pPgetsO
k<0
err <— oo
while err > threshold do
(VPR AL ()
err = |[VFF1 —vK||
k< k+1
end while

2.7.8. ALGORITMO PARA FLUIDO BINGHAM

Para fluidos Bingham el sistema lineal a resolver es
U[}’H—]

(2.26) A (UMY = F 4"
Pn+1

Para resolver el sistema anterior se utiliza el algoritmo de Uzawa

Algoritmo 2 Algoritmo Uzawa

Ao+ 0cRII

vV —0eR?

po +0

k<0

err < oo

while err > threshold do

(Vk,pk)t <—A,;1(bk+f)

/lk—i-%D(v")

M = max{ 1,2+ ED(v)||}
err = || Agr1 — Akl
k+—k+1

end while
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2.7.9. CALCULO DE INTEGRALES

Para el célculo explicito de las integrales es necesario utilizar las siguientes formulas. Sea T un tridngulo
2 o . .
de R” de vértices (a;); ;<3 y de baricentro ag. Sean (a;;), ~j<3 los puntos medios de los segmentos de
extremos a;, aj. Entonces, se tiene la siguiente formula de cuadratura:

2.27) /T v~ T Y y(ay).

Ademais, la férmula (2.27) es exacta para ¥ € P, [5]. Sea s; un funcién de la base de Vj,, entonces

1 (Pa—Py)- f)
2.28 Vsilr = — k)
( ) k‘T 2’T‘ ( (Pbk Pak) l

donde ay y by son los otros vértices de T, que asumiremos aparecen (k;ak;bk) en el sentido contrario a las
manecillas del reloj.

Ademas dado que s; € P|(T') entonces %S" y %Sk son constantes por tridngulo por lo cual se considera que
Axx, Axy Y Ayy son constantes por tridngulo. De esta forma calculdmos las integrales principales:

BokA
(2.29) /V s sidxdy = Z{ Bl
dsy ds; o Py —Py) (P —Py))- ]
(2.31) @@dxd _Z(Pak_Pbk)'ﬂpbj—Puj)-f.f
. % ax ay Y= T 4‘T|
as-&sk (Pa _Pb )(Pa—Pb);
2.32 98 08k 4y — 2 ) (Pa, ’
o vy TR

ask |T\

(2.33) /V 9% g Z

((Ci + Caki) + (Cri + Cpii) + (Cri + Curi))

%T\

8sk ’
(2.34) /V Z a7

((Cki + Caki) + (Cri + Cpki) + (Cri + Cari))

==
=
H

(2.35) / o 2§ spdxdy = Zas" {

o
=
I

=R=
=
e

ds 1
(2.36) / % o sedxdy = Z k {6 k:j'
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2.8. CALCULO DEL TORQUE

Para calular el torque en las superficies de las paletas (4 o 6) se distinguen 2 casos. Cuando la superficie
es oblicua y cuando la superficie es vertical. Para representar el borde correspondiente en la triangulacion
para el calculo del torque se utilizara I'; .

M(T)) = / 7x GhdS
I X[h17h2]

Ademas, bajo las hipdtesis del problema

vy 170V, vy

Er ) Z(avy; ) 0
p=| g H o

0 0 0

2.8.1. CASO NEWTONIANO

En este caso ¢ = 2uD(V)

s Caso Oblicuo:
Se considera la superficie definida entre [h;,h;] y la recta y = mx+n con x € [a;,a], con lo cual

P =xi+ (mx+n)j+zk

y se define la normal a la superficie como

1 .
A= ———(ami+bj
T i)

donde a b son 1 o —1 dependiendo de la orientacion de la normal. Para esto

(R

oh = 2 (814 ) b&v

T | B e

Para el calculo del torque consideramos solo la componente k del torque que es la que proviene del
giro de las paletas.

~ am du OJv v Ju b, du Jv
Gnk—T(a—y—i-a)—i-bxa—y—(mx—i—n)(ama—i-i(afy-i-a))

En base a lo anterior la formula numérica para el calculo del torque

M(T)) = (ha—h) ;tgzezfée m(a — b)|Pa();Pbi(1)2|(uig§j+ 3;)
L plPa(V)? ng;( )? \vi(;syi
2 _ 21 3
_ g PV 2P;,l.(1) |”l§)il
- anmPa,.(l)—Pbi(l)yuiaai"

- ”2”|Pa,.<1>—Pb,-<1>|(u"ay'+v"ax'>>



= Caso vertical:
Se considera la superficie definida entre [y, h] y los puntos Py = (x1,y2) y P» = (x1,y2), con lo cual

F=xiityj+k

cony € [y1,y2). Es claro que la normal a la superficie es

~

i=ai
donde a es 1 o —1 dependiendo de la orientacion de la normal. Con la informacién anterior se tienen
todos los elementos para realizar el cdlculo de la integral de torque

hy

2
M(T)) = /S 7x GAdS = / 7 Ghdydz

h Iy

Para esto
du

dx
ohi=a %(%‘ +9Y)
0
Al igual que en el caso anterior la componente del torque que se desea calcular es la asociada a k
x1 du 0Jv du
a 2 (3y * ax) yax)

En base a lo anterior la férmula numérica para el cédlculo del torque

A

FXOA=

dsi  ;0s;
MIT) = (=h) LY Y &er, (5 1Py (2) = B @) 5+ 5
T teTieT y X

_ ‘Pai(z) _Pbi( ) ’Lti@)

2 dx

2.8.2. CASO BINGHAM

Para calcular el torque para el caso Bingham consideramos ¢ = 2uD(v) + \ﬁro
definido por 2.8.

|D (u) esta

= Caso Oblicuo:

(2.37) M(T;) =2ut +V2n
Donde
m(a— b)|P() —P, (1), ;ds; ,0s;
T = (hh—h) &rer;( : (' 5= +v' =)
RRRRS 2 dy  Ox
[P (1)> = Py (1)] ;9
+ b 5 v Iy
_ 2|Pai(1)2_Pbi(l)2‘ i@
am 5 u' 5
— anm\Pdi(l)—Pbl.(l)u"gsi
X
bn i&Si iasi
— FIR =B OIS+ 5)



m(a— b) IP.(1)? =Py, (1)?], ;0s; ;0
= —hy) d Gy
(%] 1 ;tg )|zer,,€ZT’§ZEF D) ( ay ax)
P (1)> = Py, (1)] ;9si
+ b > v Iy
2 [P (1)? = Py (1)?] ;9si
am 2 " ox
- anmPa(l)—Pb,(l)]uigii
bn ;dsi 0
- FE0) =AW G+ 5)
= Caso vertical:
(2.38) M(T;) =2ut +V21
Donde
x1 ;0si ;0
T = h2_h1 ZZZ&IEF a, Pbl(z)‘( a +v 0 )
T teTieT x
P2~ Py (2)?] ;s
2 " 8x)
o = (- m)E Y o ¥ e (CHR2) - B @I D i)
T tET| ( )HIEF, ieT a ox
Py, (2)* — Py, (2)°] ;9si
2 " 8x)

2.8.3. CALCULO DEL TORQUE PARA EL REOMETRO DE 4 PALETAS

Consideremos la superficies I'} a I's de acuerdo con la Fig. 2.7.

Torque sobre I'; La parametrizacién de la superficie I'; estd dada por:

F(v) = (Ri+1,y,z) z€[0,H],y€[0;w/2].
Torque sobre I, La parametrizacion de la superficie I, esta dada por:

7(x) = (x,w/2,2) ZE[O,H],)CE[\/R2 4 R—H]

Torque sobre I'; La parametrizacion de la superficie I3 estd dada por:

2
7(x) = (x,mx+n,z) z€I[0,H],x€[w/2; \/ﬂL
dondem=—1lyn= \/ﬂ"‘%-
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Figura 2.7: Corte horizontal de un vane de 4 paletas de altura infinita.

Torque sobre I’y La parametrizacién de la superficie I’y esd dada por:

7(y) = (w/2,y,z) z€[0,H],y€ [\/]212_7‘/:2;131.4_[]‘

Torque sobre I's La parametrizacion de la superficie I's estd dada por:

P(x) = (x,Ri+1,z) z€[0,H],x€[0;w/2].

Torque total Debido a la simetria, se tiene que el torque total sobre el cilindro vale:

(2.39) Mot = 4 (M(T'1) +M(T2) +M(T3) + M(Ly) + M(I's))

2.8.4. CALCULO DEL TORQUE PARA EL REOMETRO DE 6 PALETAS

Consideremos la superficies I'} a I's de acuerdo con la Fig. 2.8.

Torque sobre I'j La parametrizacion de la superficie I'; estd dada por:

7(y) = (Ri+1,y,z) z€[0,H]ye[0;w/2].

Torque sobre I, La parametrizacion de la superficie I, estd dada por:

F(x) = (x,w/2,z) z€[0,H],x€ [\/R%_ivf;RiH]‘
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Figura 2.8: Corte horizontal de un vane de 6 paletas de altura infinita.

Torque sobre I's  La parametrizacién de la superficie I'; estd dada por:

2
7(x) = (x,mx+n,z) zG[OH]xG[ R2——+—_1/ _W_
*W— 2 w2
dondem My’,l:%_m RIZ_WT2-
20/ R 22—\ Bw V

Torque sobre I’y La parametrizacion de la superficie I'4 estd dada por:

- 1 Ri+1 3
7(x) = (x,mx+n,z) zG[O,H],xe[E R2—Z+\£_;} ~5— +§g]’

donde m=+3yn= ——\[%

Torque sobre I's La parametrizacion de la superficie I's esta dada por:

R,-I—lR,-I—l \/§W

(x) = (x,mx+n,z) z€[0,H],x€| 55 5 5],

=N

donde m = —? yn= %g(Ri—l—l).

Torque total Debido a la simetria, se tiene que el torque total sobre el cilindro vale:

(2.40) Miotal = 6 (M(T'1) +M(I2) +M(T3) + M(Ty) +M(Ts))
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2.9. RESULTADOS

2.9.1. RESULTADOS PARA EL REOMETRO DE 4 PALETAS: CASO NEWTONIANO
PERFIL DE VELOCIDADES

En las Figs. 2.9 y 2.10 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia mévil
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66.

Figura 2.10: Perfil de velocidad u; en el sistema mévil para Re = 0.66.

En las Figs. 2.11 y 2.12 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia inercial
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66.
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Figura 2.11: Perfil de velocidad u, en el sistema inercial para Re = 0.66.
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Figura 2.12: Perfil de velocidad u; en el sistema inercial para Re = 0.66.
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PERFIL DE TENSIONES

En las Figs. 2.13, 2.14 y 2.14 se presentan los perfiles de tensiones obtenidos para un nimero de
Reynolds de 0.66.
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Figura 2.13: Tension Ty, para Re = 0.66.
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Figura 2.15: Tension 7y, para Re = 0.66.
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LINEAS DE CORRIENTE

En la Fig. 2.16 se presentan las lineas de corriente para el sistema mdvil y el sistema inercial,
respectivamente obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66.

Lineas de corriente en sistema mévil

Figura 2.16: Lineas de corriente para el sistema movil para Re = 0.66.

2.9.2. RESULTADOS PARA EL REOMETRO DE 4 PALETAS: CASO BINGHAM
PERFIL DE VELOCIDADES

En las Figs. 2.17 y 2.18 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia movil
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66 y numero de Bingham de 10.

i
u
x

Figura 2.17: Perfil de velocidad . en el sistema mévil para Re = 0.66 y Bi = 10

87



Figura 2.18: Perfil de velocidad u’y en el sistema movil para Re =0.66 y Bi = 10

En las Figs. 2.19 y 2.20 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia inercial
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66 y nimero de Bingham de 10.
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Figura 2.20: Perfil de velocidad u, en el sistema inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

Enlas Figs. 2.21 y 2.22 se presentan los perfiles del modulo de la velocidad para el sistema de referencia
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no inercial y el sistema de referencia inercial respectivamente.

fu

Figura 2.21: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

Rapidez en el sistema inercial: n|

Figura 2.22: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

En la Fig. 2.23 se presenta la presion.

=1
X
e

Figura 2.23: Presion para Re = 0.66 y Bi = 10.
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PERFIL DE TENSIONES

En las Figs. 2.24, 2.25 y 2.25 se presentan los perfiles de tensiones obtenidos para un niimero de
Reynolds de 0.66. y nimero de Bingham de 10

Figura 2.24: Tensioén 7, para Re = 0.66 y Bi = 10.
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Figura 2.25: Tension 7, para Re = 0.66 y Bi = 10.
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Figura 2.26: Tension 7,y para Re = 0.66 y Bi = 10.
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LINEAS DE CORRIENTE

En la Fig. 2.27 se presenta las lineas de corriente para el sistema mévil obtenido para un nimero de
Reynolds de 0.66 y nimero de Bingham de 10.

Lineas de corriente en sistema inercial

Figura 2.27: Lineas de corriente para el sistema movil para Re = 0.66 y Bi = 10.

2.9.3. RESULTADOS PARA EL REOMETRO DE 6 PALETAS: CASO NEWTONIANO
PERFIL DE VELOCIDADES

En las Figs. 2.28 y 2.29 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia movil
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66.

Figura 2.28: Perfil de velocidad u/, en el sistema mévil para Re = 0.66.
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Figura 2.29: Perfil de velocidad u; en el sistema movil para Re = 0.66.

En las Figs. 2.30 y 2.31 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia inercial
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66.
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3
05
4
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Figura 2.31: Perfil de velocidad u; en el sistema inercial para Re = 0.66.

Enlas Figs. 2.32 y 2.33 se presentan los perfiles del modulo de la velocidad para el sistema de referencia

92



no inercial y el sistema de referencia inercial respectivamente.

fu

Figura 2.32: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 .

Rapidez en el sistema inercial: n|

Figura 2.33: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 .

En la Fig. 2.34 se presenta la presion.

=1
p
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i ¥ W

Figura 2.34: Presion para Re = 0.66 .

93



PERFIL DE TENSIONES

En las Figs. 2.35, 2.36 y 2.36 se presentan los perfiles de tensiones obtenidos para un niimero de
Reynolds de 0.66.
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Figura 2.37: Tension Ty, para Re = 0.66.
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LINEAS DE CORRIENTE

En las Figs. 2.38 se presentan las lineas de corriente para el sistema movil obtenidos para un niimero
de Reynolds de 0.66.

Lineas de corriente en sistema inercial

Figura 2.38: Lineas de corriente para el sistema movil para Re = 0.66.

2.9.4. RESULTADOS PARA EL REOMETRO DE 6 PALETAS: CASO BINGHAM

PERFIL DE VELOCIDADES

En las Figs. 2.17 y 2.18 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia movil
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66 y numero de Bingham de 10.

u
x

Figura 2.39: Perfil de velocidad i/, en el sistema mévil para Re = 0.66 y Bi = 10

95



Figura 2.40: Perfil de velocidad u’y en el sistema movil para Re =0.66 y Bi = 10

En las Figs. 2.41 y 2.42 se presentan los perfiles de velocidad para el sistema de referencia inercial
obtenidos para un nimero de Reynolds de 0.66 y nimero de Bingham de 10.
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Figura 2.42: Perfil de velocidad u, en el sistema inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

En las Figs. 2.43 y 2.44 se presentan los perfiles del modulo de la velocidad para el sistema de referencia
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no inercial y el sistema de referencia inercial respectivamente.

fu

Figura 2.43: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

Rapidez en el sistema inercial: n|

Figura 2.44: |u| en el sistema de referencia no inercial para Re = 0.66 y Bi = 10.

En la Fig. 2.45 se presenta la presion.

¥4 B

Figura 2.45: Presion para Re = 0.66 y Bi = 10.
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PERFIL DE TENSIONES

En las Figs. 2.46, 2.47 y 2.47 se presentan los perfiles de tensiones obtenidos para un niimero de
Reynolds de 0.66. y nimero de Bingham de 10
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Figura 2.46: Tension 7., para Re = 0.66 y Bi = 10.
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Figura 2.48: Tension 7,y para Re = 0.66 y Bi = 10.
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LINEAS DE CORRIENTE

En la Fig. 2.49 se presenta las lineas de corriente para el sistema movil obtenido para un nimero de
Reynolds de 0.66 y nimero de Bingham de 10.

Lineas de corriente en sistema inercial

Figura 2.49: Lineas de corriente para el sistema moévil para Re = 0.66 y Bi = 10.
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2.10. CONCLUSIONES

Se estudia el modelo Newtoniano y el modelo de Bingham en un reémeto de 4 y 6 paletas de altura
infinita en ausencia de gravedad.Las hipdtesis del problema lo reducen al problema bidimensional de
encontrar u = (uy,u,) y p usando las ecuaciones de Cauchy sobre un dominio V' que es corte transversal
de las paletas.

Para plantear el problema es necesario definir un sistema de referencia mévil solidario a las paletas con lo
cual aparecen nuevos términos en las ecuaciones de Cauchy que son el termino de Coriolis, que es lineal con
respecto a u, y la fuerza centripeta que actua como fuerza externa. La dificultad del problema radica en los
términos no lineales que son el término convectivo y término plastico.

En el caso de fluido newtoniano solo aparece el término convectivo que es bdsicamente un término
cuadratico. Para resolver este problema se discretiza este termino como u”Vu"*+!. A partir de esto el problema
se reduce a resolver una sucesion de problemas lineales donde la solucidn del problema no lineal es el limite
de las soluciones de los problemas lineales.

En el caso del fluido Bingham aparece el término convectivo(que se discretiza de la misma manera que el
caso newtoniano) y el termino pléstico. Para discretizar el término plastico se utiliza el metodo de Uzawa que,

en base a una serie de equivalencias entre problemas, reduce el problema a agregar una variable auxiliar A

D(u)
-‘D(“)| ., . . .

para A y u, es decir, dado un A,, A,,.1 es la proyeccion de A, en la bola unitaria y A, 1 ahora juega el rol

de @E‘& en la ecuacion de Cauchy. Esto hace al discretizar el término convectivo la ecuacién de Cauchy sea

que juega el rol de y a proyectar esta variable sobre la bola unitaria. Utilizando un algoritmo alternante

lineal para u"*!. De esta forma el problema se reduce a una susesion de problemas lineales para encontrar
(u",A") y el limite de estas soluciones es la solucién del problema original.

Los algoritmos desarrollados permiten obtener el perfil de velocidades para las geometrias de 4 y 6 paletas.
Con estos 2 elementos (las velocidades y la geometria) se desarrollo una formula que permite calcular el
torque para ambos casos.
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Apéndice A

DEDUCCION DE LA ECUACION DE
CONSERVACION DE MASA PARA LA
CANALETA RECTANGULAR

Consideremos el siguiente esquema de un fluido(sedimento) de densidad p; con velocidad V =
(u(x,z,t),w(x,z,t)) y N(x,1) es la elevacion de la cama.

Zw

A

7

{-X, U

Consideramos que p; constante con lo cual la ecuacion de continuidad se escribe:

v
dx dz

Integrando con respecto a z entre 0y n

nJ nd
—udz—k v

dz=0
0 0dx oazZ

N du
/0 Edz%—w(x,n) —w(x,0) =0

Por la regla de Leibnitz

n(xﬂt) au a T'(X,l‘) (911
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Es claro que w(x,0) = 0 y ademas:

Dn  dn an

w(x,n) = Dr ;4'14(%’7)%

Asi remplazando en la ecuacion de continuidad:
an 9 (M
—+ = dz=0
w*wA“Z

Llamando g5 = fon udz (gasto s6lido) tenemos la ecuacion de conservacion de masa para el sedimento:

d d
Ty

W a%zo

Basados en el siguiente esquema:

A/

x1

De esta forma la ecuacion de conservacion de masa queda:
d N J 0
a9t T

Para trabajar con una versiébn mds simple de la ecuacién consideraremos 2 hipdtesis sobre los
parametros de la ecuacion anterior:

= El flujo del fluido sobre el sedimento(qy) es constante:

qf=Hu=<c"

= FEl gasto sélido tiene la forma:
gs=o(u,H,...)u"

Donde n € Ny ¢ es una funcién determinada de manera empirica. Para ser consistente con el trabajo
original de Exner consideramos n = 1 y & como una constante( hip6tesis de Exner).

De las hipétesis anteriores se desprende:



Remplazando en la ecuacion de continuidad tenemos

J J
e 51+ 5 =0

Donde f(n) = }i—qf). La ecuaciéon A.1 es una ecuacién hiperbdlica y a la funcién f se le denomina
flujo. Se asume en la ecuacion anterior que g y @ son constantes positivas. Ademads consideramos £ lo
suficientemente grande tal que (2 — 1) > 0 lo que implica que el flujo es convexo. La dltima hipétesis refleja
que sedimento nunca alcanza el tope de la tuberia.
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Apéndice B

MARCO TEORICO DE ECUACIONES
HIPERBOLICAS

En esta seccidn se presenta un breve resumen sobre la teoria de soluciones de ecuaciones hiperbdlicas.
En la primera parte se argumenta sobre las soluciones no son necesarimente suaves. Despues se presenta
el concepto de solucion débil y solucién de entropia y se presentan criterios de existencia y unicidad de
soluciones de entropia. Este capitulo se basa en principalmente en argumentos que se presentan en [14] y
en [9].

B.1. CURVAS CARACTERISTICAS

La ecuacidn A.1 tiene como forma general

du(x,t df(u(xt))

u(0,x) = up(x) xeR

conu:Rx [0, 4] = QconQCRy f:R— Rdeclase C'. Si u, una solucién del problema B.1, es C' se le
denomina solucién clésica. Una caracteristica esencial de este tipo de problemas es que en general no existe
una solucion cldsica de B.1 salvo por un intervalo acotado de tiempo sin importar si es que g, la condicién
inicial, fuese suave. Para ilustrar este hecho estudiaremos las trayectorias caracteristicas de la ecuacion.

Definicion B.1.1. Curvas Caracteristicas
La curva caracteristica que pasa por el punto (xo,0) se define como la solucion de la EDO

& = f'(u(x(1),1))
(B.2) {d £(0) = 1o

Proposicion B.1.1. Si u es una solucion suave de B.1 entonces u permanece constante sobre cada curva
caracteristica definida por la ecuacion B.2.

Demostracion
Notemos que dada la regularidad de la funcion f es posible asegurar la existencia de la curva x,, para un
intervalo [0,7).As{

du(x(t),t)  du(x,t) df(u(x,t))
a ( o ox

) = 00]
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De la proposicion anterior se deduce que las curvas caracteristicas tienen la forma
(B.3) x = xg+tf (uo(x0))

Asumamos que existen puntos x; < x; tal que las pendientes de las curvas caracteristicas que pasan por estos

puntos son tal que
1 1

b)) =T Plue)

Supongamos que las curvas caracteristicas se intersecan en un punto P. En este punto la solucién deberia
tomar los valores ug(x;) y up(x2) lo que es imposible ya que asumimos que la solucién u es continua. Por
ende u no puede ser continua en el punto P. Notemos que este fendmeno es independiente de la suavidad de
la condicidn inicial ug y f. De esta forma salvo que la funcién x — f*“(uo(x)) sea monétonamente creciente
la ecuacién B.1 no tendrd una solucién cldsica para todo tiempo ¢.

Es posible calcular el tiempo minimo en que en geu se demoran en chocar 2 curvas caracteristicas. Para esto
notemos que igualando las ecuaciones de las caracteristicas en el punto P tenemos que:

t(f (uo(x1)) = f' (1o (x2))) = x2 —x1

mi

Despejando ¢ y tomando x; — xj:
1

= f (o (x1))

y tomando el minino sobre x; obtenemos la férmula para el tiempo en cual la solucién de la ecuacién deja
de ser C':

T*(xl) = —

1

_ml'flmeR(dixlf/(uO(xl)))

(B.4) T =

B.2. SOLUCION DEBIL

Para esta seccién y las posteriores consideraremos la siguiente notacién u™(x) = 11’m+u(x+ €)y
e—0

u (x) = 11’%1 u(x+ €). A continuacion consideramos el problema B.1 y definimos la nocién de solucién
£—0~
débil

Definicion B.2.1. Solucion Débil del problema B.1 La funcion u € L (R x [0, +o0),R) es una solucion débil
de B.1 ssi

Hoo oo +eo
(B.5) /0 /_ u@; + f(u) pedxdt —l—/_ up(x)@(x,0)dx =0

para toda funcion @ : R x [0,+e) — R suave y a soporte compacto.

Es posible tener una caracterizacién de la discontinuidad de una solucién de B.1

Teorema 1. Condicion de Rankine-Hugoniot
Sea u:R x [0, +o0) — R tal que es C' por tramos. Entonces u es solucion débil de B.1 si y solo si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. u es solucion cldsica de B.1 en el dominio en que u es C'.
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2. u cumple la condicion de salto
(B.6) (f(u-) = Flu))V! + (u- —uy )V =0

en la curva de discontinuidad, donde vy y v, son las normales opuestas en la curva.

Notemos que parametrizando la curva de discontinuidad como {(x,#) | x = s(¢)} tenemos que

1
V1+s2

De esta forma la condicién de Rankine-Hugoniot se puede escribir como

(V],Vz) = (13_5:)

B.7) (fu) = fluy)) = (- —up)s

Es importante notar que en este tipo de problemas no necesariamente hay unicidad y la condicién de
Rankine-Hugoniot no la asegura.

La falta de unicidad nos lleva de manera natural a la pregunta de cudl es la solucién relevante. El
concepto de entropia permite seleccionar, y asegurar, la existencia de una solucién que serd la fisicamente
relevante.

B.2.1. NOCION DE ENTROPIA

Consideremos el siguiente problema: dada una solucién suave de B.1 nos preguntamos si u satisface
alguna otra ecuacion de la forma

QU (u(x,r)) | OF(u(x.1))

(B.8) ot o

=0

Notemos que esto se tiene si U’ (u) f'(u) = F’'(u) ya que multiplicando B.1 por U’(u) tenemos

=0

Ul(u) aug;at) —l—U’(u) af(’;(;7t))

0@ 25D 4y 25D g

U’(u)gug;’t) +F/(u)8ug;7t) _o

con lo que se obtiene la ecuacidn B.8.Lo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicion B.2.2. Funcion de Entropia
Una funcion convexa U : Q — R se denomina entropia para la ecuacion B.1 si existe una funcion F : Q — R,
llamada flujo de entropia, tal que

(B.9) U'(u)f'(u) = F'(u)
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Para conectar el concepto de entropia con la existencia de la solucién fisicamente relevante
consideremos la ecuacién de viscosidad asociada a la ecuacién B.1

A (x,r) | Of(u(x.0)) _ 0% (x)

ot ox o0x?

Con lo anterior podemos formular el siguiente teorema (ver [14]).

(B.10)

Teorema 2. Supongamos que B.1 admite una funcion de entropia U con un flujo F. Sea u® una secuencia
de soluciones suaves de B.10 tal que

(B.11) 6| = (e x fo,+o0)) < €

(B.12) u® — u cuando € — 0 c.t.p en R x [0, +o0)

Donde C > 0 es una constante independiente de €. Entonces u es solucion débil de B.1 y satisface la
condicion de entropia

AU (u(x,1)) n IF (u(x,1)) <0

(B.13) ot F

En el sentido de las distribuciones.

El teorema anterior motiva la siguiente definicién
Definicion B.2.3. Solucién de Entropia
Una solucion débil de B.1 se denomina solucion de entropia si u satisface la condicion B.13 para cualquier
funcion de entropia U que admita la ecuacion B.1

La definicién anterior da paso al siguiente teorema de existencia y unicidad

Teorema 3. Consideremos el problema con condicion inicial B.1 con uy € L (R). Entonces el problema B.1
tiene una tinica solucion de entropia u € L*(R x (0,T)). Esta solucion satisface que para casi todot > 0

(-, 0) || 2=y < [luo]lz=(r)

La demostracién de este teorema hace uso del teorema 2 y ademas prueba su unicidad (ver [9]).

B.3. OTROS CRITERIOS DE ENTROPIA

Una condicion equivalente para verificar si es que una solucién de es de entropia esta dada por el criterio
de Lax:

Teorema 4. Criterio de Entropia de Lax:
Sea u una solucion débil de B.1 y S una curva sobre la cual u posee una discontinuidad. Entonces u satisface
la condicion de entropiaa B.13 siy solo si

(B.14) fus)>s>f(uh)

Donde s es la parametrizacion de la curva S dada por la condicion de Runkine-Hugoniot
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Notemos que si f es una funcidn convexa la condicién B.14 se reduce a

(B.15) U_ >uy

Otro criterio equivalente para verificar si una solucién es de entropia es el siguiente:
Para alguna constante C > 0y parax,z € R c.t.p. y parat > 0y z > 0 se tiene que
1
(B.16) u(x+z,t) —u(x,t) SC(l—&—;)z

Donde u es una solucién débil del problema B.1.Ver [9].
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Apéndice C

RESOLUCION NUMERICA Y ANALISIS
DE ESTABILIDAD

Para resolver numéricamente la ecuaciéon Exner en la canaleta rectangular usaremos el método de
Galerkin discontinuo que se presenta en [17].

C.1. ELEMENTOS BASICOS DEL METODO DE GALERKIN
DISCONTINUO

Consideremos el problema en su forma general

Jdu(x, o f(u(x,
(C.1) (ut) 4 AIE) — 0 x € [xp,x5] = Q
u(0,x) = up(x) xeQ

El dominio Q se divide en K sub-dominios Dy = [x’lc ,x] y consideramos la solucién aproximada en Dy como

Np
(C2) X €D up(x,t) =Y up (1) (x)
i=0

Donde N, es grado de polinomios a usar en la aproximacion k¥ son los polinomios de aproximacién
p i

de Lagrange en el subdominio Dy. Para nuestro caso se escogera N, = 1 la aproximacion se realiza con

polinomios de grado 1 de la siguiente forma:

—(x—xj) (x—xj)

hi hi
Notemos que como se utilizan 2 polinomios de grado 1 es necesario contar con la aproximacién en 2 puntos
de la funcidn en el intervalo Dy de esta forma la funcién se aproxima por la suma de 2 funciones lineales
para cada intervalo Dy.
Considerando la ecuacién C.1 se introduce de manera natural el espacio discreto V, = @5, V/, donde

(C.3) uyy = up(x),1) + ujy (x], 1)

V=< {(i)i(Dk)}?i’O >. Consideremos la siguiente formulacién débil del problema C.1

(C4) | /D k(a”g;”) L9 (i;(;’t)) Jp(x)dx =0
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Remplazando u(x,t) =~ u,(x,t) y escogiendo ¢ = ¢, con 0 < n < N, tenemos

©s) 5 ) S = )04 — ()0 o)

Donde se ha remplazado el término f(u;,) en d Dy, por una funcién f* que se denomina flujo numérico.
De esta forma la formulacién variacional discreta:

J n
) 5o+ 1) g = £ )0 04) a0 o)
La eleccién mas comun para la funcién f* es el flujo de Lax-Friedrichs
n _ _
() = (0 ). () = L8 DI L) () )
Donde C = max|f,| y u; (x) = lir(r)l+ ulx+¢€)yu, (x)= lir(r)li up(x+ €) Para tratar la expresion [y, f(un) aq;"

utilizamos la siguiente utilizamos la siguiente aproximacién

Np

fin(e.0) = Y £l (xi)0

i=1

De esta forma el esquema final se escribe como

2k
PSS = 1ot

(C.7) s

Donde
i, = [u (xf
fi = Ui (wn(x7)
Fr= 1 ()98 (65) = ™ (un(x) 9 (x1), S () b1 () — F (uan () o1 (x7)]

Mlkj = Jp, 9:i(x)9;(x)dx y S = Jp, 9i(x )dq)f dx. De esta forma tenemos 2 ecuaciones para Dy de esta
forma en total tenemos 2 x K ecuacwnes y 2 x K incognitas.

C.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD

El objetivo de esta seccidn es presentar una version modificada del método anterior introduciendo el
concepto de limite de salto. Para esto se presentan los conceptos fundamentales de la convergencia del
método que se divide en si el esquema converge tiene que converger a una solucion débil del problema
original, esta solucién ademas debe ser la solucién de entropia y por ultimo analizar la existencia de esta
solucion numérica. Una vez completados estos andlisis la necesidad de modificar el esquema aparece de
manera natural y con lo cual se puede establecer un esquema numérico estable y ademas un teorema de
convergencia. Los analisis presentados en esta seccion se encuentran de manera detallada en [6] y en el
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capitulo 5 de [17].
Consideramos nuevamente

(C.8) /D (a”g”) 19 (i;(;’t)) )o(x)dx =0
Remplazando u(x,t) ~ up(x,t) y escogiendo ¢ (x Zq) xF )15 (x) con ¢ (x,1) € D(R x [0.00))

(¢y, es una representacion polinomial de ¢) y remplazando por el ﬂUJO numérico de Lax-Friedrichs se obtiene:

8u 8 n %1%
(©9) [, o= ) g = ~lou() T

A continuacién integramos en tiempo y haciendo integracion por partes:

aP,

99, o7
2 o dth_/Dk uh(x,())%(o)dx:/o [0 (x).f7] gt

(C.10) /W updxdt + /°° fup)
o Jp, dt o Jp,

Sumando las ecuaciones para cada Dy

(C.11) // ¢"uhdxdt+/ /fuh

Donde k. son el borde de cada subdominio Dy. Es claro que ¢, converge uniformemente a la funcion test
¢ cuando i — 0 . Notemos que si uy(x,7) converge c.t.p. a una funcién u(x,t) es claro que se puede pasar
al limite en las integrales de C.11por el teorema de convergencia dominada con lo cual la funcién limite u
cumple:

ci [ / dsar+ [ [ ¢af dvdi = [ 13(x,0)0,(0)dx = lim /:kmh(x)(f—f*)]iidt:

Es importante precisar que la ultima desigualdad se obtiene de la simetria de f* en el sentido f*(u; ,u;, ) =
f(u, uy, ). Con lo anterior se concluye que u es solucién débil del problema B.1.

a(pndxdt—/ up(x,0) ¢, (0 dx—/ Zq)h fdt

Consideremos la ecuacion discreta:

d

(C.13) o

0
up + ﬁf(”h) =0

Multiplicando por u;, y integrando en Dy:

d
0 = 2dl‘ /Dk /Dk jf(uh)uhdx

J o
= 2dt /Dk f up a*uhderf(uh)uh ’xk
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Remplazando f por el flujo numérico f* y realizando integracién nuevamente:

1d d
(€14 il [ S md = () =1 ) 1§

Consideremos la siguiente funcidn de entropia H y el correspondiente flujo F definidos por

u2

H(u) = =, F'(u) = H'(u) f'(u)

Notemos que:
(C.15) F(u) = /f’(u)udu = f(u)u—g(u)

Donde g(u) = [ f(u)du Reescribiendo la expresion:

P Pl
[ gl mmdx = /D () )

= /F/(uh);xuhdx

0
= ‘/Dk aF(uh)dx

Reamplazando en C.14

C.16) o | P = () — 8 ) 1

24t I,
De esta forma:

(CA7) F(un(x5)) = F (un () - () O Can (x) = f* (an (7)) = o Can (x5) (f an(05)) = f* (n(5))) < 0
Reescribiendo la desigualdad C.17 y utilizando C.15:

(C.18) —g(un(x1)) + 8 (n(x))) — f* (un () () (u () — w(x7)) < O

Notemos que —g(its(xt)) + g us (v6)) = &/(E)(un (k) — up(h)) = F(E)(un(x4) — s (<4)) para algin & €

[ (xF), 1 (xF)] con 1o cual se puede reescribir C.18:

(C.19) (F(E) = f* (un(xy), un () (u (] ) — un(x5)) < O

La desigualdad C.19 se denomina la propiedad de E-Flujo. Consideremos ahora el siguiente Flujo de entropia

A

(C.20 F(x) = f(x)u(x) —g(x)
Podemos rescribir la ecuacion, utilizando C.16,como

0 = %% /Dk(uh)zdx_ /Dk jxuhf(”ﬁ)dx+ [”hf*];};
— jz/DkH(uhH—I:"(uh(xlﬁ))—F(uh(xlﬁ_l))+ﬁ(uh(xf_l))_ﬁ(“h(x]l())
d

= i )+ Pl = Fluntaf ) 0
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con
@ = F(uy(xy") = F(un(xp)) = f* (un (") — un () — g un (")) + g (un(xf)) > 0
utilizando C.19. De esta forma:

(C.21) jt H(uh)+F(uh( N — B (up (A1) <0

que es una desigualdad de Entropia discreta para la entropia H y el flujo de entropia F'.

Dada la desigualdad de entropia y la ecuacién C.12, como se discutio anteriormente, solo es necesario probar
la convergencia puntual de la sucesion u;, para determinar que la solucién numerica converge a la solucion
de la ecuacion hiperbdlica asociada y la desigualdad C.21 asegura la convergencia a la solucién de entropia.
Para completar el esquema solo resta escoger la discretizacion en tiempo. De la discretizacién C.7:

(C.22) d;th L(up,1)

Donde L es el operador que representa el lado derecho de despejar la ecuacién matricial C.7. Para la
discretizacién en tiempo se escogera el método de Euler(Foward). De esta forma dado u/ el paso siguiente
wl = u{; + 3L(u;;) con 0 como el paso del método. Dada el método anterior es posible demostrar la siguiente
propiedad (TVD).

Teorema 5. Propiedad TVD
Se tiene que

(C.23) W gy + i@y + @ =0
Donde
K 1 1
(C.24) @ = Y (g@"2,n)—g @ ") (p ") — p(ut))
k=1
At & 1—k—L1 g _k+1n +/ kn +(, k—1n
(C.25) + g L @) =g @) (W) = f )
k=1
At K / _k+ln 1/ —k—Ltn — 7 kn — 7 kn
(C.26) - 7Z(g<u M) — g (@) (f (W) = f (W)
k=1

Donde g(u) = |u|

" hdx
Dy
k+1.n —k.n
kL e 7
=g (T

A A
Pl = i = S )+ S )

kn‘TV Z|Mk+1n —kn‘

1

f*(@) = 5 (f(a) +Ca)

£ (6) = 5(1(b) +Cb)

son las partes crecientes y decrecientes de el flujo.
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Se tiene que g'(u) = sign(u) con lo cual se desprende del teorema anterior que para que ¢ > 0 es
necesario que se cumplan las siguientes condiciones:

ca) sign(4 11— 7)< sign(p(u 1)~ p(u”)
(C28) sign(ﬁk7n — ﬁk—lﬁ) — Sigl’l(l/t'l;’n _ u/;—Ln)
(C29) Sign(ﬁk+1’n _ ’/—tk,n) _ Sign(u;c+l,n _ Mjc,n)

Al cumplirse las condiciones C.27,C.28 y C.29 se tiene:
(C.30) i@ |rv < [io"|7v

Con lo cual se asegura la estabilidad del esquema ya que ||u|[;1(p,) < |@#"|7v. Lamentablemente no se puede
asegurar que la solucién numérica cumpla las condiciones C.27,C.28 y C.29 es por esto que es necesario
introducir una transformacion de la solucién que cumpla las condiciones C.27,C.28 y C.29. Para esto
consideremos se introduce la funcion min-mod:

smin1§i§m|a,~| |S| =1
0 si no

(C.31) m(ay,...,a,) = { 8= ;isign(a,-)

La funcién m sera 0 a menos que todos sus argumentos tengan el mismo signo. Definamos v, la solucén
numérica obtenida con el método de Euler para el tiempo N.

_Nk+1 Nk -Nk -Nk—1
Nk _N .k Nk Vi -V Vo =V
(C.32) TV (x) = 7 A+ (0 — xg)m((vV) ™)y, h_ h h )

SR

Ocupando el operador anterior escribimos la solucion numerica para el intervalo D; como

N .k N,k
(C.33) u, " =TT, " (x)

a la solucion C.33 se le denomina solucion con limite de salto. Esta solucién con limite de salto cumple
la condicion TVD y converge a la solucién de entropia del problema C.1 (ver [6] TEOREMA 2.13). Con lo
anterior es posible establecer un algoritmo definitivo que calcule la solucién numérica.

C.3. ALGORITMO DE GALERKIN DISCONTINUO CON LIMITE DE
SALTO

Como se comenta en [6] el andlisis anterior es valido para los método de Runge-Kutta hasta orden 4. Es
por esto que utilizamos el método de Runge-Kutta de orden 4 definido de la siguiente manera. Consideremos
la ecuacion C.7:

d
(C.34) % = L(up,t)

Asi el método de Runga-Kutta de orden 4 es:
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» Dado uj, calculamos
ky = L(uj,,t")

1 1
ky = L(uz + Edl‘kl,l‘n + Edt)

n 1 n 1
ks :L(uh+§dtk2at —|—§dl‘)
ky = L(uj, 4 dtks,t" +1)

= Definimos

dt
Wt =+ — c (ky + 2kn 4 2k3 + k4)

De esta forma el algoritmo para calcular la solucién numérica de la ecuacién hiperbdlica dada la
condicién inicial ug y tiempo final N.

1. Se toma u2 = uy.

2. Paran=0,...N—1:

a) Calculamos v;”’] con el metodo de Runga-Kutta de orden 4

b) Se calcula el limite de salto y se asigna el valor de la fucién:

n+1 Hl n+1

A partir del desarrollo anterior se puede demostrar (ver [6]) el siguiente teorema.

Teorema 6. El algortimo definido anteriormente garantiza que la sucesion uy converge a la solucion de
entropia del problema original B.1 en L(0,T;L") cuando h — 0.

C4. ESQUEMA NUMERICO PARA EL PROBLEMA DE TRANSPORTE
DE SEDIMENTO POR TUBERIA

La ecuacidn de Exner para una tuberia tiene la siguiente forma:

u df(u
(C.35) { %—Fg(u) ];SC) =0 x€x,xg|=Q

Inspirado en el esquema para la canaleta rectangular se propone la siguiente formulacién variacional discreta
para C.35:

d
€30 [ Zrowact [ (reom Gt [ s

Para aproximar el término [, f(u) aga(;”‘) ¢ (x)dx consideramos el caso en que N, = 1y g ~ g, donde:

(0)dx = [0 (x) (£ x8)"T5

NI’
gh(un(x,1)) = ; 81ty (i, 1)) 9f (x)
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De esta forma:

u 1
o oas = ¥ stubn) / ) 22 g e

9 i
= Zzg ”h Xist) ”h (xj,1) / o;(x ¢ n( )dx

Jj=0i=
- <—§g<uﬁ<x¢,r>>+ ) ) X o) [, oo
Donde [, ¢;(x)@a(x)dx = M,’jj. Llamando ¢f = —Lg(uk(xk,1)) + Jg(ul(x%,1)) el problema matricial se
escribe como:
(C37) M"‘Z’l2 + 84 Foy + chM T = fgro!
Donde
iin = [un (xf), un (x})]
Tt = UnCun (), fu(un (25))]
Fen = [(FRn(un(h)). £ (un(xh)
[ 0" =[(f8)" (un () 0F (%) — (£ &) (un (1) OF (1), (£8)" (i (65)) 95 (x3) — (f)" (un (1)) 95 (x])]

C.4.1. ALGORITMO PARA EL TRANSPORTE DE SEDIMENTO POR TUBERIA

Al igual que para el problema de la canaleta rectangular del sistema C.37 se obtiene:

(C.38) % =1 (uh,t)

En base a esto utilizamos el algoritmo de galerkin discontinuo con limite de salto: Dada la condicion inicial
ug y tiempo final N. De esta forma el algoritmo para calcular la solucién numérica de la ecuacién hiperbdlica
dada la condicion inicial ug y tiempo final N.

1. Se toma u2 = uy.

2. Paran=0,...N—1:
a) Calculamos vZ“ con el metodo de Runga-Kutta de orden 4
b) Se calcula el limite de salto y se asigna el valor de la fucion:
”ZH _ HIVZJrl

Es importante notar que a pesar de que el algoritmo entrega una solucién al problema no es posible
asegurar que esta solucién es la fisicamente correcta solo apartir del algoritmo. Sin embargo, al comparar los
resultados con lo de la canaleta rectangular se confirma empiricamente que la solucién entregada por este
metodo corresponde a la solucién correcta.
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Apéndice D

PROBLEMA DE RIEMANN

Consideramos la ecuacion B.1 con la siguiente condicion inicial

u, x<0
(D.1) u(x,0) = { W x>0

A este problema se le denomina problema de Riemann 1-d (ver [9]) y se caracteriza por ser uno de los cuales
se conoce una solucion de entropia explicita. A continuacidn se presenta la solucion al problema de Riemann
y se usa como test para los métodos numéricos presentados en el apéndice C.

Consiremos la funcién f del problema B.1 es uniformemente convexa y %> y denotamos G = (f')~!(la
inversa de la derivada). Notemos que la existencia de la inversa viene dada del hecho que f’ > 0.

Teorema 7. Caracterizacion de Soluciones del Problema de Riemann

1. Siu; > uy, la vnica solucion de entropia del problema de Riemann es:

U, x<st
(D.2) u(x,t)—{ W x> st (xeR,r>0)

Donde s es la parametrizacion de la discontinuidad dada por:

_ Fuw)—Fu)

uy—u,
2. Siu; < uy, la unica solucion del problema de Riemann es:

u x < f(u)t
(D.3) ulx,t) =< G(=) flu)t <x<f'(u)t (xeR;t>0)

t
u x> f(u)t

Demostracion

1. En el caso u; > u, es claro que la solucién definida por D.2 cumple con la formulacién débil
B.5.Ademas notemos que la condicién de Runkine-Hugoniot se cumple en el sentido de:

)~ flw)
Uy — u,

por el teorema 4,por esto y dado que u; > u,, se tiene que u es solucién de entropia y ademas es
unica(por definicién).
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2. En el caso que u; < u, para verificar que u definida por D.3 es solucién del problema de Riemann
notemos primero que si definimos u de la siguiente forma:

u(x,t) = v(?)

Calculando:
o+ fu)y = u+F (u)uy
= VOE ey
x, 1 X
= v’(;)?(f’(v) ;)
Remplazando v por la funcién G tenemos que f'(v(¥)) = ¥ y asumiendo que G’ es acotada tenemos

que u(x,t) = G(¥) resuelve la ecuacion para t f'(u;) < x <tf'(u,). Notemos que si 7 = f’(u;) entonces
G(¥) =uw ysi ¥ = f'(u,) entonces G(¥) = u,. Por lo tanto u definida por D.3 es continua. Por esto es
facil verificar que u definida por D.3 es una solucién débil del Problema de Riemann. Notemos ademas
que podemos suponer que G es una funcién Lipschitz continua por lo cual:

xX+z
t
cuando 7 f'(u;) < x < tf'(u,). Asi, por la condicién B.16, u es la solucién de entropia.

u(e+20) —u(xt) = G(— ) = G(;) < Lip(G)’

Para el caso de la ecuacion de Exner se considera la condicién inicial:

I n x<0
(D4) n('xvo) - { m o x >0
Con esto:
Oqu
D.5 §=——4t
B> (—m)(h—n,)
Ademas
agy

(D.6) ") = —"—
Con lo cual:

X ot
(D.7) G(;) =h-— o

De esta forma, remplazando en D.2 y D.3, la solucién de la ecuacién de Exner ?? con la condicién incial D.4
es:

= Caso 1 > n,:

. m x<st
(D.8) n(x,t)—{ n, x> st (x eR,r>0)
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= Caso 1y < Ny

ull x < fl(m)t
(D.9) n(x,t) =3 h— \/E

X i)t <x< f'(n)r (x€ Rt >0)
x> ()t

Para los casos anteriores se calcula la solucién numérica utilizando el esquema presentado en la seccioén C,
conN=060y a=gs=1yunaltura h = 3.
= Parael caso n; > n,:

(D.10) n(x,O)z{ bors?

0 x>0
La solucion de la ecuacion de Exner es:

1
(D.11) n(x,t):{ box<gt

R
0 x>l (xeR,t>0)

Evolucion, t=1.000000
25 T T
2 L el
15F B
1 | 7
b
4
4
nat i B
t
I
ok !_\-
_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 -4 -3 2 1 1] 1

Figura D.1: Gréfico de la solucién de la ecuacion de Exner D.11 (azul) y la solucién numérica (rojo)
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25

0.5

045
B

Figura D.2: Graafico de la solucion de la ecuacién de Exner D.11 (azul) y la solucién numérica (rojo)

Evolucion, t=5.000000

Evolucion, t=10.000000

ko

25 T T T T T T T T
at 4
158+ A
1 - 1
)
4
|
0ar k B
1
|4
1
ok --Mﬁmm»
_DE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura D.3: Gréfico de la solucién de la ecuacion de Exner D.11 (azul) y la solucién numérica (rojo)
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Evolucion, t=15.000000

25 T T T T T T T T
2 L el
15F A
! ] 1
4
4
|
05} ; 1
ro
g
! M
D L ey '
05 1 1 I 1 1 1 1 I 1
5 -4 -3 2 1 1] 1 2 3 4 g

Figura D.4: Gréfico de la solucién de la ecuacion de Exner D.11 (azul) y la solucién numérica (rojo)

= Para el caso 1; < 1, escogemos:

0 x<0
(D.12) n(x,O):{ 1 x>0
La solucién de la ecuacion de Exner es:
0 x<$t
(D.13) nx)=9 3=/t dt<x<it (xeR,>0)
1 x>q

Evolucion, t=1.000000

25 . . : . . . . : .
2 L .
15F -
1F I
¢
i
!
05 r‘ .
4
2l
0 ol 2
DE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figura D.5: Gréfico de la solucién de la ecuacion de Exner D.13 (azul) y la solucién numérica (rojo)
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Evolucion, t=5.000000

25 —_—
2 L -
150 1
1 B f:;,w
F 4
*
;
05t ] 1
q
Ni
0 '] |
_DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 &

Figura D.6: Gréfico de la solucién de la ecuacién de Exner D.13 (azul) y la solucién numérica (rojo)

Evolucion, t=10.000000
25 T T T T T T T T T

_DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 . R

Figura D.7: Gréfico de la solucién de la ecuacion de Exner D.13 (azul) y la solucién numérica (rojo)
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Evolucion, t=15.000000
25 T T T T T T T T T

05k "f o

_DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 i -

Figura D.8: Gréfico de la solucién de la ecuacién de Exner D.13 (azul) y la solucién numérica (rojo)
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Apéndice E

DEDUCCION DE LA FORMULACION
DEBIL PARA EL REOMETRO DE
PALETAS

E.1. FORMULACION DEBIL PARA FLUIDO NEWTONIANO

Se quiere resolver el problema:
Encontrar (u, p,) € H'(V)? x L>(V) tal que
divu=0

(E.1) 1
20 xu+(u-V)u+QxQxr= —me+R—Au.
€

Seav e (H(% (V))3 y multipliquemos la ecuacién (E.5) por v e integremos sobre V:

2/(Q><u)vdx—|—/ (u-V)u-vdx—l—/(Qxer)vdx:
v Q v
(E.2) |
— [ vp, . — .

/v DPm vdx—l—Re /v Au - vdx

Integrando por partes se obtiene:

/me-vdx:/ pmv-ﬁdx—/pmv-vdx
1% P1Y% 1%

= —/pmV-de.
1%

/Au vdx = Z/V ) - vdx

ov;
:2/ D[j u V,-n~dx—2/D,-,~ u ld)C
oxj

8 8
= /D,] Vi dx /D,J ajcldx
l

= -2 D(u):D(v)dx.
v
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Entonces, (E.2) se escribe como:
2
2/ (qu)~vdx+/ (u-V)u-vdx+/ (Qx pros)-vdx+—/D(u) . D(v)dx
4 v 1% Re Jv

:/pmV‘de Vv e (HOI(V))3.
v

Sea g € L*(V), entonces la condicién de incompresibilidad queda:
/VqV-udx =0 VgelL*(V).
Para resolver el problema discretizamos el termino de conveccién
(E.3) (u-V)yu= (" v)u"

Donde u” es un valor inicial para la velocidad que es dado y u"*! la incognita a buscar. El resto de los
terminos pasa a tener u”*! con lo cual el problema E.1 pasa a ser una sucesién de problemas lineales.

Algoritmo 3 Algoritmo de Punto Fijo
uw «—0cR?
P’ 0
k<0
err ¢ oo
while err > &y do
(u*+! pk+1) < Ta solucion del problema

2/ (qu”“) -de—i-/ (u”“-V) u" - vdx
% %
(E4) + / (QxQxr) -vdx—i—z/D(u”“) : D(v)dx
Jv Re Jv
:/pV-de Vv e (H(}(V))z.
%
err = || w1 —ug|

k+—k+1
end while

E.2. FORMULACION DEBIL PARA FLUIDO BINGHAM

Se quiere resolver el problema:

divu=0
(E.5) 2BiQ X u+ (u-V)u = —me+é(Au—l—BiV- (D(u)/|D(u)|)) < |D(u)|#0,
D(u) =0 < |D(u)| =0,

donde |D(ll)| = D(ll)ijD(ll),'j.
Seav e (H(} (Q))3 y multipliquemos la ecuacién (E.5) por v e integrando:

/Q(u-V)u-de:

1 Bi D(u)
— [ Vp,,- — | Au- > | v. .
/Q p de+Re/Q u vdx—l—\[Re/Q (D(V) > vdx
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Integrando por partes se obtiene:

/me-vdx:/ pmv-ﬁdx—/pmV-de
Q v 1%

—/ pmV - vdx.
v

/Au de—Z/V ) - vdx

ov;
:2/ Dij(u)v,-ﬁjdx—2/D,-j(u)ldx
ox;

d d
. /DU ALY /D,J )2V gy

ox; ox;
= -2 ( D(u):D(v)dx
\%
D(u) [0 (D)
1% Gt )= L () v
_ Dij(u)v'/\_ — D,’j(ll) aV,'dx
av [D(w)| " v |D(w)] dx;

v !D(U)\ ;"
_1 ( )aV,dx_l D,-j(u) an
2 ID( ) dx; 2Jv |D(u)| dx;

v [D(u)

Entonces, (E.6) se escribe como:

" 2 Bi D(u
ZBi/qu-vd)H—/ u-Vv u-vdx—l——/Du :Dvdx+\f2—/
v V( ) Re Jy (w): DY) Re Jv |[D(u)

:/pmV~de Vv e (H&(V))3.
v

(v)dx

Sea g € L*(V'), entonces la condicion de incompresibilidad queda:
/ gV-udx=0 VgeL*V).
14

Es posible demostrar( [37]) que la formulacién variacional anterior es equivalete a encontrar u € (H}(V))?

y p € L*(V) tal que se cumple la siguiente inecuacion variacional
ar(u,v—u)+ax(u,v—u)+
(E.7) by (uyu,v)+b(v—u,p)+j(v)—ju) >< f,v—u> v e (Hy(V))
b(u,q) =0  VgeL(V)?

3

Donde se define a forma trilineal

bi(,) : (Ho(V)) > (Ho (V) x (Hy(V))* =R bi(u,v,w) Z/V(M'V)V'de
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las formas bilineales

ay(-,-): (H(%(V))3 X (Hé(V))3 —R ay(u,v) = Rze,/VD(u) : D(v)dx
W) (HP x H V) R as(uyy) = 2/sz X v vdx
b(-,): (HLV)P XLV)2 SR bvp) =2 /V P - div(v)dx

y el operador

O W) SR =22 [ b

Se demuestra en [37] que la formulacion E.7 es equivalente a encontrar u € (H}(V))?, p € L*(V) y
A € Atal que
ai(u,v—u)+ax(w,v—u)+
bi(w,u,v) +b(v—u,p)+by(u—v,A) =< fy—u>  VWve (H(%(V))2
b(u,q) =0  VgeL(V)?
by(u,m—A)<0 VneA

(E.8)

Donde s
X
A={y: (L*(V))" ": |yl=1ctp.enV}.

y se define el operador bilineal

ba(): (HAV)E X AR by(nA) = *ff’/vzzp(v)dx

Para resolver el problema E.8 se utiliza el metodo tipo Uzawa descrito en ( [37]) donde se demuestra que la
equivalencia entre el problema E.8 y encontrar u € (H} (V))?, p € L*(V) y A € A tal que

ar(u,v) +a(w,v) + by (w,u,v) +b(v,p) +b2(v,A) =< f,v>  VYve (Hy (V))2
(E.9) b(u,g) =0  VYgeL(V)?
A =Py(A+rD(u))

donde P, es el operador de proyeccion sobre el espacio A.
Al igual que en el caso newtoniano se procede a resolver el sistema mediante un algoritmo de punto fijo
donde los terminos no lineales se discretizan de la siguiente forma:

(E.10) bi(u,u,v) = by (u"" u"v)
La igualdad

(E.11) A = Pr(A +rD(u))
pasa a ser

(E.12) A" = PA(A"+rD(u"))

y el termino lienal by(v,A) = by(v,A") y el resto de los terminos queda con u”
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Algoritmo 4 Algoritmo Uzawa

Ao+ 0 € R¥2
u’+0eR?
P’ <0
k<0
err <— o
while err > g, do
(w1, p 1Y < 1a solucion del problema

a; (WK V) + ap (ub T v+
b (W W ) b, PP £ by (v AR =< £y >
b(u*,q) =0
i1 = PA(A+rD(u))
err — Hlk+1 —)ka

k< k+1
end while

Vv € Hy(V)?
Vg e L(V)?
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