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GEMELOS DE ARBOLES CON UNA CANTIDAD CONTABLE DE ENDS.

Dos grafos son gemelos si son mutuamente subgrafos entre si. En grafos finitos la tnica
forma de que dos grafos sean mutuamente subgrafos entre si es que sean isomorfos. Sin
embargo, en grafos infinitos existen grafos que se incluyen mutuamente y no isomorfos entre
si. Bonato y Tardif [3] se preguntaron por la cantidad de gemelos que puede tener un grafo.
La conjetura de alternativa en arboles plantea que si un arbol tiene gemelos no isomorfos a
él, entonces tiene infinitos gemelos. En el presente trabajo se presenta una demostracién de
la conjetura para arboles localmente finitos con una cantidad contable de ends.

Se comienza realizando una revision general de los conceptos y teoremas de grafos infini-
tos. Se introducen los conceptos bésicos de grafos infinitos (rayo, doble rayo, end etc). Luego
se estudia también una topologia definible para un grafo infinito, que describe de mejor
manera el grafo y sus ends que es de relevancia en la demostracion dada posteriormente.

Posteriormente se estudian los conceptos, definiciones y teoremas propios de la conjetura.
Se revisaran los trabajos hechos hasta ahora, las ideas que han surgido a partir de intentos
para demostrar la conjetura y la descripcién de un grafo con propiedades interesantes.

A continuacién se estudia en detalle la relacion subgrafo en grafos infinitos. Se introduce
el concepto de morfismo y se muestra su relacién con los conceptos de subgrafo e isomor-
fismo. También se estudia el grupo de automorfismos del doble rayo y de arboles finitos. Se
mostrard ademas una forma de definir isomorfismos entre arboles infinitos localmente fini-
tos a partir de isomorfismos locales. También se estudiara la construccion de isomorfismos
definidos por componentes.

Luego, se demuestra la conjetura para arboles con una cantidad finita de ends. Primero
se demuestra la conjetura para arboles con exactamente un end, luego con exactamente dos
ends y finalmente para arboles con mas de 2 ends.

Finalmente, se demuestra la conjetura para arboles con una cantidad infinita contable de
ends. Se introduce el concepto de centro-end y a partir de éste se demostrard una extension
de un teorema dado por Halin [7] para arboles con una cantidad contable de ends. Este
resultado fue dado por Polat y Sabidussi [9] para automorfismos, se presenta una demostra-
cién alternativa que también abarca endomorfismos. Usando esta extensién se demuestra la
conjetura. Se define el concepto de ecuacion grdfica, que junto con el teorema extendido de
Halin permiten demostrar la conjetura en el caso mas dificil.
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Capitulo 1

Introduccion.

En 1734, Euler presenta la solucion al problema de los siete puentes de Konigsberg usando
una representacion abstracta de la conectividad de la ciudad (ver Figura 1.1 y 1.2). Cada
zona de la ciudad es un nodo o vértice y dos vértices estan conectados si se puede pasar de
una zona a otra usando uno de los puentes. Con esta forma de definir el problema, Euler
construyé el concepto de grafo: un conjunto de vértices o nodos y un conjunto de pares
de vértices o también llamados aristas, donde una arista representa la conexién entre dos
vértices.

La versatilidad de esta definicién ha permitido modelar diversos problemas de ingenieria
que se relacionan con la conectividad entre algin tipo de objetos: circuitos, comunicacién en
redes de computadores, telecomunicaciones, redes sociales etc. Asi mismo, en otras areas de
la matemaética los grafos son una herramienta 1til para su desarrollo. Un ejemplo de ello son
los grafos de Cayley, cuya estructura captura informacion importante sobre el grupo que lo
define.

En los problemas que surgen de la ingenieria, los grafos usados generalmente poseen
una cantidad finita de vértices. La finitud del conjunto de vértices es la hipdtesis base pa-
ra numerosas partes de la teoria y sus resultados. ;Qué pasa si se saca esta restriccion?
., Qué similitudes y diferencias hay entre un grafo finito y un grafo con una cantidad infinita
de vértices? Estas preguntas dan origen al concepto de grafo infinito. Un grafo infinito es un
grafo con un conjunto de vértices con cardinalidad infinita. Un grafo infinito es contable si
su conjunto de vértices es contable, idem para no contable.

En 1936, el primer libro escrito sobre teoria de grafos Theorie Der Endlichen Und Unend-
lichen Graphen (Teoria de grafos finitos e infinitos en espanol) escrito por Kénig da cuenta
de la presencia de grafos infinitos en la discusién. Sin embargo, su desarrollo no ha tenido el
mismo crecimiento que ha tenido la teoria de grafos finitos.

Al permitir un nimero infinito de vértices surgen ciertos grafos de interés: un rayo es un
camino que crece infinitamente en una direccién. Se puede definir a partir del conjunto de
los naturales como vértices y como aristas cada natural y su sucesor. Un doble rayo consiste
en dos rayos disjuntos a los que se agrega una arista que une los dos vértices iniciales de cada
rayo. Se puede definir también a partir del conjunto de los enteros como vértices y como
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Figura 1.1: Mapa de Konigsberg que inspira el problema de los 7 puentes, que consiste en
buscar una forma de recorrer todos los puentes de la ciudad partiendo desde alguna zona
volviendo al punto de origen sin pasar mas de una vez por el mismo puente.

Figura 1.2: Multigrafo asociado a la conectividad de las zonas del mapa. Cada vértice repre-
senta una zona de la ciudad. Cada arista corresponde a un puente.
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aristas cada entero y su sucesor. Una estrella es el grafo formado por un vértice central, un
conjunto de vértices exteriores (con cardinalidad arbitraria) y aristas formadas por pares con
cada vértice del conjunto exterior y el vértice central. Una estrella infinita es una estrella
formada por un conjunto infinito de vértices exteriores. La estrella infinita en particular tiene
grado infinito en uno de sus vértices, a diferencia del rayo o doble rayo en donde cada vértice
tiene grado finito. Un grafo se dice localmente finito si el grado de cada vértice es finito.
Un grafo se llama sin rayos o rayless (en inglés) si no posee un rayo como subgrafo. Un
resultado intuitivo en grafos infinitos es que un grafo infinito conexo debe poseer un rayo o
la subdivision de una estrella infinita como subgrafo. Es decir, los grafos infinitos sin rayos
deben tener vértices de grado infinito (ver Lema 2.20).

Dentro de los grafos infinitos es posible encontrar grafos de propiedades interesantes que
no son comparables a algin grafo finito. Uno de ellos es el grafo de Rado o infinite random
graph. Este grafo se puede definir del siguiente modo: se toma un conjunto infinito contable
de vértices y se lanza una moneda por cada par de vértices. Si sale cara, se agrega ese par al
conjunto de aristas; si sale sello, no se agrega el par. El grafo que se obtendria al lanzar todas
las (infinitas) monedas es con probabilidad 1 isomorfo a un mismo grafo, de ahi su nombre
grafo aleatorio infinito traducido al espanol. Rado [10] definié este grafo de otra forma que
no requiere usar aleatoriedad. Una propiedad interesante de este grafo es su resistencia a
pequenos cambios: si se borra un conjunto finito de vértices o aristas, el grafo que se obtiene
sigue siendo isomorfo al grafo de Rado.

Otro grafo interesante y de gran relevancia para nuestro trabajo es el arbol llamado por
su inventor como el drbol que se comporta como una estrella. En el presente trabajo también
serd, llamado como el Arbol de Tyomkyn. Este grafo, construido por Tyomkyn [13] el afio
2010, es un arbol localmente finito de grado menor o igual a 3 en cada vértice, que posee
la siguiente propiedad: Sea T™ el arbol que se comporta como una estrella. Para toda hoja
x de T™ se tiene que T™ — x es isomorfo a T*. Notese que una estrella infinita posee esta
propiedad.

Muchas de las definiciones construidas para grafos finitos pueden ser heredadas en grafos
infinitos. Por ejemplo, un grafo (finito) es conexo si para cada par de vértices existe un camino
finito que los conecta. Esta definicion no necesita que el conjunto de vértices sea finito, luego
tiene sentido definir conexidad en grafos infinitos usando exactamente la misma definicion.
Otro ejemplo es la definicién de arbol. Un arbol puede ser definido como un grafo conexo sin
ciclos. Esta definicion también puede ser satisfecha por un grafo con un conjunto infinito de
vértices, por lo que un grafo infinito se llamara arbol si satisface también la misma definicion.
Lo mismo pasa con subgrafo, coloreamiento, matching, planar etc. Siempre se asumira que
la definicion de grafos finitos aplica del mismo modo para grafos infinito a menos que se diga
lo contrario.

Asi mismo, ciertos resultados en grafos finitos también aplican a grafos infinitos. Por
ejemplo, todo grafo finito conexo posee un arbol generador. En grafos finitos es posible de-
mostrar esto construyendo un arbol generador paso a paso, donde la finitud del grafo permite
terminar el proceso. En grafos infinitos este enfoque puede fallar ya que, eventualmente, se
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puede necesitar mas de una tirada de infinitos pasos para construir un arbol generador.
Usando lema de Zorn o induccién transfinita es posible salvar este problema (ver [1], p. 206).

Sin embargo, otros resultados de grafos finitos no se heredan. Un ejemplo de esto es
la llamada Unfriendly partition conjecture: una particion del conjunto de vértices de un
grafo en dos conjuntos se llama wunfriendly si cada vértice tiene igual o mas vecinos en
la particion donde no pertenece que en la particion donde pertenece. La conjetura senala
que todo grafo con contable cantidad de vértices posee una particion unfriendly. Se sabe
que todo grafo finito posee una particién unfriendly: basta con tomar una particion que
maximice el nimero de aristas entre los conjuntos de la particién. Sin embargo, es posible
mostrar también la existencia de grafos con no contable cantidad de vértices que no poseen
una particién unfriendly. El caso contable atin no ha podido ser resuelto (sin embargo, existe
una demostracién para grafos localmente finitos al menos; ver [1] p.211).

Existen también ciertos conceptos en grafos infinitos que no poseen un simil en grafos
finitos. El de mayor relevancia en el area y en el tema de este trabajo es el concepto de
end. El primero en hablar de ends fue Freudenthal [5], quien en 1931 defini6 los ends para
cierto tipo de espacios topoldgicos, con un enfoque “desde arriba”. Estos ends son secuencias
descendientes U; 2 Us O ... de conjuntos abiertos, conexos, de frontera compacta, tal que
N, Ui = 0. Estos ends serdn llamados como ends topoldgicos. En 1964, Halin [0] indepen-
dientemente introdujo su concepto de ends para grafos infinitos. Estos son definidos “desde
abajo”, como clases de equivalencia de rayos en el grafo, donde dos rayos son equivalentes si
ningin conjunto finito de vértices separa ambos rayos. Estos ends seran llamados como ends
grafo-tedricos. Se vera en el capitulo 2 que todo grafo infinito posee un espacio topologico
asociado. En grafos localmente finitos, los ends topoldgicos (en el espacio topolégico asociado
al grafo) coinciden con los end grafo-tedricos definidos por Halin. Sin embargo, en grafos no
localmente finitos esto ya no sucede. En el presente trabajo, cuando se hable de ends se
hablara de ends grafo-tedricos. Intuitivamente, los ends son los puntos “hacia infinito” que
existen en un grafo. En particular, un rayo posee un end y un doble rayo posee dos ends.

. Qué cardinalidad puede tener el conjunto de ends? No es dificil encontrar ejemplos de
grafos con una cantidad contable de ends. De hecho existen ejemplos hasta con una canti-
dad no contable de ends. El ejemplo clasico es el drbol binario, que se define de la siguiente
manera: {0, 1}* es conjunto de vértices, y su conjunto de aristas estd formado por pares de
la forma {w,wl} 6 {w, w0}, donde w es una palabra de {0, 1}*. Nétese que el conjunto de
rayos del drbol se biyecta naturalmente con el conjunto de las sucesiones infinitas de {0, 1},
que tiene cardinal no contable.

El problema que se aborda en el presente trabajo tiene que ver con la relaciéon subgrafo
en grafos infinitos. Un grafo G’ es subgrafo de otro grafo G si existe una funcién inyectiva (ya
no biyectiva) entre V(G’) y V(G), que mapee aristas en aristas. Ahora, para una funcién de
este tipo, si dos vértices en la partida no forman una arista no implica que en la llegada sus
imagenes no forman una arista. Esto da origen a la definicién de subgrafo inducido. Un grafo
es subgrafo inducido de otro si una arista en la imagen esta en el grafo de llegada si y solo
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(a)

Figura 1.3: (a) Caminos de largo n, n > 1 enlazados a través de un primer vértice comun. (b)
Caminos de largo n, n > 2 enlazados a través de un primer vértice comun. Se ha achurado
en cada grafo la inmersion del gemelo a su lado. Nétese que ambos grafos son gemelos pero
no son isomorfos.

st los vértices pre imagen son una arista. Es decir, ademas de ser subgrafo, si dos vértices en
la partida no forman una arista entonces en la llegada sus imagenes no forman una arista
tampoco.

En grafos finitos ser subgrafo es una relacion de orden. En particular la propiedad an-
tisimétrica se tiene gracias a que en conjuntos con cardinal finito, la existencia de mutuas
inyecciones implica la igualdad de cardinal. Luego las inyecciones son epiyectivas y por lo
tanto una biyeccion. Sin embargo en grafos infinitos esto ya no es cierto. El teorema Cantor-
Bernstein-Schroder asegura la existencia de una biyeccién, pero ya no es cierto que esta
biyeccién mapee correctamente el conjunto de aristas. En la Figura 1.3 se muestran dos
grafos que son mutuamente subgrafos pero que no son isomorfos. A partir de esto surge el
concepto de gemelos: dos grafos conexos son gemelos si son mutuamente subgrafos entre
si. Dos grafos conexos son gemelos fuertes si son mutuamente subgrafos inducidos. La rela-
cién gemelo y gemelo fuerte son relaciones de equivalencia (note que la relacién subgrafo es
transitiva).

Bonato y Tardif [3] en el 2003 se plantearon siguiente la pregunta: ; Cudntos grafos (salvo
isomorfisomos) son gemelos de un grafo dado? En [2] ellos conjeturan que la cantidad de
gemelos que posee un grafo cualquiera puede ser 1 (es decir, solo el grafo mismo) o infinito.
Ellos plantearon la conjetura primeramente para grafos en general y luego para arboles,
siendo bautizada esta iltima como tree alternative conjecture, conjetura de alternativa en
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arboles. Para G un grafo, se define m(G) como el cardinal del conjunto de gemelos (salvo
isomorfismos) que posee G.

Conjetura 1.1. (Conjetura de alternativa, Bonato y Tardif 2003 [3]) Para todo grafo G,
m(G) es igual a 1 0 co.

Conjetura 1.2. (Conjetura de alternativa en drboles, Bonato y Tardif 2006 [?]) Para todo
drbol T, m(T) es igual a 1 o oco.

En las Figuras 1.4, 1.5 y 1.6 se presentan ejemplos de grafos que poseen sélo 1 gemelo
(el mismo grafo), infinito contable cantidad de gemelos e infinito no contable cantidad de
gemelos respectivamente.

En la figura 1.4, el doble rayo es un ejemplo de grafos que solo tienen un gemelo y es
el mismo grafo. Cualquier gemelo debe contener un doble rayo, pero también debe estar
contenido en un doble rayo. Luego, no pueden haber vértices extra o aristas distintas a las
del doble rayo. Esto fuerza a que un gemelo sea isomorfo al doble rayo.

En el segundo ejemplo, un rayo y hojas que se conectan a él a partir de cierto vértice es
un ejemplo de un grafo con contable cantidad de gemelos. Formalmente este grafo se puede
definir como V(G) = {x; : i € Z} U{y; : i € N} su conjunto de vértices y E(G) = {z;iz;1 :
i € Z}U{x;y; : 1 € N} su conjunto de aristas. Si se borra una cantidad finita de hojas
y; salvo yo se obtiene un subgrafo G’ que esta contenido en el original (pues se borraron
vértices solamente). Sea N el maximo indice de una hoja borrada. Nétese ademds que G’
contiene a G pues a partir del indice N todos los vértices x; con indice mayor o igual a N
tienen una hoja vecina. Borrando las hojas y; con indice menor a N de G’ se reobtiene G. La
hoja yg no borrada impide que los gemelos G’ construidos de este modo sean isomorfos entre
si (demostrar en detalle esto es largo, por razones de espacio no se explicara aqui). Por otra
parte, todo gemelo de GG debe corresponder a la eliminacién de un ntimero finito de hojas,
pues si se borran infinitas hojas el grafo resultante no puede contener al grafo original, por
lo que no puede haber més de contable cantidad de gemelos.

En el tercer ejemplo, un rayo y caminos de largo creciente que se conectan a partir de
cierto nodo es un ejemplo de un grafo con no contable cantidad de gemelos. Formalmente
se puede definir este grafo como V(G) = {z; : i € Z} U {y,;; : i,j € IN} su conjunto de
vértices y E(G) = {zjxiy1 1 i € Z} U{xiyo, -t € N} U {y;9iv1,-1 @ € N} su conjunto de
aristas. Notese que los vértices y; o son hojas y se conectan al doble rayo a través del vértice
x;. Si se borra un conjunto arbitrario S C IN de hojas y; o con ¢ € S se obtiene un subgrafo
G'. Ademds, si se elimina en G’ todo el resto de las hojas y;o con i € IN — S se reobtiene
un grafo isomorfo a G. Se puede codificar la eliminacién de las hojas y; o, con 1 si se borra
y 0 si no, y de este modo cada sucesién de ceros y unos definiria un gemelo de G. Todos
los gemelos construidos de este modo son no-isomorfos entre si (no es facil demostrar esto,
todos los gemelos son no-isomorfos entre si salvo los asociados a 1111... y 0000...), y como el
cardinal de las sucesiones en {0, 1} es no contable, entonces existe no contable cantidad de
gemelos.
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Figura 1.4: Un doble rayo Z, con V(Z) = {x; : i € Z}, E(Z) = {x;x;41 : 1 € Z}. No tiene
gemelos propios.

(a)

(0)

Figura 1.5: (a) Un grafo G con V(G) ={z; :i € Z} U{y;, : i € N}, E(G) = {zjz;41 1 7 €
Z} U{x;y; - i € N}. (b) Removiendo un nimero finito de hojas (salvo la primera) se obtiene
un gemelo, distinto para cada eleccién. En la figura se muestra un ejemplo, se ha achurado
en cada grafo la inclusion del gemelo que se muestra en la figura. Este grafo tiene contable
cantidad de gemelos.

Figura 1.6: Un grafo G con V(G) = {z; : i € Z} U{y,; : i,j € N}, E(G) = {x;zi41 1 1 €
Z} U{zyo,; : 1 € N} U{y,yiv1-1 : @ € N} Removiendo un nimero arbitrario de hojas
se obtiene un gemelo. En la figura se muestra un ejemplo, se ha achurado en cada grafo la
inclusion del gemelo que se muestra en la figura. Este grafo tiene no contable cantidad de
gemelos.
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Bonato y Tardif demostraron la Conjetura 1.2 para arboles sin rayos en [2]. Tyomkyn
demostro en [14] la conjetura para una definicién alternativa de gemelos para drboles enrai-
zados: dos arboles con raiz son gemelos si existen mutuas inyecciones que preservan aristas
y que mapean las raices entre si. También en [I4] Tyomkyn estudia la conjetura en arboles
localmente finitos. Tateno en [12] propone un contraejemplo de la conjetura en un trabajo
no acabado. En su trabajo Tateno propone también que para drboles localmente finitos con
una cantidad contable de ends se tiene la conjetura, sin llegar a una demostracion. En el
presente trabajo se demostrara que:

Teorema 1.3. Para todo drbol T localmente finito con una cantidad contable de ends,
m(T) =1 o oc.

Una observacion de interés en el estudio de la conjetura es que todo grafo G que posea un
gemelo no isomorfo a él (es decir m(G) > 1), contiene de forma estricta una copia de si mismo
(dentro de G se puede encontrar G' y dentro de G’ se vuelve a encontrar GG). Como el gemelo
G’ no es isomorfo a G, entonces la funcién asociada a la inclusién como subgrafo de G en
G no puede ser epiyectiva. Este tipo de funciones corresponden a endomorfismos del grafo,
en particular el endomorfismo descrito anteriormente no es epiyectivo. Estos endomorfismos
seran llamados endomorfismos propios.

Si un grafo no posee endomorfismos propios, entonces no puede tener gemelos no isomorfos
a él, por lo tanto m(G) = 1. Este hecho y el estudio de los endomorfismos de un érbol resulta
ser una forma efectiva de abordar la conjetura. La forma que se usa en el presente trabajo
para demostrar la conjetura (restringido a grafos localmente finitos con un nimero contable
de ends) es la siguiente: si m(7T") > 1 entonces existe un endomorfismo propio, luego el grafo
posee cierta estructura. Basado en esa estructura es posible definir infinitos grafos que son
gemelos del original. Con esto se encuentra una familia infinita de gemelos, no isomorfos
entre si y no isomorfos con 7', por lo que m(7T") = co. En grafos con no contable cantidad de
ends esta forma de demostrar falla, ya que no es posible construir del mismo modo gemelos.
La dificultad radica en que perturbaciones del grafo original que podrian ser gemelos puede
aun ser isomorfas al grafo original. El arbol de Tyomkyn es un ejemplo de ello. En general
la demostracién que dos posibles gemelos son no-isomorfos entre si y no-isomorfos respecto
al original es la parte més dificil de la demostracion.

Halin mostré dos teoremas sobre endomorfismos de grafos infinitos que son de alto interés
y utilidad para abordar la conjetura. El primero plantea que para un arbol 7" sin rayos dado,
existe un vértice o una arista que se mapea en si mismo para cualquier endomorfismo. En
el caso que sea un vértice, el vértice es un punto fijo de todo endomorfismo. En el caso que
sea una arista, todo endomorfismo realiza una permutacién entre los vértices de la arista
(Teorema 4.2, [2]). La potencia de este teorema reside en que el elemento fijo de un érbol
dado es fijo para todo endomorfismo. El segundo teorema, dado en [7], plantea que para
arboles en general y para un endomorfismo en particular de ese arbol, el endomorfismo debe
fijar un vértice, permutar una arista, o mapear dentro de si mismo un rayo (Teorema 4.1). En
este segundo teorema ya no se tiene la propiedad que para todo endomorfismo el elemento fijo
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de los endomorfismos sea el mismo. Es decir, es posible separar los endomorfismos segin el
tipo de elemento fijo que poseen. El primer teorema es usado fuertemente en la demostracion
de Bonato y Tardif en [2] para arboles sin rayos. El hecho que ciertos elementos sean estables
bajo cualquier endomorfismo es parte clave de la demostracion.

En el presente trabajo se presenta una demostracién de la Conjetura 1.2 restringida a
arboles infinitos localmente finitos con una cantidad contable de ends (Teorema 1.3). Prime-
ramente se presenta la demostracion de la conjetura para arboles con exactamente un end,
dos ends, mas de dos pero finitos ends. Luego, el caso con contables ends se puede descom-
poner en casos donde la demostracion es similar a arboles con exactamente un, dos o mas
de dos pero finitos ends.

En el Capitulo 2, se hard una recopilacién sobre los resultados de la teoria de grafos
infinitos que seran de utilidad en este trabajo.

En el Capitulo 3 se revisaran los teoremas sobre la conjetura de alternativa en arboles
conocidos hasta ahora. Se explicard también ideas sobre como se construye el arbol que se
comporta como una estrella y su relacion con la conjetura.

En el Capitulo 4 se revisaran teoremas sobre morfismos en grafos infinitos. Este capitulo
permitird tener una vision detallada sobre la definicién y propiedades de los isomorfismos,
automorfismos y endomorfismos en grafos infinitos.

En el Capitulo 5 se presenta la demostracién de la conjetura para arboles infinitos local-
mente finitos con una cantidad finita de ends. La demostracion tiene 3 casos: 1 end, 2 ends,
mas de 2 ends.

En el Capitulo 6 se presenta la demostracién de la conjetura para arboles localmente
finitos con una cantidad infinita contable de ends. Primeramente se hara una revisién sobre
diversas definiciones de subconjunto de vértices en un grafo infinito que son estables bajo
endomorfismos. Luego se definird un subconjunto particular (centro-end) y se mostrard que
este tipo de subconjuntos permiten demostrar una extensién de un teorema de Halin (ver
Teorema 6.12, que extiende el Teorema 4.1) para endomorfismos en drboles localmente finitos
con una cantidad contable de ends. Usando esta extensién del teorema se mostrara finalmente
la Conjetura 1.2 para arboles que cumplen la hipoétesis del Teorema 6.12.



Capitulo 2

Grafos infinitos.

En el presente capitulo se presentaran las definiciones formales bésicas concernientes a
grafos infinitos (algunas dadas informalmente en la introduccién). Posteriormente se revi-
saran los resultados clasicos del area que seran utilizados mas adelante en este trabajo. Por
ultimo, se estudiara una topologia definible en grafos infinitos conexos que sera de revelancia
en el Capitulo 5.

2.1. Definiciones basicas.

Definicién 2.1. Un grafo es un par de conjuntos V' y FE. El conjunto V' sera llamado
conjunto de vértices o nodos y E serd un subconjunto de [V]? = {e C V : |e| = 2}, llamado
conjunto de aristas o arcos. Se denota uv la arista definida como {u, v}. Un grafo también se
denotard por G = (V, E), donde V' es su conjunto de vértices y E su conjunto de aristas. Si
G es un grafo, se denota también como V(G) a su conjunto de vértices y F(G) a su conjunto
de aristas.

Definicién 2.2. Un grafo enraizado es un grafo y un vértice de él al cual se le llama raiz.
Se denota por (G,r), donde G es el grafo y r su raiz.

Definicién 2.3. Un isomorfismo entre G y H es una funcién biyectiva entre V(G) y V(H)
tal que, un par de vértices en V(G) es una arista de E(G) si y solo si el par de imagenes de
esos vértices via el isomorfismo también es una arista de H. Si existe un isomorfismo entre
dos grafos Gy H, se dice que los grafos son isomorfos. Se denota como G =, H, donde 9 es
un isomorfismo testigo.

Observacion 2.1. La existencia de un isomorfismo entre dos grafos define una relacion de
equivalencia.

Definicién 2.4. Un grafo abstracto es la clase de equivalencia de los grafos bajo la relacion
inducida por la existencia de isomorfismo. Como es habitual en la teoria de grafos, siempre
se trabajard con grafos abstractos. En particular, cada vez que se hable de un grafo se
estara hablando de grafos abstractos.
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Definicién 2.5. Un grafo es infinito si su conjunto de vértices es infinito.

Observacion 2.2. En este trabajo siempre se tendran grafos con una cantidad contable de
vértices.

Definicién 2.6. Un rayo es un grafo con conjunto de vértices V = {xg, x1, z...} indexados
en IN y como conjunto de aristas los pares {x;, x;4;} con i natural. Para simplificar la notacién,
un rayo se definird como conjunto de vértices el conjunto de los naturales y F = {e : e =
{i,i+ 1}, i € N} su conjunto de aristas (los naturales parten en 0).

Definicién 2.7. Un doble rayo es un grafo con conjunto de vértices V = {...x o, z_1, x¢, T1, T2...}
indexados en Z y como conjunto de aristas los pares {x;, x;;;} con i entero. Del mismo modo,
para simplificar notaciéon un doble rayo se definird a partir de los enteros como conjunto de
vérticesy F = {e:e = {i,i+ 1}, ¢ € Z} su conjunto de aristas.

Definicién 2.8. Un peine (comb en inglés) es un rayo R e infinitos caminos finitos, disjuntos
entre si, tal que para cada uno de los caminos uno de sus extremos pertenece a V(R). Los
vértices extremos que no pertenecen a V(R) de cada uno de los caminos son llamados dientes
y R es llamado espina.

Definicién 2.9. Una cola es un subgrafo de un rayo que también es rayo.

Definicién 2.10. Dos Rayos R;, Ry en G se dicen equivalentes si para cualquier conjunto
finito S C V(G) de vértices, cada uno de los rayos tienen una cola en la misma componente
de G — S. Esta relacion es de equivalencia (ver [1] p. 212) y sus clases de equivalencia son
sus ends (se usard la misma palabra que en inglés). El conjunto de ends se denota por Q(G).

Definicién 2.11. Sea A un conjunto y v un elemento que no pertenece a A. Una estrella (star
en inglés) es el grafo cuyos vértices son AU {v} y sus aristas son todos los pares de la forma
{a,v}, con a en A. Una estrella infinita es una estrella tal que A es infinito contable. De este
modo, una estrella infinita se puede definir como V ={v} UNy E ={e:e={v,i},i € N}.

Definicién 2.12. Un grafo es rayless o sin rayos si no posee un rayo como subgrafo.
Definicién 2.13. Un grafo es localmente finito si el grado de todos sus vértices es finito.

Definicién 2.14. Un grafo G es conexo si para cada par de nodos x,y € V(G) existe un
camino P = zvyvs...v,,_1y en G.

Definicién 2.15. Un ciclo es un camino donde su nodo inicial y final coinciden (sus vértices
intermedios no se repiten).

Definicién 2.16. Un drbol es un grafo conexo que no posee ciclos.

Observacion 2.3. Dada la definicién anterior, entre dos vértices u y v de un arbol T' existe
un unico camino P con vértice inicial igual a u y vértice final igual a v. Se denota por uTv
este camino.

11



Capitulo 2. Grafos infinitos.

Definicién 2.17. Para un grafo conexo GG y una arista e de él, se define G — e el grafo con
el mismo conjunto de vértices y conjunto de aristas igual a E(G) — e. En particular, G — e
tiene el mismo conjunto de vértices que GG, y todas las aristas de GG salvo e.

Definicién 2.18. Sea G un grafo conexo. Para dos vértices u y v de V(G) se define la
distancia como el largo del camino més corto que conecta u y v en G. Se denota por d(u, v).

Definicién 2.19. Sea (G, r) un grafo enraizado conexo. Se define (G, )|, como el subgrafo
inducido por los vértices que estan a distancia menor o igual a k respecto a la raiz.

2.2. Resultados clasicos.

A continuacién se presentaran tres lemas de grafos infinitos que serdn usados en los
capitulos posteriores.

Lema 2.20 (Graph Theory, Diestel [1], p. 213 ). Todo grafo infinito conezo tiene un vértice
de grado infinito o contiene un rayo.

Lema 2.21 (Graph Theory, Diestel [1], p. 213 ). (Star-comb lemma) Sea U un conjunto de
vértices infinito de G grafo conexo. Entonces existe un peine con todos sus dientes en U, o
una subdivision de una estrella infinita con todas sus hojas en U.

Observacion 2.4. En el lema anterior, notese que todos los dientes del peine estan en U. Sin
embargo no es necesario que todo U esté cubierto por los dientes del peine. Lo mismo para
la estrella infinita.

Lema 2.22 (Graph Theory, Diestel [1], p. 209 ). (Lema infinito de Kénig) Sea {V,}nen una
secuencia infinita de conjuntos, disjuntos entre si, no vacios y finitos. Sea G definido sobre
su union y suponga que cada vertice v en un conjunto V,, con n > 1 posee un vecino f(v) en
Vi_1. Entonces existe un conjunto U = {u, }nen tal que u, € V,, para todo n, u,_1 = f(uy)
e induce un rayo en G.

Los siguientes lemas son de importancia en el presente trabajo y son conclusiones directas
de las definiciones dadas en este capitulo, por lo que seran agregados en esta seccion aunque
no son resultados cldsicos propiamente tal.

Lema 2.23. Sea T un drbol y w un end de este drbol. Sean Ry y Ry dos rayos del end
w. Entonces existe en ambos rayos una cola comin, correspondiente al grafo inducido por
V(R) NV (Ry).

Demostracion. Si Ry y Ry son disjuntos en vértices, por la conexidad de T existe un camino
)

que los conecta. Este debe ser el inico camino que los conecta, de lo contrario existe un ciclo.

Eliminando este camino se separa R; y Rs, luego por Definicién 2.10 ambos rayos corresponen

a ends distintos, lo cual contradice la hip6tesis del lema. Asi mismo, si la interseccién V' (R;)N

12



Capitulo 2. Grafos infinitos.

V(Ry) es finita, se usa ese conjunto como separador para mostrar que Ry y Ry pertenecen a
ends distintos. Asi, la interseccion debe ser infinita.

Noétese que si un vértice r esta en la interseccién, todos los vértices con indice posterior
en cada rayo Ry y Ry deben estar en la intersecciéon: sea ¢ el indice de r en Ry y j el indice
de r en Ry. Sea r; el nodo con indice k en R;, idem con Ry. Si existe 7"; que no pertenece
a la interseccién, con p > i, como la interseccién es infinita, debe existir un vértice en la
interseccién con indice [ superior a p. Tomando el camino que une r} con r} usando vértices
de Ry, y el camino en R; que los conecta (y que contiene a 7’]1)) se encuentran dos caminos
que conectan el mismo par de vértices pero que no son iguales. Luego, debe existir un ciclo;
lo cual no puede suceder pues T" es un arbol.

Con esto, la interseccién es un conjunto infinito de vértices sucesivos en cada rayo. Luego,
el conjunto V(R;) N V(Rs) induce un rayo, que es una cola comin a R; y Ry, con lo que se
demuestra el lema. O]

Lema 2.24. Sea T un drbol y sea k un natural. Entonces, T posee k ends si y solo si T
posee k rayos disjuntos.

Demostracion. Para dos rayos de dos ends distintos en T, siempre es posible tomar una cola
de cada rayo tales que sean disjuntas en vértices entre si. Esto ya que, de lo contrario, por
la Definicién 2.10 ambos ends serian un mismo end pues no existiria un separador finito.
Tomando un rayo de cada end y usando un niimero finito de veces la observacién anterior, se
encuentran k rayos disjuntos. Si existen k rayos disjuntos, a lo mas puede haber un camino
que conecte cada par de rayos (sino habria un ciclo). Luego existe un separador finito y por
lo tanto son ends distintos. O]

2.3. Topologia en grafos infinitos.

Esta seccion solo es utilizada para argumentar un paso de la demostracion del Teorema
6.12 en la seccion 6.2. Por lo tanto el lector puede omitir la lectura de esta parte hasta llegar
a esa Seccion.

Una faceta interesante de la teorfa en grafos infinitos es la posibilidad de integrar el con-
junto de ends a la estructura del grafo. Esto se puede lograr definiendo un espacio topoldgico
que incluye al grafo y su conjunto de ends, y que mantiene propiedades de su estructura. La
topologia se forma a partir de vecindades alrededor de cada vértice o end de G. Alrededor
de un end, una vecindad corresponde a un subgrafo conexo del grafo que contiene al end y
cierto borde a distancia epsilon de los vértices del subgrafo.

Formalmente, para un grafo infinito G se define su espacio topoldgico |G| del siguiente
modo: el conjunto de puntos de |G| es V(G) unido a Q(G); y para cada arista e se agrega un
continuo de puntos ¢ = (u,v), disjuntos para aristas distintas y disjuntos con V(G) U Q(G).

Con el conjunto de puntos definido, se construye una base de abiertos para dotar de una
topologia de la siguiente manera:
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Capitulo 2. Grafos infinitos.

» Para cada arista e se escoge una biyeccién entre é y (0, 1), y se extiende la biyeccién a
una entre [u,v] = {u} Ué U {v} y [0, 1]. Esta biyeccién define una métrica en [u, v], se
llama a esto un arco topoldgico con puntos interiores x € €. Se declaran abiertos todos
los conjuntos que corresponden en (u,v) a abiertos en (0, 1) via su biyeccién.

= Para un vértice u cualquiera y € > 0, se declara abierto la estrella abierta alrededor de
u de radio €. Esto es, la unién sobre v vecino de u de los puntos en [u, v] a distancia
menor a e respecto a u.

» Para un end w y S un subconjunto de vértices existe una tinica componente conexa en
G — S que contiene rayos de w, que se denotard por C'(S,w). Sea Q(S,w) = {w' € O :
C(S,w") = C(S,w)} el conjunto de ends que también estdn en la misma componente
conexa que w. Para cada ¢ > 0, el conjunto EE(S, w) es el conjunto de los puntos
interiores de arcos en S — C'(S,w) a distancia menor a € a su punto en C(S,w).

= Por ultimo, se agregan los abiertos de la siguiente forma:
D(S,w) = C(S,w) UQ(S,w) U E.(S,w)
Los abiertos en |G| son uniones de conjuntos descritos anteriormente.

Se presentaran condiciones suficientes para que el espacio topoldgico |G| sea compacto.
Esto sera usado posteriormente para usar la propiedad de la interseccién finita (PIF) en una
cadena de subgrafos anidados.

Teorema 2.25 (Graph Theory, Diestel [1] p. 237). Sea G conexo y localmente finito. En-
tonces |G| es un espacio Hausdorff compacto.
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Capitulo 3

Teoremas sobre la conjetura de
alternativa en arboles.

En la siguiente seccién se presentard en detalle la definicion de gemelo y m(T'). Pri-
meramente se detallara la definicion de subgrafo del presente trabajo. Luego, se revisaran
los resultados conocidos sobre las conjeturas 1.1 y 1.2. Por ltimo, se estudiara el arbol de
Tyomkyn, dandose una idea de su construccion.

Definicién 3.1. Para G y H grafos, un semimorfismo es una funcién ¢ : V(G) — V(H),
inyectiva tal que si uv pertenece a E(G) entonces ¢(u)p(v) pertenece a E(H). Se dice que
G es subgrafo de H si existe un semimorfismo entre G 'y H. Se denota G C, H, donde ¢ es
un semimorfismo testigo.

Definicién 3.2. Para G y H grafos, un morfismo es una funcién ¢ : V(G) — V(H),
inyectiva tal que uv pertenece a E(G) siy sblo si ¢(u)¢p(v) pertenece a E(H). Se dice que G
es subgrafo inducido de H si existe un morfismo entre Gy H. Se denota G C7 H , donde ¢
es un morfismo testigo.

Observacion 3.1. La definicién mas comtn de subgrafo es la siguiente: G es subgrafo de H si
el conjunto de vértices de GG es subconjunto del conjunto del conjunto de vértices de H, y el
conjunto de aristas de GG es subconjunto del conjunto de aristas de H. Como siempre estamos
trabajando con grafos abstractos, nuestra definicién ahorra algunas dificultades técnicas. Si
existe un semimorfismo desde G a H, la imagen de V(G) y E(G) induce un subgrafo (o
subgrafo inducido, en su definicién usual) en H, que es isomorfo a G ya que los morfismos
en particular son isomorfismos en su imagen.

Definicién 3.3. Un endomorfismo en un grafo G es una morfismo ¢ : V(G) — V(G) con
igual grafo de partida y llegada. Se denota End(G) el conjunto de endomorfismos de G. Un
automorfismo es un endomorfismo epiyectivo. Se denota Aut(G) el conjunto de automor-
fismos de G. Se llama endomorfismo propio a un endomorfismo no epiyectivo. Se denota
Endp(G) el conjunto de endomorfismos propios de G.
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Capitulo 3. Teoremas sobre la conjetura de alternativa en arboles.

Definicién 3.4. Sean G y H dos grafos conexos. Ambos se dicen gemelos si son mutuamente
subgrafos entre si. Es decir, si existen dos semimorfismos ¢ y 1, con ¢ : V(G) — V(H) desde
GaHyvy:V(H)— V(G)de H aG. Se denota G ~ H. Se dice que son gemelos fuertes
si son mutuamente subgrafos inducidos entre si. Es decir, si existen dos morfismos ¢ y 1,

¢:V(G)—=>V(H)y¢:V(H)— V(G), se denota G ~* H.
Observacion 3.2. Ambas relaciones =~ y = x definen relaciones de equivalencia.

Observacion 3.3. Es importante notar que la relacion gemelo se define entre grafos conexos.
Es posible que dos grafos no conexos se incluyan mutuamente, sin embargo este tipo de
gemelos no sera estudiado en este trabajo.

Definicién 3.5. Sea G un grafo conexo. Se define m(G) como el cardinal de las distinas
clases de equivalencia definidas por la relaciéon isomorfismo en el conjunto de todos los grafos
que son gemelos con G.

Una definicién dada en [2] por Bonato y Tardif para arboles sin rayos y usada en general
para arboles por Tyomkyn es la idea de gemelo enraizado. Este enfoque también sera usado
en este trabajo, aunque el principal aporte de la demostraciéon que se dard es probar la
existencia de gemelos sin usar una raiz. La notacién definida por Bonato y Tardif es util y
serda usada frecuentemente.

Definicién 3.6. Sean (G, u) y (H,v) dos grafos enraizados conexos. Ambos se dicen gemelos
enraizados si son mutuamente subgrafos enraizados entre si. Es decir, si existen dos semimor-
fismos ¢ y ¢, ¢ : V(G) = V(G') y ¢ : V(G') = V(G) tal que ¢p(u) = vy ¢(v) = u. Se dice
que son gemelos enraizados fuertes si son mutuamente subgrafos inducidos enraizados entre
si. Es decir, si existen dos morfismos ¢ y ¢, ¢ : V(G) — V(G') y ¢ : V(G') — V(G) y mapean
las raices mutuamente. Ambas definen relaciones de equivalencia. Se denotan (G, u) ~ (H,v)
y (G, u) =* (H,v) respectivamente.

Definicién 3.7. Sea (G,r) un grafo enraizado conexo. Se define m(G,r) como el cardinal
de las distintas clases de equivalencia definidas por la relaciéon isomorfismo enraizado en el
conjunto de todos los grafos que son gemelos enraizados con (G, ).

Observacion 3.4. En arboles, es facil ver que todo subgrafo de un arbol es subgrafo inducido.
Luego, para la conjetura de alternativa en arboles basta definirla con la relacion gemelo.

En el ano 2003, Bonato y Tardif plantearon en [3] dos preguntas que dan origen al
problema: ;Qué propiedades de un grafo garantizan que la existencia de mutuos morfismos
implica la existencia de un isomorfismo? y ;{Si G y H son dos grafos no isomorfos mutuamente
subgrafos entre si, entonces pertenecen a una familia infinita de grafos mutuamente subgrafos
no isomorfos entre si?. La pregunta en particular que resuelven en ese primer trabajo fue
. Existen ejemplos de grafos vertex-transitive mutuamente subgrafos no isomorfos entre si?
Ellos demostraron que existen infinitos ejemplos, pero estos grafos no pueden ser localmente
finitos.

En el ano 2006, en [2] ellos definen la conjetura de alternativa en arboles y dan una
prueba de ésta para grafos sin rayos.
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Capitulo 3. Teoremas sobre la conjetura de alternativa en arboles.

Conjetura 3.8. Si T es un drbol, entonces m(T) =1 o infinito.

Teorema 3.9 (Bonato y Tardif 2006 [2]). Si T es un drbol sin rayos, entonces m(T) es 1 o
00

La demostracion que ellos dan primeramente define gemelos con raiz y muestra que la
conjetura se tiene para esta definicién de gemelos. Luego usa el Teorema de Tlementos Finitos
IT de Halin (Teorema 4.2) para mostrar que siempre hay un vértice o arista fijo para cualquier
endomorfismo. Usando uno de estos vértices como raiz muestra la conjetura.

En el ano 2011 Bonato, Bruhn, Diestel, Spriissel demostraron un resultado similar para
grafos sin rayos en general:

Teorema 3.10 (Bonato, Bruhn, Diestel, Spriissel 2011 [1]). Las siguientes proposiciones se
cumplen para la nocion de gemelo y gemelo fuerte:

1. Un grafo sin rayos tiene infinitos o solo un gemelo (el mismo grafo).
2. Un grafo conezo sin rayos tiene infinitos o solo un gemelo (el mismo grafo).

En su demostracion ellos usan una definicion de kernel en todos los grafos sin rayos, que
es estable para los endomorfismos, dada por Schmidt [11]. Estos kernel en dos grafos que se
incluyen mutuamente siempre deben mapearse entre si. Con este kernel de base, construyen
gemelos usando las componentes asociadas a este kernel.

En 2009 Tyomkyn presenta una demostracién de la conjetura para arboles (eventualmente
con rayos). Sin embargo, solo demuestra una versién enraizada de la conjetura:

Teorema 3.11 (Tyomkyn 2009 [11]). Para (T, r) drbol con raiz, m(T,r) es 1 o oc.

Tyomkym también estudio la conjetura en arboles localmente finitos. Los siguientes re-
sultados son de interés para este trabajo:

Teorema 3.12 (Tyomkyn 2009 [11]). Para (T,r) drbol con raiz localmente finito, m(T,r) =
1.

El siguiente teorema y su corolario también fueron desarrollados por Tyomkyn en su
estudio de la conjetura en arboles localmente finitos. El corolario serda usado en el presente
trabajo en todas las demostraciones.

Teorema 3.13 (Tyomkyn 2009 [11]). Sea T' drbol localmente finito, y S un gemelo de T'. Si
existe un morfismo ¢ : S — T tal que T — ¢(S) tiene infinitas componentes conezas, entonces

Corolario 3.14 (Tyomkyn 2009 [11]). Sea T drbol localmente finito. Si existe un endomor-
fismo ¢ : T — T tal que T — ¢(T) tiene infinitas componentes conezas, entonces m(T) = Ry.
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Este corolario es el tnico resultado hasta el momento permite mostrar la existencia de no
contable niimero de gemelos. No se ha estudiado en esta memoria las condiciones necesarias
para que un grafo tenga cierto cardinal de gemelos, sin embargo es una pregunta de interés.

Como se explico en la introduccion, la existencia de un gemelo propio implica la existencia
de un endomorfismo propio. En el siguiente lema se demostrara esto en detalle.

Lema 3.15. Sea T un drbol. Si T posee un gemelo T' no isomofo a €l, entonces existe un
endomorfismo propio de T'. Fs decir,

m(T) > 1= Endp(T) es no vacio.

Demostracion. Sim(T) > 1 entonces existe un gemelo 7" no isomorfo a T". Por definicién de
gemelos, existen morfismos ¢ y ¢ tal que ' C, 17" C, T'. La composicion ¢o¢ : V(T') — V(T)
es una funcién inyectiva (composicién de inyectivas) que preserva aristas (cada funcién es
morfismo) y no puede ser epiyectiva, de lo contrario 1 seria epiyectiva y luego isomorfismo
(propiedad de la composicién). Luego ¥ o ¢ es un endomorfismo propio, con lo que se tiene
el lema. [

3.1. Conjeturas de Tyomkyn.

Tyomkyn en [11] también plantea 2 conjeturas sobre el problema:

Conjetura 3.16 (Tyomkyn 2009 [14]). Sea T localmente finito con un endomorfismo propio.
Entonces m(T) = oo salvo que T sea un rayo.

Esta conjetura implica la conjetura de alternativa de arboles para arboles localmente
finitos. Esto se podria relajar reemplazando m(7T") = oo por m(7T') > 1.

Conjetura 3.17 (Tyomkyn 2009 [11]). T localmente finito con un endomorfismo propio.
Entonces m(T) > 1 salvo que T' sea un rayo.

Notese que la Conjetura 3.17 es la reciproca del Lema 3.15.

Tyomkyn plantea que si se demostrara que no existe un arbol con infinitas hojas x1, zs, ..
talque T =T —xy =T — 12y = ... entonces se demostrarfa la Conjetura 3.17 . Sin embargo,
si existe un arbol de grado maximo 3 tal que T"= T — x, para cualquier hoja x de T'. Este
arbol fue propuesto en [13] y ha sido llamado en esta memoria como el arbol de Tyomkyn.
Dicho érbol tiene un comportamiento similar a una estrella infinita (que también tiene la
propiedad T'= T — x, para = una hoja).

Hasta el momento no hemos podido demostrar completamente esta implicancia planteada por Tyomkyn.
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Zo x1

Figura 3.1: Sea T el grafo de la figura. Al borrar la hoja x1, se obtiene un grafo que sigue
siendo isomorfo a 7.

3.1.1. El arbol de Tyomkyn.

No entraremos en el detalle sobre la construccién de este arbol, sin embargo explicaremos
la idea nicleo de su construccién. El arbol de la Figura 1.5 posee la propiedad T' = T — xy,
donde z( es la hoja vecina del vértice con indice 0 (En esa figura, la hoja es llamada y). Sin
embargo, al sacar la hoja vecina del vértice con indice 1 (sea x; esta hoja) no se tiene que T'
es isomorfo a T'— 1. Ahora, en el grafo de la Figura 3.1 se agregan vértices intermedios entre
vértices del rayo. En cada vértice intermedio se agrega un grafo W que permite obtener el
isomorfismo T' = T — x; al sacar z;. Para lograr esto, se agrega un doble rayo paralelo, y en
cada vértice de este rayo una copia de T" en una direcciéon y una copia de 1" — z; en la otra
direccion.

Al sacar x1, respecto a este nuevo doble rayo el grafo obtenido es isomorfo al original.
Pero al agregar W, se pierde la propiedad T' = T' — x;. Sin embargo, se puede mantener la
propiedad agregando una copia de W en todos los vértices intermedios del doble rayo base
original agregados. Pero entonces habria que modificar W, ya que el grafo que queda al sacar
x1 cambid. Si se completa W, habria que copiar nuevamente este grafo en todos los vértices
intermedios del doble rayo inicial y de nuevo W deberia ser redefinido. El grafo limite que
resulta de seguir este proceso posee la propiedad T"=T — xqg =T — x;.

Para agregar una nueva hoja, se realiza un proceso similar modificando W. Para agregar
la propiedad a las nuevas hojas en el grafo, se va tomando la hoja mas cercana a las hojas
ya ‘neutralizadas”.

Notese que, para probar que T" — 1 es isomorfo a T' es necesario “cambiarse” de doble
rayo base para poder ver T'. Esto es relevante en nuestra demostracion. Se mostrara que un
arbol localmente finito con un numero contable de ends posee cierta estructura que impide
cambiarse de doble rayo. También se mostrara que con esto se pueden construir infinitos
gemelos no isomorfos entre si del grafo.
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3.2. Conjeturas de Tateno.

Tateno presenta en un trabajo no revisado [12] un contraejemplo localmente finito de la
conjetura. Especificamente Tateno propone un grafo tal que m(7T") = 2. A partir de este grafo
también construye grafos con m(7') finito cualquiera. Sin embargo, el contraejemplo que él
propone tiene un nuimero no contable de ends, por lo que él propone la siguiente conjetura:

Conjetura 3.18. 5i T es un drbol localmente finito con contable cantidad de rayos, entonces
m(T) es 1 o co.

Este es el resultado que se demostrara en los Capitulos 5 y 6. Nota: hasta la presente
fecha el contraejemplo propuesto por Tateno no ha sido revisado por referees internacionales,
por lo que a priori no es posible saber si es correcto o incorrecto.
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Capitulo 4

Endomorfismos, automorfismos e
isomorfismos en grafos infinitos.

A primera vista, para demostrar la Conjetura de Alternativa en Arboles se requieren
dos tipos de técnicas para demostrar que un par de grafos son gemelos. Primeramente, se
requieren resultados que permitan entender cuando un grafo es subgrafo de otro. Luego de
mostrar que un grafo es gemelo, seria necesario conocer resultados para demostrar que ese
gemelo es no-isomorfo con otros posibles gemelos y con el grafo origen en particular. El arbol
de Tyomkyn y el grafo de Rado son ejemplos de grafos infinitos contraintuitivos, donde una
modificacion del grafo (quitar vértices) que pudiera generar un grafo distinto en realidad
entrega un grafo isomorfo al original. En el presente capitulo se estudiard en detalle distintas
herramientas que seran utiles para la demostracion del Teorema 1.3.

Se estudiard la relacién subgrafo a través del concepto de semimorfismo y morfismo. Se
revisara como se forma un endomorfismo propio a partir de un gemelo propio de un grafo,
y se revisaran los teoremas de Halin sobre endomorfismos de un grafo. Luego se estudiara el
grupo de automorfismos del rayo, doble rayo y arboles finitos. Ciertas propiedades de estos
conjuntos son parte importante también de la demostracién dada en este trabajo. Por ultimo
se estudiaran los isomorfismos en grafos infinitos, en la primera parte se revisard la construc-
ciéon de un isomorfismo entre grafos enraizados en base a isomorfismos entre los subgrafos
generados por los vértices a distancia n respecto a las raices. Finalmente, se demostrara un
teorema sobre isomorfismos que se construyen a partir de componentes conexas entre dos
grafos.

4.1. Endomorfismos de grafos infinitos.

Solo para hacer mas fluida la lectura de la seccién, se repetiran las Definiciones 3.1, 3.2
y 3.3 dadas en el Capitulo 3.

Definicién. Para G y H grafos, un semimorfismo es una funciéon ¢ : V(G) — V(H),
inyectiva tal que si uv pertenece a E(G) entonces ¢(u)p(v) pertenece a E(H). Se dice que
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G es subgrafo de H si existe un semimorfismo entre G 'y H. Se denota G C, H, donde ¢ es
un semimorfismo testigo.

Definicién. Para G y H grafos, un morfismo es una funcién ¢ : V(G) — V(H), inyectiva tal
que uv pertenece a E(G) siy s6lo si ¢p(u)p(v) pertenece a E(H). Se dice que G es subgrafo
inducido de H si existe un morfismo entre Gy H. Se denota G C} H , donde ¢ es un
morfismo testigo.

Definicién. Un endomorfismo en un grafo G' es una morfismo ¢ : V(G) — V(G) con igual
grafo de partida y llegada. Se denota End(G) el conjunto de endomorfismos de G. Un au-
tomorfismo es un endomorfismo epiyectivo. Se denota Aut(G) el conjunto de automorfismos
de G. Se llama endomorfismo propio a un endomorfismo no epiyectivo. Se denota Endp(G)
el conjunto de endomorfismos propios de G.

Observacion 4.1. Nétese que la distancia entre dos nodos en el grafo de partida es igual
a la distancia entre la imagen de esos nodos en la llegada, para cualquier morfismo. Esto
se debe a que la imagen de un camino de largo minimo entre v y v es un camino en la
llegada. Ademas si existe en la llegada un camino de largo menor, por la definicién de
morfismo debe existir un camino en la partida del mismo tamano que conecta u con v,
contradiciendo la minimalidad del primer camino. En particular, si ¢ es un morfismo entre
(G,u) y (H,v), siempre se tendra que ¢(V((G,u)|x)) = V((H,v)|x). Se dird entonces que un
morfismo preserva distancias.

Notese ademéas que un semimorfismo no preserva distancias, pues en la imagen pueden
existir arcos nuevos que permitan encontrar caminos de largo menor entre dos nodos. Sin
embargo, siempre se tendra que la distancia en la imagen serd menor o igual a la distancia en
la partida. En particular, si ¢ es un semimorfismo entre (G, u) y (H,v), siempre se tendréd que
o(V((G,u)|k)) € V((H,v)|k). Se dird entonces que un semimorfismo acota distancias.

En la siguiente seccion se presentan los teoremas que desarrolld Halin sobre endomor-
fismos en arboles infinitos. El nombre Teorema de Elementos Fijos no es original de Halin,
aunque Polat y Sabudissi en [9] usan la expresién “elemento” para referirse a un vértice
fijo o una arista permutada. Dado que se usara en varias partes de este trabajo, se les
llamara Teorema de Elementos Fijos a estos teoremas.

Teorema 4.1 (Halin 1973 [3] p 260.). Teorema de Elementos Fijos I (TEF I).
Sea T drbol y ¢ un endomorfismo de T'. Una y solo una de las siguientes alternativas es
verdadera:

» FEziste un vértice v tal que ¢p(v) = v.
» Existe una arista e = uv tal que ¢(u) = v y ¢(v) = u.

u)
» Eziste un rayo R C T tal que ¢(R) C R
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Si ocurre el primer caso, los vértices de T que satisfacen ¢p(v) = v forman un drbol subgrafo
de T no vacio. Si ocurre el sequndo caso, e es la unica arista que es mapeada en st misma por
el endomorfismo. Si ocurre el tercer caso, para dos rayos R y R que se mapean en si mismo
via ¢, uno de esos rayos debe ser subgrafo del otro. Con esto, la union de todos los rayos R
que se mapean en st mismo forman un rayo maximal con esta propiedad, o un unico doble
rayo Z tal que ¢(Z) = Z.

Teorema 4.2 (Halin [7] p 643.). Teorema de Elementos Fijos II (TEF II).
Sea T drbol sin rayos. Una y solo una de las siguientes alternativas es verdadera:

» FEziste un vértice v tal que, para todo endomorfismo ¢ de T, se tiene que ¢(v) = v.
» FEriste una arista e = uv tal que, para todo endomorfismo ¢ de T, ¢p(u) = v y ¢(v) = u.

Un resultado similar en espiritu al Teorema de Elementos Fijos II de Halin se tiene para
automorfismos de arboles finitos. Este teorema serd de utilidad en la demostracion de la
conjetura para arboles con finita cantidad de ends y mas de 2 ends.

Teorema 4.3. Sea T' un drbol finito no vacio. Eziste un vértice v o una arista e = uv tal
que, para todo automorfismo ¢ € Aut(T), ¢(v) =v o ¢p(u) =v y ¢(v) = u respectivamente.

Demostracion. Por induccién en el niimero de vértices, el caso base puede ser un vértice o
una arista, ambos cumplen trivialmente el teorema. Sea T el grafo inducido en T" por los
vértices de grado mayor a 1. Notese que el grado se preserva via cualquier automorfismo,
luego para todo ¢ € Aut(T) se tiene que ¢(V(T")) = V(T") (la igualdad se tiene porque ¢ *
también es automorfismo). Luego, para todo ¢ € Aut(T'), el automorfismo restringido a 7"
es un automorfismo de 7”. Nétese que 17 tiene menos vértices que 7', al menos 2 vértices
menos, porque 1 tiene siempre al menos dos hojas. Ademads, 7" no es vacio, pues si T no
tiene vértices de grado mayor a uno, 17" es una arista o vértice y por lo tanto estamos en
el caso base. Por hipdtesis inductiva, T' también posee un vértice o arista fijo para todo
automorfismo m

4.2. Automorfismos del rayo y doble rayo.

En esta seccién se estudiara el grupo de automorfismos de un rayo y un doble rayo. Para
hablar sobre el rayo o doble rayo se usard los conjuntos IN o Z como conjunto de vértices,
segun lo visto en la Definiciéon 2.6 y 2.7. Conocer estos grupos es de relevancia ya que, por
los teoremas vistos anteriormente, un endomorfismo reducido a cierto rayo o doble rayo es
un endomorfismo del rayo o un automorfismo del doble rayo. Conocer los posibles tipos
de endomorfismos del rayo y automorfismos del doble rayo permitird separar en casos mas
especificos la conjetura.

Definicién 4.4. Sea R un rayo, Z un doble rayo y [ un natural o un entero. Se llama
automorfismo de corrimiento (shift en inglés) al endomorfismo o : V(R) — V(R) tal que
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o(i) =i+ 1 para todo vértice i del rayo. [dem para el doble rayo. Se llama automorfismo de
rotacion al morfismo p: V(Z) — V(Z) tal que p(i) = —i para todo vértice ¢ del doble rayo.

Lema 4.5. Si Z es un doble rayo, entonces Aut(Z) = ({0, p}).

Demostracion. Sea ¢ un automorfismo de Z. Como ¢ es morfismo, preserva distancias. Luego
¢(1) = ¢(0) £ 1. En general |¢(i) — ¢(5)| = |i — j|. Notemos que 0=%(®) 0 ¢ mapea 0 en 0. Con
esto |07 0 ¢(i) — 7 0 ¢(0)| = |i — 0], es decir |07 o ¢(i)| = |i|. El signo que aplica
para cada i debe ser el mismo, sino se viola la preservacién de distancias para algun par. Si
07?0 o ¢(i) = i entonces 0% o ¢ = id y se tiene el lema. Si 07?® o ¢(i) = —i, entonces
poo 0o ¢ =idy también se tiene el lema. O]

Lema 4.6. Si R es un rayo, entonces End(R) = ({o}). En particular, si ¢ es un endomor-
fismo propio, entonces ¢ = o' con | mayor que cero.

Demostracion. Sea ¢ un endomorfismo de R. Como ¢ es morfismo, preserva distancias.
Luego, ¢(1) = ¢(0) & 1. En general |¢(i) — #(5)| = |i — j|. Notemos que 0% o ¢ mapea 0
en 0. Con esto |09 0 ¢ (i) — 7% 0 ¢(0)| = |i — 0|, es decir |e7%®) 0 ¢(i)| = |i|. En un rayo
no hay posibilidad de signo negativo, luego o= o ¢(i) = 4. Entonces 0% 0 ¢ = id y se
tiene el lema. En particular, si ¢ es endomorfismo propio no puede ser la identidad, luego [
no puede ser cero. O

Lema 4.7. Si Z es un doble rayo y ¢ € Aut(Z) no fija vértices o aristas, entonces ¢ es
generado por el shift.

Demostracion. Por lo visto en el Lema 4.5 ¢(i) = i + ¢. En el caso negativo, si ¢ = 2k, el
vértice k queda fijo: ¢(k) = —(k) + 2k = k. Si ¢ = 2k + 1 para algin k natural, la arista
{k, k+1} queda fija puesto que ¢p(k+1) = —(k+1)+2k+1 =k y ¢(k) = —(k)+2k+1 = k+1.
Luego, si ¢ no fija aristas o vértices entonces debe tener signo positivo y por lo tanto es
generado por el shift. O]

4.3. Isomorfismos de grafos infinitos.

En la siguiente seccion se estudiaran los isomorfismos en grafos infinitos. Primeramente
se mostrara un teorema que permite definir grafos localmente finitos como una sucesion
de grafos finitos enraizados que van anidados respecto a la relacién subgrafo. Es decir, un
conjunto de grafos finitos {(G,,7,)}tnen tal que G,,_1 C G, y T,—1 = 1, para todo n. Se
vera que, mas importante que una sucesion de grafos, lo que realmente define al grafo limite
es la sucesion de semimorfismos asociada a la inmersion de G,_; en G,,. Si estos siempre
mantienen una raiz tinica para toda la sucesion, se obtendra un grafo distinto al caso cuando
las raices de los grafos de la sucesion no se mapean en la raiz de grafo sucesor en la sucesion.
Un ejemplo de esto es el arbol binario y el drbol binario inverso (ver Figura 4.2). El primero
posee una cantidad no contable de ends, mientras el segundo posee solo un end. Ambos se
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pueden definir de una misma sucesién de grafos, sin embargo la forma en que se anida cada
grafo de la sucesion en su sucesor hace la diferencia en el grafo limite final. También se
demostrara un teorema que permite mostrar que dos grafos son isomorfos si son isomorfos
por partes, es decir, si es posible encontrar un mismo subgrafo conexo en ambos grafos y
que las componentes que se forman al sacar este subgrafo coinciden. Usando esto es posible
encontrar un corolario que da un criterio para mostrar que dos grafos son no isomorfos, el
cual sera usado en los Capitulos 5 y 6.

Definicién. Un isomorfismo entre G y H es un morfismo epiyectivo entre G'y H. Si existe un
isomorfismo entre dos grafos G'y H, se dice que los grafos son isomorfos, denotado G =, H,
donde 1 es un isomorfismo testigo. (Esta definicién ya se dié en el Capitulo 2, Definicién
2.3).

Definicién 4.8. Un isomorfismo enraizado entre dos grafos con raiz (G,u) y (H,v) es un
isomorfismo ¢ : V(G) — V(H) tal que ¢(u) = v y se denota (G, u) =y (H,v).

4.3.1. Isomorfismos locales y sucesiones de grafos anidados.

Un teorema de relevancia para la conjetura de alternativa en arboles fue dado por
Tyomkyn en [14] y originalmente por Halin en [7]. Este teorema permite asegurar que dos
grafos enraizados localmente finitos son isomorfos si los subgrafos a distancia k respecto a la
raiz son isomorfos, para todo k natural. Esto no se tiene si se saca la hipotesis de localmente
finitos. A continuacion se presenta el lema dado por Tyomkyn con una demostracion en
detalle, y un ejemplo sobre como dos arboles con grado infinito en un nodo son localmente
isomorfos pero no son isomorfos.

Definicién 4.9. Sea (G,r) y (G',r’) dos grafos enraizados. Se dice que (G, r) es localmente
isomorfo a (G',r") si (G, )], es isomorfo a (G',7")|, para todo natural n.

Lema 4.10 (Tyomkyn [11], Halin [7]). Dos grafos enraizados (G,r), (G';r") localmente
finitos son isomorfos si y solo si son localmente isomorfos.

Demostracion. Sea 1, el isomorfismo testigo entre (G, 7)|, v (G, )5

Para la suficiencia, cada isomorfismo 1, induce un isomorfismo entre los grafos (G, )|,
y (G',r")|;m con indice menor. Sea Iso el conjunto de todos los isomorfismos 1, y los iso-
morfosmos inducidos por algin ,,. Sea Isoj el conjunto de los isomorfismos en Iso entre
(G,7)|k v (G',7")|x. Note que los conjuntos Isoy, satisfacen las hipétesis del lema infinito de
Konig, donde un isomorfimo de Iso, apunta a uno de Iso,_; si lo induce. La condicion de
localmente isomorfos asegura que [so, es distinto de vacio para todo natural n. Por Lema
2.22 existe entonces un rayo usando la relacion descrita. Note que este rayo no necesariamen-
te estd compuesto por los isomorfismos ¢, o alguna subsecuencia. Sea {¢] },cn el conjunto
de isomorfismos del rayo encontrado. Este rayo en particular es un conjunto de isomorfis-
mos que van anidados, es decir, para todo k se tiene que v, reducido a (G,r)|x—1 induce el
isomorfismo ¢;,_; entre (G,7)|k—1 y (G',7")|k-1.
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Una familia de isomorfismos como la anterior permite construir un isomorfismo global W’
definido de la siguiente forma: para un vértice v en G a distancia n de r, la imagen ¥'(v) es
el vértice ¥, (v). Para demostrar que ¥’ es isomorfismo es necesario probar primero que es
morfismo y ademads es epiyectivo.

U’ es morfismo: para todo par de vértices en G existe un K suficientemente grande para
que ese par esté en (G, 7)| k. Como los isomorfismos del rayo son anidados, la funcion ¥'| g ),
es igual a 1/12 - Como 9 es isomorfismo, en particular es morfismo luego si el par de vértices
forma una arista, su imagen también debe formar una arista en G, idem si no la forman.

U’ es epiyectivo: para todo vértice v’ en G', tomando K suficientemente grande para que
K sea mayor a la distancia entre v' y 7/, el vértice v" tiene preimagen v en G via ¥}, ya
que 9} es isomorfismo en particular es epiyectivo. Por la definicion de V', esta preimagen
v también se mapea en v’ via U, luego también es preimagen respecto a ¥’. Por tultimo,
U (r) =1’ pues ¥} (r) = 1’ para todo K.

Para la condicién necesaria, si U es un isomorfismo entre (G,r) y (G',7’), como es mor-
fismo debe preservar distancias. Es decir V(V ((G,7)|,)) = V((G',r")|,). Con esto, la funcién
V|G, €s un morfismo epiyectivo entre (G, r)|, y (G',7')|n, por lo que se tiene la definicién
de localmente isomorfos. O]

Observacion 4.2. El lema anterior no se tiene para grafos en general. Por ejemplo, sea (T, 1)
el arbol de la Figura 4.1: un vértice del que parte un camino de largo n para cada n € IN. Sea
(T",r") el mismo grafo, pero del que parte ademds un rayo desde su raiz. Ambos grafos son
localmente isomorfos, sin embargo no pueden ser isomorfos ya que uno posee un rayo y el
otro no. Al tener un vértice de grado infinito es posible que los grafos a distancia n de la raiz
posean un numero infinito de posibles isomorfismos. En general, la existencia de una familia
de isomorfismos anidados asegura un isomorfismo global para cualquier tipo de grafos. Sin
embargo, en los grafos del ejemplo nunca es posible encontrar una familia de isomorfismos
anidados. Esto porque la parte del rayo que esté a distancia n de su raiz debe mapearse en
algin camino de T},, pero todos esos caminos son finitos. Si la porcion del rayo se mapea
en una porcién de un camino de largo N en 7', ningin isomorfismo posterior en indice a N
podré extender a Y.

El siguiente lema sigue un espiritu similar al Lema 4.10 y es de gran utilidad para la
presente memoria.

Lema 4.11. Sea T' drbol localmente finito y sea ¢ un endomorfismo de'l'. Si ¢ fija un vértice
o permuta una arista, entonces es epiyectivo.

Demostracion. Si ¢ fija un vértice r, entonces para todo natural n se tiene que ¢(V ((T,7)],,)) C
V((T,7)|n), pero como (T, 7)|, es finito para todo n (pues T es localmente finito) entonces
se tiene la igualdad de conjuntos, y esto implica la epiyectividad de phi pues todo vértice
de (T,r) estd a una distancia finita a r. Si ¢ permuta una arista, entonces ¢? fija un vérti-
ce. Luego ¢? es epiyectiva, pero por propiedades de la composicién esto implica que ¢ es
epiyectiva. O
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Figura 4.1: (a) El grafo es formado por caminos de largo n, con n > 1 que comparten su
primer vértice. (b) El grafo es formado por caminos de largo n, con n > 1 que comparten su
primer vértice, mas un rayo que también comparte su primer vértice con los caminos. Ambos
grafos son localmente isomorfos pero no son isomorfos.
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Corolario 4.12. SeaT' un drbol localmente finito. Si ¢ es un endomorfismo propio, entonces
existe un rayo U subgrafo de T tal que ¢(U) C U.

Demostracion. Si es endomorfismo propio, en particular no es epiyectivo. Luego, por el Lema
4.11 y el Teorema de Elementos Fijos I de Halin (Teorema 4.1) se tiene el corolario. O

Observacion 4.3. A partir del Lema 4.11 se puede demostrar el Teorema 3.12.

Con el Lema 4.10 se puede entonces definir un grafo localmente finito si se conocen sus
subgrafos dados por los vértices a distancia k respecto a su raiz. Estos subgrafos forman una
cadena respecto a la relacién subgrafo enraizado. Ahora, si se tiene una sucesion de grafos
que no necesariamente es una sucesiéon dada por los subgrafos a distancia k respecto a algun
vértice y que crecen en forma anidada, es decir, cada grafo es subgrafo de su sucesor ;es
posible definir un grafo limite a partir de la sucesion? jqué sucesiones permiten definir un
unico grafo limite?

Una posible forma de definir un limite seria formalizando la idea intuitiva de union de los
grafos: unir todos los conjuntos de vértices y aristas de los grafos de la familia. Esto funciona
perfectamente para familias definidas usando conjuntos que se reutilicen para definir los
grafos sucesores. Si se tiene solamente el grafo abstracto de cada término de una familia
anidada no queda claro como definir la union, ya que pueden existir muchas formas de
identificar un grafo dentro del grafo sucesor en su familia. Con esto, se definird un grafo
union que también depende de la familia de semimorfismos asociada a la relacion subgrafo
en cada par consecutivo de la familia anidada.

Dado que la unién eventualmente puede no ser tunica, se prefirié definir el limite de una
sucesion anidada de grafos como el grafo tal que posea una subsucesion de subgrafos anidados
isomorfos a los de la familia, y cualquier otro grafo que posea esta propiedad tiene al grafo
limite como subgrafo. Esta definicion de limite no asegura la unicidad tampoco.

En la Figura 4.3 se muestra como una sucesion de grafos finitos puede crecer para formar
grafos limites distintos (Ver figura 4.2 para conocer la definicién del drbol binario inverso).
En la Figura 4.3 es clave notar que los grafos de la familia forman una cadena solo con
la relacién subgrafo (no enraizadamente). Ahora, para familias anidadas enraizadamente
también puede pasar esto. En la Figura 4.4, los grafos forman una cadena con la relacion
subgrafo enraizado, tomando como raiz el vértice achurado en la figura. Dependiendo de la
forma en que se vayan agregando vértices se obtienen grafos distintos, aunque en cada paso
el grafo parcial que se observa sea el mismo.

.51 los grafos de una cadena son localmente finitos es posible tener unicidad del limite?
Tampoco. En la Figura 4.5 se muestra que los grafos limite son aproximados por una misma
familia de elementos localmente finitos pero que de alguna forma “se acumulan” en el nodo
central. Una definicién que resulto ser efectiva para demostrar la unicidad del limite es la
siguiente:

Definicién 4.13. Una familia de grafos indexados en IN, enraizados y localmente finitos
{(T};,7:) }iew es expansiva si para todo k natural, existe un N asociado tal que, para todo i
indice de la familia mayor o igual a N se tiene que (7}, 7;)|x es isomorfo a (T, ry)|x-
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Figura 4.2: En la figura se muestra el inicio del arbol binario inverso. Su definicién formal es
la siguiente: sea J el conjunto de palabras infinitas sobre el alfabeto {0, 1} que terminan en
una secuencia infinita de ceros. Sea z la secuencia infinita de ceros. Sea J' el conjunto {(z,n) :
xz € J,n € N}. El conjunto de vértices del arbol binario es J' y sus aristas corresponden a
los pares (x,n)(y,m) tales que m =n+ 1y z = 0y o x = ly. Cercano a cada vértice de la
figura se muestra el par correspondiente en J’ segun esta definicion.

(a)
v - W
(0)
N W \<>‘/v —'J4£Ii:

Figura 4.3: En la figura, se muestra como una misma sucesion de grafos anidados puede
converger a grafos totalmente distintos. En cada grafo se achura la inmersion del subgrafo
antecesor. (a) El grafo limite de la sucesion es el arbol binario. (b) El grafo limite de la
sucesion es el arbol binario inverso.
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Figura 4.4: La estrella infinita a la que se le van agregando vecinos a sus hojas. Si se reserva
cierto vértice al cual nunca se le agrega una hoja, en cada paso se veran los mismos grafos
pero en el limite no se obtiene el mismo grafo final. El vértice claro corresponde al vértice
reservado. En cada grafo la raiz es el unico vértice de grado infinito.

BN A -
b N

Figura 4.5: Una misma sucesién de grafos, incluso con la relacién subgrafo enraizado y con
arboles localmente finitos, que posee dos formas de definir la unién. En cada grafo se achura
la imagen del subgrafo antecesor, y se achura con un cuadrado la raiz.
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Notar que esta condicién previene que haya este fenémeno de acumulacion sobre algin
vértice, de tal modo que cada grafo de la sucesién sea localmente finito pero el grafo limite
pase a tener grado infinito. Usando la hipdtesis de expansividad en una familia de grafos
localmente finitos (no necesariamente finitos) es posible definir un grafo limite de manera
unica solo viendo la familia de grafos que lo aproximan. A continuacién se formalizarad esto
en el siguiente lema.

Lema 4.14. Sea G = {(G;, ;) biew una familia ezpansiva de grafos localmente finitos, tal
que para todo i natural (Gy,1;) es subgrafo de (Giy1,7i11). Luego, existe un inico grafo (G,r)
con las siguientes dos propiedades:

1. Todos los elementos de la familia G son subgrafos enraizados de €l
2. Todo otro grafo que cumpla la propiedad 1 tiene a (G,r) como subgrafo.
Se llamard a este grafo el limite de la familia G.

Demostracion. Sea ¢; ;41 el semimorfismo testigo asociado a (G, ;) subgrafo de (Git1,7i41).
Sea @ la familia de todos los semimorfismos anteriores, ® = {¢; 41 }ien. Para un indice j
mayor estricto a i, se denota ¢; ; la composicion ¢;_1;0...0 ;11,120 @i 1. Sea n(u) el indice
del grafo al cual pertenece el vértice u. Se define n(u) como:

n(u) = Hé%l{l st € G Gy (u”) = u}

Es decir, el menor indice en donde u puede encontrar preimagen. Sea u* la preimagen en
G'y(w)- Como los semimorfismos son inyectivos, la preimagen en G, es nica y por lo tanto
ut estd bien definido. También se tiene que u* es igual a Q;(t),n(u) (u). En particular, por la
minimalidad de la definicién de 7(u), para todo u en U;ewV (G;) se tiene que u* no encuentra
preimagenes en grafos con fndice menor. Es decir, (ut)¥ = u*. Ademds, es facil ver que
n(uw) = n(ut). Se define el grafo unién Uge como el grafo con conjunto de vértices:

Vige)=J U v

€N UGV(GZ)

Es decir, todo el conjunto de vértices en |J V(G;) que no tienen preimagen usando la familia

ieN
®. Se define su conjunto de aristas como:
E(Uge) = {uv: 3] Pn(w),;(W)dnw),;(v) € E(Gy)}. (4.1)

Es decir, es el conjunto de pares uv tales que existe un indice j donde ¢p);(%)Pnew),;(v)
pertenece a E(G;). Ademads, se define la raiz de la unién como ry la raiz de Gy.

Noétese que el grafo union depende de la familia de grafos y de la forma en que los
elementos de la familia se inyectan entre si, cuya informacion esta guardada en la
familia ®. (Ver figura 4.5).
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Es fécil ver que, por la definicién del grafo unién, todo elemento de la familia es subgrafo
del grafo unién: basta tomar el conjunto de vértices

V(G = {ut:ue V(G)}.

Note que si uv pertenece a E(G;) entonces ¢ i(u")dy)i(v) = uwv € E(G;). Por la defini-
cién de F(Ug.g) esto implica que utvt € E(Ugs).

A continuacién se demostrard que, para todo k entero, se tiene que el grafo inducido por
los vértices a maxima distancia k en (Ug,e,ro)|x es isomorfo a (Gy,7n)|k (N es el indice
asociado a k en la hipdtesis de expansividad).

Sea k un natural dado y N su indice asociado por la hipdtesis de expansividad. Notemos que
por la acotacion de distancias de los semiforfismos, se tiene siempre que para todo natural j
mayor o igual a N, la imagen ¢y ;(V((Gn,rn)[x)) es subconjunto de V((G;,7;)|x) (ver Ob-
servacion 4.1). Ademés, por la hipdtesis de expansividad, se tiene que (G, ry)|x es isomorfo
a (Gj,7j)|k- Como cada grafo es localmente finito, (Gy,7n)|k v (G, 7;)|x tienen un nimero
finito de vértices. Como son isomorfos y con finita cantidad de vértices, deben entonces te-
ner la misma cantidad de vértices. Como ¢; ;41 es semimorfismo, en particular es inyectivo,
luego én;(V((Gn,7n)|k)) tiene la misma cantidad (finita) de vértices que V((Gn,7n)|k)-
Con esto se tiene que ¢y ;(V((Gn,rn)|x)) tiene la misma cantidad (finita) de vértices que
V((Gj,7;)|x). Esto mas la inclusién implica que deben ser iguales. Es decir

Vi eN on;(V((Gr,ra)le)) = V((G)i)lk)- (4.2)

Ahora, sea u un vértice en (Ug,e, r0)|k. Si n(u) es mayor a N, por la igualdad (4.2) siempre
existe una preimagen en N de u. Luego u no puede ser vértice de Ug e (Ver definicién de
ut).

Sea ¢ : V((Ug.e,70)|k) = V((Gn,7n)|k) un candidato para isomorfismo entre (Ug.e,70)|x
v (Gn,7N)|k. Se define como
Por la observacién anterior siempre se tendra que n(u) es menor o igual a N, por lo que
esta bien definido.
Epiyectividad: Si u pertenece a V((Gy,7n)|k), existe un camino P que conecta u con ry de
largo menor o igual a k. Notese que P* también es un camino de Ug ¢, que conecta u con
% = 1. Luego, ut pertenece a V((Ug.e,70)|x). Nétese también que 1 (ut) = u. Luego, todo
vértice de V(G |k) tiene preimagen en V((Ug.a,70)|k)-
Morfismo: Si uv pertenece a E((Ug.s,70)|x), por definicién (4.1) existe un natural [ tal que
Pr(w),1 (W) D)1 (V) Pertenece a E(G)). Sil es menor o igual a N, aplicando el morfismo ¢ y
se tendra que

1N (D)1 (1)) PLN (Pra(0)1(V) = Py, v (W) Pry,n (V) = P (u)(v) € E(Gy).

Luego, v es semimorfismo en este caso. Si [ es mayor a N, por (4.2) se sabe que ¢y, es
isomorfismo entre (Gy,rn)|k v (Gi,71)|x. Usando su inversa se tendré que:

BN (Dn(w.a (W) 01§ (D)2 (V) = Pr(u) N (W) Pnu).n (V) = D(w)p(v) € E(G).
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Luego, ¥ también es semimorfismo en este caso. Si uv pertenece a E((Gy,7n)|x), notemos
que
uv = ¢n(u),N(¢;(i)7N(U))an(v),N(gb;(Z),N(U)) = an(U),N(uJ’))Qﬁn(v),N(UJ’)-

Por la definicién de E((Ug.a,70)|x) se tiene entonces que utvt es una arista de F(Ug ). En
particular, para P un camino ry a u o v de largo menor o igual a k& y una arista pq de P, la
aristas prq* estard en E(Ugs) y por lo tanto ut y v+ estard a distancia k de la raiz. Luego,
la arista utv* estard también en E((Ug.s,70)|x)-

Con esto se tiene la reciproca y por lo tanto 1) es morfismo. Como es ademds epiyec-
tivo, es isomorfismo; y con esto se demuestra lo buscado. En particular, si (Uge,70)|r €s
isomorfo a (G, rn)|x para todo k, entonces Ug ¢ es localmente finito. (Un vértice cualquiera
esta a distancia [ de la raiz, luego ¢l y sus vecinos estdn en (Ug e.70)|i+1, que es isomorfo a
(GN,7TN)|i41, €l cual es localmente finito).

Si otro grafo (G', r’) tiene a todos los elementos de la familia como subgrafos, en particular
para cada k tendréd a (Gy,ry) con N asociado a la hipdtesis de expansividad, y por lo tanto
(G',r")|x, posee como subgrafo a (Gy,rn)|k, que es isomorfo a (Ug.e, ro)|k. Por Lema 4.10, el
grafo Ug ¢ es localmente isomorfo a un subgrafo enraizado de G’. Como Ug ¢ es localmente
finito, entonces Ug ¢ es isomorfo a un subgrafo enraizado de G’, es decir, es subgrafo enraizado
de G’ (ver Observacién 3.1). Luego, el grafo Ug e es subgrafo de todo otro grafo que pueda
contener a los grafos de la familia G. Por Teorema 3.12 no existen gemelos entre grafos
localmente finitos con la relacion subgrafo enraizado, es decir, la relacién subgrafo enraizado
entre drboles localmente finitos es una relacién de orden. Con esto se tiene entonces que Ug
es minimo entre los grafos que pueden contener como subgrafos enraizados a los elementos
de la familia G. En particular, el minimo es tnico. O

Observacion 4.4. Notar que se eligiéo una familia arbitraria de semimorfismos. Luego, todos
los grafos unién para cualquier familia de semimorfismos son isomorfos entre si.

4.3.2. Isomorfismos por componentes.

En esta seccion se formalizard cierta intuicién sobre cémo mostrar que dos grafos son
isomorfos. En los grafos que surgen de las demostraciones de la Conjetura 3.8 que se daran
en este trabajo aparecen constantemente grafos formados a partir de un rayo y subarboles que
se conectan al rayo en un unico vértice. Para dos grafos vistos de esta forma, intuitivamente
uno es isomorfo a otro si existe una forma de mapear su rayo en el rayo del otro y ademas, sus
componentes asociadas a cada vértice coinciden con las componentes del rayo en la llegada.
En los siguientes resultados se generaliza esta idea para isomorfismos y se mostrard que esta
idea también aplica como criterio para ser subgrafo. En las siguientes definiciones, lemas y
corolarios, siempre 71" sera un arbol.

Definicién 4.15. Sea T un drbol y L un subgrafo conexo de T'. Para v € V(L), se denota
[T : L](v) la componente conexa de T'— E(L) que contiene a v. Los subgrafos [T : L|(v) se
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T

[T": L](w) [T: L](v)

N | L

(T : Li(w)

Figura 4.6: La zona sombreada es L el grafo base de la descomposicién. La definicién dada
acd para [T : L|(v) es vélida para arboles finitos o infinitos.

llaman componentes y L se llamard base de descomposicion. Sea [T : L] el conjunto de todas
las componentes [T : L](v) con v vértice de L.

Observacion 4.5. Nétese que se estd usando la Definicion 2.17 para borrar aristas.

En las Figuras 4.6 y 4.7 se muestra graficamente la idea de la descomposicion por com-
ponentes en un grafo. Notese que la base de descomposicion puede ser infinita. El siguiente
lema caracteriza las componentes usando una definicién tipo argmin.

Lema 4.16. Para cada [T : L|(v) existe un unico vértice de L perteneciente a V([T : L](v))
y corresponde a v.

Demostracion. Por definicién, v pertenece a [T': L](v). Si existe otro vértice v € L distinto
a v, como [T : L](v) es conexo existe un camino P en [T : L](v) que conecta v y v, y no
usa aristas de F(L). Pero como L es conexo, existe otro camino () disjunto en aristas a P
que también conecta u con v. Luego, la union de P y @) contiene un ciclo, lo cual es una
contradiccion pues T es arbol. O

Lema 4.17. El grafo inducido por los vértices en T tal que su vértice mds cercano de L es
v, corresponde a [T : L|(v). Es decir

T:L =TH{u:d = min d(u,l)}|.
7 £)(0) = Tl{u dlu,v) = iy dw, )}
Demostracion. Sea u un vértice de [T : L](v). Como [T : L](v) es conexo existe un camino

P que conecta u y v, por lo que el minimo min d(v,r) estd acotado. Si existe otro vértice
reV (L)

v’ distinto a v en donde se alcance el minimo, en particular debe existir un camino @ que

34



Capitulo 4. Endomorfismos, automorfismos e isomorfismos en grafos infinitos.

T : ZT)
® O o o e o o I [ v o o
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 4.7: La zona sombreada es un doble rayo, base de la descomposicion. La componente
asociada a un nodo sin vecinos fuera del doble rayo es simplemente un vértice.

conecte u con v'. Por la eleccién de v’, el camino () no usa vértices de L fuera de v, y por lo
tanto no usa aristas de L. Entonces v' € @ es parte de [T : L](v), pues es conexo. Pero esto
contradice el Lema 4.16.

m

El siguiente Lema relaciona las componentes de [T : L] y [T : L] para dos grafos conexos
Ly L tales que L' es subgrafo de L, y sera de utilidad en las demostraciones de los Capitulos
5y 6.

Definicién 4.18. Sea T un arbol, sea L un subgrafo conexo de T'y L’ un subgrafo conexo
de L. Se define la frontera de L' respecto a L como el conjunto de vértices en V' (L') que son
vecinos de algin vértice de V(L) — V(L'). Este conjunto de vértices se denota como 0L'|L.
Todo vértice de V(L') que no estd en OL'|L sera llamado vértice interior de L' respecto a L.

Lema 4.19. Sea T un drbol, sea L un subgrafo conexo de T y sea L' un subgrafo conexo de
L. Se tiene que, para todo vértice v en V(L'), la componente ([T : L'|(v),v) contiene como
subgrafo enraizado a la componente ([T : L](v)). Ademds, si v es un punto interior de L’
respecto a L, entonces se tiene la igualdad entre las componentes. Es decir,

(Vo e V(L)) ([T : Ll(v)) € ([T": L'}(v), v),

(Vo € V(L) v € OL|L = ([T : L)(v),v) = ([T : L')(v),v).
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Demostracion. Noétese que, en general, si un conjunto V(L) es subconjunto de V(L) dentro
de cierto grafo, se tiene que

min d(u,l) < min d(u,l).

1€V (L) (u. 1) < lev (L) (u. 1)
Luego, para todo vértice v en V(L) y un vértice u cualquiera, si para ese vértice u se tiene

que d(u,v) = ml’(n)d(u,l) entonces usando la desigualdad anterior se tiene que d(u,v) <
V(L

ZH‘}{?) d(u,l). Pero como v estd en V(L), la desigualdad no puede ser estricta y por lo
c ’

tanto d(u,v) = l Ig%%) d(u,l). Por Lema 4.17 lo anterior implica que para todo &rbol Ty L'
E /

subgrafo de L, se tiene que V([T : L](v)) es subconjunto de V([T : L'[(v)), y por lo tanto
([T : L](v),v) es subgrafo de ([T : L'](v),v), para todo vértice v de L',

Si v es un vértice interior de L' respecto a L, entonces para todo vértice w en [T : L'|(v), en
el camino que conecta u con v no existe un elemento de L. Luego, v también es el elemento
més cercano en L que se conecta a u. Es decir, V([T : L'|(v)) € V([T : L](v)). Con lo
anterior, se tiene la igualdad de conjuntos y el lema. O]

El siguiente lema formaliza la idea explicada al inicio de la seccién sobre isomorfimos
entre bases de descomposiciéon y componentes que calzan.

Lema 4.20. Sea L un subgrafo conexo de T. Sea ip : V(T) — V(T") un morfismo entre
T y T'. Entonces v es isomorfismo si y solo si para todo vértice v de L, la imagen de la
componente generada por L que incluye a v es la componente en T definida por V(L) que
contiene a Y (v). Es decir

Y es isomorfismo < Yv € V(L) ([T : L](v)) = ([T" : ¥(L)](¢(v)).

Demostracion. Sea L' = (L). Si u pertenece a [T' : L](v) entonces por el Lema 4.17
d(u,v) = Ilnan d(u, ). Como 1 preserva distancias en el grafo (ver Observacién 4.1 ), d(u,v) =
S

d(¢(u), ¥ (v)). Luego,
d((u), ¢(v)) = d(u,v) = mind(u,l) = mind(¢(u), P (1)).

I€L IeL
Como (L) = L’ entonces rlréan d((u), ¥ (v)) = I/IIGIB d(¢(u),v"). Luego
d((u), $(v)) = min d()(u), v").

Esto significa que el minimo de la distancia a L' lo alcanza ¢ (v). Luego ¢ (u) € [T" : L'|(¢(v))
y por lo tanto ¢([T" : L](v)) C [T": L'|(¢(v)). Como 9 es biyectiva, aplicando lo mismo para
¢! se tiene que ¥ H([T" : L'](v)) C [T : L](¢»"*(v)). Aplicando % a la tltima expresién se
obtiene la contencion reciproca.

Para la condicién suficiente, si v € L', por definicién de L’ se tiene que (L) = L. Luego
v tiene preimagen. Si v ¢ L', entonces pertenece a alguna de las componentes [T” : L']. Por
la hipétesis de la proposicion, cada vértice en una componente tiene preimagen. Luego v es
epiyectiva y por lo tanto es isomorfismo. O
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El lema anterior da un criterio para mostrar que un morfismo es epiyectivo, y luego
un isomorfismo. Ademads, sirve para mostrar que si existe un isomorfismo v entonces las
componentes de bases que son isomorfas calzan entre si, es decir, ([T : L|(v),v) =, ([T" :
L'|(¥(v)),¥(v)) para todo vértice de L. Supdéngase que las componentes ([T : L](v),v) y
([T = L'|(¢'(v),9'(v)) son isomorfas con algun isomorfismo testigo ', y que L =, L’ con
algin otro isomorfismo. ;Es posible construir un isomorfismo global entre T'y 7”7 El siguiente
lema demuestra que si es posible y da una caracterizacion de isomorfismo: dos grafos son
isomorfos si existen bases respecto a las cuales sus componentes coinciden.

Lema 4.21. Sean T y 1" dos drboles. Ambos drboles son isomorfos si y solo si existe un
subgrafo H en T y un subgrafo H en T" tal que H es isomorfo a H' (sea ¢ un isomorfismo
testigo) y para todo vértice v en H, la componente asociada a v (con raiz en v) es isomorfa
a la componente en T" asociada a ¢p(v) (con raiz en ¢p(v)). Es decir T =T &

BHCT H CT) H=y H A (VoeV(H)) ([T: H](v),v) = ([T": H|(¢(v)), d(v)).

Demostracion. Para la condicién necesaria, sea 1) isomorfismo entre 7'y T7”. Basta tomar un
subgrafo conexo Ly tomar H = L, H' = 1(L). Por el Lema 4.20 se tiene.

Para la condicién suficiente, sea ¢ isomorfismo entre H y H', p, isomorfismo entre ([T :
Hl(v),v) y ([T" : H')(¢(v)),¥(v)). Se construird un isomorfismo ¢ : V(T') — V(T”) a partir
de los isomorfismos de la hipdtesis.

o Jotw wevem
v {mu)ue[T:H](v) o

Como los isomorfismos p, son entre grafos con raiz, entonces p,(v) = ¢(v) y no hay
indefinicién de 1. Sea u un vértice de T". Si u estd en H’, tiene preimagen. Si no estd en
H', estd en algun [T" : H'|(v), y por la epiyectividad de p,, tiene preimagen. Luego 1 es
epiyectiva. Falta probar que ¢ es morfismo. Es decir uv € E(T) < ¢(u)p(v) € E(T"). Se
tienen cuatro casos:

» u,v € V(H). Se tiene la propiedad gracias a que 1(u) = ¢(u) y ¢ es isomorfismo entre
LylL.

» u,v € V([T : H|(r)) para algun r. se tiene también la propiedad gracias a que ¥ (u) =
pr(w) y py es isomorfismo.

» ueV(H),ve V([T : H|(r)). Si u=r,v # r entonces se tiene la propiedad gracias al
isomorfismo p, enraizado en r. Si u # r, no existen aristas de este tipo. Si existiera la
arista e = uv, entonces se tendria el ciclo uPrPv U e, pero T es arbol.

» v € V([T : H|(r1)), v e V([T : H|(r2)), 11 # r2. No existen aristas uv de este tipo,
gracias a la definicién de [T : H](r) los vértices m y 7o son distintos y por Lema 4.16
deben generar componentes conexas distintas. Por lo tanto no pueden haber aristas
intermedias, de lo contrario [T": H|(ry) y [T : H](r2) serfan la misma componente.
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En cada caso se tiene la equivalencia, luego 1) es morfismo. Ya se demostrd que es epiyectiva,
luego es un isomorfismo. m

Observacion 4.6. A partir de los Lemas 4.20 y 4.21 es posible definir un grafo a partir de una
base de descomposicién y sus componentes asociadas. Es decir, dado un grafo G definido
de esta forma y otro G’ tal que posee un subgrafo que es isomorfo a la base de descom-
posicién y las componentes asociadas calzan, entonces G’ debe ser isomorfo a Gy por lo
tanto G’ esta bien definido como grafo abstracto. Se dird que un grafo es definido por com-
ponentes cuando solamente se conozca de él una base de descomposicién y las componentes
correspondientes a los vértices de la base.

Los siguientes corolarios son directos de los dos lemas anteriores.

Corolario 4.22. Sean T y T" dos drboles con subgrafos conexos H y H' respectivamente. Si
T es isomorfo a T' () isomofismo testigo) y la imagen de H via 1 es H', entonces para todo
vértice v de H la componente asociada a v en T respecto a H (enraizada en v) es isomorfa
a la componente asociada a (v) en T" respecto a H' (enraizada en ¢ (v)). Es decir,

[T'=, T"ANY(H) = H'] = (YweV(H)) ([T:H](v),v) =y (T": H(¥(v)),¥(v))
Demostracion. Directo del Lema 4.21. O

Corolario 4.23. Sean T y T" dos drboles con subgrafos conexos H y H' respectivamente.
Si T es subgrafo de T' (b semimorfismo testigo) y la imagen de H via v es H', entonces
para todo vértice v de H la componente asociada a v en T respecto a H (enraizada en v)
es subgrafo enraizado a la componente asociada a 1(v) en T respecto a H' (enraizada en

»(v)). Es decir,
[I'Cy T'Np(H) = H] = (Vo e V(H)) ([T : H|(v),v) Sy ([T7: H'((v)),$(v))
Demostracion. Aplicar Corolario 4.22 y Observacion 3.1. O]

Corolario 4.24. Sean T y T dos drboles. Entonces T es subgrafo de T' sty solo si existe un
subgrafo H en T y un subgrafo H en T' tal que H es isomorfo a H' (¢ isomorfismo testigo)
y para todo vértice v en H, la componente asociada a v (con raiz en v) es subgrafo enraizado
a la componente en T" asociada a ¢(v) (con raiz en ¢p(v)). Es decir T CT' &

GHCT H CT) H=s H A (VveV(H)) (T:H|v),v) < (T": H](¢(v)), ¢(v)).

Demostracion. La condiciéon necesaria es directa del Corolario 4.23, tomando H grafo conexo
cualquiera y su imagen via un morfismo testigo. La condicién suficiente, directa del Lema
4.21 y la Observacién 3.1. O
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Demostracion de la conjetura de
alternativa en arboles, para arboles
localmente finitos con un nimero
finito de ends.

Durante el periodo de preparacion para la presente memoria se buscé resolver la Conjetura
1.2 en casos sencillos. Se escogié el nimero de ends como una restriccion para entender el
problema. El primer resultado obtenido fue que un grafo con una cantidad finita de ends y
mas de dos ends no puede tener endomorfismos propios. Luego, no tiene gemelos propios y
siempre m(7T) = 1. Este resultado se basa en que un arbol con estas caracteristicas tiene un
vértice o arista fijo para cualquier endomorfismo, de hecho tiene un sub-arbol finito estable
para todo endomorfismo. Usando el Lema 4.3 se tiene en particular un elemento fijo.

Después se revisé el caso de arboles con exactamente dos ends. Se encontré una forma de
construir gemelos a partir de un endomorfismo propio. En general demostrar que dos posibles
gemelos son no-isomorfos es la parte dificil de la demostracion. Sin embargo en estos arboles
resulto ser mas facil ya que al haber exactamente dos ends entonces hay un tnico doble rayo
en el grafo y sus gemelos. Usando este doble rayo como base de descomposicién y el Lema
4.20 con sus corolarios se puede demostrar que los gemelos construidos son no-isomorfos
entre si.

El caso con exactamente un end resulté ser un poco mas dificil. A diferencia de grafos
con dos ends, no es posible definir una tnica base de descomposicion. Por ejemplo, en el
arbol binario inverso cada rayo R que parte de alguna hoja genera la misma familia de
componentes [T : R]. Luego, si se construye un gemelo usando un rayo como base y se
modifican componentes respecto a esa base, hay que considerar la posibilidad que en el grafo
modificado exista otra base distinta respecto a la cual el grafo modificado corresponde con el
grafo original y por lo tanto sea isomorfo a él. Se vera que, para un arbol localmente finito con
exactamente un end, si llegara a existir una segunda base desde donde “se ve” T en el arbol
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modificado, entonces existe una componente que se contiene a si misma en forma estricta.
Pero las componentes son finitas (si una componente es infinita posee un segundo end (ver
Lema 2.20), luego esto no puede pasar. Se presentaran las demostraciones siguiendo el orden
creciente en la cantidad de ends. Las dos primeras demostraciones presentan similitudes,
pero el argumento final para demostrar el teorema es de distinta naturaleza en cada caso.

Se denota 7T, el conjunto de drboles localmente finitos y T} el conjunto de drboles local-
mente finitos tal que el cardinal de (T) es igual a k.

5.1. Demostracién para arboles en 7.

A continuacion se presenta la demostracion de la conjetura para arboles con exactamente
un end. Se procedera del siguiente modo: se demostrard que las componentes asociadas a
un rayo en un drbol de 7' siempre son finitas. Luego, se definird una nocién de arboles
“acotados” y no “acotados”, se demostrara la conjetura para arboles no acotados con el
Corolario 3.14, y se demostrara la conjetura para arboles acotados usando una construccion
ad-hoc de infinitos gemelos.

Teorema 5.1. Sea T un drbol en T'. Entonces m(T) =1 o cc.

En los siguientes lemas, w; es el tinico end de T; y para cualquier rayo, su vértice con
indice 7 sera denotado por el nombre del rayo en miniscula y subindice 7. Por ejemplo, rt;
es el vértice con indice ¢ del rayo RT.

Para partir, se demostrard que las componentes asociadas a algin rayo como base de
descomposicion deben ser finitas, como se explicé al inicio del capitulo. Esto sera de utilidad
en la demostracion final y serd un distintivo entre el caso con un unico end e infinitos ends.

Lema 5.2. Sea T un drbol en T' y R un rayo de él. Se tiene que las componentes dadas por
el rayo R como base de descomposicion son finitas, es decir [T : R|(r;) es finito para todo
natural 1.

Demostracion. Si [T : R|(r;) es infinito, por Lema 2.20 posee un vértice de grado infinito o
un rayo como subgrafo. No puede poseer vértice de grado infinito porque 7" es localmente
finito, y no puede poseer un rayo porque serfa disjunto en aristas a R, ya que pertenece a
[T : R](r;) y por definicién 4.15 la componente [T : R](r;) no tiene aristas de E(R), por lo
que el end en [T : R](r;) seria un end distinto al end dado por R. Es decir, el drbol T" tendria
m4s de un end. Pero esto contradice la pertenencia de T a T, ]

Por Corolario 4.12 se sabe que todo endomorfismo propio de un arbol localmente finito
debe mapear un rayo dentro de si mismo. Usando un rayo con esta propiedad como base
de descomposicion es posible encontrar en sus componentes inducidas familias de grafos
enraizados que forman una cadena en la relacion subgrafo. Se definird el tipo de cadenas que
aparecen de este modo y se caracterizara una nocién de “acotado”.
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Definicién 5.3. Una familia {(A;, a;)}iew de grafos enraizados es una C-Icadena si para
todo indice 7 en los naturales se tiene que (A;, a;) es subgrafo de (A;11,a;41).

Lema 5.4. Sea T un drbol en T! y sea ¢ un endomorfismo propio de T. Entonces existe un
rayo RT tal que ¢(RT) C RT, mazimal respecto a la inclusion con esta propiedad; y existen
[ familias C-1cadena correspondientes a {([T : RT)(rp+k1), Tp+ki) bken, con l natural y p entre
0 yl—1. Se dira en este caso que ¢ genera las familias.

Demostracion. Por Corolario 4.12 se tiene la existencia de RT. En particular se puede su-
poner que RT es el rayo maximal respecto a la inclusion. Como 7' tiene solo un end, no se
tiene el caso de un doble rayo maximal planteado en el Teorema 4.1. Con esto, el endomor-
fismo ¢ reducido en su dominio a V(RT') induce un endomorfismo de RT. Por Lema 4.6,
el endomorfismo ¢ reducido en el dominio a RT es generado por el shift, es decir, existe [
natural mayor que cero tal que ¢|gr = o'. Por Lema 4.23 se tiene que ([T : RT|(rt;), rt;) es
subgrafo de ([T : ¢(RT)](¢(r:)), ¢(r:)). Pero ¢|rr = o', luego

([T o(RT)|((r2)), d(ra)) = ([T S(RT)(ria), ria)-

Por Lema 4.19, para todo indice ¢ mayor a cero se tiene que ([T : ¢(RT)|(ri11), ri1) es igual
a ([T : RT|(rit1),mis1) (Notese que el vértice r; es el unico vértice de la frontera de ¢(RT')
respecto a RT') y por lo tanto ([T : RT|(rt;),rt;) es subgrafo de ([T : RT|(7i+1), Ti+1)-

Notese que la componente [T : ¢(RT)](r;) contiene a la componente [T : RT|(r;) y ademds
contiene la parte de RT que no tiene preimagen via ¢ y todas las componentes respecto a
RT asociadas a estos vértices de RT'. Luego, [T : ¢(RT')|(r;) es distinto a [T : RT(r;).

Sin embargo, la imagen de V([T : RT|(r¢) — {ro}) no intersecta a V(RT'). Esto porque,
de lo contrario, existiria un vértice 1’ tal que ¢(r’) = r, y un camino P que conecta 7’ con
ro. Como ¢(r') =, es un vértice de Ry ¢(ro) = r; también es un vértice de RT, el camino
P también debe mapearse en RT. Agregando P al inicio de RT se encontraria un rayo que
incluye a RT y que se mapea dentro de si mismo via ¢, contradiciendo la maximalidad
de RT respecto a la inclusion sobre los rayos con esta propiedad. Luego, la componente
([T : RT|(rty),rto) se mapea en la parte de [T : ¢(RT)](r;) que no posee vértices de RT
salvo su raiz, es decir ([T : RT|(rty),rto) es subgrafo de ([T : RT|(r;), 7).

Aplicando lo anterior sucesivamente, se obtienen entonces [ familias de grafos C-1cadena
dados por {[T": RT|(7p+ki) }ren, con p entre 0y [ — 1. ]

Definicién 5.5. Sea {(4;, a;) }iew una C-1cadena. Se dice que es acotada superior (acotsup)
si existe un indice k£ € IN tal que para todo indice ¢ mayor o igual a k se tiene que (A;, a;)
es isomorfo a (Ag,ax). En este caso su componente (Ag,ay) se le llama componente limite
superior. El indice de regularidad superior para una C-lcadena acotsup es el menor k' que
cumple la definicién de acotsup. Una C-1cadena es no acotada superior (nacotsup) si no es
acotsup.

Definicién 5.6. Sea T un 4rbol en 7! que posee un endomorfismo propio. Se dice que T es
acotado superior (acotsup) si posee un endomorfismo propio ¢ (con RT su rayo asociado) tal
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(a)

Figura 5.1: Ejemplos de grafos acotsup y nacotsup (Definicién 5.6). (a) El grafo de la figura
es acotsup. (b) El grafo de la figura es nacotsup. Se achura la imagen del grafo via un
endomorfismo propio para poder ver que T'— ¢(7T") posee infinitas componentes conexas.

que todas las familias C-1cadena que genera son acotsup. Sea k el indice del primer vértice
a partir del cual todas las componentes con indice igual o mayor a k son isomorfas a la
componente limite en su familia. Este indice sera llamado el indice de regqularidad superior
de T y ¢. Se dird que T es no acotado superior (nacotsup) si T no es acotsup, es decir, para
todo endomorfismo propio de T" alguna de las familias que genera es nacotsup. Notese que
si T es nacotsup no necesariamente posee endomorfismos propios.

Se separara la demostracién del Teorema 5.1 para arboles acotsup y nacotsup. A conti-
nacién se presentan las demostraciones para cada caso.

Lema 5.7. Si T € T! es nacotsup y posee un endomorfismo propio, entonces m(T) = N;.

Demostracion. Si T es nacotsup entonces posee un endomorfismo propio tal que T — ¢(T)
posee infinitas componentes conexas: basta con tomar el rayo RT del Lema 5.4 que induce
[ familias C-1cadena, como 7' es nacotsup posee una cantidad infinita de vértices rt; donde
([T : RT)(rt;),rt;) C ([T : RT)(rtiy1), 7tiv1); luego en esos vértices se generaran componentes
conexas (no vacfas) al eliminar ¢(7") de T'. Por Corolario 3.14 se tiene que m(7) =X;. O

Lema 5.8. Si T € T} es acotsup distinto de un rayo, entonces m(T) > N,.

Demostracién. Sea T € T,' acotsup distinto de un rayo. Sea RT su rayo asociado del Lema
5.4. Sea ¢ un endomorfismo propio de T' que genera la menor cantidad de familias y sea [
esta cantidad. Sea k el indice de regularidad superior de T" y ¢. Por la Definicién 5.6, las
componentes de [T : RT] con indice mayor o igual a k son todas isomorfas al grafo limite en
su familia. Sea £ el conjunto de sus componentes limites de cada familia y (L,,r) el grafo
limite de la familia p, para p en {0,1,....,1 — 1}.

Sea T" el grafo que se obtiene al quitar de T los vértices de las componentes [T : RT|(rt;)
con i menor a k. Este grafo posee un rayo RT' C RT respecto al cual las componentes
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Figura 5.2: Sea T el grafo de la figura (parte superior). La minima cantidad de familias que
se puede generar en el es 2. Sin embargo, como todas las componentes limite de sus familias
son isomorfas, en 7" (grafo de la parte inferior) la minima cantidad de familias que se pueden
engendrar por un endomorfismo propio es 1. En ambos dibujos se achura el rayo que se usa
como base de descomposicion.

[T" : RT'] son los grafos limites de cada familia en T". Por definicién, siempre se tendrd que
T’ es subgrafo de T. Ademas, si se toma un m suficientemente grande tal que para todo
natural ¢ se tenga que ml+ ¢ sea mayor o igual a k, entonces ([T : RT|(rtmiyi), Ttmit:) serd el
grafo limite en su familia y por lo tanto isomorfo a [T" : RT"|(rt,,,., ,). Recordar ademds que
siempre se tiene que ([T" : RT](rt;),rt;) es subgrafo de ([T : RT|(rtmi+i), Ttmiti), pues son
parte de una misma familia. Tomando el morfismo entre RT y RT’ dado por ¢(i) = i+ml—k,
por el Corolario 4.24 se tiene entonces que T es subgrafo de 7" y por lo tanto Ty T" son
gemelos. Por la transitividad de la relacién gemelos, basta encontrar X, gemelos no isomorfos
entre si de 7" para mostrar el lema.

La idea de la demostracién es modificar las componentes de RT" para generar gemelos de
T'. La modificacién consiste en reemplazar ciertas componentes por una componente que sea
no isomorfa pero ain esté contenida en el grafo limite de la familia donde pertenece. Sea ¢
un endomorfismo propio de 7" que genera la menor cantidad de familias. Sea [ esta cantidad
(renombramos [). Notar que la minima cantidad de familias de 7" puede diferir de el valor
dado para T' (Ver Figura 5.2).

Como T es distinto del rayo, alguna de las componentes limites de [T" : RT| debe ser
distinta del grafo enraizado que solo posee un nodo y éste es la raiz. A este grafo se le
llamara el drbol trivial y serd denotado como (r,r). Luego, debe existir alguna familia tal
que su grafo limite sea distinto de (r,r) y por lo tanto posea un subgrafo enraizado propio.
Sea p la menor modularidad [ de las familias en 7" tal que [7" : RT"](rt;,) posee un subgrafo
propio. Sea [T : RT"|(rt;)* un subgrafo propio de [T" : RT"](rt}). Sea Ly = [T": RT"|(rt})".

Sea w una palabra del lenguaje 0-{0,1}* - 1. Se denota w(i) el caracter i-ésimo de w,
donde w(0) es su primer caracter. Se asume que para un indice fuera de su tamano (mayor
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Figura 5.3: La figura representa como se ve un grafo 7" que eventualmente sea isomorfo a D*.
En este caso w = 001. En el grafo de la figura se tiene que v/(0) = 4 y v*(0) = 6. Se define W
como el grafo inducido por la interseccién entre V([D* : R'[(r),q)) v V([D" : R*](r}. ).
A priori no se puede demostrar que W sea el arbol trivial.

a |w|) siempre se tiene que w(i) = 0.

Se define el grafo D" a partir de un rayo que sera llamado RD"™ y sus componentes
[D¥ 1 RD¥](rdY), usando la Observacién 4.6 que permite definir correctamente un grafo de
este modo. Se definen las componentes ([D" : RD"|(rdy’),rd}), j € N de la siguiente forma
(ver Figura 5.3):

([T": RT"|(rt}), rt’) si §é (1)

([D*: RD™](rdy),rdy) = S ([T": RT')(rt}),rt}) sij=p (1), j =rli+py w(r)=0.
([T": RT"|(rt,),rt)*sij=p (), j=rl+pyw(r) =1

(5.1)

Para probar el lema se demostraran las siguientes tres proposiciones: cada D" es gemelo

de T”, todos los gemelos D™ generados son no-isomorfos con 1", y entre ellos son no-isomorfos.

Como el cardinal de las palabras en el lenguaje dado es infinito contable, la familia de gemelos

{D"}weo-10,13+1 serfa testigo de la existencia de contable cantidad de gemelos no isomorfos

entre si, luego m(7T) > N,.

Primero: Para todo w en 0-{0,1}* - 1,el grafo D* es gemelo de 7". El endomorfismo

inducido por el morfismo que mapea rdy” en rt, cumple las hipé6tesis del Corolario 4.24, por
construccién de DY. También, al quitar las componentes de los vértices en RT” con indice
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menor o igual a |wl|l se reobtiene T”, luego 17" C D™, y por lo tanto son gemelos.

Segundo: Para todo w, D no es isomorfo a T’. Supongamos que son isomorfos. Sea
p: V(T") — V(D") un isomorfismo entre D y T'. Sea R’ la imagen de RT" via p, sea
R* = RD". Por Lema 4.20 se tiene que, para todo ¢ natural, ([T": RT"|(r;),r;) es isomorfo
a (D : R)(p(r)), ().

R' = p(RT"), R*=RD" (5.2)

Como T tiene solo un end, por Lema 2.23 R’ y R* deben compartir una cola. Sea Rn el rayo
maximal respecto a la inclusién que estd en la interseccién de V(R') y V(R*). Notemos que
R" tiene tres enumeraciones, una heredada por R™, otra heredada de R’y la propia natural
tomando vértice 0 su hoja. Sea v* : IN — IN la funcién que asocia la numeracién de R" con
R*, y v/ lo mismo pero con R’ (ver Figura 5.3). En particular v*(0) es el indice en R* del
primer vértice o vértice 0 de R™. Nétese que por el Lema 4.19, para un indice ¢ estrictamente
mayor a 0 se tiene que

(DY Rm](r?) =[D": R (7":/(0)4-@') = [D": R*](T;*(o)ﬂ‘)' (5.3)

De la ecuacién anterior es posible concluir que Ly )1i moaq) €8 isomorfo a Ly« (0)+i mod()
para un indice ¢ mayor que cero, ya que después de cierto indice en R’ y en R* las componentes
de [D* : R'] y [D" : R*] son elementos de L. Sea A = 1/(0) — v*(0) mod(l). Si A es
distinto de 0, tomando i = NI — v*(0) y N suficientemente grande en (5.3) se tendrd que
La = Ly. En general tomando i = NI — v*(0) + kA 4+ r y N suficientemente grande se
tendra que Liyatr = Lragr, con 7 € {0,1,...,1 — 1}. Con esto, el endomorfismo inducido
por o® : V(RT'") — V(RT') en T" también es un endomorfismo vélido. Pero se buscé un
endomorfismo que generara una minima cantidad de familias C-1cadena, esa cantidad es
[. Es decir, se encontré un endomorfismo que genera una menor cantidad que esa minima
cantidad, lo cual es una contradiccion. Necesariamente A debe ser cero y por lo tanto v/(0)
tiene la misma modularidad [ que v*(0).

V'(0) = v*(0) mod(l) (5.4)

La primera componente en R es especial. Notemos que [D* : R'|(r},,) contiene todos
los vértices de R* que no estéan en R, ya que estos vértices se conectan a T,/j,(o) a través de
la parte del rayo R* que es disjunto a R'. Del mismo modo, [D" : R*](r}. ) contiene los
vértices de R’ que no pertenecen a R*. Nétese ademds que las componentes respecto a R’
deben ser elementos de L, ya que respecto a R el grafo es isomorfo a T”. Por la ecuacién
(5.3) se tiene la igualdad entre [D* : R'](v) y [D" : R"](v) para vértices que no estén en la
frontera de R" respecto a R'. Estos vértices son todos salvo la hoja de R". Luego, todas las
componentes [D" : R"|(v) para vértices v interiores de R" son elementos que pertenecen a
L.

Las componentes modificadas en R*, que son isomorfas a [T : RT"|(rt,)*, también podrian
ser isomorfas al grafo limite de una familia distinta ¢ en 7”. Sin embargo, si un vértice de
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R* cuya componente es isomorfa a [T : RT'|(rt;)* es un vértice interior de R", por la
ecuacién (5.4) deberd ser isomorfa al grafo limite en su misma familia, lo cual contradice que
[T" : RT'|(rt;,)* sea subgrafo propio de [T" : RT"|(rt;) = L,. Nétese que todas las palabras
de 0-{0,1}* -1 terminan en 1, luego la ultima componente es una componente modificada.
Con todo esto, el ultimo nodo en R* tal que su componente es una componente modificada
no puede ser un vértice interior de R". Es decir, el indice v*(0) debe ser mayor o igual que
el indice de este vértice. Luego,

v (0) > (Jw| = 1)L + p. (5.5)

Notese que no se tiene desigualdad estricta, ya que nada impide a priori que la componente
[D* 2 R*](r}. () sea isomorfa a [T": RT"|(rt,)".

Noétese ademds que las palabras en 0-{0,1}* - 1 siempre parten con un cero. Luego, en la
componente [D* : R'|(r}, ), donde se encuentran los vértices de V(R*) con indice menor a
v*(0), la componente asociada al vértice r} debe ser isomorfa a L;.

(Vi€ {0,1,.1—1}) [D” : RY](r?) = L. (5.6)

Como I’ es la imagen de RT" via p, por Lema 4.20 [D* : R|(r}, ) es un elemento de L.
Luego, siempre existird un g € {0,1,...,1 — 1} tal que

(Lg,7) = [D¥: R’](Tf/(o)). (5.7)
Con (5.7) y (5.6), exite un indice ¢ tal que

(Lg,m) = (D 2 B(rys0))s i) 2 ([0 = RT](rg),mg) = (L, 7). (5-8)
La segunda contencién es estricta ya que por (5.5) se tiene que
v'(0) > (Jw| = 1Di+p>2-1)I+0=1

Notar que los vértices en un rayo se cuentan a partir de cero, luego la desigualdad anterior
muestra que ([D" : R'(r, ), 7,/ ()) contiene siempre un vértice de V(1) distinto a r.

Luego, existe un g € {0, 1, ...,[—1} tal que (L,, r) se contiene a si mismo de forma propia.
Pero por Lema 5.2 todos los elementos de £ son finitos. Luego |V (L,)| < |V (L,)| lo cual es
una contradiccion.

Tercero: Para dos palabras w y w’ distintas, D* no es isomorfo a D*'. Del mismo modo
que en la demostracién anterior, supongamos que son isomorfos. Sea p : V(D) — V(D%)
isomorfismo. Sea R’ la imagen de RD™ via p, sea R* = RD™. Por Lema 4.20 ([D¥
RD™](rd"),rd"") es isomorfo a ([D" : R'|(p(rd®")), p(rd*")) para todo idice i. Como T"
tiene solo un end, por Lema 2.23 siempre se tendrd que R’ y R* comparten una cola. Sea R" el
rayo maximal respecto a la inclusion que esta en la interseccion de R’ y R*. Del mismo modo
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que en la demostracién anterior, se define v* : IN — IN la funciéon que asocia la numeracion
de R~ con R*,y v/ lo mismo para R'. Para cada indice ¢ mayor estricto a 0 se tiene que

(D RY(ry) = [D" : R(riyoyys) = D R(r)0)14)-

Igual que en el punto segundo, ©/(0) debe ser igual en médulo [ a v*(0). Nuevamente [D" :
R'|(r}, ) contiene los vértices de R* que no estdn en R’y sus respectivas componentes
respecto a R* ( los vértices de R* se conectan a 7"1’,,(0) a través del rayo R* que es disjunto a
R’ por maximalidad de Rn) y del mismo modo [D" : R*|(r}. ) contiene los vértices de R’
que no pertenecen a R* y sus respectivas componentes respecto a R'.

Sea m el menor valor tal que w(|w| —m) # w'(Jw’'| —m). Las palabras w y w’ son iguales
a partir de los indices |w| —m y |w'| — m respectivamente. Luego v*(0) es mayor o igual a
(Jlw| = m)l y Rn puede tener componentes modificadas para una cantidad finita de vértices
iniciales. Luego [D" : R'|(+/(0)) puede ser un elemento de £ o una componente modificada,
pero en ese caso es un subgrafo de un elemento en £. Como el primer indice de w siempre es
0 entonces los [ primeros vértices generan todas las componentes limites de £ y por lo tanto
existe ¢ en {0,1..,1 — 1} y 7 en V(R*) tal que

(Lgsr) 2 ([D* = R(ryse))s rinoy) 2 ([D* 2 R](rg), ) = (Lg,7)

La contencién es estricta por la misma razén que en el punto segundo. Es decir, (L,, 1) se
contiene a si mismo de forma propia. Pero esto no puede ser, ya que las componentes en £
son finitas. Contradiccién.

[l
Por 1ltimo, falta ver qué sucede con el rayo.
Lema 5.9. Sea R un rayo. Entonces m(R) = 1.

Demostracion. Si un grafo G es gemelo con R, debe poseer un rayo como subgrafo, co-
rrespondiente a la imagen R’ de V(R) en G. Usando como base de descomposiciéon R, las
componentes [G : R'| deben mapearse de vuelta en las componentes del rayo, que siempre
corresponden al arbol trivial. Luego cada componente de [G : R'] contiene y esta contenida
en (r,r). El &rbol trivial no posee gemelos, luego todo gemelo de un rayo debe corresponder
a un rayo como base de descomposicién y componentes isomorfas a (r,7). Por Lema 4.20 el
gemelo G es isomorfo a un rayo. Luego, todo gemelo de un rayo es isomorfo a un rayo y por
lo tanto m(R) = 1. O

Demostracion. (Teorema 5.1) Si T no posee endomorfismos propios, entonces m(7) = 1
(Lema 3.15). Si los posee y es acotsup distinto de un rayo, entonces por Lema 5.8 posee al
menos Ny gemelos. Si es un rayo, por Lema 5.9 no posee gemelos propios. Si es nacotsup,
entonces por Lema 5.7 posee N; gemelos. En todos los casos se tiene el Teorema 5.1. O
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5.2. Demostracién para arboles en T2.

A continuacién se presenta la demostracién de la conjetura 1.2 para arboles con exac-
tamente dos ends. En los siguientes lemas, para cualquier doble rayo, su vértice con indice
1 serd denotado por el nombre del rayo en mintscula y subindice i. Por ejemplo: zt; es el
vértice con indice ¢ del doble rayo Z7T'.

Teorema 5.10. Sea T un drbol en T?. Entonces m(T) =1 o co.

Para demostrar la conjetura de alternativa en arboles en este caso, se procedera del
mismo modo que para arboles con un end: se demostrard que las componentes asociadas
a un rayo en un arbol de 72 siempre son finitas. Luego, se definird una nocién de drboles
“acotados” y “no acotados”, se demostrara usando el Corolario 3.14 la conjetura para arboles
no acotados, y se demostrara la conjetura para arboles acotados usando una construccion ad-
hoc. A diferencia de la demostracién con exactamente un end, un arbol con exactamente dos
ends posee un doble rayo unico que es posible usar como base de descomposicion. El doble
rayo posee un grupo de endomorfismos con més estructura que el grupo de endomorfismos
del rayo. Esto requerird analizar mas casos en las demostraciones de no-isomorfismo entre
un gemelo construido y el grafo original.

Lema 5.11. Para todo T en T? existe un tnico subgrafo Z de T isormofo al doble rayo.

Demostracion. Como hay dos ends distintos entre si, existe un conjunto separador de los
rayos asociados a cada end. En particular existen dos rayos R; y Rs disjuntos, asociados a
los dos ends w; y wy respectivamente. Como T es conexo, existen vértices v y vy en Ry y
Ry y un camino P = v;Tv,. En particular Ry U P U Ry contiene un doble rayo.

. Existe un tnico doble rayo? Suponiendo lo contrario, existen Z; y Zs doble rayo distintos.
Luego existe un vértice k en la diferencia simétrica de sus vértices. Sin pérdida de generalidad
k pertenece a Z;. Como T es arbol, T'— v es disconexo para cualquier v que no sea una hoja.
En particular T'— k es disconexo ya que k tiene grado mayor a 1 (pues estd en Z; doble rayo).
Si Z5 no queda disconexo al eliminar k, entonces existe una componente conexa de T — k
que contiene integramente a Z,. Los dos ends de Z; deberan quedar en componentes conexas
distintas, luego al menos existen 3 ends. Pero T solo tiene dos ends, por lo que Z, queda
disconexo al quitar k de T. Con esto, para dos vértices de Z, en componentes distintas, k
pertenece al Uinico camino entre ellos. Pero ese camino es subgrafo de Z,. Luego, k pertenece
a V(Z,) lo cual es una contradiccion. O

Para los drboles T' € T2 se denota ZT el tinico doble rayo asociado a T'.

Lema 5.12. Sean T, Ty dos drboles en T2. Para todo morfismo v : V(T1) — V(Ty) se tiene
que la imagen de ZTy via el morfismo debe ser Z'T5.

Demostracion. Por el Lema 5.11 se tiene que Z75 es el unico doble rayo en 7. Como
la imagen via un morfismo de un doble rayo es un doble rayo, entonces por unicidad
YV (ZTh)) = V(ZT,). m
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Como consecuencia del Lema 5.12 todo endomorfismo de T' € 7.2 induce un automorfismo
en ZT. Si es un endomorfismo propio, por Lema 4.11 no puede fijar vértices ni aristas. Por
Lema 4.7, el automorfismo inducido debe ser generado por el shift. Pero esto implica por
Lema 4.23 que las componentes van formando una especie de cadena en la relacién subgrafo.
Al igual que en la demostracion para arboles con un tnico end, para entender en detalle esto
se definird lo que es una “cadena” en este contexto y se demostrara la existencia de estas
cadenas en grafos con endomorfismos propios.

Definicién 5.13. Una familia {(4;, a;) }icz de grafos enraizados indexada en los enteros es
una C-2cadena si para todo indice i en Z se tiene que (A;, a;) es subgrafo de (A;i1,aiq1).

Lema 5.14. Sea T un drbol en T2 y sea ¢ un endomorfismo propio de T. Entonces existen
[ familias C-2cadena correspondientes a {([T" : ZT|(2tp1r1), 2tpikt) trez, con | un natural y p
entre 0 y I — 1. Se dird en este caso que ¢ genera las familias.

Demostracion. Por Lema 5.12 todo endomorfismo reducido a ZT es un automorfismo, que
por Lema 4.11 no fija vértices o aristas. Luego, por Lema 4.7 este automorfismo es generado
por el shift, es decir, ¢|z7 = o' para algtin [ € N. Por Lema 4.24 se tiene que

(T2 ZT)(z) C [T §(ZT)(6(2t:)) = [T : S(ZT))(0' (2t:)) = [T : §(ZT))(2ti11).  (5.9)

La inclusién es enraizada. Pero por Lema 4.19, como no hay vértices en la frontera relativa,
se tiene que ([T : ¢(ZT)](ztin1), ztin) es igual a ([T : ZT|(zt;1), ztir;) para todo indice i.
Aplicando todo lo anterior sucesivamente, se obtienen [ familias de grafos C-2cadena dados
por {[T: ZT|(#tp+ki) tkez, con p en {0,1,....1 — 1}. O

Un hecho sobre los arboles en 7.2 es que sus componentes respecto al doble rayo como
base deben ser finitas. Luego, si sus componentes forman una familia C-2cadena, debe haber
una sucesion hacia —oo de grafos finitos que van decreciendo. Por la finitud de los grafos en
la sucesion, esta deberia fijarse en algiin momento. ;Sucede lo mismo hacia +o00? No nece-
sariamente. Si la cadena es en cierto modo “no acotada”, por el Corolario 3.14 de Tyomkyn
deben haber X; gemelos. A continuacién se demostrard que las componentes respecto al doble
rayo son finitas y se le definira formalmente las cadenas que son acotadas hacia 400 y —oo.

Lema 5.15. Para todo drbol T en T2 se tiene que las componentes dadas por el doble rayo
ZT como base de descomposicion son finitas, es decir [T : ZT|(zt;) es finito para todo indice
entero 1.

Demostracion. Si [T : ZT)(zt;) es infinito, por Lema 2.20 posee un vértice de grado infinito o
un rayo. No puede poseer vértice de grado infinito porque 71" es localmente finito, y no puede
poseer un rayo porque [T : ZT](zt;) es disjunto en aristas a ZT' y por lo tanto 7" tendria més
de 2 ends. O
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Definicién 5.16. Sea {(A;, a;) }icz una familia C-2cadena. Se dice que es acotada superior
(acotsup) si existe un entero k a partir del cual todos los grafos de la familia con indice
mayor o igual a k son isomorfos. Una familia C-2cadena es no acotada superior (nacotsup) si
no es acotsup. El indice de regularidad superior para una familia acotsup es el infimo sobre
los enteros k£ que cumplen la definicién de acotsup.

Una familia C-2cadena se dice que es acotada inferior (acotinf) si existe un entero k a
partir del cual todos los grafos de la familia con indice menor o igual a k son isomorfos.
Un C-2cadena es no acotada inferior (nacotinf) si no es acotinf. El indice de regularidad
inferior para una familia acotinf es el supremo sobre los enteros k& que cumplen la definicion
de acotinf.

Lema 5.17. Sea {(A;, a;) }icz una familia C-2cadena. Si cada término de la familia es un
arbol finito y no vacio, entonces la familia es acotada inferior.

Demostracion. Supongamos la familia no es acotada inferior. Entonces, para todo k € Z
existe un indice j menor a k tal que (A, ar) 2 (A;,a;). En particular (A;,a;) C (A, ax).
Aplicando nuevamente esto sobre j, es posible construir una subsucecion {(Aeq), aeq)) Fiew
tal que (Agy, agy) 2 (Aeqiv1), Gerny)- Sioun grafo es subgrafo no-isomorfo a otro, debe
tener menos aristas al menos, como los grafos de la familia son arboles finitos y no vacios,
también debe reducirse el niimero de vértices. Luego {V(Ag()) Jnew posee una subsucesion

estrictamente decreciente de valores en IN, lo cual es una contradiccion. O

Corolario 5.18. Sea T un drbol en T2. Todo endomorfismo propio de T genera familias
acotinf.

Observacion 5.1. El Lema 5.17 y corolario anterior no sera usado en la demostracion del Teo-
rema 5.10. Se demostroé este corolario solamente para tener una idea completa de los arboles
localmente finitos con exactamente dos ends. Podria haber sido usado, pero se optd por
no usarlo para que la demostracion del teorema fuera generalizable a arboles con infinita
cantidad de ends, donde ya no se puede demostrar este corolario.

. Qué pasa en una C-2cadena tal que su limite inferior y superior coinciden? Cada ele-
mento de la familia es isomorfo a un tinico grafo. Si un drbol T' en T2 posee esta propiedad
para todas sus familias entonces es un arbol de algiin modo “regular”, con un periodo igual
al nimero de familias que posee. En particular el doble rayo cae dentro de esta categoria. Se
formalizara esta idea de “regular” y se mostrara que estos grafos no pueden tener gemelos
propios.

Definicién 5.19. Una C-2cadena {(A;,7) }iez es regular si para todo par de indices ¢ y j en
Z se tiene que (A;, 1) es isomorfo a (A;, j). Es decir, si es acotsup, acotinf y la componente
limite inferior es isomorfa a la componente limite superior. Una C-2cadena es irreqular si no
es regular. Un arbol en 72 es reqular si para todo endomorfismo todas sus familias generadas
son regulares. Un arbol es irreqular si no es regular.
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Capitulo 5. Conjetura en T, k finito.

Figura 5.4: Ejemplos de grafos regulares, acotsup y nacotsup. (a) El grafo es regular. (b) El
grafo es irregular y acotsup. (c¢) El grafo es irregular y nacotsup. Se achura la imagen del
grafo via un endomorfismo propio para poder ver que T'— ¢(7’) posee infinitas componentes
conexas.
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Capitulo 5. Conjetura en T, k finito.

Lema 5.20. Sea T € T2. Si T es reqular, entonces m(T) = 1.

Demostracion. Supongamos que T tiene gemelos propios. Sea T” un gemelo propio de T,
y sea ¢ : V(T) — V(T") un morfismo testigo para la relacién subgrafo entre Ty 1", sea
' V(T') — V(T) homdlogo. Sea ¥ la composicion 1)’ o 1p. Siempre se tendrd que ¥ es un
endomorfismo de T, y debe ser propio pues si es epiyectivo entonces el morfismo 1)’ seré epi-
yectivo y por lo tanto isomorfismo, pero 7" es gemelo propio. Por Lema 5.12 la imagen de
ZT via U es ZT, luego ¥ reducido a ZT es un automorfismo del doble rayo. Por Lema
4.11 siempre se tendrda que W no puede fijar vértices o aristas, ya que es un endomorfismo
propio. Por Lema 4.7 la funciéon ¥ debe ser generada por el shift, es decir para algin en-
tero r se tiene que V(zt;) = zt;y,. En todos los siguientes pasos se estard usando el Lema
4.19. Como % (ZT) no tiene frontera relativa respecto a Z7T, siempre se cumple la igual-
dad del lema. Por Corolario 4.23 se tiene entonces que ([T : ZT](zt;), 2t;) es subgrafo de
([T": ZT'(W(z2t;)),¥(2t;)), v éste a su vez es subgrafo de ([T : ZT| (¢ o (zt;)), ¢ o (zt;)).
Pero como W(zt;) = zt;y,, se tiene que ([77 : ZT'|(¢(zt;)), ¥ (zt;)) es subgrafo de ([T :
ZT)|(ztisr), 2tiyr). Como T es regular, en particular para el endomorfismo ¥ sus familias ge-
neradas son regulares y por lo tanto ([T : ZT|(zt;1.), zti,) es isomorfo a ([T : ZT|(zt;), zt;).
Con esto, ([T" : ZT'|(¢¥(zt;)),¥(zt;)) es subgrafo de ([T : ZT|(zt;), zt;). Luego, los gra-
fos ([T" : ZT)(zt;),zt;) v ([T" : ZT')(Y(2t;)),(zt;)) son gemelos enraizados. Pero am-
bos son grafos localmente finitos, por Teorema 3.12 tienen que ser isomorfos. Es decir,
([T : ZT)(2t;), zt;) = ([T" = ZT'|(Y(2t;)), ¥ (2t;)) y esto con un indice i cualquiera. Note-
se que no hemos usado que las componentes son finitas, basta con que sean localmente
finitas. Por Lema 4.20 el morfismo v es isomorfismo, pero 1" es gemelo propio; lo cual es una
contradiccién. Luego, todo gemelo de T' debe ser isomorfo a 7'y por lo tanto m(7) = 1. O

Corolario 5.21. Sea T € T2. Si m(T) > 1 entonces T es irregular.

Con el resultado anterior, es posible entonces reducirse a drboles en T2 que sean irregula-
res. A continuacién se definird acotsup y acotinf para drboles en 7.2 (nétese que anteriormente
se definié acotsup y acotinf para familias C-2cadena, no para grafos).

Definicién 5.22. Un drbol T en 72 que posea un endomofismo propio. Se dice que es
acotsup si posee un endomorfismo respecto al cual todas sus familias C-2cadena inducidas
son acotsup. Un grafo es nacotsup si no es acotsup, es decir, si todo endomorfismo genera al
menos una familia nacotsup. La definicion de acotinf y nacotinf es homédloga.

Se demostrara la Teorema 5.10 separando en casos: T nacotsup y 1" acotsup.

Lema 5.23. Sea T un drbol en T? que posee un endomorfismo propio, irreqular y nacotsup.
Entonces m(T) = V.

Demostracion. Si T es irregular, nacotsup y posee un endomorfismo propio entonces un
endomorfismo propio en particular genera al menos una familia nacotsup. Sea ¢ este endo-
morfismo y [ la cantidad de familias C-2cadenas que genera en 7. Por Lema 5.12, Lema
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4.11 y Lema 4.7 el endomorfismo ¢ reducido al doble rayo es el shift en corrimiento [/, con [
mayor que cero. Por Lema 4.23 y Lema 4.19 se tiene que ¢(([T : ZT|(zt;), zt;)) es subgra-
fo de ([T : ZT](p(z2t;)), p(zt;)), luego es subgrafo de ([T : ZT|(zti1), ztiri). Por definicién
de una familia nacotsup existe p en Z y una cantidad infinita de indices ¢ € Z tal que
([T : ZT)(2tprq), 2tp+q) es subgrafo propio de ([T : ZT|(2tps (g+1)1), 2lpt(g+1)1)- En esos indi-
ces se generaran componentes conexas al eliminar ¢(7") de T'. Por Corolario 3.14 se tiene que
m(T) = N;. O

Antes de demostrar la conjetura para grafos acotsup, un lema de utilidad para la demos-
tracion.

Lema 5.24. Sea {(A;, ai)}icz una familia C-2cadena irreqular y acotsup, y k su indice
reqularidad superior. Entonces (Ax_1,ax—1) es subgrafo estricto de de (A, ay), en particular
no son isomorfos.

Demostracion. Como T es irregular, el indice de irregularidad %k es finito. Por definicién
minimal de k el grafo anterior de la familia debe ser no isomorfo. O

En lo que sigue, si existen endomorfismos propios se tomarda un endomorfismo propio
que induzca la menor cantidad de familias C-2cadena. Sea [ esa cantidad. El endomorfismo
asociado a la familia reducido a ZT sera p(i) =i+, y [ serd llamado indice de corrimiento.

Lema 5.25. Sea T un drbol en T?, irreqular y acotsup. Entonces m(T) > No.

Demostracién. Sea T € T2 irregular y acotsup. Sea ZT su doble rayo, ¢ su endomorfismo
propio de minima cantidad de familias y [ su indice de corrimiento.

El indice de regularidad superior es definido como el infimo de los indices que cumplen
la definicién de acotsup (ver Definicién 5.16). Luego, para una familia regular el indice de
regularidad superior es —oo y el indice de regularidad superior de una familia irregular es
mayor a —o0. Sea 2ty el vértice en ZT' correspondiente al maximo de los indices de regularidad
superior de las familias inducidas por ¢. Como T es irregular entonces posee al menos una
familia irregular y por lo tanto el maximo es distinto de —oo. En particular la familia que
alcanza el maximo indice de regularidad es irregular. Sin pérdida de generalidad ésta es la
familia p = 0.

Al igual que en la demostracién en T, se pueden construir gemelos de T modificando
las componentes respecto a ZT. La modificacién consiste en reemplazar ciertas componentes
por una componente que sea no isomorfa a la original pero ain esté contenida y conteniendo
al sucesor y antecesor de su C-2cadena respectivamente. Nétese que por Lema 5.24 se tiene
que [T' : ZT|(ztx—;) no es isomorfo a [I' : ZT|(ztx). El grafo [T' : ZT](zt;—;) serd usado
para reemplazar [T : ZT|(zty) y asi generar gemelos. Se modificardn solo las componentes
de la familia irregular que contiene al vértice zt,. Notese que para todo indice mayor o igual
a k, las componentes asociadas a vértices con estos indices son componentes limite en sus
respectivas familias. En particular [T" : ZT](zty) es isomorfo a [T : ZT|(2tx1+q) para todo
g natural. Se tomara una palabra w en cierto lenguaje, w representa los lugares donde se

93



Capitulo 5. Conjetura en T, k finito.

Figura 5.5: En la figura se muestra 7" un arbol irregular y su gemelo D" con w = 011. El
vértice sombreado corresponde al vértice a partir del cual todas las componentes de vértices
con indice mayor son componentes limites superiores. Solo sobre la familia donde pertenece
este vértice se modifican componentes.

modificard una componente de ZT: si w(r) = 1 se cambia ([T : ZT|(ztksr), 2tksr) POT
([T : ZT)(2tk—1), ztx—1), st w(i) = 0 entonces no se modifica ([T : ZT|(ztgsr1)s 2tktr)-

Formalmente, sea w € 0 - {0,1}* - 1 una palabra finita con simbolos 0 o 1, w(i) es el
caracter i-ésimo de w, w(0) es el primer caracter. Se asume que para ¢ un indice fuera de
su tamano (negativo o mayor al tamano de w), el valor de w(i) es 0. Se define el grafo D¥
a partir de un doble rayo que serd llamado ZD" y sus componentes [D" : ZD"](zdy’) (ver
Observacién 4.6).

Se define ([D : ZD"](2dY), 2dy), j € Z de la siguiente forma (ver Figura 5.5):

([T : ZT)(2dy), zdY) si j # Kk (1)
([D": ZD"|(2dy), 2dy) = ([T : ZT)(2dY), 2d¥) sij =k (1), j =k +rl y w(r) = 0.
([T : ZT)(zdy ), zdf ) sij=k (1), j=k+rlyw(r)=1.
(5.10)
Es facil ver que D" tiene exactamente dos ends y por lo tanto aplica el Lema 5.12.
Notese que T'y D™ poseen las siguientes propiedades. Todas las contenciones e isomor-
fismos son enraizados.

Vi€ Z [DY: ZD*|(2d}?) C [T : ZT](zt;) (5.11)
i <kVi>k+|w|l (DY : ZD"](2d}) 2 [T : ZT)(2t;) (5.12)
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VieZ [T : ZT)(2t;) C [T : ZT)(2titp) peN (5.13)
i>k+ 1wl (DY ZD"|(2d}") = [D" : ZD"](2d}, ;) peN (5.14)
i<ENi+pl<Ek (DY : ZD"|(2dy) C [D" : ZD"](2d}, ;) peN (5.15)

Para probar la conjetura se demostraran las siguientes tres proposiciones: todos los grafos
D" son gemelos de T', todos los gemelos D" generados son no-isomorfos con 1"y entre ellos
no son isomorfos entre si. Al tener esto, la familia de grafos { D" },c0.10,13+.1 €s una familia in-
finita de gemelos no isomorfos entre si, por lo que sirve de testigo para probar que m(7T") > N,.

Primero: Para toda palabra w en 0-{0,1}*-1, el grafo D" es gemelo con 7T'. Por Corolario
4.23, para mostrar que D" es subgrafo de T es necesario encontrar un isomorfismo p :
V(ZD"Y) — V(ZT) entre los doble rayos ZT' y ZD" tal que ([T : ZT](zt;), zt;) sea subgrafo
de ([DY : ZD"](p(zt;)), p(zt;)). Con p(zt;) = zd?¥ y la propiedad 5.11 se demuestra entonces
que DV CT.

Con el isomorfismo p/ : V(ZT) — V(ZD"Y) , p'(i) = i + l|lw|; para i > k se tiene
que [T' : ZT](zt;) es una componente limite. Por la construcciéon de D™ las componentes
con vértice superior a k + |w|l son también esas mismas componentes limites, por lo que
([T : ZT|(2t;), 2;) es isomorfo a ([D* : ZD"|(2d}} ), #d}', ), en particular es subgrafo.
Sii <k yno estd en la familia p = 0 la componente [D* : ZD"|(2d}, ) es isomorfa a
[T : ZT|(2ti4jwp) vy dado que las familias son C-2cadena se tiene lo buscado. Si zt; esta en
la familia p = 0 es posible que [T : ZT|(zt;) deba mapearse en una componente modificada
de D". Pero la componente usada en esa modificacién es [T : ZT|(ztx—;) y como i es menor
estricto a k, entonces es un indice de la forma i = k — gl ¢ € IN. Como estd en la misma
familia y siempre tiene un indice menor en su familia, se tiene la contencién buscada. En
todos los casos p’ induce un endomorfismo vélido, testigo para la contencién 7' C D"; por lo

que son gemelos.

Segundo: Para toda palabra w en 0-{0,1}*-1, el grafo D" no es isomorfo a T'. Supongamos
que son isomorfos. Sea p : T' — D" isomorfismo. Por Lema 5.12 se tiene que p mapea ZT
en ZD", por lo que reduciendo su dominio a V(Z7) es un automorfismo del doble rayo. Por
Lema 4.5 se tiene entonces que para todo indice i entero, p(zt;) = 2d¥;,,, con r € Z.

Si p(zt;) = 2d”,.,., en los siguientes pasos se demostrara que para todo indice ¢ y natural
q siempre se tiene que ([T : ZT|(2ti—q), 2ti—q) es isomorfo a ([T : ZT|(zt;), 2t;). En cada
paso se explica a la derecha la proposicién que fundamenta el paso. Se procedié a explicar
de este modo ya que la explicacion en palabras resulta dificil de seguir. Todas las siguientes

contenciones e isomorfismos son enraizados.

[T : ZT)(zt;) = [D* : ZD")(2d",.,) por Lema 4.20
(D" ZD"|(2d",,,) C [T : ZT)(2t_isy) por Propiedad (5.11)
[T : ZT)(zt—ivr) C [T : ZT)(2t—iriq1) g € N por Propiedad (5.13)
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[T : ZT) (2t —igriq) = [DY 2 ZD)(2d" _iy0igysr) 9 €N por Lema 4.20
(D ZDY|(2d” _iyriqysr) = (DY 1 ZD")(2d} ) g € N por igualdad de indices
(DY ZD"|(2d ;) C [T : ZT)(2tiq) g € N por Propiedad (5.11)
[T : ZT)(2t;) C[T: ZT](zti—q) g € N por las anteriores
T ZT](th q) CT:ZT)(z2t;) q € N por Propiedad (5.13)
T : ZT)(zti—q) = [T : ZT)(zt;) g € N por las anteriores
T : ZT)(2ti—q) = [T : ZT)(2t;) g € N por Teorema 3.12

Como se tom¢é un indice 4 arbitrario, tomando en particular el indice k(p) de regulari-
dad superior en la familia p se tiene que ([T : ZT|(2tkp)—q), 2tip)—q) €s isomorfo a ([T :
ZT)(2tkp)), #ti(p)) para todo g natural, quien a su vez es isomorfo a ([T" : ZT'|(2tkp)+q1)s 2trp)+q1)
para todo ¢’ natural, dada la definicién de indice de regularidad superior (ver Definicién 5.16).
Luego, toda la familia es isomorfa a un tnico grafo y por lo tanto es una familia regular.
Haciendo esto con cada familia, se muestra que T es regular para el endomorfismo propio que
genera [ familias minimas, que por definicién es un endomorfismo testigo de irregularidad,
lo cual es una contradiccion.

Sip(i) =i —r (r>0), en los siguientes pasos se demostrard que ([T : ZT(zty—;), ztr—;)
es isomorfo a ([T : ZT|(zty), 2tx). Todas las siguientes contenciones e isomorfismos son
enraizados.

T : ZT|(2t) = [DY : ZD"|(2d}_,) por Lema 4.20
(DY : ZD"|(zd}_,) C [T : ZT)(ztx—,) por Propiedad (5.11)
(T : ZT)(ztx) C [T : ZT)(2tx—r) g € N por los pasos anteriores
T : ZT)(2tx) C [T : ZT)(2tk—qr) g € IN repitiendo el paso anterior ¢ veces
(T : ZT)(zty) C [T : ZT](2tg—1) en particular para [
[T : ZT)(2tk—1y) C [T : ZT(2t—1) por Propiedad (5.13)
(T : ZT](zty) C [T : ZT)(2tx—1) usando como pivote el término k — Ir
([T : ZT|(ztx—y) C [T : ZT|(2tx) por Propiedad (5.13)
(T : ZT)(ztx—y) = [T : ZT|(zty) por los pasos anteriores
(T : ZT|(ztp_y) = [T : ZT]|(2tx) por Teorema 3.12

Pero esto contradice el Lema 5.24, ya que [T : ZT](ztx) es no-isomorfo a [T : ZT](ztx_;).
Sip(i) =i+ (r>0), en los siguientes pasos se demostrard que ([T : ZT(zty—;), zti—;)
es isomorfo a ([T : ZT|(zty), 2tx). Todas las siguientes contenciones e isomorfismos son
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enraizados.
[T : ZT)(2tp—r) = [D* 1 ZD"|(2d}_;_y),)  por Lema 4.20
(DY ZD"|(2di__1y,) = [T : ZT|(2tk—q-1)r) por Propiedad (5.12)
T : ZT)(2tprr) = [T : ZT)(2te—q-1)r) por los pasos anteriores
[T : ZT)(ztg—sr) = [T : ZT)(2ty) repitiendo [ veces el paso anterior
(T : ZT|(ztk—y) C [T : ZT|(2tg) por Propiedad (5.13)
[T : ZT|(2tx) C [T : ZT)(2tk—1) usando como pivote el termino k — Ir
(T : ZT|(ztx—y) C [T : ZT)(2tx) por Propiedad (5.13)
(T : ZT)(2txy) = [T : ZT)(2t) por los pasos anteriores
T : ZT)(2tk—r) = [T : ZT)(2ty) por Teorema 3.12

Al igual que en el caso anterior, por Lema 5.24 esto es una contradiccion.

Si p(i) = 1, trivialmente los grafos D" y T' no son isomorfos, ya que siempre w posee un
indice donde es 1. Luego, en ese indice no se puede cumplir las hipotesis del Lema 4.20. En
todos los posibles isomorfismo se genera contradiccion, por lo que D™ no puede ser isomorfo
al.

Tercero: Para todo par de palabras w y w’ distintas en 0-{0,1}* -1, los grafos D" y DY
no son isomorfos. Supéngase que son isomorfos. Sea p : V(RDY) — V(RD™') isomorfismo,
por Lema 4.5 p(i) = +i + n, para algun entero n.

Si p(i) = —i + r, en los siguientes pasos se demostrard que [D* : ZD"](2d{" o;_,) s
isomorfo a [D¥ : ZD"|(zd} o) para todo natural g. Todas las siguientes contenciones e
isomorfismos son enraizados. En todos los pasos, se tomard () suficientemente grande para
que se tengan las propiedades.

! /

[D 1 ZDY)(2d ) = DY ZD" [(2d? (l Q)+r) por Lema 4.20
DY : ZD" ](zdeQHT) = [D": ZD“’](zd“’ZJrQHT) por Propiedad (5.12
(DY ZD")(2d”;, q1yr) € (D ZD")(2d"; 011 s q1) g € N por Propiedad (5.14)
(D" ZD")(2d” s quarrqt) = (DY 2 ZD (24" i rirsqysr) 4 €N por Lema 4.20
(D" : ZD"(2d" iy oririqnr) = [PV 2 ZD"(2d o) ¢ €N por igualdad de indices
(DY . ZD"'|(zd™ Ql a) =D ZDY)(2d g y1) g € N por Propiedad (5.12)
(D ZD"|(zd o) C [D" : ZD"|(2d} o1_y) g € N por los pasos anteriores
(DY ZD“’](zd;” Qi—q) © [D" 1 ZD"](2d} o) g € N por Propiedad (5.14)
(DY ZDY|(2d q_y) = [D* : ZD"|(2d} o) g € N por los pasos anteriores
(DY ZD"](2dy g _g) = [D* : ZD"|(2d ) g € N por Teorema 3.12
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Con esto, se tiene que i estd en una familia regular inferior. Nétese también que en los dos
primeros pasos se demuestra que [D" : ZD"|(zd ;) es isomorfo a [D* : ZD"|(zd";, o),
el cual es el grafo limite superior de la familia r—i mod(l) para @ suficientemente grande. Sea
L7 el limite superior de la familia correspondiente al indice i modulo [, y sea del mismo modo
L; el limite inferior. Se mostré entonces que L, es subgrafo de L;, para cualquier i. En
general L; es subgrafo de L, por definicién de las familias C-2cadena. Pero por lo mostrado
anteriormente L;" es isomorfo a L. As{ mismo, siempre se tiene que L, es subgrafo de L
por ser parte de una misma familia C-2cadena y aplicando nuevamente el punto anterior,
ahora para la familia r — i se tiene que L), es subgrafo de L;_(r_i) = L, . Luego, se tiene
que L; C L C L;, donde todas las inclusiones son enraizadas. Con esto L; es gemelo
enraizado de L y como las componentes son siempre localmente finitas por Teorema 3.12
deben ser isomorfos, y esto para cada familia ya que 7 es arbitrario. Por propiedad 5.12 las
componentes limites deben coincidir entre 7'y D" y por lo tanto T" debe ser regular, lo cual
es una contradiccién pues 7T es irregular.

Sip(i) =i —r (r > 0), en los siguientes pasos se demostrard que [D" : ZD"](zd}_,) es
isomorfo a [D* : ZD"](zd}"). Todas las siguientes contenciones e isomorfismos son enraizados.

[Dw . ZD%)(2d?) = [DY : ZDY|(2d?",) por Lema 4.20
(DY . ZDY(2d¥" ) = [T : ZT)(zt_,) por Propiedad (5.12)
[T ZT(zty—) = [D” - ZDw](zdf ) por Propiedad (5.12)
(DY : ZDY](2d¥" ) = [D¥ : ZD%)|(zd¥_,) por transitividad de =
DY ZD%|(zd}) = |[DY : ZDY zdw por los pasos anteriores
[ k k—r
[ 1 ZD%|(2dy_,) = [D" : ZD"|(2dy_,,) ¢ €N usando el paso anterior sucesivamente
: 4DY|(zdy) ) = (DY ZDY|(zdf en particular para [
k—r k—Ir
[D : ZDY](zd),,) C [DY: ZD"](zd} ) por Propiedad (5.15)
(DY : ZD“’]( dy) C [DY: ZDw](z ) usando como pivote el término k — Ir
DY zdy ) C|DY: ZD"Y|(zd por Propiedad (5.15
k1
DY . ZD%|(zd}) =~ |D" : ZD" zdw por los pasos anteriores
[ k k1
(DY : ZD"|(zd}}) = [D* : ZD"|(2d}_;) por Teorema 3.12

Pero por Lema 5.24 y Propiedad (5.12) se tiene que
[DY : ZD®|(2d}) = [T : ZT|(zty) 2 [T : ZT|(2tx—y) = [DV : ZD*|(2d}_,})

lo cual es una contradiccién.
Si p(i) =147 (r > 0), en los siguientes pasos se demostrard que [D* : ZD"](zdy) es
isomorfo a [D" : ZD"|(zd}_,). Todas las siguientes contenciones e isomorfismos son enraiza-
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dos.

[D* : ZD")(zdy_,
(D" ZD")(zd}"

I

DY : ZDY](zd¥" (-1yr) por Lema 4.20
_(1_1) ) por Propiedad (5.12)
por Propiedad (5.12)

I

*ﬂ
:
N
~
Eal

’I"

[T ZT](Ztk (I-1)r

I

)
E
N
)
E 8§
N
Q,
ET‘
H
3
S~—

)=
yr) =1
)=
(D" : ZDY](zd"" (-1yr) = [D“’ 2 ZD ](zd}é’_(l_l)r) transitividad de =
(DY ZD"|(2dy_y,) = [D* 1 ZD"|(2d}__y),) por los pasos anteriores
[D* . ZD%|(zd}_,,) = [DY : ZD"](zd}) repitiendo el paso anterior
(DY : ZD*|(zdy_,,.) € [DY : ZD"|(2d}_,) por Propiedad (5.15)
(DY : ZD"|(zd}) C [DY : ZD"](zd;_)) por los pasos anteriores
[D* . ZD%|(zd}_;) € [D* : ZD"|(zd}) por Propiedad (5.15)
[DY : ZD"|(zd}) =~ [D" : ZD"|(zd}_,) por los pasos anteriores
(DY : ZD"|(zd}) = [D" : ZD"|(zd}_,) por Teorema 3.12

Pero por Lema 5.24 y Propiedad (5.12) se tiene que
[D®: ZD¥|(zd) 2 [T : ZT)(2ty) 2 [T : ZT|(ztxy) = [D* : ZD"](2zd} ),

lo cual es una contradiccion.

Si p(i) = ¢ trivialmente no se cumple la condicién de isomorfismo ya que siempre existe
un indice en el cual w y w’ son distintos. Con esto se tienen todos los posibles isomorfismos
entre D y D*' llevan a contradiccién, con lo que se tiene el punto tercero y el lema.

[]

Demostracion. (Teorema 5.10) Si T no posee endomorfismos propios, m(T) = 1 (Lema
3.15). Si los posee, por Lema 5.21 T es irregular. Si es acotsup, por Corolario 5.25 se tiene el
teorema, m(7T") > Ny. Si es nacotsup, por Lema 5.23 también se tiene el teorema, m(7T') = N;.
En todos los casos se tiene el teorema. O]

5.3. Demostracién para arboles en 7, con 3 < k < cc.

Para grafos en 7, con 3 < k < oo se demostrard que no existen endomorfismos propios.
Esto se da porque en los grafos de este conjunto siempre existe un subarbol finito fijo para
todo endomorfismo. Se vera que, gracias al Teorema 4.3, siempre existe un vértice o arista
fijo. Pero por Lema 4.11 esto obliga a que el endomorfismo sea epiyectivo y por lo tanto no
es propio. Esto implicard que todo gemelo debe ser isomorfo a Ty por lo tanto m(7T") = 1.

Teorema 5.26. Sea T drbol localmente finito, y |QUT)| = k, para 3 < k < oco. Entonces
m(T) = 1.
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Capitulo 5. Conjetura en T, k finito.

Para la demostracion se requeriran definiciones y lemas preliminares.

Definicién 5.27. Sea v un vértice de T". Se define (T'— e),¢ la componente conexa de T'— e
que no contiene a v.

En los siguientes lemas se usara la notacién dada por Diestel en [1], Capitulo 6, sobre
flujos. Se denota E el conjunto de aristas dirigidas y f(X,Y) la suma de f(e,z,y) sobre

todas las aristas que parten en un vértice de X y terminan en un vértice de Y. En particular
f({z},Y) se abrevia como f(z,Y).

Definicién 5.28. Sea T'en T}, con 3 < k < oo. Una funcién f : E — {0,1,....k} en T es
un flujo out-end respecto a v si cumple las siguientes cuatro propiedades:

1. fle,z,y) = —f(e,y, ) para todo (e, z,y) € E donde z # v.
2. f(u,V(T)) = 0 para todo u € V(T) — {v}.
3. fu,V(T)) = k.

4. Para todo end w € Q(T') existe un rayo R de w tal que todas sus aristas e = uv € E(R)
tienen valor absoluto de flujo igual uno, es decir |f(e,u,v)| = 1.

Un flujo out-end respecto a v es un flujo que tiene como fuente k unidades de flujo desde
v y que tiene como sumidero cada end con una unidad de flujo. Como un end no es un
elemento del arbol, una forma de formalizar la idea intuitiva es pidiendo rayos con flujo
uno que pertenezcan al end. Por lo mismo, no se puede usar la misma definicién de flujo
dada para grafos finitos, pues no hay vértices sumideros. Se denota f(e) al valor absoluto
|f (e, u,v)].

El siguiente lema muestra que solo existe una tunica forma de construir un flujo out-end
respecto a algin vértice v.

Lema 5.29. Sea T en TF, 3 < k < co. Emiste un tnico flujo out-end F, y corresponde a

Fye, x,y) = signo(d(y, v) — d(z,v))[Q(T = €)ug)]

Demostracion. Se denota dv el conjunto de aristas que contienen a v. Notemos que F,(+) es
un flujo out-end: Naturalmente siempre se tiene que F, (e, z,y) = —F,(e, y, z) por el término
signo(d(y,v) —d(z,v)) en la definicién de F,(+), luego se tiene la condicién 1 de flujo out-end.

De todas las aristas de du para u un vértice distinto de v, una de sus aristas serd la
arista que conecta u con v, pues v pertenece a una sola de las componentes de T — Ou.
Sea e* = {w*,u} esta arista. Segin la definicién de F,(+), el flujo F,(e*, w*, u) es igual a la
cantidad de ends en Q((7" — e),¢), con signo positivo pues por definicién w* estd més cerca
de v que u. Para el resto de aristas en Ou, el valor del flujo F,(e,u,w) serd negativo y por
un valor equivalente a la cantidad de ends en la componente de T'— Ou que contiene a w.
Pero todos estos ends, para distintas aristas de du — {e*} son los mismos ends que estan en
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Capitulo 5. Conjetura en T, k finito.

(T — e)y¢, pues v no pertence a estas componentes. Luego, al sumar sobre las aristas que
salen desde u se tiene suma cero y se cumple por lo tanto la condicién 2 de flujo out-end.

Como T es arbol, habra una y solo una componente vecina a cada e € dv de T — 0wv.
Cada end debe estar incluido en alguna componente, y solo en una pues los rayos son grafos
conexos. Luego se tiene la condicién 3 de flujo out-end.

Entre cada par de ends existe un separador finito, la union de los separadores de cada par
de ends es un separador de todos los ends, y es finito porque el nimero de ends es finito y es
la unién finita de conjuntos finitos. Luego, sacando esta union, se obtienen k componentes
conexas y solo un end en cada componente. Dentro de cada componente debe haber un rayo
y ese rayo debe tener flujo igual a 1 en todas sus aristas, ya que solo hay un end en su
componente (1" — e),¢ para e una arista de la componente. Con esto se tiene la condicién 4
de flujo out-end.

. Existe un tnico flujo out-end respecto a v?7 Supongamos que existe una funcién F’, flujo
out-end respecto a v y distinto de F,. Si son distintos, debe existir una arista e* = u*v*
tal que F,(e*,u*,v*) # F'(e*,u*,v*). Por definicién de F,, en (T — e*),¢ hay exactamente
F(e*) ends. Si F’ es out-end debe también tener rayos con flujo = 1 para cada uno de
esos ends. Como T es un arbol, cada arista es un corte y en particular e; por lo tanto
F'(e*) > |(T—e*)ye| = F(e*). Si es estrictamente mayor, por conservacién de flujo (propiedad
2), en alguna de las aristas incidentes a v* salvo e* existird una arista donde se mantendrd la
desigualdad estricta entre F” y F), en esa arista. Aplicando este argumento sucesivamente y
dado que no hay ciclos, existira un rayo tal que cada una de sus aristas e del rayo satisfacira la
desigualdad estricta F'(e) > F,(e). Sea w* el end asociado a ese rayo. Como F’(-) es flujo
out-end, entonces satisface la propiedad 4 en particular para w*, pero por la desigualdad
estricta F,(-) no satisface entonces la misma propiedad para w*. Como se sabe que F), es
flujo out-end, entonces la desigualdad estricta implica una contradiccion. O

Definicién 5.30. Para todo drbol T € T, con 3 < k < oo y un vértice v de T, se define
¢, el conjunto de aristas tal que su flujo out-end F,(e) es mayor estricto a uno. Se define C,
como el grafo inducido por las aristas de ¢, (ver Figura 5.6).

Lema 5.31. Para todo v € V(T) se tiene que C, es conexo.

Demostracion. El camino entre dos aristas e y € con flujo mayor a 1 también debe ser
compuesto por aristas de flujo mayor a 1. En particular, si una arista ¢” en el camino que
conecta e con €’ tiene flujo exactamente igual a uno, entonces una de las componentes conexas
de T'—e€” solo tendra aristas de flujo 1 o menor por conservacién del flujo. Pero esto contradice
que el flujo sea mayor estricto de una de las aristas e o ¢’. Luego, C, es conexo y cada arista
en C, cumple la propiedad de flujo out-end estrictamente mayor a 1. O

Lema 5.32. Para todo v € V(T') se tiene que C,, es finito.

Demostracion. Supongamos que es (), infinito para algin vértice v. Como C,, es conexo, por
Lema 2.20 existe un rayo o una estrella infinita como subgrafo, y por condicién localmente
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Figura 5.6: C, es el grafo inducido por los vértices sombreados.
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finito de los grafos en T, debe ser un rayo. Pero F,(-) en el end asociado a este rayo no
satisface la condicion 4 de flujo out-end valido, pues siempre sus aristas tienen flujo > 1, pero
por Lema 5.29 siempre F,(-) es flujo out-end respecto a v, luego se tiene una contradiccién
y por lo tanto C, debe ser finito. O

Definicién 5.33. Sea [ el minimo valor que alcanza |c,| para algin vértice v de T Sea
C el conjunto de vértices que alcanzan este minimo. Como |¢,| es finito para todo vértice,
entonces el minimo se alcanza en un nimero finito. Llamaremos a C el centro-flujo del grafo

T.
Lema 5.34. Para todo T € TF, con 3 < k < oo; se tiene que C es finito.

Demostracion. Supongamos que C es infinito. Por Lema 2.21 existe un peine R tal que todos
los dientes del peine estdn en C o una subdivision de estrella S con todos sus extremos en C.
El segundo caso se descarta porque 1" es localmente finito. Como el grafo posee una cantidad
finita de ends, es posible separar el end w asociado al peine del resto de los ends, usando
un separador suficientemente grande. En particular, tomando un rayo R en w que no se
intersecte con las aristas del separador, y una arista € de R es posible separar w de los, al
menos, 2 ends restantes. Nétese que en la componente de T' — € que contiene a w existiran
elementos de C conectados al rayo base, arbitrariamente lejos de € . Con esto, la cantidad de
arcos con flujo > 1 asociados a F, para v en C que se conecta con R puede ser arbitrariamente
grande. Basta con tomar un vértice v que esté suficientemente lejos de €, todo el camino
de arcos a partir de v" hasta e tiene flujo > 1, pues deben ir al menos dos unidades de flujo
hacia (T — €),7¢. Con esto, se puede escoger v’ tal que |c,/| > [, contradiciendo la pertenencia
de v" en C. O

Lema 5.35. Para todo endomorfismo 1, la imagen de C via 1 es C.

Demostracién. Sea v € ¥(C). Sea u = ¢! (v). El flujo F, induce el flujo F”’ definido como
F'(e,u,v) := F,(v " (e), v (u), v~ (v)) para una arista en la imagen, y F’(e) = 0 para una
arista fuera de la imagen. Nétese que F’ satisface las condiciones de flujo out-end: Como
1 es morfismo entonces preserva distancias. Luego, el signo de signo(d(y,v) — d(z,v)) es el
mismo de signo(d(y~1(y), vt (v)) — d(¢ = (z),v~1(v))). Por lo tanto se tiene la condicién
1. Para la condicién 2, como para los vértices fuera de la imagen no pasa flujo, se hereda la
propiedad 2 de F,. [dem para la condicién 3. Ademas, la imagen ¢ (7T') debe poseer k ends
ya que la imagen de un rayo es un rayo y dos rayos disjuntos tienen imagenes disjuntas. Por
Lema 2.24 la imagen entonces tiene k£ ends, pero T ya tiene k ends. Luego, todo end tiene al
menos un rayo con preimagen. La preimagen de cada rayo comparte una cola con el rayo de
la condicién 4 para F,, y por Lema 2.23 comparten una cola. La imagen de esa cola satisface
la condicion 4 para F”.

Como existe un tinico flujo out-end respecto a v, se tiene que F,(e) = F'(e) = F,(¢v~'(e))
para toda arista e € F(T'). Luego, si F,(-) alcanza el minimo [ entonces ¢ (u) = v también
alcanza el minimo, con lo que se tiene la inclusiéon ¥(C) C C. Como 1 es inyectiva y |C|
es finito, entonces el cardinal de la imagen es igual al del conjunto de partida, es decir
|t(C)| = |C|. Esto y la inclusién implican que los conjuntos deben ser iguales. O
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Lema 5.36. Sea T un drbol localmente finito, y |QT)| = k, para 3 < k < oo. Entonces,
existe un vértice o una arista fija para cualquier endomorfismo de T

Demostracion. Por Teorema 4.3 existe un vértice fijo o arista fijo para todo automorfismo
de un arbol finito. Por Lema 5.34, el grafo inducido por C es un arbol finito y por Lema
5.35 todo endomorfismo de T reducido a C es un automorfismo. Luego, T" posee un vértice o
arista fijo para cualquier endomorfismo. O

Demostracion. (Teorema 5.26). Sea T' un gemelo propio de T'. Por ser gemelos, existen mor-
fismos f : V(T) — V(T") y f' : V(T") — V(T') asociados. A partir de estos morfismos se
define ¢ como la composicién [’ o f. Es facil ver que ¢ es un endomorfismo de T, y debe
ser propio pues si ¢ es epiyectivo entonces f’ debe ser epiyectivo y por lo tanto un isomor-
fismo, pero T" es gemelo propio. Por el Lema 5.36, existe un vértice o arista fijo para todo
endomorfismo y en particular para 1. Pero esto contradice el Lema 4.11 de endomorfismos
propios, el cual senala que todo endomorfismo propio no puede fijar vértices o aristas. Luego
T’ no puede ser un gemelo propio y por lo tanto todo gemelo de T" debe ser isomorfo a T, es
decir m(T) = 1. O
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Capitulo 6

Demostracion de la conjetura de
alternativa en arboles para arboles
localmente finitos con una cantidad
contable de ends.

., Cémo abordar la conjetura para arboles con una cantidad infinita de ends? El arbol de
Tyomkyn es un ejemplo de cémo un arbol con una cantidad infinita de ends tiene suficiente
complejidad para que al remover una hoja de él se reobtenga un grafo isomorfo al inicial.
Usando el lenguaje de las demostraciones dadas para finitos ends, al usar un rayo o doble rayo
como base de descomposicién y construir gemelos, es posible que exista otra base respecto a
la cual siga “viéndose” el grafo original. En las demostraciones con finita cantidad de ends,
cualquier nueva base estaba de algin modo conectada o intersectada con la base antigua.
Sin embargo, con infinita cantidad de ends ésto ya no sucede necesariamente. El arbol de
Tyomkyn es un buen ejemplo de como el cambio a un segundo doble rayo “paralelo” impide
demostrar del mismo modo la conjetura.

Por Teorema 4.2 de Halin, para cualquier drbol (incluso con infinitos ends) y un endo-
morfismo de ese arbol, existe un vértice fijo, una arista fija, o un rayo que se mapea en un
subrayo de él. En los dos primeros casos, si T es localmente finito, por Lema 4.11 el endo-
morfismo debe ser epiyectivo, luego un automorfismo. En el dltimo caso, la existencia de este
rayo permite encontrar una familia C-1cadena de componentes respecto al rayo similar a la
demostracién del caso 1 end (en este caso las componentes no necesariamente son finitas).
Con esto, nuevamente es posible definir “acotado superior” y el Teorema 3.14 de Tyomkyn
aplica del mismo modo si la familia no es acotado superior. Ahora, la construcciéon de D"
hecha para las demostraciones con finita cantidad de ends puede que siga siendo isomorfa a
T respecto a otro rayo, distinto al usado como base para modificar T'.

El trabajo de Tateno sugiere que hay una diferencia entre los grafos con contable cantidad
de ends y no contable cantidad de ends. En el presente capitulo se presenta el concepto
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de centro-end. A través de este concepto se demostrara una extensién al Teorema 4.1 de
Halin para arboles con una cantidad contable de ends: todo arbol localmente finito con una
cantidad contable de ends posee un vértice que es fijo para todo endomorfismo, una arista que
se permuta para todo endomorfismo, un end tal que todo endomorfismo mapea un rayo del
end en si mismo, o un doble end tal que su imagen bajo cualquier endomorfismo es el mismo
doble rayo. Nétese el caracter del teorema. A diferencia del Teorema 4.1 se asegura que todo
endomorfismo tiene el mismo elemento fijo. Con esto, es posible separar la demostracion
segun el elemento fijo que posea cada grafo.

Sorprendentemente, la demostraciéon para el caso de un doble rayo fijo es exactamente
igual a la de drboles en T2. Se presenté en esa seccién (Seccién 5.2) una demostracién que
fuera suficientemente general. Para arboles con un end fijo, la demostraciéon para arboles con
exactamente un end solamente falla en el argumento final de finitud de las componentes.
A partir de esto, se definié el concepto de ecuaciones grdficas. A través de este concepto
se extiende la demostracién dada para T,' a drboles con un end “fijo”. Para drboles con
un vértice o arista fijo, corresponden justamente al caso demostrado en el Teorema 3.12 de
Tyomkyn.

En la bibliografia revisada todos los autores definen diversos subgrafos dentro de un
arbol que son estables bajo endomorfismos. A continuacion se presentan algunos de estos
conjuntos. Seran renombrados por el autor, ya que en los papers originales todos los autores
usan la palabra “core” para referise a estos conjuntos. Se introducira el concepto de centro-
end y se estudiaran sus propiedades. Luego, se demostrara la extension del Teorema 4.1 para
arboles localmente finitos con una cantidad contable de ends. Finalmente, se presentara la
demostracion de la conjetura 3.8 para arboles con una cantidad infinita contable de ends.

6.1. Centros en grafos infinitos.

En [13] y [12], ambos autores desarrollaron alguna definicién de un subgrafo de un arbol
que es estable bajo endomorfismos. Estas definiciones no fueron usadas en el presente trabajo,
pero se agregaran para dar un conexto a la definiciéon de centro-end.

Definicién 6.1. (Tyomkyn [13]). Sea 7" un arbol. Se define el centro-vértice como el grafo
inducido por los vértices v en V(T') tal que T'— v posee al menos dos componentes conexas
con una cantidad infinita de vértices.

Esta definicién fue dada por Tyomkyn en su trabajo sobre el arbol que se comporta como
una estrella [13]. Es facil ver que el centro-vértice es conexo y estable bajo endomorfismos.

Definicién 6.2. (Tateno [12]). Sea T' un arbol. Se define el centro maximal sin hojas como
el subgrafo de T' conexo y maximal respecto a la inclusion que no posee hojas.

Es facil ver que el centro maximal sin hojas también es conexo y estable bajo endomor-
fismos. Notese ademads que las dos definiciones anteriores pueden ser definidas para grafos
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Figura 6.1: El centro C5(T") corresponde a la zona sombreada.

conexos en general, no solamente en arboles.
A continuacion se presenta la definicién propia de centro comentada al inicio del capitulo.

Definicién 6.3. Sea T arbol y k£ un natural. Se define el Centro-end-k como el subgrafo
inducido por las aristas e tales que las dos componentes de T' — e poseen al menos k ends.
Se denota este centro por Ci(T'). Es decir,

Cy(T) =T[{e € T : cada componente de T' — e tiene > k ends}]. (6.1)

Se define el Centro-end-oo como el subgrafo generado por las aristas e tales que las dos
componentes de T'— e poseen infinitos ends. En particular ese subgrafo puede ser visto como
una interseccion de todos los centro-end-k con k finito. Es decir,

Coo(T) = ﬂ Cy(T) =T[{e € T : cada componente de T — e tiene oo ends}]. (6.2)
kelN

A partir de esta definicién es posible definir usando recursion transfinita el centro del centro
de un grafo, para cada ordinal. Sobre el concepto de ordinales usado en esta memoria y sus
propiedades, por favor revisar el capitulo Anexo A en [1].

Sea r € INU{oo}. Para un ordinal sucesor /3, se define Centro-end-r-f como el centro-end-r
del centro-end-r con ordinal antecesor. Se denota por C#(T'). Es decir,

CH(T) = C.(CPT)) Vr € NUoo. (6.3)

Se toma como término 0 el mismo grafo. Es decir, C°(T) = T. Para k un ordinal limite, se
define centro-end-r-£ como la interseccion de los centro-end-r con ordinal anterior. Es decir,

CH(T) = () CHT) Vr € NU {oc}. (6.4)
<8

A continuacion se presentan distintas propiedades del Centro-end. En todos los siguientes
lemas 7" es un arbol localmente finito no vacio.

67



Capitulo 6. Conjetura en 7.

Figura 6.2: El centro Co(T) corresponde a la zona sombreada.

Figura 6.3: El centro C2 (T) corresponde a la zona sombreada.
ERY

QO

Figura 6.4: Sea w el primer ordinal contable infinito. El centro C¥ (T') es vacio, pero para
todo ordinal k& menor a w el centro C* (T') no es vacio. El centro Cy,(T) corresponde a la
zona sombreada.
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Figura 6.5: El arbol de la figura es el arbol binario. El centro Co.(T') corresponde a la zona
sombreada. Coo (T') =T

Lema 6.4. Para todo natural extendido r y ordinal B se tiene que C?(T) es conexo.

Demostracion. Primero: Se demostrard que C,.(T') es conexo para todo natural extendido .
Sean e y ey dos aristas distintas en C,.(T') (si sélo hay una arista, la conexidad es trivial).
Sea A la componente conexa de T — e; que no contiene a ey, sea B la componente conexa
de T' — es que no contiene e;. Como T es conexo, existe un unico camino P entre e; y es.
Para cada e € P, la componente de T'— e que no contiene a ey debe contener a e; y luego
a A. Del mismo modo la componente que no contiene a e; debe contener a e, y luego a B.
Por definicién de C,(T'), Ay B tienen > r ends, luego todas componentes de T' — e tienen
> r ends ya que contienen subgrafos con esta propiedad. Con esto P también es subgrafo de
C.(T), luego es conexo.

Segundo: Se demostrara usando induccién transfinita que para todo ordinal S y natural
extendido 7, el centro C#(T) es conexo. El caso base 8 = 0 es trivial, pues T es arbol. Si
B es ordinal sucesor, por definicién 6.3 se tiene que CP(T) = C,(CP~Y(T)). Por hipbtesis
inductiva C?~1(T) es conexo y por el punto primero de la demostracién aplicado al arbol
CP=1(T), se tiene entonces que C,(C?~1(T)) es conexo. Si B es ordinal limite, dos vértices
u'y v estan en la interseccion sobre todos los ordinales menores a (3, entonces estan en cada
uno de los conjuntos de la interseccion. Por hipdtesis inductiva, son grafos conexos. Como T’
es arbol, existe un tinico camino P que conecta u y v, luego estd también en cada uno de los
conjuntos de la interseccién y por lo tanto también en la interseccion. Con esto, P pertence
a CP(T) para cualquier par de vértices u y v que se tomen, por lo que es conexo. ]

Lema 6.5. Para todo natural extendido r, ordinal 8, y endomorfismo ¢ de T, se tiene que
H(CP(T)) es subgrafo de CP(T).

Demostracion. Primero se demostrard que ¢(C,.(T")) es subgrafo de C,.(T") para todo arbol
T'. Nétese que la imagen de un rayo a través de un endomorfismo debe ser un rayo. Ademss,
por Lema 2.24 un arbol posee > r ends si y sélo si existen al menos r rayos disjuntos. Por la
definicién de C,.(-), para una arista e las dos componentes de 7' — e poseen r rayos disjuntos
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cada una, y por propiedad de endomorfismo la imagen de cada componente poseerd > r
ends. Por ultimo, las componentes conexas de T — ¢(e) deben tener como subgrafos a las
imdgenes de las componentes de T'— e (Corolario 4.23), luego ¢(e) esta en C,.(T).

Segundo, se usara induccién transfinita para mostrar el lema. El caso base 3 = 0 es trivial.
Si B es ordinal sucesor, basta aplicar el punto primero a 7" = CP~1(T) para demostrar.
Si (8 es ordinal limite, basta notar que ¢((),_5 C7 (1)) es subgrafo de [, _; ¢(C7(T)), por
propiedades de una funcién simplemente. Gra(:las a la hipotesis inductiva, intersectando se
tiene el resultado. O]

Lema 6.6. Sea G un grafo y H un subgrafo de €l. Para todo natural extendido r y ordinal
B se tiene que CP(H) es subgrafo de CP(G).

Demostracion. Sea ¢ : H — G semimorfismo testigo de la relacion subgrafo entre H y G.
Sea e = wv una arista de H. Si [H : e](u) posee mas de r ends, entonces ([H : e](u)) también
los tendra (la imagen de un rayo es un rayo, y ¢ es inyectiva), y lo mismo con [H : e](v).
Luego, ¥(e) tendra a lo menos k ends en cada componente. Con esto 1(e) pertenece a C,.(G)
y por lo tanto C,.(H) es subgrafo de C,.(G) (el caso r = oo es trivial a partir del resultado
para r finito).

Induccion transfinita. El caso base f = 0 es trivial. Si 3 es ordinal sucesor, basta aplicar
el punto primero a H' = C#~Y(H) y G' = C’~1(G), que por hipétesis inductiva son subgrafo
el primero del segundo. Si 3 es ordinal limite, para todo ordinal v menor a [ se tiene que
CY(H) es subgrafo de C)(G), intersectando sobre todos los 7 se tiene el paso inductivo y el
lema. [

Corolario 6.7. Sea G un grafo y H un gemelo de él. Para todo natural extendido r y ordinal
B se tiene que CP(H) es gemelo de CP(G).

Demostracion. Directo de la Definicién 3.4 sobre gemelos y el Lema 6.6. [

Lema 6.8. Para todo par de naturales extendidos r1 y ro , Si 1 €S menor a ro entonces
CE(T) es subgrafo de CP (T).

Demostracion. Si una componente conexa posee mas de ro ends y 7o es mayor estricto a
1, entonces posee mas de . ends. Luego, C,,(T) es subgrafo de C,, (T"). Usando induccién
transfinita, el caso base § = 0 es trivial. Si § es ordinal sucesor, por hipdtesis inductiva
C27HT) es subgrafo de C2~1(T)), y por Lema 6.6 mds lo anterior se tiene que C,,(C2H(T))
es subgrafo de C,, (C2-H(T )) C C,,(CP7X(T)). Si B es ordinal limite, la hipdtesis inductiva
implica que para todo ordinal v menor que f3, se tiene que C; (T) es subgrafo de C} (T).
Intersectando sobre todos los v se tiene el paso inductivo. O]

Lema 6.9. Si Cy(T) es igual a T, entonces el cardinal del conjunto de ends |QUT)| es no
contable.
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Demostracion. Sea Tj el arbol infinito 3-regular y [T3]i el subgrafo de T3, para un vértice
como raiz y tomando los vértices a distancia < k de esa raiz (es facil ver que da lo mismo
cual vértice se tome como raiz). Se mostrara usando induccién y el Lema 4.14 que si Co(T)
es igual a T entonces existe una subdivision de T35 como subgrafo de T'. Es facil ver que tal
subdivisién tiene no contable cantidad de ends, por lo que T' también los tendria.

Caso base: k = 1. Si T' no posee vértices de grado mayor o igual a 3, entonces es un rayo
y luego C5(T") es vacio, pero T' no es vacio. Si Co(T') es igual a T, entonces existe un vértice
de grado al menos 3, que seré llamado v*. Este vértice y tres de sus vecinos induce (T3]1.

Paso inductivo: Supongamos que existe una subdivisién T} de [T3]; como subgrafo de
T, con u* su rafz. Se demostrara que entonces existe una subdivision T, ; de [T3]z4+1 como
subgrafo de T', que ademés es anida a 7}, de la hipétesis inductiva. Sea u € €’ una hoja de 77,
y € su arista incidente. Como Cy(T') es todo T, en particular al eliminar ¢’ en T' se obtienen
dos componentes con mas de 2 ends cada componente. En la componente que no intersecta
a T} en particular hay dos ends. Como es una componente conexa, desde u salen dos rayos
correspondientes a dos ends distintos. Como T es aciclico, es facil ver que T' — T} contiene
el camino uTw y dos vértices wy, wo vecinos de w que no estan en uT'w. Haciendo esto en
cada hoja de T}, , se encuentra entonces una subdivision de [T3]4+1 que tiene como raiz a u*,
con lo que se tiene el paso inductivo.

Notese que la sucesion de subdivisiones de T3 es expansiva, pues siempre agrega vértices
con distancia respecto a la raiz mayor a los pre-existentes. Por Lema 4.14 existe un grafo
limite de la sucesién, que es una subdivision de T3 y es subgrafo de T. Luego T tiene no
contable cantidad de ends. O]

Corolario 6.10. Para todo natural extendido r mayor o igual a dos, si C,.(T') es igual a T
entonces |QT')| no es contable.

Demostracion. Por Lema 6.8 C,.(T') es subgrafo de Cy(T'), que también es subgrafo de 7.
Luego si C,.(T) es igual a T, entonces Cy(T") es igual a 7. Por Lema 6.9 se tiene entonces
que |Q(T)| = N. O

Lema 6.11. Para todo natural extendido r, si T posee contable cantidad de ends entonces
existe un ordinal y contable tal que CY(T) es vacio.

Demostracion. Por Corolario 6.10 se tiene que C,.(7') no puede ser igual a 7. Ademads, en
general para un ordinal 3 cualquiera, C#T1(T) no puede ser igual a C?(T'). De lo contrario,
por Corolario 6.10 el centro C?(T) tendria R; ends y por lo tanto 7' también los tendrfa.

Luego, la familia {C?(T)}scorq €s una familia de conjuntos anidados, en donde C#+1(T')
es subgrafo propio de C#(T) para todo ordinal. Es decir, C#+*Y(T) C CP(T). Con esto, el
conjunto de vértices en C?(T') — CP*1(T') es no vacio a menos que C?(T) sea vacfo. Si C?(T)
nunca es vacio, entonces para cada ordinal 3 es posible encontrar un vértice en el grafo
perteneciente a C#(T) — CP+H(T).

Cada vértice elegido es distinto para ordinales distintos, luego se tiene una inyeccién.
Pero el conjunto de los ordinales menores a X; tienen cardinal X; (Ver anexo A en [1]). Con
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esto habria no contable cantidad de vértices en T'. Pero esto es una contradiccion, pues 1" es
contable en vértices. O

6.2. Extension del Teorema Elementos Fijos.

A continuacién se presenta la extensién del Teorema de elementos fijos I (Teorema 4.1),
mas cercana al tipo de enunciados dados por Halin en el Teorema de elementos fijos II
(Teorema 4.2) al hablar de elementos fijos para todo endomorfismo.

Teorema 6.12. Sea T € T} un drbol localmente finito con contable cantidad de ends. Sea
€ el infimo de los ordinales tales que C2 (T) es vacio.

§=inf{p:CL(T)=0}.
Entonces una y solo una de las siguientes es verdadera:

1. El ordinal & es un ordinal limite. En este caso, existe un end w en Q(T) tal que, para
todo endomorfismo ¢ de T, eziste un rayo R(w) de w tal que ¢p(R(w)) es subgrafo
propio de R(w).

2. El ordinal & es un ordinal sucesor y CS;Y(T) tiene infinitos ends. En este caso, existe
un end w en Q(T) tal que, para todo endomorfismo ¢ de T', existe un rayo R(w) de w
tal que ¢(R(w)) es subgrafo propio de R(w).

3. El ordinal & es un ordinal sucesor y CH(T) tiene exactamente un end. En este caso,
existe un end w en Q(T) tal que, para todo endomorfismo ¢ de T, existe un rayo R(w)
de w tal que ¢(R(w)) es subgrafo propio de R(w).

4. El ordinal & es un ordinal sucesor y CS7H(T) tiene exactamente dos ends. En este caso,
existen dos ends wy y wy en QT) tal que, para todo endomorfismo ¢ de T, se tiene
que la tmagen de su doble rayo asociado Zw, wy) €5 Ziw, ws)-

5. El ordinal £ es un ordinal sucesor, C$;1(T) tiene exactamente finita cantidad de ends y
tiene mas de dos ends. En este caso existe un vértice v tal que, para todo endomorfismo
¢ de T, se tiene que ¢(u) = u; o existe una arista e = {u,v} en E(T) tal que, para
todo endomorfismo ¢ de T, se tiene que ¢(u) =v y ¢p(v) = u.

En el primer, segundo y tercer caso se dice que 1" posee un end total. En el cuarto caso
se dice que T posee un doble rayo total. En el quinto caso se dice que T" posee un vértice v
o una arista e total.

Demostracion. Por Lema 6.11 existe un ordinal v tal que C2(T) es vacio. Se define

£ =inf{B: CL(T) = 0}.
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Es decir, el ordinal £ es el primero donde C (T) es vacfo. Nétese que si un ordinal 3’ es
menor a &, entonces CZ (T) es distinto de vacio. Nétese ademés que ¢ es distinto de cero,
pues T’ es no-vacio.

Si & es un ordinal limite, la interseccién ﬂ7 <¢ CJ(T) es vacia. Sin embargo la cerradura

en la topologia asociada a T' de cada parte de la intersecciéon C;(T) (ver Seccién 2.3 sobre
topologia asociada a un grafo infinito) es un conjunto no vacio, cerrado en |T'|, que satisface
la propiedad de interseccién finita: para una cantidad finita de elementos de {C)(7T") },<¢, la
interseccién corresponde al mayor ordinal, luego es no vacia. Como T es localmente finito,
por Teorema 2.25 la topologfa |T| es compacta. Por PIF, la interseccién I = () _. C/(T)
debe entonces ser no vacia. Sin embargo, la intersecciéon no puede contener vértices o aristas,
puesto que (), . CJ(T) es vacio. Entonces en I sélo pueden haber elementos de €2(T).

Supongamos que existen dos ends distintos w; y wy en I. Si son distintos, existe un
conjunto S separador y finito, tal que para todo par de rayos R; en w; y Ry en wy; Ry —
SN Ry — S es vacio. Ahora, para cualquier conjunto finito de vértices S existe un v* tal que
SNCY (T) es vacio. Como el centro-end-oo es conexo (Lema 6.4), solo una de las componentes
de T — S puede intersectar con C2 (T') y luego con I. Por lo que no pueden haber dos ends
distintos en I.

Llamemos w; al tnico end que puede estar en I. Etiquetamos cada arista de 1" con el
primer ordinal y(e) en que la arista ya no pertenece a oS (T'). En un rayo, las aristas pueden
ser enumeradas con IN partiendo de la arista incidente a la hoja del rayo. Con esto, se define
una funcién ¢ : IN — {7y : v < £} que asocia a cada arista indexada con i el ordinal ¢(7) para
el cual la arista ya no pertenece a CL (T).

Notemos primero que para las aristas de R un rayo que pertenezca a wy, el supremo
sup{t(i) : i € N} es igual a £. De lo contrario, en el ordinal sup{t(i) : i € N} = £ todo el
rayo desaparece. Es decir, el end w; no pertenece a C’g;(T ). Pero esto no puede ser, ya que
wy pertenece a I. Por lo mismo, un rayo de un end distinto a w; debe tener un supremo
menor a €.

Ademads, notemos que t debe ser creciente para cualquier rayo de w;. Para demostrar
esto, si existen indices i < j < k tales que (i) > t(j) < t(k) para algin rayo de wy, entonces
Cf)gj )(T) es disconexo; dado que se borra una arista del tinico camino entre las aristas ¢ y k
de R (que atn estdn en CLY )). Ademas, para todo indice j existe un indice k mayor a j tal
que t(j) < t(k), esto porque siempre existe una porcién del rayo en todo C2 (T) ya que wy
estd en su interseccién. Luego, no puede existir ¢ < j tal que t(i) > t(j). Con esto, ¢ debe
ser creciente para cualquier rayo de wy.

Por 1ltimo, gracias al Lema 6.5, para todo endomorfismo ¢ de T se tiene que ¢(C2 (T)) es
subgrafo de C? (T). Con esto, para cualquier endomorfismo y en particular para ¢, siempre
se tendréd entonces que t(¢(e)) es mayor o igual a t(e). De lo contrario, si t(¢(e)) < t(e)
entonces en C’ﬁ((z)(e))(T), e serd una arista incluida, pero ¢(e) no; lo que contradice el Lema
6.5. Nétese entonces que € < sup{t(¢(i)) : i € N} < &, y esto para cualquier endomorfismo.
Luego el end generado por la imagen via ¢ de los rayos en w;, que denotamos por ¢(wy) ,
debe ser igual a w;. Por Lema 2.23 para cada rayo R en wy, existe R’ tal que ¢(R)NR = R'.
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Necesariamente ¢(R’) C R’ dado que ¢ es creciente y el crecimiento de ¢ al aplicar un endo-
morfismo. Con todo esto, mostramos que si £ es ordinal limite, se tiene el caso 1 del teorema.

Si € es ordinal sucesor, para el ordinal £ — 1 el centro C5}(T") puede ser de dos formas:
tener una cantidad finita de ends o tener una cantidad infinita de ends. En el primer caso, si
tiene 1 end entonces T cae en el caso 3, dado que todo endomorfismo induce un endomorfismo
en C5 YT (ver Lema 6.5) y como tiene sélo un end, su end imagen debe ser el mismo end. Si
hay exactamente 2 ends, entonces estamos en el caso 4 del teorema, por el mismo argumento
de endomorfimos inducido en C$1(T'). Si hay finitos y mds de dos ends, entonces por lo
mostrado en el Lema 5.36 existe un vértice o arista fijo para cualquier endomorfismo, luego
estamos en el caso 5.

Si hay infinitos ends, entonces C,(CZ Y(T)) es no vacio para cada r y por lo tanto
{C.(CEYT))}rew es una familia de grafos no vacios, anidados, cuya interseccién es vacia
(dado que ) = Coo (CEYT)) = NpewC, (CEH(T))), pero la interseccién de sus completacio-
nes en la topologia no es vacia gracias a la compacidad de |T'|. Por los mismos argumentos que
en el caso ordinal limite, debe existir un end en la interseccion y es tinico. Haciendo la misma
demostracién etiquetando aristas ahora con t(e) el primer » € IN donde e ¢ C,(C2YT)) se
muestra que estamos en el caso 2 del teorema. O

6.3. Demostracion Teorema.

A continuacién se presenta la demostracion de la conjetura para arboles localmente finitos
con una cantidad contable de ends. Se usara el Teorema 6.12, separando en 2 casos: un end
total y un doble rayo total.

Teorema 6.13. Sea T € T*. Entonces m(T) =1 o oo.

Por el Lema 3.15, si m(7T) > 1 entonces existe un gemelo propio y luego un endomorfis-
mo propio ¢ de T. Al ser propio, por Lema 4.11 no puede ser de tipo 5 del Teorema 6.12.
Con los otros casos, existe un end o doble rayo total. La demostracién del teorema es muy
similar al caso de arboles en 7! o 72, sélo que las componentes dadas al usar como base de
descomposicion cierto rayo o doble rayo pueden ser infinitas.

Caso doble rayo total: En lo que sigue, (wy, w9) son los ends asociados al doble rayo total.
Sorprendentemente, la demostraciéon dada para érboles en 72 funciona para éste caso. Al
haber un doble rayo total existe un doble rayo que cumple el rol del doble rayo tnico Z7T.
Notese que en todos los pasos de esta demostracién no se requirio la finitud de componentes
de [T : ZT], sino solamente que fueran localmente finitas.

Para mostrar que el doble rayo total puede cumplir el rol de ZT' es necesario mostrar el
siguiente lema:
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Lema 6.14. Sea T wun drbol localmente finito que posee un doble rayo total y sea T' un
gemelo de T. Entonces T' también posee un doble rayo total, y ambos doble rayos totales
deben mapearse entre si para cualquier morfismo entre T y T".

Demostracion. Por Corolario 6.7, para todo ordinal 5 y todo natural extendido r se tiene que
CH(T') es gemelo de C?(T). Pero por el Teorema 6.12, al estar en el caso de un doble rayo
total el centro C5;1(T) tiene dos ends. En general, para un doble rayo Z siempre se tiene
que m(Z) = 1 (pues es regular, ver Lema 5.20). Por Lema 6.7 el grafo C$*(T") es gemelo
de CY(T), vy como el doble rayo no tiene gemelos propios, entonces el centro C$1(T")
también serd un doble rayo, el cual se denotard como Z’. Como ambos son fijos para todo
endomorfismo, necesariamente deben mapearse entre si para cualquier par de morfismos
Vv:T =T ,:T — T, delo contrario alguno de los endomorfismos ¥ = 1) 01) 0 U = 1h o)
no fijan su doble rayo correspondiente. O

El lema anterior servird entonces como un analogo al Lema 5.12. La demostracion de la
conjetura en este caso sigue asi: Si 7' no posee endomorfismos propios entonces m(7") = 1. Si
los posee, T' puede ser regular o irregular. Si es regular, la demostracion es idéntica al Lema
5.20 por lo que m(T) = 1. Si es irregular, puede ser acotsup o nacotsup. Si es nacotsup,
se tiene entonces que m(7T) = N; y la demostracién es idéntica a la del Lema 5.23. Si es
acotsup, se construyen gemelos D* del mismo modo que en la demostracién en 7,2, Primero
se demostraria que D" es gemelo con 7. Luego por Lema 6.14 los doble rayos totales hacen
de base de descomposicion y la demostracion sique igual que la demostracion del Lema 5.25
para T € T2. Por simplicidad de éste trabajo no se repetird la demostracién, se ruega al
lector corroborar que la demostracion aplica para el caso de un doble rayo total.

Caso un end total:

En lo que sigue, sea w* el end total de un arbol T

La demostracién es distinta a la dada para arboles en 7', ya que el argumento central
para demostrar que D" es no isomorfo a T" es la finitud de las componentes [T : RT], y esto
ya no se tiene si hay infinitos ends. Sin embargo, se mostrard que un arbol tal que D" sea
isomorfo a T' debe poseer no contable cantidad de ends.

Del mismo modo que en caso 2 ends no se repetiran las partes de la demostracién en
T} que son iguales para éste caso. Primeramente es necesario mostrar el siguiente lema,
homologo a 6.14.

Lema 6.15. Sea T un drbol localmente finito que posee un end total y sea T un gemelo de
T. Entonces T' también posee un end total, y ambos end totales deben mapearse entre si para
cualquier morfismo entre T y T'. Es decir, Vb : T — T' morfismo, VR € w ¥(R) € w'.

Demostracion. Por Corolario 6.7, para todo ordinal § y natural extendido r se tiene que
CH(T'") es gemelo de C#(T). Pero por Teorema 6.12 si hay un end total en T, entonces T
corresponde al caso 1, 2 o 3. Si T corresponde al caso 3 entonces £ es ordinal sucesor y
C5~Y(T) tiene solo un end, luego C#(T”) también tendra solo un end y esos ends tienen que
mapearse entre si para todo morfismo por Lema 6.5. Por lo tanto este caso cumple el Lema.
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Si T corresponde al caso 1 0 2, se tendra que xi¢ es un ordinal limite o un ordinal sucesor
tal que C¢1(T') posee infinitos ends. Sea w; el total end de T'y w} el total end de T". Por
argumento de compacidad de los espacios topoldgicos, estos ends son los tinicos ends estan
en la interseccién de los centro-end-oo con ordinal menor si £ es un ordinal limite, o en la
interseccién de los centro-end-r con r natural si £ es ordinal sucesor.

Para un morfismo ¢ : 7' — 1", si la imagen del end w; es distinta de w’}, entonces en
particular existe un rayo R € wy y un ordinal v* tal que ¢»(R)NCY (T") = (), si £ es un ordinal
limite; o un natural r* tal que ¥(R) N C(CSHT)) = 0 si € es un ordinal sucesor. Pero
esto contradice el Lema 6.5 o Lema 6.8, ya que siempre R tendrd aristas que pertenecen al
centro-end-oo con ordinal mayor a v*, o al centro-end-r con r mayor a r*, ya que w; esta en
la interseccién de la familia de centros correspondiente.

Aplicando el mismo argumento para un morfismo ¢’ : 7" — T desde T’ a T, siempre se

tendra que los ends totales deben mapearse entre si, para cualquier morfismo entre 7'y T".
m

Otra diferencia con la demostracién dada para T.' es que un endomorfismo propio de T
no necesariamente posee un rayo maximal respecto a la inclusién sobre todos los rayos que
se mapean en si mismos via ¢. En T la existencia de tal rayo estd asegurada por el hecho
que la no existencia del rayo implica la existencia de un doble rayo, pero 7.! solo hay un end.

El siguiente Lema explica esto en detalle, generando dos subcasos.

Lema 6.16. Sea T" un arbol con un total end y sea ¢ un endomorfismo propio deT'. Entonces
se tiene uno de los siguientes casos:

1. Dentro de todos los rayos que se mapean en si mismos via ¢ existe un rayo RT ma-
ximal respecto a la inclusion. Luego, existen | familias C-1cadena indexadas por N
correspondientes a {([T : RT|("p+x1), "p+ki) trenw, con | natural y p entre 0 y [ — 1.

2. Dentro de todos los rayos que se mapean en si mismos via ¢ no existe un rayo RT
mazimal respecto a la inclusion. Luego, existe un doble rayo Z'T que incluye a todos los
rayos descritos al inicio tal que ¢(ZT) = ZT'; y existen | familias C-2cadena indexadas
por Z correspondientes a {([T" : ZT)|(rptr1), Tp+ki) kez, conl natural y p entre 0 y [ —1.

Se dird en ambos casos que ¢ genera las familias {([T : RT)(rpsrt)s Tp+it) feen 0 {([T:
ZT]<Tp+kl)7 Tp+kz)}kez segun corresponda.

Demostracion. Por Corolario 4.12 se tiene la existencia de un rayo R1 que se mapea en
si mismo via ¢.

Supongamos que existe un rayo maximal respecto a la inclusion sobre todos los rayos que
se mapean en si mismos via ¢. Sea RT este rayo. En este caso, el endomorfismo ¢ reducido
en su dominio a V(RT) induce un endomorfismo de RT. Por Lema 4.6, el endomorfismo
¢ reducido en el dominio a RT' es generado por el shift, es decir, existe [ natural mayor
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que cero tal que ¢|ry = o'. Por Lema 4.23 se tiene que ([T : RT|(rt;),rt;) es subgrafo de
([T : ¢(RT)|(6(14)), ¢(15)). Pero é|pr = o, luego

([T o(RT)|((ri)), d(ri)) = ([T S(RT)(ria), miva)-

Por Lema 4.19, para todo indice ¢ mayor a cero se tiene que ([T : ¢(RT)|(ri11), ri1) €s igual
a ([T : RT)(ri+1),mi11) (Notese que el vértice r; estd en la frontera de ¢(RT') respecto a RT)
y por lo tanto ([T : RT|(rt;),rt;) es subgrafo de ([T : RT|(7i+1), Ti+1)-

Notese que la componente [T : ¢(RT)](r;) contiene a la componente [T : RT|(r;) y ademds
contiene la parte de RT que no tiene preimagen via ¢ y todas las componentes respecto a
RT asociadas a estos vértices de RT. Luego, [T : ¢(RT)](r;) es distinto a [T : RT|(r).

Sin embargo, la imagen de V([T : RT|(r¢) — {ro}) no intersecta a V(RT'). Esto porque,
de lo contrario, existirfa un vértice r’ tal que ¢(r') = r, y un camino P que conecta r’ con
ro. Como ¢(r') =, es un vértice de Ry ¢(ro) = r; también es un vértice de RT, el camino
P también debe mapearse en RT. Agregando P al inicio de RT se encontraria un rayo que
incluye a RT y que se mapea dentro de si mismo via ¢, contradiciendo la maximalidad
de RT respecto a la inclusion sobre los rayos con esta propiedad. Luego, la componente
([T : RT|(rty),rto) se mapea en la parte de [T' : ¢(RT)](r;) que no posee vértices de RT
salvo su raiz, es decir ([T : RT|(rty),rto) es subgrafo de ([T : RT|(r;), 7).

Aplicando lo anterior sucesivamente, se obtienen entonces [ familias de grafos C-1cadena
dados por {[T : RT|(7p+ki) }ken, con p entre 0y [ — 1.

Si no existe un rayo maximal, entonces existe una cadena de rayos que se incluyen. Es
facil ver que tal cadena tiene como limite a un doble rayo. Sea ZT este doble rayo. Como
todos los rayos dentro de él se mapean en si mismos via ¢, la imagen de V(ZT) via ¢ es
V(ZT). Con esto, ¢ reducido a V(Z7T) induce un automorfismo del doble rayo. Como ¢ no
fija vértices o aristas, el automorfismo inducido debe ser generado por el shift. Como uno de
los ends de ZT es el total end de T, el corrimiento debe tener el signo asociado para que los
rayos de ZT del end total se mapeen dentro de si mismos. Sin pérdida de generalidad el signo
del corrimiento es positivo. Es decir, ¢|v(z7)(2t;) = 2t;4; para algin valor de [ natural. Por
Corolario 4.23, las componentes asociadas a [T : ZT] forman [ familias C-2cadena dadas por
[T : ZT](o™(2t;4,)) con p entre 0y [ — 1. Note que la frontera de ¢(ZT) respecto a ZT es
vacia, luego por Lema 4.19 las componentes [T : ZT|(zt;) v [T : ¢(ZT)](p(zt;)) son iguales.

O

Con esto, el caso de un end total se divide en dos subcasos: en grafos que poseen algun
endomorfismo propio que posee un rayo maximal; y su complemento, es decir, grafos que
para todo endomorfismo propio no existe un rayo maximal. Se dird en el primer caso que T
posee un rayo base-maximal. En el segundo caso se dird que T es doble rayo base-maximal.

En el primer caso, la demostracién es similar a la demostracién dada para arboles en
T!. El segundo caso, también es similar aunque ahora las bases de descomposicién serdn
dobles rayos. Pero como hay un total end, en el caso que D" sea isomorfo a T los doble
rayos base comparten una cola asociada al end total. Este tltimo caso mezcla elementos de
la demostracién en T! y T2

7



Capitulo 6. Conjetura en 7.

Este segundo caso fue descubierto en etapas de correccion de la presente memoria, por
lo que no se explicarda con el mismo detalle que el primero. A continuacién se presenta la
demostracion para el primer caso, y por ultimo se presenta la demostraciéon para el segundo
caso.

Entonces la demostracion sigue del siguiente modo: Si 7" no posee endomorfismos pro-
pios entonces m(7T) = 1. Si los posee, T puede ser acotsup o nacotsup. Si es nacotsup, la
demostracién es idéntica a la del Lema 5.7 o Lema 5.23 por lo que m(T) = X;. Si es acotsup,
se construyen gemelos D del mismo modo que en la demostracién del Lema 5.8 ( 0 5.25
homologo). Primero se demostraria que D" es gemelo con T'. Por Lema 6.15 D" debe poseer
entonces un end total. La demostracién continiia, mostrando que D" es no isomorfo a 7.
El argumento usado en 7' falla en la condicién de finitud de las componentes de [T : RT.
Ahora pueden ser infinitas y por lo tanto pueden contenerse a si mismas. Sin embargo, se
introducira el concepto de ecuaciones graficas, que permitird repara el argumento y demos-
trar de manera similar que D¥ y D*’ son no-isomorfos para dos palabras distintas w y w’
en ambos casos.

A continuacién se presentard el concepto de ecuaciones graficas en detalle y sus lemas
asociados. Luego se demostraréd en detalle la idea de demostracion dada anteriormente.

6.3.1. Ecuaciones graficas.

Definicién 6.17. Sean (A, a) y (B, b) dos grafos enraizados, y sea P C V(A) un subconjunto
de vértices de A al que se llamara conjunto de enganche. Se define la convolucion entre (A, a)
y (B,b) como el grafo enraizado que se obtiene a partir de (A, a) y al que se le agrega una
copia de (B,b) en cada vértice de P (el vértice en P se identifica con b). Se denota por
(A, P,a) x (B, b) el grafo resultante. Formalmente, (A, P,a)* (B, b) es el grafo G definido por
componentes (ver Observacién 4.6), donde A es base de descomposicién, para todo vértice
v en P se tiene que ([G : A](v),v) = (B,b) y para todo vértice v que no pertenece a P se
tiene que (|G : A](v),v) = (r,r).

Lema 6.18. Para todo par de drboles enraizados (A, a) y (B,b), siempre se tendrd que (A, a)
es subgrafo de (A, P,a) x (B,b).

Definicién 6.19. Una ecuacion grafica es un grafo conexo (G,r) y un subconjunto de
vértices P C V(G) distinto de vacio. Un grafo con raiz (X, x) es solucion de una ecuacion
grafica (G,r) si (G, P,r)* (X, ) es isomorfo a (X, z).

Definicién 6.20. Se define recursivamente (G, P,r) como (G, P,r)*(x"" (G, P,r)), donde
*1(G, P,r) es (G,r). Por Lema 6.18, la familia {x"(G, P,7)},en es una familia C-1cadena.

Lema 6.21. Sea ((G,7), P) una ecuacion grdfica donde la raiz r no pertenece a P, y (G,7)
un subgrafo de (G,r), conexo y localmente finito. Se denota por P la interseccion entre P y
V(G). Luego, existe un grafo limite (G,r) de la familia {+"(G, P,7)},en y toda solucion de
((G,7), P) contiene a este grafo limite como subgrafo.
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(A, P,a) (B,b)

(A, P,a) * (B,b)

Figura 6.6: P son los vértices sombreados en circulo. a y b son los vértices sombreado en
cuadrado respectivamente.

e

Figura 6.7: A la derecha se muestra un ejemplo de ecuacion grafica. P es el conjunto de
vértices sombreados con circulo, y la raiz es el vértice sombreado con cuadrado. A la izquierda
se presenta **(G, P, 7).
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Demostracion. Sea (X, x) una solucién de la ecuacién grafica y sea (Y, y) = (G, P,r)x (X, z)
la convolucién entre Gy X. Como X es solucién, existe un isomorfismo ¢ : V(Y) — V(X))
entre (Y,y) v (X, ). En particular (G, r) es subgrafo de (Y,y), ya que por la definicién de
la convolucién (G, r) es subgrafo de (G, P,7) * (X, z) = (Y,y) v (G,r) es subgrafo de (G, 7).
Luego, existe una copia de (G, ) en (X, z) correspondiente a ¥ ((G,1)).

En particular G puede ser usado como base de descomposicién de Y, pues es conexo.
Por Lema 4.20 se tiene que [Y : G](v) es isomorfo via 1) con [X : ¢ (G)](¢(v)). Ademds, por
definicién de la operacién convolucién, si v pertenece a P entonces [Y : G](v) es isomorfo a
(X, x).

Usando el Lema 4.19 se tiene que ([Y : G](v),v) 2 ([Y : G](v),v). Aplicando esta obser-
vacion se usard induccién para mostrar que para todo n , el grafo (G, P, r) es subgrafo de
(X, z). El caso base esta dado por la imagen de (G, r) via 1. Para el paso inductivo, supon-
gamos que x" (G, P,r) es subgrafo de (X, z). Sabemos que en (X, x) hay una copia de (G, ),
que es subgrafo de la imagen de G en X . Usando esta copia como base de descomposicién en
(X, z). Las componentes [X : G|(v) para vértices v en la imagen de P justamente contienen
nuevas copias de (X, ) (recuerde que (X, z) es la imagen de [Y : G](v) via ¢, ac4 se usa que
([T : G](v),v) es subgrafo de ([T : G](v),v)). En particular, aparecen copias de *™(G, P,r) en
[X : G](v). Nétese que (G, P,r) es subgrafo enraizado de [X : GJ(v), luego en la primera
copia de G aparecen colocadas en sus vértices de enganche copias de (G, P,r). Pero esto
justamente corresponde con la definicién de (¥" (G, P,r),r), la convolucién de (G, P,r) con
*"(G, P,r),r). Luego (*"**(G, P,r),r) es subgrafo enraizado de (X, ). La contencién en ca-
da paso es “anidada”, es decir, *"(G, P,r),r) C *"*1(G, P,r),r) siempre con la misma raiz.
Notemos también que para cada n, el grafo (+"(G, P,r),r) es localmente finito. Ademés, la
familia {+"(G, P,r)},en es expansiva: como r no pertence a P, existe una distancia d mayor
estricto de cero, la menor distancia de vértices en P a la raiz. En cada paso los vértices que
se agregan en el paso n + 1 estan a distancia mayor estricto a la distancia de su vértice de
enganche a la raiz. Por induccién, los vértices que se agregan en el paso n+ 1 estan al menos
a distancia (n + 1)d respecto a la raiz. Luego, para todo k existe un N tal que Nd > k, en
este N se tendrd que *¥ (G, P,r)|, contiene a todos los vértices de la familia anidada que
estdn a distancia a lo mds k de la raiz, y por lo tanto *(G, P,7)|; para indices superiores
tiene la misma cantidad de vértices que ¢n:(x™ (G, P,7),7)|1), para {®; i1 tien una familia
cualquiera de semimorfismos asociados a la anidacién de la familia {*"(G, P,r)},en (mismo
rol que en la demostracién del Lema 4.14). Como ¢y; es inyectiva, la igualdad de cantidad
de vértices implica que también es epiyectiva y por lo tanto **(G, P,r),r)|; es isomorfo a
«N(G, P,r),7)|. Con esto, por el Lema 4.14 existe un grafo limite (G,r) localmente finito
que esta contenido en cualquier grafo que pueda contener a todos los elementos de la familia
que lo define. En particular (X, z) cumple esto, luego el grafo limite es subgrafo de (X, x),
con lo que se tiene el lema. O

Lema 6.22. Sea_((a, 1), P) una ecuacion grdfica donde la raiz v no pertenece a P, y (G,r)
un subgrafo de (G,r), conexo y localmente finito. Se denota por P la interseccion entre Py
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V(G). Supongamos que existen grafos (X, x) e (Y,y) tal que
(G r), P)*(Yy) = (X, )

y tal que (X, x) sea subgrafo enreaizado de (Y,y). Entonces, el grafo limite (G,r) de la familia
{x"(G, P,r)}nen es subgrafo de (X, ).

Demostracion. Sea (Z,z) = ((G,r), P) * (Y,y). Por Lema 6.18 (G, r) es subgrafo enraizado
de (Z,z). Como (X, z) es isomorfo a (Z, z), entonces (G, r) también es subgrafo de (X, z).

Del mismo modo que el la demostracién del lema anterior, se demostrard por induc-
cién que *"(G, P,r) s subgrafo enraizado de (X,x) para todo n natural. El caso base ya
estd mostrado. Para el paso inductivo, si " (G, P, r) es subgrafo enraizado de (X, z) y (X, x)
es subgrafo de (Y,y) entonces (Y,y) también tiene como subgrafo enraizado a *"(G, P,r).
Pero en (Z,z) entonces *"(G, P,r) es parte de las componentes conexas asociadas a los
vértices del conjunto P. Luego el grafo (G, P,r) x «*(G, P,r) es subgrafo de (Z,z). Pero
(G, P,r)**"(G, P,r) es igual a *"*1(G, P,r). Luego *""(G, P,r) es subgrafo de (Z, z) y por
lo tanto subgrafo de (X, x) pues son isomorfos.

Usando el Lema 4.14 se tiene entonces que el grafo limite de la familia {+"(G, P,7)},en
es subgrafo de (X, z), con lo que se tiene el Lema. (En el lema anterior ya se mostré que la
familia {*"(G, P,7)},en es expansiva y localmente finita). H

Seran llamados niveles de (G,r) las nuevas partes que se agregan en cada paso de su
construccién recursiva. El nivel 1 es la copia de G con raiz en 7, el nivel 2 son las copias
de G que se colocan al nivel 1, y asi sucesivamente. A continuacién se demostrara que bajo
ciertas condiciones (G, r) posee no contable cantidad de ends. Este lema serd la base para
demostrar la conjetura en el caso que falta.

Lema 6.23. Sea ((G,r), P) una ecuacion grdfica tal que su raiz v no pertenece a P; y tal
que P posee dos o mds vértices. Entonces el grafo limite (G,r) de la familia {x"(G,7)}nen
tiene N; ends.

Demostracién. Para cada elemento en L = {0,1}N se encontrard un end y un rayo de él,
distinto entre elementos distintos de L. Como L tiene cardinal Xy, se tedria el lema. Sean py,
p1 dos vértices de P. Por conexidad de G hay un camino entre r y py y otro entre r y p;.
Como 7 no pertenece a P, estos caminos son no triviales. Para cada elemento de [ € {0, 1}¥,
se escoge un rayo que parte de r y pasa por py; en cada nivel. Sea [, y [ dos elementos
distintos de L, y sea k el primer indice donde l;(k) # lo(k). Borranto en grafo x*(G,r) el
camino que conecta py, ) del nivel n con p, ), como los rayos asociados a [y y [ tienen
indice distinto en su término k, en el nivel k£ se separan y siguen por componentes distintas
de [G : #*(G,r)]. Luego, V (**(G, r)) es un separador finito y por lo tanto los rayos pertenecen
a ends distintos, con lo que se tiene el lema.

Para cada separador finito, tendrd un nivel maximo y a partir de él dos rayos cualquiera
quedan en componentes distintas. Luego todos los rayos estdn en clases de equivalencia
distintas y son ends distintos. O]
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6.4. Fin de la demostracion.

A continuacién se presenta la demostracion para el caso de un end total. Se repetiran
trozos de la demostracién dada para drboles en 7!, solo para mostrar que la demostracién
aplica del mismo modo y poder entender en qué parte el argumento cambia. Las definiciones
de regular, acotsup y acotinf son las mismas que para el caso en T,!. Se presenta primeramente
el subcaso de arboles con un endomorfismo propio que tiene un rayo maximal base, luego el
complemento.

6.4.1. Primer caso: Arboles con un total end Y que poseen un rayo
base-maximal.

Lema 6.24. Sea T un drbol localmente finito que posee un end total, un endomorfismo propio
y un rayo base mazimal. Si T es nacotsup, entonces m(T) = ;.

Demostracion. Si T es nacotsup entonces posee un endomorfismo propio tal que T — ¢(7T)
posee infinitas componentes conexas: basta con tomar el rayo RT del Lema 6.16 que induce [
familias C-1cadena. Como T es nacotsup posee una cantidad infinita de vértices en IN donde
([T : RT|(rt;),rt;) € ([T : RT)(rtis1), mtis1), luego en esos vértices se generaran componentes
conexas (no vacfas) al eliminar ¢(7") de T'. Por Corolario 3.14 se tiene que m(7) =X;. O

Lema 6.25. Sea T' localmente finito que posee un end total, un endomorfismo propio y un
rayo base-mazximal. Si T es acotsup distinto de un rayo, entonces m(T) = Ny.

Demostracién. Sea T € T.' acotsup distinto de un rayo. Sea ¢ endomorfismo propio de T,
escogido entre todos los endomorfismos propios, que genere la minima cantidad de familias.
Sea [ esta cantidad. Sea RT el rayo del total end de 7', maximal respecto a la inclusién, tal
que ¢(RT) C RT'. Sea k el indice de regularidad superior de T'y ¢. Nétese que a partir del
vértice rt), las componentes de [T': RT] son todas igual al grafo limite en su familia. Sea £
el conjunto de sus componentes limites de cada familia y (L,,7) el grafo limite de la familia
p, para pen {0,1,....1 — 1}.

Sea T" el grafo que se obtiene al quitar de T los vértices de las componentes [T : RT|(rt;)
con 7 menor a k. Este grafo posee un rayo RT' C RT respecto al cual las componentes
[T" : RT"] son los grafos limites de cada familia en T'. Por definicién, siempre se tendra que
T es subgrafo de T. Ademas, si se toma un m suficientemente grande tal que para todo
natural 7 se tenga que ml + i sea mayor o igual a k, entonces ([T : RT|(rtmisi), "tmiti)
serd el grafo limite en su familia y por lo tanto isomorfo a [T" : RT'|(rt],,, ;). Recordar
ademds que siempre se tiene que ([T : RT|(rt;),rt;) es subgrafo de ([T : RT|(rtymiti)s Ttmiti)s
pues son parte de una misma familia. Tomando un morfismo entre RT y RT’ dado por
¢(i) = i+ml —k, por el Lema 4.23 se tiene entonces que T es subgrafo de 7" y por lo tanto
T y T'" son gemelos. Por la transitividad de la relacién gemelos, basta encontrar ¥y gemelos
de T" para mostrar el lema.
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La idea de esta construccion es modificar las componentes de RT” para generar gemelos.
La modificacién consiste en reemplazar ciertas componentes por una componente que sea no
isomorfa pero ain esté contenida en su sucesor de la C-1cadena donde pertenece. Sea ¢ un
endomorfismo propio de 7" que genera la menor cantidad de familias. Sea [ esta cantidad.
Notar que este [ puede diferir de el valor dado para T' (ver Figura 5.2).

Como T es distinto del rayo, alguna de las componentes limites de [T" : RT| debe ser
distinta del arbol trivial. Luego, debe existir alguna familia tal que su grafo limite sea distinto
de (r,7) y por lo tanto posea un subgrafo no-isomorfo a él (siempre se puede tomar el grafo
(r,7)). Sea p la menor modularidad [ de las familias en 7" tal que [T" : RT"|(rt,) posee un
subgrafo propio. Sea [T : RT"|(rt,)* un subgrafo propio de [T" : RT"|(rt}). Sea L; el grafo
[T" : RT"](rt;,)".

Sea w una palabra del lenguaje 00 - {0,1}* - 1. Se denota w(i) el caracter i-ésimo de w,
donde w(0) es su primer caracter. Se asume que para un indice fuera de su tamano (mayor
a |w|) siempre se tiene que w(i) = 0.

Se define el grafo DY a partir de un rayo que sera llamado RD™ y sus componentes
[D* : RD™](rdY), usando la Observacién 4.6 que permite definir correctamente un grafo de
este modo. Se definen las componentes ([D* : RD"|(rdy),rdy), j € IN de la siguiente forma:
(Ver Figura 5.3)

(11" RT)(rt5), ) 51 5 % p (1)
([D: RD"|(rdy),rd}) = § ([T": RT'|(rt;),rt;) si j = p (1),
([T": RT"|(rt,),rt,)* sij=p (1), j=rl+pyw(r) =1

Para probar la conjetura se demostraran las siguientes tres proposiciones: cada D" es
gemelo de T, todos los gemelos D™ generados son no-isomorfos con 7", y entre ellos son no
isomorfos entre si. Como el cardinal de las palabras en el lenguaje dado es infinito contable,
la familia de gemelos {D"}.,c00.{0,1}+1 seria testigo de la existencia de contable cantidad de
gemelos, luego m(T") > N,.

Primero: Para todo w en 00 - {0,1}* - 1, el grafo D" es gemelo de 7". El endomorfismo
inducido por el morfismo que mapea rd}" en rt; cumple las hipdtesis de 4.23, por construccién
de D™. También, al quitar las componentes de los vértices en RT” con indice menor o igual
a |w|l se reobtiene 7", luego 7" C D™, y por lo tanto son gemelos.

Dado esto, por Lema 6.15 se tiene entonces que D" también posee un total end. Notar
que ese total end debe ser el end correspondiente a RD", ya que existe un morfismo que
mapea el rayo RT" en RD™. Luego, si no es el total end, se viola el Lema 6.15.

Segundo: Para todo w en 00-{0, 1}*- 1, el grafo D* no es isomorfo a 7”. Supongamos que

son isomorfos. Sea p : V(1") — V(D") un isomorfismo entre D* y T". Sea R’ la imagen de
RT’ via p, sea R* = RD"™. Por Lema 4.20 se tiene que, para todo ¢ natural, ([T": RT"|(r;),r;)
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es isomorfo a ([D" : R'|(p(r:)), p(1:)).
R = p(RT"), R*=RD" (6.6)

Como T" y D™ tienen un end total, por Lema 6.15 el rayo R’ debe pertenecer al end total
de T" y por Lema 2.23 deben entonces R’ y R* compartir una cola. Sea R" el rayo maximal
respecto a la inclusién que estd en la interseccién de V(R') y V(R*). Notemos que R" tiene
tres enumeraciones, una heredada por R", otra heredada de R’ y la propia natural tomando
vértice 0 su hoja. Sea v* : IN — N la funcién que asocia la numeracién de R con R*, y v/ lo
mismo pero con R’ (ver Figura 6.8). En particular v*(0) es el indice en R* del primer vértice
o vértice 0 de R". Nétese que por Lema 4.19, para todo indice ¢ estrictamente mayor a 0 se
tiene que

(DY Rm](rp) =[D": R (T:/(O)—i-i) = [D": R*](r;*(o)ﬂ‘)' (6.7)

De la ecuacién anterior es posible concluir que L,/(0)+i mod) €5 isomorfo a Ly« (0)+i mod(1), Y2
que después de cierto indice en R’ y en R* las componentes de [D* : R'| y [D" : R*] son
elementos de £. Sea A = v/(0) —v*(0) mod(l). Si A es distinto de 0, tomando i = NI—v*(0) y
N suficientemente grande se tendra que Ly = Lg. En general tomando ¢ = NI—v*(0)+kA+r
se tendrd que L(x11)A+rmod(t) = LikA+rmod(), cONT € {0,1,...,1—1}. Con esto, el endomorfismo
inducido por o2 : V(RT') — V(RT') en T’ también es un endomorfismo valido. Pero
se buscé un endomorfismo que generara una minima cantidad de familias C-1cadena, esa
cantidad es [. Es decir, se encontré un endomorfismo que genera una menor cantidad que
esa minima cantidad, lo cual es una contradiccién. Necesariamente A debe ser cero y por lo
tanto 1/(0) tiene la misma modularidad [ que v*(0).

V'(0) = v*(0) mod(l) (6.8)

La primera componente en R es especial. Notemos que [D* : R'|(r},,) contiene todos
los vértices de R* que no estéan en R, ya que estos vértices se conectan a T,//'(o) a través de
la parte del rayo R* que es disjunto a R'. Del mismo modo, [D" : R*|(r}. ) contiene los
vértices de R’ que no pertenecen a R*. Noétese ademds que las componentes respecto a R’
deben ser elementos de £, ya que respecto a R’ el grafo es isomorfo a T”. Por Lema 4.19, se
tiene igualdad entre [D™ : R'[(v) y [D" : R"](v) para vértices que no estén en la frontera de
R" respecto a R'. Estos vértices son todos salvo la hoja de R™. Luego todas las componentes
[D¥ : R™](v) para vértices v interiores de R" son elementos que pertenecen a L.

Las componentes modificadas en R*, isomorfas a [T : RT"|(rt;)*, podrian ser isomorfas
al grafo limite de una familia ¢ en 7", con ¢ distinto de p. Sin embargo, si un vértice de
R* cuya componente es isomorfa a [1" : RT"](rt,)* es un vértice interior de R", por (6.8)
deberd ser isomorfa al grafo limite en su misma familia, lo cual contradice que [T" : RT"](rt,)*
sea subgrafo propio de [T" : RT"|(rt}) = L,. Nétese que todas las palabras de 00 - {0,1}* - 1
terminan en 1, luego la tdltima componente es una componente modificada. Con todo esto,
el ultimo nodo en R* tal que su componente es una componente modificada no puede ser un
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vértice interior de R". Es decir, el indice v*(0) debe ser mayor que el indice de este vértice.
Es decir,
v(0) = (Jwl = 1)1 +p. (6.9)
Notese que no se tiene desigualdad estricta, ya que nada impide a priori que la componente
(D" : R*|(r}. ) sea isomorfa a [T : RT"|(rt})*.
Como R’ es la imagen de RT” via p, por Lema 4.20 la componente [D* : R'|(r}, ) es un
elemento de L. Luego, siempre existird un g € {0,1,...,1 — 1} tal que

(Ly,r) = [DY: R (r'y,(o)). (6.10)

Sea () el conjunto de indices ¢ tal que 7 es menor o igual a v*(0) y [T" : R*|(r}) es isomorfo
a (Lg,7); v sea @ el conjunto de indices i tal que i es menor o igual a v*(0) y [T" : R*](r})
es no-isomorfo a (L, r).

Noétese entonces que (L, 1) satisface la ecuacién gréafica definida por el grafo inducido en

D" por los vértices

VR U | | v RIGD) =) | = (V(RD) = rg). (6.11)
i€Q

El conjunto de enganche serfa @) y la raiz el vértice r7'(0). Por el lenguaje usado para
escoger w siempre hay dos ceros al inicio. Luego, para cualquier posibilidad de p siempre se
tendra que |@Q| tiene méas de dos elementos.

En el vértice ' puede que exista una porcién de la ecuacién gréfica que esté en W =
[T’ R(r0) N [T R*|(r7. ) ¥ que contenga una copia enraizada de (Lg, ). En este caso
T pertenecerla a (. Sin embargo para usar el Lema 6.22 basta considerar un subgrafo de
la ecuacién gréfica. Tomando un subgrafo que no considere [T : R'|(r},q)) N [T" : B*|(r}.q));
se puede usar el Lema 6.22 y por Lema 6.23 la componente (L,,7) tiene 8y ends, lo cual es
una contradiccién pues el nimero de ends en 7" es contable (ver Figura 6.8).

Tercero: Para todo par de palabras distintas w y w’ en 00 - {0,1}* - 1, los grafos D" y
D™ son no-isomorfos. Del mismo modo que en la demostracién anterior, supongamos que
son isomorfos. Sea p : V/(D"') — V(D™) isomorfismo. Sea R’ la imagen de RD™" via p, sea
R* = RD". Por Lema 4.20 ([D"' : RD™'|(rd®), rd") es isomorfo a ([D* : R'|(p(rd?)), p(rd?))
para todo vértice i de RD™ . Como T tiene solo un end, por Lema 2.23 siempre se tendra que
R’ y R* comparten una cola. Sea R" el rayo maximal respecto a la inclusiéon que estd en
la interseccion de R’ y R*. Del mismo modo que en la demostracién anterior, se define
v* : IN — NN la funcién que asocia la numeracién de R con R*, y v/ lo mismo para R’. Para
¢ indice mayor estricto a 0 se tiene que

(D Rel(ri) = [D" 2 B(rys0)4) = [P 2 R 0)4)-

Igual que en el punto segundo, '(0) debe ser 1gual en médulo [ a v*(0). Nuevamente [D" :
R'] (7“;,(0)) contiene los vértices de R* que no estan en R’ y sus respectivas componentes
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respecto a R* ( los vértices de R* se conectan a 7"1’,,(0) a través del rayo R* que es disjunto a
R por maximalidad de Rn) y del mismo modo [D" : R*|(r}. ) contiene los vértices de R’
que no pertenecen a R* y sus respectivas componentes respecto a R'.

Sea m el menor valor tal que w(|w| —m) # w'(Jw’'| —m). Las palabras w y w’ son iguales
a partir de los indices |w| —m y |w'| — m respectivamente. Luego v*(0) es mayor o igual a
(Jw| = m)l y Rn puede tener componentes modificadas para una cantidad finita de vértices
iniciales. Luego [D* : R'|(r}, ) puede ser un elemento de £ o una componente modificada.
Es decir, existe q tal que

(Lgsr) = [D” 2 R(rg) V (Lp,7)" = [D* 2 R](rys(q)) (6.12)

Sea @ el conjunto de indices i tal que ¢ es menor o igual a v*(0) y [D" : R*](r}) es isomorfo
a (Lg,7); v sea Q el conjunto de fndices i tal que i es menor o igual a v*(0) y [D* : R*](r})
es no-isomorfo a (L, r).

Nétese que que [D" : R’ ](rl’,,(o)) satisface la ecuacion grafica del grafo inducido por los
vértices

V(R U | V(D" : RN07) =) | = (V(RY) = ). (6.13)
i€eQ

El conjunto de enganche seria @ y la raiz el vértice r{. Por el lenguaje usado para escoger
w siempre hay dos ceros al inicio. Luego, para cualquier posibilidad de p siempre se tendra que
|P| tiene mds de dos elementos (el tltimo uno puede corresponder al vértice inicial de R,
luego no serfa considerado en P).

En el vértice ' puede que exista una porcién de la ecuacién gréafica que esté en W =
7" : R'|(V(0)) N [T" : R*](r*(0)) y que contenga una copia enraizada de (L4, 7). En este
caso r perteneceria a P. Sin embargo, para usar el Lema 6.22 basta considerar un subgrafo.
Tomando un subgrafo que no considere [D" : R'|(r), ) N [D" : R*](r}. ), se puede usar el
Lema 6.22 y por Lema 6.23 la componente (L,,7) (o (L,,7)*) tiene Ny ends; lo cual es una
contradiccion pues el nimero de ends en 1" es contable.

]

Demostracion. (caso total end) Si T no posee endomorfismos propios, m(7) = 1. Si posee
y es acotsup, entonces por Lema 6.25 posee Ny gemelos. Si es nacotsup, entonces por Lema
6.24 posee Ny gemelos. En todos los casos se tiene la conjetura. O

6.4.2. Segundo caso: Arboles con un total end y doble rayo base-
maximal.

Para los grafos que poseen un end y son doble rayo base-maximal, se define regular,
acotsup y nacotsup del mismo modo que en las Definiciones 5.16 y 5.19. Note que T" debe
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10

Subgrafo ecuacién grafica

Figura 6.8: Figura para D" con w = 0011. En la figura v/(0) = 4, v*(0) = 6. La componente
L, satisface la ecuacién grafica descrita en la demostracion. Los vértices achurados por un
circulo son el conjunto de enganche, y el achurado por cuadrado la raiz. Notese que en este
ejemplo la tltima componente modificada corresponde al vértice donde se inicia R". Esto
puede pasar pero no afecta la demostracion. El grafo de la parte inferior es el subgrafo de la
ecuacion grafica que es usado para demostrar que L; tiene no contable cantidad de ends.
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ser irregular, pues si es regular entonces existe un endomorfismo que no respeta la condicion
de total end del doble rayo base-maximal. Por Corolario 3.14 en el caso nacotsup se tiene la
conjetura; por lo que, al igual que en el resto de las otras demostraciones, es posible reducirse
al caso de arboles acotsup.

Se construyen gemelos D" del mismo modo que en la demostracion para dos ends, modi-
ficando el grafo con palabras en lenguaje 001{0, 1}*010. Mostrar que estos grafos modificados
son gemelos con T es igual al caso con dos ends. Para mostrar que son no isomorfos respecto a
T, se procede por contradiccion. Sea ¢ un isomorfismo entre ellos. Si son isomorfos, entonces
D™ posee un doble rayo asociado a la imagen de Z7T'. Como T tiene un total end, por Lema
6.15 los grafos D™ también lo tienen y por lo tanto ¢(ZT) en D* es un doble rayo con uno
de sus ends en el total end. Por Lema 2.23 el doble rayo imagen ¢ (Z7T) comparte una cola
con ZDY.

JEn qué vértice se enganchan ambos doble rayos? Néte que el lenguaje usado tiene la
combinacion 010. Esta seguidilla de componentes nunca es vista en 1", ya que se escoge
el vértice de regularidad superior como grafo asociado a 0 y su antecesor asociado a 1,
y por definicion ambs grafos son no-isomorfos. Como son grafos localmente finitos, si el
antecesor contiene al sucesor, serian gemelos enraizados y por Teorema 3.11 serian isomorfos.
Note ademas que, similarmente a la demostracién para un total end, la modularidad de los
vértices de ZD" y ¢(ZT) debe calzar. Esto porque si no calzara entonces se encuentra un
endomorfismo que genera menos familias que el minimo (se debe tomar un endomorfismo
que genere la menor cantidad de familias, en la demostracién dada para T3 esto no era
necesario).

Luego, los vértices asociados a la combinacién 010 final no pueden ser vértices de ¥(ZT)
a la vez. Es decir, el rayo debe engancharse a partir del vértice asociado al primer 0 en
adelante.

En el vértice de enganche se genera una ecuacién grafica similar a la encontrada para
el caso de total end y un rayo maximal. Ver Figura 6.9 para entender la ecuacion grafica
satisfecha. Como el lenguaje parte con al menos dos ceros, entonces se tienen las hipdtesis
del Lema 6.23 y por lo tanto una de las componentes de T" respecto a ZT" posee no contable
cantidad de ends, lo cual contradice la pertenencia de T a T .

Para mostrar que entre ellos los grafos modificados son no-isomorfos, se procede de manera
similar. Del mismo modo se tendra que un isomorfismo entre algtin par de gemelos implica
que T no tiene contable cantidad de ends.

Demostracion. (Teorema 6.13) Si T posee un gemelo propio, por Lema 3.15 posee un endo-
mofismo propio ¢. Por Teorema 6.12 y Lema 4.11 ¢ debe tener un end total o un doble rayo
total. En ambos casos de demostro que se tiene la conjetura. O]

Durante el proceso de escritura de esta memoria se conocio de la existencia de un paper
escrito por Polat y Sabidussi que demuestra el Teorema 6.12 para automorfismos en arboles
con una cantidad contable de ends (incluso para drboles con vértices de grado infinito). La
demostracion se basa en una forma de rankear ends en arboles con una cantidad contable de
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/
i A

10

Subgrafo ecuacién grafica

Figura 6.9: Figura para D" con w = 001010. La ecuacién grafica que se satisface se muestra
al medio. Note que se esta usando el Lema 6.22 y el Lema 6.23 para concluir que L] posee
no contable cantidad de ends.
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ends, usando una definicién muy distinta a el concepto de centro-end. Al parecer, el concepto
de centro-end también rankea los ends de un arbol con contable cantidad de ends. También
durante el proceso de escritura de esta memoria se obtuvo una demostracion propia del
Teorema de Polat y Sabidussi para arboles con vértices de grado infinito, usando Lema 2.21
(star-comb lemma) en vez de un argumento de compacidad. Por razones de tiempo no se
agregaron estos resultados en la presente memoria.
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Conclusiones.

En el presente trabajo se demostrd la conjetura de alternativa en arboles para drboles
localmente finitos con un nimero contable en ends. Primeramente se demostro la conjetura
para arboles con una cantidad finita de ends, separando en 3 casos: un end, dos ends y
méas de dos ends. En el primer y segundo caso se mostré que los grafos con uno o dos ends
pueden tener 1, al menos Ny o N; gemelos dependiendo de su estructura. Para mostrar que
un grafo tiene al menos Ny gemelos se desarrollé una técnica para generar gemelos, basado
en la modificacién de componentes de un grafo. En el ultimo caso se demostré que los grafos
con mas de dos ends no pueden tener gemelos propios.

Luego, se extendié el resultado a arboles con una cantidad infinita contable de ends. Se
introdujo el concepto de centro-end de un grafo y se mostré que todo arbol con un niimero
contable de ends posee un subgrafo que es estable bajo endomorfismos y posee una cantidad
finita de ends. En particular, existe siempre un vértice, arista, end o doble rayo que es fijo
para cualquier endomorfismo. Gracias a esto, es posible mostrar que modificaciones de un
grafo T' con contable cantidad de ends que posea un endomorfismo propio generan grafos
que son gemelos y son no isomorfos entre si y respecto al original. Esto 1ltimo resulta méas
dificil de demostrar, dada la existencia de grafos que, al ser modificados removiendo hojas,
no dejan de ser el grafo original (el arbol de Tyomkyn). En este trabajo se muestra que un
grafo que posea esta propiedad deberia tener una cantidad no numerable de ends. Luego, la
condicién nuimero contable de ends basta para mostrar la conjetura de alternativa en arboles
para grafos de este tipo. Para mostrar esto se introdujo el concepto de ecuacion grifica, el
cual posee aristas aun no estudiadas en profundidad en esta memoria.

Las ideas desarrolladas en este trabajo permiten la posibilidad de ser extendidas a casos no
estudiados, como arboles con un R; ends o arboles localmente finitos. Al final del desarrollo
de esta memoria se encontré una demostracién alternativa a la extension del teorema de
Halin sobre elementos fijos, para arboles con un nimero contable de ends que no requiere la
compacidad de |T'|, usando el Lema 2.21 (star-comb lemma). Como para la compacidad se
necesita grado finito en cada vértice (localmente finito), entonces con la nueva demostracién
serd posible extender el teorema a grafos no localmente finitos. No se desarrollé esto en la
presente memoria por razones de tiempo, pero se espera poder redactar estos resultados y
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ser mandados a alguna revista sobre el tema, en donde se extenderd el teorema al caso no
localmente finito.

Una linea abierta de investigacion que aparece en el presente trabajo es la demostracién
de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones graficas. Para (G, P,r) una ecuacién
grafica, el grafo (G, P,r) es un candidato a ser solucién. ;En qué casos lo es? jEs la tnica
solucién?

Ademas, jqué otras operaciones existirdin que permitan definir una ecuacion grafica?
Solamente se estudié la operacion convolucion. Un resultado interesate, no profundizado en
la presente memoria, es que el arbol de Tyomkyn al parecer satisface cierto “sistema de
ecuaciones” grafico. Este sistema se define al suponer que un arbol con un doble rayo de base
de descomposicion, al que se le modifican ciertas componentes como en las demostraciones
de este trabajo, sigue siendo isomorfo al original usando un segundo doble rayo como base
de descomposicion , que no intersecta al doble rayo inicial.

Una preguna abierta en el presente trabajo fue la imposibilidad de demostrar que para
arboles acotsup solamente existe una cantidad contable de gemelos. Es decir, no se pudo
demostrar que estos arboles no poseen un conjunto no-contable de gemelos. En general,
respecto a la conjetura, las condiciones para determinar el cardinal exacto de los gemelos de
un grafo no han sido estudiadas en profundidad. Conjeturamos que efectivamente en arboles
con finita cantidad de ends y acotsup, se tiene que no hay mas de contable cantidad de
gemelos. Si hay infinitos ends, en particular las componentes respecto a un rayo de un end
total o un doble rayo total pueden ser infinitas, y por lo tanto pueden existir infinitas no
contable formas de encontrar un subgrafo que sirva para modificar las componentes. Luego,
la condiciéon acotsup no deberia ser suficiente como condicién en general para todo tipo de
arboles.

Otra pregunta abierta es la existencia de alguna solucién con no contable cantidad de
ends o no localmente finita de las ecuaciones graficas de la demostracién del Teorema 6.13.
Al parecer, la existencia de la componente W podria permitir que cierto grafo no localmente
finito efectivamente satisfaga las ecuaciones.
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