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RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: MARCO HERNANDEZ CADIS
FECHA: 30/07/2013

PROF. GUIA: PATRICIO FELMER

PERTURBACIONES PEQUENAS DE FLUJOS HAMILTONIANOS

En esta memoria se estudia el comportamiento asintético de un problema eliptico singu-
larmente perturbado que presenta diversos fendémenos de interés, entre los cuales destacan la
formacion de boundary layers y homogeneizacion. Este tipo de problemas aparece en el es-
tudio de perturbaciones estocasticas pequenas de sistemas Hamiltonianos, asi como también
en el contexto de fenémenos de transporte en fluidos sujetos a velocidades de adveccion de
gran magnitud. Ambos tipos de problemas han sido estudiados anteriormente bajo distintas
hipotesis estructurales, y en este trabajo se presentan nuevos resultados que permiten rela-
cionar los distintos comportamientos exhibidos por el sistema.

Por un lado, la aparicién de boundary layers en este sistema ha sido estudiada en deta-
lle en trabajos anteriores, habiéndose obtenido una descripcion completa, si bien no menos
compleja, en términos de la geometria del dominio y su relacion con el término de adveccion,
que es la fuente de la perturbacion. En este trabajo se extienden los resultados mencionados
a problemas no lineales, y se profundiza en la descripcion de este fendémeno, particularmente
en términos de la convergencia.

Por otro lado, el origen de la perturbacién singular en sistemas Hamiltonianos ha sido ex-
plotado extensivamente mediante técnicas probabilisticas. Recientemente nuevos resultados
han sido obtenidos mediante la introduccién de técnicas de ecuaciones en derivadas parcia-
les, las que han permitido establecer una caracterizacion explicita en términos de ecuaciones
diferenciales ordinarias del fenémeno de homogeneizacion que exhibe este problema. Ademas
de la introduccion de no linealidad en el sistema, en este trabajo se presenta una descripciéon
detallada de la relacion que existe entre la homogeneizacion y la formacion de boundary layers.

Finalmente, se describe un problema de otra naturaleza, relacionado con la ecuacion de
Fisher no local. Este problema ha suscitado considerable interés recientemente debido a la
complejidad y diversidad de comportamientos que exhibe, particularmente en cuanto se refiere
a las propiedades de las ondas viajeras presentes en el sistema.
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Introduccion

En este trabajo se estudia el comportamiento asintético, cuando € — 0, de las soluciones
u® del problema

{—AUE +e7b - Duf = fo(z,uf) en €, 1)

u® = g° sobre 0f).

Aqui b : R? — R? es un campo vectorial de la forma b = DH = (H,,, —H,,), con H € C*(R?)
una funciéon cuyos puntos criticos son no degenerados, y la frontera del dominio 0 C R? est4
formada por curvas de nivel de H.

Formalmente, si al tomar ¢ — 0 las soluciones u® de convergen localmente uniforme-
mente a una funcion u, y adicionalmente lim._,o e f*(z, u®(z)) = 0, entonces u es una solucion,
en el sentido viscoso, de la ecuaciéon

b-Du=0.

Ahora bien, cuando €2 es una vecindad de un conjunto de nivel regular de H, se puede ver
que todas las soluciones viscosas de esta ecuacién son constantes sobre las curvas de nivel de
H en Q. Asi, bajo estas condiciones, el limite debe ser de la forma %o H.

En esta direccion, la misma conclusiéon vale también cuando €2 es una vecindad de un
conjunto de nivel critico de H. Mas precisamente, Ishii y Souganidis [7] estudian la ecuacion

{_div(MDua) + (bo +e7'b) - Du® = f(z) en £, (2)

ut = g° sobre 02,
cuando H tiene un punto silla en el origen, y €2 es una vecindad del nivel critico correspon-
diente.

Introduciendo la notaciéon

L(c)={xr €R?® : H(x) = ¢}

para los conjuntos de nivel de H, y suponiendo sin pérdida de generalidad que H(0) = 0, el
dominio queda descrito naturalmente como Q = £(0) U [J>_, Q;, donde

Q; Cc{reR* :h; < H(z) <0} para i=1,2

y Q3={xcR?:0< H(x) < hs},
con hy,hy <0y hsy >0 (ver Figura 1).



Figura 1: Tlustracion del dominio Q estudiado en [7]. La linea punteada corresponde al nivel critico
{H = 0}.

La matriz M : Q — R?*? se supone semi-definida positiva y tal que, para cada i € {1,2, 3}
y h € H(Q;) =: I;, existe un x;;, € L(h) NQ; con M (x;,)DH (z,) - DH(x,) > 0. Esta forma
débil de no degeneracién resulta 1til cuando se estudia en el contexto de perturbaciones
estocasticas de sistemas Hamiltonianos, como es el caso estudiado por Freidlin y Weber [6].
Por tltimo, la condicion de borde ¢g° se supone uniformemente convergente sobre cada porcion
del borde L(h;) N 0Q; a constantes k;, i = 1,2, 3.

Bajo estas hipotesis se tiene el siguiente resultado, demostrado en [7]:

Teorema 0.1 (Ishii - Souganidis, 2012) Euxisten funciones u; € C'(I;) N C*(I;) tales que
u® — u; o H uniformemente en §; cuando € — 0.

Mads ain, las funciones {u;}i—123 estdn unicamente determinadas por el sistema

—(Au) + B, = F;  en I
A3(0)uz(0) = A1 (0)u; (0) + A2(0)us(0),
u1(0) = uz(0) = u3(0) y u;(hs) = ki,

donde los coeficientes estan dados por

( MDH -DH

Ai(h) :/ Wdl,
comne 1D

B o, 0T
L(h)ﬂﬂi f

Ei(h :/ ——dl.

De acuerdo a este teorema, se tiene que, como se comentd antes, las soluciones de (/1)
se vuelven constantes sobre las curvas de nivel de H incluso cuando éstas contienen puntos



criticos, al menos en el caso lineal. Mas atin, el limite queda completamente determinado por
una ecuacion diferencial ordinaria obtenida al promediar sobre las curvas de nivel de H.

La existencia de puntos criticos de H sobre la frontera de €2 permitiria que un nivel critico
de H pudiera estar contenido tanto en 02 como en €. Un ejemplo en que esta situaciéon
ocurre, que es estudiado en mayor detalle en el Capitulo 4, esta dado por

Q= (0,2) x (0,2),

y H(z,y) = sin(mx) sin(my).

En este caso el conjunto de nivel £(0) N es todo 95, junto con los segmentos {x = 1,0 <
y<2ly{0<z<2y=1}

Para este tipo de dominios es posible imponer una condiciéon de borde ¢g° no constante so-
bre 012, forzando entonces que u® no pueda volverse constante sobre el conjunto de nivel
correspondiente. Bajo estas condiciones no es claro qué ocurre con u° al interior del dominio,
particularmente cerca del conjunto de nivel critico en cuestion.

Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [10] estudian la ecuacion en un dominio de este tipo,
en el caso particular en que f° = 0. En dicho articulo se considera un dominio €2 tal que
0 C L(0) y QN L(0) # 0, con una condicion de borde g° = g no constante a lo largo de 99.
Se supone también que el conjunto de nivel £(0) contiene puntos criticos tanto en la frontera
como en el interior del dominio.

Bajo estas condiciones, en [I0] se presentan numerosos resultados de interés, tanto desde
el punto de vista matemético como del punto de vista fisico. El siguiente teorema resume
los resultados de [10] que dicen relacion con la convergencia y formacion de boundary layers,
que son aquellos que se relacionan mas directamente con los problemas abordados en esta
memoria.

En lo que sigue denotamos por {C;},cr a la familia de componentes conexas de 2\ £(0)
(lamadas celdas de flujo por la naturaleza del problema), donde Z es un conjunto finito de
indices.

Teorema 0.2 ( Novikov - Papanicolaou - Ryzhik, 2005) Sea u® una solucion de con
f5=0 vy g° = g no constante y suficientemente reqular. Se tiene entonces que

1. Para cadai € T existe K; € R tal que u* — K; localmente uniformemente en C; cuando
e —0,

2. Existen C' > 0 y hg > 0 tales que, para todoe > 0,1 €Z y0<h<hg,

3/8
/ |Duf|*dz < C (%) :
{|H|>h}NC; h

3

3/4
y oscyasmncut < C (ﬁ) ’



Figura 2: Ilustracion del dominio Q estudiado en [I0]. La linea continua, al interior y sobre la
frontera de €2, corresponde al nivel critico {H = 0}.

3. Existe C' > 0 tal que

1 12 C
C\/Eg/ﬂ|Du|dx§%.

Estos resultados muestran que el comportamiento asintotico de u® lejos del nivel critico
L(0) esta bien controlado: hay convergencia hacia constantes al interior de cada celda, y ésta
se produce con una tasa conocida tanto en L* como en H!. Por otro lado, cerca del nivel
critico, deben producirse boundary layers, cuya escala critica, de acuerdo a los puntos 2 y 3
del teorema, es de orden /= .

Ademas de estos resultados, en [10] se presenta un estudio detallado del comportamiento
en los boundary layers basado en la construccion de sistemas de coordenadas locales cerca
de £(0), y en una serie de aproximaciones preliminares de u° en esta region. Los resultados
obtenidos en esta direccién no son enunciados aqui, puesto que requieren introducir nume-
rosas construcciones preliminares, en su mayoria similares a las utilizadas mas adelante en
los teoremas y Mas atin, los resultados obtenidos en [10] son similares a los de los
teoremas mencionados, salvo que la convergencia encontrada en dicho articulo es en norma
H! en lugar de L.

En esta memoria el dominio © bajo estudio es similar al utilizado en [10], salvo que

aqui permitimos que existan agujeros en el dominio en ciertos niveles regulares de H. Esta
extension es introducida con el fin de hacer un paralelo méas natural entre este problema y el
estudiado en [7].
M4s precisamente, para construir 2, consideramos primero un dominio Q' C R? tal que
0 C {x € R? : H(z) = 0}, y denotamos por {C;};c; a la familia de componentes conexas
de {z € Q' : H(z) # 0}. Suponemos que H tiene un y sélo un punto critico z; en cada Cj,
que es necesariamente un extremo local, y denotamos por Z, e Z_ a los subconjuntos de Z
tales que H(z;) = maxe, H y H(z;) = ming, H, para i € Z, e i € Z_, respectivamente.
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Figura 3: llustraciéon del dominio €2 y sus componentes.

Asi, el dominio €2 se construye a partir de €2’ como
Q=\ J{z e C : [H@)| = |y},
JjeTJ

donde J C Z,y h; € H(C; \ {z;}) para cada j € J. Graficamente esto significa que, para
cada j € J, la celda C}; es perforada en el nivel de energia H = h;.

Para cada i € 7y y h € H(C;) definimos D;(h) = {z € C; : £(H(z) —h) > 0} y
Li(h) = 0D;(h) = {z € C; : H(x) = h}. Con esta notacion se tiene que Q = Q'\ U, ; D;(h;)
y o) = o U UjGJ Ej(hj>

Las hipotesis sobre el comportamiento asintético de g° € C(99Q) y f¢ € C*7(Q x R) son
las siguientes:

1. Existe g € C(0Q) N C*7(9Q\ {x € 00 : DH(z) = 0}) tal que lim._,o ¢° = g uniforme-
mente sobre 0f),

2. Existe f € C1(Q x R) tal que lim._,o f¢ = f localmente uniformemente en Q x R,

a €
3. fy 8f estan uniformemente acotadas con respecto a € > 0 en L>(Q2 x [—-R, R]) para
s
cada R > 0,
4. Para cada i € 7 existe \; € R tal que
. 0f o of _
e 95 %) TR G, (0 T A< AN G,

5



donde A(V) denota el valor propio principal de —A correspondiente a un dominio
acotado V' C R?, con condicién de borde Dirichlet nula sobre OV .

La existencia de una soluciéon u° de puede garantizarse con diversas hipotesis adiciona-

les sobre f=. Podemos, por ejemplo, suponer que supq,g | f(, s)| < oo, 0 més en general, que
s — f%(x, s) tiene crecimiento estrictamente sublineal, pues entonces una aplicacion estandar
de la teoria de puntos fijos basta para garantizar existencia. Ahora bien, independiente de
como se argumente la existencia de u®, las estimaciones de Schauder usuales garantizan que,
en cualquier caso, toda solucién de satisface u® € C3(Q), para cada € > 0.
Por otro lado, aunque la unicidad de u® podria garantizarse requiriendo que se cumpla la
hipotesis 4 con Q en lugar de QN C; (notar que A(Q) < A(2NC;)) y con f en lugar de f,
esto no es necesario para los resultados que se presentan a continuacién. En otras palabras,
el énfasis estd en que el comportamiento asintético es el mismo para cualquier familia de
soluciones de (1)), independiente de la unicidad.

Una dltima hipdtesis que se utiliza a lo largo de este trabajo es la existencia de una
cota uniforme sobre ||u®[|o, esto es, M = sup.¢( ) [[u°]|ec < 00. Aunque el origen de esta
condicién no es esencial para los resultados que presentamos, vale la pena notar que esta
hipotesis puede garantizarse, por ejemplo, si suponemos que la no linealidad f¢ es de tipo
Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov, es decir,

fE>0 en Qx(0,1),

ff=0 en Qx ((—o0,0]U[l,00)),

y la condicién de borde satisface 0 < ¢g° < 1.

Alternativamente, la cota uniforme se puede obtener mediante un argumento tipo blow-up
similar al utilizado en [7], si suponemos adicionalmente que s — f°(x,s) tiene crecimiento
estrictamente sublineal, uniformemente en ¢ > 0y z € Q.

Para presentar los resultados de esta memoria es necesario primero introducir algunas

definiciones adicionales, cuyo fin es describir de manera concisa el conjunto de nivel critico
L£(0).
Con este fin, consideramos el grafo compuesto por las fronteras de las celdas C; y cuyos
vértices son los puntos criticos de H sobre £(0). El conjunto de arcos del grafo £ esta dado
explicitamente por la coleccion de componentes conexas de {x € Q : H(x) = 0, DH(z) # 0}.
Denotamos por g = {e € £ : e C JN} alos arcos que se encuentran sobre la frontera de ()
y por & = & \ Ep a los arcos al interior del dominio.

Para describir el comportamiento de u® sobre el grafo construimos sistemas de coorde-
nadas locales en torno a cada e € &£, cuya existencia estd dada por el siguiente lema, que
demostramos en el Capitulo 1:

Lema 0.3 FExiste h > 0 tal que, para cada e € &, existen T, > 0 y un difeomorfismo X, de
clase C3 de (0,T,) x (—h,h) en una vecindad de e en R?, tal que H(X.(t,h)) = h para todo

(t,h) € (0,T.) x (—h,h).



Notar que, para e € Eg, el conjunto X,((0,T.) x (—h, h)) N se reduce a X ((0,7.) x (0, h))
o bien a X.((0,7;) x (—h,0)). Se denota e € Eg+ en el primer caso y e € Eg- en el segundo.
Finalmente, para cada e € £ se define

vi(t, s) = ut (Xe(t, Ves)), (3)
donde t € (0,T.), s € (—e~Y2h,e7/2h)sie € &,5 € [0,e7/2h)sie € Ep+,y 5 € (—e1/2h,0)
en otro caso. Notar que la continuidad de u® permite extender sin ambigiiedad el dominio de
definicion de vZ(+, s) al intervalo cerrado [0, T.], por lo que el comportamiento de u® sobre el
grafo queda completamente descrito por los ve.

Los primeros resultados dicen relacion con la formacion de boundary layers en el nivel
critico {z € Q : H(x) = 0}.
Estos teoremas complementan los de [10], pues en dicho articulo se encuentran resultados
analogos, en los cuales la convergencia es en norma H', mientras que aqui la convergencia
es en norma L, y éstas no son comparables en dimensiéon 2. Mas atn, ademas de permitir
un término no lineal en la ecuacién, aqui trabajamos directamente con las soluciones de ,
mientras que en [10] se utiliza una serie de aproximaciones preliminares.

Teorema 0.4 Para cada e € & (respectivamente, e € Ep+) existe v, € C*([0,T.] x R\
{(0,0)}) (respectivamente, v, € C*([0,T,] x RL \ {(0,0)}) tal que v — v, localmente unifor-
memente cuando € — 0, lejos de (t,s) = (0,0) y (t,s) = (T¢,0).

Mads aun, v. es una solucion acotada de la ecuacion del calor ves = vey en (0,T¢) X R
(respectivamente, en (0,T,) x R).

El siguiente resultado provee una caracterizacion mas precisa del comportamiento asinto-
tico de u® en esta region, describiendo como se relacionan las funciones v, entre si y con las
condiciones de borde.

Teorema 0.5 La familia {v.}ece de soluciones acotadas de la ecuacion del calor dada por
el Teorema 0.4 estd unicamente determinada por las siguientes propiedades:

1. (Compatibilidad) Para cada i € Ty y todo par de arcos e, e’ C OC; tales que X (T, ,0) =
X (0%,0), se cumple que
ve(T%, s) = v (0, 8), para todo £ s> 0,
2. (Condiciones de Borde) Para cada e € Ep
0(,0) = g(X,(1,0)),  Vie(0,T.),
3. (Promedio) Para cada i € T, el limite
K; = lim wv.(t,s)

s—+oo

existe uniformemente en t € [0,T.], es independiente de e C OC;, y satisface

D ece, Jo © ve(t, 0)dt

Ki -
Zecci Te




Estos resultados establecen convergencia de la familia {v¢} sobre todo el grafo salvo en
los puntos criticos de H. Mediante una aplicacion al problema modelo estudiado en el Ca-
pitulo 4 veremos que, en efecto, es posible elegir una condicién de borde de manera tal
que las condiciones de compatibilidad del teorema anterior no se cumplan en algunos de los
vértices del grafo. Esto muestra que la convergencia uniforme no puede, en general, incluir
a estos puntos, y por lo tanto la region de convergencia encontrada es, en este sentido, 6ptima.

En analogia con lo ocurrido en el nivel critico { H = 0}, en las porciones de 92 contenidas
al interior las celdas C}, j € J, también se espera que se produzcan boundary layers cuando
la condicién de borde correspondiente no es constante.

Para estudiar este comportamiento, consideramos un sistema de coordenadas sobre estas
curvas, cuya existencia y propiedades se resumen en el siguiente lema, demostrado en el
Capitulo 1.

Lema 0.6 E’a:iste_l_z > 0 tal que, para cada j € J, existen T; > 0 y una funcion X;
R X (h; — h,h; + h) = R? de clase C? tal que

1. H(X;(t,h)) = h para todo t € R y h € (h; — h,h; + h),

2. X;([0, T3], hy) = Lj(hy),

8. X;(+,h) es Tj-periodico para todo h € (h; — h, h; + h).

Los resultados que se presentan a continuacion se refieren a la version de u® reescalada en
una vecindad de £;(h;) en Q, para cada j € J NZy, de la siguiente manera

v5(t,5) = u(X;(t, hy £ /es)), teR, s€[0,e2h). (4)

Teorema 0.7 Para cada j € J existe v; € C*(R x [0,00)) tal que v — v; localmente uni-
formemente en R x [0,00) cuando ¢ — 0. Mds ain, v; es una solucion acotada, T;-periddica
en t, de la ecuacion del calor vjss = vjy en R x (0, 00).

Las propiedades de estas funciones, analogas a las encontradas en el Teorema [0.5] son las
siguientes:

Teorema 0.8 La familia {v;};cs de soluciones acotadas de la ecuacion del calor dada por
el Teorema estd unicamente determinada por las siguientes propiedades:

1. Para todo t € R, v;(t,0) = g(X;(t, hj)),

2. Ellimite k; = lim,_, vj(t, s) existe uniformemente en t € R, y satisface
1 T
b= [ s
iJo

Finalmente, se presenta un resultado analogo al encontrado en [7], que provee una conexion
entre el comportamiento en los boundary layers y la homogeneizacion que ocurre al interior

de las celdas {C;}er.



Para enunciar este teorema se introduce la notacion I; = H(Q2 N C;) para cada i € Z, y se

define o)
Ai(h) = DH (z)|dl, Ei(h,r) = AU
(h) / IPH@IALy Rir) / o D

Teorema 0.9 Para cada i € T existe u; € CL(I;) N C*(I;) tal que u® — wu; o H localmente
uniformemente en QN C;. Mds ain,

1. Sii € J, entonces u; es la unica solucion de

(Ajuy) + Fi(h,u;) =0 en I;,
ui(0) = K; (5)
uz(hz) = ki,

2. Sii €I\ J, entonces u; es la dnica solucidn con derivada acotada de

(Aju) + Fi(h,u;)) =0 en I,

donde las constantes K; y k; son las dadas por los Teoremas y[0.8

Los valores de las constantes K; dependen tinicamente de H y la condiciéon de borde limite
g sobre el nivel critico { H = 0}, y dicha relacion esta dada por el Teorema . Esto permite,
en particular, determinar los K; resolviendo el problema correspondiente a en que f°© es
reemplazada por cero, y J = (), el cual no es sino el problema estudiado en [10].
Reciprocamente, cuando f© =0y J = 0, la Gnica solucion con derivada acotada de @ es
u; = K, con lo que recuperamos el resultado de convergencia a constantes al interior de las
celdas encontrado en [10)].

La condicién de borde w;(h;) = k; en (5)) es una extension del resultado encontrado en [7],
en tanto, ain sin requerir que g; sea constante sobre £;(h;), se cumple la igualdad consideran-
do el promedio de g; sobre dicha curva. No obstante lo anterior, cuando g; es efectivamente
constante (e igual a k;, por definiciéon), podemos recuperar el resultado de [7] en este contexto:

Proposicion 0.10 Si lim. o ¢°(z) = k; uniformemente sobre L(h;) para algin j € J,
entonces u® — u; o H localmente uniformemente en (2N C;) U L;(h;).

En el Capitulo 1 se presenta en detalle la construccion de lo sistemas de coordenadas
locales utilizados en los principales teoremas de esta memoria. En el Capitulo 2 se estudia
la convergencia de las familias {vZ}cee ¥ {v5}jes ¥ sus respectivas propiedades. Con el fin
de demostrar los teoremas correspondientes se utilizan técnicas de la teoria de soluciones
viscosas de ecuaciones elipticas (ver [4]), siendo central para ello la obtencion de cotas sobre
las derivadas de v independientes de . En el Capitulo 3 demostramos el Teorema
completando con ello la descripcion del comportamiento asintotico de u® en todo €.

En el Capitulo 4 se aplican los teoremas presentados a un problema perioédico, con el cual
ilustramos cémo estos resultados permiten obtener una descripcion cualitativa y cuantitativa



precisa de la relacion entre la homogeneizacion y la formacion de boundary layers en este
tipo de problemas.

Finalmente, en el Capitulo 5, el objeto de estudio es la ecuacion de Fisher no local, que
toma la forma

w — Au = pu(l — ¢ x u),
donde ¢ >0, [ ¢ =1y p >0 es un parametro del problema.

En este capitulo resumimos algunos de los resultados ya conocidos sobre las soluciones
de esta ecuacién, particularmente en lo que se refiere a la existencia y propiedades de las
soluciones tipo ondas viajeras.

El objetivo central de esta seccion es presentar algunos problemas abiertos relacionados
con las propieades cualitativas de las ondas viajeras. En particular, se discute como la relacion
entre la rapidez de estas ondas y el valor del pardmetro p > 0 puede determinar propiedades
del sistema, tales como la monotonia de las soluciones y la posibilidad de conectar los estados
homogéneos u =0y u = 1.

En esta direccion se propone un programa de estudio que pretende explorar la relacion que
podria existir entre las propiedades de estas ondas y el fen6meno de concentracion observado
por Perthame y Génieys [11].
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Capitulo 1

Coordenadas Locales

Para establecer el resultado del L.ema 1 se construye primero X, explicitamente, para
luego establecer las propiedades desadas.
Dada la regularidad de H, se sabe que, para cada e € £ y p € e, el problema con condiciones

iniciales
b))
YO = pvi (1)
Y (to) = p,

tiene una solucién tnica definida en una vecindad de p € e.

Se sigue de la teoria estandar de ecuaciones diferenciales ordinarias que una solucion Y de
partiendo en cualquier punto py € e estd definida para todo t en un intervalo maximal
I = (t1,t2) O to, tal que |Y'(t)| — oo cuando ¢t — ¢; o t9, a menos que el intervalo sea no
acotado. Més atn, dado que tiene una solucion dnica en torno a cualquier p € e, es
claro que e C Y(I). Por otro lado, dado que b es un campo vectorial tangente a e en todo
punto, se sigue necesariamente que Y (1) = e.

Asi, en vista de que Y’ esta acotado lejos de cero y m es un conjunto compacto, se sigue
que ambos t; v ty deben ser finitos. De aqui en adelante suponemos que ty es elegido de
manera tal que t; = 0, y se denota T, = t, cuando Y, es la solucion de correspondiente
a esta eleccion.

A continuacion, para el mismo e € £ escogido antes, y para t € (0,7T,) arbirario, se define
Xe(t,-) como la solucion del problema con condiciones iniciales
DH(X(t, h
Xh(t, h) — ( ( ) )) ,
|DH(X(t,h))]? (1.2)
X(t,0) =Ye(t)

En vista de que H es de clase C*, se tiene que X, esti bien definido y es de clase C? en
ambas coordenadas, al menos para h en una vecindad suficientemente pequena J; 3 0, cuyo
tamano podria en principio depender de t.

Mas aun, se sigue de (.1)) y (1.2) que
(H(Xe(t M) =1, v (H(Y(t)):=0

11



de donde H(X.(t,h)) = h.

Diferenciando esta identidad con respecto a t se tiene que X., - DH(X,.) = 0 y consecuente-
Xe,t : b(Xe)

DA
Por otro lado, el que H(X.(t,h)) = h para todo t € (0, T) implica que | X, (¢, h)| no pue-
de ser no acotado cuando h — h € 0J;, a menos que h sea un valor critico no nulo de
H. Luego, J; puede de hecho ser elegido independiente de ¢, siempre y cuando no contenga
valores criticos de H distintos de cero. Asi, para todo e € £ y t € (0,T,) consideramos el
intervalo J; = (—h,h), donde h < minen 7 jes{|H(z:)|,|h;|}, de modo tal que para todo
e € & se tenga X ((0,T.) x (—h,h)) C Q, y para e € Eg, X((0,T.) x (0,h)) C Q o bien
X((0,T.) x (—h,0)) C Q.

mente X.; =

Xey - b(Xe)

Es claro que det DX, = ———F——
|DH(X)[*

Para ver que det DX, > 0, basta notar que
AH(X,)

(Xe,t : b(Xe))h - W

(Xe,t : b<Xe))

Luego, utilizando la identidad X.,(t,0) - b(X.(t,0)) = 1, se sigue que

AH(X(t,s)) d

DHX @) "

h
Xet(t,h) - b(Xc(t,h)) = exp/0

Asi, X, es un difeomorfismo local, de donde, mediante argumentos de unicidad usuales de la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, se sigue también que es inyectivo, lo que con-
cluye la construccion.

Con el fin de estudiar el comportamiento asintotico de v:(t, s) = u®(X,(t, /€s)), notamos
primero que v¢ resuelve la ecuacion diferencial

\/g £ Pe £ 1 [ \/gpe £ €
-(s), - () » - i 0o 0

donde p. = X.; - b(X.) y X, es evaluado en (¢,+/es). Esto puede ser escrito también de la
forma

vy + ALVS o + VECLU , — Divs, = Fi(t, s,05), (1.4)

eess e es e et

donde los coeficientes estan dados por

(tv S) = pe(ta \/55)2 =1+ 0(5)
1
Ciftys) = S(p2altvEs) = O(1),
Di(t,s) = pelt,Ves) +elog(pe)i(t, Ves) = 1+ O(e),
Fe(t,s,1) = —e|Xes(t, Ves)|Pfo(Xe(t, Ves), r) = O(e).
Todas estas funciones sonde clase C!, y estan localmente uniformemente acotadas con res-
pecto a € en norma C'. Mas ain, dado que su dependencia en s es a través de /gs, sus
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derivadas parciales con respecto a s son, localmente, O(y/2). Notando que p.(t,0) = 1, es
facil ver que el limite formal de ([1.4)) cuando € — 0 es la ecuacion del calor.

Siguiendo la estrategia anterior, se realiza una construccién analoga para las coordenadas
locales del Lema 2 en una vecindad de L£;(h;), j € J. La construccion es similar, salvo que
la ausencia de puntos criticos de H en esta region simplifica el trabajo.

En efecto, dado que no hay puntos criticos sobre el conjunto de nivel H = h;, se tiene que la
solucion Y del problema con condiciones iniciales
N1 40)
b(Y (1)) [*
Y(to) =peLi(hy)

estd definida para todo ¢t € R, y es de hecho una funcién T}-periddica que circula a lo largo
de ﬁj(h])
Consecuentemente, la solucion X;(¢,-) de

DH(X(t,h))

Xu(t,h) = |DH (X (t, h))[?’
X(thy) = Y;()

es una funcion de clase C®, definida para todo t € R, j € J y |h — hj| < h, con h > 0
suficientemente pequeno.

A continuacion, recordar que v esta definido, para j € J N Z., como

v5(t,5) = u(X;(t, hj £ /es)) (1.5)

Luego, se sigue que v; es una solucién de la ecuacion diferencial

{su;tt +ACUS 4+ VECEE — DS, = FE(t,s,0%) L6

777
vi(t,0) = g5(X;(t hy)),  teR

donde los coeficientes estan dados por

Fi(t,s,r

= —€‘Xj7t(t, hj + \/ES)‘ZfE(Xj(t, hj + \/ES), 7")
pj(tv =

X;e(t,hj £h)-b(X;(t,h; £h))

As(t,s) = pi(t,es)?

Ci(t5) = (At VEs)

D?(t75> = pj<t7\/gs>+€log<pj)t(t7\/gs>
)
)

>

Notar que v5 es Tj-periddica en ¢, y los cieficientes de 1} convergen localmente uniforme-
mente a los de la ecuacion del calor, con derivadas parciales con respecto a s de orden O(1/2)
cuando € — 0.
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Capitulo 2

Comportamiento Asintético en los
Boundary Layers

A continuacion se estudia el comportamiento asintético de u® en el contexto de los Teo-
remas y - los Teoremas y se prueban utilizando exactamente los mismos
argumentos, por lo que sus demostraciones son omitidas.

La demostracion de los Teoremas y es hecha en tres etapas. En primer lugar se
prueba la unicidad enunciada en el Teorema lo que permite entonces reducir la demos-
tracion del Teorema [0.4] al estudio de subsucesiones de u°. Luego se prueba, en concordancia
con lo anterior, que para cada e € £ la familia {v¢}.c(,1) es localmente uniformemente Hol-
der continua. Finalmente, utilizando estos resultados se muestra que, salvo subsucesiones, los
limites de las funciones {v¢}.ce satisfacen las propiedades del Teorema , lo que permite
entonces concluir la veracidad de ambos teoremas, en vista de la unicidad ya mencionada.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [0.5] - Unicipap. Considerando la diferencia de dos soluciones po-
siblemente distintas es posible asumir, sin pérdida de generalidad, que las propiedades (1) y
(3) se mantienen de acuerdo a lo enunciado en el Teorema, mientras que la propiedad (2) es
ve(t,0) =0, vVt € (0,T.) y e € Ep.

Sea M = méx.cesupv. y supongamos que M > 0. El principio del maximo fuerte y la
unicidad de las soluciones acotadas de la ecuacion del calor implican que, si v.(to, o) = M
para algin e € £ y ty € (0,T,], entonces todos los v, son constantes, y dadas las condiciones
de borde son entonces idénticamente nulos, en virtud de (1) y (2), por lo que M > 0 no es
posible.

Si v, tiene una sucesién maximizante acumulando en algin punto (tg, so) = (0, o), entonces,
dado que v.(0, -) es continuo en todas partes salvo tal vez en s = 0, la propiedad (1) implicaria
que M = v (T, s9) para algin e’ € £ si sy # 0, y por el argumento anterior esto es posible
unicamente cuando M = 0. Luego, esta posibilidad queda descartada.

Por otro lado, las condiciones (1) y (3) implican que, para todo i € Z. y £s > 0,

Z /Te ve(t, s)dt = ZTeKi7
0

edC; edC;
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asi que, de la condiciéon (1), se deduce que ve(s)(t(s),s) = K; para algtn e(s) C 9C;, t(s) €
(0, Te(s)) ¥ todo s > 0. Asi, la condicion (3) y la discusion anterior descartan también esta
posibilidad, por lo que M > K; = Sglinoo ve(+, s) para cada i € Z. y e C JC;, y por lo tanto
M = limsup vg(t, s) para algin e € £.

t—0t,5—0
Finalmente, si € € &; (el caso € € Ep puede ser tratado de manera analoga), entonces se tiene

del principio del maximo débil (la condicion inicial vg(0, -) puede ser discontinua) que

sup  ve(t,s) <max q sup Ve (T.-,s),sup ve+ (To+, $), sup ve(t, +r)
(0,8)x (—mr,r) (—r,0) (0,r) (0,8)

para algin e, et € £. Luego, tomando § — 0, se tiene que

M = limsup vg(t, s) < méx {méx Ve~ (To-, 8), max ve+ (T, 5)} <M
t—0,5s—0 [~7,0] [0,7]

de donde el resultado se sigue O]

La demostracion de la Holder continuidad uniforme en ¢ est& basada en el siguiente resul-
tado, que es basicamente una particularizacion de los teoremas de Berestycki y Hamel [2].
La dependencia en ¢ de las funciones involucradas en el siguiente Teorema es omitida con el
fin de simplificar la presentacion.

Teorema 2.1 Sea U C R? un dominio acotado y u € C3*(U) una solucion de la ecuacion
diferencial eliptica

LU = Uy + Qg + 2v/EbUys + cuy — duy = f(,t,u)

donde a,b,c,d estdn acotados en norma C*(U), f y f. estin acotadas en norma LU x
Buj.)s ¥ %dw y u estdn acotados en norma L¥(U), todo lo anterior uniformemente con
respecto a € > 0.

Si adicionalmente se cumple que d > v y a — b> > v en U para algin v > 0, entonces para
cada ¥V CC U existe una constante C' > 0 independiente de € tal que

[tz llooy + [Juellay < C Ve € (0, )
para algin gy > 0.

DEMOSTRACION. Sean W tal que V CC W CC U y x € Ca(U) tal que x = 1 en W. Sean

i (de modo tal que a —ab* > 2y 1—2>0)y

tambié =14+ —
ambién « + Q‘b’go,u 1

M = sup [I|aH01 + bl + llellor + ldller + 1 fllorax sy + Ixllez + 72 [ delloo + [lullo

€€(0,1)
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Diferenciando la ecuacién ser verifica que

LUl + A u?) = [2Aa+ X7 +2X°(fs — )| ul + 2exul, + 2ax*ul, + 2Xeu;
4vE(2vEXt + 20X — baX) XUalior + 2(4aXa + 2V/EbX) — AaX) XUalas
AV/EbX P Ugttiar + 2(20/eb + xPdy Juguy + 2 fottn + 2uf
1
[2X0a + £x% + 2X°(fs — cu)] ul + 2ex*(1 — =)ud, + v ul, + 2)eu]
a
4\/2(\/%)@ + 2me - be)XUxet + 2(4G’Xz + 2\/ngt - a/:pX)Xuxum:
2(2v/eb + x2dy ) ugty + 2X2 fotty + 220 f
[2)@ + 27+ 2% (fs — ) — 20 (2\/5)@ + 2bx, — bm)()2

v+ +

v 4+ +

1 > d 1\’

— = (daxs +2vEbxy —ax) =2 b+ X —= ] —4x*| u

— f242uf

> (29A — CoM*)u? — M?(1 + \)
La primera desigualdad es consecuencia de aX? 4+ 2y/ebXY +¢e¥V? > 1X? + (1 — 2)Y?, y
la siguiente se sigue de la desigualdad |2ab| < a® + b?. En la altima desigualdad Cj es una
constante numérica.
Eligiendo A = y~1CyM* se tiene de lo anterior que

L(x*u2 + M?) > —M?(1+2))

Sea ahora P = x*u? + M + pe", con £ = 2(1 + [|c[[«) and p = £~ M?(1 + 2))e"™*. Con
esta eleccion de constantes se verifica la desigualdad

LP > kpe™(ak +c) — M*(1+2)\) >0

de donde, por el principio del maximo y la eleccion de y, se sigue que ||Ux||iow < méxgy P <
C? para algan C; > 0 independiente de ¢ € (0,1).

Para la cota de u; en L?, sean Z C R? tal que V CC Z CC W, y n € CZ(W) tal que
n =1 en Z. Entonces, multiplicando £u por n?u e integrando por partes se sigue que

/W 2(eu; +aui+2v/ebugu)n* —e () uu?+(an?) o (W) o +2vE(bn?) e (u?) s+ [(cn®)o— (dn?) Ju’+ f (2, 1, u)un® = 0

Usando que au? + 2v/ebuguy 4+ eui > Zu2 + (1 — 2)uf > e(1 — L)uf en el primer paréntesis
se obtiene

[t < O 4 Gl < G
w

para algin C5 > 0 independiente de €.

En particular, \/£||u||2,z estd acotado uniformemente en e.

Finalmente, sea ( € C3(Z) tal que ¢ = 1 en V. Entonces, integrando (? u; £u sobre Z se
obtiene

e /Z uBCCt /Z w2 (aC?)i— /Z e (aC?)e— 7 /Z W (bC?) ot /Z (P /Z A C? = /Z F(t, wyu?
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Las primeras dos integrales estan acotadas uniformemente con respecto a €, mientras que las
restantes se pueden estimar como

| [ wntac®,

‘ / cuguC?
Z

| [ st <5 [ i+ 21z

donde 0 > 0 se escogerd a continuacion.
Para la cuarta integral se tiene

2 2 2 -2 2
Ve /Z W25 + 20C)| < VEllba o /Z 2C /Z w2127/

pero [24/eb(,C| < £[bJ?|C|* 4 0¢?, asi que

C2M?
<5 [ uc+ S
zZ

C?M?
<5 [ uc+ Sl
zZ

V| [ (0?4 2000)] < (5 VM) [ i+ MGG e
Z =z )

Asi, juntando estas cotas y tomando § = I, se obtiene

(1 vam) /Z i < G

para algin Cj independiente de €. Tomando gy < % la demostracion queda completa. [J
La Holder continuidad es una consecuencia directa del Teorema [2.T]y el siguiente resultado,
cuya demostracion se puede encontrar en [12].

Teorema 2.2 (Desigualdad de Morrey Anisotropica) Sea R C R"™ un dominio rectangular
yp=(p1,...,pn) tal que 1 < py < py...p, < 00. El espacio de Sobolev anisotrépico WP(R)
se define como

IVWR):{uGZ?%R):SZ

ELpi(R)forizl,...,n}

con la norma
"1 Ou
e 1 P B P
i=1 v

LPi(R)

Si p satisface

a:1—21>0,

— Di
i=1
entonces WP(R) — C%*(R) con

o
0<fp=——<1.
b n/pl—i-a_

Mds atin, existe C tal que para todo u € WP(R)

[ullcosmy < Cllullwar)-
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Como se coment6 al inicio del capitulo, la demostraciéon del Teorema [0.4] a continuaciéon
es hecha probando que v:’ — v, localmente uniformemente para alguna sucesion g;— 0,y
alguna familia {v. }.ce que, a fortiori, satisface las propiedades del Teorema [0.5]

DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS v [@5l Los Teoremas y implican, mediante el Teo-
rema de Arzela-Ascoli y un argumento diagonal estandar, que existe una familia {v,}ece de
funciones continuas acotadas y una sucesion €; — 0 tal que ve’ — ., localmente uniforme-
mente en (0,7,) x R para e € & y en (0,7,) x Ry para e € Eg+. Dado que la ecuacion ([1.4))
es eliptica para cada € > 0, se sigue que v, es una solucion viscosa de la ecuacién del calor
Ve,ss = Uet, ¥ POT lo tanto es también una solucion clasica.

Para extender la convergencia hasta el borde s = 0 cuando e € &g, estudiamos los limites
semi-relajados [4]

vl (z) = limsup*™v¥ (z) = limsup v (y) vy v, (z) = liminf,v¥ (z) = lminf 0% (y),
J—00,y—x J—00,y—x

ey . _ E5
cuya utilidad proviene de que, donde sea que v = v, v’

convergente.

es localmente uniformemente

Fijamos ahora so > 0y [t1,ts] C (0,7,). Tomamos 6 > 0 suficientemente pequefio, de
modo tal que [t; — &ty + 6] C (0,T.), y definimos wy € C*([t; — d,t5 + ] x [0, S0]) como la
solucion de

at’wO = assu]O
wo(t1 — (5, 8) =M

wO(t7 0) = §<t)
wo(t, SQ) = M

donde M = sup,¢ g1 (|50, G(t) = Mn(t)+(1-n(t))g9(Xc(t,0)), y n € C®([t1—6, ta+0]; [0, 1])
es una funcion tal que

n=0en [t;,ts] y n(t)=1parate [ty —0,t; — /2] U[ta+ /2,12 + 0]

Esta construccion se hace con el fin de que wy esté globalmente acotada en [t; —d, to+0] x [0, s
en norma C?, lo cual es cierto en virtud de que g (y por lo tanto también §) es de clase C*7,
y ademas ¢ satisface las condiciones de compatibilidad de segundo orden requeridas por las
estimaciones de Schauder parabolicas (ver Lieberman [g]).

Luego, tomamos un ¢ € C*([t; — §,t, + d]) no negativo y no decreciente tal que ¢ = 0 en
Fijamos a > 0 y definimos finalmente we(t, s) = as(sy — s) + wo(t, 8) + [|9° — 9|l + ().
Se sigue de esta construccion que w® > v en J([t; — d,t2 + d] X [0, so]), puesto que

we(ty —6,8) > wo(ty —3d,8) > M >vi(t; — 9, s),
we(t,s0) > wolt,se) > M > v°(t, s0),
w(te +0,5) > wo(ta+6,s) +q(ta+6) > —|lwollee + 2M > vi(t2 + 9, 5),
y w(t,0) = wol(t,0) + |lg° — gllc = Mn+ (1 —n)g+g°— g = v(t,0).
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Por otro lado, dado que £.(vS) = FZ(t,s,v5) = O(e), se tiene también que, para todo € > 0
suficientemente pequeno,

L. (w) = —2aA° + a/eB*(sg — 2s) + ¢ — D°¢' + L.(wp) = —a + O(Ve) < £.(v)

Asi, del principio del méximo se obtiene w® > v en [t; — d,t5 + 0] X [0, so]. En particular,
para todo t € (t1,t2) y s € [0, so),

ve(t;s) < as(so = s) +wo(ts s) + |97 = glloo-

De esta manera, tomando €; — 0, tenemos que v/ (t,s) < as(sg—s)+wo(t, s), y por lo tanto
vF(t,0) < g(Xc(t,0)) para todo t € (t1,t2).

Una construccion similar lleva a la desigualdad complementaria v, (¢,0) > g(X.(¢,0)), de
donde la convergencia uniforme hasta el borde se sigue. Mas atn, este argumento también
muestra que la familia obtenida satisface la propiedad (2) del Teorema

A continuacion establecemos la propiedad (1) del Teorema esto es, las condiciones de
compatibilidad sobre los bordes t = 0y t =T, lejos de s = 0. El argumento que utilizaremos
permitird mostrar, adicionalmente, que la convergencia uniforme puede llevarse hasta esta

region y por lo tanto establece que la region de convergencia es efectivamente la postulada
en el Teorema

Sean e y ¢’ dos arcos satisfaciendo las condiciones correspondientes a esta propiedad, esto
es, e,/ C OC; para algin i € Z, y X.(T.,0) = X (07,0).
Se sigue de la teoria de Morse que, en una bola suficientemente pequena B, (p), es posible
elegir un sistema de coordenadas tal que H(®(z,y)) = H(z,y) = zy, con ® : B,.(0) — B,(p)
un difeomorfismo de clase C* que preserva la orientacion. Si fijamos hy ain mas pequeiio de

ser necesario, podemos también suponer que
X.((0,0) x (0,ho)) U Xe((Ter — 6,To) x (0,hg)) C @ (B(0)N{x >0,y >0})

para algtn 6 > 0.

Definimos ahora 7,0° : B,/(0) — R mediante

1

) = 5@ =) v o) = Hw)

Es claro que la funcion (7,0°) : B,(0) — R? es un difeomorfismo local en torno a cada punto
(l’,y) € BT’(()) N {.I' > O7y > O}
Luego, fijamos sy > 0y tomamos ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo tal que sy € (0, f}—%)

Pretendemos probar en lo que sigue que w® = u® o ® o (7,0°)7!, definida en una vecindad
de (0, s9), satisface las hipotesis del Teorema De ser cierto esto, el Teorema daria la
existencia de una constante C' tal que, para todo (¢, s) en una vecindad de (0, s9) y (¢, s) en
una vecindad de (T, so),

£ 5) i) = (70 0B 0 Xi(t, VES)) i ((7,0%) 0 8o X(t, Vs)).
< C|(1,0%) 0@ o Xo(t,\/es) — (1,0%) 0 ' o Xu(?, \/Es)|1/3
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Sin embargo, por construccion se sabe que ¢ = \/%HO(ID y HoX (t,\/es) = HoXu(t',\/es) =

Vs, asi que
0°0® o X, (t,\es) —ofod o Xyt \es) =0

En consecuencia, la estimaciéon anterior lleva a
E(L,8) = 06 (', )] < CDT ]| DO |oc | Xt v/ES) — Xor(t', v/ES) 2.
Y asi, tomando € = ¢; — 0, obtenemos
lvE(t, s) —vF(t',s)| = o(l) cuandot — 0T yt' — T,
de donde se deduce directamente la condicién de compatibilidad y la convergencia uniforme

hastat =0y t="T., lejos de s = 0.

Para ver que w® cumple las condiciones postuladas notamos primero que, por definicion,
u (®(z,y)) = we(r(z,y),0°(x,y)) para (x,y) en una vecindad de (7,0°)7(0,s). En lo que
sigue, dado que todas las funciones consideradas dependen de e, omitimos este indice para
simplificar la presentacion.

En las coordenadas (x,y), la ecuacion que resuelve w® toma la forma
div(ADTw; + ADow,) — | D7|*w, = — det DO f(®(x, y), w)

donde A = det D®(D®)1(D®')~! y w es evaluado en (7, 0).
Esto puede ser escrito en las coordenadas (¢, s) como

EWyy + awgs + 2v/Ebwys + cw, — dw, = f(t, s, w) (2.1)

donde los coeficientes estan dados por

ADH -DH .
a = WO(T,U)
= iy o)
c = ﬁ%o(r,cﬂl
d = %0(7,5)1—5%0(7,0)1
ftsr) = —=S80 f((r.0) " )

Notar que D7 - DH = 0y |D7| = /2| Do| = |DH]|, asi que, si denotamos por A,A > 0 a
las constantes tales que A|¢|* < A - ¢ < A|¢]? para todo £ € R?, se sigue que 2 <a < 2y
|b] < %, y entonces vemos que estos coeficientes estan acotados y a es uniformemente positivo.
Por otro lado, la descomposicion espectral de la matriz A y la ortogonalidad de D7y Do
llevan a la cota a — b% > (%)2
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Para el resto de los coeficientes, notamos primero que |D7(x,y)|*> = 22 + y* = 2v/72 + €02,

de donde se obtiene
Ve 1 ( £ )1/2 _ !

|Dro(r,o) 2 2\2+es?) ~ 25

Esto implica que ¢, dy f estan acotados si s se mantiene lejos de cero, y muestra adicional-
mente que d > 55 bara e suficientemente pequeno.

Ahora bien, dado que las coordenadas (7, 0°) introducen una dependencia en ¢ adicional en los
coeficientes, no es directo que sus derivadas se mantengan localmente acotadas. Sin emabrgo,
esta transformacion puede verse secuencialmente como (z,y) — (7, H) y (t,h) — (t, ﬁﬁ),

asi que en realidad toda la dependencia en s es a través de /es. Por lo tanto, las derivadas
con respecto a t se mantendran acotadas, mientras que las derivadas con respecto a s contie-
nen un factor /¢ adicional, tal y como se requiere en el Teorema . Asi, satisface las
hipotesis necesarias y la propiedad (1) queda establecida.

Finalmente, para establecer la propiedad (3), fijamos i € Z, (el caso i € Z_ es analogo)
y definimos T' = »_ . T.. Construimos ahora w : [0,7] x Ry — R pegando las funciones
ve(t,s), e C C;, en las curvas t = 0y t = T, de acuerdo a la propiedad (1) ya demostrada. De
esta manera la regularidad y unicidad de las soluciones acotadas de la ecuacion del calor jun-
to con la propiedad (1) implican que w es una funcion suave y T-periodica en t, lejos de s = 0.

Ahora bien, dado que w es una solucion de la ecuacion del calor acotada y periddica en el
tiempo, sabemos que sus derivadas de todos los 6rdenes estan acotadas lejos de s = 0. Luego,
es valido identificar a w con su serie de Fourier en t, esto es,

o0

w(t, s) an ) cos(But) + bn(s)sin(f,t) Ve R, s >0 (2.2)

™

a,(s) = %/OTw(t, s)cos(But)dt, b,(s) = %/OTw(t, s)sin(B,t)dt, B, = 2n

Asi, dado que la convergencia de la serie es uniforme lejos de s = 0, imponemos que ([2.2))
resuelva la ecuacion del calor para obtener las relaciones

Clg = 07 y CI,/T; = 5nbn7 b;; = _ﬂnan vn Z 17

de donde, dado que w es acotada, se sigue que aq es constante y

w(t,s) = 50 + Z e~ 5750) [, (50) cos(Bnt — cnl(s — 50)) 4 b (S0) Sin(But — cn(s — 50))]

n=1

donde ¢, = \/% y So > 0 esta fijo.

De esta manera, dado que a,(so) ¥ b,(so) decaen polinomialmente con n, deducimos que

lw(t,s) — K;| = O(e”**) cuando s — oc.
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uniformemente en ¢ € [0, 7], donde hemos definido

2 EeCQ Te 7

lo que concluye la demostracion.
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Capitulo 3

Homogeneizacion

El Teorema, es una extension de los resultados de Ishii y Souganidis 7], por un lado
en tanto en este contexto permitimos que el lado derecho f¢(x,u®) tenga dependencia en u®,
y por otro lado en tanto se establece una conexion (dada por las condiciones de borde en las
ecuaciones y (@) entre la homogeneizacion que ocurre al interior de los conjuntos C; N {2
v la formacion de boundary layers en sus frontetas.

Primero establecemos la convergencia al interior de C; N y lejos del punto critico z; € C.
Atn cuando las técnicas utilizadas en [7] aplican a pesar de la no linealidad (pues sélo se
requiere que f° sea acotada), presentamos aqui una demostracion alternativa, més simple,
que explota la uniforme elipticidad del Laplaciano.

Lema 3.1 Para cadai € T y U CC C; N existe C' > 0 tal que

1
/ |Duf|* + =|b- Duf|*dz < C.
U 9

DEMOSTRACION. Fijamos primero dos abiertos V' y W tales que U CC V CC W, y conside-
ramos una funciéon ¢ € CZ(W) tal que 0 < ¢ <1y ¢ =1 en V. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que ( = po H para alguna funcion suave ¢, y que 9V y OW estan formadas
por curvas de nivel de H, de modo tal que la normal a dichas curvas sea proporcional a DH.

Multiplicando por C2uf e integrando sobre W obtenemos
/ C|DufAdx + 2/ Cu*D(¢ - Dufdx = / Cfeufde,
W W W

donde hemos usado que

2 (u9)? o, . (w)? o 4 2 .
/ b- Dufu( dx:/ —Cb-ndl—/ ((¢*) o Hb- DH + ¢* o Hdiv(b)) dz = 0,
w ow 2 w2
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pues b-n =div(b) =b- DH = 0.

Se sigue de lo anterior que

/ | Duf[*da < C/ Cfeuf + |D¢[*d.
v w

Tomamos ahora un ¢ € CZ(V) que, como antes, suponemos sin pérdida de generalidad de
la forma ( = ¢ o H para algin ¢ suave.
Multiplicando por v = (?b - Duf e integrando sobre V' se obtiene

1
—/ C2|b- Duf|dz + / Duf - Duda = / C2 b - Dufda.
€Jv v v

La integral en el lado derecho se puede acotar por || f*||z2(v)||Cb- Duf|2(vy, mientras que la
segunda integral en el lado izquierdo se puede escribir como

/ C2DbDwf - Dufdz + 2 / Cb- DufD¢ - Dufdr + / D% -Dwf = 1) + I + I,
Vv 1% 1%

Tenemos que [11] < |[D2H | D 20, 1ol < 21DCNcll Dl 201G - DU p2qrr, v

D 12 D 12 D €2
]3:/C25.D(M) dr = (%.ﬁu_/ M(D(CQ)-bJrg‘Qdiv(b)) dxr = 0.
v 2 oV 2 v 2

Asi, vemos que X = ||¢b - Du||2(v) satisface la desigualdad
Lo
X2 <O+ X)
€

para alguna constante C' > 0, lo que concluye la demostracion.

Con este resultado podemos proceder con la

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [0.9] Una consecuencia directa del Lema anterior, junto a las esti-
maciones elipticas usuales, es que para cada U CC C;NE, existe un C' > 0 tal que ||u|| g2y <
Ce=1/2, Utilizando las inclusiones de Sobolev ¢ interpolacion entre L? y LP esto permite ob-
tener, para cada a € (0,1/2) y 2 < p < 00, una cota de la forma ||b - Duf||zp@) < Ce®.

A continuacion introducimos un difeomorfismo local similar al de [7]. Fijamos un zq €
QN C;\ {x;} v definimos una funciéon ® de una vecindad de (0, H(z()) en una vecindad de
xo por medio del problema con condiciones iniciales

WL yagt. )
2(0.5) = Y (1),
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con condicion inicial Y (h) dada por la solucion de la EDO

dY(h)  DH(Y(h))
dh  |DH(Y(h))|?’
Y (H(xo)) = 0.

Es directo que ®(0, H(xg)) = x¢ y det D® = 1, asi que ¢ es efectivamente un difeomorfis-
mo local, digamos @ : V' = (—9,9) x (H(xo) =6, H(z)+9) = U 3 xy, con U CC QNC;\{z;}.

Definiendo v* = u® o ® en una vecindad de (0, H(z()) tenemos, por lo comentado antes,
que

/ (vt [2dtdh < |D<1>|§O/ D2 < C,
Vv U

/ lvf |Pdtdh < / |b- DutPdx < CeP?,
v U

de donde, en virtud del Teorema 2.2} deducimos que [[v*|[cspy < C con B € (0,1/3), y
entonces también |u||cs iy < C.

Asi, igual que en la demostracion del Teorema [0.4] tenemos que existe un €; — 0 tal que
u® converge localmente uniformemente en cada Q N C; \ {z;}. Méas ain, dado que u° esta
acotada en H'(U) y ||b- Duf||%(U) — 0, se tiene entonces que el limite satisface b- Du = 0
en L? y también en el sentido viscoso, asi que necesariamente se tiene que el limite puede
escribirse como funciéon de H.

La convergencia en el punto critico x; (que esta en €2 solo cuando i € Z\ J) sera estudiada
por separado en un Lema posterior.

Ahora bien, dada la compacidad de u®, la convergencia de la familia completa serd con-
secuencia de la unicidad una vez que se haya establecido que cualquier limite localmente
uniforme de u® necesariamente satisface o (6)), segtin corresponda. Procedemos entonces
a estudiar el problema limite y su unicidad.

Supongamos primero que i € J, de modo tal que QN C; \ {z;} = QN C;.
Sea u; o H = lim;_, u® en QN C;.

Se tiene que, para cada ¢ € C§°(I;), luego de multiplicar por ¢ o H e integrar sobre
QNac;,

— Aufpo Hdx = fe(x,u®)p o Hdx
QNC; QNC;

Pero dado que ¢ € C§°(1;), es claro que ¢p o H = 0 cerca de 9(2N C;), asi que integrando por
partes
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—/ u*A(¢po H)dx = fe(z,u®)p o Hdx
ane;

QNC;
Ahora bien, sabemos que u% y f%(-,u%(-)) son acotadas y localmente uniformemente con-
vergentes en 2 N C; hacia u; 0 H'y f(-,u; 0 H(+)), respectivamente, por lo que se tiene que

—/ u; 0o HA(¢p o H)dx = f(z,u;0 H)p o Hdx,
QNC; QNC;
lo que puede ser escrito como
—/ u;o H¢" o HIDH|* + u; 0 HY' o HAHdx = f(x,u;o H)p o Hdx.
QNC; QNC;

Utilizando la féormula de coarea, esto puede ser reescrito como

I; I;

donde AH
B,(h) = / i}
"= . 1o

Ahora bien, para ¢ € Z., la normal unitaria exterior a £;(h) = 9D;(h) esta dada por
$%, asi que

Ai(h) = :F/ a—Hdl = q:/ AHdzx
D, (h) on D;(h)

De donde se sigue que A;(h) = O(|D;(h)|) — 0 cuando h — h; = H(z;).
Por otro lado, para cada [h_, hy] C H(C;), de la formula de coarea se tiene

hy
| Bwan= [ AHdz = F(A(hy) — Ai(h)).
. Di(h i \Di(h-)

Notando que A;(h;) = 0, se obtiene B; € L'(J;) y AL = B; en H(C,).

Volviendo a u;, esta tltima identidad implica que

- / ui(A;¢) dh = / Fi(h,uj)pdh Vo € C°(1;)

I I

Y entonces, dado que A; es de clase C! y positiva en I;, se sigue que u; € C?(I;) y resuelve

(Aad)) + Fi(h,u;) =0 en I,. (3.1)

Para establecer que u; € C*(I;), consideramos un intervalo [h_, h,] C I; cualquiera e
integramos (3.1)) para encontrar que

A(h il (hy) — Adh oY) = — / f(x,us 0 H)de.
Di(h4+)\D;(h-)
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Ahora bien, dado que i € J, se tiene que A; es estrictamente positiva en I;, y entonces, dado
que u; es continuo y acotado en I;, el lado derecho de la identidad anterior se mantiene aco-
tado, y es de hecho convergente, cuando h — h € oI, Asi, vemos que u; tiene una extension
C' tnica a I,.

Para i € Z\ J el mismo argumento usado antes sirve para establecer la regulairidad C*
hasta el borde h = 0. Sin embargo, aunque u; se mantiene acotado cuando h — h;, la funcion
A; se anula en dicho borde, asi que no es posible deducir de tnicamente si acaso u
converge cuando h — h,. Para sobrellevar esta dificultad, fijamos ¢ € Z,, h € I; y tomamos
un ¢ € C*(1;) tal que ¢'(h) = ¢'(h;) = ¢(h;) = 0y ¢'(h) = 1. Usando integracién por partes
deducimos de (1) que

out
— EA(po H)dx = € oo Hd
/ T /Di(h)u (60 H)da /Di(h)f(x?u)cb .

Luego, en virtud del Teorema de Green, podemos reescribir la primera integral como

—/ Ou dl = —/ Aufdr = fe(z, u®)dx,
omi(r) On Di(h) Di(h)

y asi, tomando €; — 0, obtenemos

h
/ f(x,u; 0 H)dx £ / u;(A;¢") dh = $/ f(z,u; 0o H)p o Hdx.
D;(h) h; D;(h)

Usando integracion por partes en la segunda integral y recordando (3.1)), la identidad anterior
se puede escribir como

A (hyl(h) = + / (@, us 0 H)da
D;(h)
Asi, por el teorema de diferenciacion de Lebesgue, concluimos que u; € C'(I;), con

En particular tenemos que u; es uniformemente continuo hasta el punto critico x;, un hecho
que sera relevante para estudiar la convergencia de u® en dicho punto.

Para deducir las condiciones de borde en y @ consideramos soélo el caso 1 € Z_N J,
pues el resto se puede estudiar de manera completamente analoga.
Sea ¢ € C=(I;) tal que ¢(h;) = $(0) = 0. Usando integracién por partes tenemos que

H
/ £¢ oHa—dl / uaA(gboH)dgj: f‘f(a:,ua)(boHda:
a(QNC;) on ane; Qné;

Pero

/ vt o n28a — ¢’(0)/ | DH|dl - ’(h)/ G| DH|dI
a(QNC;) on (hs)

Z/ £(t,0)dt — ¢ /TZ (t,0)d
0

eCOC;
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Asi que, tomando €; — 0 y aludiendo a los Teoremas |0.4] y |0.7] obtenemos
Te
2:/ %tmﬂ¢()/qw@®& / uioHA(¢poH)dz = fla, uoH)poHdz
eCoC; QNC; QNC;

Ahora bien, la tercera integral en el lado izquierdo puede escribirse como

0 0
h; h;

Asi, la integral en el lado derecho se cancela gracias a (3.1, y puesto que ¢'(0) y ¢'(h;) son
arbitrarios, deducimos de los Teoremas [0.5] y [0.8] que

Z/Teveto =Y Tk v A = [ w0 =Tk

eCOC; eCOC;

0
QNC; hi

Pero A;(0) = [, o IDH|Al = 3 ¢, Jo*dt = Do, Tes v andlogamente A;(h;) = T;, asi
que concluimos que u;(0) = K; y u;(h;) = k;, como se queria.

Finalmente establecemos la unicidad. Para esto, ﬁjamos 1e J y definimos w = u — v,
donde u,v € C?(I;) N C*(I;) son dos soluciones de (5). Integrando (5)) sobre I; vemos que

[Am%mz[mwm—ﬂwﬂmn (3.2)

Ahora, por un lado tenemos que

/Ii A(w') dh = /1, /Ei(h) |DH (z)|w'(h)*dldh = /chi |DH|*(w')?oHdx = /chi |D(wo H)|*dx
y, por otro lado,
[ 1B = Fojudn = [ DH ) = £ o) ohdidn
I; I, J2i(h)

= O f(z,r(x))w? o Hdz,
QNC;

para algin r(x) € [u(H(x)),v(H(z))]. Luego,

/ch. |D(wo H)|* — 0,f(z,0)w?* o Hdz = / [0, f(x,7(x)) — 0, f(z,0)]w® o Hdx

QNC;

Pero méxgne, 0, f(x,0) = A < A(Q2NC;), asi que la desigualdad de Poincaré permite estimar

)\A
D(wo H)> -9, x,0w2odez(1——’>/ D(w o H)|*dz,
/mu )2 - 0, f(2,0) soncy) [ 1pwe )

28



mientras que el hecho de que 0, f(x,r) < 0.f(x,0) para todo x € , r € R implica que
[ 100w r@) = 9@, 0)u? o Hiz <o
QNC;

y entonces [, . |D(w o H)|*dz = 0 asi que v = v en I;.

La demostracion para el caso en que ¢ € Z\ J es completamente analoga, salvo que (3.2)
debe ser deducida con mayor cuidado. En efecto, de (@ se tiene que

/[E(h,u) — Fi(h,v)]wdh = —Aw/w‘al +/ A(w')*dh.
[i C Ii

Ahora bien, aunque w(h;) no necesariamente es cero (en contraste con el caso anterior), lo
que si sabemos es que w'(h) se mantiene acotado cuando h — h;, y también tenemos que

Ai(h;) = 0, asi que en cualquier caso Aw’w‘ = 0. Con esta observacion el resto de la
ol

demostracion se sigue igual que antes. O]

A continuacién concluimos la demostracion del Teorema estableciendo la convergencia
localmente uniforme de u® hasta el punto critico x;.

Lema 3.2 Para cada i € T\ J existe una vecindad V. C C; de x; tal que u® converge
uniformemente en V.

DemosTRACION. De acuerdo a lo ya demostrado, sabemos que u® converge locamente unifor-
memente en V' \ {z;}, para cada vecindad V' de ;. Consideramos entonces los limites

ut =limsup*u® and = liminf,u%,

en términos de los cuales la conclusion del lema se sigue si u™*(z;) = u™(z;).

Fijemos i € Z_ tal que AH (z;) > 0y h; = H(x;) <0 (el resto de los casos son anélogos).
Dado que z; es un punto critico no degenerado, se sigue que Vs = {x € C; : H(z) < h; + 0}
es una vecindad de x; para cada § > 0 suficientemente pequeno.

Fijamos ahora un dp > 0 tan pequeiio que [_B“ hi + o) = H(V).
Para cada § € (0,dy) definimos ¢/° € C*([h;, h; + o)) como

PR = @+ b= h) +olh) & méx [ ()~ ulhi + O)| + (i +0) = ()],
r)=h;+

donde C' es una constante a ser escogida.

Notar que, por construccion, ¢/°(H(x)) > u®(x) en Vs y

lim ¢*°(H(x)) = ¢°(H (x)) := C(0 + hi — H(x)) +us(hi) + |ui(hs) — wi(hi + 0)],

Jj—00
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uniformemente en Vs, para cada ¢ € (0, dp). Méas atin, dado que u; es uniformemente continuo,
¢°(hi) = ui(h;) + o(1) cuando § — 0 . Asi, si logramos establecer que ¢/° o H > u en Vj,
se tendra entonces que ¢° o H > u™ en Vs, de donde vemoes, evaluando primero en z; y

tomando luego § — 0, que u™(H(z;)) < u;(h;). Una construccion similar permitiria entonces

establecer la desigualdad complementaria u™ (H (z;)) > u;(h;), de donde el resultado se sigue.

Para establecer que ¢’° o H > u% en Vj pretendemos utilizar el principio del maximo, por
lo que basta probar que

—A(¢?P o H) +e7'b-D(¢"° 0 H) > f(x,u) en Vj,
para todo j € N suficientemente grande y 6 > 0 suficientemente pequeno.

Ahora, b- D(po H) =¢ c Hb- DH =0y A(po H) = ¢’ o HAH + ¢"" o HIDH|?, asi que

~A(¢" o H)+e7'b- D(¢™ o H) = CAH,

y entonces, dado que AH (x;) > 0, se puede escoger &y > 0 tal que AH > « en Vj para algin
a > 0y todo § € (0,09), y entonces, escogiendo C' suficientemente grande el resultado se
sigue. O

Concluimos con la demostracion de la convergencia hasta el borde £;(h;) cuando la con-
dicion de borde limite es constante en dicha region.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [ILI0L Sea j € J y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que H <0 en Cj.
Definimos para cada A > 0 la funcién

or(h) = Me — 1)(h — h;) — rh=h) 1,
Se verifica que ¢ (hj) = ¢a(h; + A71) = 0. Ademas,
~A(pyo H) +e7'b- D(pro H) = N2 M|DH? + X [M7h) — e + 1] AH
Luego, si denotamos A = D(h;, h; + A1), m =inf4 |DH|* y M = sup, |AH]|, se tiene que
~A(pro H) +e7 - D(¢pro0 H) > mA? —2M\ en A,

y entonces, para A > )\g, con

M M\ 2
=—+1=) +1,
m m

se tiene que —A(¢yo H) +e'b- D(¢yo H) > 1 en A.

Se sigue que la funcién
VM) = || flloon 0 H +méx{|u(x) —u; (H(2))] : @ € A} +uy(hy) + [uj(hy +A71) —uy(hy)]
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satisface
—AVA+ 7D > —AuE +e70- DU en A

para todo A > Aoy € > 0, y ademds por construccién v=* > u° sobre OA, asi que del principio
del maximo tenemos que u° < v>* en A.

Tomando & — 0 se tiene entonces que ut(x) < u;(h;) + |u;(h;) — uj(h; + \71)| para z €
Li(h;), y esto es valido para todo A > Ay, asi que tomando A — oo y usando la continuidad
de u; concluimos que u™(z) < u;(h;) sobre £;(h;). La desigualdad complementaria se obtiene
de manera anéloga. O
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Capitulo 4

Aplicaciéon a un Problema Periédico

En esta seccion estudiamos el comportamiento asintotico de un problema de reaccion-
difusion estacionario, en el cual existe adveccion de magnitud grande, modelada por e ~1b- Duf.
En este contexto el campo vectorial b desribe un flujo periédico celular con potencial de
velocidad H(x,y) = sin(7z) sin(my), y el problema a estudiar se sittia en el cilindro infinito
Q=(0,2n) x R, con n € N.

Mas precisamente, suponemos que f € C'7(R) es una no-linealidad de tipo KPP y u es una
solucion del problema con condiciones de borde

—Auf +e7 - Duf = f(uf)  en Q,

us(x7y+2) = ua(m’y) V(.%,y) 6 Q? (4 1)
u* =0 sobre {0} x R '
ut =1 sobre {2n} x R

La finalidad de estudiar este problema es mostrar, por un lado, que gracias al Teorema [0.5
es posible encontrar las constantes limite sin necesidad de resolver el problema de la ecuacion
del calor asociado, sino que explotando la independencia de dichas constantes sobre la no
linealidad de la ecuacion. Por otro lado, este ejemplo nos permitird verificar que la regiéon de
convergencia dada por el Teorema [0.4] es 6ptima, pues en este problema las funciones limite
ve son discontinuas en algunos de los puntos criticos de H, lo que impide que la convergencia
uniforme pueda incluirlos.

Una aplicacion estandar del principio del méximo y el Lema de Hopf permite mostrar que
0 < u® < 1en () para todo € > 0. Mas ain, las estimaciones de Schauder muestran que
uf € C37(Q), y entonces la regularidad y la cota en L™ para u® se satisfacen de acuerdo a lo
que se ha estudiado.
Las celdas en este contexto son los cuadrados C; ; = (i —1,i) x (j —1,7),coni € {1,...,2n} y
j € Z, y el valor propio principal de —A en cada uno de estos dominios es 272, por lo que las
hipotesis adicionales f/(0) < 272 y f concava son suficientes para garantizar la validez de los
resultados obtenidos antes en este contexto. Notar que, aunque el dominio en este contexto
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no es acotado, la periodicidad de este problema permite sobrellevar esta dificultad, pues para
descrbir el comportamiento de u® basta estudiar lo que ocurre en una cantidad finita de celdas.

Para estudiar el comportamiento asintotico de u® al interior de las celdas, consideramos
primero el problema en que f es reemplazada por la funcion nula, el cual sabemos, en virtud
del Teorema comparte las mismas propiedades que u® cerca del nivel critico {H = 0}.
Asi, consideramos la solucion v° del problema

—AvF +e7 - DvF =0 en (),

vi(z,y +2) = v(w,y) V(z,y) € Q,

v* =0 sobre {0} x R
v¥ =1 sobre {2n} x R

(4.2)

Se sigue del principio del maximo que tiene una tnica solucion v* € C3(€), incluso
si reemplazamos n por cualquier otro entero positivo. En particular, si w® es la solucion de
(4.2) para n =1, en virtud de la unicidad tenemos que v° puede ser descrita como

¢ p 1.
viay) =5+ wi(z—py) para (z,y) € [pp+2 xR

Ahora bien, en lo que conciernte al comportamiento asintético de w®, tenemos que para cada
(,4) € T la solucion de @ esta dada por w ;) (h) = f((i,j), donde f((i,j) es la constante dada
por el Teorema Asi, w® (y por lo tanto también v°) converge localmente uniformemente
hacia constantes en cada una de las celdas.

Por otro lado, utilizando que H(z + p,y + q) = (—=1)P™H(z,y) para p,q € Z y (x,y) € R?
obtenemos las relaciones de simetria w®(2 —z,y) + w(z,y) = 1, w(z+ 1y +1) = 1 +w(z,y)
y wf(z,1 —y) = w(z,1 +y). Asi, tomando € — 0 vemos que las constantes f((i,j) satisfacen
K(Lj) +K(27]’) =1, lg(lj-i‘l) = %—’:K(Lj) Vv K(i,j) = K(i,j’) para todo j,j/ e€Zei=1,2. Esto a
su vez implica que K j) = 411 y K ) = % para todo j € Z, y en consecuencia las constantes
correspondientes a v°, denotadas por K, ), satisfacen

21 —1

K(i,j) = Vi € {1,...,27?,}, j S/

Ahora bien, dado que sabemos que u° y v® comparten el mismo comportamiento asintotico
en el nivel critico { H = 0}, esto implica que las constantes K(; ;) encontradas son las mismas
que da el Teorema para u®, y por lo tanto el comportamiento asintético de u® en cada
celda C; ;) queda completamente determinado al resolver (@ con las constantes encontradas
antes como condiciones de borde.

Como ya mencionamos, la familia {v. }.ce dada por el Teoremaes la misma para ambos
u® y v, puesto que comparten las mismas condiciones de borde sobre 0€2. Consecuentemente,
para estudiar el comportamiento asintotico de u® cerca de {H = 0}, basta con estudiar el
problema analogo para w®, el cual, dadas sus simetrias, es considerablemente mas sencillo.
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Figura 4.1: Solucién numérica de 1D con e = 1073, f(u) = 10u(l —u) y n = 2.

En términos de u®, la convergencia hacia constantes de w® al interior de cada celda permite
predecir la formacion de boundary layers de tamano % entre cada par de celdas contiguas
Cij) ¥ Clis1,j) (en el eje x), y de tamario - sobre 0Q, en z =0y z = 2n.

Por otro lado, aunque cada par de celdas contiguas C(; ;) ¥y C(;j11) (en el eje y) comparten
el mismo valor de K(; ;) , a continuacion mostraremos que entre ellds también se producen
boundary layers. Sin embargo, a diferencia del resto de las celdas, el tamano de estos boundary

layers varfa a lo largo e € £.

Sea {we}, .z la familia dada por el Teorema correspondiente a w®. Dada la simetria
del problema, basta considerar los arcos sobre el borde de [0, 1] x [0, 1], que enumeramos por
{1,2,3,4}, donde 1 y 3 son los arcos izquierdo y derecho, y 2 y 4 son los arcos superior e
inferior, respectivamente. Las relaciones de simetria de w® permiten ver que wq(t, ) y wy(t, )
son funciones pares que satisfacen wy(t,s) = % — wy(t, s), mientras que wy y ws satisfacen
wy(t,s) = 3 —ws(t, s), con las condiciones de borde wy(t,0) = 0y ws(t,0) = 3. Mas atin, el
Teorema dice que lim, o w;(t, s) = % para i =1,2,3,4.

Ahora bien, dado que wy(0,:) > 0y limg 4. wy(0,s) = i > 0, se sigue que wy(t,:) > 0,
y por lo tanto ws(t,-) < % para todo t > 0. En particular, vemos que w;(0,-) y ws(0,)
tienen una discontinuidad de salto en s = 0 de tamano 1 — 2wy (75, 0) > 0, mientras que las
condiciones de compatibilidad muestran que wy(0, -) y w4(0, -) son continuas en todas partes.
Esto muestra de paso que efectivamente la convergencia localmente uniforme del Teorema
no puede, en general, incluir a los puntos criticos de H sobre {H = 0}.

Asi, la restriccion w® o Xs(+,0) es localmente uniformemente a una funcién continua cuyo
valor es cero en t = 0, por lo que necesariamente debe haber un boundary layer sobre este
arco, cuyo tamano es }l en t = 0 y decrece cerca de este punto. A partir de esto deducimos
que, para el caso de u®, existen boundary layers entre cada par de celdas contiguas Cy; ;) y

Clij+1). a pesar de que las constantes correspondientes coincidan.
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Capitulo 5

Ondas viajeras en Fisher no Local,
Problemas Abiertos

El objetivo de este capitulo es describir varios problemas abiertos relacionados con la
ecuacion de Fisher no local

g — Au = pu(l — pxu), = €R? (5.1)

donde el niicleo ¢ es una funcién no negativa integrable y tal que fRd o(x)dx = 1.

La ecuacion ({5.1)) es una extension de la ecuacion de Fisher clasica, que toma la forma

uy — Au = pu(l —u), = €RL (5.2)

Es sabido que las tnicas soluciones estacionarias, acotadas y no negativas de esta ecuacion
son los estados homogéneos v = 0 y u = 1, y que para ¢ > 2,/u la ecuacion admite
soluciones tipo ondas viajeras de la forma u(t,z) = U(x — ct), con condiciones de borde
U(—o00) =1, U(+00) = 0 y un perfil U(x) estrictamente decreciente (ver Aronson [1]).

Numerosos resultados anteriores indican que, cuando u es suficientemente pequeno, las
soluciones de se comportan cualitativamente de la misma manera que las de . Adi-
cionalmente, estudios numéricos sugieren que cuando el valor de u crece, si bien las soluciones
tipo ondas viajeras persisten, su monotonia se pierde, dando origen a soluciones que conectan
el estado u = 0 con un estado periddico distinto de v = 1. En esta direccion, Perthame y
Genieys [II] estudian el comportamiento de las soluciones de en el limite y — oo (con
un escalamiento adecuado en la variable temporal), encontrando evidencia de concentracion
en masas de Dirac para ciertos ntcleos ¢, cuya transformada de Fourier, QAB, cambia de signo.

Berestycki, Nadin, Perthame y Ryzhik [3]| establecen rigurosamente la no existencia de
soluciones estacionarias no triviales, asi como la existencia de soluciones de tipo ondas viajeras
y algunas de sus propieades. Las hipotesis adicionales requeridas sobre el nicleo son que
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$(0) > 0, ¢ € Cy(R) y [p2*¢(x)dz < co. Bajo estas condiciones, se tiene el siguiente
teorema, que establece un paralelo entre la trivialidad de las soluciones estacionarias de (5.1)

y (6:2):

Teorema 5.1 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Para todo ¢ existe jio > 0 tal que,
para 0 < p < g, las dnicas soluciones estacionarias, acotadas y no negativas de son
u=0yu=1l.

Mds aun, st (ﬁ > 0 en RY, entonces lo anterior vale para todo p > 0.

En cuanto a la existencia de ondas viajeras, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.2 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Para cada ¢ > ¢* (i) = 2,/1 existe
u € CZ(R) tal que

u +cu' + pu(l — pxu) =0,
lim, o u(x) =0, (5.3)

liminf, , - u(x) > 0.

Ademds, para cada ¢ existe un pg > 0 tal que, para 0 < p < pg, la solucion de satisface
lim, o u(x ) = 1.
Mds aun, si (/5 > 0 entonces lo anterior vale para todo p > 0.

La condicion de borde débil liminf, , . u(x) > 0 es necesaria puesto que la evidencia
numérica presentada por Nadin, Perthame y Tang [9] sugiere que existen soluciones que
no convergen a 1 sino que se comportan como una perturbacion periédica de dicho estado
homogéneo.

En esta direccion, también en [3] se muestra que, en efecto, bajo ciertas condiciones las
soluciones de ({5.3)) no pueden ser monotonas y simultdneamente satisfacer lim,_, . u(z) = 1:

Teorema 5.3 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Si [, e “g(x)dr < oo para todo
A € R, entonces existe ¢(p) tal que, para ¢ < ¢(u), las soluczones de (5.3) no pueden satisfacer
lim, oo u(x) =1 y ser al mismo tiempo mondtonas en algin intervalo (—oo, —R).

Esto quiere decir que la monotonia de la onda viajera estd intimamente relacionada con
la rapidez con que se mueve. De hecho, Fang y Zhao [5] prueban que la reciproca también es
cierta:

Teorema 5.4 (Fang-Zhao, 2011) Para cada ¢ tal que [p e ¢(x)dx < oo para todo X €
R eziste una funcion ¢ : [py,00) — [0,00) tal que admite una solucion mondtona
decreciente u € CE(R) con lim,, . u(z) =1 si y sdlo sz’ c > max{c(u),c*(pn)}.

La funcién ¢ en este teorema estd dada implicitamente como la inversa de la funciéon
s(c+ s)
O(s)
chitz continua y asintéticamente lineal cuando pu — oo .

¢ >0~ fi(c) = supy , con D(s) = [ e *“¢(x)dx. Se tiene que ¢ es concava, Lips-

Con estos resultados se tiene un cuadro parcialmente completo de las soluciones de (j5.3)),
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quedando abierto el problema de describir comportamiento de las ondas viajeras en la region
del espacio de parametros ¢* (1) < ¢ < ¢(p).

Por ejemplo, cuando gzg > (), sabemos que existen ondas viajeras tales que lim, , ., u(z) = 1,
pero por el teorema anterior, si ¢*(u) < ¢ < ¢&(u), salvo la falta de monotonia, el comporta-
miento asintotico de u(z) cuando z — —oo es desconocido.

Atin mas dréstico es el caso cuando ngS cambia de signo, pues alli se desconoce si acaso las so-
luciones de (5.3)) satisfacen siquiera lim,_, -, u(z) = 1 cuando p es grande y ¢*(u) < ¢ < ().

Esto ultimo plantea la pregunta de si acaso existe un tercer umbral ¢**(u) < é(u) tal
que, cuando ¢ cambia de signo, y () < ¢ < é(u), sea posible al menos garantizar que
lim, , - u(x) = 1, atin cuando en esta region es imposible que u sea monotona. Un hipotético
umbral ¢** de esta forma tendria, por fuerza, que satisfacer ¢** = ¢* cuando quS > 0.

El programa propuesto para explorar estas preguntas consiste en estudiar, en analogia con
lo hecho por Perthame y Génieys [11], el comportamiento asintotico de u = u(u, ¢) cuando
se recorre el espacio de parametros (u, c) en la region ¢* () < ¢ < é(u) y se toma pu — oo.

Mas precisamente, se propone estudiar el comportamiento asintético, cuando € — 0, de
las soluciones u. de la ecuacion

u? +c(e)ul + e 2u (1 — p*u.) =0

donde c(¢) satisface 2 < ec(e) < ec(e7?).

Una forma de estudiar esta ecuacion es considerar la funcion w.(z) = elogu.(z), que
resuelve la ecuacion

ew! + |wl)* +ecle)wl +1— ¢ xu. = 0.

Se conjetura que, en este régimen, un fenémeno de concentracion en masas de Dirac similar
al observado en [II] podria ocurrir si el crecimiento de ¢(¢) cuando € — 0 es suficientemente
lento.
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Conclusi6n

Ademaés de la unificacion de los principales resultados de convergencia de Ishii y Souganidis|7]
con los de Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [I0] en un cuadro comin, las demostraciones pre-
sentadas en este trabajo son significativamente méas simples, siendo esenciales en este respecto
las técnicas de la teoria de soluciones viscosas de ecuaciones elipticas, junto a los resultados
de Berestycki y Hamel [2].

En cuanto a la extension de los resultados obtenidos en esta memoria a ecuaciones que

involucren un operador eliptico general como el de Ishii y Souganidis [7], es de esperar que,
con los argumentos utilizados por dichos autores, la convergencia al interior de las celdas
siga siendo cierta, con las modificaciones correspondientes al problema homogeneizado. Por
otro lado, también es de esperar que la convergencia sobre los bordes £;(h;) y el estudio del
problema de la ecuaciéon del calor sobre el grafo pueda ser demostrada con los argumentos
presentados aqui, si el operador se supone uniformemente eliptico en estas regiones.
Por otro lado, atin cuando es posible recuperar la convergencia uniforme hasta las porciones
de la frontera L£;(h;) cuando la condiciéon de borde limite es constante, no se ha podido esta-
blecer si acaso lo mismo vale sobre el grafo. Es de esperar que un resultado de este tipo sea
cierto, pero la demostracion es un problema abierto.

Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [I0] proveen numerosas estimaciones sobre la tasa de
convergencia de uf, siendo particularmente interesantes las cotas sobre la norma H' de las
sucesivas aproximaciones construidas, y las cotas sobre la oscilacion de u® en las celdas. Por
esta razon, atn cuando, al menos cualitativamente, aqui se establece un paralelo con estos
resultados, y en un contexto mas general, semi-lineal, con estimaciones uniformes en lugar
de H', la reduccion en la complejidad de los argumentos tiene como consecuencia la pérdida
de informacién cuantitativa que si es encontrada por estos autores. La obtencién de dicha
informacion en este contexto es un problema abierto.

Finalmente, en la presentaciéon de la ecuacién de Fisher no local sélo se describe el estado
actual de la investigacion, junto con posibles formas de abordar los problemas abiertos en-
contrados. Se espera que las técnicas empleadas por Perthame y Génieys [11] puedan dar luz
sobre el comportamiento asintético del problema singularmente perturbado asociado. Dichos
autores estudian el problema de evoluciéon en un dominio perioédico, siendo una de las princi-
pales dificultades que, dependiendo de las condiciones iniciales, el sistema puede o no exhibir
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concentracion en masas de Dirac. En el contexto del problema propuesto en este trabajo, las
condiciones inciales no juegan ningin rol y por lo tanto es de esperar que los resultados que
se puedan obtener en esta direcciéon sean més conclusivos. No obstante lo anterior, la falta
de periodicidad en este contexto impide realizar un paralelo directo entre ambos problemas,
lo que plantea la necesidad de utilizar una estrategia distinta para estudiar la convergencia.
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