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FECHA: 30/07/2013
PROF. GUÍA: PATRICIO FELMER

PERTURBACIONES PEQUEÑAS DE FLUJOS HAMILTONIANOS

En esta memoria se estudia el comportamiento asintótico de un problema elíptico singu-
larmente perturbado que presenta diversos fenómenos de interés, entre los cuales destacan la
formación de boundary layers y homogeneización. Este tipo de problemas aparece en el es-
tudio de perturbaciones estocásticas pequeñas de sistemas Hamiltonianos, así como también
en el contexto de fenómenos de transporte en �uídos sujetos a velocidades de advección de
gran magnitud. Ambos tipos de problemas han sido estudiados anteriormente bajo distintas
hipótesis estructurales, y en este trabajo se presentan nuevos resultados que permiten rela-
cionar los distintos comportamientos exhibidos por el sistema.

Por un lado, la aparición de boundary layers en este sistema ha sido estudiada en deta-
lle en trabajos anteriores, habiéndose obtenido una descripción completa, si bien no menos
compleja, en términos de la geometría del dominio y su relación con el término de advección,
que es la fuente de la perturbación. En este trabajo se extienden los resultados mencionados
a problemas no lineales, y se profundiza en la descripción de este fenómeno, particularmente
en términos de la convergencia.

Por otro lado, el orígen de la perturbación singular en sistemas Hamiltonianos ha sido ex-
plotado extensivamente mediante técnicas probabilísticas. Recientemente nuevos resultados
han sido obtenidos mediante la introducción de técnicas de ecuaciones en derivadas parcia-
les, las que han permitido establecer una caracterización explícita en términos de ecuaciones
diferenciales ordinarias del fenómeno de homogeneización que exhibe este problema. Además
de la introducción de no linealidad en el sistema, en este trabajo se presenta una descripción
detallada de la relación que existe entre la homogeneización y la formación de boundary layers.

Finalmente, se describe un problema de otra naturaleza, relacionado con la ecuación de
Fisher no local. Este problema ha suscitado considerable interés recientemente debido a la
complejidad y diversidad de comportamientos que exhibe, particularmente en cuanto se re�ere
a las propiedades de las ondas viajeras presentes en el sistema.

ii



Tabla de Contenido

Introducción 1

1. Coordenadas Locales 11

2. Comportamiento Asintótico en los Boundary Layers 14

3. Homogeneización 23

4. Aplicación a un Problema Periódico 32

5. Ondas viajeras en Fisher no Local, Problemas Abiertos 35

Conclusión 37

Bibliografía 39

iii



Índice de �guras

1. Dominio estudiado en [7] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2. Dominio estudiado en [10] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
3. El dominio Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

4.1. Solución numérica de (4.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

iv



Introducción

En este trabajo se estudia el comportamiento asintótico, cuando ε→ 0, de las soluciones
uε del problema {

−∆uε + ε−1b ·Duε = f ε(x, uε) en Ω,

uε = gε sobre ∂Ω.
(1)

Aquí b : R2 → R2 es un campo vectorial de la forma b = DH = (Hx2 ,−Hx1), con H ∈ C4(R2)
una función cuyos puntos críticos son no degenerados, y la frontera del dominio Ω ⊂ R2 está
formada por curvas de nivel de H.

Formalmente, si al tomar ε → 0 las soluciones uε de (1) convergen localmente uniforme-
mente a una función u, y adicionalmente ĺımε→0 εf

ε(x, uε(x)) = 0, entonces u es una solución,
en el sentido viscoso, de la ecuación

b ·Du = 0.

Ahora bien, cuando Ω es una vecindad de un conjunto de nivel regular de H, se puede ver
que todas las soluciones viscosas de esta ecuación son constantes sobre las curvas de nivel de
H en Ω. Así, bajo estas condiciones, el límite debe ser de la forma ũ ◦H.

En esta dirección, la misma conclusión vale también cuando Ω es una vecindad de un
conjunto de nivel crítico de H. Más precisamente, Ishii y Souganidis [7] estudian la ecuación{

−div(MDuε) + (b0 + ε−1b) ·Duε = f(x) en Ω,

uε = gε sobre ∂Ω,
(2)

cuando H tiene un punto silla en el orígen, y Ω es una vecindad del nivel crítico correspon-
diente.
Introduciendo la notación

L(c) = {x ∈ R2 : H(x) = c}

para los conjuntos de nivel de H, y suponiendo sin pérdida de generalidad que H(0) = 0, el
dominio queda descrito naturalmente como Ω = L(0) ∪

⋃3
i=1 Ωi, donde

Ωi ⊂ {x ∈ R2 : hi < H(x) < 0} para i = 1, 2

y Ω3 = {x ∈ R2 : 0 < H(x) < h3},

con h1, h2 < 0 y h3 > 0 (ver Figura 1).
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Figura 1: Ilustración del dominio Ω estudiado en [7]. La línea punteada corresponde al nivel crítico
{H = 0}.

La matrizM : Ω→ R2×2 se supone semi-de�nida positiva y tal que, para cada i ∈ {1, 2, 3}
y h ∈ H(Ωi) =: Ii, existe un xih ∈ L(h) ∩Ωi con M(xih)DH(xih) ·DH(xih) > 0. Esta forma
débil de no degeneración resulta útil cuando se estudia (2) en el contexto de perturbaciones
estocásticas de sistemas Hamiltonianos, como es el caso estudiado por Freidlin y Weber [6].
Por último, la condición de borde gε se supone uniformemente convergente sobre cada porción
del borde L(hi) ∩ ∂Ωi a constantes ki, i = 1, 2, 3.

Bajo estas hipótesis se tiene el siguiente resultado, demostrado en [7]:

Teorema 0.1 (Ishii - Souganidis, 2012) Existen funciones ui ∈ C1(Ii) ∩ C2(Ii) tales que
uε → ui ◦H uniformemente en Ωi cuando ε→ 0.

Más aún, las funciones {ui}i=1,2,3 están únicamente determinadas por el sistema


−(Aiu

′
i)
′ +Biu

′
i = Fi en Ii,

A3(0)u′3(0) = A1(0)u′1(0) + A2(0)u′2(0),

u1(0) = u2(0) = u3(0) y ui(hi) = ki,

donde los coe�cientes están dados por

Ai(h) =

∫
L(h)∩Ωi

MDH ·DH
|DH|

dl,

Bi(h) =

∫
L(h)∩Ωi

b0 ·DH
|DH|

dl,

Fi(h) =

∫
L(h)∩Ωi

f

|DH|
dl.

De acuerdo a este teorema, se tiene que, como se comentó antes, las soluciones de (1)
se vuelven constantes sobre las curvas de nivel de H incluso cuando éstas contienen puntos
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críticos, al menos en el caso lineal. Más aún, el límite queda completamente determinado por
una ecuación diferencial ordinaria obtenida al promediar (1) sobre las curvas de nivel de H.

La existencia de puntos críticos de H sobre la frontera de Ω permitiría que un nivel crítico
de H pudiera estár contenido tanto en ∂Ω como en Ω. Un ejemplo en que esta situación
ocurre, que es estudiado en mayor detalle en el Capítulo 4, está dado por

Ω = (0, 2)× (0, 2),

y H(x, y) = sin(πx) sin(πy).

En este caso el conjunto de nivel L(0) ∩ Ω es todo ∂Ω, junto con los segmentos {x = 1, 0 <
y < 2} y {0 < x < 2, y = 1}.
Para este tipo de dominios es posible imponer una condición de borde gε no constante so-
bre ∂Ω, forzando entonces que uε no pueda volverse constante sobre el conjunto de nivel
correspondiente. Bajo estas condiciones no es claro qué ocurre con uε al interior del dominio,
particularmente cerca del conjunto de nivel crítico en cuestión.

Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [10] estudian la ecuación (1) en un dominio de este tipo,
en el caso particular en que f ε ≡ 0. En dicho artículo se considera un dominio Ω tal que
∂Ω ⊂ L(0) y Ω∩L(0) 6= ∅, con una condición de borde gε = g no constante a lo largo de ∂Ω.
Se supone también que el conjunto de nivel L(0) contiene puntos críticos tanto en la frontera
como en el interior del dominio.

Bajo estas condiciones, en [10] se presentan numerosos resultados de interés, tanto desde
el punto de vista matemático como del punto de vista físico. El siguiente teorema resume
los resultados de [10] que dicen relación con la convergencia y formación de boundary layers,
que son aquellos que se relacionan más directamente con los problemas abordados en esta
memoria.
En lo que sigue denotamos por {Ci}i∈I a la familia de componentes conexas de Ω \ L(0)
(llamadas celdas de �ujo por la naturaleza del problema), donde I es un conjunto �nito de
índices.

Teorema 0.2 ( Novikov - Papanicolaou - Ryzhik, 2005) Sea uε una solución de (1) con
f ε ≡ 0 y gε = g no constante y su�cientemente regular. Se tiene entonces que

1. Para cada i ∈ I existe Ki ∈ R tal que uε → Ki localmente uniformemente en Ci cuando
ε→ 0,

2. Existen C > 0 y h0 > 0 tales que, para todo ε > 0, i ∈ I y 0 < h < h0 ,∫
{|H|>h}∩Ci

|Duε|2dx ≤ C
( ε
h2

)3/8

,

y osc{|H|>h}∩Ciu
ε ≤ C

( ε
h2

)3/4

,
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Figura 2: Ilustración del dominio Ω estudiado en [10]. La línea continua, al interior y sobre la
frontera de Ω, corresponde al nivel crítico {H = 0}.

3. Existe C > 0 tal que
1

C
√
ε
≤
∫

Ω

|Duε|2dx ≤ C√
ε
.

Estos resultados muestran que el comportamiento asintótico de uε lejos del nivel crítico
L(0) está bien controlado: hay convergencia hacia constantes al interior de cada celda, y ésta
se produce con una tasa conocida tanto en L∞ como en H1. Por otro lado, cerca del nivel
crítico, deben producirse boundary layers, cuya escala crítica, de acuerdo a los puntos 2 y 3
del teorema, es de orden

√
ε .

Además de estos resultados, en [10] se presenta un estudio detallado del comportamiento
en los boundary layers basado en la construcción de sistemas de coordenadas locales cerca
de L(0), y en una serie de aproximaciones preliminares de uε en esta región. Los resultados
obtenidos en esta dirección no son enunciados aquí, puesto que requieren introducir nume-
rosas construcciones preliminares, en su mayoría similares a las utilizadas más adelante en
los teoremas 0.4 y 0.5. Más aún, los resultados obtenidos en [10] son similares a los de los
teoremas mencionados, salvo que la convergencia encontrada en dicho artículo es en norma
H1 en lugar de L∞.

En esta memoria el dominio Ω bajo estudio es similar al utilizado en [10], salvo que
aquí permitimos que existan agujeros en el dominio en ciertos niveles regulares de H. Esta
extensión es introducida con el �n de hacer un paralelo más natural entre este problema y el
estudiado en [7].
Más precisamente, para construir Ω, consideramos primero un dominio Ω′ ⊂ R2 tal que
∂Ω′ ⊂ {x ∈ R2 : H(x) = 0}, y denotamos por {Ci}i∈I a la familia de componentes conexas
de {x ∈ Ω′ : H(x) 6= 0}. Suponemos que H tiene un y sólo un punto crítico xi en cada Ci,
que es necesariamente un extremo local, y denotamos por I+ e I− a los subconjuntos de I
tales que H(xi) = máxCi H y H(xi) = mı́nCi H, para i ∈ I+ e i ∈ I−, respectivamente.
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Figura 3: Ilustración del dominio Ω y sus componentes.

Así, el dominio Ω se construye a partir de Ω′ como

Ω = Ω′ \
⋃
j∈J

{x ∈ Cj : |H(x)| ≥ |hj|},

donde J ⊂ I, y hj ∈ H(Cj \ {xj}) para cada j ∈ J . Grá�camente esto signi�ca que, para
cada j ∈ J , la celda Cj es perforada en el nivel de energía H = hj.

Para cada i ∈ I± y h ∈ H(Ci) de�nimos Di(h) = {x ∈ Ci : ±(H(x) − h) ≥ 0} y
Li(h) = ∂Di(h) = {x ∈ Ci : H(x) = h}. Con esta notación se tiene que Ω = Ω′ \

⋃
j∈J Dj(hj)

y ∂Ω = ∂Ω′ ∪
⋃
j∈J Lj(hj).

Las hipótesis sobre el comportamiento asintótico de gε ∈ C(∂Ω) y f ε ∈ C1,γ(Ω × R) son
las siguientes:

1. Existe g ∈ C(∂Ω) ∩C2,γ(∂Ω \ {x ∈ ∂Ω : DH(x) = 0}) tal que ĺımε→0 g
ε = g uniforme-

mente sobre ∂Ω,

2. Existe f ∈ C1(Ω× R) tal que ĺımε→0 f
ε = f localmente uniformemente en Ω× R,

3. f ε y
∂f ε

∂s
están uniformemente acotadas con respecto a ε > 0 en L∞(Ω× [−R,R]) para

cada R > 0,

4. Para cada i ∈ I existe λi ∈ R tal que

máx
(Ω∩Ci)×R

∂f

∂s
(x, s) = máx

Ω∩Ci

∂f

∂s
(x, 0) = λi < λ(Ω ∩ Ci),
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donde λ(V ) denota el valor propio principal de −∆ correspondiente a un dominio
acotado V ⊂ R2, con condición de borde Dirichlet nula sobre ∂V .

La existencia de una solución uε de (1) puede garantizarse con diversas hipótesis adiciona-
les sobre f ε. Podemos, por ejemplo, suponer que supΩ×R |f ε(x, s)| <∞ , o más en general, que
s 7→ f ε(x, s) tiene crecimiento estrictamente sublineal, pues entonces una aplicación estándar
de la teoría de puntos �jos basta para garantizar existencia. Ahora bien, independiente de
cómo se argumente la existencia de uε, las estimaciones de Schauder usuales garantizan que,
en cualquier caso, toda solución de (1) satisface uε ∈ C3(Ω), para cada ε > 0.
Por otro lado, aunque la unicidad de uε podría garantizarse requiriendo que se cumpla la
hipótesis 4 con Ω en lugar de Ω ∩ Ci (notar que λ(Ω) < λ(Ω ∩ Ci)) y con f ε en lugar de f ,
esto no es necesario para los resultados que se presentan a continuación. En otras palabras,
el énfasis está en que el comportamiento asintótico es el mismo para cualquier familia de
soluciones de (1), independiente de la unicidad.

Una última hipótesis que se utiliza a lo largo de este trabajo es la existencia de una
cota uniforme sobre ‖uε‖∞, esto es, M = supε∈(0,1) ‖uε‖∞ < ∞. Aunque el orígen de esta
condición no es esencial para los resultados que presentamos, vale la pena notar que esta
hipótesis puede garantizarse, por ejemplo, si suponemos que la no linealidad f ε es de tipo
Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov, es decir,

f ε > 0 en Ω× (0, 1),

f ε ≡ 0 en Ω× ((−∞, 0] ∪ [1,∞)) ,

y la condición de borde satisface 0 ≤ gε ≤ 1.
Alternativamente, la cota uniforme se puede obtener mediante un argumento tipo blow-up
similar al utilizado en [7], si suponemos adicionalmente que s → f ε(x, s) tiene crecimiento
estrictamente sublineal, uniformemente en ε > 0 y x ∈ Ω.

Para presentar los resultados de esta memoria es necesario primero introducir algunas
de�niciones adicionales, cuyo �n es describir de manera concisa el conjunto de nivel crítico
L(0).
Con este �n, consideramos el grafo compuesto por las fronteras de las celdas Ci y cuyos
vértices son los puntos críticos de H sobre L(0). El conjunto de arcos del grafo E está dado
explícitamente por la colección de componentes conexas de {x ∈ Ω : H(x) = 0, DH(x) 6= 0}.
Denotamos por EB = {e ∈ E : e ⊂ ∂Ω} a los arcos que se encuentran sobre la frontera de Ω
y por EI = E \ EB a los arcos al interior del dominio.

Para describir el comportamiento de uε sobre el grafo construímos sistemas de coorde-
nadas locales en torno a cada e ∈ E , cuya existencia está dada por el siguiente lema, que
demostramos en el Capítulo 1:

Lema 0.3 Existe h̄ > 0 tal que, para cada e ∈ E, existen Te > 0 y un difeomor�smo Xe de
clase C3 de (0, Te)× (−h̄, h̄) en una vecindad de e en R2, tal que H(Xe(t, h)) = h para todo
(t, h) ∈ (0, Te)× (−h̄, h̄).
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Notar que, para e ∈ EB, el conjunto Xe((0, Te)×(−h̄, h̄))∩Ω se reduce a Xe((0, Te)×(0, h̄))
o bien a Xe((0, Te)× (−h̄, 0)). Se denota e ∈ EB+ en el primer caso y e ∈ EB− en el segundo.
Finalmente, para cada e ∈ E se de�ne

vεe(t, s) = uε(Xe(t,
√
εs)), (3)

donde t ∈ (0, Te), s ∈ (−ε−1/2h̄, ε−1/2h̄) si e ∈ EI , s ∈ [0, ε−1/2h̄) si e ∈ EB+ , y s ∈ (−ε−1/2h̄, 0]
en otro caso. Notar que la continuidad de uε permite extender sin ambigüedad el dominio de
de�nición de vεe(·, s) al intervalo cerrado [0, Te], por lo que el comportamiento de uε sobre el
grafo queda completamente descrito por los vεe.

Los primeros resultados dicen relación con la formación de boundary layers en el nivel
crítico {x ∈ Ω : H(x) = 0}.
Estos teoremas complementan los de [10], pues en dicho artículo se encuentran resultados
análogos, en los cuales la convergencia es en norma H1, mientras que aquí la convergencia
es en norma L∞, y éstas no son comparables en dimensión 2. Más aún, además de permitir
un término no lineal en la ecuación, aquí trabajamos directamente con las soluciones de (1),
mientras que en [10] se utiliza una serie de aproximaciones preliminares.

Teorema 0.4 Para cada e ∈ EI (respectivamente, e ∈ EB±) existe ve ∈ C2([0, Te] × R \
{(0, 0)}) (respectivamente, ve ∈ C2([0, Te]×R± \ {(0, 0)}) tal que vεe → ve localmente unifor-
memente cuando ε→ 0, lejos de (t, s) = (0, 0) y (t, s) = (Te, 0).
Más aun, ve es una solución acotada de la ecuación del calor ve,ss = ve,t en (0, Te) × R
(respectivamente, en (0, Te)× R±).

El siguiente resultado provee una caracterización más precisa del comportamiento asintó-
tico de uε en esta región, describiendo cómo se relacionan las funciones ve entre sí y con las
condiciones de borde.

Teorema 0.5 La familia {ve}e∈E de soluciones acotadas de la ecuación del calor dada por
el Teorema 0.4 está únicamente determinada por las siguientes propiedades:

1. (Compatibilidad) Para cada i ∈ I± y todo par de arcos e, e′ ⊂ ∂Ci tales que Xe(T
−
e , 0) =

Xe′(0
+, 0), se cumple que

ve(Te, s) = ve′(0, s), para todo ± s > 0,

2. (Condiciones de Borde) Para cada e ∈ EB
ve(t, 0) = g(Xe(t, 0)), ∀t ∈ (0, Te),

3. (Promedio) Para cada i ∈ I±, el límite

Ki = ĺım
s→±∞

ve(t, s)

existe uniformemente en t ∈ [0, Te], es independiente de e ⊂ ∂Ci, y satisface

Ki =

∑
e⊂Ci

∫ Te
0
ve(t, 0)dt∑

e⊂Ci Te
.
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Estos resultados establecen convergencia de la familia {veε} sobre todo el grafo salvo en
los puntos críticos de H. Mediante una aplicación al problema modelo estudiado en el Ca-
pítulo 4 veremos que, en efecto, es posible elegir una condición de borde de manera tal
que las condiciones de compatibilidad del teorema anterior no se cumplan en algunos de los
vértices del grafo. Esto muestra que la convergencia uniforme no puede, en general, incluir
a estos puntos, y por lo tanto la región de convergencia encontrada es, en este sentido, óptima.

En analogía con lo ocurrido en el nivel crítico {H = 0}, en las porciones de ∂Ω contenidas
al interior las celdas Cj, j ∈ J , también se espera que se produzcan boundary layers cuando
la condición de borde correspondiente no es constante.
Para estudiar este comportamiento, consideramos un sistema de coordenadas sobre estas
curvas, cuya existencia y propiedades se resumen en el siguiente lema, demostrado en el
Capítulo 1.

Lema 0.6 Existe h̄ > 0 tal que, para cada j ∈ J , existen Tj > 0 y una función Xj :
R× (hj − h̄, hj + h̄)→ R2 de clase C3 tal que

1. H(Xj(t, h)) = h para todo t ∈ R y h ∈ (hj − h̄, hj + h̄),

2. Xj([0, Tj], hj) = Lj(hj),
3. Xj(·, h) es Tj-periodico para todo h ∈ (hj − h̄, hj + h̄).

Los resultados que se presentan a continuación se re�eren a la versión de uε reescalada en
una vecindad de Lj(hj) en Ω, para cada j ∈ J ∩ I±, de la siguiente manera

vεj (t, s) = uε(Xj(t, hj ±
√
εs)), t ∈ R, s ∈ [0, ε−1/2h̄). (4)

Teorema 0.7 Para cada j ∈ J existe vj ∈ C2(R × [0,∞)) tal que vεj → vj localmente uni-
formemente en R× [0,∞) cuando ε→ 0. Más aún, vj es una solución acotada, Tj-periódica
en t, de la ecuación del calor vj,ss = vj,t en R× (0,∞).

Las propiedades de estas funciones, análogas a las encontradas en el Teorema 0.5, son las
siguientes:

Teorema 0.8 La familia {vj}j∈J de soluciones acotadas de la ecuación del calor dada por
el Teorema 0.7 está únicamente determinada por las siguientes propiedades:

1. Para todo t ∈ R, vj(t, 0) = g(Xj(t, hj)),

2. El límite kj = ĺıms→∞ vj(t, s) existe uniformemente en t ∈ R, y satisface

kj =
1

Tj

∫ Tj

0

g(Xj(t, hj))dt.

Finalmente, se presenta un resultado análogo al encontrado en [7], que provee una conexión
entre el comportamiento en los boundary layers y la homogeneización que ocurre al interior
de las celdas {Ci}i∈I .
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Para enunciar este teorema se introduce la notación Ii = H(Ω ∩ Ci) para cada i ∈ I, y se
de�ne

Ai(h) =

∫
Li(h)

|DH(x)|dl, y Fi(h, r) =

∫
Li(h)

f(x, r)

|DH(x)|
dx.

Teorema 0.9 Para cada i ∈ I existe ui ∈ C1(Ii) ∩ C2(Ii) tal que uε → ui ◦ H localmente
uniformemente en Ω ∩ Ci. Más aún,

1. Si i ∈ J , entonces ui es la única solución de
(Aiu

′
i)
′ + Fi(h, ui) = 0 en Ii,

ui(0) = Ki,

ui(hi) = ki,

(5)

2. Si i ∈ I \ J , entonces ui es la única solución con derivada acotada de{
(Aiu

′
i)
′ + Fi(h, ui) = 0 en Ii,

ui(0) = Ki,
(6)

donde las constantes Ki y ki son las dadas por los Teoremas 0.5 y 0.8.

Los valores de las constantes Ki dependen únicamente de H y la condición de borde límite
g sobre el nivel crítico {H = 0}, y dicha relación está dada por el Teorema 0.5. Esto permite,
en particular, determinar los Ki resolviendo el problema correspondiente a (1) en que f ε es
reemplazada por cero, y J = ∅, el cual no es sino el problema estudiado en [10].
Recíprocamente, cuando f ε ≡ 0 y J = ∅, la única solución con derivada acotada de (6) es
ui ≡ Ki, con lo que recuperamos el resultado de convergencia a constantes al interior de las
celdas encontrado en [10].

La condición de borde ui(hi) = ki en (5) es una extensión del resultado encontrado en [7],
en tanto, aún sin requerir que gi sea constante sobre Li(hi), se cumple la igualdad consideran-
do el promedio de gi sobre dicha curva. No obstante lo anterior, cuando gi es efectivamente
constante (e igual a ki, por de�nición), podemos recuperar el resultado de [7] en este contexto:

Proposición 0.10 Si ĺımε→0 g
ε(x) = kj uniformemente sobre L(hj) para algún j ∈ J ,

entonces uε → uj ◦H localmente uniformemente en (Ω ∩ Cj) ∪ Lj(hj).

En el Capítulo 1 se presenta en detalle la construcción de lo sistemas de coordenadas
locales utilizados en los principales teoremas de esta memoria. En el Capítulo 2 se estudia
la convergencia de las familias {vεe}e∈E y {vεj}j∈J y sus respectivas propiedades. Con el �n
de demostrar los teoremas correspondientes se utilizan técnicas de la teoría de soluciones
viscosas de ecuaciones elípticas (ver [4]), siendo central para ello la obtención de cotas sobre
las derivadas de vεe independientes de ε. En el Capítulo 3 demostramos el Teorema 0.9,
completando con ello la descripción del comportamiento asintótico de uε en todo Ω.
En el Capítulo 4 se aplican los teoremas presentados a un problema periódico, con el cual
ilustramos cómo estos resultados permiten obtener una descripción cualitativa y cuantitativa
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precisa de la relación entre la homogeneización y la formación de boundary layers en este
tipo de problemas.

Finalmente, en el Capítulo 5, el objeto de estudio es la ecuación de Fisher no local, que
toma la forma

ut −∆u = µu(1− φ ∗ u),

donde φ ≥ 0,
∫
φ = 1 y µ > 0 es un parámetro del problema.

En este capítulo resumimos algunos de los resultados ya conocidos sobre las soluciones
de esta ecuación, particularmente en lo que se re�ere a la existencia y propiedades de las
soluciones tipo ondas viajeras.

El objetivo central de esta sección es presentar algunos problemas abiertos relacionados
con las propieades cualitativas de las ondas viajeras. En particular, se discute cómo la relación
entre la rapidez de estas ondas y el valor del parámetro µ > 0 puede determinar propiedades
del sistema, tales como la monotonía de las soluciones y la posibilidad de conectar los estados
homogéneos u ≡ 0 y u ≡ 1.
En esta dirección se propone un programa de estudio que pretende explorar la relación que
podría existir entre las propiedades de estas ondas y el fenómeno de concentración observado
por Perthame y Génieys [11].
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Capítulo 1

Coordenadas Locales

Para establecer el resultado del Lema 1 se construye primero Xe explícitamente, para
luego establecer las propiedades desadas.
Dada la regularidad de H, se sabe que, para cada e ∈ E y p ∈ e, el problema con condiciones
iniciales  Y ′(t) =

b(Y (t))

|b(Y (t))|2
,

Y (t0) = p,
(1.1)

tiene una solución única de�nida en una vecindad de p ∈ e.
Se sigue de la teoría estándar de ecuaciones diferenciales ordinarias que una solucion Y de
(1.1) partiendo en cualquier punto p0 ∈ e está de�nida para todo t en un intervalo maximal
I = (t1, t2) 3 t0, tal que |Y ′(t)| → ∞ cuando t → t1 o t2, a menos que el intervalo sea no
acotado. Más aún, dado que (1.1) tiene una solución única en torno a cualquier p ∈ e, es
claro que e ⊂ Y (I). Por otro lado, dado que b es un campo vectorial tangente a e en todo
punto, se sigue necesariamente que Y (I) = e.
Así, en vista de que Y ′ está acotado lejos de cero y Y (I) es un conjunto compacto, se sigue
que ambos t1 y t2 deben ser �nitos. De aquí en adelante suponemos que t0 es elegido de
manera tal que t1 = 0, y se denota Te = t2 cuando Ye es la solución de (1.1) correspondiente
a esta elección.

A continuación, para el mismo e ∈ E escogido antes, y para t ∈ (0, Te) arbirario, se de�ne
Xe(t, ·) como la solución del problema con condiciones iniciales Xh(t, h) =

DH(X(t, h))

|DH(X(t, h))|2
,

X(t, 0) = Ye(t)
(1.2)

En vista de que H es de clase C4, se tiene que Xe está bien de�nido y es de clase C3 en
ambas coordenadas, al menos para h en una vecindad su�cientemente pequeña Jt 3 0, cuyo
tamaño podría en principio depender de t.
Más aun, se sigue de (1.1) y (1.2) que

(H(Xe(t, h)))h = 1, y (H(Ye(t)))t = 0

11



de donde H(Xe(t, h)) ≡ h.
Diferenciando esta identidad con respecto a t se tiene que Xe,t ·DH(Xe) = 0 y consecuente-

mente Xe,t =
Xe,t · b(Xe)

|DH(Xe)|2
b(Xe).

Por otro lado, el que H(Xe(t, h)) = h para todo t ∈ (0, Te) implica que |Xe,h(t, h)| no pue-
de ser no acotado cuando h → ĥ ∈ ∂Jt, a menos que ĥ sea un valor crítico no nulo de
H. Luego, Jt puede de hecho ser elegido independiente de t, siempre y cuando no contenga
valores críticos de H distintos de cero. Así, para todo e ∈ E y t ∈ (0, Te) consideramos el
intervalo Jt = (−h̄, h̄), donde h̄ < mı́ni∈I\J ,j∈J {|H(xi)|, |hj|}, de modo tal que para todo
e ∈ EI se tenga Xe((0, Te) × (−h̄, h̄)) ⊂ Ω, y para e ∈ EB, Xe((0, Te) × (0, h̄)) ⊂ Ω o bien
Xe((0, Te)× (−h̄, 0)) ⊂ Ω.

Es claro que detDXe =
Xe,t · b(Xe)

|DH(Xe)|2
. Para ver que detDXe > 0, basta notar que

(Xe,t · b(Xe))h =
∆H(Xe)

|DH(Xe)|2
(Xe,t · b(Xe))

Luego, utilizando la identidad Xe,t(t, 0) · b(Xe(t, 0)) = 1, se sigue que

Xe,t(t, h) · b(Xe(t, h)) = exp

∫ h

0

∆H(Xe(t, s))

|DH(Xe(t, s))|2
ds > 0

Así, Xe es un difeomor�smo local, de donde, mediante argumentos de unicidad usuales de la
teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias, se sigue también que es inyectivo, lo que con-
cluye la construcción.

Con el �n de estudiar el comportamiento asintótico de vεe(t, s) = uε(Xe(t,
√
εs)), notamos

primero que vεe resuelve la ecuación diferencial

−
(√

ε

ρe
vεe,t

)
t

−
(
ρe√
ε
vεe,s

)
s

+
1√
ε
vεe,t =

√
ερe

|DH(Xe)|2
f ε(Xe, v

ε
e), (1.3)

donde ρe = Xe,t · b(Xe) y Xe es evaluado en (t,
√
εs). Esto puede ser escrito también de la

forma
εvεe,tt + Aεev

ε
e,ss +

√
εCε

ev
ε
e,s −Dε

ev
ε
e,t = F ε

e (t, s, vεe), (1.4)

donde los coe�cientes están dados por

Aεe(t, s) = ρe(t,
√
εs)2 = 1 +O(ε)

Cε
e(t, s) =

1

2
(ρ2
e)h(t,

√
εs) = O(1),

Dε
e(t, s) = ρe(t,

√
εs) + ε log(ρe)t(t,

√
εs) = 1 +O(ε),

F ε
e (t, s, r) = −ε|Xe,t(t,

√
εs)|2f ε(Xe(t,

√
εs), r) = O(ε).

Todas estas funciones sonde clase C1, y están localmente uniformemente acotadas con res-
pecto a ε en norma C1. Más aún, dado que su dependencia en s es a través de

√
εs, sus
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derivadas parciales con respecto a s son, localmente, O(
√
ε). Notando que ρe(t, 0) = 1, es

fácil ver que el límite formal de (1.4) cuando ε→ 0 es la ecuación del calor.

Siguiendo la estrategia anterior, se realiza una construcción análoga para las coordenadas
locales del Lema 2 en una vecindad de Lj(hj), j ∈ J . La construcción es similar, salvo que
la ausencia de puntos críticos de H en esta región simpli�ca el trabajo.
En efecto, dado que no hay puntos críticos sobre el conjunto de nivel H = hj, se tiene que la
solución Yj del problema con condiciones inicialesY ′(t) =

b(Y (t))

|b(Y (t))|2
,

Y (t0) = p ∈ Lj(hj)

está de�nida para todo t ∈ R, y es de hecho una función Tj-periódica que circula a lo largo
de Lj(hj).
Consecuentemente, la solución Xj(t, ·) deXh(t, h) =

DH(X(t, h))

|DH(X(t, h))|2
,

X(t, hj) = Yj(t)

es una función de clase C3, de�nida para todo t ∈ R, j ∈ J y |h − hj| < h̄, con h̄ > 0
su�cientemente pequeño.

A continuación, recordar que vεj está de�nido, para j ∈ J ∩ I±, como

vεj (t, s) = uε(Xj(t, hj ±
√
εs)) (1.5)

Luego, se sigue que vεj es una solución de la ecuación diferencial{
εvεj,tt + Aεjv

ε
j,ss +

√
εCε

j v
ε
j,s −Dε

jv
ε
j,t = F ε

j (t, s, vεj )

vεj (t, 0) = gεj (Xj(t, hj)), t ∈ R
(1.6)

donde los coe�cientes están dados por

Aεj(t, s) = ρj(t,
√
εs)2

Cε
j (t, s) =

1

2
(ρ2
j)h(t,

√
εs)

Dε
j(t, s) = ρj(t,

√
εs) + ε log(ρj)t(t,

√
εs)

F ε
j (t, s, r) = −ε|Xj,t(t, hj ±

√
εs)|2f ε(Xj(t, hj ±

√
εs), r)

ρj(t, h) = Xj,t(t, hj ± h) · b(Xj(t, hj ± h))

Notar que vεj es Tj-periódica en t, y los cie�cientes de (1.6) convergen localmente uniforme-
mente a los de la ecuación del calor, con derivadas parciales con respecto a s de orden O(

√
ε)

cuando ε→ 0.
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Capítulo 2

Comportamiento Asintótico en los
Boundary Layers

A continuación se estudia el comportamiento asintótico de uε en el contexto de los Teo-
remas 0.4 y 0.5 - los Teoremas 0.7 y 0.8 se prueban utilizando exactamente los mismos
argumentos, por lo que sus demostraciones son omitidas.

La demostración de los Teoremas 0.4 y 0.5 es hecha en tres etapas. En primer lugar se
prueba la unicidad enunciada en el Teorema 0.5, lo que permite entonces reducir la demos-
tración del Teorema 0.4 al estudio de subsucesiones de uε. Luego se prueba, en concordancia
con lo anterior, que para cada e ∈ E la familia {vεe}ε∈(0,1) es localmente uniformemente Höl-
der continua. Finalmente, utilizando estos resultados se muestra que, salvo subsucesiones, los
límites de las funciones {vεe}e∈E satisfacen las propiedades del Teorema 0.5, lo que permite
entonces concluir la veracidad de ambos teoremas, en vista de la unicidad ya mencionada.

Demostración del Teorema 0.5 - Unicidad. Considerando la diferencia de dos soluciones po-
siblemente distintas es posible asumir, sin pérdida de generalidad, que las propiedades (1) y
(3) se mantienen de acuerdo a lo enunciado en el Teorema, mientras que la propiedad (2) es
ve(t, 0) = 0, ∀t ∈ (0, Te) y e ∈ EB.
Sea M = máxe∈E sup ve y supongamos que M > 0. El principio del máximo fuerte y la
unicidad de las soluciones acotadas de la ecuación del calor implican que, si ve(t0, s0) = M
para algún e ∈ E y t0 ∈ (0, Te], entonces todos los ve son constantes, y dadas las condiciones
de borde son entonces idénticamente nulos, en virtud de (1) y (2), por lo que M > 0 no es
posible.
Si ve tiene una sucesión maximizante acumulando en algún punto (t0, s0) = (0, s0), entonces,
dado que ve(0, ·) es continuo en todas partes salvo tal vez en s = 0, la propiedad (1) implicaría
que M = ve′(Te′ , s0) para algún e′ ∈ E si s0 6= 0, y por el argumento anterior esto es posible
únicamente cuando M = 0. Luego, esta posibilidad queda descartada.
Por otro lado, las condiciones (1) y (3) implican que, para todo i ∈ I± y ±s > 0,∑

e∂Ci

∫ Te

0

ve(t, s)dt =
∑
e∂Ci

TeKi,
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así que, de la condición (1), se deduce que ve(s)(t(s), s) = Ki para algún e(s) ⊂ ∂Ci, t(s) ∈
(0, Te(s)] y todo ±s > 0. Así, la condición (3) y la discusión anterior descartan también esta
posibilidad, por lo que M > Ki = ĺım

s→±∞
ve(·, s) para cada i ∈ I± y e ⊂ ∂Ci, y por lo tanto

M = ĺım sup
t→0+,s→0

vē(t, s) para algún ē ∈ E .

Finalmente, si ē ∈ EI (el caso ē ∈ EB puede ser tratado de manera análoga), entonces se tiene
del principio del máximo débil (la condición inicial vē(0, ·) puede ser discontinua) que

sup
(0,δ)×(−r,r)

vē(t, s) ≤ máx

{
sup

(−r,0)

ve−(Te− , s), sup
(0,r)

ve+(Te+ , s), sup
(0,δ)

vē(t,±r)

}

para algún e−, e+ ∈ E . Luego, tomando δ → 0, se tiene que

M = ĺım sup
t→0,s→0

vē(t, s) ≤ máx

{
máx
[−r,0]

ve−(Te− , s),máx
[0,r]

ve+(Te+ , s)

}
≤M

de donde el resultado se sigue

La demostración de la Hölder continuidad uniforme en ε está basada en el siguiente resul-
tado, que es básicamente una particularización de los teoremas de Berestycki y Hamel [2].
La dependencia en ε de las funciones involucradas en el siguiente Teorema es omitida con el
�n de simpli�car la presentación.

Teorema 2.1 Sea U ⊂ R2 un dominio acotado y u ∈ C3(U) una solución de la ecuación
diferencial elíptica

Lu = εutt + auxx + 2
√
εbuxt + cux − dut = f(x, t, u)

donde a, b, c, d están acotados en norma C1(U), f y fr están acotadas en norma L∞(U ×
B‖u‖∞), y 1√

ε
dx y u están acotados en norma L∞(U), todo lo anterior uniformemente con

respecto a ε > 0.
Si adicionalmente se cumple que d ≥ γ y a − b2 ≥ γ en U para algún γ > 0, entonces para
cada V ⊂⊂ U existe una constante C > 0 independiente de ε tal que

‖ux‖∞,V + ‖ut‖2,V ≤ C ∀ε ∈ (0, ε0)

para algún ε0 > 0.

Demostración. Sean W tal que V ⊂⊂ W ⊂⊂ U y χ ∈ C2
0(U) tal que χ = 1 en W . Sean

también α = 1 +
γ

2|b|2∞,U + 1
(de modo tal que a− αb2 ≥ γ

2
y 1− 1

α
> 0) y

M = sup
ε∈(0,1)

[
‖a‖C1 + ‖b‖C1 + ‖c‖C1 + ‖d‖C1 + ‖f‖C1(U×B‖u‖∞ ) + ‖χ‖C2 + ε−1/2‖dx‖∞ + ‖u‖∞

]
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Diferenciando la ecuación ser veri�ca que

L(χ2u2
x + λu2) =

[
2λa+ Lχ2 + 2χ2(fs − cx)

]
u2
x + 2εχ2u2

xt + 2aχ2u2
xx + 2λεu2

t

+ 4
√
ε(2
√
εχt + 2bχx − bxχ)χuxuxt + 2(4aχx + 2

√
εbχt − axχ)χuxuxx

+ 4
√
εbχ2uxtuxx + 2(2λ

√
εb+ χ2dx)uxut + 2χ2fxux + 2uf

≥
[
2λa+ Lχ2 + 2χ2(fs − cx)

]
u2
x + 2εχ2(1− 1

α
)u2

xt + γχ2u2
xx + 2λεu2

t

+ 4
√
ε(
√

2εχt + 2bχx − bxζ)χuxuxt + 2(4aχx + 2
√
εbχt − axχ)χuxuxx

+ 2(2
√
εb+ χ2dx)uxut + 2χ2fxux + 2λuf

≥
[
2λa+ Lχ2 + 2χ2(fs − cx)− 2α

(
2
√
εχt + 2bχx − bxχ

)2

− 1

γ

(
4aχx + 2

√
εbχt − axχ

)2 − 2

(
b+ χ2 dx

λ
√
ε

)2

− 4χ4

]
u2
x

− f 2
x + 2λuf

≥ (2γλ− C0M
4)u2

x −M2(1 + λ)

La primera desigualdad es consecuencia de aX2 + 2
√
εbXY + εY 2 ≥ γ

2
X2 + ε(1 − 1

α
)Y 2, y

la siguiente se sigue de la desigualdad |2ab| ≤ a2 + b2. En la última desigualdad C0 es una
constante numérica.
Eligiendo λ = γ−1C0M

4 se tiene de lo anterior que

L(χ2u2
x + λu2) ≥ −M2(1 + 2λ)

Sea ahora P = χ2u2
x + λu2 + ρeκx, con κ = 1

γ
(1 + ‖c‖∞) and ρ = κ−1M2(1 + 2λ)eκdiamU . Con

esta elección de constantes se veri�ca la desigualdad

LP ≥ κρeκx(aκ+ c)−M2(1 + 2λ) ≥ 0

de donde, por el principio del máximo y la elección de χ, se sigue que ‖ux‖2
∞,W ≤ máx∂U P ≤

C2
1 para algún C1 > 0 independiente de ε ∈ (0, 1).

Para la cota de ut en L2, sean Z ⊂ R2 tal que V ⊂⊂ Z ⊂⊂ W , y η ∈ C2
0(W) tal que

η = 1 en Z. Entonces, multiplicando Lu por η2u e integrando por partes se sigue que∫
W

2(εu2
t+au

2
x+2
√
εbuxut)η

2−ε(η2)ttu
2+(aη2)x(u

2)x+2
√
ε(bη2)t(u

2)x+[(cη2)x−(dη2)t]u
2+f(x, t, u)uη2 = 0

Usando que au2
x + 2

√
εbuxut + εu2

t ≥
γ
2
u2
x + ε(1− 1

α
)u2

t ≥ ε(1− 1
α

)u2
t en el primer paréntesis

se obtiene

ε

∫
W
u2
tη

2 ≤ (M2 + C2
1)‖η‖2

C2 ≤ C2

para algún C2 > 0 independiente de ε.
En particular,

√
ε‖ut‖2,Z está acotado uniformemente en ε.

Finalmente, sea ζ ∈ C2
0(Z) tal que ζ = 1 en V . Entonces, integrando ζ2 ut Lu sobre Z se

obtiene

−ε
∫
Z
u2
t ζζt+

∫
Z
u2
x(aζ

2)t−
∫
Z
uxut(aζ

2)x−
√
ε

∫
Z
u2
t (bζ

2)x+

∫
Z
cuxutζ

2−
∫
Z
du2

t ζ
2 =

∫
Z
f(t, x, u)utζ

2
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Las primeras dos integrales están acotadas uniformemente con respecto a ε, mientras que las
restantes se pueden estimar como∣∣∣ ∫

Z
uxut(aζ

2)x

∣∣∣ ≤ δ

∫
Z
u2
t ζ

2 +
C2

1M
2

δ
‖ζ‖2

C2∣∣∣ ∫
Z
cuxutζ

2
∣∣∣ ≤ δ

∫
Z
u2
t ζ

2 +
C2

1M
2

δ
‖ζ‖2

C2∣∣∣ ∫
Z
f(x, t, u)utζ

2
∣∣∣ ≤ δ

∫
Z
u2
t ζ

2 +
M2

δ
‖ζ‖2

C2

donde δ > 0 se escogerá a continuación.
Para la cuarta integral se tiene

√
ε
∣∣∣ ∫
Z
u2
t (bxζ

2 + 2bζζx)
∣∣∣ ≤ √ε‖bx‖∞ ∫

Z
u2
t ζ

2 +

∫
Z
u2
t |2
√
εbζxζ|

pero |2
√
εbζxζ| ≤ ε

δ
|b|2|ζx|2 + δζ2, así que

√
ε
∣∣∣ ∫
Z
u2
t (bxζ

2 + 2bζζx)
∣∣∣ ≤ (δ +

√
εM)

∫
Z
u2
t ζ

2 +
1

δ
MC2‖ζ‖C2

Así, juntando estas cotas y tomando δ = γ
8
, se obtiene(γ

2
−
√
εM
)∫
Z
ζ2u2

t ≤ C3

para algún C3 independiente de ε. Tomando ε0 <
γ2

4M2 la demostración queda completa.

La Hölder continuidad es una consecuencia directa del Teorema 2.1 y el siguiente resultado,
cuya demostración se puede encontrar en [12].

Teorema 2.2 (Desigualdad de Morrey Anisotrópica) Sea R ⊂ Rn un dominio rectangular
y ~p = (p1, . . . , pn) tal que 1 ≤ p1 ≤ p2 . . . pn ≤ ∞. El espacio de Sobolev anisotrópico W ~p(R)
se de�ne como

W ~p(R) =

{
u ∈ Lp1(R) :

∂u

∂xi
∈ Lpi(R) for i = 1, . . . , n

}
con la norma

‖u‖W ~p(R) = ‖u‖Lp1 (R) +
n∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lpi (R)

.

Si ~p satisface

α = 1−
n∑
i=1

1

pi
> 0,

entonces W ~p(R) ↪→ C0,β(R) con

0 < β =
α

n/p1 + α
≤ 1.

Más aún, existe C tal que para todo u ∈ W ~p(R)

‖u‖C0,β(R) ≤ C‖u‖W ~p(R).
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Como se comentó al inicio del capítulo, la demostración del Teorema 0.4 a continuación
es hecha probando que vεje → ve localmente uniformemente para alguna sucesión εj → 0, y
alguna familia {ve}e∈E que, a fortiori, satisface las propiedades del Teorema 0.5.

Demostración de los Teoremas 0.4 y 0.5. Los Teoremas 2.1 y 2.2 implican, mediante el Teo-
rema de Arzela-Ascoli y un argumento diagonal estándar, que existe una familia {ve}e∈E de
funciones continuas acotadas y una sucesión εj → 0 tal que vεje → ve, localmente uniforme-
mente en (0, Te)×R para e ∈ EI y en (0, Te)×R± para e ∈ EB± . Dado que la ecuación (1.4)
es elíptica para cada ε ≥ 0, se sigue que ve es una solución viscosa de la ecuación del calor
ve,ss = ve,t, y por lo tanto es también una solución clásica.
Para extender la convergencia hasta el borde s = 0 cuando e ∈ EB, estudiamos los límites
semi-relajados [4]

v+
e (x) = ĺım sup∗vεje (x) = ĺım sup

j→∞,y→x
vεje (y) y v−e (x) = ĺım inf∗v

εj
e (x) = ĺım inf

j→∞,y→x
vεje (y),

cuya utilidad proviene de que, donde sea que v+
e = v−e , v

εj
e es localmente uniformemente

convergente.

Fijamos ahora s0 > 0 y [t1, t2] ⊂ (0, Te). Tomamos δ > 0 su�cientemente pequeño, de
modo tal que [t1 − δ, t2 + δ] ⊂ (0, Te), y de�nimos w0 ∈ C2([t1 − δ, t2 + δ] × [0, s0]) como la
solución de 

∂tw0 = ∂ssw0

w0(t1 − δ, s) = M

w0(t, 0) = g̃(t)

w0(t, s0) = M

dondeM = supε∈(0,1) ‖vεe‖∞, g̃(t) = Mη(t)+(1−η(t))g(Xe(t, 0)), y η ∈ C∞([t1−δ, t2+δ]; [0, 1])
es una función tal que

η ≡ 0 en [t1, t2] y η(t) = 1 para t ∈ [t1 − δ, t1 − δ/2] ∪ [t2 + δ/2, t2 + δ].

Esta construcción se hace con el �n de que w0 esté globalmente acotada en [t1−δ, t2+δ]×[0, s0]
en norma C2, lo cual es cierto en virtud de que g (y por lo tanto también g̃) es de clase C2,γ,
y además g̃ satisface las condiciones de compatibilidad de segundo orden requeridas por las
estimaciones de Schauder parabólicas (ver Lieberman [8]).
Luego, tomamos un q ∈ C2([t1 − δ, t2 + δ]) no negativo y no decreciente tal que q ≡ 0 en
[t1 − δ, t2] y q(t2 + δ) = 2M .
Fijamos α > 0 y de�nimos �nalmente wε(t, s) = αs(s0 − s) + w0(t, s) + ‖gε − g‖∞ + q(t).
Se sigue de esta construcción que wε ≥ vεe en ∂([t1 − δ, t2 + δ]× [0, s0]), puesto que

wε(t1 − δ, s) ≥ w0(t1 − δ, s) ≥M ≥ vεe(t1 − δ, s),
wε(t, s0) ≥ w0(t, s0) ≥M ≥ vε(t, s0),

wε(t2 + δ, s) ≥ w0(t2 + δ, s) + q(t2 + δ) ≥ −‖w0‖∞ + 2M ≥ vεe(t2 + δ, s),

y wε(t, 0) ≥ w0(t, 0) + ‖gε − g‖∞ ≥Mη + (1− η)g + gε − g ≥ vεe(t, 0).
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Por otro lado, dado que Lε(v
ε
e) = F ε

e (t, s, vεe) = O(ε), se tiene también que, para todo ε > 0
su�cientemente pequeño,

Lε(w
ε) = −2αAε + α

√
εBε(s0 − 2s) + εq′′ −Dεq′ + Lε(w0) = −α +O(

√
ε) < Lε(v

ε
e)

Así, del principio del máximo se obtiene wε ≥ vεe en [t1 − δ, t2 + δ] × [0, s0]. En particular,
para todo t ∈ (t1, t2) y s ∈ [0, s0],

vεe(t, s) ≤ αs(s0 − s) + w0(t, s) + ‖gε − g‖∞.

De esta manera, tomando εj → 0, tenemos que v+
e (t, s) ≤ αs(s0−s)+w0(t, s), y por lo tanto

v+
e (t, 0) ≤ g(Xe(t, 0)) para todo t ∈ (t1, t2).
Una construcción similar lleva a la desigualdad complementaria v−e (t, 0) ≥ g(Xe(t, 0)), de
donde la convergencia uniforme hasta el borde se sigue. Más aún, este argumento también
muestra que la familia obtenida satisface la propiedad (2) del Teorema 0.5.

A continuación establecemos la propiedad (1) del Teorema 0.5, esto es, las condiciones de
compatibilidad sobre los bordes t = 0 y t = Te, lejos de s = 0. El argumento que utilizaremos
permitirá mostrar, adicionalmente, que la convergencia uniforme puede llevarse hasta esta
región y por lo tanto establece que la región de convergencia es efectivamente la postulada
en el Teorema 0.4.

Sean e y e′ dos arcos satisfaciendo las condiciones correspondientes a esta propiedad, esto
es, e, e′ ⊂ ∂Ci para algún i ∈ I+ y Xe(T

−
e , 0) = Xe′(0

+, 0).
Se sigue de la teoría de Morse que, en una bola su�cientemente pequeña Br(p), es posible
elegir un sistema de coordenadas tal que H(Φ(x, y)) = H̃(x, y) = xy, con Φ : Br′(0)→ Br(p)
un difeomor�smo de clase C4 que preserva la orientación. Si �jamos h0 aún más pequeño de
ser necesario, podemos también suponer que

Xe((0, δ)× (0, h0)) ∪Xe′((Te′ − δ, Te′)× (0, h0)) ⊂ Φ−1 (Br′(0) ∩ {x > 0, y > 0})

para algún δ > 0.

De�nimos ahora τ, σε : Br′(0)→ R mediante

τ(x, y) =
1

2
(x2 − y2) y σε(x, y) =

1√
ε
H̃(x, y)

Es claro que la función (τ, σε) : Br′(0)→ R2 es un difeomor�smo local en torno a cada punto
(x, y) ∈ Br′(0) ∩ {x > 0, y > 0}.
Luego, �jamos s0 > 0 y tomamos ε > 0 su�cientemente pequeño de modo tal que s0 ∈ (0, h0√

ε
).

Pretendemos probar en lo que sigue que wε = uε ◦ Φ ◦ (τ, σε)−1, de�nida en una vecindad
de (0, s0), satisface las hipótesis del Teorema 2.1. De ser cierto esto, el Teorema 2.2 daría la
existencia de una constante C tal que, para todo (t, s) en una vecindad de (0, s0) y (t′, s) en
una vecindad de (Te′ , s0),

|vεe(t, s)− vεe′(t′, s)| = |wε
(
(τ, σε) ◦ Φ−1 ◦Xe(t,

√
εs)
)
− wε

(
(τ, σε) ◦ Φ−1 ◦Xe′(t

′,
√
εs)
)
|

≤ C|(τ, σε) ◦ Φ−1 ◦Xe(t,
√
εs)− (τ, σε) ◦ Φ−1 ◦Xe′(t

′,
√
εs)|1/3
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Sin embargo, por construcción se sabe que σε = 1√
ε
H◦Φ y H◦Xe(t,

√
εs) = H◦Xe′(t

′,
√
εs) =√

εs, así que
σε ◦ Φ−1 ◦Xe(t,

√
εs)− σε ◦ Φ−1 ◦Xe′(t

′,
√
εs) = 0

En consecuencia, la estimación anterior lleva a

|vεe(t, s)− vεe′(t′, s)| ≤ C‖Dτ‖∞‖DΦ−1‖∞|Xe(t,
√
εs)−Xe′(t

′,
√
εs)|1/3.

Y así, tomando ε = εj → 0, obtenemos

|v±e (t, s)− v∓e′ (t
′, s)| = o(1) cuando t→ 0+ y t′ → T−e′ ,

de donde se deduce directamente la condición de compatibilidad y la convergencia uniforme
hasta t = 0 y t = Te′ , lejos de s = 0.

Para ver que wε cumple las condiciones postuladas notamos primero que, por de�nición,
uε(Φ(x, y)) = wε(τ(x, y), σε(x, y)) para (x, y) en una vecindad de (τ, σε)−1(0, s). En lo que
sigue, dado que todas las funciones consideradas dependen de ε, omitimos este índice para
simpli�car la presentación.

En las coordenadas (x, y), la ecuación que resuelve wε toma la forma

div(ADτwt + ADσws)− ε−1|Dτ |2wt = − detDΦf(Φ(x, y), w)

donde A = detDΦ(DΦ)−1(DΦt)−1 y w es evaluado en (τ, σ).
Esto puede ser escrito en las coordenadas (t, s) como

εwtt + awss + 2
√
εbwts + cws − dwt = f̄(t, s, w) (2.1)

donde los coe�cientes están dados por

a =
ADH̃ ·DH̃
ADτ ·Dτ

◦ (τ, σ)−1

b =
ADH̃ ·Dτ
ADτ ·Dτ

◦ (τ, σ)−1

c =
√
ε
div(ADH̃)

ADτ ·Dτ
◦ (τ, σ)−1

d =
|Dτ |2

ADτ ·Dτ
◦ (τ, S)−1 − εdiv(ADτ)

ADτ ·Dτ
◦ (τ, σ)−1

f̄(t, s, r) = − ε detDΦ

ADτ ·Dτ
f((τ, σ)−1, r)

Notar que Dτ · DH̃ = 0 y |Dτ | =
√
ε|Dσ| = |DH̃|, así que, si denotamos por λ,Λ > 0 a

las constantes tales que λ|ξ|2 ≤ Aξ · ξ ≤ Λ|ξ|2 para todo ξ ∈ R2, se sigue que λ
Λ
≤ a ≤ Λ

λ
y

|b| ≤ Λ
λ
, y entonces vemos que estos coe�cientes están acotados y a es uniformemente positivo.

Por otro lado, la descomposición espectral de la matriz A y la ortogonalidad de Dτ y Dσ
llevan a la cota a− b2 ≥

(
λ
Λ

)2
.

20



Para el resto de los coe�cientes, notamos primero que |Dτ(x, y)|2 = x2 + y2 = 2
√
τ 2 + εσ2,

de donde se obtiene √
ε

|Dτ ◦ (τ, σ)−1|2
=

1

2

(
ε

t2 + εs2

)1/2

≤ 1

2s
.

Esto implica que c, d y f̄ están acotados si s se mantiene lejos de cero, y muestra adicional-
mente que d ≥ 1

2Λ
para ε su�cientemente pequeño.

Ahora bien, dado que las coordenadas (τ, σε) introducen una dependencia en ε adicional en los
coe�cientes, no es directo que sus derivadas se mantengan localmente acotadas. Sin emabrgo,
esta transformación puede verse secuencialmente como (x, y) → (τ, H̃) y (t, h̃) → (t, 1√

ε
h̃),

así que en realidad toda la dependencia en s es a través de
√
εs. Por lo tanto, las derivadas

con respecto a t se mantendrán acotadas, mientras que las derivadas con respecto a s contie-
nen un factor

√
ε adicional, tal y como se requiere en el Teorema 2.1. Así, (2.1) satisface las

hipótesis necesarias y la propiedad (1) queda establecida.

Finalmente, para establecer la propiedad (3), �jamos i ∈ I+ (el caso i ∈ I− es análogo)
y de�nimos T =

∑
e⊂Ci Te. Construímos ahora w : [0, T ] × R+ → R pegando las funciones

ve(t, s), e ⊂ Ci, en las curvas t = 0 y t = Te de acuerdo a la propiedad (1) ya demostrada. De
esta manera la regularidad y unicidad de las soluciones acotadas de la ecuación del calor jun-
to con la propiedad (1) implican que w es una función suave y T -periódica en t, lejos de s = 0.

Ahora bien, dado que w es una solución de la ecuación del calor acotada y periódica en el
tiempo, sabemos que sus derivadas de todos los órdenes están acotadas lejos de s = 0. Luego,
es válido identi�car a w con su serie de Fourier en t, esto es,

w(t, s) =
a0(s)

2
+
∞∑
n=1

an(s) cos(βnt) + bn(s) sin(βnt) ∀t ∈ R, s > 0 (2.2)

donde

an(s) =
2

T

∫ T

0

w(t, s) cos(βnt)dt, bn(s) =
2

T

∫ T

0

w(t, s) sin(βnt)dt, βn =
2nπ

T
.

Así, dado que la convergencia de la serie es uniforme lejos de s = 0, imponemos que (2.2)
resuelva la ecuación del calor para obtener las relaciones

a′′0 = 0, y a′′n = βnbn, b′′n = −βnan ∀n ≥ 1,

de donde, dado que w es acotada, se sigue que a0 es constante y

w(t, s) =
a0

2
+
∞∑
n=1

e−cn(s−s0) [an(s0) cos(βnt− cn(s− s0)) + bn(s0) sin(βnt− cn(s− s0))] ,

donde cn =

√
βn
2

y s0 > 0 está �jo.

De esta manera, dado que an(s0) y bn(s0) decaen polinomialmente con n, deducimos que

|w(t, s)−Ki| = O(e−c1s) cuando s→∞.
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uniformemente en t ∈ [0, T ], donde hemos de�nido

Ki =
a0

2
=

∑
e⊂Ci

∫ Te
0
ve(t, 0)dt∑

e⊂Ci Te
,

lo que concluye la demostración.
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Capítulo 3

Homogeneización

El Teorema 0.9 es una extensión de los resultados de Ishii y Souganidis [7], por un lado
en tanto en este contexto permitimos que el lado derecho f ε(x, uε) tenga dependencia en uε,
y por otro lado en tanto se establece una conexión (dada por las condiciones de borde en las
ecuaciones (5) y (6)) entre la homogeneización que ocurre al interior de los conjuntos Ci ∩Ω
y la formación de boundary layers en sus frontetas.

Primero establecemos la convergencia al interior de Ci∩Ω y lejos del punto crítico xi ∈ Ci.
Aún cuando las técnicas utilizadas en [7] aplican a pesar de la no linealidad (pues sólo se
requiere que f ε sea acotada), presentamos aquí una demostración alternativa, más simple,
que explota la uniforme elipticidad del Laplaciano.

Lema 3.1 Para cada i ∈ I y U ⊂⊂ Ci ∩ Ω existe C > 0 tal que∫
U

|Duε|2 +
1

ε
|b ·Duε|2dx ≤ C.

Demostración. Fijamos primero dos abiertos V y W tales que U ⊂⊂ V ⊂⊂ W , y conside-
ramos una función ζ ∈ C2

0(W ) tal que 0 ≤ ζ ≤ 1 y ζ ≡ 1 en V . Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que ζ = ϕ◦H para alguna función suave ϕ, y que ∂V y ∂W están formadas
por curvas de nivel de H, de modo tal que la normal a dichas curvas sea proporcional a DH.

Multiplicando (1) por ζ2uε e integrando sobre W obtenemos∫
W

ζ2|Duε|2dx+ 2

∫
W

ζuεDζ ·Duεdx =

∫
W

ζ2f εuεdx,

donde hemos usado que∫
W

b ·Duεuεζ2dx =

∫
∂W

(uε)2

2
ζ2b · n̂dl −

∫
W

(uε)2

2

(
(ϕ2)′ ◦Hb ·DH + ϕ2 ◦Hdiv(b)

)
dx = 0,
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pues b · n̂ = div(b) = b ·DH = 0.

Se sigue de lo anterior que∫
V

|Duε|2dx ≤ C

∫
W

ζ2f εuε + |Dζ|2dx.

Tomamos ahora un ζ ∈ C2
0(V ) que, como antes, suponemos sin pérdida de generalidad de

la forma ζ = ϕ ◦H para algún ϕ suave.
Multiplicando (1) por v = ζ2b ·Duε e integrando sobre V se obtiene

1

ε

∫
V

ζ2|b ·Duε|2dx+

∫
V

Duε ·Dvdx =

∫
V

ζ2f εb ·Duεdx.

La integral en el lado derecho se puede acotar por ‖ζf ε‖L2(V )‖ζb ·Duε‖L2(V ), mientras que la
segunda integral en el lado izquierdo se puede escribir como∫

V

ζ2DbDuε ·Duεdx+ 2

∫
V

ζb ·DuεDζ ·Duεdx+

∫
V

ζ2D2uεb ·Duε =: I1 + I2 + I3.

Tenemos que |I1| ≤ ‖D2H‖∞‖Duε‖L2(V ), |I2| ≤ 2‖Dζ‖∞‖Duε‖L2(V )‖ζb ·Duε‖L2(V ), y

I3 =

∫
V

ζ2b ·D
(
|Duε|2

2

)
dx =

∫
∂V

ζ2b · n̂ |Du
ε|2

2
−
∫
V

|Duε|2

2

(
D(ζ2) · b+ ζ2div(b)

)
dx = 0.

Así, vemos que X = ‖ζb ·Duε‖L2(V ) satisface la desigualdad

1

ε
X2 ≤ C(1 +X)

para alguna constante C > 0, lo que concluye la demostración.

Con este resultado podemos proceder con la

Demostración del Teorema 0.9. Una consecuencia directa del Lema anterior, junto a las esti-
maciones elípticas usuales, es que para cada U ⊂⊂ Ci∩Ω, existe un C > 0 tal que ‖uε‖H2(U) ≤
Cε−1/2. Utilizando las inclusiones de Sobolev e interpolación entre L2 y Lp esto permite ob-
tener, para cada α ∈ (0, 1/2) y 2 < p <∞, una cota de la forma ‖b ·Duε‖Lp(U) ≤ Cεα.

A continuación introducimos un difeomor�smo local similar al de [7]. Fijamos un x0 ∈
Ω ∩ Ci \ {xi} y de�nimos una función Φ de una vecindad de (0, H(x0)) en una vecindad de
x0 por medio del problema con condiciones iniciales

dΦ(t, h)

dt
= b(Φ(t, h)),

Φ(0, h) = Y (h),
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con condición inicial Y (h) dada por la solución de la EDO
dY (h)

dh
=

DH(Y (h))

|DH(Y (h))|2
,

Y (H(x0)) = x0.

Es directo que Φ(0, H(x0)) = x0 y detDΦ = 1, así que Φ es efectivamente un difeomor�s-
mo local, digamos Φ : V = (−δ, δ)×(H(x0)−δ,H(x0)+δ)→ U 3 x0, con U ⊂⊂ Ω∩Ci\{xi}.

De�niendo vε = uε ◦ Φ en una vecindad de (0, H(x0)) tenemos, por lo comentado antes,
que ∫

V

|vεh|2dtdh ≤ |DΦ|2∞
∫
U

|Duε|2dx ≤ C,

y ∫
V

|vεt |pdtdh ≤
∫
U

|b ·Duε|pdx ≤ Cεpα,

de donde, en virtud del Teorema 2.2, deducimos que ‖vε‖Cβ(V ) ≤ C con β ∈ (0, 1/3), y
entonces también ‖uε‖Cβ(U) ≤ C.

Así, igual que en la demostración del Teorema 0.4, tenemos que existe un εj → 0 tal que
uεj converge localmente uniformemente en cada Ω ∩ Ci \ {xi}. Más aún, dado que uε está
acotada en H1(U) y ‖b ·Duε‖2

L(U) → 0, se tiene entonces que el límite satisface b ·Du = 0
en L2 y también en el sentido viscoso, así que necesariamente se tiene que el límite puede
escribirse como función de H.
La convergencia en el punto crítico xi (que está en Ω sólo cuando i ∈ I \ J ) será estudiada
por separado en un Lema posterior.

Ahora bien, dada la compacidad de uε, la convergencia de la familia completa será con-
secuencia de la unicidad una vez que se haya establecido que cualquier límite localmente
uniforme de uε necesariamente satisface (5) o (6), según corresponda. Procedemos entonces
a estudiar el problema límite y su unicidad.

Supongamos primero que i ∈ J , de modo tal que Ω ∩ Ci \ {xi} = Ω ∩ Ci.
Sea ui ◦H = ĺımj→∞ u

εj en Ω ∩ Ci.

Se tiene que, para cada φ ∈ C∞0 (Ii), luego de multiplicar (1) por φ ◦ H e integrar sobre
Ω ∩ Ci,

−
∫

Ω∩Ci
∆uεφ ◦Hdx =

∫
Ω∩Ci

f ε(x, uε)φ ◦Hdx

Pero dado que φ ∈ C∞0 (Ii), es claro que φ ◦H ≡ 0 cerca de ∂(Ω∩Ci), así que integrando por
partes
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−
∫

Ω∩Ci
uε∆(φ ◦H)dx =

∫
Ω∩Ci

f ε(x, uε)φ ◦Hdx

Ahora bien, sabemos que uεj y f εj(·, uεj(·)) son acotadas y localmente uniformemente con-
vergentes en Ω ∩ Ci hacia ui ◦H y f(·, ui ◦H(·)), respectivamente, por lo que se tiene que

−
∫

Ω∩Ci
ui ◦H∆(φ ◦H)dx =

∫
Ω∩Ci

f(x, ui ◦H)φ ◦Hdx,

lo que puede ser escrito como

−
∫

Ω∩Ci
ui ◦Hφ′′ ◦H|DH|2 + ui ◦Hφ′ ◦H∆Hdx =

∫
Ω∩Ci

f(x, ui ◦H)φ ◦Hdx.

Utilizando la fórmula de coarea, esto puede ser reescrito como

−
∫
Ii

Aiuiφ
′′ +Biuiφ

′dh =

∫
Ii

Fi(h, ui)φdh

donde

Bi(h) =

∫
Li(h)

∆H

|DH|
dl.

Ahora bien, para i ∈ I±, la normal unitaria exterior a Li(h) = ∂Di(h) está dada por
∓ DH
|DH| , así que

Ai(h) = ∓
∫
∂Di(h)

∂H

∂n
dl = ∓

∫
Di(h)

∆Hdx

De donde se sigue que Ai(h) = O(|Di(h)|)→ 0 cuando h→ h̄i = H(xi).
Por otro lado, para cada [h−, h+] ⊂ H(Ci), de la fórmula de coarea se tiene∫ h+

h−

Bi(h)dh =

∫
Di(h+)\Di(h−)

∆Hdx = ∓(Ai(h+)− Ai(h−)).

Notando que Ai(h̄i) = 0, se obtiene Bi ∈ L1(Ji) y A′i = Bi en H(Ci).

Volviendo a ui, esta última identidad implica que

−
∫
Ii

ui(Aiφ
′)′dh =

∫
Ii

Fi(h, ui)φdh ∀φ ∈ C∞0 (Ii)

Y entonces, dado que Ai es de clase C1 y positiva en Ii, se sigue que ui ∈ C2(Ii) y resuelve

(Aiu
′
i)
′
+ Fi(h, ui) = 0 en Ii. (3.1)

Para establecer que ui ∈ C1(Ii), consideramos un intervalo [h−, h+] ⊂ Ii cualquiera e
integramos (3.1) para encontrar que

Ai(h+)u′i(h+)− Ai(h−)u′i(h−) = −
∫
Di(h+)\Di(h−)

f(x, ui ◦H)dx.
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Ahora bien, dado que i ∈ J , se tiene que Ai es estrictamente positiva en Ii, y entonces, dado
que ui es continuo y acotado en Ii, el lado derecho de la identidad anterior se mantiene aco-
tado, y es de hecho convergente, cuando h→ ĥ ∈ ∂Ii. Así, vemos que ui tiene una extensión
C1 única a Ii.

Para i ∈ I \ J el mismo argumento usado antes sirve para establecer la regulairidad C1

hasta el borde h = 0. Sin embargo, aunque ui se mantiene acotado cuando h→ h̄i, la función
Ai se anula en dicho borde, asi que no es posible deducir de (3.1) únicamente si acaso u′i
converge cuando h → h̄i. Para sobrellevar esta di�cultad, �jamos i ∈ I±, h ∈ Ii y tomamos
un φ ∈ C∞(Ii) tal que φ′(h) = φ′(h̄i) = φ(h̄i) = 0 y φ′(h) = 1. Usando integración por partes
deducimos de (1) que

−
∫
∂Di(h)

∂uε

∂n
dl −

∫
Di(h)

uε∆(φ ◦H)dx =

∫
Di(h)

f ε(x, uε)φ ◦Hdx

Luego, en virtud del Teorema de Green, podemos reescribir la primera integral como

−
∫
∂Di(h)

∂uε

∂n
dl = −

∫
Di(h)

∆uεdx =

∫
Di(h)

f ε(x, uε)dx,

y así, tomando εj → 0, obtenemos∫
Di(h)

f(x, ui ◦H)dx±
∫ h

h̄i

ui(Aiφ
′)′dh = ∓

∫
Di(h)

f(x, ui ◦H)φ ◦Hdx.

Usando integración por partes en la segunda integral y recordando (3.1), la identidad anterior
se puede escribir como

Ai(h)u′i(h) = ±
∫
Di(h)

f(x, ui ◦H)dx.

Así, por el teorema de diferenciación de Lebesgue, concluímos que ui ∈ C1(Ii), con

∆H(xi)u
′
i(h̄i) + f(xi, ui(h̄i)) = 0.

En particular tenemos que ui es uniformemente continuo hasta el punto crítico xi, un hecho
que será relevante para estudiar la convergencia de uε en dicho punto.

Para deducir las condiciones de borde en (5) y (6) consideramos sólo el caso i ∈ I− ∩ J ,
pues el resto se puede estudiar de manera completamente análoga.
Sea φ ∈ C∞(Ii) tal que φ(hi) = φ(0) = 0. Usando integración por partes tenemos que

∫
∂(Ω∩Ci)

uεφ′ ◦H∂H

∂n
dl −

∫
Ω∩Ci

uε∆(φ ◦H)dx =

∫
Ω∩Ci

f ε(x, uε)φ ◦Hdx

Pero ∫
∂(Ω∩Ci)

uεφ′ ◦H∂H

∂n
dl = φ′(0)

∫
∂Ci
uε|DH|dl − φ′(hi)

∫
Li(hi)

gεi |DH|dl

= φ′(0)
∑
e⊂∂Ci

∫ Te

0

vεe(t, 0)dt− φ′(hi)
∫ Ti

0

vεi (t, 0)dt
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Así que, tomando εj → 0 y aludiendo a los Teoremas 0.4 y 0.7 obtenemos

φ′(0)
∑
e⊂∂Ci

∫ Te

0

ve(t, 0)dt−φ′(hi)
∫ Ti

0

vi(t, 0)dt−
∫

Ω∩Ci
ui◦H∆(φ◦H)dx =

∫
Ω∩Ci

f(x, ui◦H)φ◦Hdx

Ahora bien, la tercera integral en el lado izquierdo puede escribirse como∫
Ω∩Ci

ui ◦H∆(φ ◦H)dx =

∫ 0

hi

ui(Aiφ
′)′dh = Aiuiφ

′
∣∣∣0
hi

+

∫ 0

hi

(Aiu
′
i)
′φdh

Así, la integral en el lado derecho se cancela gracias a (3.1), y puesto que φ′(0) y φ′(hi) son
arbitrarios, deducimos de los Teoremas 0.5 y 0.8, que

Ai(0)ui(0) =
∑
e⊂∂Ci

∫ Te

0

ve(t, 0)dt =
∑
e⊂∂Ci

TeKi y Ai(hi)ui(hi) =

∫ Ti

0

vi(t, 0)dt = Tiki

Pero Ai(0) =
∫
Li(0)
|DH|dl =

∑
e⊂∂Ci

∫ Te
0

dt =
∑

e⊂∂Ci Te, y análogamente Ai(hi) = Ti, así
que concluímos que ui(0) = Ki y ui(hi) = ki, como se quería.

Finalmente establecemos la unicidad. Para esto, �jamos i ∈ J y de�nimos w = u − v,
donde u, v ∈ C2(Ii) ∩ C1(Ii) son dos soluciones de (5). Integrando (5) sobre Ii vemos que

∫
Ii

A(w′)2dh =

∫
Ii

[Fi(h, u)− Fi(h, v)]wdh. (3.2)

Ahora, por un lado tenemos que∫
Ii

A(w′)2dh =

∫
Ii

∫
Li(h)

|DH(x)|w′(h)2dldh =

∫
Ω∩Ci
|DH|2(w′)2◦Hdx =

∫
Ω∩Ci
|D(w◦H)|2dx

y, por otro lado,∫
Ii

[Fi(h, u)− Fi(h, v)]wdh =

∫
Ii

∫
Li(h)

|DH|−1[f(x, u(h))− f(x, v(h))]w(h)dldh

=

∫
Ω∩Ci

∂rf(x, r(x))w2 ◦Hdx,

para algún r(x) ∈ [u(H(x)), v(H(x))]. Luego,

∫
Ω∩Ci
|D(w ◦H)|2 − ∂rf(x, 0)w2 ◦Hdx =

∫
Ω∩Ci

[∂rf(x, r(x))− ∂rf(x, 0)]w2 ◦Hdx

Pero máxΩ∩Ci ∂rf(x, 0) = λi < λ(Ω∩ Ci), así que la desigualdad de Poincaré permite estimar∫
Ω∩Ci
|D(w ◦H)|2 − ∂rf(x, 0)w2 ◦Hdx ≥

(
1− λi

λ(Ω ∩ Ci)

)∫
Ω∩Ci
|D(w ◦H)|2dx,
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mientras que el hecho de que ∂rf(x, r) ≤ ∂rf(x, 0) para todo x ∈ Ω, r ∈ R implica que∫
Ω∩Ci

[∂rf(x, r(x))− ∂rf(x, 0)]w2 ◦Hdx ≤ 0,

y entonces
∫

Ω∩Ci |D(w ◦H)|2dx = 0 así que u = v en Ii.

La demostración para el caso en que i ∈ I \ J es completamente análoga, salvo que (3.2)
debe ser deducida con mayor cuidado. En efecto, de (6) se tiene que∫

Ii

[Fi(h, u)− Fi(h, v)]wdh = −Aw′w
∣∣∣
∂Ii

+

∫
Ii

A(w′)2dh.

Ahora bien, aunque w(h̄i) no necesariamente es cero (en contraste con el caso anterior), lo
que sí sabemos es que w′(h) se mantiene acotado cuando h → h̄i, y también tenemos que

Ai(h̄i) = 0, así que en cualquier caso Aw′w
∣∣∣
∂Ii

= 0. Con esta observación el resto de la

demostración se sigue igual que antes.

A continuación concluímos la demostración del Teorema 0.9 estableciendo la convergencia
localmente uniforme de uε hasta el punto crítico xi.

Lema 3.2 Para cada i ∈ I \ J existe una vecindad V ⊂ Ci de xi tal que uε converge
uniformemente en V .

Demostración. De acuerdo a lo ya demostrado, sabemos que uε converge locamente unifor-
memente en V \ {xi}, para cada vecindad V de xi. Consideramos entonces los límites

u+ = ĺım sup∗uεj and u− = ĺım inf∗u
εj ,

en términos de los cuales la conclusión del lema se sigue si u+(xi) = u−(xi).

Fijemos i ∈ I− tal que ∆H(xi) > 0 y h̄i = H(xi) < 0 (el resto de los casos son análogos).
Dado que xi es un punto crítico no degenerado, se sigue que Vδ = {x ∈ Ci : H(x) < h̄i + δ}
es una vecindad de xi para cada δ > 0 su�cientemente pequeño.

Fijamos ahora un δ0 > 0 tan pequeño que [h̄i, h̄i + δ0) = H(V ).
Para cada δ ∈ (0, δ0) de�nimos φj,δ ∈ C∞([h̄i, h̄i + δ0)) como

φj,δ(h) = C(δ + h̄i − h) + v(h̄i) + máx
H(x)=h̄i+δ

|uεj(x)− ui(h̄i + δ)|+ |ui(h̄i + δ)− ui(h̄i)|,

donde C es una constante a ser escogida.

Notar que, por construcción, φj,δ(H(x)) ≥ uεj(x) en ∂Vδ y

ĺım
j→∞

φj,δ(H(x)) = φδ(H(x)) := C(δ + h̄i −H(x)) + ui(h̄i) + |ui(h̄i)− ui(h̄i + δ)|,
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uniformemente en Vδ, para cada δ ∈ (0, δ0). Más aún, dado que ui es uniformemente continuo,
φδ(h̄i) = ui(h̄i) + o(1) cuando δ → 0 . Así, si logramos establecer que φj,δ ◦ H ≥ uεj en Vδ,
se tendrá entonces que φδ ◦ H ≥ u+ en Vδ, de donde vemoes, evaluando primero en xi y
tomando luego δ → 0, que u+(H(xi)) ≤ ui(h̄i). Una construcción similar permitiría entonces
establecer la desigualdad complementaria u−(H(xi)) ≥ ui(h̄i), de donde el resultado se sigue.

Para establecer que φj,δ ◦H ≥ uεj en Vδ pretendemos utilizar el principio del máximo, por
lo que basta probar que

−∆(φj,δ ◦H) + ε−1b ·D(φj,δ ◦H) ≥ f εj(x, uεj) en Vδ,

para todo j ∈ N su�cientemente grande y δ > 0 su�cientemente pequeño.
Ahora, b ·D(φ ◦H) = φ′ ◦Hb ·DH = 0 y ∆(φ ◦H) = φ′ ◦H∆H + φ′′ ◦H|DH|2, así que

−∆(φj,δ ◦H) + ε−1b ·D(φj,δ ◦H) = C∆H,

y entonces, dado que ∆H(xi) > 0, se puede escoger δ0 > 0 tal que ∆H ≥ α en Vδ para algún
α > 0 y todo δ ∈ (0, δ0), y entonces, escogiendo C su�cientemente grande el resultado se
sigue.

Concluimos con la demostración de la convergencia hasta el borde Lj(hj) cuando la con-
dición de borde límite es constante en dicha región.

Demostración de la Proposición 0.10. Sea j ∈ J y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que H ≤ 0 en Cj.
De�nimos para cada λ > 0 la función

φλ(h) = λ(e− 1)(h− hj)− eλ(h−hj) + 1.

Se veri�ca que φλ(hj) = φλ(hj + λ−1) = 0. Además,

−∆(φλ ◦H) + ε−1b ·D(φλ ◦H) = λ2eλ(H−hj)|DH|2 + λ
[
eλ(H−hj) − e+ 1

]
∆H

Luego, si denotamos A = D(hj, hj + λ−1), m = ı́nfA |DH|2 y M = supA |∆H|, se tiene que

−∆(φλ ◦H) + ε−1b ·D(φλ ◦H) ≥ mλ2 − 2Mλ en A,

y entonces, para λ ≥ λ0, con

λ0 =
M

m
+

√(
M

m

)2

+ 1,

se tiene que −∆(φλ ◦H) + ε−1b ·D(φλ ◦H) ≥ 1 en A.

Se sigue que la función

vε,λ(x) = ‖f ε‖∞φλ ◦H+ máx{|uε(x)−uj(H(x))| : x ∈ ∂A}+uj(hj) + |uj(hj +λ−1)−uj(hj)|
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satisface
−∆vε,λ + ε−1b ·Dvε,λ ≥ −∆uε + ε−1b ·Duε en A

para todo λ ≥ λ0 y ε > 0, y además por construcción vε,λ ≥ uε sobre ∂A, así que del principio
del máximo tenemos que uε ≤ vε,λ en A.

Tomando ε→ 0 se tiene entonces que u+(x) ≤ uj(hj) + |uj(hj)− uj(hj + λ−1)| para x ∈
Lj(hj), y esto es válido para todo λ ≥ λ0, así que tomando λ→∞ y usando la continuidad
de uj concluimos que u+(x) ≤ uj(hj) sobre Lj(hj). La desigualdad complementaria se obtiene
de manera análoga.
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Capítulo 4

Aplicación a un Problema Periódico

En esta sección estudiamos el comportamiento asintótico de un problema de reacción-
difusión estacionario, en el cual existe advección de magnitud grande, modelada por ε−1b·Duε.
En este contexto el campo vectorial b desribe un �ujo periódico celular con potencial de
velocidad H(x, y) = sin(πx) sin(πy), y el problema a estudiar se sitúa en el cilindro in�nito
Ω = (0, 2n)× R, con n ∈ N.
Más precisamente, suponemos que f ∈ C1,γ(R) es una no-linealidad de tipo KPP y uε es una
solución del problema con condiciones de borde


−∆uε + ε−1b ·Duε = f(uε) en Ω,

uε(x, y + 2) = uε(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω,

uε = 0 sobre {0} × R
uε = 1 sobre {2n} × R

(4.1)

La �nalidad de estudiar este problema es mostrar, por un lado, que gracias al Teorema 0.5
es posible encontrar las constantes límite sin necesidad de resolver el problema de la ecuación
del calor asociado, sino que explotando la independencia de dichas constantes sobre la no
linealidad de la ecuación. Por otro lado, este ejemplo nos permitirá veri�car que la región de
convergencia dada por el Teorema 0.4 es óptima, pues en este problema las funciones límite
ve son discontinuas en algunos de los puntos críticos de H, lo que impide que la convergencia
uniforme pueda incluirlos.

Una aplicación estándar del principio del máximo y el Lema de Hopf permite mostrar que
0 < uε < 1 en Ω, para todo ε > 0. Más aún, las estimaciones de Schauder muestran que
uε ∈ C3,γ(Ω), y entonces la regularidad y la cota en L∞ para uε se satisfacen de acuerdo a lo
que se ha estudiado.
Las celdas en este contexto son los cuadrados Ci,j = (i−1, i)× (j−1, j), con i ∈ {1, ..., 2n} y
j ∈ Z, y el valor propio principal de −∆ en cada uno de estos dominios es 2π2, por lo que las
hipótesis adicionales f ′(0) < 2π2 y f cóncava son su�cientes para garantizar la validez de los
resultados obtenidos antes en este contexto. Notar que, aunque el dominio en este contexto
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no es acotado, la periodicidad de este problema permite sobrellevar esta di�cultad, pues para
descrbir el comportamiento de uε basta estudiar lo que ocurre en una cantidad �nita de celdas.

Para estudiar el comportamiento asintótico de uε al interior de las celdas, consideramos
primero el problema en que f es reemplazada por la función nula, el cual sabemos, en virtud
del Teorema 0.5, comparte las mismas propiedades que uε cerca del nivel crítico {H = 0}.
Así, consideramos la solución vε del problema


−∆vε + ε−1b ·Dvε = 0 en Ω,

vε(x, y + 2) = vε(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω,

vε = 0 sobre {0} × R
vε = 1 sobre {2n} × R

(4.2)

Se sigue del principio del máximo que (4.2) tiene una única solución vε ∈ C3(Ω), incluso
si reemplazamos n por cualquier otro entero positivo. En particular, si wε es la solución de
(4.2) para n = 1, en virtud de la unicidad tenemos que vε puede ser descrita como

vε(x, y) =
p

2n
+

1

n
wε(x− p, y) para (x, y) ∈ [p, p+ 2]× R.

Ahora bien, en lo que conciernte al comportamiento asintótico de wε, tenemos que para cada
(i, j) ∈ I la solución de (6) está dada por w(i,j)(h) ≡ K̃(i,j), donde K̃(i,j) es la constante dada
por el Teorema 0.4. Así, wε (y por lo tanto también vε) converge localmente uniformemente
hacia constantes en cada una de las celdas.
Por otro lado, utilizando que H(x + p, y + q) = (−1)p+qH(x, y) para p, q ∈ Z y (x, y) ∈ R2,
obtenemos las relaciones de simetría wε(2−x, y)+wε(x, y) = 1, wε(x+1y+1) = 1

2
+wε(x, y)

y wε(x, 1− y) = wε(x, 1 + y). Así, tomando ε→ 0 vemos que las constantes K̃(i,j) satisfacen
K̃(1,j) + K̃(2,j) = 1, K̃(2,j+1) = 1

2
+ K̃(1,j) y K̃(i,j) = K̃(i,j′) para todo j, j′ ∈ Z e i = 1, 2. Esto a

su vez implica que K̃(1,j) = 1
4
y K̃(2,j) = 3

4
para todo j ∈ Z, y en consecuencia las constantes

correspondientes a vε, denotadas por K(i,j), satisfacen

K(i,j) =
2i− 1

4n
∀i ∈ {1, ..., 2n}, j ∈ Z

Ahora bien, dado que sabemos que uε y vε comparten el mismo comportamiento asintótico
en el nivel crítico {H = 0}, esto implica que las constantes K(i,j) encontradas son las mismas
que da el Teorema 0.5 para uε, y por lo tanto el comportamiento asintótico de uε en cada
celda C(i,j) queda completamente determinado al resolver (6) con las constantes encontradas
antes como condiciones de borde.

Como ya mencionamos, la familia {ve}e∈E dada por el Teorema 0.4 es la misma para ambos
uε y vε, puesto que comparten las mismas condiciones de borde sobre ∂Ω. Consecuentemente,
para estudiar el comportamiento asintótico de uε cerca de {H = 0}, basta con estudiar el
problema análogo para wε, el cual, dadas sus simetrías, es considerablemente más sencillo.
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Figura 4.1: Solución numérica de (4.1) con ε = 10−3, f(u) = 10u(1− u) y n = 2.

En términos de uε, la convergencia hacia constantes de wε al interior de cada celda permite
predecir la formación de boundary layers de tamaño 1

2n
entre cada par de celdas contiguas

C(i,j) y C(i+1,j) (en el eje x), y de tamaño 1
4n

sobre ∂Ω, en x = 0 y x = 2n.
Por otro lado, aunque cada par de celdas contiguas C(i,j) y C(i,j+1) (en el eje y) comparten
el mismo valor de K(i,j), a continuación mostraremos que entre ellás también se producen
boundary layers. Sin embargo, a diferencia del resto de las celdas, el tamaño de estos boundary
layers varía a lo largo e ∈ E .

Sea {we}e∈Ẽ la familia dada por el Teorema 0.5 correspondiente a wε. Dada la simetría
del problema, basta considerar los arcos sobre el borde de [0, 1]× [0, 1], que enumeramos por
{1, 2, 3, 4}, donde 1 y 3 son los arcos izquierdo y derecho, y 2 y 4 son los arcos superior e
inferior, respectivamente. Las relaciones de simetría de wε permiten ver que w2(t, ·) y w4(t, ·)
son funciones pares que satisfacen w4(t, s) = 1

2
− w2(t, s), mientras que w1 y w3 satisfacen

w1(t, s) = 1
2
− w3(t, s), con las condiciones de borde w1(t, 0) = 0 y w3(t, 0) = 1

2
. Más aún, el

Teorema 0.5 dice que ĺıms→∞wi(t, s) = 1
4
para i = 1, 2, 3, 4.

Ahora bien, dado que w4(0, ·) ≥ 0 y ĺıms→±∞w4(0, s) = 1
4
> 0, se sigue que w4(t, ·) > 0,

y por lo tanto w2(t, ·) < 1
2
para todo t > 0. En particular, vemos que w1(0, ·) y w3(0, ·)

tienen una discontinuidad de salto en s = 0 de tamaño 1− 2w2(T2, 0) > 0, mientras que las
condiciones de compatibilidad muestran que w2(0, ·) y w4(0, ·) son continuas en todas partes.
Esto muestra de paso que efectivamente la convergencia localmente uniforme del Teorema
0.4 no puede, en general, incluir a los puntos críticos de H sobre {H = 0}.
Así, la restricción wε ◦ X2(·, 0) es localmente uniformemente a una función continua cuyo
valor es cero en t = 0, por lo que necesariamente debe haber un boundary layer sobre este
arco, cuyo tamaño es 1

4
en t = 0 y decrece cerca de este punto. A partir de esto deducimos

que, para el caso de uε, existen boundary layers entre cada par de celdas contiguas C(i,j) y
C(i,j+1), a pesar de que las constantes correspondientes coincidan.
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Capítulo 5

Ondas viajeras en Fisher no Local,
Problemas Abiertos

El objetivo de este capítulo es describir varios problemas abiertos relacionados con la
ecuación de Fisher no local

ut −∆u = µu(1− φ ∗ u), x ∈ Rd, (5.1)

donde el núcleo φ es una función no negativa integrable y tal que
∫
Rd φ(x)dx = 1.

La ecuación (5.1) es una extensión de la ecuación de Fisher clásica, que toma la forma

ut −∆u = µu(1− u), x ∈ Rd. (5.2)

Es sabido que las únicas soluciones estacionarias, acotadas y no negativas de esta ecuación
son los estados homogéneos u ≡ 0 y u ≡ 1, y que para c ≥ 2

√
µ la ecuación (5.2) admite

soluciones tipo ondas viajeras de la forma u(t, x) = U(x − ct), con condiciones de borde
U(−∞) = 1, U(+∞) = 0 y un per�l U(x) estrictamente decreciente (ver Aronson [1]).

Numerosos resultados anteriores indican que, cuando µ es su�cientemente pequeño, las
soluciones de (5.1) se comportan cualitativamente de la misma manera que las de (5.2). Adi-
cionalmente, estudios numéricos sugieren que cuando el valor de µ crece, si bien las soluciones
tipo ondas viajeras persisten, su monotonía se pierde, dando orígen a soluciones que conectan
el estado u ≡ 0 con un estado periódico distinto de u ≡ 1. En esta dirección, Perthame y
Genieys [11] estudian el comportamiento de las soluciones de (5.1) en el límite µ→∞ (con
un escalamiento adecuado en la variable temporal), encontrando evidencia de concentración
en masas de Dirac para ciertos núcleos φ, cuya transformada de Fourier, φ̂, cambia de signo.

Berestycki, Nadin, Perthame y Ryzhik [3] establecen rigurosamente la no existencia de
soluciones estacionarias no triviales, así como la existencia de soluciones de tipo ondas viajeras
y algunas de sus propieades. Las hipótesis adicionales requeridas sobre el núcleo son que
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φ(0) > 0, φ′ ∈ Cb(R) y
∫
R x

2φ(x)dx < ∞. Bajo estas condiciones, se tiene el siguiente
teorema, que establece un paralelo entre la trivialidad de las soluciones estacionarias de (5.1)
y (5.2):

Teorema 5.1 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Para todo φ existe µ0 > 0 tal que,
para 0 < µ ≤ µ0, las únicas soluciones estacionarias, acotadas y no negativas de (5.1) son
u ≡ 0 y u ≡ 1.
Más aún, si φ̂ > 0 en Rd, entonces lo anterior vale para todo µ > 0.

En cuanto a la existencia de ondas viajeras, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.2 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Para cada c ≥ c∗(µ) = 2
√
µ existe

u ∈ C2
b (R) tal que 

u′′ + cu′ + µu(1− φ ∗ u) = 0,

ĺımx→+∞ u(x) = 0,

ĺım infx→−∞ u(x) > 0.

(5.3)

Además, para cada φ existe un µ0 > 0 tal que, para 0 < µ ≤ µ0, la solución de (5.3) satisface
ĺımx→−∞ u(x) = 1.
Más aún, si φ̂ > 0 entonces lo anterior vale para todo µ > 0.

La condición de borde débil ĺım infx→−∞ u(x) > 0 es necesaria puesto que la evidencia
numérica presentada por Nadin, Perthame y Tang [9] sugiere que existen soluciones que
no convergen a 1 sino que se comportan como una perturbación periódica de dicho estado
homogéneo.
En esta dirección, también en [3] se muestra que, en efecto, bajo ciertas condiciones las
soluciones de (5.3) no pueden ser monótonas y simultáneamente satisfacer ĺımx→−∞ u(x) = 1:

Teorema 5.3 (Berestycki-Nadin-Perthame-Ryzhik, 2009) Si
∫
R e
−λxφ(x)dx < ∞ para todo

λ ∈ R, entonces existe c̄(µ) tal que, para c < c̄(µ), las soluciones de (5.3) no pueden satisfacer
ĺımx→−∞ u(x) = 1 y ser al mismo tiempo monótonas en algún intervalo (−∞,−R).

Esto quiere decir que la monotonía de la onda viajera está íntimamente relacionada con
la rapidez con que se mueve. De hecho, Fang y Zhao [5] prueban que la recíproca también es
cierta:

Teorema 5.4 (Fang-Zhao, 2011) Para cada φ tal que
∫
R e
−λxφ(x)dx < ∞ para todo λ ∈

R existe una función c̄ : [µ0,∞) → [0,∞) tal que (5.3) admite una solución monótona
decreciente u ∈ C2

b (R) con ĺımx→−∞ u(x) = 1 si y sólo si c ≥ máx{c̄(µ), c∗(µ)}.

La función c̄ en este teorema está dada implícitamente como la inversa de la función

c ≥ 0 7→ µ̄(c) = sups>0

s(c+ s)

Φ(s)
, con Φ(s) =

∫
e−sxφ(x)dx. Se tiene que c̄ es cóncava, Lips-

chitz continua y asintóticamente lineal cuando µ→∞ .

Con estos resultados se tiene un cuadro parcialmente completo de las soluciones de (5.3),
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quedando abierto el problema de describir comportamiento de las ondas viajeras en la región
del espacio de parámetros c∗(µ) ≤ c < c̄(µ).
Por ejemplo, cuando φ̂ > 0, sabemos que existen ondas viajeras tales que ĺımx→−∞ u(x) = 1,
pero por el teorema anterior, si c∗(µ) ≤ c < c̄(µ), salvo la falta de monotonía, el comporta-
miento asintótico de u(x) cuando x→ −∞ es desconocido.

Aún más drástico es el caso cuando φ̂ cambia de signo, pues allí se desconoce si acaso las so-
luciones de (5.3) satisfacen siquiera ĺımx→−∞ u(x) = 1 cuando µ es grande y c∗(µ) ≤ c < c̄(µ).

Esto último plantea la pregunta de si acaso existe un tercer umbral c∗∗(µ) < c̄(µ) tal
que, cuando φ̂ cambia de signo, y c∗∗(µ) < c < c̄(µ), sea posible al menos garantizar que
ĺımx→−∞ u(x) = 1, aún cuando en esta región es imposible que u sea monótona. Un hipotético
umbral c∗∗ de esta forma tendría, por fuerza, que satisfacer c∗∗ ≡ c∗ cuando φ̂ > 0.

El programa propuesto para explorar estas preguntas consiste en estudiar, en analogía con
lo hecho por Perthame y Génieys [11], el comportamiento asintótico de u = u(µ, c) cuando
se recorre el espacio de parámetros (µ, c) en la región c∗(µ) < c < c̄(µ) y se toma µ→∞.

Más precisamente, se propone estudiar el comportamiento asintótico, cuando ε → 0, de
las soluciones uε de la ecuación

u′′ε + c(ε)u′ε + ε−2uε(1− φ ∗ uε) = 0

donde c(ε) satisface 2 ≤ εc(ε) ≤ εc̄(ε−2).

Una forma de estudiar esta ecuación es considerar la función wε(x) = ε log uε(x), que
resuelve la ecuación

εw′′ε + |w′ε|2 + εc(ε)w′ε + 1− φ ∗ uε = 0.

Se conjetura que, en este régimen, un fenómeno de concentración en masas de Dirac similar
al observado en [11] podría ocurrir si el crecimiento de c(ε) cuando ε→ 0 es su�cientemente
lento.
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Conclusión

Además de la uni�cación de los principales resultados de convergencia de Ishii y Souganidis[7]
con los de Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [10] en un cuadro común, las demostraciones pre-
sentadas en este trabajo son signi�cativamente más simples, siendo esenciales en este respecto
las técnicas de la teoría de soluciones viscosas de ecuaciones elípticas, junto a los resultados
de Berestycki y Hamel [2].

En cuanto a la extensión de los resultados obtenidos en esta memoria a ecuaciones que
involucren un operador elíptico general como el de Ishii y Souganidis [7], es de esperar que,
con los argumentos utilizados por dichos autores, la convergencia al interior de las celdas
siga siendo cierta, con las modi�caciones correspondientes al problema homogeneizado. Por
otro lado, también es de esperar que la convergencia sobre los bordes Lj(hj) y el estudio del
problema de la ecuación del calor sobre el grafo pueda ser demostrada con los argumentos
presentados aquí, si el operador se supone uniformemente elíptico en estas regiones.
Por otro lado, aún cuando es posible recuperar la convergencia uniforme hasta las porciones
de la frontera Lj(hj) cuando la condición de borde límite es constante, no se ha podido esta-
blecer si acaso lo mismo vale sobre el grafo. Es de esperar que un resultado de este tipo sea
cierto, pero la demostración es un problema abierto.

Novikov, Papanicolaou y Ryzhik [10] proveen numerosas estimaciones sobre la tasa de
convergencia de uε, siendo particularmente interesantes las cotas sobre la norma H1 de las
sucesivas aproximaciones construidas, y las cotas sobre la oscilación de uε en las celdas. Por
esta razón, aún cuando, al menos cualitativamente, aquí se establece un paralelo con estos
resultados, y en un contexto más general, semi-lineal, con estimaciones uniformes en lugar
de H1, la reducción en la complejidad de los argumentos tiene como consecuencia la pérdida
de información cuantitativa que sí es encontrada por estos autores. La obtención de dicha
información en este contexto es un problema abierto.

Finalmente, en la presentación de la ecuación de Fisher no local sólo se describe el estado
actual de la investigación, junto con posibles formas de abordar los problemas abiertos en-
contrados. Se espera que las técnicas empleadas por Perthame y Génieys [11] puedan dar luz
sobre el comportamiento asintótico del problema singularmente perturbado asociado. Dichos
autores estudian el problema de evolución en un dominio periódico, siendo una de las princi-
pales di�cultades que, dependiendo de las condiciones iniciales, el sistema puede o no exhibir
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concentración en masas de Dirac. En el contexto del problema propuesto en este trabajo, las
condiciones inciales no juegan ningún rol y por lo tanto es de esperar que los resultados que
se puedan obtener en esta dirección sean más conclusivos. No obstante lo anterior, la falta
de periodicidad en este contexto impide realizar un paralelo directo entre ambos problemas,
lo que plantea la necesidad de utilizar una estrategia distinta para estudiar la convergencia.
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