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RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: IGNACIO VERGARA
FECHA: 29/07/2013

PROF. GUIA: PATRICIO FELMER

ECUACIONES FRACCIONARIAS NO LINEALES EN RY

En la presente memoria se estudia la ecuacion
(I — A)*u = f(x,u) en RY,

con a € (0,1). Se establece la existencia de una soluciéon débil mediante un resultado del tipo
paso de la montana y usando las propiedades del kernel del operador (I — A)~* se estudia
la regularidad de dicha solucién. Mediante un argumento de comparacion junto con uno de
punto fijo se determina que esta solucién posee decaimiento exponencial. También se establece
la existencia de infinitas soluciones cuando f(x,u) = |u[P~u utilizando las propiedades del
género de Krasnoselskii y finalmente se demuestra una identidad del tipo Pohozaev con la
cual se obtiene la no existencia de soluciones positivas en los casos critico y supercritico.

Se analizan también las principales propiedades de los operadores (—A)* y (I —A)® junto
con los ntucleos asociados y su relacion con el laplaciano.

Finalmente se entrega una breve discusiéon con respecto a la ecuacion
(=A)*u +u = f(x,u) en RY

y se plantea el problema de estudiar el limite cuando ae — 17. Se discute la posible utilidad
de la supersoluciéon usada en el argumento de comparacion que determina el decaimiento de
la solucion.
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Capitulo 1

Introduccion

La presente memoria estda dedicada al estudio de una ecuaciéon fraccionaria no lineal, la
cual involucra un operador no local. Esta ecuacion serda abordada principalmente desde el
punto de vista de su formulacién variacional, haciendo uso de la transformada de Fourier
en RY. La btsqueda de soluciones positivas del tipo min-max juega un rol fundamental, asi
como las soluciones radiales.

La ecuacion diferencial
—Au+u= f(r,u) enRY

ha generado mucho interés y ha sido profundamente estudiada a lo largo de los tltimos 30
anos. Ver por ejemplo [I]. En esta memoria se estudia una generalizacion de esta ecuacion,
reemplazando el laplaciano por un operador no local. Especificamente se considera una po-
tencia de éste, cuya definicion mas simple es via transformada de Fourier. Una posibilidad es

considerar la ecuacién
(=A)*u+u = f(r,u) en RY. (1.1)

Felmer, Quaas y Tan [6] determinaron la existencia de una solucion de esta ecuacion me-
diante un resultado del tipo paso de la montana y analizaron sus propiedades més importantes
cuando la funcién f se comporta, en cierto sentido, como u” con p subcritico.

En esta memoria se estudia la ecuacién
(I —A)*u= f(x,u) enRY, (1.2)

donde I representa la funcion identidad. Este problema se origina al buscar la onda estacio-
naria e"u(x) de la ecuaciéon de Schrodinger-Klein-Gordon

U~ (1 Ay fr) enRY.

Tan, Wang y Yang [17] estudiaron la ecuacion (1.2) con a = y f = |u[~'u usando un
método propuesto por Caffarelli y Silvestre [4], en el cual se reemplaza el problema no local



por el siguiente problema diferencial

—Av(x,y) +v(z,y) =0, en RY
0 1.3
2 (0, en RN, (13)
En dicho articulo se establece la existencia de una solucién positiva, de clase C? y con

decaimiento exponencial. Se demuestra también la existencia de infinitas soluciones débiles,
asi como un resultado de no existencia para p > %

En el presente trabajo se analiza el caso general a € (0, 1) considerando ciertas hipotesis
sobre f, similares a las de [0] y siguiendo un argumento muy similar que no hace uso del
problema local (1.3)). Especificamente se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1 La ecuacion posee una solucion positiva, Holder-continua y que decae
ezponencialmente. Si f(s) = st entonces la solucion es ademds radialmente simétrica y
decreciente a partir de cierto punto.

Para la existencia no es posible aplicar el teorema del paso de la montana directamente ya
que en el caso en que f depende de x no se tienen las propiedades de compacidad adecuadas.
Por esta razon se debe utilizar un argumento de comparacion con el caso auténomo ideado por
Rabinowitz [I3]. La regularidad se obtiene utilizando las propiedades del kernel del operador
(I — A)~ y el decaimiento mediante un argumento de comparacién con una supersolucion.
La forma de obtener esta supersolucion es distinta a la de [6] ya que la convolucion del kernel
con una cierta funcién caracteristica no posee las propiedades deseadas. Es por esto que
se debe recurrir a un argumento de punto fijo en un espacio de funciones con decaimiento
exponencial. La simetria fue demostrada por Ma y Chen [9]. La principal diferencia con la
ecuacion es el decaimiento ya que la soluciéon encontrada en [6] decae como |z~ V=22,

Se demuestra también la existencia de infinitas soluciones.

Teorema 1.2 Si N > 2 y f(s) = |s|P™'s con p < $222, entonces la ecuacion posee

infinitas soluciones Holder-continuas y radialmente simétricas.

Este resultado se obtiene de una manera muy similar a [I7] y hace uso del género de
Krasnoselskii. Como el problema esta definido en R¥, se debe restringir el estudio a las
funciones radiales para ganar compacidad.

La no existencia de soluciones de la ecuacion fue analizada por Ros-Oton y Serra
[14], demostrando una identidad del tipo Pohozaev, pero en el caso de dominios acotados,
donde la principal dificultad radica en extender cierta funcién a la frontera del dominio. En
esta memoria se sigue un procedimiento completamente distinto, demostrando primero una
identidad en el sentido de las distribuciones, para luego obtener el siguiente resultado.
Teorema 1.3 Sip > %,
solucion positiva en L>°(RY) N LY(RY) y que se anule en el infinito.

(s) = |s|P"1s y ¢ > 1, entonces la ecuacion no posee una



1.1. Organizacién

En el capitulo 2 se dan las principales definiciones y resultados béasicos concernientes a
los espacios y operadores utilizados en el estudio de las ecuaciones (|1.1)) y . El capitulo
3 esta dedicado a la ecuacion (|1.2)). En éste se demuestran los teoremas , y . El
capitulo 4 pretende profundizar un poco el estudio de la ecuacion para f = uP, y la
transicion cuando o — 17. Finalmente en el capitulo 5 se describen las conclusiones y el
trabajo a realizar a futuro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Definiciones basicas

Los operadores fraccionarios estudiados en esta memoria se definen por medio de su trans-
formada de Fourier. Para evitar ambigiiedades, en todo lo que sigue utilizaremos la siguiente
definicion.

Definicion 2.1 Dada v € LY(RY), definimos su transformada de Fourier

F(0)(€) = i) = / o).

RN

Esta definicién se extiende de la manera usual a L?(R") y al espacio de Schwartz S(RY )’
de distribuciones temperadas.

Definicion 2.2 Para o > 0 y p > 1 se define el espacio de Sobolev
LLRY) = {u e LP(RY) : FH(1+ [¢*)*?a] € LP(RY)},

1
p)”

Proposicion 2.1 Para todo o > 0 y todo p > 1, LP(RY) es un espacio de Banach.

dotado de la norma

ol = ([ 1710+ g1

Observacién Si p =2, L2(R") es un espacio de Hilbert con el producto interno

(o = [ (1 I ()7 e

Este espacio se conoce como H*(RY) y se puede caracterizar por

He@) = {ue @) [ 14l < oo}



Proposicion 2.2 ([16]) Si > «, entonces Eg(RN) C LE(RY) y
lullpa < llullps — Vu € LHRY).
Teorema 2.1 ([16]) Sip € (1,00) y k € N, entonces
LP(RY) = Whr(RY).
Definiciéon 2.3 Definimos el espacio
CO(RN) = {u € L=(R™) : u es continua en R™},
dotado de la norma

[ullco = ||ufloc = sup |u(z)].
z€RN

Para k > 1 definimos inductivamente el espacio

CH*(RY) = {u € L®(RY): g—“ c CFYRM), vi e {1, ...,N}} :
T

con la norma

N
lullor = llullos +
i=1

Definicién 2.4 Para u:RY — R y p € (0,1) se define la seminorma

) — ()
L S P

ou
3@»

Ck—l

Y

y el espacio
CORRY) = {u € C(RY) : [ul, < oo},
dotado de la norma
wllo. = llulloo + [up-

Para k> 1y p € (0,1) definimos de manera inductiva
CHH(RY) = {u € C*RY) : [Du], < oo para todo multitndice 3, |B| = k},

con la norma

ou
all?i

N
el = ulloe +
i=1

Ck—1,p

En lo que sigue, para v > 0, v ¢ N, escribiremos C7(R”) para referirnos al espacio
CEH(RY), donde k =méx{m e N:m <~} y p=~—k.

Proposicion 2.3 Para todo v > 0, C?(RY) es un espacio de Banach.



2.2. El operador (I — A)?

El operador (I — A)® se define a través de su inverso (I — A)~%, conocido como potencial
de Bessel. Mas adelante especificaremos el espacio apropiado para definirlo.

Definicion 2.5 Para o > 0 se define el kernel del potencial de Bessel

1

= an )

/Oo el /=t /dmy (N ta)/2-1 gy (2.1)
0

donde -
L(s) = / e 51 dt.
0

Proposicion 2.4 ([16]) Para todo o > 0 se tiene que
(i) Ga € L'(RY) y
/ Go(z)dr = 1. (2.2)
RN

(ii) G, satisface ) X
Ga(§) = (1+ &)= (2.3)

(ii1) Golz) = O(e’%) cuando |z| — oo.
Definicioén 2.6 Sean a >0 y p > 1. Para u € LP(RY) se define

(I — A) “u = Gy, * u.

Usando (12.2)) se demuestra que

I = A)ullp < [lullp, (2.4)

y a partir de ({2.3) observamos que
F((I = A)u)(€) = (1 +[§])"a(g).

Con todo lo anterior, resulta natural definir el operador (I — A)* en el espacio L5, (RY).
Definicién 2.7 Sean o >0 y p > 1. Para u € L5 (RY) se define de manera implicita
F(I = A) u)(€) = (1 + [¢") a(€)-
Proposicion 2.5 ([16]) Sean o, >0 yp > 1.

(i) (I = A)* es un isomorfismo continuo de Ly o, (RY) en LE(RY).
(i1) Si B >0, (I —A)* es un isomorfismo continuo de CPT2*(RYN) en CP(RY).



2.3. El operador (—A)

Definicién 2.8 Para a >0 y u € H**(RY) definimos (—A)*u de manera implicita
F((=A)*u)(€) = lg[**a(§).
Observacion Bajo esta definicion, se tiene
(—A)'u = —Au,

donde Au denota el laplaciano de w.

Observacion La condicion v € H?**(RY) implica que tanto u como (—A)%u estan en
L*(RY).

Observacion Cuando u tiene suficiente regularidad, se puede demostrar (ver [11]) que, para
€ (0,1),

(—A)*u(z) = c(oz)PV/R Mdy

N |:E - y|N+2a
] A
donde
S(u)(@,y) = ulx +y) +ulz — y) — 2u(x)
y

Proposicion 2.6 ([11, p. 26/)
c(a) AN 4

lim = = —
a—1- (1 — Oé) WN—-1 UN
donde Y
2r2
WN-1= =N
r'(3)

es el drea de la esfera unitaria SN~ y vy el volumen de la bola unitaria.

Proposiciéon 2.7 Para toda u € C*(RY) y para todo v € RY, se tiene

lim (1 — «) /RN Mdy = VTNAu(x)

a1 |y|N+2a

DEMOSTRACION. Sea € € (0,1),

/%dy: / %dw / 5|( |N+2a / |N+2a

RN B(0,1) B(0,1)\B(0,¢) B(0,e
N VvV - N TV - TV

11 12 13




. 1
Sia> 3,

1-a)n < (1-a) / jule +y)l + ule = y)| + 2u@)]

|y‘N+1
B(0,1)°
s
< (1- d > 0
< -a) [ e —
B(0,1)¢
Por otro lado,
4l
1—a)|lh] < (1— d 0
(—oni<i-a) [ T —
B(0,1)\B(0,¢)

Para calcular /5 notemos que, como u es de clase C?,

w( +y) = u(@) + Va(z) -y + sy D2u(z)y + oly?)

2
1
u(@ —y) = u(z) = Vu(z) -y + 59" D*u(z)y + o(lyl’*)
Asi N
d(u)(z,y) = y' D*u(x)y + o(|y[*) )yiy; + ol|yl*)
ij=
Entonces,
2u
L S ()i + o[y
' T !
B(0,e)
g
> 55 (x)rwirw; + o(r?)
@i dz; N-1
= Nza r dwdr
0 9B(0,1)
_ a I / / L Gudr + / / o(r*2*~1) dwdr
;00 ;
70 eB(0y) 0 9B(0.1)
I Is
Notemos que
N
92u - , WN_1 £2-20
— - e = A
1, 8xf(x)/r dr / w; d N ( )2—2a
=1 0 aB(0,1)

y asi



Ahora observemos que

Notando que Ve > 0, 46 > 0, Vr < &,

2-20—1
o(r
olr* | _
r2—2a-1 =
podemos tomar € < € y observar que
&€ € €
—/cr2_2°‘_1dr < /0(T2_2O‘_1)dr < /CTQ_Qa_ldT
0 0 0
&€
é\2—201 o 9e 1 62—204
— —c o(r = Hdr < c
2—2a — / ( ) 2 — 2«
0
62—204 2—2a
< —CWN-1 5 < (]_ — 01)15 < cwn_1

Juntando todo lo anterior,

limsup (1 — a)/ Mdy < limsup (1 — a)ly + limsup (1 — a)l;
R

N |y|N+2a -

a—1— a—1— a—1—
2—2a
UN , g
< —A 1 _
< g fule)+ meova
UN CWN_—1
= —Au(x)+
2 (z) 2

Como esto es cierto para todo ¢ > 0, concluimos que

limsup (1 — a)/R Mdy < V—NAu(x)

1= v [y T2

Repitiendo el argumento para el limite inferior, se tiene que

L 6(u)(z,y) 2

Y por lo tanto

, 5(16)(.1’,:{/) o VN
O}i}l{l_ (1 Oé) /RN Wdy = 9 AU(ZE)



Observacion Las proposiciones[2.6)y 2.7 permiten concluir que, cuando u es suficientemente

regular,
lim (—A)%u(z) = —Au(z).

a—1—

La propiedad de la convolucion

~

F(fx9)(&) = F(§)3(8),

sugiere que se puede escribir el laplaciano fraccionario (—A)*u como la convoluciéon con una
cierta funcion (o distribucion) T tal que T’ = |£]2%, es decir, (—A)®u = T % u. Por otro lado,
la caracterizacion como integral singular también es una especie de convoluciéon con la
funcion |2|7V 2% Lo que sigue formaliza estas nociones. Para mas detalles ver [7].

Definicién 2.9 Para z € C con Re(z) > —N se define la distribucion f, en RV,

(0} = AG) [ lafpla)dn, ¢ DERY)

donde

Se puede extender esta definicion para Re(z) < —N de la siguiente forma

() = AR [ laFe@ds + 3 62000

|z[>1 18I<k

+ A(z)/ go(x)—Z%aBgo(O)xﬁ |z|*dx

|z|<1 18I<k

donde k£ € N es tal que Re(z) > —N —k—1y

B A(z)
b(B,z) = BB+ 2+ N) /SN_1 6°df

Cuando el denominador es 0, b(f, z) se define por continuidad.

En la definicion anterior § = (fy, ..., fn) representa un multiindice y

Bl = Bl B!
07 = 0] 0%,

Teorema 2.2 ([7, p. 128]) Para todo z € C,

~

fz = f—N—z

10



Proposicién 2.8 Sea ¢ € D(RY). Si o € (0,1),
—mT(=a)e(@){f-n-2a,p(z +)) = (=A)"p(z) Vo eR".

Y para o =1,
47
V_<ffN—27 olx+-)) = —Ap(z) Vz € RV,
N
DEMOSTRACION. Para z = —N — 2« con « € (0,1), basta tomar k£ = 1. Con esto
1 gD(&Z) 1 WN-1
—N—2a; = d 0
(f-n-20, ) 7T (—a) / || N 2o T mo0(—a) —2a ©(0)
|z|>1
b [ 1) = (0 = o(0) ]
T x) — - T x.
7o (—a) 1 14 ¥ || N+2a

lz|<1

Notemos que

oo
— — o0
1 q rN ld P P2 WN—_1
|z |N+2 L= rN+2a war = wN-l_QQ ) T 2a
|z[>1 1 0B

y ademas, para todo a > 0,
Vp(0) -z

|| V2o dr = 0.
|z|>a
Entonces
1 p(x) — (0) = Vp(0) - =
N @) = d
(f-N=20:9) WQF(_Q)/ || N+2e
R
B 1 , p(z) —p(0) = Vp(0) -z
= 7el(—a) lim |z [V+20 dz
|z|>e
1 , p(z) — (0)
— 1 d
ﬂ-OzF(_a> EI_I% |x’N+2a
|z|>e
—1 ©(0) — p(z)
= PV d
7ol (—a) / || N+2e
RN
-1 1 .
= (=A)%p(0)

y por lo tanto

. —1 « N
<f—N—2a7 QD(LL’ + )) - O‘F(—Oé)C(Oé)( A) (p(l’) Vz e R,
Siz=—N — 2 tomamos k = 2. Primero notemos que
-1
s

11



Por otro lado, si |3] = 2, se tiene

; z+ N B
ZJ11]{[12F( 5 >(|5|+2+N)——2
ya que

lim (z + D)I'(z) = —1.

z——1

Entonces, si 8; = 2,

2 2 ir N 4r
En todos los otros casos con || <2, b(3, —N — 2) = 0. Por lo tanto

11 1wy
b(3, —N — 2) = ———/ 62dp = —— N1 TN
SgN—1

onsp) =S =2 T20) = A o)

C—~ 4 Ox? 47
]:]_ J
y de la misma forma que antes

(fon-a,p( + ) = = —Ap(z).

Observacién Lo anterior es consistente con el limite

4
lim 7°T'(—a)e(a) = T
a—1- VN

Corolario 2.1 §i definimos

T =—-1T(—a)c(a)f-n—24, para o € (0,1)

4
T= —Wf—N—m para o = 1,
VN
entonces, para toda u € H**(RY),
(—A)u =uxT.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € D(RY),

(uxT,) = (u(x),(T(Y),p(x+y)))

12



2.4. El kernel IC,

Definicion 2.10 Para oo > 0, t >0, z € RN definimos el kernel H, de manera implicita

e = FHal0)€) = [ Hal ) dg

RN

Proposicion 2.9 ([2]) Ha(-,1) es una funcion radial, continua y estrictamente positiva.
Ademds se tiene la identidad

Ho(x,t) = t-VH,, (tf/a 1) Vo € RY, Vit > 0. (2.6)

Teorema 2.3 ([2/) Para todo a > 0

i Jo Y Mo (2, 1) = 2 o <9> T (N il O‘) r (9) .

|z|—00 T/2+1 2 2 2

DemMosTRACION. Usando el teorema de inversion de Fourier para funciones radiales [3, Cap II]

se obtiene .

T e N2
(QW)N/Q‘:U|N/21/O et (v 2([2|t) di

donde J, representa la funcién de Bessel de primera especie de orden v.
Escribiendo r = |z| y haciendo un cambio de variable,

Ho(x, 1) =

Neta N/2+a+1 00 e N/
eV H (2, 1) = W/o N2 Ty o(rt) dt

,r,Oé

= h e~ WmN2 T t) dt.
(27T)N/2/0 (N- 2)/2(>

Integrando por partes y usando la identidad £ ("], (1)) = t"J,_1(t),

a e .
|I’|N+QHQ<$71) - (271_—]\[// (& (t/) tN/2+ IJN/2<t) dt
0

o (e.0)
_ —(t/r)® yN/24+a—1
= o N/2Re {/0 t HN/2( ) dt

donde HY = J, + 1Y, representa la funciéon de Bessel de tercera especie de orden v. La
tltima integral en R, es igual a la integral en R, con @ suficientemente pequefio, ya que
la integral sobre el arco se va a 0. En efecto,

e~ (Re?/r)* (Re“z’)N/%a IH( (Rew)Rzewdgb

o\%

0
< /6—(R/7~)"‘ cos(a¢)RN/2+oc—1 ‘H](\}/)2<R€z¢)‘ Rdgb
0

13



Como Hﬁl)(z) ~y/ Zexp(i(z 4+ § — Z£)) para |z| grande, podemos tomar ¢ > 0 tal que para

R suficientemente grande

‘H 'L(i))‘ S eiRei‘Z> c efRsenqS <

vl RO S TR = TR Vi

La tultima desigualdad es valida si § < 7. Ademaés, si 0 < o,

e—(R/r)a cos(ag) < 6—(R/T)°‘ cos(ab)

Entonces el moédulo de la integral se acota por 6 que converge a (

cuando R — oo. De esta forma,

e —(R/r)™ cos(ab) RN/2+a\CF

N+ —(te®/r i0\N/2+a—177(1) (1 i0y 6
2| T H o (2, 1) = o )N/QRe /e (/) (ti0)N/2Ha= H )y (te™)e” dt
0
El término dentro de la integral converge puntualmente a (te?)™/ 2*“*1[:7](\}/)2(25&9)6” cuando
r — o0, por lo que basta acotarlo por una funciéon integrable para obtener la convergencia

de la integral. De la misma forma que antes, consideramos ¢ > 0 tal que para todo ¢ mayor
que un cierto R > 0, | N/Q(tew)| <% -e~'%n% Entonces

€0 /r)e % a— % %
o (te??/r) (t 9)N/2+ IH(/)(tee) i0

< N2+t ‘H 0

Fatte™)|

Como Hﬁl)(z) ~ —LT(v)(%)™ cuando |z| es pequetio, lo anterior es integrable en el intervalo

[0, R]. En (R, c0) esta acotado por tN/QJra*l\/%e*tsena que es también integrable. Entonces

_ % Re /(teiG)N/2+a—1H](\}/)2 (teio)ew dt

0

’ N+«
|a:1|1£>noo |Z’| Ha(xa 1) (2 )N/2

Por argumentos similares a los anteriores se puede cambiar el camino de integracion por tR. .

Asi,

e

(6% o a—
IJ‘TM|$’N+ Ha(z,1) = WRG /(tz)N/2+ 1H](\}/2(tz)zdt
L0
a r a2 1
0

[e.o]

/tN/Q-l-oe 1K /2( )dt

0

200
- (27T)N/27TRe

20 sen (%)

N/24a—1
T |t Ko(t) dt.

|
0\8 —
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K,(t) = gi”*lHﬁl)(it) es la funcion de Bessel modificada de segunda especie y toma valores
reales para t > 0. La ultima integral se puede calcular como en [5, p. 51],

2a sen (M) N+« «
1/ N4+« N 1 — 2 2N/2+a—2r F <_>
At Jl 7 H (1) (2m)N2r 2 2

201 T N+« a
= N en <7>F( > >F(§>'

Definamos

2971y T N+« «
Usando la identidad (2.6]) y el teorema vemos que

lim |z|NTH, (2, 1) = £(a)t.

|z| =00

Definicion 2.11 Para o > 0 definimos el kernel
Ko(z) = / e "Ho(z, t)dt.
0

Proposicion 2.10 ([6]/) Para todo o > 0,

n 1
Ka(§) = T

con lo que K, resulta ser la solucion fundamental del operador I + (—A)3 .

Observacion Para a = 2 este kernel coincide con el del potencial de Bessel (2.1)), es decir,
’CQ = G27

y el operador asociado es I — A.

Proposiciéon 2.11 Para todo a > 0

lm 2|V, () = l(a).

|z|—o00

DEMOSTRACION.

|a:|N+alCa(a:):/ e [N TOH (2, t) dt.
0

La funcion dentro de la integral converge puntualmente a ¢(a)te™" cuando |x| — co. Ademas,
usando la identidad (2.6 como en [6], se demuestra que

[Ho(z,t)| < cmin{t’N/a,t]a;\’N’a}
y por lo tanto

e 7| N Mo (2, )] < ce tmin{t= N z|N et} < e tet
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En virtud del teorema de convergencia dominada,

o

l{m e o) NTOH,, (2, 1) dt = / e (a)tdt = ().
0

|z|—=00 Jq

Proposicion 2.12 Ky, converge uniformemente a Koy cuando o — 17.

DEMOSTRACION. Sea € > 0. Notemos que, para todo a € (0, 1],

lim Kya(€) = 0.

|€|—o00
Tomemos R > 1 tal que \I@l(ﬁ) — 162(5)’ < ¢ para todo ¢ € B(0, R)¢. Como
€l <l <€ Va e [1/2,1], V¢ > 1,

lo anterior implica que |Ksa(€) — Ka(€)| < € para todo a € [1/2,1] y todo & € B(0, R)°.
Aplicando el teorema de Dini en B(0, R) \ B(0,1) y en B(0, 1) se concluye que existe a* €
(1/2,1) tal que |K4(&) — K(€)| < £ V€ € B(0,R) Yo € (a*,1), y por lo tanto la convergencia
es uniforme. O

2.5. Inyecciones continuas y compactas

Definiciéon 2.12 Para o € (0,1] y p > 1 se define el exponente critico de Sobolev

Np
N—ap

*

p:

Teorema 2.4 ([0])

(i) Sil<p<q<p*<oo, entonces LE(RY) se inyecta continuamente en LI(RY).

(ii) Si 1 < q < 1%, entonces LL(RY) se inyecta continuamente en LI(RY).

(ii1) Si % <a<2, a— % <ly0<pu<a- %, entonces LP(RY) se inyecta continuamente

en CH(RY).

Lema 2.1 ([6]) Sea p € [2,2*]. Entonces existe C > 0 tal que
lullp < Cllulla Vu € HYRY).

Si ademds p < 2° y Q C RY es un dominio acotado, entonces toda sucesion acotada en
H*(RY) tiene una subsucesion convergente en L(2).

Lema 2.2 ([6]) Sea N > 2, p € (2,2*) y {u,} una sucesion acotada en H*(RY) que satisface

lim sup / u, (z)? dr = 0
B(y,R)

n—oo yERN

para algin R > 0. Entonces u, — 0 en LP(RY).
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Definiciéon 2.13 Para o >0 y p > 1 se define el espacio
RLP(RY) = {u € LE(RY) : u es radialmente simétrica}.
Proposicion 2.13 ([15][p. 646]) RLE(RY) es un subespacio cerrado de LF(RY).

Teorema 2.5 ([15][p. 656]) Sean ¢ >p>1ya,>0. SiN >2y

N N
a-=>p-=,
p q

entonces RLY(RY) se inyecta de manera compacta en RLG(RY).
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Capitulo 3

La ecuacion (I — A)%u = f(x,u)

3.1. Definicién del problema

En este capitulo estudiamos el problema

(I = A)*u(z) = f(z,u(x)) en RN
u>0 enRY, ‘ l‘l’m u(x) =0 (3.1)
T|—00
conae(0,)yl<p<p'—1= %J—rgg

Consideraremos las siguientes hipotesis para la funcion f:

(f0) f:RY x R — R es tal que s — f(z,s) es continua c.t.p. z € RN y 2 — f(x,s) es
medible para todo s € R.
(fl) f(z,8)>0sis>0y f(z,s) =0sis<0,ctp reRV
(f2) La funcion
f(z,s)

S

es creciente para s > 0y c.t.p. x € RV,

(f3) Existen constantes p € (1, %fgg) y C' > 0 tales que

f(z,s) < Cls|”

para todo s € Ry c.t.p. z € RV,
(f4) Existe § > 2 tal que, para todo s > 0y c.t.p. x € R,

0<OF(x,s) <sf(z,s),

donde i
Fla,s) = /0 () dt.
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(f5) Existen funciones f: R — R, a : RY — R continuas, tales que f satisface (f0)-(f4) y
0 < f(z,s) — f(s) < a(x)(s| +|s]") VseR, ct.p. xR,

lim a(z) =0
|z|—o00
y _
{z € RY : f(x,s) > f(s) Vs >0} >0
donde | - | representa la medida de Lebesgue.

Un ejemplo de funcién que satisface estas hipotesis es f(z,s) = g(x)s”, donde

o s sis>0
TT10 sis<0

y g es una funcién continua, estrictamente mayor que 1y tal que g(z) — 1 cuando |x| — oo.
La funcion f asociada es f(s) = ..

Definicién 3.1 Decimos que u € H*(RY) es una solucion débil de la ecuacion
(I — A = f(z,u), (3.2)
S0
[ aripraei@ds = [ feua@ds Vo HU®Y)
o equivalentemente, si es un punto critico del funcional

H) = [ +lePrla©Pa - [ P

2 RN

Observacion Gracias a (f0) y (f3) I esta bien definido, y usando la inyeccién de Sobolev
(Teorema y las propiedades del operador de Nemytskii, se demuestra que I es de clase
C' en H*(RY).

Definiciéon 3.2 Decimos que u : RY — R es una solucion cldsica de la ecuacion st es
continua y se satisface puntualmente.

El objetivo principal de las secciones [3.2] [3.3] y [3.4] es demostrar el siguiente teorema.
Teorema 3.1 Si f satisface las hipdtesis (f0)-(f5), entonces el problema posee una

solucion cldsica que decae exponencialmente. Si f(s) = s, entonces la solucion es ademds
radialmente simétrica y decreciente a partir de cierto punto.

3.2. Existencia

En esta seccion estudiaremos la existencia de soluciones débiles. Para esto consideramos
la variedad de Nehari

A= {uec HYR")\ {0} : I'(u)u = 0}
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y definimos
¢ = inf I(u)

u€A
Observacién Si u € A, entonces gracias a (f1), u;, # 0. Por otro lado, dado u € H*(RY)
tal que uy # 0, gracias a (f2), la funcion t € Ry +— I(tu) posee un tnico maximo t(u) y
t(u)u € A. De esta forma,

= inf sup I (tu
ue H*(RV)\{0} tzg) (tu)

Consideremos ahora el conjunto
= {g€C([0,1], H*R")) : g(0) = 0,1(g(1)) < 0}.

y definamos

¢ = inf sup I(g(t)).
9€l tefo,1]

Observacion Usando (f2) y (£3) se demuestra que ¢ > 0.

Lema 3.1 ¢ = ¢*.

DeMosTRACION. Sea u € HY(RYN) \ {0} tal que u; # 0. Definamos g,(t) = tTu con T > 0
suficientemente grande de manera que I(Tu) < 0. Asi g, €'y

¢ < sup I(tTu) < sup I(tu).
t€[0,1] t>0
Entonces ¢ < ¢*.
Para la otra desigualdad basta demostrar que para toda g € I' existe t € (0,1) tal que
g(t) € A. Primero notemos que si I'(u)u > 0, entonces gracias a (f4),

W) > = [ fleu(@)u) de — /

= 2 JgN RN

F(z,u(z)) de > (g - 1) /R Flaux)) de > 0.

Por lo que, si suponemos que I’'(g(t))g(t) > 0 para todo ¢ € (0,1), entonces I(g(t)) > 0 para
todo t € (0,1), lo que contradice que I(g(1)) < 0. O

Para f : R — R definimos I, A, I y & reemplazando f por f.
Teorema 3.2 Si f satisface (f0)-(f4), entonces I tiene un punto critico con valor critico €.

DEMOSTRACION. En virtud del principio variacional de Ekeland (ver [10]), existe una sucesion
(Un)nen C H*(RY) tal que

I(up) —wc vy I'(u,) —0.

Usando (f4), dado ¢ > 0, para todo n suficientemente grande

1

1 - L
(5 - 5) ltnlla < T(un) = 51 (un)un < ¢+ & + [Junlla-
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Por lo tanto (u,) es una sucesion acotada en H*(RY). Usando el lema (uy,) tiene una
subsucesion convergente en LVTHRY) y débil en H*(RY) a una cierta funcion u. Para esta
subsucesion (que seguimos llamando u,) y para toda ¢ € D(RY),

I'(up)e — I'(w)p = 0.

Solo falta ver que I(u) = c. Usando (f4) nuevamente, para todo R > 0,

T(u,) — %I’(unm _ /R ) (% Flun)u, — F(un)> iz > /B . (% Flun)u, — F(un)) da.

Tomando limite en n,

¢> /B . (% Fluyu — F(u)) da.

Como esto es valido para todo R > 0, también lo es para la integral en todo RY y asi I(u) < c.
Para la otra desigualdad basta ver que u # 0. Usando el lema [2.2] podemos encontrar una
sucesion {y,} C RY y constantes R > 0, 3 > 0 tales que

/ Uy (7)* dx > 3.
B(yn7R)

En efecto, si suponemos que esto no es cierto, u,, — 0 en LP*(RY). Pero usando (f3), para
n suficientemente grande y cierta constante A > 0,

< T(u,) — %I/(un)un _ /

RN

2 RN

lo que implica que ¢ = 0, que sabemos que no es cierto.
Finalmente definimos @, (z) = u(y, + x) y repitiendo los argumentos previos concluimos que
u = w-lim @,, es un punto critico no trivial de I, con valor critico c. O

Teorema 3.3 Si f satisface (f0)-(f5), entonces I tiene un punto critico con valor critico c.
Ademds c < ¢.

DEMOSTRACION. Tomemos una sucesion u,, € A tal que

lim I(u,) = c.
n—oo

Sea g, = gu,,, definido como en la demostracion del lema 3.1} Usando el principio variacional
de Ekeland encontramos sucesiones t,, € [0,1] y w, € H* tales que

lim I(w,) =¢, lim I'(w,)=0 and lm |w, — g,(t,)]la = 0. (3.3)
n—oo

n—o0 n—oo

Procediendo de manera similar a la demostracion del teorema [3.2] encontramos una subsu-
cesion de w,, que seguimos llamando w,,, que converge débil a w y que satisface

/ wy(x)*dr > B, Vn €N,
B(yn,R)
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para ciertos R, 3 > 0 e y, € RY. Si (y,) tiene una subsucesién acotada, lo anterior implica
que w # 0 y se concluye. Supongamos entonces que |y,| — oo cuando n — co. Supondremos
ademéas que, dado r > 0,

lim wy ()2 dr =0
n—oo B(O,T)

ya que de _10 contrario w # 0. Demostremos primero que ¢ < ¢. Sea w un punto critico no
trivial de I dado por el teorema[3.2} Sea

A={z eRY: f(x,s) > f(s) Vs > 0}.

Usando (f5) y el hecho de que @ # 0, podemos encontrar y € RY tal que la funcién w,,
definida por wy(x) = w(z + y), satisface

{z e A:|w,(z)] >0} > 0.
Asi B B
¢ = I(wy) > I(tw,) > I(tw,), vt > 0.

Tomando t* > 0 tal que

I(t"w,) = sup I (tw,),
>0

se tiene que t*w, € A y concluimos que

c> I(t* > inf =c.
c > (t’wy)_}}IEIA c

De (f5) tenemos que, para todo ¢t > 0,

I(tu,) = I(tu,)+ /]RN (F(tu,) — F(z, tuy,)) dz

> I(tuy,) _/ Ca(x) (|tun|2 + |tun|P+1) dx.
RN

Sea ¢ > 0. Usando (f5) y el hecho de que (u,) es una sucesion acotada en H*(RY), existe
R > 0 tal que

/ Ca(z) (Jtun” + |tu,[PT) do <e,
B(0,R)°

para t acotado. Por otro lado, usando ({3.3]), tenemos

lim Ca(z) (Jtun” + |tu,[PT") dz = 0.

Tomando ¢t = t* tal que

I(t*u,) = max I (tu,),

>0

vemos que ¢ > ¢—e. Si elegimos € > 0 suficientemente pequeno, esto contradice que c < ¢. [J
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3.3. Regularidad

Teorema 3.4 Supongamos que f satisface (f0) y (f3). Sea u una solucion débil de la ecuacion
(3-4). Entonces u € L©(RN) N CO*(RYN) para ciertos qo € [2,00) y u € (0,1). Ademds
|u(z)] — 0 cuando |x| — 0.

DemosTrRACION. Como u € H®(RN), gracias a la inyeccién de Sobolev (teorema [2.4)),
u € LP(RN) con ¢y = (3), f(- u(-)) € LP*(RY) con py = %y por lo tanto
(I —A)f(,u(-) € Eé’l Como (I —A)~f(-,u(-)) = u en el sentido de las distribuciones,

lo anterior es equivalente a que u € £5! . Tenemos tres casos posibles:

Dpm<X  gp=X gy Y
D1 2@7 p1 = 204’ D1 20

En el caso 1) usamos nuevamente la inyeccién de Sobolev para obtener que u € L% (RY)

con q; = y tal como hicimos antes, u € £52 con py = Q1 . De nuevo tenemos los tres

Np2
N—2aps "’

N— 20cp

posibles casos, pero esta vez para ps. Si ps < entonces u E L%2(RN) con ¢y =

N
2a7
Repitiendo este proceso, podemos definir una sucesion (g;) tal que

4 1
_Y (— - —) L
QJ+1 o 41

Nt2a 00 > qo v asi la expresion del lado derecho se hace negativa para j

Como 1 < p < 552,

grande. Sea j el natural mas pequeno tal que la suma no es positiva. Entonces p;i1 = % 0

Dj+1 > %

Si pj+1 > 2L, entonces u € L5, y la parte (iii) del teorema nos dice que para

0 < p < min{2a — L 1}, u e COR(RN).

Sipjy = N entonces u € L52 para @ < a. Asi Piv1 < 3z podemos hacer otra iteracion.
Si tomamos a suﬁ01entemente cercano a «, obtenemos pj+2 > o= y concluimos de la misma
forma que en el primer caso.

Finalmente observamos que el hecho de que u € L% (RY) N C%*(RY) implica que |u(z)] — 0
cuando |z| — 0. O

Proposicion 3.1 Si u es una solucion débil de la ecuacion y [ satisface (f0),(f1) y
(f3), entonces u es estrictamente positiva.

DEMOSTRACION. Sabemos que u satisface

w= (1= A)“f(u(-)) = Gao* f(-,u(-))

en el sentido de las distribuciones. Si tomamos u_ como funciéon test,

[ utras= [ [ Gal)e =yt = g)u- (@) dyds <o

y por lo tanto u_ = 0 c.t.p.. Méas aun, por el teorema [3.4] u es continua, y por lo tanto
uw) = [ Gal)fo—youle— ) dy Vo RN
R
Como Gy, es estrictamente positiva y v, # 0, concluimos que u > 0. O
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Proposicion 3.2 Sip>1, g > ]2\[—5 yu € LIRY) es una solucion del problema

(I —A)*u =uP
u>0

Entonces u € L"(RY) para todo r > 1 y ademds existe v € (0,2a) tal que u € CTTT2¢(RY),

DEMOSTRACION. Sabemos que u € LY(RY) implica u € Lgﬁf y como % > %, la inyeccion de

Sobolev nos permite concluir que u € C*(R”) para cierto u € (0,2a — %). Esto implica que
u(xr) — 0 cuando |z| — oo, y por lo tanto v € L"(RY) para todo r > ¢. Observemos que
u = Gog*xuP y uP € L" para todo r > max{1, %}. Entonces, usando ‘) u € L". Si repetimos
este procedimiento, concluimos que u € L™ para todo » > 1. Aplicando el teorema del valor
medio a la funcion #*, obtenemos u? € C*(R”Y) y por lo tanto u € C**2*(RY). Nuevamente
iteramos este procedimiento hasta que p+2ka > 1. De este forma, u € C**7(RY) para cierto
v € (0,2a). Si p > 2, volvemos a usar el teorema del valor medio y si p < 2, observamos que

la funcién 7! es de clase CP~!. En cualquiera de los dos casos obtenemos u? € C17(RY) y
por lo tanto u € C1H7H2(RN). O

3.4. Decaimiento y simetria

Para ¢ > 1 definimos el siguiente espacio métrico completo

||

X = {v cCRY):v>0A|Jv]|x = sup |ezv(x)| < oo}

z€RN
dotado de la métrica inducida por la norma || - || x. Consideremos el operador
F, : X — X

v > Gy * (V)

donde ¢ representa alguna funcion.

Lema 3.2 Sea w € LY(RY) N C(RY) una funcion positiva que se anula en el infinito. Defi-
namos

bo) =i { (o). 1, 51Gan (e I |

©(v) = hv + X B0,

donde X po,) representa la funcion caracteristica de la bola de radio r > 0 y r es suficiente-
mente grande, de manera que h =w en B(0,7)°. Entonces el operador F, estd bien definido
y tiene un unico punto fijo v que es estrictamente positivo y satisface la ecuacion

(I = A)*0 = hv + XB(n)-
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DemosTRACION. El operador esté bien definido ya que Fi,(v) es positiva y continua, y ademas

ER@N = (5 [ Gulo =) + xsaldr)

=]

s o7 | Gulz=y)lh)vly) +xsonW)'dy

=]

< e [ Gonlw - y)h(y) Qdy+cm/ Goal — y) dy.
Or

RN

Lz|

Tomemos R > 0 tal que Ga, () < ce™ 2 para |z| > R. Entonces

[ Gut— by < o [ e

|z—y|>R |z—y|>R

lz—yl

2 h(y)*v(y)* dy

IA
(o)
D

o
)

|
o
a
o
>

—~

Ny

S—

E)
ml
S

—

)
5|
(ot

—

N

N—

N—

=}
QA
Ny

lz—y|>R
cllvll IRl

IN

Por otro lado,

|| || lyl

[ Gule-phwrnrdy < dplie? [ Gule - e ¥ ay

lz—y|<R lz—y|<R

||

|z _ =l
cllo]%es / Ganlz — y)hly)te 5 dy
lz—y|<R
cllol% 1AL

IN

IN

Notemos que

3" si|z] < R+r
Izl
CE Garalz —y)dy < o

B(O.r) fB(O,T) e zdy sile]>R+r

Concluimos que || F,(v)[|% < 00, es decir, ||F,,(v)||x < ooy por lo tanto F,, esta bien definido.
Veamos ahora que F,, es contractante,

[z| |z

e |F,(v1)(x) — Fy(va)(z)] < ez RNGza(x—y)h(y)lvl(y)—vz(y)\dy
lz] lyl
< el = valle® [ Gaalo = g)e 5 dy
RN
n 1
< Pl llvr = val[x [|Goa * (e720) ]| x < §||Ul — va|x

Esto implica la existencia de un tnico punto fijo v que satisface

0 = Gag x (hU + XB(O,r)) > 0.
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Teorema 3.5 Sean p > 1, ¢ = max{1,(p — )7} y u € LY(RY) N C(RY) una solucion
positiva de la ecuacion que se anula en el infinito. Entonces existen constantes ¢, R > 0
tales que

Ed]

u(zr) <e = V|z| > R.

DEMOSTRACION. Consideremos ¢ como en el lema [3.2] con

[z, u(z))
u(z)

w(z) =

y sea v el punto fijo de F,. Tenemos
(‘[ - A)av = hv + XB(O,?") y (I - A)au = f(x,u)

Definamos las funciones W(z) = u(z) — cv(z) y g(z) = (I — A)*W(z) — h(z)W(x) con
¢ > 0 suficientemente grande, de manera que W < 0 en B(0,7) y ¢ < 0 en RY. Como W
es continua y se anula en el infinito, si suponemos que W £ 0 en B(0,r)¢, esto implica la
existencia de un méaximo global positivo € B(0,r)¢. Notemos que

W () = Ga * (g + WW)(2) < Gao % (V) (z) = / Goa(T — y)h(y)W () dy.

RN

Usando que [ Gaq =1,

/RN Gaa(T —y)(W(2) — h(y)W (y)) dy < 0.

Como h < 1, esto contradice el hecho de que T es un méximo global. Por lo tanto W < 0 en
RY y se concluye el resultado. O]

Teorema 3.6 ([9/) Siu es una solucion positiva de u = Gy * uP y u € LI(RN) con
q > mémx{p,%}, entonces u es radialmente simétrica y decreciente a partir de cierto
punto.

DEMOSTRACION DEL TEorEMA 3.1l El teorema |3.3| garantiza la existencia de una soluciéon débil
u. Esta solucion es clasica y converge a 0 cuando |z| — oo gracias al teorema . Con la
proposicion [3.1] obtenemos que u es estrictamente positiva y con el teorema 3.5 el decaimiento
exponencial. Finalmente, si f(s) = s%, el teorema asegura que u es radialmente simétrica
y decreciente a partir de cierto punto. O

3.5. Existencia de infinitas soluciones

En esta seccion nos centraremos en el estudio la siguiente ecuacion
(I —A)*u=|ulfu (3.4)

y determinaremos la existencia de infinitas soluciones usando el método del género de Kras-
noselskii. Especificamente, demostraremos el siguiente teorema.
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Teorema 3.7 St N > 2 yp <
clasicas radialmente simétricas.

N+2a . . . . .
N oo, entonces la ecuacion posee infinitas soluciones

Para esto seguiremos el argumento utilizado en [17].

Definiciéon 3.3 Sea M una variedad en un espacio de Hilbert H y J un funcional de clase
C' en H. Decimos que J|p satisface la condicion de Palais-Smale positiva ((PS)T) si, dados
0 < ¢ < ¢, para cada sucesion {w,} C M tal que c; < J(wy,) < c2 y || J]v(wn)] = 0, {w,}
posee una subsucesion convergente.

Consideraremos

M={ve RH*RY) : ||lv||a =1}

1 1
J) = —— v(z) P de = ——||v||PT.
0= [ bl e =

Lema 3.3 Para N > 2, J|p satisface la condicion (PS)*.

DEMOSTRACION. Sea {u,} € M tal que 0 < ¢; < J(u,) < oy ||J|\m(uwn)]| = 0. Como {u,} is
una sucesion acotada en H*(RY), en virtud del teorema podemos extraer una subsucesion
convergente en RLPT(RY) y débil en H*(RY) a cierta funcién u. Seguiremos llamando {u,, }
a esta subsucesion. Asi, J(u,) — J(u) y

J (up)v — J ()t (up,v) =0 Yo € H*(RY).

Tomando v = u obtenemos

1 1
lullyiy = llullp iy lullz,

lo que implica que ||u|l, = 1, ya que J(u,) > ¢;. Por lo tanto

[tnlla = llulla

y concluimos que {u,} converge fuerte a u en H*(RY). O

Definicion 3.4 Llamemos (M) al conjunto de todos los subconjuntos compactos y simé-
tricos de M. Definimos el género v(A) de A € (M) como el menor entero n > 1 tal que
existe una funcion continua e impar ¢ : A — S™1. Si tal mimero no existe, y(A) = oo. Para
k > 1 definimos también

[y ={Ae€XM):~(A) > k}.

Proposicion 3.3 (/1) Sea J : H — R un funcional par de clase C*. Supongamos que J
estd acotado superiormente en M y que J|ap satisface la condicion (PS)T. Sea

by = sup inf J(v).

A€Ty, vEA

Entonces by > by > ---by, > -+ y by es valor critico de J si by, > 0.
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Proposicion 3.4 ([1]) Sea
K,={veM:Jw) =0, J',(v) =0}

Bajo las hipotesis de la proposz'cio’n $i by =bgy1 =+ = bryr—1 = b, entonces y(Ky) > 7.
En particular, si v > 2, el funcional J|p posee infinitos puntos criticos con valor critico b.

Observacion Los dos resultados anteriores aseguran que, bajo las hipotesis de la proposicion
, siempre existen infinitos puntos criticos de J| .

Para k > 1 consideremos el conjunto

k
Moy = {z = (L, i) ERF DY || = 1} :
=1

Como 7;_1 es homeomorfo a S¥~1 via una funcién impar, se tiene que y(my_1) = k.

Lema 3.4 ([1]) Sea q € (2, 2%5). Para todo k > 1 existe una constante R = R(k) > 0 y una

funcion impar y continua T : m,_; — HY(B(0, R)) tal que

(i) (1) es una funcion radial para todo | € w1 y 0 & T(m_1).
(it) Para toda v € T(mi_1), ||v|l; > 1.

Lema 3.5 Para todo k> 1, by, > 0.

DEMOSTRACION. Usamos el lema cong=p+1< NQ_]\;a < % y las inyecciones

H}(B(0,R)) — HY(RY) — H*RM).

Asi, tenemos una funcion ¢ : m,_; — H*(RY) que satisface las condiciones (i) y (ii) del lema
y podemos definir una funcién continua e impar ¢ : 7,1 — M de la siguiente forma

o(1)
o (Do

Sea Ay = (mp_1) y notemos que Ay € I'y. Como ¢(7,_1) es compacto, existe una constante
M > 0 tal que [[¢(l)||o < M para todo | € m_1, y por lo tanto

e(l) =

1 l ptl 1
inf J(v) = inf / [ )(:p)|+1 dr > —————— > 0.
vEAL lemp_1 p+ ]_ RN HSQ(Z)”Q Mp+ (p+ ].)
Concluimos que b, > 0. n

Lema 3.6 i N > 2 yp < %f;g, entonces la ecuacion posee infinitas soluciones
débiles.

DEMOSTRACION. Gracias a la inyeccién de Sobolev J esta acotado en M. Ademas, por el lema

, J|m satisface la condicion (PS)T, y por el lema y las proposiciones y , posee
infinitos puntos criticos. Sea u uno de estos puntos criticos, es decir, existe A € R tal que

[ G lPra@i@ds = [ P @@ s voe RECERY)

RN
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Tomando © = v se obtiene A > 0. Reescalando obtenemos

[ arira@i@ds = [ @ s e RERY),

RN

donde hemos seguido llamando u a la funciéon reescalada. Veamos ahora que u es efectivamente

una solucion débil. Sea v € H*(RY). Notemos que podemos escribir v = v; + v, con
v; € RH*(RY) y v, € RH*(RY)L. Entonces

[ G iePra@i@ds = [ P utop o) .

RN RN

Sea w = |u[P~ u. Gracias a la inyecciéon de Sobolev w, vy € L2(RY). Sean w. = p. x w y

V- = pe * U, donde p.(z) = Zrp (£) es el nicleo regularizador usual. Notemos que

w. € RL*(RY) al ser convolucién de dos funciones radialmente simétricas. Por la misma
razon Goo * w. € RH?**(RY) C RH*(RY). Por otro lado v. € RH*(RY)L, en efecto, sea
g € RH*(RY),

O I SRR AGHGLE
S R SERACTXGHGEE

_ / (U Je) o2& F o+ 9)(E) ds

(U2, Pe * 9)a
= 0.

La tltima igualdad se debe a que vy € RHY(RY)t y p.xg € RH*(RY). Con todo lo anterior
vemos que

[ @ = [ oo
_ /RN@ + [€[2)%6.(6) F (G ¥ w2 (€)

<U57 GQa * we)a
= 0.

Como w, — w y v. — vy en L2(RY), se concluye que

/RN vo () Ju(x) P u(r) do = / va(z)w(x) dz = 0,

RN

y por lo tanto

[ 0l = [ @ uwt) i

RN

O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 371 El lema nos entrega infinitas soluciones débiles de la
ecuacion (3.4), y como la funcién f(x,s) = |s[P~!s satisface (f0) y (f3), el teorema 1n0S
asegura que estas soluciones son clasicas. ]
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3.6. No existencia en los casos critico y supercritico

En esta seccion estudiaremos el problema

(I —A)*u=uP enRY
u>0 enRY  lim u(z)=0 (3.5)

|z| =00

y demostraremos una identidad del tipo Pohozaev que permite concluir la no existencia

cuando p > %%g‘;

Proposicion 3.5 Se tiene la siguiente igualdad en el sentido de las distribuciones

(I —A)*(x-Vu) =2 - V[(I — A+ 2a(I — A)*u — 2a(] — A)* .
DEMOSTRACION.

F(I = D) (- Vu))(€) = (1+I£!2)“if<“8_m>
(

A

Veamos ahora que F(zpu) = zg% Sea ¢ € S(RY).
k

(Flaru),p) = (pu(z), p(z))

Entonces

F(I = D)@ Vu)(§) = —(1+ [§]*)*(€ - Vi + Na).

Usando el mismo argumento,

Fz- V[ = A)*u])(€) —(&-VF((I = A)%u) + NF((I — A)%u))
= —(&-VI[A+ )] + N(1 + [¢]*)*a)

—(&- [a(@ + [P 2aE + (1 + [€7)*Va] + N(1 + [¢*)*a)
= 201+ [ — 2a(1 + [0

—(L+[¢))¢ - Vi — N1+ €)%
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Por lo tanto

F((I=A)*(z-Vu) —z- V[T = A)*u))(€) = 2a(l+[¢f*)*a
+2a(1 + €
= 2aF((I - A)*u)
20 F (I — A)* ).

Con lo que se concluye el resultado. O

N+2a

Teorema 3.8 Sip > y q > 1, entonces el problema no tiene solucion no trivial

en L®(RY) N LI(RY).

DEMOSTRACION. Si suponemos que existe tal solucion wu, la proposicion y el teorema
nos aseguran que v € L*(RY) N O +22(RY) y que tiene decaimiento exponencial. Entonces
podemos escribir

/RN[(I — A u(z - V) = /RN (- V).
Notemos que

1 N
/ w(r-Vu) = —— [ (v- V™) = ———— uP
RN p+1 RN p+1

Definamos u. = p. * u donde p.(z) = ELN P (f) es el nicleo regularizador usual. Como u tiene
decaimiento exponencial, se tiene que u. € S (RN ). Entonces

/RN[([ — A)(z - Vue) = /RN u(l — A)¥(z - Vuy,)
= /RN ulr - V((I — A)u.)]

Probaremos que esta identidad es también valida si reemplazamos u. por u.

/RN[(I — A)*u(z)]z - (Vue(z) — Vu(z)) du

N

< [ ey iad

i=1

ou, ou

a—xl(x) - a—xl(:v) dx

i—1 JRY B(0,e)
N
<cg? Ple;|de — 0
c ZZI/RNu(x) |;| dx =



Observemos que u, = p. * Gog * uP = Gy * pe x uP, y entonces (I — A)*u. = p. x uP. Asi

/RN w(x)((I — A)%us(z) — (I — A)*u(z)) dz
< [ @l »0@) — utoplas
ul o wulx — )P — ul(x))P| du dx
< [ ) [ oty —uteyldy
< 08/ u(x) dx — 0.

Ademas

/RN w(@)a - V(pe x uP(z) — u(z)”) do

N
ouP ouP
< ) i _
< [ u@ Do G~ @) o
N ou ou
< w(x)|z; - wlx — )P =—(z —y) — u(z)’ ' =—(2)| dy dx
_p;/w(n |/B(07€)p<y>< W =) — ey @) dy

N
<cg” Z/RN w(x)|z;| dx — 0.
i=1

Por otro lado

/RN u(z)((I — A)us(z) — (I — A)u(x)) dx

[ )Gy # (0 = () d

< [|Gapray * (e — 0)l|oc / u() da

RN
< llue = ullollulls — 0
e—0

Entonces

(I = A)*u](z - Vu)

T

ulz - V((I — A)*u) + 2a(l — A)*u — 2a(I — A)* 1]

N

T~

u[z - VuP + 2auP — 2a(1 — A)*

- V(W) +uPr - Vu + 20uP™ — 20u(l — A)* tu

z

N
—NuP™ + ?upﬂ + 200P — 20u (1 — A)* .
N p
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Y por lo tanto

(2a ~ N+ ﬂ) / wrt = 2a/ u(l — A)* 'y = 2a/ (L+[gP)*ta(€)* > 0.
p—|— 1 RN RN RN

Lo que implica 2a — N + 2% > 0, es decir, p < {732,
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Capitulo 4

La ecuacion (—A)%u +u = uP y el limite
cuando oo — 1™

4.1. Definicién del problema
En [6] se demuestra que el problema

u>0 enRN  lim u(r)=0 (4.1)

|z|—o0

{ (=A)u+u=uP enRY

N2«
N—2«
|z . Por otro lado, los resultados del capitulo 2 de esta memoria permiten concluir

que, para a = 1, el problema anterior tiene solucién clésica, radialmente simétrica y con
decaimiento exponencial. Los resultados de decaimiento se obtienen mediante un argumento
de comparaciéon con una supersolucion adecuada. El objetivo de este capitulo es revisar estos
argumentos para obtener una idea de como se produce la transicion entre el decaimiento
polinomial y el exponencial cuando av — 17.

cona€ (0,)yl<p< tiene solucion clésica, radialmente simétrica y que decae como

|—N—2a

Definicion 4.1 Diremos que una funcion u : RY — R es una solucidn cldsica de la ecuacion
(—A)*u +u=uP (4.2)
st u es continua y la igualdad se satisface puntualmente.

Teorema 4.1 ([6}]) El problema posee una solucion cldsica.

4.2. Supersoluciones y convergencia uniforme

Ahora definiremos las supersoluciones que utilizaremos para comparar. La construccion es
muy similar a la de [6], con algunas modificaciones que resultan ttiles al considerar « € (0, 1)

34



variable. Para & > 0 pequefio consideremos una funcién x. € C*°(R") a valores en [0,1] y tal
que
Xe(z) =1para|z|<1—¢ y xc(x)=0para|z|> 1.
Definamos w,(z) = Wy (%) con Wy (z) = Kaa * x<().
Proposicion 4.1 Para o € (%, 1) la funcion w, satisface

1
(—A)*w, + 5 >0

y ademds

0<’wa§m.

DeEMoOSTRACION. Como Ko, es estrictamente positiva, w, también lo es. Ademés,

o o) = hara (5)+ e 3
1
>

g (=870 () + ()
1 T
= x(3) 20

Por otro lado

wa(m) = ICQa * Xe <£> S / K?a(y) dy S C’C2a <E> 3
y se concluye el decaimiento de w, gracias a la proposicion [2.11] O

Proposicion 4.2 w, satisface

1
—Awl + 511)1 Z 0

y ademads

0<w < ce 17172,

DEMOSTRACION. El argumento es el mismo de la proposicion [4.1} ]
Teorema 4.2 Sea o € (0,1] y sea u una solucion cldsica del problema ({.1]). Entonces existe

¢ > 0 tal que
u(z) < cwq () Vo € RY,

DeMoSTRACION. Notemos que existe R > 0 tal que
1
(—A)%u + Ju <0 Vxe B(0,R)".

Definamos W = u — cw,, donde ¢ > 0 es tal que W < 0 en B(0, R). Esto es posible ya
que las dos funciones son continuas y estrictamente positivas. Supongamos ahora que existe
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xz € B(0, R)° tal que W (xz) > 0. Esto implica la existencia de un méaximo global positivo z,
y por lo tanto (—A)*W(z) > 0. Pero

lo cual es una contradiccién. O

Proposicion 4.3 w, converge uniformemente a wy cuando o — 17

DEMOSTRACION. Definamos, para cada z € RV,

P (Y) = Xe (g - y) :

Notemos que ¢, € D(RN) y @x(y) = SOO(y - %), lo que implica que @x(f) = eifim/2¢0(£)'
Entonces, para todo x € RY,

[wa(2) —wr(@)] = |(Kaa = K2) % xe($)] = [(Koa = Ko, 00)] = [(Kaa — Ka, 20

[ anl€) = a2 gu(e) e

< [ Raal6) = Ra@)0(€)1 ¢ < 1Ko = Kall ol

Como esta cota es uniforme en x, se concluye el resultado gracias a la proposicion [2.12] [

Observacion La proposicion [4.3] junto con el teorema [4.2] sugieren que también existe algin
tipo de convergencia de la solucion de la ecuaciéon cuando av — 1.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En esta memoria se estudiaron tanto las ecuaciones como las propiedades de los operadores
involucrados en estas mismas.

El capitulo 2 unifica distintos conceptos y propiedades que estan muy dispersos en la
literatura, pero que estan estrechamente relacionados. Esto se debe a las distintas formas que
existen de definir los operadores no locales.

La principal contribucion de este trabajo son los resultados del capitulo 3, que generalizan
los de [17], validos para a = 3. Se utiliz6 una estrategia distinta, basada en [6] y que no
hace uso de un problema local equivalente. También se consider6 una clase de funciones mas
general que |u|P~'u para los resultados de existencia, regularidad y decaimiento. Esto deja
abierta la pregunta de si es posible demostrar simetria y decrecimiento en contextos mas
generales.

El capitulo 4 también plantea nuevas interrogantes. Se logré determinar la convergencia
uniforme de las supersoluciones utilizadas en el argumento de comparaciéon cuando o« — 17,
pero jse traduce esto en algun tipo de convergencia de las soluciones?, ;jcomo se produce
la transicion de decaimiento polinomial a exponencial?, jcéomo influye el hecho de que la
constante ¢(2«) definida en (2.7)) converge a 0 cuando o — 1?7 Es de esperar que sea posible
aprovechar las propiedades del kernel K., analizadas en el capitulo 2, para obtener mayor
informacion acerca de esta transicion.
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