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Resumen

En esta memoria se extiende el resultado de integracion de Correa y Hantoute presentado
en [8], que dice que si un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nykodym
(RNP), entonces para todo par de funciones f,g: X — R con f epi-pointed y semiconti-
nua inferior, y tal que df C dg, se cumple que existe una constante ¢ € R tal que

mf - %gmadomf*-

Se introduce la nocién de funciones integrables, que tienen las condiciones necesarias y
suficientes para que la féormula de integracion anterior se cumpla, independiente de la
RNP. Ademés, se definen las funciones cuasi-integrables, que son aquellas funciones f
epi-pointed que solo necesitan para ser integrables que exista un denso D del interior del
dominio de f* donde se satisfaga que

X Nof+(z%) =08f*(z*), Va*eD.

Se dan caracterizaciones de la ecuacion anterior y luego se define la familia de espacios
de Banach donde para toda funcién f epi-pointed, su conjugada satisface dicha ecuacion
en un denso del interior de su dominio: Los espacios cuyo dual tiene la propiedad de
continuidad del subdiferencial débil (w-SCP). Se muestra que esta es la familia de espacios
de Banach més grande donde toda funcién cuasi-integrable es integrable. Se termina la
memoria dando varias caracterizaciones de los espacios cuyo dual tiene la w-SCP y se
plantean algunas conjeturas sobre la estructura de los mismos.
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Introduccion

En la teoria de espacios de Banach, la familia de espacios con la propiedad de Radon-
Nikodym juega un rol muy importante, debido a que son los espacios donde los conjuntos
convexos, cerrados y acotados cumplen varias de las propiedades geométricas fundamen-
tales que se observan en este tipo de conjuntos cuando se trabaja en dimension finita.
Mas atn, estos espacios tienen implicancias analiticas en sus duales: Todas las funciones
conjugadas son Fréchet-Diferenciables en un denso del interior de su dominio.

Gracias a estas propiedades geométricas y analiticas de los espacios con la propiedad de
Radon-Nikodym, Correa y Hantoute en [8] logran establecer una féormula de integracion
a partir del subdiferencial de Fenchel para funciones no-convexas en estos espacios. Este
resultado esta basado en la formula de integracion de Rockafellar (valida en todo espacio de
Banach), presentada en [6] en el ano 1966. Es natural entonces preguntarse si el resultado
de Correa y Hantoute se puede extender de alguna manera a espacios mas generales, ya
que se sabe que no todo espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Esta memoria da una primera respuesta a la pregunta del parrafo anterior: La formula de
integracion no-convexa es vdlida en todo espacio de Banach cuyo dual tenga la propiedad
de continuidad del subdiferencial débil. Para lograr esto, el trabajo se divide en cinco
capitulos: El primero presenta un resumen de los resultados fundamentales del anélisis
convexo y del calculo subdiferencial. El segundo hace una introduccién a la teoria de los
espacios con la propiedad de Radon-Nikodym, enfocandose en los aspectos geométricos
y analiticos. El tercero muestra los resultados de integracion de Rockafellar y de Correa
y Hantoute. El cuarto capitulo da los nuevos resultados de integraciéon y condiciones
suficientes para que se pueda aplicar. Finalmente en el quinto capitulo se caracterizan las
condiciones necesarias y suficientes para poder aplicar los resultados del cuarto capitulo, se
define la propiedad de continuidad del subdiferencial débil y se entregan caracterizaciones
de los espacios que tienen dicha propiedad.



Capitulo 1

Marco teodrico: Fundamentos del
analisis convexo

El objetivo de este capitulo es introducir las nociones y resultados bésicos del anélisis
convexo sobre las cuales se desarrolla esta memoria, asi como los teoremas importantes
que se utilizan méas adelante. Asimismo, se fija gran parte de la notacion que se utiliza en
los capitulos siguientes.

A lo largo de este capitulo y los siguientes, salvo que se diga lo contrario, X representa un
espacio de Banach, con dual X* y bidual X**. Se denota indistintamente por ||-|| a la norma
de X, y alas normas duales de X* y X**, y por (-, -) a los diferentes productos de dualidad.
Ademés, se denota por Bx y Sx a la bola y esfera unitaria de X, respectivamente.
Analogamente, se utiliza la notacion Bx«, Bxs«, Sx+ y Sx«. Se denota por 7y la topologia
usual en R y por 7). la topologia en X (o X*, X** segtin corresponda) inducida por | - ||.
Finalmente, para un espacio métrico (7, d), se denota por 7, a la topologia inducida por

d.

También se usara la notacion (X, X*) (o simplemente w) para denotar la topologia débil
sobre X, o(X* X) (o simplemente w*) para denotar la topologia débil-* sobre X* y
o(X™, X*) (o simplemente w**) para denotar la topologia débil-** (o débil-* dada por
X*) sobre X**. En general, para dos espacios vectoriales topologicos localmente convexos
(o simplemente espacios localmente convexos, que siempre se asumirdn separados) E y
F | la notacion (F, F') representa que E y F estan en dualidad, con producto de dualidad
(,-). En tal caso, se tiene que E* = F'y F* = E, cuando el dual esta considerado con
respecto a las topologias compatibles con la dualidad. En particular, (X, X*) y (X*, X**)
denotan la dualidad entre (X, || -]|) y (X*,w*) y la dualidad entre (X*, || - ||) y (X**, w*),
respectivamente.

Para una espacio topologico (Z,7) y un conjunto A C Z, se denota por Int, (A) (o Int(A)
cuando no exista confusion) al interior de A con respecto a 7, y por A" (o A cuando no
exista confusion), a su adherencia. Cuando 7 sea la topologia débil, débil-* o débil-**, se
escribe simplemente A", Ao Z**, respectivamente. Finalmente, se denota por Fr, (A) (o



Fr(A) cuando no exista confusion) a la frontera de A.

1.1. Funciones a valores en R

Definicion 1.1 (Recta real extendida) Se define la recta real extendida como el conjunto
R = RU {—00,0}, dotado de las reglas aritméticas usuales en R y las siguientes reglas
nuevas:

1. (+00) + a = a+ (+00) = +oo, Va €R.

2. (—oo)+a=a+(—o0) = —00, VaeR.

3. a-(+00) = (+00) - a = (+0), sia >0, y a-(+00) = (+00) - a = (—00), si a < 0.
4. a-(=00) = (—00)-a = (-00), sia>0, y - (—00) = (—00) - = (+00), si @ < 0.
5.0 (+00) = (+00) - 0=0"(—00) = (—00) - 0= 0.

6. (+00) + (—00) = (—00) + (+00) = (400).

Ademds, se define el conjunto R, = RU {+0o0}, dotado de las mismas reglas aritméticas
de R cuando tenga sentido. También se denota por Ry al intervalo [0,400).

Si en R se considera la topologia generada por 7y y los conjuntos de la forma (a, +oc] =
(o, +00) U {+00} vy [~00,a) = {—00} U (—0o0, a) para todo o € R, entonces R resulta ser
un espacio topologico compacto. No obstante, bajo esta topologia la suma y multiplicacion
definidas anteriormente no son continuas.

Se asume, salvo que se diga lo contrario, que R esta dotado de la topologia antes descrita
y que R, esté dotado de la topologia traza correspondiente (de tal manera que R, sea
subespacio topologico de R). Esta topologia se denotara también por 7y, ya que es la
extension natural de la topologia usual en R, cuando se trabaja en el contexto de anélisis
convexo.

La necesidad de introducir R y R, radica en que el objeto matematico que se estudia en
el anélisis convexo son las funciones sobre un espacio de Banach (o un espacio localmente
convexo) a valores en R.

Ejemplo 1.2 Algunos ejemplos importantes de funciones a valores en R son:

(a) Dado A C X, se define la funcién I, : X — R por

La(x) 0 siz e A
xT) =
4 +oo  six ¢ A.

14 se denomina funcion indicatriz de A.



(b) Dado A C X, se define la funcién o4 : X* — R por

oa(z") = sup(z”, x).
€A

o4 se denomina funcién soporte de A.

(c) Para una familia de funciones {f; : X — R}icr, se define la funcién supremo
(sup; f;) : X — R por
(Sup fi> (z) = sup fi(z),
i€l el
con la convencion de que si I = (), sup; f; = —oo. Analogamente se define la funcion
inf; f; con la convencion que si I = (), entonces inf; f; = +oo0.

En lo que sigue, se denota por w a la funcién idénticamente —oo y por w a la funciéon
idénticamente +oo, indistintamente del espacio sobre el cual estén definidas.

Cabe destacar que en el ejemplo anterior, si se considera el par en dualidad (X, X*),
entonces para un conjunto A C X* la funciéon soporte de A estaria definida sobre X y no
sobre X™**, por lo que el dominio de 04 depende de las topologias sobre las cuales se esta
trabajando. De todas maneras, la funciéon soporte siempre se denota igual y dependiendo
del contexto se determina el dominio.

Por otro lado, que las funciones a valores en R sean un objeto central de estudio esta mo-
tivado por la teoria de optimizacion, donde se encuentra una gran parte de la motivacion
de las nociones y resultados del analisis convexo. El problema central de la optimizacion
es resolver

inf f(x),

zeC

donde C' es el conjunto de los puntos factibles. Cuando C' es un subconjunto de X, es
posible reescribir el problema anterior como infy f + I y por lo tanto, el problema mas
general corresponde a resolver infy f con f a valores en R. Algunas nociones importantes
relacionadas con estas funciones son las siguientes:

Definicion 1.3 Dada f: X — R y a € R se definen

1. El epigrafo de f como el conjunto
epif={(x,\) e X xR : f(z) <A}
2. El dominio efectivo de f como el conjunto
domf={reX : f(z) < +oo}.
3. El conjunto de nivel inferior (o subnivel) de pardmetro oc como el conjunto

Lo(f) ={r e X : f(z) <a}.



4. El argmin de f como el conjunto
argmin f = {x edomf : f(z)= i%ff}.

Para revisar propiedades y relaciones de estos conjuntos ver [12, Capitulo 1]. Se introduce
a continuacion dos clases de funciones a valores en R, las funciones propias y las funciones
convexas.

Definicién 1.4 (Funcién Propia) Una funcién f: X — R se dice propia si
1. Vx e X, f(x) > —o0, y ademds

2. dom f # 0.

Definicién 1.5 (Funcién Convexa) Una funcion f : X — R se dice convexa si para todo
x1,x2 € X y para todo t € [0, 1] se tiene que

Fltay + (1= Oa) < tf(z) + (1 — ) f(x2).

Asimismo, se dice que f es concava si —f es convezxa.
Es importante destacar que las definiciones [I.3] [I.4] y [I.5] son algebraicas, no topologicas.

Ejemplo 1.6 (Funciones convexas) Algunos ejemplos importantes de funciones convexas
son:

(a) Para A C X, 04 es convexa. En particular, la norma en X es convexa.

(b) Para {f;}ic; familia de funciones convexas sobre X a valores en R, se tiene que
sup; f; es convexa.

(c) Sea Y un espacio vectorial y g : X XY — R una funcién convexa. Entonces, la
funcion h : X — R dada por h(z) = in}f/g(:c, Y) es convexa.
ye

(d) Para f,g : X — R, se define su inf-convolucién como la funcién fCg : X — R
dada por

(fHg)(x) = inf{f(y) + g9z —y)}.
yeX
Si f y g son convexas, entonces f[lg también lo es.
(e) Dado C' C X convexo con 0 € Int(C'), se define la funcién pe : X — R, por
po(r) =mf{A >0 : X'z e C}.

pc se denomina funcional de Minkowski de C.



Los funcionales de Minkowski son la generalizacion de las normas en los espacios de Banach
y resultan un objeto de estudio central en la teoria de espacios de Banach. Algunas de las
propiedades que cumplen son las siguientes.

Proposiciéon 1.7 Sea C' C X convezo con 0 € Int(C'). Se tiene que

1. pc es un funcional no-negativo, sublineal (i.e. subaditiva y positivamente homogénea)
Y continuo.

2. Parax € X, pc(x) =0 siy solo si {\x : A >0} CC, porlo que si C es acotado,
entonces po(x) =0 <= x = 0.

3 Int(C)={ze€X : pc(z) <1} CCC{reX : po(z) <1} =C. Andlogamente,
Pmt(c) = Pc = Pe-

4. pc es una seminorma (i.e. pc también satisface pc(x) = pe(—x), para todo x € X )
si y solo si C (o equivalentemente, Int(C')) es simétrico.

De la proposicion anterior, es facil ver que todo funcional p : X — R, sublineal y continuo
es, de hecho, un funcional de Minkowski: Basta con considerar C' = {x € X : p(z) < 1}.

1.2. Semicontinuidad inferior

En esté seccion, se considera una topologia 7 cualquiera sobre X (no necesariamente
la inducida por la norma o la topologia débil), de tal forma que (X, 7) sea un espacio
topologico. Para un punto x € X, se denota el conjunto de vecindades de = para la
topologia 7 por V. (z), o simplemente V(x) cuando no exista confusion.

Definicién 1.8 (liminf y limsup) Sea (A, X) un conjunto dirigido y (4)aen una red en
(X, 7). Se definen el limite inferior de (x,) y el limite superior de (z,) como

1. iminf z, = su inf zj3.
e O v

2. limsupz, = inf sup x3.
a €A e fra

Asimismo, para f: X — R yx € X se definen el limite inferior de f cuando 2’ tiende a
x y el limite superior de f cuando x’ tiende a x como

1. liminf f(2') = sup inf f(2).
' —x Vev(z) z'eV

2. limsup f(2') = inf su x).
3:’—>:Epf< ) Vev(x)x’él\if( )



Definicién 1.9 (semicontinuidad inferior y superior) Una funcion f : X — R se dice
T-semicontinua inferior [t-sci.| en x € X si

f(x) < liminf £(y).

Yy—x

Andlogamente, se dice que [ es T-semicontinua superior [T-scs.] en x € X si

f(x) > limsup f(y).

Yy—T

Si para todo x € X f es T-sci. [resp. T-scs.| en x, se dice simplemente que f es T-sci.
[resp. T-scs.| sobre X.

Cuando no existe ambigiiedad sobre la topologia en X, se escribe simplemente sci. o scs.
Es claro ademés que si f es sci. y scs. en un punto, entonces es continua en ese punto. En
analisis convexo, la teoria se desarrolla principalmente con funciones convexas sci.

Proposicion 1.10 Para una funcion f : X — R, las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

1. f es T-sci. sobre X.

2. Para todo x € X se tiene que

VA< f(z), IV eV, (x), Yy eV, f(y) > A

3. epi f es cerrado en X X R para la topologia T X Ty.

4. Ya e R, T'(f) es cerrado en (X, ).

DEMOSTRACION. Ver [12) Proposicion 1.2.1]. O

Proposicion 1.11 Si {f;}icr es una familia de funciones sobre X a valores en R T-sci.,
entonces sup;c; fi es T-sci. Ademds, si I es un conjunto finito, entonces ming f; y >, f;
son ambas T-sci.

DemosTRACION. Ver [12], Proposicion 1.2.2]. O

Teorema 1.12 (Principio Variacional de Ekeland) Sea (X, d) un espacio métrico com-
pletoy f : X — Ry, una funcion propia, sci. y acotada inferiormente (i.e. infx f > —o0).
Sean e,\ > 0 cualesquiera y xy € X tal que f(xo) < infx f + e. Entonces existe T € X
tal que

1. f(@) < f(o).
2. d(xg,T) < A.

8. f(T) < f(x) + 5d(z,7), para todo v € X \ {T}.



DemosTRACION. Ver [I2], Proposicion 1.2.4]. O

En ocasiones, para una funcién f : X — R, no necesariamente sci., es de gran utilidad
9 9
considerar la funciéon semicontinua inferior que “mejor” aproxima a f.

Definicién 1.13 (Clausura de una funcion) Para f: X — Ry, se define la T-clausura
de f (también llamada reqularizada T-sci. de f), denotada por f (o simplemente f
cuando no exista confusion), por

= sup{g : g: X =» Ry esT-sci., g < f}.

Algunas propiedades importantes de la clausura de una funcién son las siguientes:
Proposicion 1.14 Dada f : X — R, se tiene que

1. epi(f7) = epif(TXTO). En particular, f es T-sci.

2. ' (z) = liminf f(y).

Yy—x

3 fest-sci. = f<[f < f=F[.
DemosTRACION. Ver [I2], Proposicion 1.5.1]. O

Proposicion 1.15 Para f : X — R yx € X, se tiene que

f (z) = min {limdinff(xd) . (z4)aep red convergente a x} :

En particular, si (X, T) es metrizable

F (z) = min {llr{glogff@") . (Tn)nen Sucesion convergente a :U} :

DemosTRACION. Ver [12], Proposicion 1.5.2]. O

En la proposicion anterior, el hecho de que se escriba minimo y no infimo es para explicitar

que el infimo se alcanza, es decir, que existe una red (o sucesion, en el caso metrizable)
/. . r

(x4)aep convergente a x tal que liminf f(z4) = f (z).

Se cierra esta seccion definiendo el conjunto de funciones que gozan de todas las “buenas
propiedades” que se han enunciado hasta esta parte y que concentran gran parte del
interés de esta memoria.

Definicion 1.16 (I'o(X)) Se define T'o(X,7) (o simplemente T'o(X) cuando T sea la
topologia inducida por la norma) como el conjunto de las funciones f : X — R, que son
convexas, propias Y T-Sci.



1.3. Propiedades de las funciones en ['j(X)

En esta seccion se presentan las propiedades méas importantes de las funciones en I'g(X),
que se utilizan regularmente a lo largo de esta memoria y que son la base de muchas de
las demostraciones de las siguientes secciones de este capitulo.

Teorema 1.17 Sea f: X — R, conveza con Int[dom f] # 0. Las siguientes son equiva-
lentes:

1. f es continua en Int[dom f].
2. f es acotada superiormente en un abierto.

3. f es localmente Lipschitz en Int[dom f].

DEMOSTRACION. Ver [12, Teorema 2.1.1]. O
Observacion Una consecuencia directa del teorema anterior es que = € Int[dom f].

Proposicion 1.18 Sea f € I'y(X). Entonces f es continua en Int[dom f].

DeMoSTRACION. Ver [5l, Proposicion 3.3]. O

Teorema 1.19 Sea f € I'o(X) y sea x € Int[dom f]. Se tiene que eziste una vecindad U
de z contenida en Int[dom f] y una funcion f, : X — R convexa y Lipschitz tales que

fm‘U - f‘U‘

DeMOSTRACION. Ver [5, Lema 2.31]. O

Las proposiciones anteriores muestran que las funciones en I'g(X) tienen buenas propie-
dades de continuidad en el interior de su dominio. Junto con esto, también es importante
tener presente las propiedades de diferenciabilidad que estas funciones poseen. Para esto,
se introduce la siguiente definicion:

Definicién 1.20 (Derivada direccional) Sea f: X — R... Para x € dom f, se define la
derivada direccional de f en x, denotada por f'(x;-), como la funcion (cuando existe)
dada por

fllz;): X =R
his e h) = i LEE) = S@)

t—0+ t

Proposicion 1.21 Sea f : X — Ry convexa y propia. Para x € dom f se tiene que



f'(x;-) estd bien definida, es una funcion sublineal y

Whe X, f(zh) =it LEF = @)

t>0 t

Ademds, si x € Int[dom f], entonces dom f'(z;-) = X, y si f es continua en z, entonces
f'(x;-) es continua.

DEMOSTRACION. Ver [I1), Teorema 2.1.13] y [5l, Corolario 1.7].. O

La proposicién anterior permite generalizar de manera notable la nociéon de derivada
direccional.

Definicién 1.22 (e-derivada direccional) Sea f : X — R conveza y propia, y sea x €
dom f. Para € > 0, se define la e-derivada direccional de f en x, denotada por fl(z;-),
como la funcion

fix;): X =R

£

hoes fi(oh) = fof {ET) —J@) e

t>0 t

Proposiciéon 1.23 Para f: X — R conveza y propia, x € dom f y e > 0, se tiene que

1. fl(z;-) es sublineal con dom f!(x;-) = cone(dom f — x), donde para A C X
cone(A) = ﬂ{C’ CX : CconoyACX}.

2. Para todo h € X,
1( .. _ 14 / . _ ¢ / .
f'(w;h) = lim f3(x; h) = iof fy(z; h).

3. Si ademds x € Int[dom f], entonces dom f.(z;-) = X.

DeMOSTRACION. Ver [I1], Teorema 2.1.14]. O

En lo que sigue, cuando f : X — R sea Gateaux-Diferenciable en un punto z € X, se
escribe que f es G-Diff. en x y el diferencial de Géateaux de f en x se denota por df(x).
Analogamente, si f es Fréchet-Diferenciable en x, se escribe que f es F-Diff. en z y el
diferencial de Fréchet de f en x se denota por D f(z).

Corolario 1.24 Sea f : X — R, convexa y propia, y sea x € dom f. St f es continua
en x, entonces [ es Gateauz-Diferenciable si y sélo si —f'(x;—h) = f'(x;h), para todo

h € X. En tal caso, df (z) = f'(x;-).
DemosTRACION. Ver [0, Corolario 1.7] y las observaciones después de [5, Defincion 1.3]. O
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Proposicion 1.25 Sea f : X — R, conveza, propia y con Int[dom f] # (). Para z €
Int[dom f], se tiene que

1. f es F-Diff. en x si y solo si para todo € > 0, existe d > 0 tal que
flz+ty) + f(x —ty) — 2f(x) < te,
para todo y € Sx y todo t € (0,9).

2. f es G-Diff. en x si y sélo si para todo y € X,
fla+ty) + flo—ty) —2f(x)

lim =0.
t—0+ t
DeMOSTRACION. Ver [5, Proposicion 1.23 y Ejercicio 1.24]. O

Teorema 1.26 Para f € I'((X), el conjunto
G = {x € Int[dom f] : f es F-Diff. en z}

es un G (eventualmente vacio).

DEMOSTRACION. Ver |5, Proposicion 1.25]. [

1.4. Conjugada de Fenchel y Subdiferencial

En esta seccion, se describen dos de las herramientas fundamentales de esta memoria: La
conjugada de Fenchel y el subdiferencial de Fenchel (o simplemente subdiferencial). Para
esto es necesario introducir algunas definiciones y notaciones.

Definiciéon 1.27 (Envoltura convexa) Sea A C X y 7 una topologia sobre X. Se define
1. La envoltura convexa de A como el menor convexo que lo contiene, es decir,

co(A) = ﬂ{C’ C X : C convexo, A C C}.

2. La enwvoltura convexa T-cerrada de A como el menor convexo T-cerrado que lo
contiene, es decir,

o' (A) = ﬂ{C’ C X : C convexo T-cerrado, A C C'}.

Cuando 7 es la topologia inducida por la norma, se escribe simplemente ¢6(A). Analo-
gamente, si 7 es la topologia débil, débil-* o débil-** (cuando tenga sentido), se escribe
co"(A), co*(A) o co**(A), respectivamente.
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Observacion Es facil ver que para A C X,

T

co’ (A) =co(A) .

En efecto, la inclusion de izquierda a derecha es directa de la definicion de la envoltura

convexa cerrada. Para la otra inclusion, basta ver que €07 (A) es cerrado y contiene a
bl 3 _

co(A). Luego, como co(A) es el cerrado mas pequeno que contiene a co(A), se concluye.

Definicién 1.28 (Inyeccion canoénica de X en X**) Se define la funcion i : X — X**
dada por i(x) = &, donde T es el elemento de X** dado por

(2,27) = (2", z).
Para A C X, se denota por A al conjunto i(A).

Se sabe que ¢ es una inyeccion continua y que ademés X esun subespacio cerrado de X**.
Cuando no exista ambigiiedad, se obvia la notacion A y se escribe A tanto para expresar
el conjunto en X como el conjunto 2(A). Uno de los resultados més fuertes con respecto
a la topologia débil-** es el teorema de Goldstine, enunciado a continuacion:

Teorema 1.29 (Goldstine) By es w*™*-denso en Bxs-.
DEMOSTRACION. Ver [3, Teorema 3.96]. O

Con estas nociones sobre conjuntos convexos y la relacion entre X y X** se puede desa-
rrollar el concepto de “funciones duales”. Cada funcion f : X — R tiene asociada una
funcion definida sobre X* a valores en R, que se conoce como la conjugada de Fenchel.

Definiciéon 1.30 (Conjugada de Fenchei) Para f: X — R, se define la conjugada de
f, como la funcion de X* a valores en R dada por

f*(@") = sup{(”, ) — f(x)}.

zeX

Andlogamente, se define la biconjugada de f, como la funcion de X** a valores en R
dada por

=y
Ejemplo 1.31 Conjugadas de Fenchel que usaremos son
(a) Dado A C X no vacio, se tiene
oa=Ia)" vy (0a)" = I@**(A).
En particular, se tiene que 04 = 0gg(4)-
(b) Para f,g: X — R, se tiene que (fOg)* = f* + ¢*.

12



(c) Para f,g: X — R convexas tales que existe z € dom f Ndom g con f continua en
x, se tiene que (f + ¢g)* = f*Og*.

La conjugada de Fenchel también se puede introducir en el contexto de espacios local-
mente convexos en dualidad (ver [I1], Seccion 2.3]). En tal caso, se dan otras condiciones
suficientes para obtener resultados de la forma del ejemplo [1.31](c) (ver |11, Corolario
2.3.5]).

Proposicion 1.32 Sean f,g: X — R. Se tiene que

1. f* € To(X*,w*) U{w,w}. En particular, si f £ +oo y tiene un minorante afin
continuo, entonces f* € I'o(X*, w*).

2. f(x) + f*(z*) > (z*,x), para todo v € X y todo x* € X*.
3. Si f <g, entonces f* > g*.
4. f**}X < f < f. En particular, si f € To(X), entonces f**}X =f.

5. Para h € To(X*), se tiene que (h*

X)* = h si y solo st h es w*-sci.
DemosTRACION. Ver [10, Proposicion 4.4.1 y 4.4.2] O

Observacion De la proposicion [1.32\5, se concluye directamente que I'o(X*, w*) es el
conjunto de todas las funciones g : X* — R, propias y tales que existe una funcion
f: X — R, de la cual son conjugadas, es decir, que satisface que g = f*.

Observacion En lo que sigue, salvo que se diga lo contrario, para un conjunto A C X**
se entendera por o4 la funcién soporte de A restringida a X*. Con esta convenciéon y
aplicando la proposicion [1.3215, se tiene que para A C X,

0A = Ogs(A) = Oco**(A)-

Asi como se define la clausura de una funcion, también es ttil trabajar con la funcion
convexa y semicontinua inferior que “mejor subaproxima” a una funcién.

Definicién 1.33 ( Envoltura convexa cerrada de f) Sea f : X — R y 7 una topologia
sobre X. Se define la envoltura convexa T-cerrada de f, denotada porco” f, como la
funcion sobre X a valores en R dada por

o f=sup{g: g: X = R convera y T-sci., g < f}.

Cuando 7 es la topologia inducida por la norma, se denota simplemente por co f a la
envoltura convexa cerrada de f. Analogamente, se denota por ¢o* f y ¢o*™ f cuando 7 es
la topologia débil-* o débil-**, respectivamente.

Proposicion 1.34 Para f: X — R, se tiene que
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1. epi(co f) = co(epi f).

2 f = () = (@)

3. Si f es propia, entonces f**|, =¢0 f.

DEMOSTRACION. La demostraciéon de 1. es una aplicacién directa del teorema de Hahn-
Banach. Para 2. y 3. ver [10, Proposicion 4.4.3], con la acotacion de que en 3. el caso
donde @6 f € {w,w} es directo de la relacion (w)* =w y (@)* = w. O

Para funciones f : X — R se introduce una generalizacion de derivada, el subdiferencial.
Este es el objeto de estudio principal del anélisis convexo, cuando f rd una funcion
convexa.

Definicién 1.35 (Subdiferencial) Sea f : X — R y x € dom f. Se dice que z* € X* es
un subgradiente de f en x si

Vye X, f(z)+ (2% y —2) < f(y).

Se define el subdiferencial de f en x, denotado por Of(x), al conjunto de subgradientes
de f en x. Cuando x ¢ dom f, se sigue la convencion de que Of(xz) = (.

Proposicién 1.36 Sea f : X — R propia, x € dom f y 2* € X*. Se tiene que
Loxm e 0f(x) <= f(x) + [*(z7) < (2", 2) <= f(2) + [ (2") = (2", 7).
2. Si f €o(X), entonces z* € 0f (x) <= 1 € 0f*(z*).
3. 0f(z) es un conjunto convexo w*-cerrado (eventualmente vacio).

4. Si 0f(x) # 0, entonces o f = f = f y 9@ f)(z) = d(f) (z) = 0f(x). En

particular, f(x) = f*(x) y por lo tanto f es propia y sci. en x.

DEMOSTRACION. Para 1., 2.y 3. ver [12], Proposicion 2.4.1 y 2.4.2|. Para 4. ver [11, Teorema
2.4.1.(ii)]. O

Interesa garantizar cuando el subdiferencial es no vacio. En el caso que se esté trabajando
con una funcién convexa, el siguiente teorema da condiciones suficientes.

Teorema 1.37 Sea f : X — R una funcion conveza y © € dom f. Si f es continua en
x, entonces Of(x) es no-vacio y acotado.

DEMOSTRACION. Ver |5, Proposicion 1.11]. O
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Gracias al teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (ver [3, Teorema 3.37|) se sabe que A C
X* es w*-compacto siy solo si A es w*-cerrado y acotado. Por lo tanto, bajo las condiciones
del teorema anterior, se concluye que df(x) es w*-compacto.

Definicion 1.38 Para A, BC X, A€ R y T CR se definen
1. MA={X\z : z € A}, con la convencion que -0 = ().
2.T-A={ x : NeT, z € A}, con la convencion que - A=T -0 = (.

3. A+ B={a+b : a€ A, be B}, con la convencion que A+ 0 =0+ B = 0.
Con estas convenciones, el algebra de subdiferenciales es como sigue:

Proposicion 1.39 Sean f,g: X — R. Se tiene que
1. Para todo A\ > 0 y todo x € X, O(\f)(x) = AOf(x).
2. Para todo x € X, 0f(x) + dg(z) C O(f + g)(z).
3. Si f,gelo(X) y f es continua en algin punto xo € dom f N dom g, entonces
Vz € X,0f(x) + dg(x) = O(f + g)(x).
4. Sean x € X yx1,x0 € X tal que v = x1 + xo. Se tiene que

O(f0g)(x) = 0f (x1) N Of (x2) <= (fTg)(x) = f(21) + g(2).
Mads ain, st Of (x1) N Og(x2) # 0, entonces se cumple (fOg)(x) = f(x1) + g(x2).

DEMOSTRACION. 1. y 2. son directas de la definicién. Para 3. ver [12, Proposicion 2.4.7].
Para 4. ver [I1], Corolario 2.4.7]. O

El resultado de la proposicion [1.39}3 se conoce como teorema de Moerau-Rockafellar. Un
ejemplo importante de subdiferencial es el caso de las indicatrices.

Ejemplo 1.40 Dado A C X convexo, cerrado y no-vacio, se tiene

{zr e X* : (z5,y—2) <0, Vy € A} six e A.

OLale) = {@ siz ¢ A.

0I4(x) también se conoce como cono normal de A en x y se denota por Na(z).

El subdiferencial permite generalizar los resultados de puntos criticos para funciones di-
ferenciables.

Proposiciéon 1.41 Sean f: X — R y z € dom f. Entonces

0€0f(x) <z €argminf (con f(x) finito).
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DEMOSTRACION. La primera parte es directa de la definicion. Para la segunda ver [10,
Proposicion 2.1.14]. O

Para cerrar esta seccion, se introduce la nociéon de e-subdiferencial, que, dentro de sus
aplicaciones, sirve para caracterizar e-minimos.

Definicién 1.42 (e-subdiferencial) Sea f : X — R y e > 0. Para x € dom f, se define
el e-subdiferencial de f en x, denotado por O-f(x), como el conjunto de los z* € X*
que satisfacen que

Vy e X, f(z)+ (z"y—x) < fly) +e

Para x ¢ dom f, se asume la convencion O.f(x) = ().
Es claro de la definicion que 0y f () = Of (x). Ademas, se tienen las siguientes propiedades:

Proposicion 1.43 Sea f: X — R y e > 0. Se tiene que
1. 0f(x) = s> 0s.f () y Ocf (x) = N> f ().
2. 0.f(x) es convexo y w*-cerrado.
3. Para todo x* € X*, x* € 0.f(x) <= f(x) + f*(2*) < (2%, 2) + ¢ = =z € 0. f*(a").
4. Si f € To(X), entonces O.f(x) # 0 y se tiene que

€ 0.f(x) <= x € 0.f"(x")

5.8 f € To(X) y f es continua en x € dom f, entonces O.f(x) es acotado (i.e.
w*-compacto).

6. x es un e-minimo (i.e. f(x) <infx f+¢) si y sélo si 0 € O-f(x).
DEMOSTRACION. 1. y 6. son directas de la definicion. Para 2. y 3. ver [11, Teorema 2.4.2].

Para 4. ver [10, Proposicion 4.1.24] y [11, Teorema 2.4.4.(iv)]. Para 5. ver [I1, Teorema
2.4.9]. O

Se cierra esta seccion con una aplicacion del principio variacional de Ekeland que permite
aproximar elementos del e-subdiferencial por elementos del subdiferencial de una funciéon
y un corolario sobre Fréchet-Diferenciabilidad de funciones conjugadas.

Teorema 1.44 (Principio Variacional de Brgnsted-Rockafellar) Sea f : X — R, propia
y sci. Sean ademds xy € dom f, € >0, A > 0 y af € O.f (o). Se tiene entonces que existe
x €dom f yx* € X* tales que

1. x* € 0f(z).
2. ||z — x| < 5.
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3. ||z* — x| < A

En particular, el conjunto de puntos donde el subdiferencial de f es no-vacio es denso en
dom f (Este dltimo resultado se conoce como el teorema de Bronsted-Rockafellar).

DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 3.17] O

Corolario 1.45 Sea f € I'o(X*,w*) y 2* € Int[dom f]. Si f es F-Diff. en z*, entonces
Vi) e X.

DemosTrACION. Ver [I1], Corolario 3.3.4]. O

1.5. Funciones multivaluadas y propiedades del subdi-
ferencial

En lo que sigue de esta seccion, (S,0) y (T, 7) seran dos espacios topoldgicos separados.

Definicién 1.46 (Funciones multivaluadas) Se dice que R es funcion multivaluada (o
multifuncion) de S en T, denotada por R : S = T, si R(s) es un subconjunto de T,
para todo s € S.

En primera instancia, las funciones multivaluadas de S en T no se diferencian de las
funciones sobre S a valores en P(7T') (donde P(T') denota el conjunto potencia de T'). Sin
embargo, se hace la distincion para introducir las siguientes definiciones que no tendrian
sentido para funciones:

Definicion 1.47 Para R: S =T se definen
1. El dominio (o dominio efectivo) de R, denotado por D(R), como el conjunto
D(R)={se€ S : R(s)#0}.

2. La multifuncion inversa de R, denotada por R~1, como la funcion multivaluada
R~ :T = S dada por

R't)={s€S : teR(s)}
3. El grafo de R como el conjunto
gph(R) ={(s,t) € S xT : te R(s)}.
Por otro lado, dado A C S, se define el conjunto imagen de A por R como

R(A) = | R(s).

SEA
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Cuando A = T, se escribe simplemente Im(R) = R(T'). Finalmente, dada otra funcion
multivaluada M : S = T, se escribe que R C M si gph(R) C gph(M), o equivalentemente
s%

Vs €S, R(s) C M(s).

Dado que se esté trabajando con espacios topologicos, es natural introducir nociones de
continuidad para funciones multivaluadas. En esta memoria, sélo sera necesario considerar
la semicontinuidad superior de multifunciones.

Definicion 1.48 (Semicontinuidad superior de multifunciones) Sea R : S = T y sea
s € §. Se dice que

1. R es o-T semicontinua superior (abreviado o-T-scs.) en s si para todo abierto VC T
tal que R(s) CV, existe una vecindad U de s tal que R(U) C V.

2. Cuando (T,T) es un espacio vectorial topoldgico, se dice que R es o-1 Hausdorff-
semicontinua superior (abreviado -1 H-scs.) en s si para toda vecindad V' de 0
en T, existe una vecindad U de s tal que R(U) C R(s) + V.

3. Cuando (T,d) es un espacio métrico, se dice que R es o-1q H-scs. en s si para
todo € > 0, existe una vecindad U de s tal que R(U) C [R(s)]°, donde para D CT
se define

Df={teT : d(D,t) <¢e}.

En el caso que T sea un espacio vectorial normado, las dos definiciones de Hausdorff-
semicontinuidad superior coinciden. Por otro lado, es claro de la definicién que si una mul-
tifuncion es semicontinua superior, entonces (cuando tiene sentido) también es Hausdorft-
semicontinua superior.

Ejemplos claros de funciones multivaluadas son el subdiferencial y el e-subdiferencial,
que son multifunciones de X en X*. En esta memoria, el estudio se concentraré en estas
multifunciones, junto con algunas variaciones de las mismas.

Proposicion 1.49 Sea R: X =% X* yx € D(R). Se tiene que

1. R es norma-w*-scs. [resp. norma-norma-scs.| en x si y sdlo si para toda sucesion
(xn) € D(R) convergente a x y todo w*-abierto [resp. norma-abierto] V' en X* que
satisface que R(x) CV, se tiene que eziste ng € N tal que

Vn > ng, R(z,) CV.
2. Si R(z) es un singleton, entonces R es norma-norma-scs. en x si y solo si

lim diam R[z + 6Bx| =0,

d—0+
donde, para C' C X, diam C' = sup{||z1 — z2|| : 21,22 € C}.

DemosTRACION. Ver [5l, Ejercicio 2.4]. O
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Proposicion 1.50 Sea f € T'o(X). Se tiene que la multifuncion Of : X = X* es norma-
w*-scs. en Int[dom f].

DeMosTRACION. Ver [5l, Proposicion 2.5]. O

Proposicion 1.51 Para f € ['o(X) y e > 0, la multifuncion 0.f : X = X* es local-
mente acotada en Int|dom f|, es decir, que para todo x € Int[dom f|, existe U vecindad
de x, tal que O.f(U) es acotado.

DemosTRACION. Ver [I1], Teorema 2.4.13]. O

Definiciéon 1.52 (Seleccion) Sea R : S = T. Una seleccion de R es una funcion ¢ sobre
S a wvalores en T, tal que ¢(s) € R(s) para todo s € D(R).

Teorema 1.53 Sea f € T'g(X) y x € Int[dom f]. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es F-Diff. [resp. G-Diff.] en x.
2. Toda seleccion ¢ de Of es continua [resp. norma-w*-continua/ en x.

3. Eziste una seleccion ¢ de Of que es continua [resp. norma-w*-continua/ en .
DeMOSTRACION. Ver [5l, Proposicion 2.8]. O

Un corolario directo del teorema anterior, es la siguiente caracterizacion de diferenciabi-
lidad para los puntos de continuidad de funciones en I'(X).

Corolario 1.54 Sea f € To(X) y « € Int[dom f]|. Se tiene que

1. f es G-Diff. en x si y solo si Of(x) es un singleton. En tal caso Of(x) = {df (x)}.

2. f es F-Diff. en x si y solo si Of(x) es un singleton y Of es norma-norma-scs. en x.

DEMOSTRACION. La demostracion de 1. puede verse alternativamente en [I1, Corolario
2.4.10]. De todas formas es analogo a la demostracion de 2. Para demostrar 2., la im-
plicancia de izquierda a derecha esta desarrollada en [5, Lema 2.6|, por lo que solo resta
ver la implicancia de derecha a izquierda.

Sea entonces ¢ una seleccion de df. Como Jf(z) es un singleton, digase {z*} , entonces
necesariamente p(z) = x*. Sea ahora (z,,) una sucesion que converge a = y que, sin perder
generalidad, estd completamente contenida en Int[dom f]. Como f es norma-norma-scs.
en z, se tiene directo de la proposicion [1.49}2 que (p(z,)) es sucesion de Cauchy y luego
convergente, digase a y* € X*. Ademas, de la proposicion [1.491, es claro que y* € df(z)
y por lo tanto y* = ¢(x). Asi ¢ es continua en x, lo que concluye la demostracion. n

19



Se mostrara a continuaciéon como se relacionan el subdiferencial, la derivada direccional y
las funciones soporte.

Teorema 1.55 Sean f convexa y propia, x € dom f y e > 0. Se tiene que

1. 0:f(x) = O(fL(x;-))(0).

2. Si ademds € > 0, entonces fL(x;-) = 0o, 4(z), €5 decir, para todo h € X,

fi(wsh) = sup{(z*, h) : 2" € O-f(x)}.

En particular, fl(z;-) es semicontinua inferior.

DemosTRACION. Ver |11, Teorema 2.4.11| y [11], Teorema 2.4.4]. O

Teorema 1.56 Sea f conveza y propia y x € dom f. Se tiene que Of(x) # 0 si y sdlo si
f'(x;-) es norma-sci. en 0. En tal caso,

f'(@5) = 0of(a)-
Ademds, si [ es continua en x, entonces f'(x;-) es continua y

"(z:h) = méx (z*, h).
Pl = s (5°,0)

DemosTRACION. Ver [I1), Corolario 2.4.15] y [5], Proposicion 2.24]. O

En el teorema anterior, se puede concluir directamente que si f € I'o(X) y « € Int[dom f],
entonces f'(x;-) = o). Otro resultado es la réplica de estos teoremas para funciones en
FO (X*, w*)

Teorema 1.57 Sea f € ['o(X*,w*) y 2* € dom f. Se tiene que

1. Para todo € > 0, fl(z*;-) = O %o, ey, €8 decir, para todo h* € X™,

fL(z*; h*) = sup {(x,h*) creXn Gef(x)} .
En particular, fl(z*;-) es w*-semicontinua inferior.

2. Se tiene que X NOf(z*) # 0 si y sdlo si f'(x*;-) es w*-sci. en 0. En tal caso,

*

(@) = 0xno s

DEMOSTRACION. Basta aplicar [11), Teorema 2.4.11] y [I1], Corolario 2.4.15| para la dualidad
(X, X*). O
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Estos ultimos teoremas permiten concluir varias cosas sobre las funciones f € T'o(X*, w*)
directamente. Por una parte, como f también esta en I'o(X*), para z* € dom f se tiene

que g, pu) = [L(T"3) = T, p(ery ¥ POT lo tanto
0. f(a*) = co* [Xmagf(x*)} = XNo.fz*) . (1.1)

Por otra, razonando de la misma forma, se tiene que

f(z*;+) es w*-sci. <= If(x*) = co** [X N Gf(x*)] :

De hecho, se sabe XNo. f(z*) es convexo para todo € > 0, por lo que ne las expresiones
anteriores se puede reemplazar ¢6** simplemente por w**-adherencia. Se volvera a trabajar
sobre estas observaciones en los capitulos posteriores, pero vale la pena mencionarlos aqui
para aclarar mejor las motivaciones de los problemas que se plantearan luego.

Se cierra este capitulo con algunas propiedades sobre las funciones soporte, que han mos-
trado ser centrales en el desarrollo de esta teoria y que se utilizaran muchas veces a lo
largo de esta memoria.

Teorema 1.58 Para K C X, se tiene que ok es una funcion sublineal y w*-semicontinua
inferior. Reciprocamente, toda funcion o : X* — Ry sublineal y w*-semicontinua inferior
es a la vez la funcion soporte del conjunto convexo cerrado

K={rxeX : Va*re X", (2", z) <o(z")}.
Ademas, se tiene que
1. Para K1, Ky C X, 0w x,0K, = OK,UK, = Max{0k,, 0K, }.
2. Para x* € X* y A >0, Oog(A\z*) = o (z*).
3. S10 € coK, entonces o = pc, donde pc es el funcional de Minkowski del conjunto

C={z"e X" :og(x") <1}.

DEMOSTRACION. Para la primera parte del teorema, el hecho que toda funcién soporte sea
sublineal es directa de la definicién de funcion soporte. Que ademas sea semicontinua infe-
rior es directo pues, al ser conjugada de una funciéon indicatriz, toda funcién soporte esta
en ['o(X*, w*). Por otra parte, sea 0 : X* — R, una funciéon sublineal y w*-semicontinua
inferior y sea

K={rxeX : V" e X", (2"2) <o(z")}.

Es claro que o < 0. Por otro lado, notese que para x** € X**,

+o0 si da** (™, 2*) > o(a*)

o*(a™) = sup {(z,a") ~ o(a")} =
ve 0 sl no.
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De lo anterior se concluye que o*|,, = [ y como o es w*-sci., se tiene que

X

O — (IK)* = (0'*

lo que demuestra lo pedido. Ahora, se demostraran las propiedades enumeradas en la
segunda parte del teorema:

1. Basta notar que para z* € X*,

sup (z*,z) = méx { sup (z*, x), sup (x*, x)} ,
reK1UK>o e Ky z€Ko

por lo que ok, uk, = max{og,, 0k, }.
2. Sea z* € X* y A > 0. Sin perder generalidad, x* # 0. Luego,

™ € ok (Ar") <= (2, A\z™) = o (Ax™) + [ (™)
— (2™, 2") = A ox(Ax™) + I (™)
= (2™, 2") = o (") + I (™)
= 2™ € Jok(z").

3. Sea z* € X*. Como 0 € to K, se tiene que ox(z*) > 0 y luego, como o es
positivamente homogénea,

pe(z*) =mf{A >0 : \7'2* € C} = ox(2%).
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Capitulo 2

Espacios de Asplund y la propiedad de
Radon-Nikodym

Uno de los resultados mas impresionantes sobre funciones convexas sobre la recta real,
cuya demostracion esté en |5, Teorema 1.16], es el siguiente:

Teorema 2.1 Sea D C R un intervalo abierto y f : D — R convera. Entonces [ es
F-Diff. en todo punto de D salvo a lo mds un conjunto numerable de puntos.

Para poder extender este teorema a espacios de Banach generales, es necesario hacer
las siguientes observaciones: Primero, a diferencia de R, las funciones convexas definidas
sobre un abierto de X a valores en R no son necesariamente continuas; Segundo, si X
no es separable, entonces los conjuntos numerables son muy “pequenos” con respecto al
espacio, es decir, pedir que una propiedad se tenga salvo un conjunto numerable es “pedir
demasiado”.

Tomando en cuenta estas consideraciones, la teoria de espacios de Asplund resulta ser la
extension natural del teorema. En este capitulo se hard una exposicion de los resultados
mas importantes en cuanto a espacios de Asplund, junto con introducir la propiedad de
Radon-Nikodym [RNP, por su sigla en inglés|. La RNP entrega, sorprendentemente,
una caracterizacion geométrica de la Frechét-diferenciabilidad de funciones convexas, que
es esencialmente una propiedad analitica.

La RNP es motivada originalmente por el teorema de Radon-Nikodym para medidas
uniformemente continuas. Es la extension natural para medidas vectorvaluadas. En esta
memoria no se revisara este tema, para eso el lector esté invitado a ver [I, Capitulos 1 y

9.
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2.1. Espacios de Asplund

Definiciéon 2.2 (Espacio de Asplund) Un espacio de Banach X se dice espacio de
Asplund si toda funcion convexa y continua sobre X a valores en R es F-Diff. en un
congunto denso de X (que es automdticamente un Gs denso).

Hay definiciones alternativas de lo que es un espacio de Asplund (como [5, Definicion
1.22]), que varian en la familia de funciones convexas que son F-Diff. en un G5 denso. La
siguiente proposicion condensa las posibles variaciones de la definicion:

Proposicion 2.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es espacio de Asplund.

2. Para todo abierto convexo no-vacio D C X y toda funcion convexra y continua f
definida sobre D, el conjunto de puntos donde f es F-Diff. es un Gs denso en D.

3. Para toda funcion f € To(X) con Int[dom f] # (0, el conjunto de puntos donde f es
F-Diff. es un G5 denso en Int[dom f].

DEMOSTRACION. 2. = 3.y 3. = 1. son directas. Para ver 1. = 2. basta considerar para
cada x € D la extension f, dada por el teorema [1.19] aplicar 1. y considerar el conjunto

G=|JG.nU.,

zeD

donde G, es el G5 denso dado por 1. y U, es la vecindad de x donde f|Ux = fﬂElUl G
claramente es denso en D y ademas esta contenido en el conjunto de puntos donde f es
F-Diff, que ya es un Gy. Asi, el conjunto de puntos donde f es F-Diff. resulta ser un Gy
denso de D. O]

Los espacios de Asplund se pueden caracterizar de muchas formas. En esta seccion, se
enunciaran las més relevantes. La siguiente proposicion muestra que los espacios de As-
plund son regulares, en el sentido que la propiedad que los define se conserva para subes-
pacios cerrados.

Proposicion 2.4 Si X es espacio de Asplund, entonces todo subespacio cerrado de X
también es espacio de Asplund.

DEMOSTRACION. Ver |5, Proposicion 2.33]. O

Teorema 2.5 (Caracterizacion de esp. de Asplund I) X es espacio de Asplund si y sdlo
st todo subespacio cerrado separable de X tiene dual separable.

DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 2.34]. O
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Del teorema anterior es claro que todo espacio reflexivo es espacio de Asplund.

Ejemplo 2.6 Sea I un conjunto cualquiera. Se define ¢o(I") como el conjunto de todas
las funciones x = (z,) sobre I' a valores en R tales que para todo € > 0, existe un conjunto
finito I'. C T, tal que |z,| < € para todo v € I' \ I'.. Se tiene que (co(I), || - [|s) €s un
espacio de Asplund, donde

()l = sup |4].
vyer

La propiedad que define los espacios de Asplund puede ser reducida considerablemente.
Para ver que un espacio de Banach es espacio de Asplund, basta estudiar familias mucho
més pequenas de funciones.

Teorema 2.7 (Caracterizacion de esp. de Asplund II) Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X es espacio de Asplund.

2. Para todo conjunto C C X* convexo, w*-compacto y no-vacio, la funcion soporte
de C restringida a X, JC|X, es F-Diff. en un Gs denso de X.

3. Toda norma equivalente en X es F-Diff. en un Gs denso de X.

4. Toda norma equivalente en X es F-Diff. en al menos un punto.

DEMOSTRACION. 1. = 2.y 2. = 3. son obvias. Para el resto ver [I, Proposicion 5.6.13|.
[

La demostracion de [Il Proposicion 5.6.13| se basa en la teoria de los conjuntos w*-
dentables en X™*. Se da ahora la caracterizacion de los espacios de Asplund en términos
de conjuntos acotados de su dual, la que entrega una intuiciéon de la equivalencia entre 1.
y 2. en la proposiciéon anterior.

Para introducir la nociéon de conjuntos dentables, es necesario primero definir las slices
de un conjunto.

Definiciéon 2.8 (Slice y w*-Slice) Sea C C X un conjunto no-vacio, « > 0 y z* € X*
con =¥ no-nulo. Se define la slice de C dada por o y x* como el conjunto

S(z*,Cia)={zxeC : (z%x) > oc(z") — a}.

Si C' es un subconjunto no-vacio de X*, se definen las w*-slices de manera andloga a las
slices, pero dadas por funcionales en X (en vez de X**).

Es claro que las slices [resp. w*-slices| de un conjunto C son conjuntos no-vacios y w-

abiertos [resp. w*-abiertos| en C' como espacio topologico con la topologia traza inducida
por o(X, X*) [resp. o(X*, X)|.
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Definiciéon 2.9 (Dentabilidad) Se dice que un conjunto no-vacio C C X es dentable si
para todo € > 0, existen z* € X* no-nulo y a > 0 tales que

diam S(z*,C, a) < e.

Andlogamente, se dice que un conjunto no-vacio C' C X* es w*-dentable si para todo
e >0, emisten x € X no-nulo y a > 0 tales que

diam S(z,C,a) < e.

Con estas definiciones se puede dar una tercera caracterizacion de los espacios de Asplund
que ya da luces sobre la relaciéon analitica-geométrica que tienen estos espacios y sus duales.

Teorema 2.10 (Caracterizacion de esp. de Asplund III) X es espacio de Asplund si y
solo si todo conjunto C' C X* no-vacio y acotado es w*-dentable.

DEMOSTRACION. Ver [5, Lema 2.18]. O

Otra caracterizacion de los espacios de Asplund es en términos de los operadores mo-
noétonos, que son funciones multivaluadas que comparten una de las propiedades del
subdiferencial de una funcién convexa: la monotonia.

Definicién 2.11 (Operadores monotonos) Un conjunto G C X x X* se dice conjunto
mondtono si para todo par (z,x*), (y,y*) € G, se tiene que

(" —y*,z—y) > 0.

Una funcion multivaluada T : X = X* se dice operador mondtono si gph(T) es un
conjunto mondotono, es decir,

(x*—y" e —y)y >0, Ve,ye X, z*e€T(x), y* €T(y).
Es claro que existe una relaciéon uno a uno entre los conjuntos monétonos y los operadores
monotonos. Ademés, también es facil ver que la familia de conjuntos mond6tonos con el

orden de la inclusion resulta ser un orden filtrante y por lo tanto (mediante el lema de
Zorn) existen elementos maximales.

Definicion 2.12 (Operador Monétono Maximal) Sea T' : X = X* un operador mond-
tono. T' se dird mazimal si gph(T) es maximal para la familia de conjuntos mondtonos

con el orden de la inclusion.

Proposicion 2.13 (Rockafellar) Sea f € I'o(X). Se tiene que Of es un operador mond-
tono mazximal.

DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 3.24]. O
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Con este resultado, es claro que los operadores monétonos maximales son una extension
del subdiferencial de las funciones en I'g(X). Mas atn, esta extension es propia: Exis-
ten espacios de Banach X donde hay operadores monoétonos maximales que no son el
subdiferencial de ninguna funciéon en I'y(X).

Proposicion 2.14 Sea T : X =2 X* operador mondtono con W = Int[D(T")] no-vacio. Se
tiene que T' es localmente acotado en W, es decir, para todo x € W, existe una vecindad
V' de x tal que T(V') es acotado.

DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 2.28]. O

Teorema 2.15 (Caracterizacion de esp. de Asplund IV) X es un espacio de Asplund
si y solo si para todo T : X = X* operador mondtono mazximal con W = Int[D(T)]
no-vacio, existe un Gg denso G de W tal que para todo x € G, T'(x) es un singleton y T
€s MOTMaA-NOTMa-SCS. €N X.

DeMOSTRACION. Ver [5, Teorema 2.30]. O

Observacion En virtud del corolario [1.54} esta propiedad de los operadores mondto-
nos maximales extiende la propiedad de Fréchet-diferenciabilidad en un G5 denso de las
funciones convexas y continuas en un espacio de Asplund.

Un ejemplo importante en relaciéon a los espacios de Asplund son los espacios débil-
compacto generados. Esta propiedad es un poco mas débil que la separabilidad y por
lo tanto es un frecuente caso de estudio cuando se desea generalizar propiedades de espa-
cios separables. Para K C X, se denota por span(K) al subespacio de X generado por
K, es decir,

span(K) = ﬂ{V .V subespacio vectorial de X, K C V'}.
Definiciéon 2.16 (espacios WCG) Un espacio de Banach X se dice débil-compacto
generado [WCG, por su sigla en inglés| si existe K C X w-compacto tal que span(K)
es denso en X.
El conjunto K con el cual se define un espacio WCG puede suponerse, sin perder genera-
lidad, convexo puesto que si K es w-compacto, entonces ¢o(K ) también es w-compacto.

Ademés, es claro que todo espacio separable y todo espacio reflexivo es WCG.

Proposicion 2.17 Si X* es WCG, entonces X es espacio de Asplund.
DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 2.43]. O

Ademas, de los espacios de Asplund, existen otras definiciones interesantes con respecto
a la diferenciabilidad de funciones convexas.
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Definicién 2.18 (Espacios débil-Asplund y w*-Asplund) Se dice que X es un espacio
débil- Asplund si para toda funcion f € T'g(X) continua, el conjunto

G = {z € Int|[dom f] : f es G-Diff. en x},

es un Ggs denso en Int[dom f]. A su vez, se dice que X* es w*-Asplund si para toda
funcion f € To(X*, w*) continua, el conjunto

G = {z" € Int[dom f] : f es F-Diff. en z*},
es un G5 denso en Int[dom f].

Cabe destacar que la nomenclatura “débil-Asplund” no tiene que ver con la topologia
débil, si no que se refiere a la nociéon de diferencial débil o diferencial de Gateaux.

2.2. Puntos extremos y la RNP

En esta seccidon se estudiara la estructura extremal de los conjuntos convexos, cerrados
y acotados de X y se enunciard la version geométrica de la RNP. Al final de la sec-
cion se exhibiran las ultimas caracterizaciones de los espacios de Asplund, relacionadas
precisamente con esta estructura.

Definiciéon 2.19 (Puntos extremos) Sea C' C X convezo no-vacio. Un punto v € C' se
dice punto extremo de C si C\ {x} sigue siendo un conjunto convexo o, equivalente-
mente, si x no puede escribirse como combinacion convezxa de puntos en C\ {x}.

El conjunto de puntos extremos de C' se denota por ext(C).

Cuando C' es un conjunto convexo y compacto, sus puntos extremos juegan un rol funda-
mental, pues lo definen completamente.

Teorema 2.20 (Krein-Milman) Sea (X, 7) un espacio localmente convexo. Para todo
K C X convexo y T-compacto, se tiene que

K =0 [ext(K)).
DeMOSTRACION. Ver [3, Teorema 3.65]. O

Anéalogamente, se tiene una suerte de reciproca del teorema de Krein-Milman, que esta-
blece que son necesariamente los puntos extremos los que definen a los conjuntos convexos
compactos.

Teorema 2.21 (Milman) Sea (X, ) un espacio localmente convero y sea K C X convezo
y T-compacto. Para todo S C K tal que K =c0o7[S], se tiene que ext(K) C S
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DeMOSTRACION. Ver [3], Teorema 3.66]. O

Es natural preguntar si sélo los conjuntos convexos compactos satisfacen el teorema de
Krein-Milman. La siguiente proposicion entrega una condicion suficiente (que ademas es
trivialmente necesaria) para que una familia de conjuntos convexos, no necesariamente
compactos, se defina a partir de sus puntos extremos.

Proposicion 2.22 Sea C' C X un conjunto convexo cerrado. Si todo subconjunto conve-
xo, cerrado, acotado y no-vacio de C tiene al menos un punto extremo, entonces todo
subconjunto convezo, cerrado, acotado y no-vacio de C' es la envoltura convezxa cerrada de
sus puntos extremos.

DemosTRACION. Ver [Il, Proposicion 3.1.1]. O

Si en la proposiciéon anterior se establece C' = X, entonces se tiene un tipo especial
de espacio de Banach, donde todo convexo acotado se recupera a partir de sus puntos
extremos.

Definiciéon 2.23 (Propiedad de Krein-Milman) Sea C' C X un conjunto convexo cerrado
y no-vacio. Se dice que C' tiene la propiedad de Krein-Milman (KMP, por su sigla
en inglés) si para todo K C C' convezo, cerrado, acotado y no-vacio satisface que

K = colext(K)].

Consistentemente, se dice que el espacio de Banach X tiene la KMP si la tiene como
conjunto.

De la proposicion [2.22 una condicion suficiente para que X tenga la KMP es que todo
conjunto convexo, cerrado, acotado y no-vacio de X tenga al menos un punto extremo.

Ejemplo 2.24 Todo espacio reflexivo tiene la KMP.

Otro tipo de puntos relevantes en la estructura extremal de un conjunto son los puntos
soporte.

Definicién 2.25 (Puntos Soporte) Sea C' C X un conjunto no-vacio y x € C. Se dice
que x es un punto soporte de C si existe x* € X* no-nulo tal que x* alcanza su mdzimo
sobre C' en x, o sea, st

(x*, ) = oc(z").

En tal caso, se dice que x* soporta a C en x y x* se denomina funcional soporte de
C (no confundir con la funcion soporte de C, o¢). Ademds, el conjunto

H={yeX : (z*,y) = oc(z")}

se llama hiperplano soporte de C, aludiendo que C'N H es el conjunto de puntos de C
soportados por x*. El hiperplano soporte de C' inducido por x* se denotard H(C,z").
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Es claro que si C' es un conjunto convexo cerrado con Int(C') no-vacio, entonces todo
punto de la frontera de C' es un punto soporte. Por otro lado, incluso cuando Int(C') es
no-vacio, no es posible asegurar que todo funcional de X* sea un funcional soporte de C'.
De hecho, el siguiente teorema caracteriza los conjuntos donde todo funcional alcanza su
maximo:

Teorema 2.26 (James) Sea C' C X convezo cerrado y no-vacio. C' es w-compacto si y
solo si todo funcional en X* alcanza su mdximo en C. Consecuentemente, X es reflexivo

sty sdlo si todo funcional en X* alcanza su norma. (i.e. para todo x* € X*, existe x € Bx
tal que (2°,) = 2°]]).

DemMosTRACION. Ver [10, Teorema 4.1.27]. O

Otra observacion importante es que, cuando C' es convexo cerrado, los puntos soporte de
C' se pueden expresar a través del subdiferencial de la funciéon soporte de C', o¢.

Proposicion 2.27 Sea C' C X convexo cerrado no-vacio y x* € X* no-nulo. Se tiene
que el conjunto de puntos de C' soportados por x* es igual a X N doc(x*).

DEMOSTRACION. De la proposicion [1.36] se sabe que

doc(x") = {2 € X* + (2",2™") = 0c(2") + Lo (0) }
={z" €™ (C) : (z7,2") = oc(z7)}.

Luego, en vista que X Nco™(C) = co(C), es directo que
X Ndoc(z*) ={x e€co(C) : (2" x)=o0c(x")}.

Como C' es convexo y cerrado, se tiene lo pedido. O

También se pueden relacionar la estructura de puntos soporte con los puntos extremos de
un conjunto.

Proposicion 2.28 Sea C C X un conjunto convexo y H un hiperplano soporte de C'. Se
tiene que los puntos extremos de H N C' son también puntos extremos de C'.

DemMOSTRACION. Ver |10, Lema 2.7.1]. O

La relaciéon entre los puntos soporte y el subdiferencial de la funciéon soporte permite
aplicar el teorema de Brgnsted-Rockafellar para obtener el siguiente resultado:

Teorema 2.29 (Bishop-Phelps) Sea C' C X convero, cerrado y no-vacio. Se tiene que

1. El conjunto de puntos soporte de C' es denso en Fr(C).
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2. FEl conjunto de funcionales soporte de C' es denso en el cono de funcionales que son

acotados superiormente en C' (i.e. el cono de los x* € X* tal que sup(z*, x) < +00).
zeC

DEMOSTRACION. Ver [5, Teorema 3.18]. O

Una aplicacion importante de la densidad de los puntos soporte es el siguiente:

Proposicién 2.30 Sea U C X* un conjunto abierto, convexo y no-vacio y sea f : U — R
convexa y w*-semicontinua inferior. Se tiene que el conjunto

D= {a:* cU : Xﬂaf(x*) 75@}
es denso en U.

DEMOSTRACION. Ver [3, Lema 11.2]. O

Definicién 2.31 (Puntos fuertemente expuestos) Sea C' C X convezo, cerrado y no-
vacio y sea v € C. Se dice que x es punto expuesto de C si existe x* € X* no-nulo tal
que

vy € O\ {z}, (2%,2) > (2",y).

En tal caso se dice que * expone a x en C. El conjunto de puntos expuestos de C' se
denota por exp(C).

Se dice que x es punto fuertemente expuesto de C si existe x* € X* tal que x* expone
a x y satisface que para toda sucesion (z,) C C

(", ) = (2%, 2) = x,, = 2.

En tal caso se dice que x* fuerte-expone a x en C. El conjunto de puntos fuertemente
expuestos de C se denota por str-exp(C).

La definicién por sucesiones de que z* fuerte-expone a = es equivalente a decir que el
conjunto {S(z*,C,a) : «a > 0} sea una base de vecindades de = para la topologia de la
norma restringida al conjunto C', o bien, a que z* exponga a x y ademaés que

lim diam S(z*,C, a) = 0.

a—0t

Definicion 2.32 (Puntos w*-fuertemente expuestos) Sea C' C X* convezxo, cerrado y
no-vacio y sea x* € C. Se dice que x* es punto w*-fuertemente expuesto si existe
r € X no-nulo tal que x fuerte-expone a x* (entendiendo a x como funcional en X**).
En tal caso, se dice que x w*-fuerte-expone a x*. El conjunto de puntos fuertemente
expuestos de C se denota por w*-str-exp(C).

Con estas definiciones se puede enunciar la versiéon geométrica de la propiedad de Radon-
Nikodym:

31



Definicién 2.33 (Propiedad de Radon-Nikodym) Sea C' C X wun conjunto convezo ce-
rrado y no-vacio. Se dice que C' tiene la propiedad de Radon-Nikodym (RNP, por su
sigla en inglés) si para todo K C X convezxo, cerrado y acotado se tiene que

K = colstr-exp(K)].

Consistentemente, se dice que el espacio de Banach X tiene la RNP si la tiene como
conjunto.

Es claro que para C' C X convexo y cerrado se tiene que str-exp(C') C exp(C) y ademas
todo punto expuesto C' es punto soporte de C. Otra inclusiéon no tan directa es que
exp(C) C ext(C).

Proposicion 2.34 Sea C C X convexo, cerrado y acotado. Se tiene que exp(C) C
ext(C). En particular, la RNP implica la KMP.

DEMOSTRACION. Sean x € exp(C), z* € X* un funcional que expone a x en C. En parti-
cular, se tiene que x* soporta a C. Sea entonces H el hiperplano soporte de C' dado por
z*. De la definicién de punto expuesto, se tiene que H N C' = {z} y por lo tanto x es
trivialmente un punto extremo de H N C. Aplicando la proposicion [2.28] se concluye. [

Cuando un conjunto tiene la RNP, entonces los funcionales que fuerte-exponen puntos del
conjunto no pueden ser “pocos”’, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.35 Sea C C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio. Si C' tiene la RNP,
entonces el conjunto de funcionales en X* que fuerte-exponen puntos de C' es un Gs denso
en X*.

DeMOSTRACION. Ver [I, Teorema 3.5.4] O

Existen varias caracterizaciones de la RNP, sin embargo so6lo se enuncian en esta memoria
aquellas més relevantes para la misma.

Teorema 2.36 (Caracterizacion de la RNP 1) Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

1. Todo conjunto convexo, cerrado y acotado de X es dentable.
2. X tiene la RNP.

3. Todo conjunto convexo, cerrado, acotado y no-vacio de X tiene al menos un punto
fuertemente expuesto.

. Todo conjunto convexo, cerrado, acotado y no-vacio de X contiene al menos un
) )
punto extremo de su w*-clausura en X**.
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5. Para todo K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio, el conjunto de funcionales
soporte de K es de sequnda categoria en X*.

DEMOSTRACION. Ver [1l Teorema 2.3.6|, [1, Corolario 3.7.6] y [1, Corolario 3.5.7]. O

La existencia de puntos fuertemente expuestos en un conjunto es una propiedad geomé-
trica, no obstante se puede reescribir como una propiedad analitica a través de la funcién
indicatriz, como muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 2.37 Para C C X convezo cerrado, v € C y x* € X*\ {0} se tiene

z* fuerte-expone a v en C <= o¢ es F-Diff. en * con Dok (x*) = &.

DEMOSTRACION. Se puede suponer sin perder generalidad que C es acotado. Si no, basta
considerar para £ > 0 cualquiera, el conjunto

K={yeC : (z"y) >0c(z") —e} = X N0.0c(z").
K es acotado con ambas hipotesis y ademés es claro que
1. 2* fuerte-expone a x en C' <= z* fuerte-expone a = en K.
2. o¢ es F-Diff. en 2* con Dog(2*) = & <= ok es F-Diff. en z* con Dok (z*) = z.

donde 2. se obtiene de que existe una vecindad V' € V(z*) tal que O’c’v = UK’V' Para la
demostracion del caso acotado ver [10, Lema 6.6.1].

Corolario 2.38 Para f € Tg(X), x € dom f y x* € X*. Se tiene que
(x*,—1) fuerte-ezpone a (z, f(x)) en epi f <= f* es F-Diff. en x* con Df*(z") = z.
DEMOSTRACION. Por la proposicion [2.37, basta demostrar que f* es F-Diff. en 2* con

Df*(z*) = 2 si y s6lo si oepis es F-Diff. en (2%, —1) con Doy f(z*, —1) = (2, f(z)).
Para esto, nétese primero que

) S = s () S )

(y**,A)€epi f**
= (@7 @) € Do (@7, -1),

donde se utiliza implicitamente que oepi f = Tepi g+ €n X™.
=) Se tiene inmediatamente que Ooepi f(2*, —1) = {(Z, f(z))} ¥y que

(", —1) € Int[dom oep; 7.
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Sea entonces (2}, A\y)nen € domdoey p convergente a (z*,—1) y sea (z3%,1,) €
O00epi r(z, An) para todo n € N. Sin perder generalidad, A\, < 0 para todo n € N.
De hecho, como

O epi £ (T35 An) = agepif(|/\n|_1$:m -1),

se puede considerar simplemente que A\, = —1 para todo n € N. Luego, por el
desarrollo anterior, se tiene que z=* € df*(z}) y por lo tanto, como Jf* es norma-
norma-scs. en x*, se concluye que ™ — 2. Ademaés, como docpi  €s norma-w**-scs.
en (z*,—1), se tiene que r, — f(x). Luego (z2*,r,) — (&, f(x)). Aplicando la
proposicion y el corolario [I.54] se concluye.

Se tiene inmediatamente que 0f*(z*) = {2} y que z* € Int[dom f*]. Sea entonces
(¥) € dom f* convergente a z* y x* € Jf*(z}) para todo n € N. Analogo al
desarrollo de la implicancia anterior, se concluye que (z**, f**(z**)) — (z, f(z)) y
en particular, £ — . Aplicando nuevamente la proposicion y el corolario

[1.54] se concluye.
O

El siguiente teorema relaciona la RNP en el espacio primal con la propiedad de Asplund
en el espacio dual, pero s6lo para las funciones conjugadas. Esta es la caracterizaciéon mas
importante de la RNP que se utilizara en esta memoria.

Teorema 2.39 (Caracterizacion de la RNP II) Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

1. X tiene la RNP.

2. X* es w*-Asplund.

3. Toda norma dual en X* (i.e. toda norma que se exprese como la funcion soporte de
la bola unitaria con respecto a una norma equivalente en X ) es F-Diff. en un Gy
denso de X*.

4. Toda norma dual en X* es F-Diff. en al menos un punto.

DeMosTRACION. Ver [Il, Teorema 5.7.4]. O

A partir de este teorema, es natural preguntarse qué ocurre cuando es el espacio dual X*
quien tiene la RNP. Es claro del teorema [2.10] que si X es espacio de Asplund, entonces
X* tiene la RNP, pues todo conjunto w*-dentable es en particular dentable. No obstante,
este resultado es en realidad una equivalencia, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.40 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

X es espacio de Asplund.
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2. Para todo C C X* convexo y w*-compacto,
C =" [w*-str-exp(C)].

3. X* tiene la RNP.
DeMosTRACION. Ver [Il, Teorema 4.2.13] y [5], Teorema 5.7]. O

Anéalogamente a la RNP en espacios primales, en espacios duales basta con la existencia
de puntos w*-fuertemente-expuestos para garantizar que el espacio tiene la RNP. Ademas,
también los funcionales que w*-fuerte-exponen puntos son “muchos’

Proposicion 2.41 Si para todo C C X* convero, w*-compacto y no-vacio se tiene que
w*-str-exp(C) # (), entonces X* tiene la RNP. En tal caso, para todo C C X* con las
caracteristicas anteriores, el conjunto de funcionales en X que w*-fuerte-exponen puntos
de C es un Gs denso en X.

DEMOSTRACION. Sea | - | una norma equivalente en X, C' = Bx~ con respecto a la norma
dual de [ - ], z* € w*-str-exp(C) y x un funcional en X que w*-fuerte-expone a z*. Es
facil ver con estas hipotesis que | - | es F-Diff. en x (basta aplicar la proposiciéon con
la norma | - ] como funcién definida en el bidual).

Luego, por el teorema [2.7] se tiene que X es espacio de Asplund y asi X* tiene la RNP.
Para el resto ver [I, Teorema 3.5.4 (w*)]. O

Se cierra esta seccion con las caracterizaciones de la RNP del interesante articulo de J.
Giles [4], donde se muestran resultados poco evidentes que a priori se pensaria que son
mas débiles que la RNP en si. Esto, debido a que se aleja un poco de la estructura de
puntos fuertemente expuestos.

Definicion 2.42 (Conjuntos expuestos y w-expuestos) Sea K C X no-vacio. S C K se
dice expuesto por x* € X* si para todo x € S,

(", x2) =0k(x) > (z%,y), VyeK\S.

Ademdas, S se dice w-expuesto por x* si es expuesto y ademds para todo W € V,,(0),
existe 0 > 0 lo suficientemente pequeno tal que

S(x*, K,6) CS+ W,

es decir, las slices de K dadas por x* son una base de vecindades de S para la topologia
débil restringida a K.

Con esta definicion, se puede enunciar el siguiente teorema que resume las caracterizacio-
nes dadas por Giles:

Teorema 2.43 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. X tiene la RNP.

2. Para toda funcion f € To(X*, w*) continua, f es G-Diff. en algin punto x* € dom f,

~

con derivada Df(z*) € X.

3. Todo funcional de Minkowski p : X* — R w*-sci. tiene un punto z* € X* que
satisface que Op(z*) C X.

4. Todo conjunto K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio tiene un subconjunto
que es w-expuesto y w-compacto.

DEMOSTRACION. Ver [4] Teorema 1 y Teorema 2| y [7, Teorema 1] O
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Capitulo 3

Formulas de integracion a partir del
subdiferencial de Fenchel

En esta seccion se revisaran los resultados de integracion a partir del subdiferencial que
motivan esta memoria. Se comienza con el resultado clasico de Rockafellar para funciones
en I'g(X) y luego se revisa el resultado de integracion para una familia de funciones
estrechamente relacionada con I'g(X): Las funciones epi-pointed. Este segundo resultado
Finalmente, se revisard la aplicacion de la féormula de integraciéon para funciones epi-
pointed en el caso particular de que X posea la RNP.

3.1. Foérmula de Integracién de Rockafellar

Se sabe que para f € I'o(X), df es operador monotono maximal. No obstante, el sub-
diferencial de una funciéon en I'(X) es atn maéas regular: Es un operador ciclicamente
monotono.

Definiciéon 3.1 (Operadores ciclicamente monotonos) Uu conjunto G C X x X* se dice
n-ciclicamente mondtono (con n > 2) si para toda coleccion {(z;,z})}1=) C G se

tiene que
n

Z(z,’;, xp — Tp—1) > 0.

k=1
donde x,, = xo y =, = x5. Un operador T': X =% X* se dice n-ciclicamente mondtono si
gph(T) lo es. Si ademds G [resp. T| es n-ciclicamente mondtono para todo n > 2 se dice
simplemente que es ciclicamente mondtono.

Claramente un operador monétono es un operador 2-ciclicamente-mondtono. Ademas,
analogamente a la definicion [2.12] se dice que un operador T' n-ciclicamente monétono
[resp. ciclicamente mono6tono| es mazimal si gph(T) lo es en la familia de los conjuntos
n-ciclicamente-mondtonos [resp. ciclicamente mono6tonos| con el orden de la inclusion.
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Teorema 3.2 (Rockafellar) Dada f € T'o(X), Of es un operador ciclicamente mondtono
mazximal.

DEMOSTRACION. Es claro que si un operador 7' es monétono maximal y ciclicamente mono-
tono entonces es ciclicamente mon6tono maximal. Luego, por la proposicion [2.13] basta
ver que Of es ciclicamente monétono. Sea entonces {(z;, z7)}," C gph(df). Se tiene que
f(z;) € R para todo i € {0,...,n — 1} y ademés que

(Th, 2k — 2ho1) > flow) — f(oe-1),

para todo k € {1,...,n}, donde z} =z} y x,, = zo. Finalmente,
St an—ai) = S f@) = Flep) = F@a) — Flzo) =0,
k=1 k=1
lo que concluye la demostracion. O]

Més atn, los siguientes dos teoremas caracterizan los operadores ciclicamente monotonos,
relacionandolos con los subdiferenciales de funciones en T'g(X).

Proposicion 3.3 Sea T : X = X*. Para que exista f € I'o(X) tal que
T Caf,

es condicion necesaria y suficiente que T sea ciclicamente mondtono.

DEMOSTRACION. La necesidad es directa de que los subdiferenciales son operadores ciclica-
mente mono6tonos. Para la suficiencia, se asume sin perder generalidad que gph(7T) # 0.
Sea entonces (g, zf) € gph(7'). Se define la funciéon f: X — Ry por

fl@)=sup{{x —x,,25) + ...+ (1 — xo,25) },

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos de la forma {(z;, z})}, C
gph(T). Es claro que f € I'y(X) y se demuestra, dado que T es ciclicamente monétono,
que T C Jf. Para los detalles, ver [0, Teorema 1]. ]

Teorema 3.4 Sea T : X = X*. Se tiene que existe f € T'o(X) tal que
T =0f,

st y solo si T es un operador ciclicamente mondtono maximal. En tal caso, dicha funcion
f es dnica salvo por una constante aditiva.

DEMOSTRACION. Ver [6, Teorema 3|. O

Del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario directo, que es la formula de inte-
gracion de Rockafellar:
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Corolario 3.5 (Férmula de integracion de Rockafellar I) Sean f,g € I'o(X) tales que
af C dg.

Entonces, f y g son iguales salvo una constante aditiva, es decir, existe ¢ € R tal que
f=g+c

DEMOSTRACION. De la proposicion 2.13] df y dg son operadores ciclicamente monétonos
maximales y por lo tanto es directo que 0f = dg. Por otro lado, si se denota por T" a dicho
operador, es directo del teorema que existe una funcion h € I'y(X) tal que T = Oh
y que es Unica salvo una constante aditiva. Luego, como T = df = Jg, se concluye que
f=h+c1yg=h+c (con ¢y, cy constantes en R), y en particular,

JeeR, f=g+ec

]

En el caso de funciones en el bidual, la formula de integracion de Rockafellar requiere
menos hipotesis, pues se puede estudiar el subdiferencial para la dualidad (X, X*).

Corolario 3.6 (Formula de integracion de Rockafellar II) Sean f,g € To(X*, w*) tales

que ) A
XNof(z*) C X Nag(z*), Vz"e X"

Entonces, f y g son iguales salvo una constante aditiva, es decir, existe ¢ € R tal que
f=g9+c

DEMOSTRACION. Notese primero que, como f,g € T'o(X*, w*), existen f,q¢€ [o(X) tales

que (f)*=fy (g)" =g. Luego, para x* € X* y x € X se tiene que

€ 0f(z) <=z € X Naf(z*)
— x € X NaJg(x")
< 1" € 0g(z).

Asi f C 9§ y, aplicando el corolario , se tiene que existe ¢ € R tal que g = f — c.
Finalmente,

f=U)r=@G-d =g+c

lo que concluye la demostracion. O

3.2. Foérmula de Integracién no-convexa

La gran limitante de la formula de integracion de Rockafellar es que so6lo es aplicable para
funciones en I'g(X). No obstante, Correa y Hantoute en [8] dan una buena generalizacion
para otra familia de funciones: Las funciones epi-pointed. El concepto de epi-pointed fue
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primero introducido por el economista G. Debreu en los 50’ para conjuntos, y luego
adaptado a funciones por Hiriart-Urruty y Benoist; véase [§].

Este resultado de integracion de Correa y Hantoute se obtiene a partir de la férmula
de Rockafellar aplicada al subdiferencial de la funcién conjugada. En esta seccion se
revisaran los resultados mas importantes de su trabajo, incluyendo, cuando sea relevante,
las demostraciones.

Definicién 3.7 (Funcion epi-pointed) Una funcion f: X — Ry, se dice epi-pointed si
Int[dom f*] # ), o equivalentemente si existe una traslacion lineal de [ que es fuertemente
coerciva, es decir, si existe x* € X* tal que

lmint 1) =250

> 0.
(||| —+o0 IE4]

A priori, las funciones epi-pointed podrian no ser subdiferenciables en muchos puntos
(0f () = 0), por lo que es necesario “regularizarlas”.

Definiciéon 3.8 Dado f: X — R, se define la extension de f a X** como la funcion

f: X" = Ry dada por

P flx siz™ =1eX.
+00 si x* e X\ X.

Ademds, se denota simplemente por T** a la reqularizada w**-sci. de f

En lo que sigue, para funciones definidas sobre X**, se considerara siempre el subdife-
rencial y la conjugada de Fenchel con respecto a la topologia débil-**, es decir, para
f: X™ — R, se usara, para todo € > 0, que

y que f* sera la funcion definida sobre X* a valores en R dada por

[ (z*) = sup (2%, ™).
x**eX**

Con esta convencion, se tienen los siguientes resultados:

Lema 3.9 Para f: X — R se tiene que:

—kk , . .
1. f (z) = liminf f(x), donde x —** z** denota la w*™*-convergencia.
Xox —** g**

2. Si f €Ty, entonces T** = f*.

(Y-
4. O.f = 0.f, para todo £ > 0.
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5. El operador subdiferencial de 7** estd caracterizado por

of = (1 U orw.

e>0 yeT**+U
Uev(0,w**) yeXx

6. Para todo z* € X*, <87**> - (x*) = ﬂ (88f)*1(93*)**.

e>0

DeMOSTRACION. Ver [§, Lema 2. O

El siguiente lema caracteriza el subdiferencial de la funciéon conjugada con respecto a la
regularizada w**-sci., lo que es central para la formula de integracion deseada.

Lema 3.10 Para f: X — R, epi-pointed, se cumple que
O (%) = Naoms-(s*) + 70" [(0F "))
Ademas, se tiene que

dom(0f*) =Im(df ) y dom f* =Im(df ).

DEMOSTRACION. Ver [8, Proposicion 3| y [8, Corolario 7. O

Teorema 3.11 (Correa-Hantoute) Sean f,g: X — R dos funciones, con f epi-pointed.
St para todo x** € X** se tiene que

entonces existe ¢ € R tal que
0 [ = (€0 g)Uodom p+ + ¢,

donde 04om + se estd considerando como funcion definida sobre X. Si ademds alguna de
las siguientes condiciones se tiene,

(i) g< [
(#) Int(dom g*) C dom f*.
(111) f es positivamente homogénea.

entonces o f y cog son iguales, salvo por una constante aditiva.

DEMOSTRACION. Se desarrollara la demostracion enunciando sélo los pasos méas importan-
tes. Para detalles, ver |8, Teorema 9].
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Sin perder generalidad, se puede suponer que g** € To(X**). Ademas, por el lema[3.9)2 y
el lema [3.10] es directo que

Int[dom f*] € dom df* C Imdf  C Imdg™ C dom g*,

y por lo tanto Int[dom f*] C Int[dom ¢*], que en particular muestra que g es epi-pointed.
Ademas, es facil ver que también se tiene

Af " (x™) C 8g** («**) N dom f*.

Luego, aplicando la proposicion .4, se tiene que cuando 3?**@**) N dom f* #£ (),
Of " (z**) Ndom f* C 9g™ (z**) Ndom f* = 95" (z™) N Doaom s+ (0) = (7" Doaom r+) (™).
Se define entonces la funcion b := g**0ogom +. Del desarrollo anterior, se tiene que

of " C oh.

Ademas, es directo que h* = g* + I5—, que dom h* = dom g* Ndom f* C dom f* y que

om %

Int[dom f*] C Int[dom A*|.
Ademas, como g* e Iz 7 cumplen las condiciones del ejemplo m(c), se tiene que
h** = h, por lo que h € T'o(X**). Por otro lado, se tiene que

Naom £+(27) € Ngomp=(2*), V2™ € dom f* N dom h*.
Asi, aplicando el lema se tiene que para todo x* € dom f* N dom h*
OF*(2*) = Nuom s+ (z*) + c0™ [(87**)_1(96*)}
C Ngomp+ (") + 0™ [(ah)_l(x*)}
= Oh™(z").

Luego, como f es continua en Int[dom f*], que esté contenido en Int[dom h*], se tiene de
la proposicion [1.3913 que para todo z* € X*,

A(f* + h*)(a*) = Df*(x*) + Oh* (x*) C O™ (2*) + Oh*(z*) = D(2h*)(a),

donde la inclusién se obtiene directa de lo anterior si x* € dom f* N domh* y si no,
entonces es trivial pues df*(z*) + Oh*(z*) = 0. Finalmente, aplicando el corolario [3.5]
existe ¢ € R tal que
f*+h*=2n" —c.

Luego, se puede concluir que f*(z*) = h*(z*) —c = g*(2*) + Ig57(2*) — ¢ para todo x* €
dom f* N dom A*. Sin embargo, es facil ver que la igualdad también se cumple para todo
z* € dom f* Ndom g* y todo z* ¢ dom f*. Luego, usando el hecho que dom f* C dom g*
se tiene que

f*(l’*) = g*(l'*) + ]W(JZ*) —c, Vx* e X",
por lo que, aplicando las condiciones de calificacion del ejemplo m(b) y notando que
x = (g*(ZL‘*) + Idomf* (‘T*))*

se concluye €0 f = (€0 ¢)U0ogom s« + ¢. Para el resto de las conclusiones, véase la demos-
tracion del teorema citado al comienzo. m

*k

(@g)madomf* = ((Eg)mgdomf*)

X’
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El punto clave de la demostracion anterior fue chequear que 0f* C dh*. No obstante, es
posible demostrar que basta con chequear que

Vo' € X*, X Naf*(z*) = X Noh*(z¥).

Para replicar la demostracion con esta nueva condicién, es necesario trabajar con la to-
pologia débil-* en X* y considerar el subdiferencial con respecto a esta topologia. Este
resultado motiva gran parte de la memoria, pero su estudio no es necesario. Ademas queda
fuera del marco tedrico el operador subdiferencial para espacios localmente convexos en
dualidad. Al lector interesado en esta teoria se le recomienda ver [11], Capitulo 2| y [8]
Teorema 9 y Observacion 2|.

Por otro lado, el teorema tiene un gran defecto: Es necesario trabajar con el subdi-
ferencial de funciones en el bidual. Se cierra esta secciéon mostrando una proposiciéon que
reemplaza el subdiferencial de las regularizadas w**-sci. por el e-subdiferencial de las fun-
ciones originales. En la siguiente seccion se mostrara que, bajo ciertas hipotesis, es posible
reemplazar por el subdiferencial de la funcién original que es en definitiva el objetivo en
cuanto se esté tratando de extender la férmula de integracion de Rockafellar.

Proposicion 3.12 Sean f,g: X — R dos funciones, con f epi-pointed. Si existe o > 0
tal que para todo € € (0,a] se cumple que

d:f C Oy,
entonces existe ¢ € R tal que
¢o f = (€0 ¢)00gom f+ + c.

Si ademds se cumple alguna de las condiciones (i)-(iii) del teorema entonces ©o f y
€0 g son iguales, salvo por una constante aditiva.

DemosTRACION. Ver [§, Corolario 10]. O

3.3. Foérmula de Integracién no-convexa con la RNP

La formula de integraciéon del teorema toma una forma mucho més simple cuando
X tiene la RNP y, por consiguiente, X* es w*-Asplund. El objetivo de esta seccion es
enunciar el teorema de dicha formula y, analogo al teorema [3.11], mostrar los elementos
principales de la demostracion.

Lema 3.13 Sea f : X — R una funcion sci. y epi-pointed. Si X tiene la RNP, entonces

dom f* =Imaf.
DemosTrACION. Ver [§, Corolario 7]. O
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Lema 3.14 Para C C X cerrado se tiene

str-exp[co C] C C.

DEMOSTRACION. Sea z € str-exp[co C]. Existe z* € X* no-nulo tal que x* fuerte-expone a
x en ¢o C'. Se tiene entonces que para todo a > 0,

S(z*, @ C,a) N C # 0.

En efecto, si fuera vacio para algin o > 0 se tendria que o¢(z*) < ome(z*) —a <
owc(z*), lo que es una contradiccion con la conclusion del ejemplo [1.31](a). Luego, se
puede construir una sucesion (z,,) C C' tal que z,, € S(z*,c6C, 1/n), para todo n > 1. Es
claro entonces que (x*, x,) — 0o (2*) = (x*,z) y por lo tanto, como z* fuerte-expone a
x, se tiene que x,, — x. Recordando que C' es cerrado, se tiene que x € C'y se concluye
el resultado. ]

Proposiciéon 3.15 Sea f: X — R y z* € X* un punto tal que f* es F-Diff. en z*. Si f
es sci. entonces

0f"(a") = (0f) ' (=").

DEMOSTRACION. Notese primero que, independientemente del hecho de que f* sea F-Diff.
en z* y de que f sea sci., siempre se tiene que

(0f) (=) Cof* ("),

por lo que s6lo queda demostrar la otra inclusion. Sea entonces x = D f*(x*), que es un
punto de X por el corolario [1.45] Por el corolario [2.38] se tiene que (x,c0 f(x)) es un
punto fuertemente expuesto de epi[co f]. Recordando que epi[co f] = €olepi f] y que epi f
es cerrado (pues f es sci.), se puede aplicar el lema|3.14} concluyendo que f(z) = co f(x).
Luego, es facil ver que z* € df(z): En efecto,

z € Af*(z*) <= z* € (e f)(x)
<30 f(x) + (v, y —x) <TOf(y), Vye X
= f(z) + (=" y—2) < f(y), Yy e X
— 1" € Of(x),

donde la primera implicancia se tiene de que f(x) =0 f(z) y de que @ f(y) < f(y), para
todo y € X. Luego, z € (0f)'(z*) y por lo tanto

Of(«%) = {x} € (9f)"'(a").
0

La demostraciéon de la ultima proposiciéon es una version alternativa a la demostracion
presentada en [], utilizando las propiedades presentadas de los puntos fuertemente ex-
puestos. Para la demostracion original, ver [8, Proposicion 6].
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Lema 3.16 Sean f,g € I'o(X) y sea V C domdf abierto no-vacio. Si D es un conjunto
denso de V' tal que Of(x) C dg(x), para todo x € D, entonces se tiene

Of(x) € dg(x), Ve e V.
DEMOSTRACION. Ver [8, Lema 11]. O

Lema 3.17 Sean f,h € T'q(X), ambas con interior de su dominio no-vacio, que satisfacen
(i) Int[dom f] = Int[domh| =: D, y
(i1) Of(x) C Oh(x), para todo x € D.

Se tiene entonces que f y h son iguales salvo una constante aditiva.

DEMOSTRACION. Sea x € Int[dom f] y V' C D una vecindad convexa y cerrada de x.
Aplicando la proposicion [1.393, se tiene que para todo y € X

Of + Iv)(y) = 0f (y) + 0Iv(y) C Oh(y) + OIv(y) = O(h + Iv)(y).

Luego, por el corolario se tiene que f + Iy = h+ Iy + ¢y, donde ¢y es una constante
en R. De hecho, para todo par de vecindades Vi, V5 de la forma anterior, ¢y, = cy,. En
efecto, basta considerar V' = ¢o(V; UV,) C D y repetir el proceso de integracion anterior,
concluyendo que cy, = ¢y = cy,. Se concluye que existe ¢ € R tal que

f(z) =h(z)+¢c, VreDl.
La igualdad anterior se puede expresar como f + Ip = h + ¢+ Ip. Luego, como Ip es
continua en D, se tiene que (f + Ip)* = f*O(Ip)* y por lo tanto,

(f+[D)** — f** +I@**D-

En particular, (f+Ip)™|, = f(z)+ Ip. Como dom f C Int[dom f] = D, se concluye que
(f+1Ip)™*| = f- Repitiendo el razonamiento para h+c, se concluye que (h+c+1Ip)*
h + c. Notando que (f + Ip)™|, = (h+c+ Ip)*

X

«» se concluye el resultado.

]

Con estos lemas, se obtiene la siguiente formula de integracién en espacios con la RNP:

Teorema 3.18 (Correa-Hantoute) Sea X un espacio de Banach con la RNP y sean
frg : X — R dos funciones, con f epi-pointed y semicontinua inferior. Si para todo
r € X se tiene que

0f (z) € 0g(x),
entonces existe ¢ € R tal que
¢o f = (€0 ¢)00dom f+ + c.
Si ademds se cumple alguna de las condiciones (i)-(iii) del teorema entonces ©o f y

€O g son iguales, salvo por una constante aditiva.
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DEMOSTRACION. Como X tiene la RNP, X* es w*-Asplund y por lo tanto f* es F-Diff.
en un conjunto D denso en Int[dom f*]. Ademas D C Int[dom f*] C Int[domdf*] C
Int[dom df*]. Por otro lado, definiendo la funcién h : X — R, por h = g00gom s+ ¥
repitiendo el razonamiento del teorema [3.11] se tiene que df C dh. Citando entonces la
proposicion [3.15, se tiene que para todo x* € D,

0f*(z*) = (0f) " (z") € (0h) ' (") C ON" ().

Luego, del lema se concluye que Jf*(z*) C Oh*(x*), para todo z* € Int[dom f*].
En particular, Int[dom f*] C Int[dom h*]. Por otro lado, Int[dom f*] C Imdf C Imoh =
dom 2*. Como h* = g* + I35+, se tiene que dom 2* C dom f*. Se concluye entonces por
convexidad que

Int[dom f*] = Int[dom A*].
Aplicando el lema se tiene que €0 f = (€0 ¢)00dom s+ + ¢. El resto de la demostracion

sigue igual que [8, Proposicion 12 y Teorema 9.

O
El objetivo de esta memoria es extender el resultado del teorema [3.18, en el sentido de
debilitar la hipotesis de la RNP. Dicho de otro modo, se desea contestar la pregunta ;Fn

qué familia de espacios de Banach el teorema es cierto? En los siguientes capitulos
se estudiara la teoria desarrollada en torno a esta pregunta.
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Capitulo 4

Funciones Integrables y
Cuasi-Integrables

Para poder extender de buena manera el teorema [3.18] es necesario primero estudiar qué
condiciones debe cumplir una funcién epi-pointed para poder ser integrada a partir de
su subdiferencial. En este capitulo se desarrolla la teoria de las funciones integrables, es
decir, de aquellas funciones en las que el razonamiento de la féormula de integracion de
Correa-Hantoute es aplicable.

4.1. Funciones Integrables

Definicién 4.1 (Funciones Integrables) Una funcion f : X — R se dice integrable si
es epi-pointed y existe D subconjunto denso de Int[dom f*| tal que para todo x* € D se
cumple

0f(z") =@ [(9f) " (=")]. (4.1)

La ecuacién (4.1]) se puede separar en dos ecuaciones independientes, una que representa
la necesidad de que la funciéon f sea “parecida” a co f, y la otra que representa en cierto
modo la “continuidad” del subdiferencial de f*. Més adelante se desarrollardn en més
detalle estos criterios.

Proposicion 4.2 Sean f: X — R y 2* € dom f*. x* satisface la ecuacion sty solo
St

(i) X Nof*(z*) =eo[(0f) " (")), y
(ii) X N Of(z*) =0f*(z*).

En particular, fs es integrable si y solo si es epi-pointed y existe D subconjunto denso de
Int[dom f*] tal que todo x* € D satisface (i) y (ii).
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DeMOSTRACION. Es claro que basta con demostrar la caracterizacion de la ecuacion (4. 1),
pues la conclusion sobre integrabilidad es directa.

<) Es facil ver que

@ [(0f) " (@")] = [(0f) ()]
OX Ao

=) Se tiene que

X Noft(z*) = X Nneo™[(0f) " (z)]
=0 [(0f) ! (z%)]
=co[(0f) ' (=")],

por lo que se satisface (i). Finalmente, notando nuevamente que

ok

@ [(0f) (a")] =eol(0f) ()],
(ii) se concluye en virtud de la hipdtesis y de (i).

]

Ejemplo 4.3 Considérese X = ¢y y sea C' = Sx M cyg, donde cyg denota el espacio de las
sucesiones finitas. Se tiene que la funcién f = I es integrable.

DEMOSTRACION. Notese primero que para x* € X™,

f(z%) = oc(z”) = oe(0) (27)

y como ¢oC = By (pues o es denso en ¢y para la norma del supremo), se tiene que
f* =1 |1, donde || - ||; denota la norma usual en X* = ¢!. En particular, ¢o f = Ip, y
ademas f es epi-pointed.

Se sabe también de [B, Ejemplo 1.4(b)| que para todo z* € X*
Of - ll1(z%) = {&™ € £ = [la™ oo STA " = sgu(ay,), Y, # 0}

Sea entonces * € oo C (' y sea N C N el conjunto de indices tal que z # 0 si y solo si
n € N. Se tiene que

O - lh(z") = [ [ {sen(ap)} x =1, 1\,

es directo entonces que

(01c) 7 (") = [ ] {sen(@})} x (coo(N\ N) N [=1,1]%W)



y que
Xna|-| = [ {sen(z;)} x (co(N\ N)n [=1,1]M\V) .

neN

Luego, notando coo(N \ N) v ¢o(N \ N) son isomorfos a ¢y y ¢y respectivamente (pues
N es finito), se tiene que que coo(N\ N) N [—1, 1MV es denso en ¢p(N\ N) N [—1, 1]N\WV,
y que, aplicando el teorema , co(N\ N) N [-1, 1]V es w**-denso en [—1,1]MV Se
obtiene entonces que

Ol - Il (z") = @™ [(91c) " (2")], V2" € cop.

Finalmente, como ¢y es denso en ¢! para || - ||1, se concluye que I¢ es integrable. O

El siguiente teorema extiende el resultado de integracion de Correa-Hantoute independi-
zandose de la hipoétesis de la Fréchet-diferenciabilidad de la conjugada y por lo tanto de
la RNP. Ademas, muestra el porqué de la definiciéon de funciones integrables.

Teorema 4.4 (Formula de Integracion I) Sea f : X — R wuna funcion integrable y
g : X = R una funcion cualquiera tal que

af C dg.
Entonces existe ¢ € R tal que
co f = (c0 g)0ogom s+ + C.

Si ademds se cumple alguna de las condiciones (i)-(iii) del teorema entonces ¢ f y
co g son iguales, salvo por una constante aditiva.

DeEmosTRACION. Como la inclusion dg C 0(co g) siempre es cierta, se puede suponer sin
perder generalidad que g € I'g(X). Sea ahora D C X*, el conjunto denso en Int[dom f*]
tal que la ecuacion (4.1)) se cumple. Como Imdf C dom f*, se tiene que

Of(z) C dg(x) Ndom f*, Vo € X.
Luego, de la proposicion 4, se tiene que para todo x € X tal que df(x) # ()
0f(z) C dg(x) Ndom f* = dg(x) N OFdom f+(0) = (g0 aom £+ ) ().

Luego, definiendo h = g00dom s+, se tiene que df(x) C 8h( ) para todo x € X (cuando
Jf(x) =0, la inclusion es trivial). Por otro lado, h* = g* + [s—

om f**
Ahora, como f es integrable, se tiene que para todo z* € D
of(«*) =0 [(0f) " («)]
C co™*[(0h) " (zY)]
C Oh*(z").
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Por lo tanto, aplicando el lema [3.16 se tiene que Jf*(z*) C Oh*(z*) para todo z* €
Int[dom f*]. En particular, se concluye que h es epi-pointed y que Int[dom f*] C Int[dom h*].
Como ademés dom h* = dom g* Ndom f* C dom f*, se concluye que

dom f* = Int[dom f*] C dom h* C dom f*,

es decir, dom f* = domh* y por lo tanto Int[dom f*] = Int[dom h*|. Se tienen entonces
las hipotesis del lema [3.17], por lo que se concluye que existe ¢ € R tal que f* =h* —c, y
por lo tanto

cf=h"

v te
Como I+ es continua en Int [dom h*] C dom g* Ndom f*, se tiene, aplicando el ejemplo
1.31] que h** = ¢g**Oogom s+ ¥ por lo tanto,

h** |X = gDUdomf*7

de donde se concluye la primera parte del resultado. El resto de la demostracion sigue
igual que [8, Teorema 9. O

Observacion Una pregunta razonable que nace de este teorema es si es posible recuperar
el resultado ocupando el subdiferencial con respecto a la dualidad (X, X*). En efecto, el
corolario [3.6] da la intuicion de que es posible. Sin embargo, para poder aplicar este
resultado, seria necesario que

X Nof<(z*) C X Noh*(z*), Va* € X*,
inclusiéon que sélo es verificada en un conjunto denso D del interior de dom f*. La extension
de esta inclusion desde D a dom f* pasa por el lema [3.17, que requiere que Jf*(z*) C

Oh*(z*) en D C Int[dom 0 f*], necesariamente considerando a X* como espacio de Banach.
Asi el teorema [£.4] requiere que f sea integrable.

La observacion anterior motiva el siguiente resultado.

Teorema 4.5 (Férmula de Integracion II) Sea f : X — R tal que para todo x* € X* se
satisface que

X Nof () =wl(0f) ("), (4.2)

Entonces para toda funcion g € T'g(X) que satisface Of C Jg, existe ¢ € R tal que
cof=g+c

DEMOSTRACION. Para todo z* € X™* se tiene

XNof(z") =co[(0f) " (z")]

C @o[(9g) " (a")]

=X Nag*(z").
Aplicando el corolario [3.6], se concluye que existe ¢ € R tal que f* = ¢* — ¢, y por lo tanto,
como g € ['g(X), se concluye que

cof=g+c
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De este ultimo teorema y en el contexto de las funciones epi-pointed, es razonable plantear
la siguiente posible extension de la segunda férmula de integracion:

Conjetura 4.6 Sea f : X — R epi-pointed tal que todo x* € Int[dom f*] satisface la
ecuacion . Entonces, para toda funcion g : X — R tal que

af C 9y,
existe una constante ¢ € R tal que €0 f = (€0 g)0ogom f+ + C.
Si esta conjetura fuese cierta, seria posible independizarse de la segunda condicién de
integracion expuesta en la caracterizacion de funciones integrables dada en la proposicion
[4.2] No obstante, en esta memoria se desarrolla investigacion precisamente sobre la se-

gunda condicion, es decir, se estudia en profundidad cuando para una funciéon f : X — R
epi-pointed, un punto x* € X* satisface

XNof(x9) =af(z"). (4.3)

4.2. Funciones Cuasi-Integrables

Para poder concentrarse en la condicion de integrabilidad dada por la ecuacion , se in-
troduce la nocion de cuasi-integrabilidad. Intuitivamente, una funcién cuasi-integrable
es aquella donde si se tiene en un conjunto denso, entonces también se satisface
en el mismo denso.

Definicién 4.7 Para f : X — R y 2* € dom f* se dice que x* es un funcional de
similitud de f si X NOf*(x*) £ 0Dy

X Nof(a*) =wo[(0f) " (2")].
El conjunto de los funcionales de similitud de f se denota por Sim(f).
Definicién 4.8 (Funciones Cuasi-Integrables) Una funcion f : X — R se dice cuasi-
integrable si es epi-pointed y se satisface que

D es denso en Int[dom f*| = D N Sim(f) es denso en Int[dom f*], (4.4)

donde D = {x* € Int[dom f*] : X Naf*(z*) = 8f*(x*)}

De la definicién, es claro que toda funcién integrable es cuasi-integrable. Ademas, toda
funcion f : X — R epi-pointed que satisface la hipotesis de la conjetura es cuasi-
integrable: En efecto, basta notar que D N Sim(f) = D, para todo conjunto de la forma

D C {z* € Intl[dom f*] : X Nof*(z*) # 0}.

Por otro lado no toda funcién cuasi-integrable es (a priori) necesariamente integrable,
pues la relacion (4.4) se puede satisfacer por vacuidad. Sin embargo, se tiene el siguiente
lema directo.
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Lema 4.9 Sea f : X — R una funcion cuasi-integrable. f es integrable si y sdlo si el
conjunto de funcionales * € Int[dom f*] que satisfacen es denso en Int[dom f*].

Con este lema, se puede recuperar el teorema |3.18| como corolario del teorema

Proposicion 4.10 Si X tiene la RNP, se tiene que
1. Toda funcion epi-pointed y sci. es cuasi-integrable.

2. Toda funcion cuasi-integrable es integrable.

DEMOSTRACION. Para demostrar 2. basta notar que para una funcién f : X — R epi-
pointed, los puntos donde f* es F-Diff. satisfacen (4.3]). Para 1., si f es epi-pointed y sci.,
se tiene directamente de la proposiciéon los puntos donde f* es F-Diff. son funcionales
de similitud de f. O

De esta proposicion aparecen dos preguntas naturales: ;Qué condiciones son suficientes
para que una funcion sea cuasi-integrable? y ;Cudl es la familia de espacios de Banach
mdas grande donde toda funcion cuasi-integrable es integrable? Para cerrar este capitulo, se
estudiaran condiciones suficientes en espacios con la propiedad de Krein-Milman para que
una funcién sea cuasi-integrable. La segunda pregunta se tratara en el capitulo siguiente.

Proposicion 4.11 Sea C C X convezo, cerrado, acotado y no-vacio. Si X tiene la KMP,
entonces lex(c) €s cuasi-integrable.

DeMosTRACION. Como X tiene la KMP, se sabe que C' = @olext(C)] y por lo tanto
€0(Iext(cy) = Ico. En particular, (Jex(cy)* = o¢, que toma valores en R por ser C' aco-
tado. Asi, Iy (cy es epi-pointed.

Sea entonces z* € X* = Int[dom o¢| tal que X No¢(z*) # 0. Como o¢ es continua en z*,
se tiene que X N doc(z*) es convexo, cerrado y acotado y por lo tanto

X Nooc(z*) = colext(X N doc(z"))].
Por otro lado, se sabe que X N doc(2z*) = H(C,z*) N C y luego, de la proposicion [2.28]
se tiene que ext(X N doc(x*)) C ext(C). Asi,
(Olexe(c)) M (z*) = ext(X N doc(x*)),
y por lo tanto z* € Sim(Iex(cy). Luego,
Sim(Iexi(cy) = {2" € X* : X Ndoc(z™) # 0},

con lo que se concluye que, independientemente de si se satisface la hipotesis de (4.4)),
Iext(c) es cuasi-integrable. O
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Cabe destacar que, de la demostracion, se tiene que I () satisface las condiciones del
teorema [£.5] y por lo tanto se puede integrar a partir de su subdiferencial segin este
paradigma. No obstante, un resultado mas interesante es que este razonamiento se puede
extender al epigrafo de funciones epi-pointed.

Lema 4.12 Sea f : X — R epi-pointed y x* € Int[dom f*]. Se tiene que

2. v € XNOf*(z*) <= (x,¢0 f(x)) € epi(co f) N H(epi(co f), (z*,—1)).
DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, se asume que f € T'o(X) (basta recordar que
f*=(co f)*). Para ™ € X™** se tiene que

— vy** c dOHlf**, (x*,y** . LL'**> < f**<y**) . f**(l'**)
<:>V(y**,/\) c epif**, <x*,y** —l‘**> < A\ — f**(x**)
— V(y**,/\) c epif**, <x*,y**> Y < <JI*,1’**> . f**(l’**)
= (@8,a%) — f(5) = g g (27, 1)

= (¢, f7(2™)) € epl [ N H(epl [, (27, —1)).

Por lo tanto, queda demostrada la primera equivalencia. Para ver la segunda, nétese del
desarrollo anterior que para x € X,

r € XNOf(x") < (x, f*(x)) € epi f N H(epi f*, (z*, —1)).
Notando que f**(z) = f(z) y que epi f** = €6**[epi f], se tiene que

(z, f*(x)) € epi f N H(epi [, (2%, —1)) <= (=, f(x)) € epi f N H(epi f, (z, —1)),

lo que concluye la demostracion. O

Lema 4.13 Sea f € To(X) y z* € X* tal que X NI f*(a*) # 0. Se cumple que para todo
r € X, x es punto extremo de X N Of*(z*) si y solo si (z, f(x)) es punto extremo de

epi f N H(epi f, (z*,—1)).

DEMOSTRACION. Para ahorrar notacion, sea H = H(epi f, (z*,—1)). Supongase primero
que z es punto extremo de X NI f*(z*). Si (z, f(z)) no fuera punto extremo de epi f N H,
entonces existirfan (1, A1), (x2, A2) €epi fNH y t € (0,1) tales que

t(xl,)\l) + (1 - t)(1327 >\2> = (13, f(.flf))

En particular, se tendria que tz; + (1 — t)zy = . Por otra parte, como (x;, \;) € epi f
para i = 1,2, se tiene que f(z;) < \; y por lo tanto, como (z;, \;) € H, se debe tener
que \; = f(z;). Del lema[1.12] es directo que z; € X NJf*(z*) y luego x no serfa punto
extremo de X NJf*(x*), lo cual es una contradiccion.
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Para ver la otra implicancia, supongase que (z, f(x)) es punto extremo de epi fN H y que
existen x1,x9 € X NOf*(2*) y t € (0,1) tales que x = txy + (1 —t)z2. Se tiene nuevamente
que (x1, f(x1)), (z2, f(z2)) € epi f N H y como este conjunto es convexo, se tiene que

t(zy, f(21)) + (1 = 1)(2, f(22)) € epi f N H.

De manera anéloga al desarrollo anterior, se concluye que tf(x1) + (1 —1t) f(z2) = f(tz; +
(1 —t)xe) = f(x) y entonces,

by, f(21)) + (1= 1)(22, f(22)) = (2, f(2)),

lo cual es una contradiccién. O

Proposiciéon 4.14 Supingase que X tiene la KMP y sea f : X — R una funcion epi-
pointed. Si epi f contiene los puntos extremos de ¢o(epi f), entonces f es cuasi-integrable.

DEMOSTRACION. Sea x* € Int[dom f*] con X N af*(x*) # 0. Se tiene que X NI f*(z*) es
un convexo cerrado acotado, por lo que

X NOf*(a*) = wlext(X NAf* ().

Sea entonces = € ext(X N Jf*(z*)). Por el lema tenemos que (z,¢o0 f(x)) es punto
extremo de epi(co f) N H(epi(co f), (z*, —1)). Luego, por la proposicion 2.28] (z,cof(x))
es punto extremo de epi(co f) que, por definicion, es igual a co(epi f). Asi, por hipotesis,
(xz,c0 f(z)) € epi f lo que equivale a que f(z) =¢co f(x). Luego, como z* € 9(co f)(x), se
tiene que

Vye X, (x",y —x) + f(z) = (x",y —x) + o f(z) <cof(y) < f(y),

es decir, x* € f(z). De lo anterior, se tiene que ext(X NAf*(z*)) C (Af)~!(x*) y por lo
tanto

XNof(z") =eol(0f) " ("))

Asi, todo z* € Int[dom f*] satisface (4.2)) (si X NOf*(z*) = 0, (4.2) se satisface trivial-
mente), por lo que f es cuasi-integrable. n
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Capitulo 5

La propiedad de continuidad del
subdiferencial

En este capitulo se estudiara la familia de espacios de Banach donde toda funcién cuasi-
integrable es integrable o, equivalentemente gracias al lema la familia de espacios de
Banach X donde para toda funcion f € T'o(X*, w*) con Int[dom f] # (), existe D conjunto
denso en Int[dom f], tal que para todo z* € D,

XNofz?) =of(z).

Recordando que toda funcion en I'g(X*, w*) es la funcién conjugada de alguna funciéon en
X, la afirmacién anterior se puede escribir como que para toda funciéon f : X — R epi-
pointed, existe D conjunto denso en Int[dom f*], tal que para todo z* € D, z* satisface

E3).

5.1. Ecuacién de continuidad de O f*

En esta seccion, se pretende caracterizar la ecuacion de continuidad de 0 f*:

Definicion 5.1 Se llama ecuacion de continuidad de Of* en un punto x* € X* a la
eCuUacion , es decir, a la ecuacion

XNof(z*) =of(z").

El siguiente teorema da el primer resultado en esta direccion.

Teorema 5.2 Sea f : X — R epi-pointed y x* € Int[dom f*] tal que X NOf*(x*) # 0. Se
tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

ok

(i) Of (") = X NOf*(a*)"
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(i) (f*)'(z*;-) es w*-semicontinua inferior.

(i11) epi(co f) N H(epi(co f), (x*,—1)) es w**-denso en epi f** N H(epi f**, (z*, —1)).

DEMOSTRACION. En lo que sigue se denotara por C' = 0f*(z*), por Cx = X NIf*(z*), por

H:

H(epi f**, (z*,—1)) y por H‘X = H(epi(co f), (z*,—1)). Se supondra ademaés, sin

perder generalidad, que f € T'o(X).

(1) < (i)

(i) < (iid)

Del teorema se sabe, como Cy # (), que
(f*) (@) = ocy.
Por otro lado, como x* € Int[dom f*] y f* es continua en Int[dom f*], se tiene que
(f)(@*,-) = oc.

Ademas, como C'x es convexo y C' es convexo w**-compacto, es sabido que (o¢, )* =
Iy que (0¢)* = Ic. Ademés, como o¢ y 0cy son convexas y continuas, ambas
son o(X*, X**)-s.c.i. y por lo tanto se tiene que

C=Cx <=lIoc=Is~

> (00)" = (0cy)
<= 0¢c = 0¢Cx

L —

— (f*)’(l‘*, ) = (f*)/(l'*, ')a

es decir, (f*)'(z*,-) es w*-s.c.i. si y s6lo si C'x es w**-denso en C.

*

Supongase que Cx es w™*-denso en C' y sea (z**, f**(2**)) € epi f** N H. Por el
lema .12, z** € C'y por lo tanto existe una red (z,) C Cx tal que z, —*" 2**. En
particular, se tiene que (z*,x,) — (z*, 2**). Luego

770 ) = £ @)l = (@) + 1) = () + £ @)
- |

(x*, 2™y — (2%, x4)| — 0.
Asi, (T4, f(74)) =" (2%, f**(2**)). Nuevamente aplicando el lema [4.12]
(%o, f(za)) € epi f N H|,

y por lo tanto epi fN H‘X es w**-denso en epi f**MN H. La otra implicancia es directa
del lema y del hecho que si una red (z,,\,) converge en X** x R a (x*,\)
para la topologfa o(X** x R, X* x R), entonces en particular x, =%~ z**.

]

En los esfuerzos por encontrar condiciones suficientes para la ecuacién de continuidad
de df*, nace la siguiente pregunta: jEl hecho que X NOf*(z*) # 0 en un punto z* €
Int[dom f*| serd condicion suficiente para que se tenga en dicho punto? La respuesta
es negativa y la siguiente proposicién muestra un contraejemplo.
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Proposicién 5.3 Sean f: X — R epi-pointed y x* € Int[dom f*]. Para que z* satisfaga
es condicion necesaria pero no suficiente que X N O f*(z*) # (.

DEMOSTRACION. Que sea condicion necesaria es directo del hecho que, como z* € Int[dom f*],
Of*(x*) # 0. Para ver que no es condicién suficiente, considérese X = ¢! y dos sucesiones
(z™), (y™) de elementos en ¢!, dadas por z' =y! =e; y

" =1le +e,
n

n _ 1

Yy - Eel — €n,

para n > 2, donde e, es la n-ésima sucesion canoénica en ¢y ((€,)r = 1 si k =ny 0 si
1no). Sea
K =cof{z",y" : n €N}

Basta demostrar que 0 es un punto expuesto de K, pero que no es punto extremo en
K™ C X**. En efecto, si asf fuera habria un funcional @ € (> que expone 0, o sea, tal
que X N dok(p) = {0}, pero tal que dok () 2 {0}, pues de lo contrario, 0 serfa punto
extremo de do () v luego, aplicando la proposicion @, también lo serfa de K. Como
ok es continua en (> entonces ¢ seria un punto que esta en Int[dom ok| y que satisface

que X Ndok(p) # 0, pero que no satisface (4.3)).

Considérese entonces el funcional en *°, ¢ = —e;. Es claro que para todo n € N, p(z") =
o(y") = —1/n < 0. Luego, necesariamente para todo z € K, ¢(z) < 0. Por otro lado,
tomando la sucesion en K dada por %a:”+%y” = %el, es claro que el limite de esta sucesion
es 0, por lo que 0 € K. Asi, p(0) = 0 = ox(p). Para ver que 0 es expuesto por ¢, sélo
resta demostrar que para todo x € K \ {0}, p(z) < 0.

Supéngase que existe z € K \ {0} tal que p(z) = 0. Entonces existe una sucesion de
combinaciones convexas (z") dada por

kn .
zn:Za;‘xi+ﬁzﬂ i, 0%5?20/\204;‘—1—5;‘:17
= i=1
tal que 2" — z. Considérese la sucesion de reales (2)n,eny dada por los valores de la

j
coordenada j-ésima de la sucesion. Es claro que

at =B sij <k,

Luego, sin perder generalidad se puede asumir que k, > j, para todo n € N. Sea entonces
e > 0. Como ¢(z") — 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, la sucesion

kn

SOAHI o) <

€
i=1 ¢ 2j
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Esto implica directamente que

Luego, para todo n > ny,
|2} = |af — 57| < ¢,

de donde se concluye que 27 — 0 cuando n — oo. Notando que 2} = (e;, 2") — (e;,2) =
zj, se concluye que z; = 0. Repitiendo el argumento para todas las coordenadas, se tiene
que z = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, ¢ expone 0.

*k

S6lo resta ver que 0 no es punto extremo de K . Notese primero que la sucesion %el
converge a (. Ademés, la sucesion e,, tiene una subsucesion e, (,) w**-convergente, digamos
a u* € X**. Veamos que u** € X** \ X. Si no fuera asi, entonces €s(n) coOnvergeria
débilmente a u™ y luego, como X = (', se tendria que e,(,) convergeria fuertemente a
u**. Sin embargo, se sabe que la sucesion (e,,) no tiene puntos de acumulacion en ¢! y por
lo tanto el hecho que (ey(n)) converja es una contradiccion. Con esto, es directo que

a(n) — 1 Kk ok

a(n) _ — _
a<n) €1 €a(n) u

1
x = e +eam) = Ut Ay

a(n)

Luego, u™, —u*™ € Ky por lo tanto 0 = %u** + %(—u**) Luego 0 ¢ ext (f**>, lo que
concluye la demostracion.

]

C. Zalinescu, en su articulo [9], entrega otro enfoque en la caracterizacion de la ecuacion de
continuidad a partir de la Hausdorff-semicontinuidad superior de una funcién multivaluada
relacionada con el subdiferencial. Es de hecho esta relacion la que motivo el nombre dado
a la ecuacion (4.3)). Para utilizar la misma notacion del articulo antes citado, se introduce
la siguiente definicion:

Definicion 5.4 Sea f € To(X*, w*). Se define la la funcion multivaluada Sff como
ij Ry x X*=2 X, (g,2") = X NO.f(z").

Proposicion 5.5 Sea f € T'y(X), * € dom f* y 7 una topologia localmente convera en
X. Considérense las siguientes afirmaciones:

(i) SE(-,z*) es 7o-17 H-scs. en 0.
(ii) S¥(0,-) es norma-t H-scs. en x*.
(ii) S7 es [ro x 7 ]-7 H-scs. en (0,z*).

St x* € Int[dom f*], entonces (i) <= (i1i). Si T es mds débil que 7., entonces (i) <=
(i73). Si se tienen ambas condiciones, entonces (i) <= (ii) <= (lii).
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DeMOSTRACION. Ver [9, Proposicion 5.1]. O

El siguiente teorema da la segunda caracterizacion de la ecuacion de continuidad de Of*.

Teorema 5.6 Sea f € T'o(X) y sea x* € Int[dom f*|. Entonces
of (x*) =X Nof ()"

st y s6lo si S7(-,2*) es o-w H-scs. en 0.
DEMOSTRACION. [9, Proposicion 5.2] O

Observaciéon Como la topologia o (X, X*) es més débil que 7|, la proposicion apli-
ca y en el teorema se puede utilizar cualquiera de las afirmaciones (i)-(iii) para la
caracterizacion.

Del teorema 5.6} es claro que una condiciéon suficiente para que la ecuacion de continuidad
de Of* se satisfaga en un punto z* € Int[dom f*] es que ij;(-,x*) sea To-norma H-scs.
en 0. Es interesante por lo tanto estudiar en profundidad esta condicién, para lo cual se
introduce la siguiente definicién:

Definicion 5.7 (Derivada direccional de Fréchet) Sea X un espacio vectorial normado.
Se dice que f : X — R es direccionalmente Fréchet-diferenciable en x € X si
f(z) € R y el limite

th) —

t—0t t

existe en R para todo h € X y el limite es uniforme con respecto a h € B, para todo B
en la bornologia de Fréchet (i.e. para todo B C X acotado no-vacio). En tal caso, f'(x;-)
se denomina la deriwada direccional de Fréchet de f en x.

Lema 5.8 Sea f € I'y(X). Si f* es direccionalmente F-Diff. en x* € Int[dom f*], entonces
X Nof(z*) # 0 y se tiene {4.9).

DeMosTRACION. Ver [9, Lema 5.12]. O

Teorema 5.9 Sea X un espacio de Banach, f € I'o(X) epi-pointed y x* € Int[dom f*].
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f* es direccionalmente F-Diff. en x*.

(it) S7(-,x*) es To-norma H-scs. en 0.
(i) S7 es [1o X 7.4]-norma H-scs. en (0,z*).
() S7(0,-) es norma-norma H-scs. en x*.

(v) d(X NOf*(x*), X NOf*(y*)) tiende a 0 cuando y* € Im(Of) tiene a z*.
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(vi) Para toda sucesion (n,) C [0,00) convergente a 0 y toda sucesion (x,) € X con
T, € X N0y, [*(x*) para todo n € N, se tiene que d(z,, X NOf*(z*)) — 0.

DEMOSTRACION. Ver [9, Teorema 5.13]. O

Con estas nociones, se introducen las siguientes familias de espacios de Banach:

Definiciéon 5.10 (Propiedad de continuidad del subdiferencial (SCP)) Sea X un espacio
de Banach. Se dice que X* tiene la

1. propiedad de continuidad del subdiferencial (SCP) si para toda funcion f €
Lo(X*, w*) con Int[dom f] # 0, existe un conjunto D denso en Int[dom f] tal que
S7(0,-) es norma-norma H-scs. en todo punto de D.

2. propiedad de continuidad del subdiferencial débil (w-SCP) si para toda fun-
cion f € To(X*, w*) con Int[dom f] # 0, existe un conjunto D denso en Int[dom f]

tal que S])f((), -) es norma-w H-scs. en todo punto de D.

Se tiene entonces la siguiente relacion evidente entre estas familias y los espacios w*-

Asplund.

Proposicion 5.11 Para X espacio de Banach, considere las siguientes afirmaciones:
(i) X* es w*-Asplund.

(i) X* tiene la SCP.

(iii) X* tiene la w-SCP.

Entonces (i) = (i1) = (i1).

DemMosSTRACION. Notando que si f* es F-Diff. en 2* € Int[dom f*], entonces es direccional-
mente F-Diff. en z*, la demostracion es directa del lema y de las equivalencias de los

teoremas 5.9y [5.6] O

Ademas, la pregunta sobre la relacion entre Cuasi-Integrabilidad e Integrabilidad queda
completamente resuelta por el siguiente teorema directo del lema [4.9}

Teorema 5.12 Sea X un espacio de Banach. Toda funcion f : X — R cuasi-integrable
es integrable si y solo si X* tiene la w-SCP.
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5.2. Caracterizacion de la w-SCP

Dado el teorema [5.12] esta seccién se dedica a las diferentes caracterizaciones de la w-
SCP obtenidas en el desarrollo de esta memoria. Los resultados estédn inspirados en las
caracterizaciones analogas de la RNP y por lo tanto, de los espacios de Asplund. El primer
teorema en esta linea muestra que la w-SCP, al igual que los espacios de Asplund, se puede
definir a partir de diferentes familias de funciones en I'g(X™, w*).

Lema 5.13 Sea f € T'o(X*, w*) con Int[dom f] # 0 y sea x* € Int[dom f]. Se tiene que
existe una vecindad U de x* contenida en Int[dom f]| y una funcion f« : X* — R conveza,
Lipschitz y w*-sci. tales que

fx*

UEf|U'

DEMOSTRACION. Para n > 1, se definen las funciones f, := fO(n| - ||), donde || - || es la
norma dual en X*. De la demostracion del teorema desarrollada en [5, Lema 2.31],
se sabe que existe U vecindad de z* contenida en Int[dom f] y n > 1 lo suficientemente
grande tal que

Pl = Falyy

Se define entonces f,« = f,, para dicho n. Se sabe de la misma demostraciéon que f, es
Lipschitz de constante n y, por definicion, es convexa. Resta ver que f,, es w*-semicontinua
inferior. Se sabe que n|| - || = (I,,)" ¥ que, como f € T'y(X,w*), existe g € T'o(X) tal
que g* = f. Luego, como n se puede elegir arbitrariamente grande, se puede suponer que
dom g NInt[nBx| # 0, y por lo tanto se tienen las condiciones de calificacion del ejemplo
[L.31f(c). Asi,

(94 Inpy)" = fO| - ) = for,

lo que muestra que f,« € To(X*, w*), concluyendo la demostracion. O

Teorema 5.14 (Caracterizacion w-SCP 1) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X* tiene la w-SCP.

2. Para toda funcion f € T'o(X*, w*) continua, existe un conjunto D denso en Int[dom f]
tal que S’ff((), -) es norma-w H-scs. en todo punto de D.

3. Para toda funcion f : X* — R convexa y w*-semicontinua inferior, existe un con-
Junto D denso en X* tal que S;((O, -) es norma-w H-scs. en todo punto de D.

DEMOSTRACION. Claramente 1. = 2. y 2. = 3.. Para ver la implicancia 3. = 1., consi-
dérese f € To(X*, w*) con Int[dom f] # 0 y sea z* € Int[dom f]. Por el lema [5.13] existe
for convexa, Lipschitz y w*-semicontinua inferior y U vecindad abierta de z* contenida
en Int[dom f], tales que

f‘U = fx*
Por hipotesis, existe D, denso en X* tal que Sjci* (0,-) es norma-w H-scs. en todo punto
de D,.. Considérese entonces D, = U N D,-. Como U es abierto, O f (y*) = Of+(y*) para

U
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todo y* € U, y por lo tanto S])f((), -) es norma-w H-scs. para todo y* € D,~. Repitiendo
este razonamiento para todo z* € Int[dom f] y notando que el conjunto

D= |J D.
z*€Int[dom f]

es denso en Int[dom f], se concluye el resultado.

]

Observacion De la demostracion del teorema se puede repetir el mismo razona-
miento para caracterizar los espacios w*-Asplund y los espacios con la SCP a partir de
las tres familias de funciones: funciones en I'o(X*, w*) con interior del dominio no-vacio;
funciones en I'o(X*, w*) continuas; y funciones en I'o(X™, w*) a valores en R.

Es claro que la w-SCP es una propiedad analitica del espacio dual. No obstante, al igual
que los espacios de Asplund y la RNP, la w-SCP parece tener relaciones con las propiedades
geométricas del espacio primal. Para estudiar en mas detalle esta relaciéon, se introducen
las siguientes definiciones.

Definicion 5.15 (Caras de continuidad) Sea K C X (o X™*) convexo, cerrado, acotado
y no-vacio y z* € X*. Se define la cara de K inducida por x* como

Fr(z*)={z e K : (z%,z) = ox(z")}.
Se dice ademds que

1. Fg(z*) es una cara de continuidad de K si en X*™*, se tiene que

En tal caso, se dice que x* es un hiperplano de continuidad de K. Se denota por
CH(K) al conjunto de los hiperplanos de continuidad de K.

2. Fg(x*) es una cara de fuerte-continuidad si para toda sucesion (x,) en K tal
que (x*,x,) = ok (x*), se tiene que

d(x,, Fx(z*)) — 0,
con la convencion d(x,()) = +oo. En tal caso, diremos que x* es un hiperplano de
fuerte-continuidad de K. Denotaremos por SCH(K) al conjunto de hiperplanos
de fuerte-continuidad de K.

Definicién 5.16 (Slice cerrada) Sea C' C X un conjunto no-vacio, « >0 y z* € X* con
x* no-nulo. Se define la slice cerrada de C dada por o y x* como el conjunto

S(x*,Ca) ={x € C : (a*,2) > oc(z*) — a}.
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Observacion De la definicion, es claro que para K C X convexo, cerrado, acotado y
no-vacio y x* € X*, se tiene que

Fr(z*) =X Nook(z*) yque Fpe(z¥) = dog(z").

Ademas, también es evidente que para o > 0

S(K,z*,a) = X N0,0k(z") y que E(F

*k

,x*,oz) = 0,0k (z").
Lema 5.17 Sea K C X* convezo, cerrado, acotado y no-vacio y sea x* € X*.
1. 2" € CH(K) siy solo si S _(-,x*) es To-w H-scs. en 0.

2. 1% € SCH(K) siy solo si SX (-, 2*) es To-norma H-scs. en 0.

DEMOSTRACION.

1. La implicancia <= es directa del teorema [5.6]y de la proposicion [5.5] Sea entonces
z* € CH(K). Se tiene que

ok

X Noog(r*) = Fr(z*) = Fre(2*) = dog(z*).
Luego, se concluye directamente del teorema [5.6

2. La implicancia <= es directa de la relacion (iv) = (vi) del teorema Sea
entonces z* € SCH(K). Se sabe que

X Noog(x*) = Fr(x™).

Considérese una sucesion (n,) C [0,00) convergente a 0 y una sucesion (z,) C X
tal que z,, € X N 0,,0k(z*), para todo n € N. Como 7, — 0,

ox(z") 2 (2", 2n) 2 ok (¢7) =M — oK (27),

es decir, (z*, x,) — ox(z*). Luego, como Fi(x*) es una cara de fuerte-continuidad,
se tiene que
d(zn, X N0k (x")) = d(zp, Fx(z")) — 0.

Finalmente, se concluye nuevamente del teorema [5.9]

]

Observacion Es claro del lema [5.17, que SCH(K) C CH(K), es decir, las caras de

fuerte-continuidad son en particular caras de continuidad.

La familia de conjuntos convexos, cerrados y acotados tiene una subfamilia bastante re-
presentativa de lo que son las propiedades geométricas del espacio: Aquellos conjuntos
donde 0 esta en el interior. Es sabido que las funciones soporte de estos conjuntos son los
funcionales de Minkowski sobre el dual que ademés son w*-sci. En base a esta observacion,
e inspirandose en la RNP, se introduce la siguiente definicion:
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Definiciéon 5.18 (MSCP y w-MSCP) Para X espacio de Banach, se dice que

1. X* tiene la Minkowski - SCP (MSCP) si para todo funcional p : X* — R de
Minkowskr y w*-sci., existe un conjunto D denso en X* tal que S;((O, -) es norma-
norma H-scs. en x*, para todo x* € D.

2. X* tiene la Minkowski - SCP débil (w-MSCP) si para todo funcional p : X* — R
de Minkowski y w*-sci., existe un conjunto D denso en X* tal que S;((O, -) es norma-
w H-scs. en x*, para todo x* € D.

Para estandarizar la notacion, es conveniente extender la nociéon de hiperplano de conti-
nuidad:

Definicién 5.19 (Hiperplanos de continuidad para funciones) Sea f € I'o(X* w*) con
Int[dom f] # (). Se definen los conjuntos

CH(f) = {z" € Int[dom f] : S;((O, -) es norma-w H-scs. en x*}.
SCH(f) = {z* € Int[dom f] : S})f(O, -) es norma-norma H-scs. en x*}.

En el caso de que f = og con K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio, denotaremos
indistintamente por CH(K) y SCH(K), los conjuntos CH (o) y SCH (oK) respectivamen-
te.

En vista del lema [5.17], se pueden reescribir las definiciones de w-SCP, SCP, w-MSCP y
MSCP como sigue:

Proposicion 5.20 Sea X un espacio de Banach, se tiene que

1. X* tiene la w-SCP [resp. SCP| si y solo si para toda funcion f € Io(X*, w*) conti-
nua, el conjunto CH(f) [resp. SCH(f)] es denso en Int[dom f].

2. X* tiene la w-MSCP [resp. MSCP] si y sdlo si para todo K C X convexo, cerra-
do, acotado y que cumple que 0 € Int(K), se tiene que el conjunto CH(K) [resp.
SCH(K)] es denso en X*.

El siguiente teorema es el resultado central de esta memoria, donde se caracteriza com-
pletamente la w-MSCP: En términos de la familia de funciones més pequena posible (las
normas duales equivalentes) y también en términos geométricos.

Teorema 5.21 (Caracterizacion w-MSCP) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Para todo K C X convezo, cerrado, acotado y no-vacio, todo x* € X* y todo a > 0,
se tiene que existe z* € CH(K) tal que

Fr(z") C S(K,z", ).
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(11) Para toda norma dual p* proveniente de una norma p equivalente a la norma de X,
se tiene que existe D C X* denso en X* que satisface que

Vz* € D, X Nap*(z*) = dp*(a*).
(111) X* tiene la w-MSCP.

(iv) Para todo K C X convezo, cerrado, acotado y no-vacio, CH(K) es denso en X*.

Este teorema se demostraré en varios lemas. Para el primero, es necesario introducir la
nociéon de conjunto polar.

Definicion 5.22 Sea (E, F) un par en dualidad y A C E. Se define el conjunto polar
de A como
A ={feF : (fie) <1, Yec A}.

Es claro que A° es convexo, o(F, E)-cerrado y 0 € A°. Respecto a polaridad, el teorema

més importante es el teorema bipolar, que da forma explicita de como es el conjunto polar
de A°.

Teorema 5.23 (Teorema Bipolar) Sea (E, F) un par en dualidad y A C E. Denotando
por w a la topologia débil o(E, F), se tiene que
A (:= (A%)%) =" (AU {0}).

En particular, si A es convexo y w-cerrado y 0 € A, entonces A = A%.

DeMOSTRACION. Ver [3, Teorema 3.38]. O

Lema 5.24 Sea A C X™* convexo, w**-cerrado y con 0 € A. Considérese la dualidad
(X*, X*). Se tiene que

sty solo si A° C X* es w*-cerrado.

DEMOSTRACION. Notese primero que para B C X, B° con respecto a la dualidad (X, X*)
es igual a (B)° con respecto a la dualidad (X*, X**). Con esto presente, se razonaré por
doble implicancia:

=) Por definicion de conjunto polar, es claro que (X N A)° D A°. Ademas, (X NA)° es
w*-cerrado en X* (basta considerar que es el conjunto polar de un subconjunto de

X). Aplicando el teorema [5.23]

(XNA)® =" (XNA) =XNA =A

Luego, aplicando nuevamente el teoremam y notando que (X NA)° es ya convexo,
w-cerrado y 0 € (X N A)?, se tiene que

(X AP = (XN A)°)™ = (X nA))° = A°,

por lo que, en particular, A° es w*-cerrado.
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Como A es convexo, w**-cerrado y 0 € A, se tiene del teoremam que (A°)° = A.
En particular, de la definicién de conjunto polar, si se define B = (A°) con respecto
a la dualidad (X, X*), se tiene que B = XN A. Por tltimo, como A° es w*-cerrado,
se puede aplicar nuevamente el teorema y concluir que B° = A°. Finalmente,

A=A%= (B =(XNA)»®=XnA CA.

]

Lema 5.25 Sean C' C X conjunto acotado y no-vacio, x* € X* no-nulo y a« > 0. Se
tiene que existe € > 0 tal que

S(y*,C,a) C S(z*,C,2a), Vy* € x*+eBxs.

DeMosTRACION. Ver [I, Lema 3.2.6]. O

Lema 5.26 En el teorema (i) y (iv) son equivalentes.

DEMOSTRACION.

(iv) = (i)

Sea K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio y sea S una slice de K. Considérese
que S es de la forma S = S(z*, K, 2a), con z* € X* no-nulo y a > 0. Por el lema
[5.25] existe e > 0 tal que para todo y* € U = z* + eBx+,

S(y*, K,a) C S.

Por hipétesis, existe z* € U tal que dog(2*) = X Ndok(z*) . Notando que

Fg(2") = 00k (27) C Oujook(27) = S(2", K,a/2) C S(2", K, )

y aplicando el lema [5.17, se concluye que Fi(z*) es cara de continuidad y que

Razonando por contradiccion, supongase que existen K C X convexo, cerrado,
acotado y no-vacio y U un abierto en X* tales que CH(K) NU = (). Sin perder
generalidad, 0 ¢ U. Sean z* € U y € > 0 tales que B = z* +eBx+ C U y que
existen z** € X* y n > 0 que cumplen og(z*) < —n (Basta considerar z** tal
que (x**,z*) < 0y encontrar n y € por continuidad de op). Considérese entonces el
conjunto

C = cone(B) := R, - B.

Es claro, por la sublinealidad de ok, que CH(K)N[C\ {0}] = 0. Se demostrara que
C' es ademas w*-cerrado. En efecto, sea (y%) C C w*-convergente a y* € X*. Sin
perder generalidad, y* # 0 y por lo tanto también se puede asumir que ¥y # 0, para
todo n € N. Por la definicién de C, y = A\, (z* +¢€z;), donde A\, > 0y 2 € Bx=
para todo n € N. Como (y) es w*-convergente, entonces es acotada y por lo tanto
(An) es también una sucesion acotada. Luego, existe una subsucesion (y7,,)) tal que
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(Ap(n)) es convergente, digase a A > 0,y (2,)) w*-converge, digase a z* € Bx- (que
existe pues By« es w*-compacto). Considérese ahora x € X. Se tiene que

(T, Yp(ny) = AnlT, %) + AT, 250
— Mz, z") + Ae(z, 2) = (z, AN(z + €2)).

Luego,
y por lo tanto y* = A(z* +¢e2*). Luego, y* € C, lo que concluye que C' es w*-cerrado.

Sea C° el cono polar de C' con respecto a la dualidad (X*, X**), que se puede escribir
como

CoO={z" e X : (z™,y") <0, Vy" € C}.
Por el lema [5.24] se tiene que X N Co™" = C°. En particular, I € Co(X*,w*): En
efecto,
Ic = 0co = oxnce = (Ixnce)”
Definase entonces ¢ = ok + Ic. Es claro que o es sublineal y que, en vista del

desarrollo anterior, es w*-sci. con domo = C' y por lo tanto con Int[dom o] # 0.
Luego, como I es continua en Int[C], aplicando la proposicion [1.39]3, se tiene que

OJo(z*) = Oog(z*) + Neo(x™).
Por otro lado, por el teorema [1.58] se sabe que o es la funcién soporte del conjunto

Ki={yeX : (yy) <oly), W e X"}

En lo que sigue, se denotaréd indistintamente o = o,. Considérese ademas para
a > 0 el conjunto Ky = S(Kj,z*, 2a) X N 02aa(x*). Como z* € Int[dom o] se
tiene que K5 es acotado y ademaés, de ), Ko = = Os,,0(z*). Luego, por hipotesis,
toda slice de K5 contiene una cara de cont1nu1dad en particular existe z* € X* tal
que I

FK2 (Z*) g S(KQ, CIZ*, Oé) A\ FK2 (2*) = o (z*)

Se demostrard primero que Fy«(2*) = Fp—=(2"). Para esto basta demostrar que
Freee(2°) © Fpgo(2%). En efecto, como F=(2*) # 0, existe 2™ € Fp(2*) N
P (2") v luego,

0K, (27) = (27, 2%) = 0(27).

Asi, se tlene que para todo z** € Fp(2 *), (™ 2
G

K (27) + I
( )+ I

(™) y como

o(z
>

Ky CK; ', se concluye que 0K, (2%) + «(2**), es decir,
T € Free(27).

Razonando entonces por contradiccion, supéngase que Fp—(2") € Fp=(2"), es
decir, que existe z}* € F o (2%) \ Fiore (2%). Como Ky C K7, se tiene que ok, (2*) <
o(z*) y por lo tanto, z} g_f K, (de o contrario, (z}*,2*) > ok, (2*) v luego zi* €
001, (2%) = Fre+ (2 )) En particular, se tendria que

(%, 27") < o(z") — 2a.
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Tomese entonces 2;* € Fpo+(2*). Como FF,(z*) es cara de continuidad y estd
contenida en S(Ki,z*, «), se tiene que (z*, z5*) > o(z*) — a > o(2*) — 2a. Luego,
existe A € [0,1] tal que 2** = A\z{* 4 (1 — \)z3* satisface que (2™, 2%) = o(2*) — 2«
y que ademéas cumple

<Z**v Z*> = /\<ZT*7 Z*> + (1 - /\)<Z5*7 Z*> = )‘U(Z*) + (1 - )‘)UKz(Z*) > 0K2<Z*)'

Asi, 2** € Ky y por lo tanto 2™ € 0ok, (2*) = Fg;=+(2*). Esto implica que (z**, z*) >
o(z*) — a > o(x*) — 2a = (2**,2*), claramente una contradiccion.

Para concluir, basta demostrar que z* € Int[C]. De ser asi, se tendria que

FKI**<Z*) = 0o(z") = 0ok (2*) + Ne(2") = ok (27),

concluyendo que X Ndog(2*) = dok(z*) y por lo tanto, que z* € CH(K), lo cual
es una contradicciéon pues

CH(K) NInt[C] C CH(K)N[C\ {0}] = 0.

Como Fg++(2*) = dok(2") + Nc(2*) es acotado y no-vacio, basta ver que si 2* €
Fr(C), entonces N¢(z*) es no-acotado o vacio. Supéngase entonces que z* € Fr(C).
Es claro que N¢g(2*) es no-vacio, pues 0 € N¢(z*). Ahora, como {z*} es compacto,
se sabe por Hahn-Banach que existe 2** no-nulo y r € R tal que

Luego, como C' = Int(C),
<Z**ay* - Z*> S 07 vy* € Ca

es decir, 2** € N¢(z*). Asi, es directo que {\z** : A >0} C No(2*) y por lo tanto,
como z** # 0, se concluye que N¢o(z*) es no-acotado. Con esto, z* no puede estar
en Fr(C) y por lo tanto z* € Int[C], que era lo que faltaba probar.

]

Lema 5.27 En el teorema (i) = ().

DeEMOSTRACION. Razonando por contradiccion y supongase que existe K convexo, cerrado,
acotado y no-vacio tal que CH(K) no es denso en X*. Eso implica que existe un abierto
U C X* tal que CH(K)NU = (). Astmase, sin perder generalidad, que existen z* € U y
n > 0 tales que (z*, ) > n para todo = € K.

En efecto, si no fuera asi, basta considerar ¢ € X tal que (v*,¢) > —og(z*) + 1y
reemplazar K por K = K + c. Es claro que para todo y* € X*, 0z(y*) = ok (v*) + (y*, ¢)
y luego 0o ;(y*) = 0ok (y*) + c. Luego, como para todo y* € U se tiene que

k>

Hy** c 8K(y*) \X ﬂ@aK(y*) ,
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también se tiene que y™* + ¢ € g (y*) \ X N Doy (y*)  (basta notar que si una sucesion
(&) es w**-convergente a y**+c, entonces y;, —c también lo es a y**). Luego, y* ¢ CH(K).
Asi, CH(K)NU = () por lo tanto se puede razonar con K en vez de K.

Sea ahora K’ = @o(—K U K). Se sabe que oy = 0_gux = max(o_g, o). Luego, como

o_k(z") =sup(z”, —z) < —n <n < og(z7),
zeK

existe, por continuidad, U’ C U abierto con z* € U’ tal que o_g(y*) < ok (y*) para todo
y* € U'. Se tiene entonces que

OK! U’ = 0K|U”

y por lo tanto dog/ (y*) = dok (y*) para todo y* € U’'. Se concluye que CH(K')NU’ = 0.
Toémese ahora el conjunto B = MBX y considérese el conjunto K” = c6(BUK'). Notese
que

7o(r') = g et = § < < ox() = ow ()

Repitiendo el razonamiento anterior, existe un abierto U” C U’ con 2* € U” tal que
O-K”|U// = O-K’|U//a

y por lo tanto CH(K")NU" = (). Pero como K" es convexo, cerrado, acotado, simétrico, no-
vacio y satisface que 0 € Int[K"], se tiene que o~ es una norma dual en X*, proveniente
de una norma equivalente en X . Finalmente, por hipotesis, CH(K") es denso en X*, de
donde se sigue que U” NCH(K") # 0, lo cual es una contradiccion. O

Con estos lemas, la demostracion del teorema [5.21] es relativamente simple y se expone a
continuacion:

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.211 Es claro que (iv) = (iii) = (i1). Luego, por el lema
se tiene que (1), (#i7) y (iv) son equivalentes. Finalmente, se concluye el resultado
del lema [5.26] O

La siguiente proposicion relaciona la w-SCP y la w-MSCP.

Proposicion 5.28 X* tiene la w-SCP si y solo si X* X R tiene la w-MSCP.

DEMOSTRACION.

=) Sea K C X x R convexo, cerrado, acotado y no-vacio y sea t € R con t # 0.
Considérese la funcion f; : X* — R dada por f;(z*) = og(x*,t). Es claro que
fi € To(X*,w*) y que toma valores en R. Por otro lado, sea T : X* — (X* x R)
dada por T(z*) = (z*,t). Es claro que T es F-Diff. y que DT'(x*)h* = (h*,0). Se
tiene entonces que f; = ok o T y luego, por regla de la cadena, se sabe que

Of,(x*) = dox (T (z*)) o DT(a*), Va* € X*,
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donde Jok (T'(z*))o DT (z*) = {(x*™*, N\)o DT (z*) : (z**,\) € ok (z*,t)}. Como X*
tiene la w-SCP, entonces CH(f;) es denso en X*. Se demostrara que si z* € CH(f;),
entonces (z*,t) € CH(K), es decir,

(X xR) N dog(z*,t) = dog(a*,t).

Para esto considérense z* € CH(f:) v (2", ) € OJog(z*,t). Como (z** \) €
Jog(x*,t), se tiene que (™, 2*) + M = ox(z*,t) + (0k)* (™, A). Ademas, como
™ € df(z*), entonces existe (x,, \,) C (X X R) N dog(z*,t) tal que x, = z**.
Como (A,) es acotada en R, podemos asumir que converge a A € R. Se tiene
entonces que (™, \) € (X x R) N dok(z*, t)wk. Finalmente, como (0 )* = I+,

Nt = op(x*, )+ I (2, N) = (@, ™) = o (a7, t) + I (2™, N) — (x¥, ™) = At

k%

y como t # 0, se tiene que A = XN. Asi, (z™*,\) € (X xR)Ndog(z*,t) vy porlo
tanto (z*,t) € CH(K). Sea entonces Dy = {(z*,t) € (X* xR) : z* € CH(fy)} vy
noétese que el conjunto

D=|JD,

es denso en X* x R. Como D C CH(K), se concluye lo pedido.

Sean f € ['h(X) tal que f* toma valores en R, 2* € X* cualquieray U = 2* 4§ Bx~,
con § > 0. Se quiere demostrar que CH(f*) es denso en X*, por lo que basta
demostrar que CH(f*) N U # . Sin perder generalidad, X NOf*(z*) # (. Ademas,
paray* € Uy x € X NOf*(x*) se tiene que

(v, o) = (y" — 2", 2) + (2", 1)
=(y" —a"x) + f(z") + f(x)
> f(y") + f(@) + [ (@) = [ y) = [{y" — 2", 7))
> f(y) + f@) = (If (") = [ @)+ [lz]ly" = 2*])).

Luego, tomando € = sup,.cyy [ f*(y*) — f*(z*)| +||z[/|ly* — 2*|| (que es finito, pues f*
es localmente acotada y 0 se puede elegir tan pequefio como se desee) se tiene que
y* € O.f(x). Considérese ahora el conjunto K en X x R dado por

K = (X xR)N0g0epi p(z*, —1) = {(y, ) € epi f : (", y)— X < (2", x)— f(x)+2¢}.

donde la desigualdad se obtiene del lema . De 1 VK = OaeOepi f(2*,—1), y
ademas para todo y* € U,

—kk

{7 W) = vy €df (y)} = doeip(y", 1) C K.

70



En efecto, para (y**, f**(y**)) € Ooepi f(y*, —1),

@ y™) = ™) = @y + ) = () + )

=@y + ) )

— @ =y )+ )+ () - F6)

=~y ) )~ @)+ () - 1)

= (@ @) = F(@) + @ ="y —a) + (o =2 + ()~ @)
< (o',a) = f(@)+ (& =y v =)+ [ =yl £ 1) = 1)

-~

<0 <5

< (", 2) — f(x) + 22,

Asi, para todo y* € U, Jok(y*,—1) = Ooepi f(y*, —1) (en particular, ox(y*, —1) =
Oepi £(y*, —1)). Para demostrar que CH(f*) N U # 0, basta demostrar, gracias al
lema [4.12] que existe z* € U tal que

X Noox(z*,—1) = dox(z*, —1).

Para esto, considérese una vecindad V' de x* y n > 0 lo suficientemente pequeno
tales que ((1+n)"Y(1—n)1) - VCUysealU =V x (=1—n,—1+n). Es claro
que U’ es vecindad de (z*,—1). Como CH(K) es por hipotesis denso en X* x R,
existe (y*,t) € CH(K)NU'. Como ok es positivamente homogénea, se tiene que
ox(y*,t) = |tlox(z*, —1), con 2* = |t|Ly*. Luego, como |t|~! € ((14+n)~t, (1—-n)7Y),
se tiene que z* € U. Ademas, es directo que

Ook(y*,t) = dok (=", —1),

Hok

y por lo tanto ok satisface que X Ndok(z*,—1) = dok(z*,—1). Como z* € U se
tiene lo pedido.

[]

Es natural pensar que, asi como la propiedad de w*-Asplund se puede reducir a la Fréchet-
Diferenciabilidad de los funcionales de Minkowski w*-semicontinuos inferiores, lo mismo
se podria hacer con la w-SCP, mostrando que es equivalente a la w-MSCP. Sin embargo,
el tnico resultado que fue posible alcanzar durante el trabajo de esta memoria fue la
proposicion La equivalencia ha quedado como la siguiente conjetura.

Conjetura 5.29 Para X espacio de Banach, se tiene que

(i) X* tiene la w-SCP si y solo si X* tiene la w-MSCP.

(11) X* tiene la w-MSCP = X* x R tiene la w-MSCP.

(1i1) X* tiene la w-SCP = X* x R tiene la w-SCP.

La conjetura |5.29| esta planteada en tres afirmaciones pues, de hecho, gracias a la propo-
sicion [5.28] son todas equivalentes.
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Lema 5.30 En la conjetura[5.29, (i), (i) y (iii) son equivalentes.

DEMOSTRACION.

(1) = (i7) Suponiendo que X* tiene la w-MSCP, X* tiene la w-SCP por hipoétesis y luego,
aplicando la proposicion [5.28, X* x R tiene la w-MSCP.

(17) = (i1d) Si X* tiene la w-SCP, entonces, aplicando la proposicion [5.28, X* x R tiene la w-
MSCP. Luego, por hipdtesis, (X* xR) xR tiene la w-MSCP y, aplicando nuevamente
la proposicion [5.28] se concluye que X* x R tiene la w-SCP.

(13i) = (1) Si X* tiene la w-SCP, siempre es cierto que también tiene la w-MSCP. Supongase
entonces que X* tiene la w-MSCP y sea H un hiperplano cerrado de X*. Es claro
que X* es isomorfo a H x R y luego, aplicando la proposicion [5.28, H tiene la w-
SCP. Finalmente, por hipotesis, H X R tiene la w-SCP, y por consiguiente también
X,

O

Al estudiar con detalle la estructura de los espacios w*-Asplund, es claro que un espacio
dual X* es w*-Asplund si y s6lo si X* x R también lo es. Esto radica en que el conjunto de
puntos que define la propiedad es un G5 denso, lo permite trabajar de forma mucho mas
sencilla, ya que la interseccion de conjuntos Gy densos es también un Gs denso. Surge
entonces la inquietud de si es razonable pedir que el conjunto de puntos que define la
w-SCP fuese también Gy. Sin embargo, la siguiente proposiciéon muestra que, bajo esta
nueva hipoétesis, se recupera la RNP que es la familia de espacios que se esta tratando de
generalizar.

Proposicion 5.31 Sea X espacio de Banach tal que para todo K C X convexo, cerrado,
acotado y no-vacio se tiene que CH(K) es un G5 denso de X*. Entonces, X tiene la RNP.

DEMOSTRACION. Por el teorema [2.43| se sabe que X tiene la RNP si y solo si para todo
K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio, el conjunto de los funcionales soporte de K
es de segunda categoria en X*.

Sea entonces K C X convexo, cerrado, acotado y no-vacio y sea S el conjunto de funcio-
nales en X* que soportan a K. Es claro que CH(K) C Sy como CH(K) es G5 denso se
tiene que S es residual. En particular S es de segunda categoria. Como esto se tiene para
cualquier conjunto K C X con estas caracteristicas, se concluye el resultado. O]

A pesar de no haber podido concluir la conjetura [5.29] la proposicion [5.28| entrega un
resultado importante de la w-SCP: Es cerrada para subespacios.

Teorema 5.32 Sea M wun subespacio cerrado de X. Si X* tiene la w-SCP, entonces
también M* la tiene.
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DEMOSTRACION. Basta demostrar que todo subespacio cerrado de X cumple que su dual
tiene la w-MSCP. En efecto, para un subespacio cerrado propio M de X, se tiene que
M @R también es subespacio cerrado de X y por lo tanto, (M @ R)* tendria la w-MSCP.
Como (M @ R)* es isomorfo a M* x R, se concluiria gracias a la proposicion que M*
tendria la w-SCP, que es lo que se desea demostrar.

Sea entonces M un subespacio cerrado propio de X y sea K C M un convexo, cerrado,
acotado y no-vacio. Se sabe que M* = X*/M* y que, denotando por 7 : X* — X*/M+
la proyeccion canoénica, la dualidad entre M y X*/M* esta dada por

(m(x*),x) = (2, x), Va*e X", xel.

Sea ademés o : M* — R la funcion soporte de K definida en M*. Considérese la funcion
sobre X* dada por ¢ = o o w. Es facil ver que o es la funcién soporte de K visto como
conjunto de X. En efecto, para * € X*, se tiene que

ig}g@*, T) = ig}g(%(@“*), z) = (og om)(x") = o(x7).

Luego, como X* tiene la w-MSCP, se tiene que CH(o) es denso en X*. Por otro lado,
notando que M** = M *C X**, se tiene que para todo z* € X*,

do(z*) = {a: e K™ (20" = a(x*)} c M

~ {x eKCM™ : (w(a"),2™) = UKWI*))}

Luego, es facil ver que para todo z* € X*,

X Ndo(z*) = 00(z*) < MNdog(n(z*) = dok(r(z*)),

y por lo tanto CH(ox) = m(CH(0)), que es denso en M*. Asi M* tiene la w-MSCP, lo
que concluye la demostracion.

]

Se cierra este capitulo, y por consiguiente esta memoria, con dos conjeturas importantes en
torno a la w-SCP. La primera, busca consolidar lo que seria una caracterizacion puramente
geométrica en el primal de la w-SCP. La segunda, apunta a mostrar que los espacios con
la w-SCP son en efecto una generalizacion de los espacios w*-Asplund.

Conjetura 5.33 X* tiene la w-SCP si y solo si todo K C X convexo, cerrado, acotado
y no-vacio es la envoltura convexa cerrada de sus caras de continuidad, es decir,

K= | |J Fx()
a*€ CH(K)
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De esta conjetura se tiene al menos la necesidad de la equivalencia, como muestra la
siguiente proposicion.

Proposiciéon 5.34 Sea X espacio de Banach y K C X convezo, cerrado, acotado y
no-vacio. Si CH(K) es denso en X*, entonces

z*e CH(K)

DEMOSTRACION. Razonando por contradiccion, sea

C=c| |J Fx@)

z*e CH(K)

y supongasé que C' # K. Como C' C K, existe z* € X* no-nulo tal que o¢(z*) < ox(z*).
Como ambas funciones son continuas, existe € > 0 tal que

Vy* € 2* +eBx-, oc(y’) < ox(y").

Considérese entonces z* € CH(K)N[z*+eBx-|. Por definicion de C, para todo z € Fi(z*)
se tiene que z € C' y luego

ok(2") = (27, 2) < 0c(z7),

lo cual es una contradiccion. O

Conjetura 5.35 FEuwiste un espacio de Banach X, tal que X* tiene la w-SCP y no es
w*-Asplund.

En ambas conjeturas, ain no hay un camino claro de investigaciéon. No obstante, es mas
probable que la conjetura [5.35] sea cierta, mientras que es dificil generar intuiciéon en
cuanto a la conjetura [5.33] De todas formas, es claro que se ha comenzado con un nuevo
nicho de investigacién y que se espera, en el futuro, de méas luces sobre la estructura de
los espacios con la w-SCP.
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Conclusion

El resultado de esta memoria es bastante claro: La féormula de integracion dada en el
teorema [4.4] sélo tiene sentido en los espacios con dual que tenga la w-SCP, dado que
en estos espacios se puede asegurar al menos que todas las conjugadas de funciones epi-
pointed cumplen la ecuacién de continuidad de df* en un conjunto denso del interior
de su dominio. Con esta condicién, si una funcién f es epi-pointed, convexa, propia y
semicontinua inferior, la féormula de integracion de Rockafellar y la dada en el teorema
4.4] son equivalentes, que es el resultado minimo esperado para que esta extension de la
teoria de integraciéon a partir del subdiferencial tenga sentido.

Los espacios de Banach cuyos duales tienen la w-SCP son espacios que logran independi-
zarse de la necesidad de puntos extremos y mantener propiedades analiticas y geométricas
acordes a la teoria de los espacios con la RNP. Sin embargo, aiin esta abierta la pregunta
de si efectivamente esta es una familia méas grande de espacios de Banach. De ser asi,
esta memoria habra abierto un nuevo nicho de investigacion en cuanto a la geometria de
espacios de Banach: La biisqueda de propiedades que entreguen las caras de continuidad.
De lo contrario, si la w-SCP en el dual implica la RNP en el primal, se habra dado una
caracterizacion de la RNP considerablemente més débil y de hecho sorprendente: Una
condiciéon suficiente para que un espacio de Banach X tenga la RNP seria que las caras
de continuidad cumplan la afirmacién dada en el teorema [5.21] (i) en X x R.

Por otro lado, incluso teniendo la w-SCP, no es claro qué funciones son integrables segtin
el teorema [4.4] Esto debido a que no se ahondé en la busqueda de condiciones suficientes
para saber cuando una funcién es cuasi-integrable. En el desarrollo de esta memoria, se
dieron ejemplos de cuasi-integrabilidad en espacios con la RNP y con la KMP, propiedades
que de hecho se conjetura son equivalentes. La otra linea de investigacion que abre esta
memoria es estudiar qué tan amplia es la familia de funciones cuasi-integrables en espacios
con dual que tenga la w-SCP. La idea natural, nuevamente motivada por lo que ocurre en
los espacios con la RNP, es estudiar si existen condiciones de semicontinuidad suficientes
para la cuasi-integrabilidad.
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