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EL PROBLEMA DE LA CONEXIDAD
EN EL MODELO COMPUTACIONAL NUMBER-IN-HAND

La presente memoria se enmarca en el contexto de la computacion distribuida. Esta
es un area de las ciencias de la computacion relativamente reciente, que surge ante la
necesidad de un nuevo paradigma de computacion, capaz de trabajar con cantidades
masivas de datos, como son, por ejemplo, las redes sociales.

En particular, se estudia la complejidad del problema CONEXIDAD de un grafo G =
(V, E) en el modelo computacional number-in-hand. Este problema consiste en decidir si
un grafo G es o no conexo. Por otro lado, a grandes rasgos, la complejidad que se considera
aqui mide el largo de los mensajes (en bits) que los nodos deben comunicar para decidir
CONEXIDAD.

En primer lugar, se demuestra que la complejidad, en el caso en que el grafo G es
arbitrario, es al menos f(n), donde f(n) =logn — (loglogn + 1+ logn/n). Sin embargo,
esta féormula no aporta informacion alguna cuando el grafo G posee n < 27 nodos, pues
f(n) < 1 para tales valores. Es decir, indica que la cantidad de bits que se tienen que
comunicar es al menos < 1, lo que es evidente. Por esta razon, se profundiza el estudio
analizando grafos pequenos, y se demuestra que 1 bit no es suficiente para decidir el
problema en tal caso.

Por otro lado, la cota expuesta se obtiene a partir de una reduccion que construye un
grafo de grado no acotado. Por lo tanto, f(n) puede ser poco ajustada para la familia de
grafos de grado acotado. Asi pues, se complementa el trabajo restringiéndose a esta clase
de grafos, con el fin de saber si en tal caso existe una mejor cota para la complejidad de
CONEXIDAD en el modelo number-in-hand. Usando técnicas de complejidad comunicacio-
nal se encuentra una cota inferior de Q(logn). Més atn, se demuestra que esta cota es
ajustada para esta clase de grafos.
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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo introductorio tiene dos objetivos. En primer lugar, en la Seccién 1.1 se
presenta la motivacion tras este trabajo. En segundo lugar, la organizacion del mismo es
presentada en la Seccién 1.2.

1.1. Motivacion

Uno de los principales objetos matematicos utilizados para la modelacion corresponde
a los grafos. Su uso resulta natural para modelar redes, refiriéndose por esto a un conjunto
de elementos que tienen algin tipo de conexion.

En los tltimos tiempos, ha surgido una gran cantidad de redes masivas, es decir, de
gran escala. Como ejemplo caracteristico de esto se encuentra la web, donde cada nodo
representa una pagina web, y si entre dos de ellas existe un hipervinculo, entonces hay
una arista en el grafo que los une. Otro clasico ejemplo es la guia de nimeros telefénicos;
en este caso cada nimero de teléfono constituye un nodo, y la realizacién de una llamada
entre dos de ellos se representa mediante una arista en el grafo.

El tipo de redes descrito en el parrafo anterior se presenta cada vez con mayor fre-
cuencia, y en diversos tipos de aplicaciones/situaciones. Es por esto que su estudio ya no
corresponde sélo a uno de caracter tedrico, sino que también practico, a través de imple-
mentacién computacional. Sin embargo, su gran tamano imposibilita mantener toda la
estructura en memoria principal durante todo el proceso de calculo. Por esta razon, ha si-
do necesario introducir nuevos paradigmas de computacion que evadan esta problematica,
como son la computacion distribuida 6 el modelo streaming, entre otros.

El presente trabajo se enmarca en el primero de estos, en particular, en el modelo
denominado number-in-hand. El objetivo que se busca alcanzar es encontrar una cota
inferior para la cantidad minima de recursos necesarios para poder decidir el problema
de conexidad de un grafo GG en este modelo. En este contexto, la cantidad de recursos se
entiende como el nimero de bits que son comunicados desde un procesador de la red al
resto.

1.2. Organizacién

En primer lugar, en el Capitulo 2 se introducen los conceptos basicos necesarios para el
entendimiento del trabajo realizado. Esto es, se define el modelo computacional number-in-
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1.2. Organizacién Capitulo 1

hand. Adicionalmente, se presenta de manera formal el problema estudiado, denominado
CONEXIDAD, y el estado del arte del mismo. Luego, en el Capitulo 3 se analiza el problema
para un grafo G cualquiera. Se demuestra que la complejidad del problema en el modelo
number-in-hand en tal caso es al menos f(n), donde f(n) = logn—(loglogn+1+logn/n).

Esta formula posee dos debilidades: lo primero, es que no brinda informaciéon ttil
cuando se estudian grafos pequenos, refiriéndose por esto a grafos de tamano a n < 27,
pues en tal caso se tiene que f(n) < 1. En segundo lugar, para obtener esta cota, se
emplea una reduccion que genera un grafo de grado maximo no acotado, por lo que esta
cota puede no ser buena para grafos de grado acotado. Asi pues, surge la necesidad de
estudiar estas dos deficiencias en profundidad. La primera es cubierta en el Capitulo 4,
donde se demuestra que, en realidad, 1 bit no es suficiente para decidir el problema. Por
otro lado, el Capitulo 5 se enfoca en el estudio en la familia de grafos de grado maximo
acotado. Haciendo uso de una herramienta muy ttil para encontrar cotas en computacion
distribuida, denominada complejidad comunicacional, se concluye que efectivamente f(n)
no es la mejor cota. Se demuestra que la complejidad del problema CONEXIDAD en el
modelo number-in-hand, restringido a la clase de grafos de grado maximo acotado, es
Q(logn).



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos necesarios para el desarrollo del presente
trabajo. En primer lugar, en la Seccién 2.1, se introducen dos de los principales modelos
de computacion para trabajar con grandes cantidades de datos. Adicionalmente, se realiza
una breve comparaciéon de los mismos.

Posteriormente, en la Secciéon 2.2, se presenta formalmente el problema a estudiar.
Este consiste en decidir si un grafo G es conexo o no en uno de los modelos aludidos
en el parrafo anterior, denominado number-in-hand. Ademas, se muestran los principales
resultados relacionados con este problema existentes en la literatura.

2.1. Modelos computacionales para procesar gran nu-
mero de datos

En lo que sigue, una red es representada mediante un grafo G = (V, E). Se asume
que los nodos del grafo estan etiquetados por el conjunto V = {1, ...,n}, y las aristas por
el conjunto F = {ey,...,e,}. Ademds, como pardmetro de los modelos, se encuentra el
tamarnio |V del grafo.

2.1.1. Modelo semi-streaming

Este modelo ha sido introducido por Feigenbaum et al. en [11]. Como su nombre lo
indica, procesa la informaciéon de manera streaming. Esto es, la entrada no es un gran
conjunto de datos que es recibido al mismo tiempo, sino que se recibe por segmentos.
Cuando los problemas que se estudian tienen como entrada un grafo G = (V, E), estos
segmentos corresponden a las aristas del grafo. Adicionalmente, se dispone de un espacio
de memoria global, la que es modificable por todos los nodos durante todo el proceso.

A medida que la entrada es procesada, los nodos, que disponen de un poder de calculo
infinito, pueden realizar operaciones internas para luego modificar la memoria global. De
esta manera, al finalizar la computacion, la informacion escrita en la memoria global debe
corresponder al valor de f(x), donde x es la entrada (conjunto de aristas del grafo), y f
una funcién (en general relacionada a la topologia de la red).

Mas rigurosamente, el modelo se define como sigue.

Definicién 2.1. Sea G = (V, E) un grafo, donde F = {ey, ..., e,,}. Un graph stream es

3



2.1. Modelos computacionales para procesar gran nimero de datos Capitulo 2

una secuencia de arcos €;,, €, ..., €;,,, tal que e;; € E, e iy,1i, ..., iy €s una permutacion
cualquiera de [m].

Definicién 2.2. Un algoritmo en el modelo semi-streaming es tal que su entrada es un
graph stream, es decir, los arcos son revelados uno a la vez. A medida que estos son
procesados, los nodos pueden realizar computos internos para luego modificar la memoria
global.

La complejidad de un algoritmo en este modelo tiene 3 aristas, las cuales son:
1. La cantidad de bits S(n) utilizados de memoria global.

2. La cantidad de pasadas P(n) que puede realizar de manera secuencial sobre el stream
de entrada.

3. El tiempo T'(n) requerido para procesar cada arista.

En la literatura este modelo es de interés cuando se considera S(n) = O(nlog"n).

2.1.2. Modelo number in hand

El modelo estudiado en la presente memoria, conocido en la literatura mediante el
nombre de number in hand [3, 1, 19], se enmarca dentro de la computacion distribuida (ver
Definicién 2.3). El nombre nace del hecho que en este modelo cada nodo/procesador tiene
conocimiento inicamente de su propia entrada y desconoce la del resto de los miembros
de la red.

Definicién 2.3. La computacién distribuida [18] es un area de las ciencias de la compu-
tacion que estudia los sistemas distribuidos. Un sistema distribuido es un programa com-
puesto por varias componentes ubicadas en distintos computadores conectados mediante
una red. Estos se coordinan mediante el traspaso de mensajes, con el fin de calcular cierta
funcién f(xq,...,z,) en conjunto, donde z; es la entrada de cada uno de los computadores
que conforman la red, i € {1,...,n}.

En este modelo cada procesador v posee un identificador I D(v) (que se asume como
un nimero en {1, ...,n}). La entrada x; del nodo v; corresponde a su identificador, y los de
sus procesadores vecinos, es decir, z; = {ID(u) | u € Ng(v;)} U{ID(v;)}, donde Ng(v;)
es el conjunto de vecinos del nodo v; en G.

El objetivo es computar una funciéon f(xy,...,x,) (al igual que antes, tipicamente
alguna propiedad topoldgica de la red). Para poder lograr esto, se lleva a cabo un proceso
de comunicacion entre los miembros de la red, dividido en una serie de rondas. En cada
una de ellas, un nodo v; puede realizar tareas internas, y obtener un output;. Tal como en
el modelo anterior, el poder de calculo interno de cada nodo es considerado infinito.

Existen tres variaciones de este modelo, dadas por el modo en que se lleva a cabo la
comunicacion de las salidas de cada:

1. Modelo de pizarra: todo procesador escribe su output en un espacio de memoria
global, la pizarra, visible para todos.

2. Modelo de traspaso de mensaje: un procesador v; envia su mensaje output; a un
destinatario especifico v;.
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3. Modelo con referee: en este caso la red posee un nodo externo, etiquetado por n+1,
quien no recibe entrada. Todos los otros procesadores mandan su mensaje a este
procesador adicional, denominado referee.

A este proceso se le denomina protocolo.
Nota.- Si se permite s6lo una ronda de comunicacion, y todos los nodos comunican su salida
simultaneamente, entonces la primera y tercera variante del modelo son equivalentes.

Definicién 2.4. En este ultimo modelo son de interés las siguientes dos medidas de
complejidad:

1. Namero de rondas.
2. Tamano de mensaje;

entendiendo por esto ultimo, al maximo de los largos escritos en la pizarra durante un
protocolo.

Es claro que si no se impone una restriccién en el tamano del mensaje que cada nodo
puede escribir en la pizarra, basta con que cada uno escriba su vecindad completa para
poder reconstruir cualquier red. De este modo, calcular el valor f(zy,...,z,) se vuelve
trivial. Lo interesante es encontrar la menor cantidad de bits que deben comunicar los
nodos para obtener f(xy,...,2,).

En lo que sigue, se trabaja con la primera de estas variantes, permitiendo sélo una
ronda de comunicacién. Por comodidad, se habla de un agente externo, léase referee, que
posee acceso a todos los mensajes en la pizarra. Este agente, quién también posee un
poder de calculo ilimitado, es el encargo de computar la funcién f.

2.1.3. Comparacion de los modelos

Una pregunta natural que surge al momento de estudiar diversos modelos es cémo se
comparan entre ellos. Sin embargo, los modelos descritos en las Secciones 2.1.1 y 2.1.2 no
son trivialmente comparables, es decir, no hay uno claramente mas débil que otro. En esta
seccion se busca ejemplificar esto mediante dos problemas: uno que puede ser resuelto con
cierta cantidad de bits en el modelo semi-streaming, y que, si bien, no se ha probado que
no se pueda en el modelo number-in-hand con la misma cantidad de bits, se cree que no
es factible. El segundo muestra el caso inverso.

G bipartito

En el modelo semi-streaming es posible determinar si un grafo es bipartito o no utili-
zando tan sélo O(nlogn) bits, como lo muestran Fiegenbaum et al. en [11]. Ellos propo-
nen un algoritmo para encontrar un emparejamiento en un grafo bipartito, para lo que,
en particular, primero verifican que el grafo pertenezca a esta clase. Para lograr esto, es
fundamental la manera en como es procesada la entrada, esto es, arista por arista.

A medida que se procesa la entrada, se mantiene registro de las componentes conexas
del grafo, asociando a cada nodo un nimero. Ademas, se le agrega un signo que codifica
la pertenencia del vértice al conjunto A 6 B, donde V = AU B en el caso en que G
sea bipartito. Asi, si es posible finalizar el proceso asignando signo a todos los nodos,
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2.2. El problema CONEXIDAD Capitulo 2

de manera que dos nodos adyacentes no posean el mismo signo, se dice que el grafo es
bipartito. En caso contrario, se dice que no lo es.

Ahora bien, aunque no se ha demostrado que en el modelo number-in-hand este proble-
ma no se pueda decidir permitiendo a cada nodo enviar un mensaje de tamano O(logn),
es decir, que el referee disponga de O(nlogn) bits, se cree que no es factible [3].

Por otro lado, en el modelo number-in-hand se puede reconstruir grafos de degeneran-
cia acotada (ver Definicién 2.5), permitiendo a cada nodo escribir un mensaje de largo
O(logn).

Definicién 2.5. Un grafo G se dice k-degenerado si todo subgrafo posee un nodo de
grado a lo méas k. La degenerancia es el menor k tal que G es k-degenerado.

G k-degenerado

Becker et al. demuestran que, dado un k fijo, es posible reconstruir un grafo k-
degenerado en el modelo number-in-hand en una ronda, cuando los nodos pueden escribir
un mensaje de largo O(logn) [1]. Su demostracién hace uso del siguiente teorema [2]:

Teorema 2.6. El siguiente sistema de ecuaciones simultdneas no posee soluciones enteras
no-triviales, es decir, (iy,i2, ..., 1) = (J1, 2, ---, Jr) Salvo permutacion,

Wtip i =g+, VI<p<k
La informacion que cada nodo v envia al referee, corresponde a la siguiente k4 2-tupla:
» Su identificador 1D (v).
» Su grado dg(v).

= Para cada entero p, 1 < p <k, Z ID(w)P.
wENg(v)

Luego, gracias al Teorema 2.6 sigue que, con estos mensajes, existe una decodificacion
unica de los mensajes por parte del referee. De esta forma, él puede reconstruir el grafo.
Nuevamente, aunque no se haya probado que en el modelo semi-streaming esto no pueda
realizarse con una capacidad de memoria O(nlogn), se cree fuertemente que no lo es.

2.2. El problema CONEXIDAD

Sea G = (V, E) una red, donde V' = {1,...,n}. Recordar que el modelo en el que se
desenvuelve el trabajo, es el denominado number-in-hand. Ademas, salvo que se explicite
de otra forma, se trabaja con protocolos de un ronda. Por otro lado, la informacion que
cada nodo v; recibe como entrada es z; = {ID(u) | v € Ng(v;)} U{ID(v;)}, es decir,
v; conoce su identificacién y la de todos sus vecinos. Luego, cada nodo calcula su propio
output (como antes, se supone poder de célculo interno ilimitado), el cual escribe en una
pizarra. Posteriormente, el referee recibe toda esta informacién, y con ella busca computar
una cierta funciéon f.



2.2. El problema CONEXIDAD Capitulo 2

En este trabajo se estudia el problema CONEXIDAD. Esto es, decidir si un grafo G es
conexo o no. La funcién caracteristica de este problema esta definida por:

fcon(xla

T,) = 1 si G es conexo
10 si no

El objetivo es estudiar cual es la cantidad minima de recursos necesarios para que
el referee pueda calcular esta funcion. Por cantidad de recursos necesarios se refiere al
maximo de los tamanos de los output que los nodos escriben en la pizarra. En otras
palabras, lo que se busca es conocer la complejidad del problema CONEXIDAD de un grafo
G en el modelo computacional number-in-hand.

Este problema es de gran interés debido a sus diversas aplicaciones en miltiples areas.
A modo de ejemplo, se mencionan dos de ellas: White y Haray vinculan, de manera
natural, el problema de conectividad con el de cohesion social [23]. En su articulo, los
autores consideran a cada miembro de una red (grupo de personas) como un nodo, y si
existe una relacion entre ellos, se dice que la arista correspondiente se encuentra en el
grafo construido. Como resulta natural esperar, sus resultados empiricos muestran que
a mayor conectividad del grafo, mayor es la cohesion social, entendiendo a ésta como la
contribuciéon hecha por un miembro de la red, ya sea al sumarse o restarse a esta, con
respecto a la permanencia del grupo como tal.

Por otro lado, Navigli y Mirella realizan un estudio experimental en el que, a través de
medidas de conectividad de un grafo, atacan el problema de Desambiguacion del sentido
de una palabra [17]. Esto es, detectar el sentido de una palabra mediante el contexto. En
su estudio, cada posible significado de la palabra en contexto constituye un nodo, y los
arcos estan definidos por dependencia entre ellos (e.g. sinénimos o anténimos). Luego,
la estructura del grafo es esencial para asignar un nivel de “importancia” a cada nodo.
Esta variable es medida con respecto a la conectividad del grafo, y su papel en ella. Sus
resultados son comparados con sus pares, evidenciando una gran similitud.

2.2.1. Estado del arte

Este es un problema clasico dentro de la teoria de grafos. Como tal, ha sido am-
pliamente estudiado en modelos clasicos de computacién, tanto de manera determinista
[9, 10, 12, 13, 22], como probabilista [5]. Sin embargo, estos resultados no son aplicables
en el marco del presente estudio ya que requieren almacenar el grafo completo en memoria
durante toda la computacion. Esto corresponde precisamente a lo que se pretende evitar
al introducir nuevos paradigmas de computacion como es la computacion distribuida.

Ahora bien, en el marco de los modelos a gran escala (que procesan grandes cantidades
de datos), también se ha desarrollado un interés por conocer la complejidad del problema
en cuestién. Sin embargo, la mayoria de los resultados se enmarcan en el contexto del
modelo semi-streaming. Una excepcion es forzada' méas adelante, al referirse a un modelo
probabilista.

Un algoritmo en el modelo semi-streaming es presentado por Feigenbaum et al. [11].
Este necesita tan sélo una lectura de la entrada y requiere espacio O(nlogn). En efecto, a

! Originalmente también est4 planteado en modelos streaming, pero se puede adaptar al modelo number-
in-hand.
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medida que se procesa la entrada, la inica informacién que se debe mantener almacenada
en la memoria global, es la componente conexa a la que pertenece cada nodo. De esta
manera, si una arista e = uv es leida y las componentes conexas de estos nodos son
distintas, entonces pasan a ser la misma. Al finalizar el proceso, si todo nodo pertenece
a la misma componente conexa, entonces se dice que el grafo es conexo. Es claro que las
medidas de complejidad, tanto de lectura de la entrada como de espacio, son las senaladas.

Por otro lado, Ahn et al. proponen un algoritmo probabilista para modelos streaming
[1]. La novedad de esta propuesta corresponde a la incorporacién de un aspecto hasta
ese entonces no considerado en los andlisis: la eliminaciéon de aristas. Recordar que los
grafos estudiados buscan modelar redes de gran tamafio como son, por ejemplo, las redes
sociales. Ahora, este tipo de grafos tienen un caracter dindmico. Siguiendo con el ejemplo,
una relacion de amistad puede ser deshecha en el tiempo. Sin embargo, esta situacién
no habia sido tomada en cuenta por trabajos previos a los de Jin Ahn et al (salvo por
Cormode & Muthukrishnan [3]). Su algoritmo requiere de espacio O(n polylog n) para
decidir conexidad con alta probabilidad.

El modelo introducido en [!] hace uso de un método de reduccién de dimensién. Para
ello definen el concepto esquema de un grafo (simplemente esquema en lo que sigue), como
una representacion lineal de éste. Los autores prueban la existencia de una proyeccién
del grafo en un esquema d-dimensional, donde d < n?, tal que éste permite conocer
propiedades del grafo con alta probabilidad.

Ademas, prueban que sus algoritmos son adaptables al modelo semi-streaming. Mas
aun, debido a que sus esquemas satisfacen linealidad, es posible adaptar sus algoritmos
a otro modelo denominado distributed streaming. Este iltimo consiste en segmentar la
entrada en bloques, de manera que a cada procesador de la red le corresponde uno de
ellos, el que es procesado de manera streaming. De esta manera, los resultados que se
obtienen a través de los esquemas introducidos por Ahn et al., aplican en el modelo
number-in-hand (pues el modelo distributed streaming es mas débil?).

Finalmente, el algoritmo que proponen para decidir conexidad usando esquemas, es
andlogo al presentado por Feigenbaum et al. [I1].En efecto, inicialmente se construye un
bosque formado por todos los nodos del grafo. Luego, se procede como sigue: mediante un
muestreo, se obtiene una arista. En caso de conectar dos componentes conexas distintas, se
colapsan. De esta manera, con alta probabilidad el algoritmo entrega la respuesta correcta.

La adaptacién al modelo distributed streaming induce un algortimo de orden O(n log® n).
Esto permite concluir, la existencia de un algoritmo probabilista en el modelo number-in-
hand, para decidir conexidad de orden O(nlog®n).

2Basta considerar como entrada de cada nodo en el modelo number-in-hand el segmento completo que
serd recibido de manera streaming.



Capitulo 3

Caso general

Este trabajo tiene como objetivo encontrar cotas para la complejidad del problema
CONEXIDAD de un grafo G en el modelo number-in-hand. En primer lugar, se encuentra
una cota para el tamano del mensaje mas largo escrito en la pizarra para poder decidir el
problema en cuestion en el caso en que G es un grafo cualquiera. Esto se realiza en este
capitulo, donde se concluye que la complejidad de CONEXIDAD en el modelo number-in-
hand es al menos logn — (loglogn + 1+ logn/n).

Sin embargo, esta cota no aporta informacién para n pequeno (< 27), ya que en tal
caso senala que la cantidad minima de bits que debe escribir cada nodo es al menos una
cantidad negativa 6 1. La primera situacion carece de sentido, mientras que la segunda es
obvia. Por otro lado, el procedimiento realizado en el caso general, requiere una reduccién
que construye un grafo de grado maximo no acotado. Asi pues, es necesario profundizar
el estudio enfocandose en éstas dos situaciones. Esto se lleva a cabo en los Capitulos 4 y
D, respectivamente.

Para estudiar el caso general, donde GG es un grafo cualquiera, se comienza por mostrar
una inyeccion entre las particiones de un conjunto con n elementos, y la cantidad de
componentes conexas de un grafo con n nodos. Luego, se presenta una reduccién del
problema de conexidad al problema #CC (ver Definicién 3.1).

Ahora bien, como el nimero de particiones de [n] := {1,2,...,n}, conocido como Nu-
mero de Bell (B,,), se ha estudiado ampliamente en la literatura [0, 7, 21], se obtiene de
manera directa una cota inferior para el tamano de mensaje mas largo escrito en la pizarra
para poder conocer la cantidad de componentes conexas de un grafo.

Finalmente, la reduccién de CONEXIDAD a #CC, permite conocer una cota para la
complejidad del problema CONEXIDAD en el modelo number-in-hand.

Es importante destacar que en todos los casos, tanto general como los 2 particulares,
se demuestra que ésta cantidad crece con el tamano del grafo n.

Definiciéon 3.1. Se define el problema #CC como aquel que dado un grafo GG, determina
la cantidad de componentes conexas que éste posee.

Un argumento similar al expuesto en este capitulo es empleado por Salomon [20].
Sin embargo, en tal trabajo, el modelo de computacion considerado es el modelo semi-
streaming, por lo que sus resultados no se aplican en el marco del presente.



3.1. Particiones de [n] v/s #CC Capitulo 3

3.1. Particiones de [n] v/s #CC

En esta seccién se prueba la existencia de una inyeccion entre las particiones de un
conjunto con n elementos, y las componentes conexas de un grafo de n nodos.

La idea consiste en demostrar que dada una particién de [n], se puede construir un
grafo GG asociado a dicha particién, de manera que la cantidad de componentes conexas
de G sea igual al tamano de la particién. Sigue de esta forma que para poder decidir
#CC,, en el modelo number-in-hand, existe un nodo que escribe un mensaje de largo al
menos (log B,,)/n, donde #CC,, es el problema de determinar la cantidad de componentes
conexas para grafos con n nodos, y B,, es el nimero de Bell.

Luego, en la siguiente seccion se presenta el argumento clave de la demostracion del
caso general. Este corresponde a una reduccién del problema CONEXIDAD al de conocer
la cantidad de componentes conexas de un grafo GG, es decir, al problema #CC. Esto es,
se demuestra que si existe un protocolo que decide CONEXIDAD en el modelo number-in-
hand, entonces existe otro, del mismo orden, que resuelve #CC. Ahora bien, como en
esta seccion se encuentra una cota inferior para la complejidad de este tltimo, ésta sera
valida también para el problema CONEXIDAD.

El siguiente lema muestra una inyeccién entre las particiones de [n] y las componentes
conexas de un grafo con n nodos.

Lema 3.2. Existe una inyeccién entre las particiones de un conjunto A = {1,2,..n} y
las componentes conexas de grafos con n vértices.

Demostracion. -

Sea A:= {A, ={a},a},...,a} }, ..., Ax={af,a},...,al }} una particion del conjunto
[n]. A partir de A se construye un grafo G 4 = (V, E), con |V| = n, tal que las componentes
conexas de G correspondan precisamente a los elementos de la particién A. Asi, es claro
que por cada particién A del conjunto [n], se puede construir un grafo G4, de manera
que la cantidad k de conjuntos que componen a la particién, sea igual a la cantidad de
componentes conexas que posee el grafo G 4. Este grafo se define como sigue:

» V={al,..,at ... dv .. a* > o;ni=n)

SN
» E={d\d,,, |ic[k], j€[n —1]}, donde n; = |A;].
En la Figura 3.1 se ilustra la construccién del grafo G 4. O]

En consecuencia, se concluye que la complejidad de #CC en el modelo number-in-hand
es al menos log B, /n.

3.2. Reduccion de #CC al problema de conexidad

Dado el resultado de la seccién anterior, es decir, que la complejidad de #CC en el
modelo number-in-hand es al menos (log B,,)/n, basta mostrar que si existe un protocolo
P1 que resuelve CONEXIDAD, entonces existe otro protocolo Py, del mismo orden, que re-
suelve #CC. De esta manera, (log B,,)/n seria también una cota inferior de la complejidad
de CONEXIDAD. El siguiente teorema muestra la existencia de tal reduccion.

10



3.2. Reduccién de #CC al problema de CONEXIDAD Capitulo 3

Figura 3.1: Inyeccién Particiones en CC.

Lema 3.3 ([20]). Si el problema CONEXIDAD puede resolverse en el modelo number-in-
hand con un largo de mensaje maximo f(n), con f(n) = O(n° polylog n), entonces,
también se puede resolver el problema de #CC en el mismo modelo utilizando 2f(n + 2)
bits.

Demostracion. -

Sea G = (V, E) un grafo y P un protocolo que decide el problema CONEXIDAD utili-
zando f(n) bits en el modelo number-in-hand, donde n = |V|. Esto es, el largo méximo
de los mensajes escritos por los nodos en la pizarra es f(n). A partir de G se construye la
familia de grafos

F={G, =V ,E)Y ACV, V' =V U{a,b}, F'=EU{au,bw|ue AweV\A}}

esto es, agregar dos nuevos vértices a y b, y conectar todo v € V a uno y sélo uno de
ellos. Asi, cada grafo G'; dentro de la familia F queda definido mediante la eleccion del

conjunto A C V.
(o] (2)

</

Figura 3.2: Grafo resultante de la reduccion.

En base a esta familia de grafos F, se construye un nuevo protocolo P’ que, dado un
grafo G = (V, E'), encuentra la cantidad de componentes conexas que éste posee. El nuevo
protocolo P’ es como sigue: cada nodo v € V escribe en la pizarra el mensaje m, = m.m?2,
donde m! corresponde al mensaje que escribiria en el protocolo P sobre G4 (ver Figura

3.2) en el caso de estar conectado con a, i.e., v € A, y m? es la respuesta que daria cuando
vbe E' de,veV\A.

11



3.3. Una cota para el caso general Capitulo 3

Sigue de la definicion de P’, que el largo del mensaje de cada nodo es 2f(n + 2). Con
esta informacion, el referee es capaz de saber si cada grafo G’y € F es conexo o no. En
efecto, como se menciona previamente, un grafo G, € F queda determinado de manera
unica por la elecciéon de A C V. Luego, el referee debe barrer sobre todos los posibles
subconjuntos A de nodos del grafo G. Para cada uno de ellos, considera como mensaje
del nodo v m! siv € Ay m?2sive V\A. Con esta secuencia de mensajes, y gracias a la
existencia del protocolo P, es posible determinar si G’y es conexo o no.

Analizando la respuesta sobre todos los grafos de la familia F es posible determinar
el nimero de componentes conexas que posee el grafo GG original. Para esto, basta notar
que si G es un grafo con k componentes conexas, Vi, ..., Vi, entonces G'; es no conexo si
y s6lo si A = {U;e/Vi | I C{1,...,k}}. Por lo tanto, todo lo que debe hacer el referee es
contar la cantidad de grafos G4 tales que P(G’4) = 0 para poder encontrar k.

m

3.3. Una cota para el caso general

El Lema 3.2 permite concluir que si existe un protocolo P que encuentre la cantidad
de componentes conexas de un grafo con n nodos, entonces la complejidad de tal procolo
en el modelo number-in-hand es al menos log B,,/n. En [20] Salomon prueba que Vn >
2, log B,, > nlogn — n(loglogn + 1+ logn/n). Conectando esto al Lema 3.3, se concluye
que cualquier protocolo P en el modelo number-in-hand que resuelva CONEXIDAD, en el
caso de un grafo G cualquiera, tiene complejidad al menos logn — (loglogn+1+logn/n).

Teorema 3.4. La complejidad del problema CONEXIDAD, para un grafo G cualquiera, en
el modelo computacional number-in-hand es al menos logn — (loglogn + 1 4 logn/n).

]

Es importante rescatar la importancia de este resultado. Esta cota senala que la com-
plejidad de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand crece con el tamano del grafo, n.
Mas atin, de manera asintética, el comportamiento es similar al de la funcién g(n) := logn.

Crecimisnto de fws g

o ]
e
U
______
"
_____
‘‘‘‘
-
-
-

L L L L
0 20 40 60 &0 100

n

Figura 3.3: f v/s g - n pequeio.
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3.3. Una cota para el caso general Capitulo 3

Luego, para poder decidir este problema se requiere que al menos un nodo escriba
un mensaje de largo al menos logn — h(n), donde h(n) es o(logn). En la Figura 3.3 se
compara el crecimiento de la funcién f(n) := logn — (loglogn + 1 + logn/n) con el de
la funcién g(n) = logn, para el caso n pequeno. Se puede apreciar que en tal caso existe
una considerable diferencia entre la magnitud de ambas funciones.

Crecimiento de Tws g
27 T T T T

g

251

24+

231

2¢

1(ny vy gln)

21

0F

e
-
2
—
.......
R
"
pu—
-
-

-
BE e -
18 //

17
1

Figura 3.4: f v/s g - n grande.

Por otro lado, en la Figura 3.4, se muestra la misma comparacion de la Figura 3.3,
pero para n grande. Se muestra que, efectivamente en este caso el comportamiento de
ambas funciones se asemeja bastante. Sin embargo, la diferencia que existe entre estas dos
funciones para n pequeno se arrastra para todo n.

El resultado obtenido en esta seccion, posee un par de deficiencias. En primer lugar, no
aporta informacion en el caso n pequeno. Esto pues f(n) < 1 para n < 27. Por otro lado,
la cota obtenida puede no ser la mejor en el caso de grafos de grado maximo acotado, pues
en la reduccién empleada en la Seccion 3.2, el grafo G’ construido pierde esta propiedad,
es decir, es de maximo no acotado. Debido a esto, es que en principio, podria existir una
cota que sea mas ajustada para esta familia de grafos.

Por esta razoém, resulta de interés estudiar cudl es la complejidad del problema en
cuestion, cuando se restringe por un lado, a grafos de tamano pequeno, y por otro a
grafos de grado acotado. Esto se profundiza en los siguientes capitulos.
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Capitulo 4

Grafos de tamano pequeno

En el capitulo anterior, la siguiente cota inferior para la complejidad de CONEXIDAD
en el modelo number-in-hand ha sido expuesta: f(n), donde f(n) =logn— (loglogn+1+
logn/n). Sin embargo, este resultado es poco 1til cuando el tamario del grafo es pequeno,
entendiendo por esto n < 27, pues para tales n, f(n) < 1.

Por esta razén resulta necesario analizar este caso de manera particular. El resultado
de este capitulo senala que en realidad 1 bit no es suficiente para poder decidir el problema,
incluso cuando el grafo posee pocos nodos. Para hacer esto se considera primero el caso
ng = 4, y luego se generaliza para n = 5,6, ..., 27.

La decision de tomar ng = 4 es simple. Para n = 3 existe un protocolo trivial de 1
bit que decide el problema. En efecto, el bit que cada nodo v escriba en la pizarra, es
la respuesta a una misma pregunta: jes dg(v) = 07. Este protocolo, sin embargo, sélo es
efectivo en el caso de n = 3, ya que unicamente en tal caso es posible caracterizar a los
grafos no conexos como aquellos que poseen algiin nodo aislado.

4.1. Grafos de n =4 nodos

Se busca responder la siguiente pregunta: jsera 1 bit suficiente para poder decidir
conexidad de un grafo G con n = 4 nodos? jLa respuesta es NO!, como muestra el
Teorema 4.1. Un bit no es suficiente para decidir el problema CONEXIDAD en el modelo
number-in-hand, ni siquiera cuando se trata de grafos con pocos nodos.

Teorema 4.1. FEl problema de CONEXIDAD, restringido a grafos de 4 nodos, no se puede
decidir en el modelo number-in-hand, cuando los nodos pueden escribir un mensaje de 1
bit.

Demostracion. -

Suponga que existe un protocolo P tal que decide el problema de conexidad para grafos
con |V| =4,y largo de mensaje igual a 1 bit.

Por la férmula de Cayley’s [16] se tiene que existen n"~2 drboles distintos con n nodos
etiquetados. Luego, en el caso n = 4 sigue que hay 16 arboles distintos, exactamente
el mismo ntimero de posibles mensajes que pueden ser generados por un grafo G de 4
nodos, donde cada nodo es restringido a enviar un mensaje de un bit. Asi, para que pueda
existir un tal protocolo P, debe haber al menos dos arboles que escriban el mismo mensaje

14



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

r12923%4, x; € {0,1}. En caso contrario, trivialmente un grafo no conexo genera un mismo
mensaje que uno conexo. Mas ain, no puede suceder tampoco que todo grafo no conexo
escriba el mismo mensaje, ya que si tal fuese el caso, se tendria que los 4 grafos siguientes
escriben el mensaje abcd:

c b c b c b c
e O I—O .T
o — o O
d a d a d a d
Esto implica que el cuadrado entrega la misma respuesta abcd.

b c

a d

Por lo tanto, los arboles disponen de a lo mas 14 mensajes distintos. Esto significa que
o bien al menos dos pares de arboles escriben el mismo mensaje, 6 una tripleta de ellos lo
hace. Este hecho sera utilizado més adelante en la demostracion.

A continuaciéon se prueba que si existe un par de arboles distintos que escriben un
mismo mensaje, entonces hay un grafo conexo y uno no conexo que dan la misma respuesta.
Esto se logra condicionando sobre la cantidad de aristas en comun que tiene tienen el par
de arboles en cuestion.

Sean T7 y T5 dos arboles que bajo el protocolo P, que resuelve el problema de conexidad
con un bit en grafos de 4 nodos, entregan la misma respuesta abcd. Se utilizara el siguiente
ordenamiento para referirse a los nodos de :

2 3
® O
® O
1 4
Figura 4.1: Enumeracion de nodos.

Ademas se usara la notacién r para representar el complemento del bit x.

1. |[E(T) N E(Ty)| =2.--
Como los tinicos arboles posibles que hay con cuatro nodos son caminos y estrellas,
en este caso no pueden ambos ser del ultimo tipo.

a) Camino-Camino.
Suponga que se tiene

15



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

b c c
11 I
oo o o

a
Sigue que:
b d b
a’ d a’ d

Ahora bien, como P separa grafos conexos de no conexos, se debe tener que
¢ = ¢. Finalmente,

- Cl/

b
o O o O
LJ LC
a d a d
Asi, existen grafos conexos cuyas respuestas son: abed y abed. Luego, sin im-

portar el valor de ¢’, el mensaje del grafo de la derecha, no-conexo, coincide
con el de uno que si lo es.

b c b c
IZ: I/I
a d a d
Notando que el nodo aislado del grafo de la izquierda de la siguiente figura
debe escribir d, se tiene el mensaje del grafo de la derecha, como se muestra a

continuacién:
b c b c
I/: M
a d a d

Se estudia ahora el siguiente grafo,

b c

Camino-Estrella.

16



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

y los dos posibles valores que puede tomar a’. Es claro que si ' = a = ¢ = ¢c.
Asi pues, se tienen los siguientes casos:

1) d =a.

b c b c b c
® O o0 o0
a d a d a d
Resulta directo, por el mensaje que escribe el primer grafo, que el mensaje

del nodo 1 en el grafo del medio sea a. De esta manera, el nodo aislado del
ultimo grafo debe enviar ¢. Finalmente se obtiene,

a d a d
Es decir, un grafo conexo y uno no conexo tienen el mismo mensaje. Por
otro lado, si estudiamos la otra posibilidad:
2) d =a.
La situacion es la siguiente:

/ )

1L

Si ¢ = ¢, se tiene

Ty

o O
a d a
reduciéndose asi al caso 1.a) ya tratado. Por otro lado, si ¢ = ¢ entonces,
b c
e O
a d

llegando a una contradiccion.
2. |E(Th)NE(Ty)| = 1.--

a) Camino-Camino.-

17



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

Considerando:

N1l

Notar que si b/'d’ = bd, este caso se reduce a uno de tipo 1.a).

1) v =b-
En este caso, por lo recién mencionado, debe tenerse d’ = d, y por lo tanto,
b1 = b ya que hay grafos conexos cuyos mensajes corresponden a abcd y
abed. Enfocandose ahora en:

hay dos subcasos que estudiar.
1.1) d =a-

Es sabido que hay grafos conexos que escriben abed y abed. Esto explica
el mensaje del nodo 2 en el grafo de la derecha, lo que concluye este

escenario.
b c b c b c
K o O& K J
a d a d a d

1.2) o =a.--
Debido a que en este caso b'd’ = bd, el nodo 1 en el primer grafo de
la figura debe enviar a, lo que justifica los mensajes de los dos grafos
restantes. Finalmente,

18



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

b c
I>¢
a d
mismo mensaje el ultimo grafo de la figura previa.
2) b =b-
21) d =d
b c
:
e ©
a d
Como antes, se considera:
b1 c
I I
a d,
Siby=b=d, =d.
b c b c
a j a/ d/

No puede ser que a’ = a en el segundo grafo, pues de ser asi, si d' = d
se tiene un caso tipo l.a). Por otro lado, si d = d los dos grafos previos
generan una contradiccién. Luego, a’ = a.

b c b c b c
@ L _ .& _
a d a d a d

Obteniendo de esta manera:

b c c
—@ o

a

a
Resta por analizar el caso: b; = d=d, =d.
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4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

2.2)

S

d
v d b c b c
i i @ N
a d a d a d
Un argumento analogo al anterior permite concluir ¢ =¢ = b = b, lo

que permite conocer el resto de los mensajes de manera directa. Para
concluir se considera el siguiente par de grafos:

b c b d
N M
®
a d a’ d
Los dos grafos no-conexos de la figura anterior permiten concluir que

a’ = a. Pero en ese caso se debe tener ¢ = ¢, llegando asi, nuevamente,
una situacién como es en el caso 1.a).

V=>b d=d.

b c
e

a d
Enfocdndose nuevamente en:
by c
I I
a d,

sigue que el mismo andlisis desarollado en el caso by = b, d; = d aplica
también en esta situacién, y por tanto se supone by = b, d; = d.
Ahora,

1 b c v c

CL, d a d/ a d/
debido al presente caso, @’ = a. Del tercer grafo se deduce d’ = d.

El mensaje que debe enviar el grafo del medio en la figura de arriba,
abcd, justifica el escrito por el grafo de la izquiera a continuacion. Los

20



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

otros dos siguen directamente.

c b c b c

—@ T ®

® . 9 o
a d a d a d
Con esto,
b
®
o O
a d

concluyendo asi, que este tampoco es un caso factible.

b) Camino-Estrella.-

a d a d

Primero se estudia el par:

Ahora, hay tres posibles combinaciones para a’ y d’' (se descarta o’ = a Ad' = d,
pues se reduce a un caso ya visto).

1) d=a, d=d-

1.1) d =c
b c b c
o
L
a d a d
lo que corresponde a un caso 1.a).
1.2) d=c.
b c b c



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

Luego, este caso tampoco es posible.
2)d=a, d=d

bT c bT c’
® o
a// d a// d
Es claro que a” = a. Ahora, como los dos grafos de la figura anterior no

pueden escribir el mismo mensaje, ¢’ = ¢. Finalmente:

U

bT .C bT .c
a d a d
Pero como existe un grafo conexo cuyo mensaje es abed = " = c¢. Se ex-

plica asi, el mensaje del ultimo grafo, el que genera conflicto en este caso.

74 c
o O

o O
CLH d

b = b ya que existen grafos conexos cuyos mensajes corresponden a
abed y abed. Si se considera:

b c b". c

a// d a// d
y razona de igual manera se concluye b’ = b. Asi pues, los dos grafos
previos, uno conexo y uno no, escriben el mismo mensaje.

b .C// b c

a d a d"
En este caso se tiene un grafo conexo que envia abcd = ¢’ = ¢ = d"’ =
d. Esto conlleva a una contradiccion plasmada en la siguiente pareja:

oo
[\
~
L
I
9]

22



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4
a
c
o O o
® i

d a d

o0
e O

SH|
)
59

c¢) Estrella-Estrella.-
Se tiene:

b
a

Para analizar este caso, méas complejo que los anteriores, se consideran los 4
siguientes grafos:

b

C1 b Co b C3 b Cq
o I/. ® O o o
—@ i i i o ©
ay d as d as d a4 d

Si a;c; = ac para cualquier ¢ € {1,2,3,4}, se obtiene una contradicciéon. En
efecto, para i = 1,2 se reduce a un caso tipo 1.b). Por otro lado, para i = 3,4
se tendrian grafos conexos y no conexos tales que escriben el mismo mensaje.
De esta manera, a;c; # ac Vi.

Maés atin, si aj¢; = asce, entonces se cae en el caso 2a). Por tltimo, un protocolo
valido debe satisfacer: a;c; # a;cj, 1 =1,2, j=3,4.

Asi pues, que ac # a;c; Vi, ajcy # asce, a;c; # ajcj i = 1,2, j = 3,4. Ahora,
como soOlo hay tres combinaciones disponibles, y cuatro parejas, dos deben ser
iguales. Estas deben ser la 3 y 4, es decir, agcs = ascy. Notar que fijando ajcy
V ascCo, las restantes quedan determinadas.

Incluso mas, por simetria basta estudiar los siguientes casos:
" qicp =ac N\ agcy = ac
" qc; =ac N\ a9Cy = ac
® Q€1 = ac A ag9Co = ac

Pero el anélisis de los dos ultimos casos es andlogo, por lo que en realidad s6lo
se deben estudiar los dos primeros escenarios.

1) ajc; =ac A asco =ac = azcy = aycq = ac
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4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

SALILE

Ahora, mirando

b c v d
a’ d a d
se puede notar que si d = d (en el primer grafo) se llega a una situaciéon
2.a), 0 a un grafo conexo y disconexo escribiendo el mismo mensaje. Luego,

d=d.

De manera similar, ¥’ = b. Para terminar:

b c b c b
® ® T
® o —@ _
d a d a d
2) a1 = ac CLQCQ = ac a303 = CL4C4 = ac
b

ZVLIL
- iZ.Z

Como antes, si se incluye

Se estudian:

v c

se concluye b’ = b, con lo que:



4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

3. |E(Th) N E(Ty)| =0.-

Como fue mencionado en un comienzo, al menos tres arboles escriben el mismo men-
saje, o bien dos pares de ellos lo hacen. En el primer caso, necesariamente dos de
ellos tienen aristas en comun, situacion ya estudiada. Si en la segunda alternativa,
alguno de los pares de arboles comparte aristas también corresponde a lo ya ana-
lizado. Por tanto, se puede suponer, en este ultimo caso, que se tiene dos pares de
arboles, cada uno compuesto por arboles aristas-disjuntos, que escriben un mismo
mensaje. Esto se grafica a continuacion.

b c b c ba C2 by
J : ® I:: :><I
a d @ d a2 dg a2
Primero, notar que as = a, ya que en el primer grafo de cada pareja, el nodo 1 posee
la misma vecindad. Ahora, de

by d by '
axd at J
se extrae que ¢ # ¢'. Si ¢ = ¢ = by = b. Por otro lado, si ¢ = ¢,¢’ = ¢ y luego
b c
e O
i l a’i id’

lo que implica que by = b. Se concluye pues, que en cualquier caso se tiene by = b.
Asi, la situaciéon queda descrita por:

b c b c b C2 p C2
a d a d a dy @ do

Por lo que se deben estudiar cuatro escenarios.

C2
do

a) o =c N dy =d:
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4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

b c b c b c b c
: :>q
I—I : : I:.
a d a d a d a d

De los siguientes grafos:

b c b d b ' /
® —@
a d a d a
se concluye ¢’ = a (del primero). El segundo, por su parte, indica ¢ = ¢,

mientras que el tercero ¢’ = ¢. Toda esta informacion es utilizado en el cuarto,
con lo que @’ = a. Sin embargo, de ser asi:

b c b c
a d a d
c

b c b c b
® O X o O [
Li i% _

a d a d a

da

d o

b) co=c¢c N dgzd

S
o

SS9

De los grafos disconexos que se ilustran en la siguiente figura

b c b c
K‘ w
o @ _
a d a d
se obtiene que el nodo 1 escribe a’ = a. De esta forma, el mensaje del segundo

grafo es abed.
Para continuar, se analizan el siguiente grafo:

b c
! i
al/ d/
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4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

b c b c
a" d a CZ
Comoa’=a=d"=a=d =d= b =b. Entonces,
b c
a d
lo que no puede ser, ya que un grafo no conexo escribe el mismo mensaje.
a’ = a.
Notar que d’ = d, corresponde a un caso tipo 1.a). Luego, d’ = d.

11U

Ahora, los siguientes grafos no-conexos escriben abed y abed respectiva-

mente.
b .\

a a 1
Luego, sin importar el valor que tome b en la siguiente figura, se llega a
una contradiccion.

b c
i o
a d
) cg=c¢ AN dy=d
c c b ¢ b ¢
o
o
a d a d a d a

En este caso se trabaja con
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4.1. Grafos de n = 4 nodos Capitulo 4

Siguiendo con
b
o o

a d a d

Si @’ = a, se reduce a un caso 1.b) = a’ = a.

b c b c
o o O
o i%
a d a d
Pero entonces
b ¢
o
o
a d
d) CQZE N ngCZ
b c b c b c b c
® O X O
Li i% . B
a d a d a d @ d
Se consideran
b c b

a/ d/ a//



4.2. Grafos de n = 5,6, ..., 26 nodos Capitulo 4

1

se puede concluir que cualquiera sea el valor de ¢, se tiene un caso tipo 1.
2) d =a.

A partir de

T

Nuevamente, si d’ = d se tiene una situacién tipo 1, por lo que d’ = d. La
situacion es andloga en el caso b = b. Finalmente,

b d b c

a d a” d
El argumento es el mismo en el caso ¢ = c¢ en el grafo de la izquierda.
Mirando el de la derecha, a” no puede ser a ya que un grafo disconexo

escribe tal mensaje, pero tampoco puede ser a, pues de ser asi, se tendria
un caso ya estudiado.

O

Asi, se ha probado que es imposible decidir CONEXIDAD en grafos de 4 nodos cuando
éstos pueden escribir un mensaje de tan solo un bit.

4.2. Grafos de n = 5,60, ...,26 nodos

Para poder extender el resultado previo a todo n > 4, es decir, que un sélo bit por
nodo no es suficiente para decidir CONEXIDAD, se hace uso del siguiente lema.

Lema 4.2. Si existe un protocolo P tal que decide el problema de CONEXIDADen el modelo
computacional number-in-hand, cuando los nodos pueden escribir tan solo un bit de in-
formacion, para grafos con n > 4 nodos, entonces existe P' que decide el mismo problema
en grafos de 4 nodos.

La demostracion hace uso de la siguiente operacion.

Definicién 4.3. Se define la operacion G x G5 como aquella que dados dos grafos G y
(5, construye un nuevo grafo G como sigue: genera una copia de GG; y una de Ga, y se
conectan mediante dos nodos cualesquiera v € Gy, u € G. La siguiente figura ilustra la
operacion.
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4.2. Grafos de n = 5,6, ..., 26 nodos Capitulo 4

Gl*GQ

Figura 4.2: Operacion *.

Demostracion. -

Sea P un protocolo como el de la hipétesis y G un grafo cualquiera de 4 nodos. Se
define el protocolo P’ como aquel que a partir de G construye G' = G * P,_4 y retorna
P(G"). Es claro que |[V(G')| = n. Ademés, G’ es conexo ssi G lo es. De esta manera,
resulta evidente que P’ decide la conexidad del grafo G.

]

Nota.- El Lema 4.2 sigue siendo valido, y la demostracién es la misma, si es que en
vez de 1 bit, cada nodo puede escribir ¢ bits, donde ¢ > 1 es una constante.

De esta manera, ha sido completamente abarcado el primero de los dos casos que la
formula encontrada en el Capitulo 3 no considera, grafos de tamano pequeno. Se demostro
que tal resultado no aporta informacién para grafos de pocos nodos (n < 27), ya que 1
bit no es suficiente para decidir conexidad en el modelo number-in-hand.
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Capitulo 5

Grafos de grado maximo acotado

La cota inferior para la complejidad de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand,
expuesta en el Capitulo 3, posee dos deficiencias. Una de ellas fue cubierta en el Capitulo
4: el caso en que el grafo G tiene una cantidad de nodos n < 27. En este capitulo se analiza
la segunda. Esto corresponde a estudiar la familia de grafos de grado maximo acotado.

Una adaptacion del Lema 4.2 permite reducir el estudio a grafos G, de grado maximo
2. Haciendo uso de una herramienta muy 1util para acotar inferiormente la complejidad
de problemas en computacion distribuida, denominada complejidad comunicacional, se
prueba que en tal caso la complejidad de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand es
Q(logn).

Por otro lado, es claro que en el caso en que G es un grafo de grado maximo k fijo,
entonces la complejidad del problema de CONEXIDAD es a lo mas klogn. Esto pues, si
cada nodo envia toda su vecindad, es posible reconstruir el grafo completo.

5.1. Complejidad comunicacional

La complejidad comunicacional [2, 15] es una herramienta muy tutil y bastante em-
pleada en el marco de la computacién distribuida, debido a que permite brindar cotas
inferiores para la complejidad de los problemas estudiados.

En ella se dispone de dos jugadores, Alice y Bob, ambos con poder computacional
ilimitado. Cada uno posee su propia entrada, correspondiente a un vector binario n-
dimensional, x e y respectivamente, y ninguno conoce la entrada del otro jugador. Ellos
buscan poder computar el valor de f(z,y), donde la funciéon f: {0,1}" x {0,1}" — {0,1}
es conocida por ambos. Para ello, intercambian bits de informacién mediante un proceso
de comunicacién secuencial, donde en cada paso, un bit es comunicado de un jugador al
otro. A este proceso se le denomina protocolo de comunicaciéon. El costo de un protocolo
corresponde a la minima cantidad de bits necesarios intercambiar en el peor caso.

De manera formal se define como sigue.

Definicién 5.1. Un protocolo de comunicacion de r-rondas para una funcién f es una
secuencia de pares (S1,Ch), (S, Ca), ..., (Sy, Cr), (f1, f2). La variable S; consta de una en-
trada, el patrén de comunicacion de las primeras i — 1 rondas, y una salida en {1,2} que
indica qué jugador envia informacion en la i-ésima ronda. Por su parte C; también consta
de entrada y salida. La primera es la historia de comunicacion mas el input del jugador
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5.2. Grado méximo d = 2 Capitulo 5

activo, mientras que la ultima es el bit que éste comunica a su par en la ¢-ésima ronda.
Finalmente f; y fo, las salidas de cada jugador, deben ser igual a f(z,y).
Asi, la complejidad comunicacional de una funcién f queda definida por

C(f) = Ign%l max{Numero de bits intercambiados en P sobre z,y}
S Y

donde Py es la familia de protocolos que resuelven f.

Una observacion directa es que C(f) < n + 1, donde n es el minimo de los largos
de la codificaciéon de las entradas x e y, pues un protocolo trivial corresponde a que un
jugador envie su entrada completa al segundo, de manera que éste pueda computar f(x,y)
y responder la salida al primero. Sin embargo, la pregunta de interés es: jexiste un mejor
protocolo? Esto es, un protocolo que permita a Alice y Bob conocer f(z,y) intercambiando
menos de n + 1 bits.

Responder a esta pregunta es de gran utilidad cuando se estudian problemas en mode-
los de computacion distribuida, ya que las cotas obtenidas mediante este procedimiento,
inducen una cota para la complejidad de los problemas en el modelo number-in-hand,
mediante una simple reduccion. Un ejemplo de esto se presenta a continuacion.

Ejemplo 5.2. Se define el problema E() como sigue:

1 six=uy;

EQ(z,y) = { 0  sino.

Suponga que se dispone de una red como en el modelo number-in-hand y que se desea saber
si los nodos v; y v,, poseen la misma vecindad. Luego, una cota inferior para la complejidad
de este problema en el modelo number-in-hand es C(EQ)/n. En efecto, sean x,y vectores
indicatrices correspondientes a la vecindades de v, y v,, respectivamente, y considere a x e
y como las entradas de Alice y Bob. Ahora bien, la complejidad comunicacional dice que se
necesitan C'(EQ) bits para poder computar EQ(z,y), por lo que cualquier protocolo en el
modelo number-in-hand capaz de resolver el problema en cuestion requiere que el referee
disponga de al menos C(EQ) bits. Finalmente, para que el referee reciba tal cantidad de
informacién debe existir 1 nodo que envie un mensaje de al menos C(EQ)/n bits.

Adicionalmente, se define la matriz de computo de una funcién f, denotada por M (f),
com sigue.

Definicién 5.3. La matriz de computo de una funcién f, M (f), es una matriz de 2" x 2",
tal que el elemento (z,y) corresponde a f(z,vy).

Nota.- Se escribe un elemento de la matriz mediante el par (x,y) para dar a entender
que las filas se indexan por las entradas de Alice, x, y las columnas por las entradas de
Bob, .

5.2. Grado maximo d = 2

De manera analoga a lo realizado en el Capitulo 4 para analizar el caso de grafos
pequenos, se estudia primero un caso simple, y luego se generaliza. Asi, en este caso se
abarca primero el caso en que el grado maximo es d = 2. Para poder acotar la complejidad
del problema de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand, para esta familia de grafos, se
hace uso de la complejidad comunicacional.
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5.2. Grado méximo d = 2 Capitulo 5

5.2.1. Caso general

Sean Alice y Bob dos sujetos tales que cada uno conoce un grafo completo K, (n par),
cuyos conjuntos de nodos son {uy,...,u,} y {vi,...,v,} respectivamente. Ademds, ambos
disponen de un emparejamiento perfecto en su grafo, M4 y MP respectivamente. En base
a estos emparejamientos se define el siguiente grafo:

Definicién 5.4. Sean K! y K2 dos grafos completos, con n par. Dados dos empareja-
mientos perfectos M#, ME uno de cada grafo, se define el grafo G ma e = (V,E), donde
V = {uy, ..., upn, v1, ..., 0n}, ¥ el conjunto de aristas es £ = MAU MZ U {uv;, Vi € [n]}.

Un ejemplo se muestra en la siguiente figura.

Alice Bob

_ Y,

Figura 5.1: Grafo Gpa ps.

Luego, lo que Alice y Bob desean saber es si el grafo G4 p5 es conexo o no. A este
problema se refiere por CON-AB. Para poder decidir este problema, es necesario que uno
de ellos conozca ambos emparejamientos para tomar la decision. Esto se demuestra en el
siguiente lema.

Lema 5.5. La complejidad comunicacional del problema CON-AB es O(|(M)]).

Nota.- En el enunciado, M corresponde a un emparejamiento perfecto dentro de un
grafo completo K,, (n par), y (M) a su codificacién en binario.

Para ver que la complejidad comunicacional es a lo méas |[(M)|, basta notar que si
Alice envia a Bob su emparejamiento completo, salvo una arista (como se trata de un
emparejamiento perfecto, entonces especificar n/2 — 1 elementos es suficiente para que
éste resulte inicamente definido), Bob es capaz de decidir el problema. Posteriormente él
envia la respuesta a Alice y el protocolo finaliza.

Lo interesante, es mostrar la cota inferior. Para ello, se hace uso de dos lemas. El
primero, un resultado clasico de complejidad comunicacional. El segundo por otro lado,
prueba que para todo par de emparejamientos de Alice, M y M3, existe un empareja-
miento de Bob, M5B, tal que Gpa s es no conexo y Gga ys st lo es. Asi, para poder
saber si G4 p8 es conexo, es necesario que uno de ellos envie una funcién inyectiva de
los emparejamientos al otro.
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5.2. Grado méximo d = 2 Capitulo 5

Lema 5.6. [2] Sea f : {0,1}" x {0,1}" — {0,1} tal que todas las filas de M(f) son
distintas. Entonces, C(f) > logn.

Lema 5.7. Para todo par de emparejamientos de Alice M{* y M3', existe un empareja-
miento de Bob, MP, de manera que Gypayn s no conezo y Gya yp st lo es.

Demostracion. -

Sean Mj', M3' dos emparejamientos distintos de Alice. Sea, ademas, e* = wu; €
M N M3, es decir, una arista que se encuentre en sélo uno ellos (existe pues M;' # M3b).
Lo primero que se debe notar es que si v;u; € MP, un emparejamiento de Bob, entonces
Gpanp serd no conexo, cualesquiera sean el resto de las aristas de M B Asi, basta con
demostrar la existencia de un emparejamiento de Bob que conteniendo la arista v;v; haga
conexo el grafo G := Gya ys para concluir.

En lo que sigue, un tal M® es construido. Para esto, se reordenan los nodos de Alice
de acuerdo a la permutaciéon 7. Esta es la permutacion que deja en las primeras posiciones
a los nodos u; con su vecino en Mj' (u;), seguidos por u; con su vecino Mz (u;/). Luego,
contintian el resto de los nodos emparejados de acuerdo a las aristas de M3'. Un ejemplo
de esto se ilustra en la Figura 5.2.

Alice Alice 2

Figura 5.2: Permutacion .

Con este nuevo orden 7(u), resulta ficil encontrar un emparejamiento de Bob que
haga conexo al grafo. En efecto, si dos nodos consecutivos del nuevo orden, llamense
Ur (1), Ur(l)+1, NO estan conectado mediante una arista del emparejamiento de Alice, es
decir, Ur@)Ur@)41 ¢ M{l, entonces se agregan sus correspondientes en el grafo de Bob al
emparejamiento, esto es, vrq)Urip)+1 € MB. Esto se cumple para todo 4 < | < n — 1.
Adicionalmente, se deben agregan las aristas v;v; y v,v; al emparejamiento, donde 7’ es el
indice del vecino de u; en M3'. La Figura 5.3 ejemplifica una situacién final.

De esta forma, se ha encontrado un emparejamiento de Bob, M2, tal que G MAMB €S
no conexo, y Gy silo es.

]
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5.2. Grado méximo d = 2 Capitulo 5

Alice Bob

Figura 5.3: Configuracién final.

Sea f la funcion caracteristica del problema CON-AB. El Lema 5.7 permite concluir
que todas las filas de la matriz de computo M (f) de f son distintas. En efecto, para todo
par de filas (emparejamientos de Alice M7, Mj'), existe una columna (emparejamiento de
Bob M?) que las distingue (hace conexo a G maA s Y 1o conexo a Gya ys). Finalmente,
complementando este resultado con el Lema 5.6, se concluye como corolario el Lema 5.5.

Para poder entender el alcance de éste, es necesario precisar cuanta es la informacion
necesaria comunicar, es decir, |(M)|. E. Hynds y M. Cole dan una respuesta a esto, ya que
ellos estudian la cantidad de emparejamientos perfecto que posee K, [11]. Tal cantidad,
denotada por ||M||, estd dada por la expresion:

n/2

M|l =][ei-1 (5.1)

i=1

es decir, es el producto de los impares menores a n (par). Ademaés, [(M)| = log||M]|].
Luego, para poder decidir el problema de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand, el
referee debe disponer de Q(nlogn) bits de informacién, pues [(M)| = Q(nlogn). Por lo
tanto, existe un nodo cuyo largo de mensaje es Q(logn).

Teorema 5.8. La complejidad del problema de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand,
restringido a grafos de grado mdaximo 2, es Q(logn).

]

Ahora bien, se ha demostrado asi, que para decidir el problema de CONEXIDAD, res-

tringido a la familia de grafos de grado maximo 2, existe un nodo que debe escribir en
la pizarra un mensaje de largo al menos 3 := {log <H:L:/?<21 — 1)>-‘ /n bits. Luego, es de

interés conocer el valor de
a=p/n (5.2)
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5.2. Grado maximo d = 2 Capitulo 5

esto es, cuantas veces logn debe ser el tamafio del mensaje més largo escrito en la pizarra.

Para esto, en la Figura 5.4 se grafica el valor de «, en funciéon de n = 4k. Si bien el
resultado de esta seccion permite concluir una cota inferior para el problema de CONEXI-
DAD para todo grafo de grado maximo 2, el procedimiento realizado es valido para grafos
de tamano n = 4k. Esto pues, cada jugador, Alice y Bob, dispone de un K, con n’ par.
Asi, el grafo completo, G4 p5, estd compuesto por 2n' = 4k nodos.

Constante o
045 T T T T

04t =

035 | —

03k B

015 H —

01 H B

0.05H B

1 1 1 1
0 200 400 G00 g00 1000
n

Figura 5.4: a v/s n.
Por otro lado, es directo que si cada nodo escribe un mensaje de largo 2logn bits (la

codificacion propia y de sus dos vecinos), se puede reconstruir el grafo, y por tanto, decidir
si es conexo o no. De esta forma se debe tener que o < 2, donde « es el definido en 5.2.

5.2.2. Caso particular

Para poder entender el alcance del Teorema 5.8, refiriéndose por esto al comporta-
miento de la cota en el caso n # 4k, se estudia la separacién de dos familias particulares
de grafos, ambas de grado maximo 2, pero con n = 6 nodos. Las familias son:

Fi1 ={G | G esté formado por 2 tridngulos} y F5 = {G | G es un anillo de 6 nodos}

(ver Figura 5.5). Es claro que si el tamano de los mensajes es 2[logn| = 6, entonces es
facil distinguir ambas clases. Mas atn, en tal caso es posible reconstruir el grafo G por
completo.

En esta seccion se presenta un protocolo P, en el que cada nodo escribe un mensaje
de 2 bits, que permite separar estas dos familias en una sola ronda [25].

Protocolo P: Dos bits - una ronda

El protocolo se basa en el hecho que G = (V, E) es un grafo simple (sin buckles),
V| =6,y da(v) =2, YvoeV.

36



5.2. Grado méximo d = 2 Capitulo 5

VAN
N

Figura 5.5: Cg v/s C3 — Cs.

Primero se debe notar que cada nodo posee 2 vecinos, dentro de 5 posibles. Luego,
quienes se conecten con el nodo v*; ID(v*) = 6, pueden identificar al otro vecino que
poseen con 2 bits, ya que sélo restan 4 posibilidades. Algo similar ocurre con v*, quien
puede identificar a su vecino con mayor I D (no puede ser el nodo v tal que ID(v) = 1).
Asi, estos tres nodos bastan para decidir el problema en este caso particular. Si los dos
vecinos de v*, son vecinos entre ellos, entonces se trata de un grafo compuesto por dos
triangulos. En caso contrario es un ciclo de largo 6.

Un protocolo P que realiza lo previamente descrito se presenta a continuacion.

Algoritmo 1 Pseudo-codigo P

Entrada: {ID(v)}ev.
Salida: Decidir si G posee tridngulo o no.

for v €V do
if ID(v) == 6 then
return (ID(v*)), donde v* = méx ID(u)

u€eN (v)
else if 6 ¢ {ID(u)lu € N(v)} then
return 00
else
return (ID(v*)), donde v* = Ierjl\;?)]D(u)
end if
end for

Nota.- (ID(v)) denota la codificacién binaria del identificador del nodo v.

Correctitud de P

Sea G un grafo compuesto por dos tridngulos disjuntos T} y T5. Sin pérdida de ge-
neralidad, v* € Tj. Luego, m(u) = 00, Yu € T,. Sea Ty = ujugv*. Asi, u; envia la
codificacion del ID de wuy y viceversa, i.e., m(u;) = (ID(ug)), m(uz) = (ID(uy)). Si
(ID(u;)) # 00, i = 1,2, la correctitud del algoritmo sigue de manera directa.

Se supone pues, que I D(uy) > ID(us),y (ID(uz)) = 00. En tal caso, m(uy) = m(v*) =
(ID(uy)), permitiendo identificar de esta manera la vecindad completa de u;. Ademas,
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5.3. Grado maximo k fijo Capitulo 5

m(ug) # 00 = ugv* € E(G). Se concluye que ugv* € E(G), ujuy € E(G) and ujv* €
E(G), i.e., G es la union de dos tridngulos.

5.3. Grado maximo k fijo

Para poder generalizar al caso de un grado maximo acotado fijo & > 2, se hara uso de
una operacién G * Go (ver definicién 4.3).

Lema 5.9. Suponga que existe un protocolo P tal que decide el problema de CONEXIDAD
en el modelo computacional number-in-hand, cuando los nodos pueden escribir O(f(n))
bits, para grafos de grafo mdximo k > 2, y f(n) = O(n® polylog n). Entonces, existe un
protocolo P’, del mismo orden, que decide el mismo problema en grafos de grado mdximo
2.

Demostracion. -

Sea P un protocolo como el de la hipdtesis, y G un grafo de n nodos y grado maximo
2. Sea ademés, G' = G x Ky_1. Asi, [V(G')] = n+ k — 1. Ahora, para asegurarse que el
grado maximo de G’ sea k, se debe modificar levemente la operacién *; el nodo escogido
en GG es cualquiera, pero dentro de los tienen grado 2. Es directo que G es conexo ssi G’
lo es.

Luego, se define el protocolo P’ como aquel que dado un grafo G, construye G’, y
da como respuesta, la salida que obtiene tras correr P(G’). De esta manera, P’ decide el
problema de CONEXIDAD en grafos cuyo grado méximo es 2. Este protocolo es de orden

O(f(n+k—1)) = O(f(n)). =

Corolario 5.10. La complejidad del problema de CONEXIDAD en el modelo number-in-
hand es Q(logn) cuando se restringe a la clase de grafos de grado mdximo acotado.

]

Este resultado muestra que, en realidad, la cota que se obtiene en el Capitulo 3 no
es ajustada para esta clase de grafos. Se obtiene asi, el orden preciso del problema de
CONEXIDAD para la familia de grafos de grado méximo acotado: ©(logn).
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

La presente memoria se ha enfocado en el estudio de la complejidad del problema
CONEXIDAD, es decir, decidir si un grafo GG es conexo o no, en el marco de la computacién
distribuida, en particular, en el modelo computacional number-in-hand.

El anélisis del problema en el caso general, es decir, en el caso de un grafo G arbitrario,
permite concluir que la complejidad de CONEXIDAD en el modelo number-in-hand es al
menos logn — (loglogn + 1+ logn/n).

Esta cota, sin embargo, posee dos debilidades. En primer lugar, carece de sentido para
grafos de n < 27 nodos, pues en tales casos sefiala que el largo de mensaje de los nodos es
al menos < 1. En segundo lugar, para obtener la cota se emplea una reduccion que genera
un grafo de grado no acotado.

Restringiendo el estudio a estos ambos casos, se encuentran mejores cotas en ambas
situaciones. Para grafos pequenos (n < 27) se demuestra que 1 bit no es suficiente para
decidir CONEXIDAD en el modelo number-in-hand. Por otro lado, para la familia de grafos
de grado acotado se muestra que la complejidad de CONEXIDAD es O(logn).

Como trabajo futuro se plantea encontrar protocolos eficientes para resolver el proble-
ma CONEXIDAD en el caso general. Se sabe que si el grafo G es de grado maximo acotado
k, entonces klogn bits por nodo son suficientes para decidir el problema. Sin embargo,
en el caso general no se conoce una mejor cota superior que n logn (proveniente de enviar
la vecindad completa). Por otro lado, es necesario verificar si la cota inferior expuesta es
ajustada en el caso general. En caso que no lo sea, una tarea futura es mejorarla.

Adicionalmente, un aporte seria estudiar el problema de CONEXIDAD, en el modelo
number-in-hand, incorporando un factor aleatorio al andlisis. Si bien los resultados de
Ahn et al. [I] pueden ser adaptados a éste modelo, el hecho de que su trabajo no se
enfoque en el modelo number-in-hand permite pensar que puede existir una cota mas
ajustada.
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