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Resumen

En la actualidad, los acumuladores de ion-litio han tomado fuerza como dispositivos de
almacenamiento de energia. Su menor peso para acumular la misma cantidad de energia que otros sistemas de
este tipo y su estabilidad en cuanto a seguridad se refiere, son las principales caracteristicas que le entregan una
fuerte ventaja competitiva.

Sin embargo, un problema importante que presenta el uso de este tipo de dispositivos tiene relacion
con la capacidad de predecir el fin de la vida atil de los mismos. En algunas aplicaciones especificas, como los
vehiculos aéreos no tripulados, resulta critico contar con una buena estimacion de este parametro, debido al
costo que conlleva el reemplazo de estas baterias y las graves consecuencias que puede traer una sobre-
estimacion de la vida Util remanente. La prediccion de este parametro se ve dificultada con la aparicion de
fenémenos de auto-regeneracion espontanea que sufre el estado de salud de las baterias de ion-litio, lo cual
afecta la tendencia de su degradacion y puede conducir a errores considerables en la prediccién de la vida util
remanente. Es posible atenuar el impacto que estos fenémenos pueden tener sobre algoritmos de estimacién o
prondstico si son detectados y aislados correctamente, permitiendo que los algoritmos de prediccién consideren
Unicamente la informacion que representa la tendencia de degradacion de la capacidad de la bateria.

El presente trabajo busca desarrollar métodos de deteccion de anomalias que permitan abordar el
problema de incertidumbre causada por el fendmeno de regeneracién mencionado; implementando modulos
que utilicen métodos de deteccién en conjunto con algoritmos de filtro de particulas en su version clasica y su
version sensible al riesgo. Dichos métodos deben ser capaces de identificar si un aumento en la capacidad de la
bateria se debe a un fendmeno de auto-regeneracion o simplemente a la variacion intrinseca al ruido de
medicidn.

La investigacion realizada compara cuatro métodos de deteccion que caracterizan empiricamente al
estimador de la “funcion de densidad de probabilidad” del estado de salud del acumulador, determinando su
desempefio en términos de errores de tipo | y Il, precision, exactitud y sus efectos en el sesgo de las
estimaciones. Un método desarrollado consiste en la construcciéon de un test de hip6tesis, mientras que otras
tres metodologias utilizadas estan basadas en medida de teoria de la informacion y que consisten en la medida
de entropia, diferencia de entropia y el método de divergencia de Kullback-Leibler.

Los resultados de este estudio reflejan que los métodos basados en medidas de teoria de la informacion
presentan resultados similares. Sin embargo, la metodologia de medicion de entropia presenta un mejor
desempefio comparativo en la zona de menor tasa de falsos positivos, la cual corresponde a la zona de mayor
interés si se pretende no subestimar el estado de salud de la bateria.

No obstante, el método de test de hipdtesis, presenta un desempefio marcadamente superior a los
métodos de teoria de la informacion desarrollados, logrando una mayor tasa de deteccion para cualquier caso.
Siendo consistente con el criterio de evitar la subestimacion, se prefiere utilizar este método con el algoritmo de
filtro de particulas clasico.

Como linea de desarrollo futuro, se propone disefiar un método de test de hipotesis alternativas
(Neyman-Pearson), para caracterizar asi la funcién de probabilidad de las regeneraciones.
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Capitulo 1:  Introduccion

1.1 Motivacion

El desarrollo de dispositivos de almacenamiento de energia optimos (ESDs, del inglés
Energy Storage Devices) ha sido un tema de estudio en las principales comunidades cientificas de
todo el mundo. Esta es s6lo una consecuencia del crecimiento exponencial mostrado por la
industria de los vehiculos eléctricos/hibridos y dispositivos electrénicos que requieren ESDs.
Independientemente de la finalidad principal de un ESD, es esencial que los sistemas de gestion
de baterias sean capaces de determinar de una manera confiable el estado-de-salud (SOH, del
inglés State-of-Health) de la misma; medida que estd asociada a la degradacion que ha sufrido
una bateria a lo largo de su vida. Esta tarea s6lo puede ser llevada a cabo a través de algoritmos
precisos de estimacion que permitan la incorporacién de mediciones reales en linea del proceso y
variables ambientales para determinar la cantidad de ciclos de carga restantes. Los algoritmos de
estimacién en linea -mas especificamente métodos secuenciales de Monte Carlo, también
conocido como filtro de particulas (PF, del inglés Particle Filter) - son especialmente adecuados
para resolver el problema previamente mencionado, debido a su capacidad para combinar la
informacion disponible de las medidas del sistema y modelos analiticos/empiricos. Sin embargo,
algunos ESDs sufren de regeneraciones repentinas, momentaneas, y en ocasiones considerables
de la capacidad de la ESD. Estos cambios, relacionados con aspectos fisicoquimicos vy
condiciones de carga/temperatura durante los ciclos de carga y descarga, son particularmente
importantes en el caso de las baterias de ion-litio, ya que a menudo altera la tendencia de la curva
de prediccion del SOH, afectando el desempefio de los mddulos de estimacién y pronéstico
basados en algoritmos bayesianos [1]. En esto radica la importancia de considerar un mddulo de
deteccidn de estos fendmenos de regeneracion del SOH, el cual permita aislarlos correctamente
en el modelado del SOH.

Esta memoria presenta una solucion al problema antes mencionado, donde se proporciona
métodos utilizados para detectar y aislar el efecto de los fenébmenos de auto-recarga a través de
distintas técnicas. Los modulos de deteccién de anomalias se basan en una combinacion de
estimadores de estado basados en PF y medidas de teoria de la informacion que permiten la
deteccidn de eventos extrafios dentro de la evolucion del proceso de degradacion de la bateria
bajo andlisis. Los criterios de seleccion para el mejor modulo de deteccion, se basa en el
desempefio obtenido al comparar el error de tipo | frente al error de tipo I, teniendo en cuenta el
impacto que tienen sobre la estimacion de SOH en el sentido del error cuadratico medio (MSE,
del inglés Mean Squared Error).



1.2 Objetivos

1.2.1 General

e Desarrollar algoritmos de deteccion de anomalias, en este caso regeneraciones
espontaneas en la capacidad del estado de salud de las baterias de ion-litio, con el fin de
aislarlas apropiadamente y disminuir su impacto en la prediccion del final de su vida
atil remanente.

1.2.2 Especificos

e Implementar médulos de deteccion de dichas anomalias basados en medidas de teoria
de la informacién: Entropia y Divergencia de Kullback-Leibler.

e Analizar estos mddulo en el sentido de error de tipo I y error de tipo Il al momento de
detectar y como afectan al MSE de las estimaciones.

e Comparar los modulos de deteccion utilizados segun los criterios de desempefio como
precision, exactitud y MSE.



Capitulo 2:  Marco Teorico

2.1 Acumulador Reversible

Un acumulador reversible o bateria consiste en un reservorio capaz de entregar energia
eléctrica a un circuito exterior a expensas de la energia quimica almacenada en las sustancias
activas que existen en su interior y viceversa si se le suministra energia eléctrica procedente de un
sistema de cargadores de corriente continua.

En todo acumulador existe un circuito interior y exterior. El circuito interior esta
compuesto por sustancias quimicamente activas que forman el polo negativo, el electrolito y el
polo positivo.

Por otro lado, el circuito eléctrico exterior es conformado por las estructuras conductoras
que soportan y contienen el material activo de los polos, los bornes de conexién eléctrica al
circuito exterior, el cableado y la resistencia de carga que en la practica corresponde al consumo.

NG

Resistencia de carga Rc

Circuito eléctrico exterior

Circuito eléctrico interior

Anodo (polo neg

Catodo (polo positivo)

Electrolito

/

negativos

Figura 1: Elementos de un acumulador reversible

El electrolito corresponde a una solucién de algin acido, hidréxido o sal, cuyas moléculas
al disociarse generan iones positivos y negativos que pueden moverse libremente en el electrolito.
Generalmente el solvente de la solucion es agua, cuyas moléculas practicamente no se ionizan.
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Al aplicar un campo eléctrico, los iones se mueven a favor o en contra del campo
dependiendo de su polaridad, estableciéndose una corriente eléctrica. Sin embargo, dichos iones
presentan una cierta resistencia, ya que estos al moverse colisionan con las moléculas del
solvente y entre si, transfiriendo energia cinética y provocando que el electrolito se caliente.

La sustancia del polo negativo es generalmente un metal puro susceptible de combinarse
con la sustancia activa del electrolito para formar sales, hidroxidos u otros compuestos que se
caracterizan por tener menor nivel energético que las sustancias originales. De esta forma, los
atomos de la superficie de contacto se ionizan, formando iones positivos que se orientaran en el
sentido necesario para combinarse con los iones negativos del electrolito, formando una barrera
de potencial en la superficie de contacto del tipo np.

Del mismo modo, la sustancia activa del polo positivo puede ser un metal, algin éxido u
otra sustancia, cuyas moléculas también pueden combinarse con las sustancias del electrolito y
formar compuestos de menor nivel energético y creando iones negativos extrayendo electrones de
valencia provenientes del circuito exterior. De esta forma los iones negativos se orientan con los
iones positivos del electrolito, formando otra barrera de potencial pero de signo contrario.

B | OO~ [8eg8
= @O®®QQ ' e
Y TOOOO 8

Figura 2: Barreras de potencial i6nica en polos del acumulador

Es posible observar que las barreras de potencial generadas impiden que las reacciones
quimicas se produzcan. Para que estas se puedan realizar, es necesario incorporar el circuito
eléctrico exterior que permita que los electrones de valencia viajen desde el polo negativo hacia
el polo positivo. Considerando que los electrones se encuentran en la cumbre de la barrera de
potencial y que deben “caer” al valle del polo positivo, es necesario que se transfiera energia en
el proceso, lo que se materializa a través de la resistencia de carga.

El campo eléctrico creado determina a su vez el potencial electroquimico de cada a&tomo o
radical ionizado. Su suma algebraica se manifiesta como una tension eléctrica, conocida como
tension electroquimica.



2.2 Tipos de Acumuladores

En la actualidad, los acumuladores reversibles que mas se ocupan en equipos eléctricos de
potencia y en telecomunicaciones son el acumulador de plomo-4cido, el acumulador de niquel-
cadmio y el acumulador de ion-litio.

2.2.1 Acumulador de Plomo-Acido (Acumulador Planté)

Tabla 1: Componentes y caracteristicas del acumulador de plomo-acido

Sustancia activa del polo negativo Pb

Sustancia activa del polo positivo PbO,

Electrolito H,(S0,) disuelto en H,0
Tension electroquimica 2,046 [V]

Densidad energética 30 [W/kg]

Los acumuladores de plomo-acido corresponden a las baterias mas usadas en la industria
y las que cominmente se encuentra en un vehiculo. Son los acumuladores mas econémicos; sin
embargo, son pesadas, contaminantes y tienen una tasa de autodescarga de aproximadamente un
30%.

2.2.2 Acumulador de Niquel-Cadmio

Las caracteristicas y propiedades electroquimicas de este acumulador fueron descubiertas
en Suecia por el Dr. Waldemar Junger y simultaneamente en Estados Unidos por Tomas Edison.

Tabla 2: Componentes y caracteristicas del acumulador de niquel-cadmio

Sustancia activa del polo negativo cd

Sustancia activa del polo positivo NiO(OH)

Electrolito K(OH) disuelto en H,0
Tensidn electroquimica 1,3[V]

Densidad energética 80 [W/kg]

Actualmente, estos acumuladores han sido reemplazados por acumuladores de niquel e
hidruro metalico (Ni-MH) debido a que el Cadmio es un elemento muy contaminante y a su
reducido “efecto memoria”. Este efecto consiste en la reduccion de la capacidad de la bateria
producida en el proceso de carga (sin haberla descargado completamente), lo que implica la
formacion de cristales en su interior.

Estos acumuladores no poseen un uso masivo como las anteriores y es solo preferida por
algunos fabricantes norteamericanos. Presentan problemas de sobrecalentamiento en el proceso
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de carga y también si se utilizan por un tiempo prolongado. Se deterioran a temperaturas
extremadamente bajas y poseen una tasa de autodescarga de aproximadamente un 20%.

2.2.3 Acumulador de lon-L.itio

Tabla 3: Componentes y caracteristicas del acumulador de ion-litio

Sustancia activa del polo negativo Li,C

Sustancia activa del polo positivo CoO0,

Electrolito Li(PFy) litio disuelto en solvente organico
Tension electroquimica 1,3 [V]

Densidad energética 115 [W/kg]

Deducido a través de su densidad energética, es posible decir que estas baterias son mas
pequefias y pesan menos que otras baterias con igual carga eléctrica. No presentan “efecto
memoria”, su tasa de autodescarga es menor al 5% y la descarga es lineal, por lo que es mas facil
conocer la tension real de la bateria y no necesita de circuitos reguladores.

Presentan una larga vida atil en vehiculos comparadas con las baterias de plomo-acido, ya
que estas Ultimas sus placas se sulfatan en el proceso de descarga; pudiendo desprenderse luego
con vibraciones mecénicas.

Sin embargo, su costo es elevado (aunque tendiente a la baja); en condiciones de
temperatura extremadamente bajas tienen menor rendimiento que las baterias de Ni-Cd y las
baterias de Ni-MH; ademas de presentar peligro de explosion en presencia de fuego y en
condiciones de sobrecorrientes por lo que es necesario el uso de controladores.

Actualmente se estan realizando investigaciones en baterias de litio empleando otras
sustancias activas, estas corresponden a las baterias de litio de polimero (Li Po) y las baterias de
litio ferroso (Li Fe) que no presentan el riesgo de explosion, tienen una menor tasa de auto
descarga y mayor vida util.

2.3 Prediccién del Fin de Vida Util en Baterias de lon-Litio

Debido a su estabilidad en términos de seguridad, las baterias de iones de litio estan
reemplazando otras baterias, como las de plata-6xido y pilas alcalinas. Estas son utilizadas
comunmente en dispositivos de uso cotidiano como son los aparatos electronicos portatiles que
requieren baterias que necesitan ser recargadas muchas veces, incluyendo iPods, teléfonos
celulares, computadoras, laptops, relojes y camaras digitales, donde la prediccion del fin de la
vida util (EOL, del inglés End-of-Life) puede no presentar un problema de mayor importancia.



Sin embargo, estas baterias también se utilizan en otras aplicaciones, en que es dificil,
costoso o incluso imposible de recargar o reemplazar, como por ejemplo en vehiculos hibridos o
eléctricos, equipos militares, vehiculos aéreos no tripulados (UAV, del inglés Unmanned Aerial
Vehicles) y marcapasos cardiacos, donde la prediccion del EOL resulta critica debido a las
consecuencias tanto fisicas como econdmicas que pueden resultar debido a una mala prediccion
de dicho parametro.

La Figura 3 muestra la prediccion del SOH de una bateria (linea punteada) y un intervalo
de confianza correspondiente del 95% (lineas mas delgadas). Esto demuestra que las
regeneraciones del SOH en las baterias de ion-litio, pueden variar la tendencia de la degradacion
de la capacidad de las baterias, aumentando la varianza en los datos utilizados como
entrenamiento para la prediccion del EOL. Esto termina por afectar la esperanza de esta
prediccion y entrega un intervalo de confianza més amplio, lo que conlleva una mayor
incertidumbre sobre la vida util restante de la bateria.

Prediccion del EOL
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Figura 3: Prediccion del fin de la vida util de una bateria de ion-litio

La motivacion del actual trabajo investigacion consiste en reducir dicha incertidumbre.
Para ello, resulta importante contar con métodos eficientes para la deteccion vy aislacion de los
fendmenos de regeneracion que se presentan momentaneamente en el SOH de las baterias, que
permita excluir estos eventos de la caracterizacion de la tendencia de degradacion y asi se logre
obtener una mejor estimacion para el EOL.



Las técnicas empleadas en el presente trabajo para el proceso de observacion y estimacién
de estados corresponden a procesos de Inferencia Bayesiana y de Integracion de Monte Carlo.
Estas son utilizadas ampliamente debido a su gran campo de aplicacion y su facilidad de
implementacidn, que se explican detalladamente a continuacion.

2.4 Inferencia Bayesiana e Integracion de Monte Carlo

Distintas disciplinas cientificas involucran el uso de un conjunto de observaciones para
estimar cantidades desconocidas. En el caso particular de este trabajo de investigacion, se cuenta
con un proceso donde las observaciones corresponden a la tasa de degradacion de la capacidad
[Ahr] del ESD, y la variable que se pretende estimar es el estado-de-salud (SOH) del acumulador.
Desde el punto de vista Bayesiano, el conocimiento disponible del sistema en estudio se puede
utilizar para formular distribuciones a priori de la evolucion de las cantidades desconocidas, y
funciones de verosimilitud para relacionar éstas con las observaciones. En este contexto, la
inferencia sobre las variables latentes del sistema se basa en la distribucion a posteriori obtenida
mediante el Teorema de Bayes. Adicionalmente, para realizar estimaciones en linea es necesario
actualizar esta distribucion a posteriori en forma secuencial cada vez que nuevas observaciones
son recibidas.

Si las relaciones que definen los procesos de observacion y transicion de estado estan
dadas por un modelo de espacio-estado lineal y Gaussiano, es posible derivar una expresion
analitica Optima para la evolucion de las distribuciones a posteriori; esta expresion es el bien
conocido filtro de Kalman [2]. Sin embargo, los procesos reales son en general bastante
complejos como para ser descritos por este tipo de relaciones, puesto que generalmente
involucran no-linealidades, ruidos multiplicativos, no Gaussianos, y alta dimensionalidad; en
donde consecuentemente la sucesion de densidades a posteriori a estimar son integrales
multidimensionales con argumentos no-lineales que no tienen forma explicita para el caso
general. Este problema es conocido por distintos nombres dependiendo del area en que se
presente, entre los que se encuentran filtrado Bayesiano, filtrado 6ptimo no-lineal, filtrado
estocastico, e inferencia en linea [3]-[4].

Entre las técnicas utilizadas para resolver el problema del filtrado Bayesiano, una que ha
captado la atencion de la comunidad cientifica por su facilidad de implementacion, y su amplio
campo de aplicacion, es el filtro de particulas. Este método es capaz de aproximar una secuencia
de medidas de probabilidad de dimension creciente mediante un conjunto de muestras
ponderadas del espacio de estado, las que evolucionan en base al conocimiento previo del sistema
y a las observaciones obtenidas del proceso. PF ha mostrado ser una alternativa superior al filtro
extendido de Kalman (EKF, del inglés Extended Kalman Filter) y al filtro unscented de Kalman
(UKF, del inglés Unscented Kalman Filter) para sistemas no-lineales y no-Gaussianos, en el
sentido de que con suficientes muestras, aproximan la estimacion Optima del problema
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Bayesiano, de forma mas exacta [5], [15]-[18]. Una ventaja de PF es que sus propiedades de
convergencia no dependen de la naturaleza del modelo subyacente del esquema de estimacion,
pudiendo incorporar no-linealidades y procesos de innovacion de diversas distribuciones. Las
aplicaciones de PF estan presentes en mdltiples disciplinas, como seguimiento de trayectorias
[15], deteccion de fallas [5], prondstico de eventos catastréficos [6], econometria [19], y en
particular, en el desarrollo de este documento en la determinacién de la vida util de los ESDs.

En lo que sigue de este capitulo se presenta el problema de estimacion de estado desde el
punto de vista Bayesiano y su solucion éptima, para luego presentar una estructura basada en PF
que aproxima dicha solucién. Los fundamentos tedricos entregados en esta etapa, permiten la
implementacién de un algoritmo de filtrado que tiene como finalidad entregar las condiciones
iniciales al mddulo de pronostico del SOH.

2.4.1 Inferencia Bayesiana

El filtrado Bayesiano esta definido como el proceso de usar observaciones ruidosas para
estimar la densidad de probabilidad a posteriori del estado de un sistema dinamico no-lineal y no
necesariamente Gaussiano [4], [16]. Ademas, dependiendo del conjunto de observaciones que se
utilicen para la estimacién, surgen también los conceptos de prediccion y suavizado [17]. En
vista de que la gran mayoria de los sistemas de interés considera observaciones secuenciales, en
lo que sigue de este trabajo se pondra énfasis en los sistemas de tiempo discreto.

El enfoque Bayesiano asume que la evolucion de los estados del sistema en el tiempo
puede ser descrita por un proceso de Markov, es decir:

Xpa1|Xn ~ Dxypq|xk (x]x) (2.2)
Vielxx ~ Pyy|xk lxx) (2.3)

donde al instante k, x; € X es el estado del sistema, e y; € Y es el proceso observado.

Un caso particular de esta estructura son los sistemas factibles de ser representados a
través de un conjunto de ecuaciones de diferencia no-lineales de evolucion de estado y
observacién, respectivamente:



Xi+1 = fre O, i) (2.4)
Yie = hie (X, v ) (2.5)

donde
fi():R™ x R — R™
h, ():R™ x R™ — R™

son funciones no-lineales, {wy}kerr Y {Vk}ren SON secuencias de variables aleatorias (VA)
independientes e idénticamente distribuidas (iid), llamadas ruido de proceso y ruido de
observacion respectivamente, n,, n,,, n,, y n, son respectivamente las dimensiones de x, yy,

Y V.

Ademas de la distribucion a posteriori p(xg.x|y1.x), €S de interés estimar recursivamente
cantidades relacionadas a ésta, tales como la densidad de filtrado p(xy|yi.x), la densidad de
prediccion p(x;|v1.k), T > k, Yy las esperanzas:

I(¢)) = Ep(xO:k|y1:k) [¢(x0:k)] = f(k ¢(x0:k)p(x0:k|y1:k)dx0:k (26)

X +1)

para alguna funcion de interés ¢: y**1 — R™#, integrable con respecto a p(xg.|y1.x). Estas
esperanzas permiten representar —al menos— todos los momentos del proceso {x; }xey Mediante el
uso de determinadas funciones ¢ (+).

Con el fin de resolver el problema de estimacion de estas cantidades, considérese que la
ecuacion de transicion de estado (2.2) define la densidad a priori del proceso {x;}ren, Mientras
que la ecuacién de observacion (2.3) define la funcién de verosimilitud, esto es:

k
pCa) = pC) | [p(yloa) @7)
j=1
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k
POl = | [p(l) 28)
j=1

En el contexto Bayesiano, la inferencia {x;},ey dado un conjunto de observaciones
{vi}ken, Se puede expresar mediante la distribucion a posteriori

p(ylzk |x1:k)p(x1:k)

P(V1:x) @9)

p(xlzk |y1:k) =

donde:

P(Y1k) = j

kp(xlzklyl:k)dxlzk (2.10)
X

En aplicaciones que consideran la disponibilidad de observaciones en forma secuencial,
es de interés contar con una relacion recursiva para la densidad a posteriori (2.9), esta
relacion puede ser obtenida mediante el Teorema de Bayes de la forma:

p(xlzklyl:k) = P()’l:klxl:k)%

P (X110 Vi |k
PV1k-)P Vil Y1:k-1)

= p(Y1:k-11x1:)
(2.11)

P (Vkclxi)

=pXyxlyrp—1) ————=
PRI ket )

P (X | Xk—1)P Vi |xk)
P (VklY1:k-1)

= p(X1:k-1ly1:6-1)

donde:
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PVielyik-1) = f

ZP(Yk |2 )D (e |26k - 1) P (k=1 | Y1:k—1) dXpe -1 (2.12)
x

Otro resultado importante es la forma recursiva para la densidad marginal p(x|yi.x),
pues en general interesa estimar el estado actual y no todo el camino recorrido por éste. Esta
relacion es derivada mediante dos etapas, prediccion y actualizacion. La primera de éstas consiste
en estimar p(xg.x|Y1.k—1) suponiendo p(xy.x—1|V1.xk—1) conocida, lo cual es posible considerando
la densidad de transicion de estado p(xj|x;—,) dada por (2.4), y la relacion de Chapman-
Kolmogorov. De esta forma es posible expresar p(xj|y1.x—1) COMO:

P(Xk|Y1k-1) = jp(xk|xk—1)p(xk—1Iyl:k—l)dxk—l (2.13)
X

Notar que en (2.13) se asumio que p(xg|xo.x—1, Vi:k—1) = P(Xx|Xk-1), ya que (2.4) y las
estadisticas de {wy }xey definen en forma Unica a {x; },ey cOMoO un proceso de Markov de primer
orden.

Por otro lado, la etapa de actualizacion consiste en incorporar la informacion recibida para
mejorar la estimacion de x; realizada en la etapa de prediccion. En este sentido, evaluando la
densidad de observacion p(y|x,) —obtenida de (2.4) — en la muestra y, y utilizando el Teorema
de Bayes, se tiene:

POk | y1:00) =p(y1=k|xk)%

p(xx)
Pk |y1-1)PY1:k-1)

= pWrlx ) V1k-11%k) (2.14)

P Xk |y1:k-1)

= pklxg) ——F—=
P e Yare—n)

Las relaciones (2.11) y (2.12) representan la base para la solucion optima de estimacion
Bayesiana. Sin embargo, debido a la complejidad de la constante de normalizacion p(yi|yi1:k-1).
las densidades p(vi.klx1.k) Y P(x1.), € I(¢), la propagacion recursiva de la densidad a
posteriori, es en general solo una solucion conceptual y muchas veces no puede ser calculada en
forma explicita. Soluciones analiticas como el filtro de Kalman existiran en casos restringidos,
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basicamente imponiendo Gaussianidad y linealidad, mientras que en los casos en que la solucion
Optima no es deducible, es posible implementar métodos aproximados como el filtro de Kalman
extendido, el filtro unscented de Kalman, métodos basados en grilla, y los métodos secuencias de
Monte Carlo. En lo que sigue de este capitulo se revisa el filtro de Kalman y la obtencion de la
solucion 6ptima (en el sentido del minimo error cuadratico medio); y los conceptos del filtro de
particulas en la estimacion de parametros y su aplicabilidad en métodos de pronostico.

2.4.2 Filtro de Kalman

El filtro de Kalman (KF) es un enfoque recursivo para estimar el estado de un sistema
utilizando observaciones en linea y un modelo dindmico del sistema. Para sistemas lineales y
Gaussianos, el filtro de Kalman es 6ptimo; i.e., ningun otro filtro entrega mejores estimaciones en
el sentido del minimo error cuadratico medio [2].

KF asume que la densidad a posteriori del estado es Gaussiana en todo instante.
Suponiendo que p(xx_1|y1:xk—1) €S Gaussiana, es posible probar que p(xi|y1.x) también lo es si
el sistema en (2.4) cumple con [4]-[15]:

e wy_1 Y U Son extraidos de una densidad Gaussiana de parametros conocidos.
e fi_1(xr_1, wr_1) €suna funcion lineal conocida de xj_; y de wy_;.
e h, (Vi vx) €s una funcion lineal conocida de y, y de vy.
Esto es, suponer que (2.4) se puede escribir de la forma:
X = Fr_1Xpg—1 + Wg—1 (2.15)

Vi = Hpxp + vy (2.16)

donde Vk, x;, € R™ e y, € R™ son respectivamente el estado y las mediciones del sistema, F;, €
R™*™ y H, € R™™ son matrices variantes en el tiempo, y las perturbaciones w;, ~ N(0,Qy) Yy
v, ~ N(0, R;) son secuencias iid

En el contexto Bayesiano, el modelo (2.15) - (2.16) puede expresarse de la forma:

Xk ~ N(Fy_1Xk—1, Qx-1) (2.17)

Vi ~ N(Hyxy, Ry) (2.18)
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Utilizando las densidades en (2.17) - (2.18) y las relaciones (2.13) - (2.14), el algoritmo
del KF puede ser visto de la siguiente forma:

Pk |y1k—1) = N(Fk—lfk—1|k—1'Pk|k—1) (2.19)

p(xicly1a) = N(HiRiejior Pejie) (2.20)

donde las medias y covarianzas apropiadas son calculadas en forma recursiva como en (2.21) y
(2.24) [14].

Rrjk—1 = Fro1Xp—1jk-1 (2.21)
Pijk—1 = Q-1 + Fx1Pe_qjk—1Fi—1 (2.22)
Rije = Rie—1 + Ge(Vie — HiRiep—1) (2.23)
Pyje = Prjk—1 — GieSkGr (2.24)
donde
Sk = HPyje-1H{ + Ry (2.25)

es la covarianza de la innovacion vy = yx — Hy Xy k-1, Y

G = Pr—1Hi Sic* (2.26)

es la ganancia de Kalman.

El filtro de Kalman calcula recursivamente la media y covarianza de la distribucion
p(xk|y1.), 10 cual bajo los supuestos de Gaussianidad en las fuentes de incertidumbre es
suficiente para conocer completamente esta distribucion. Si los restrictivos supuestos anteriores
se cumplen, el filtro de Kalman entrega la solucion Optima para el problema de estimacion de
estado; sin embargo, en general la densidad a posteriori no es necesariamente Gaussiana por lo
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gue s6lo se obtiene una solucion sub-6ptima. En los casos en que los sistemas en estudio
involucran no linealidades, una alternativa para resolver el problema de estimacién de estado es
el filtro extendido de Kalman (EKF) y filtro unscented de Kalman (UKF). A pesar de que EKF y
UKF han mostrado un desempefio adecuado para sistemas no lineales, aun siguen considerando
que los ruidos de evolucién de estado y observacion son aditivos y Gaussianos, por lo que en el
contexto de estimacion de estado en sistemas que involucran distribuciones asimétricas, se debe
recurrir a técnicas alternativas, como filtro de particulas, que ha mostrado tener mejores
resultados respecto a los métodos antes mencionado [5], [4].

2.4.3 Meétodos Secuenciales de Monte Carlo: Filtros de Particulas

Métodos convencionales de Monte Carlo como Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
han sido extensamente usados para aproximar integrales y densidades de probabilidad. Sin
embargo, su uso en el problema de inferencia Bayesiana no es directo, ya que este involucra
una secuencia de densidades de probabilidad variantes en el tiempo, mientras que MCMC
asume que la densidad objetivo es invariante. Por esta razon, es necesario contar con una
version secuencial de los métodos de Monte Carlo que permita incorporar las observaciones
para mejorar las estimaciones realizadas en forma recursiva.

Una herramienta que enfrenta este problema es filtro de particulas (PF), una técnica
numérica para aproximar integrales multidimensionales con respecto a una secuencia de
medidas de probabilidad [13]. Suponiendo que la secuencia de densidades que se desea
aproximar es {m;(xo.x)}k=1, donde Vk,m,(xy,) esta definida en un espacio medible
(1, Y41 ) Y puede ser evaluada punto a punto salvo una constante de normalizacion, la
implementacion del filtro de particulas consiste en generar una coleccion de N > 1 muestras

aleatorias ponderadas {W,S”,ng'?{} ,w,?') > 0, Vi, k que permitan aproximar m; (x,.,), Vk por
“Ji=1,.,N

la distribucion empirica:

N
7 o) = ) w8 0 (xouo) 227)
i=1 '

donde 6, (-) es el delta de Dirac centrada en «a.

Para resolver el problema de aproximacion de esperanzas en el contexto de inferencia
Bayesiana, se debe considerar que la distribucion objetivo m; (xg.,) = p(Xo.k|V1.x) €S la FDP a
posteriori de x,., y reemplazar la distribucion empirica (2.27) en (2.6). Con esta sustitucion, las
esperanzas pueden ser aproximadas mediante [7]:
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f b1 o) (Xoa)dxon = f e (o) TR (Xoua ) Aok
Xkt yk+1
N
® )
B kaﬂ P (ouc) Z Wi 8,0, (o) dxou (2.28)
i=1

N
=Y W 0u(42)
i=1

Con estas relaciones, el problema de inferencia Bayesiana se reduce a la seleccion
secuencial de las muestras y sus respectivos pesos tal que la sumatoria en (2.28) converja a
la integral en (2.6). El algoritmo basado en PF mas basico que resuelve este problema es el
remuestreo secuencial de importancia (SIR, del inglés Sequential Importance Resampling).

Ademads, una ventaja importante de los enfoques basados en PF, es su alta
flexibilidad de implementacion permitiendo la incorporacion de diversas técnicas para mejorar
su funcionamiento en problemas especificos, por ejemplo, lazos de correccion externa [5], [6].

2.4.3.1 Muestreo de Importancia (IS)

El problema de aproximar la integral (2.6) puede ser resuelto mediante algoritmos de
Monte Carlo, es decir, generando N caminos xé‘?cl =1,..,N y ajustando sus pesos tal que su
promedio tienda a la integral para N — co. Una forma directa de resolver este problema es
extraer las N muestras segun p(x.x|v1.x) Y realizar una estimacion de Monte Carlo de 1(¢) con

pesos uniformes de la forma:

M=

R 1 . .
1) == D ¢(x5), x6k ~ PCrolyia) (2.29)

i=1

Sin embargo, existe una gran cantidad de casos en que la distribucion p(xg.x|v1.x) no es
conocida, o bien no es posible extraer muestras de ella [7].

Para evitar la extraccién de muestras directamente de p(xo.x|V1i.1), €S posible suponer
que existe una densidad q(x.x|y1.x) llamada densidad o funcién de importancia, de la cual es
posible muestrear y evaluar puntualmente salvo una constante de normalizacion.
Considerando esta nueva densidad, I(¢) se puede escribir como [8]:
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I(¢) = Lk+1¢(x0:k)p(x0:k|y1:k)dx0:k

(2.30)
ka+1 @ (X0.0)W (X0.1) q (K01 | Y1:0) dX ok

ka+1 W (X0.x)q (Xo:x | V1:1) dX0:k

donde el concepto de los pesos de importancia se inspira de la razon w(x,.,) que estd dado
por (derivada de Radon-Nikodym):

p(xO:klyl:k)

q(Xo.k|Y1:x) (2.31)

W(xO:k) =

Claramente, para que estos pesos estén bien definidos es necesario que p(- |y;.,) Sea
absolutamente continua con respecto a q(- |y,.,). Notar ademéas que el denominador de (2.30)
permite que q(xq.x|v1.%) NO sea necesariamente una FDP

Consecuentemente, mediante la obtencion de N muestras extraidas segun q(xo.x|v1.x)
es posible construir una aproximacion de Monte Carlo de 1(¢) basado en (2.30), es decir:

1 (o )w(xon)

I(¢) .
=1 W(xéfi)
(2.32)
N
= > #(x3) (<)
i=1
donde los pesos de importancia normalizados estan dados por:
®
_ i w xO:k
(o) = 0 232)
1w (xo:k)

j:
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Notar que para N finito, el estimador I[¢(x,.,)] es sesgado, pues es una razon de dos
estimadores. Sin embargo, bajo ciertos supuestos la ley de los grandes nimeros garantiza la
consistencia asintdtica de I[¢(xo.)], es decir,

1 Ceou)] — 11 (o)) (2.34)

Ademas, el teorema central del limite garantiza convergencia independiente de la
dimension del integrando. Para una explicacion detallada referirse a [8].

El método de muestreo de importancia es ampliamente usado en los métodos de Monte
Carlo para reducir la varianza de estimacion. La idea detras de esta aplicacion es aprovechar el
hecho de que ciertos valores tienen un mayor impacto en la estimacion que otros. En este caso, 1S
enfatiza la utilizacion de estos valores, lo cual —debido al uso de distribuciones no representativas
del proceso— puede llevar a estimaciones sesgadas a no ser que se ponderen correctamente las
estimaciones obtenidas segun sus pesos de importancia. Si bien el método de muestreo de
importancia representa un enfoque simple para aproximar integrales definidas invariantes, no es
adecuado dentro del contexto de estimacion recursiva, ya que cada vez que se desee estimar
(X |V1.k) S€ necesita de todo el conjunto de valores y;.,, haciendo el procedimiento
computacionalmente ineficiente debido a la alta dimensionalidad de la densidad objetivo.
Ademas, el uso de IS en el contexto de estimacion recursiva ha dejado de manifiesto que la
varianza de los pesos de las estimaciones explota si no se incluyen rutinas de remuestreo [9]. En
resumen, cada vez que una observacion y; es recibida, interesa simplemente recalcular los pesos
y las muestras representativas de la densidad de filtrado de forma secuencial y sin degeneracion
de los pesos. En la Seccion 2.4.3.2 se presenta una alternativa de estimacion recursiva basada en
IS.

2.4.3.2 Muestreo y Remuestreo Secuencial de Importancia

Para evitar la necesidad de una gran cantidad de recursos computacionales en la
estimacion de la densidad a posteriori p(xo..|v1.x), €S posible derivar una relacion recursiva, en
la que en el instante k se conservan las muestras anteriores del estado {xéf?c_l;i =1, N} y

solo se extraen las muestras {x,((l);i =1, N} en base a la observacion recibida y,, y a la

estimacion anterior de la densidad de filtrado p(xg.x—11Y1.k—1)- Adicionalmente, para solucionar
el problema de la degeneracion de pesos es posible introducir un paso de remuestreo de la
poblacion de particulas, el que asegura una varianza minima de los pesos, permitiendo que la

densidad empirica = (x () sea representativa de p(xq.|y1.)-
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Para asegurar que las muestras {xéf?c_l;i = 1,...,N} pueden ser conservadas para la

estimacion de {xél?{l =1, N} se debe disponer de una funcion de importancia q(xg.x |V1.x)

que admita a la funcién de importancia en el instante anterior q(xg.5—1|V1.k—1) COMO
distribucion marginal, es decir:

q(Xox Y1) = a(Xo:k-11Y1:6-1)9 k| X0k - 15 Y1:1) (2.35)
es decir, el muestreo de xg.,—, desde q(xxlxo.x—1,V1.x) NO depende de y,- lo cual es bastante
sencillo de obtener.

)

Con este supuesto para la funcion de importancia, es posible obtener una muestra x.;,

sin alterar la muestra anterior correspondiente xéli_l esto es:
2D =[x %Py (2.36)
Con

x,g)~q(xk|x(()fi_1) (2.37)

También se necesita una relacion recursiva para los pesos de importancia, la cual
considerando (2.31) y (2.35), esta dada por:

w(xo) o w(xp )=p(yk|ng3c)p(x,§”|x,§?1) (2.38)

X wl X
0:k 0:k—1 i i
q(-x]((l) |x(()9(_1' yl:k)

La Expresion (2.38) es de gran importancia en la aplicacion de los metodos secuenciales
de Monte Carlo. Ya que no sélo proporciona un marco teorico para encontrar una funcion optima
de importancia de acuerdo con un criterio de minimizacion predefinido, sino que también sienta
las bases para la implementacion del método secuencial de Monte Carlo (SMC, del inglés
Sequential Monte Carlo methods) mas basico, el muestreo secuencial de importancia secuencial
(SIS, del inglés Sequential Importance Sampling).
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La eleccion de la funcidn de importancia es critica para el desempefio del esquema de
filtro de particulas y por lo tanto, debe ser considerado como un parametro de disefio del filtro.
Un caso importante es cuando se considera la densidad a priori del estado como la funcion de
importancia, es decir, que q(xo.xlv1.x) = p(xx|xkx—1). Con esta relacion, la recursion para los
pesos de importancia se puede expresar como:

w(xgl}{) oc w(ngi_l)p(yklxéfi) (2.39)

lo que implica que los pesos pueden ser ajustados en forma recursiva directamente de la
obtencion de nuevas mediciones evaluadas en la funcién de verosimilitud.

Este enfoque, conocido como muestreo secuencial de importancia resuelve el problema
de estimacion recursiva de manera mucho mas eficiente que 1S. Sin embargo, es bien sabido
[9] que la distribucién de los pesos de importancia en SIS se vuelve cada vez mas disimil
hasta el punto en que solo una particula tiene peso no nulo, lo cual no permite una
representacion acabada de la distribucién a posteriori.

Para resolver este problema, el enfoque SIR considera la estructura anterior para
generar muestras recursivamente y ponderarlas de acuerdo a su verosimilitud, incorporando
ademas un paso de remuestreo. En este paso se remueven las particulas con bajo peso —y por
ende baja verosimilitud— para (i) generar nuevas particulas en una region donde la densidad
objetivo es alta, y (ii) evitar el esfuerzo computacional perdido en la actualizacion de
particulas que no son significativas para el esquema de estimacion.

La pregunta de cuando es el mejor instante para ejecutar el remuestreo puede ser
abordada considerando el criterio del tamafo efectivo de muestras (ESS) introducido por
[10] y definido por [11] como:

N
1+ varp(.|y1:k)[w(x0:k)]

ESS =

(2.40)

N
Ep -y W (o) ?]

ESS no puede ser calculado, sin embargo, una estimacion ESS dada por [12] es:
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ESS = ~— - (2.41)

Bésicamente, cuando ESS cae bajo cierto umbral, la rutina de remuestreo es ejecutada
[12]. Uno de los métodos mas usados es el enfoque multinomial [13], el cual consiste en

extraer muestras (con reemplazo) del conjunto {xéli} , en donde cada muestra es elegida
Ji=1,.,N

con probabilidad proporcional a su peso.

Una forma de obtener las nuevas muestras {28‘3{} del conjunto de particulas
“Ji=1,.,N

(8

acorde a sus pesos es mediante:
N

féli =Inv(y),i=1,..,N (2.42)

donde las muestras {u;};=1 .y Son uniformemente distribuidas [0, 1], e Inv(u) = x es la inversa
de la distribucién empirica acumulada de x,

N N ]
l_[ :f Z,A—,(l)(g o (%) dx (2.43)
k —00 = X0:k

es decir,

i— i

Inv(u) = xé?c SuE Z w (xéjlz),z w (x(gjl)() (2.44)

j=1 j=1

Cabe destacar que en este esquema de remuestreo, los nuevos pesos seran uniformes,
ya que las muestras fueron extraidas segun la estimacion de la propia estimacion de la
densidad a posteriori del estado.

Si bien el remuestreo es una herramienta fundamental para evitar la degeneracion de
las particulas, la aplicacion de SIR conlleva consecuencias tedricas y practicas [20].
Tedricamente, esta rutina de remuestreo remueve la independencia estadistica de las muestras,
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por lo que importantes resultados de los algoritmos de Monte Carlo ya no se cumplen. Sin
embargo, [21] establece el teorema central del limite para [(¢) cuando SIR es aplicado en
cada iteracion. Por otro lado, desde el punto de vista practico, el remuestreo —ademas de
demandar recursos computacionales adicionales— no permite la propagacion de las particulas
en paralelo, pues al ocupar SIR, todas las particulas deben ser combinadas.

Con los métodos de estimacidn presentados es posible construir un test de hipotesis y
utilizar medidas de la informacion para caracterizar la condicion del sistema a partir de las
estimaciones de la FDP. Estos métodos se describen en las Secciones 2.5 y 2.6
respectivamente.

2.5 Test de Hipotesis

Se define el test de hipdtesis [22] como el procedimiento estadistico mediante el cual se
investiga la verdad o falsedad de una hipotesis acerca de una poblacion o poblaciones. Estas
hipotesis se desarrollan ya sea sobre una poblacion p o su media p.

Se formula una hipétesis H,,, llamada hipoétesis nula, la cual se desea contrastar o rechazar
mediante una hipoétesis alternativa H, contraria a H,. Estas se deben contraponer de tal forma que
la aceptacion de una implique el rechazo de la otra.

2.5.1 Errores

Al realizar un test de hipétesis se pueden cometer dos tipos de errores debido a que las
muestras pueden llevar a tomar una decision equivocada. Uno de éstos se da en el caso en que se
rechaza la hipotesis nula cuando ésta es verdadera, lo que se denomina error de tipo I. El otro
tipo de error que se puede encontrar, es aceptar H, cuando ésta es falsa. Este tipo de error se
denomina error de tipo Il. En resumen:

H, verdadera H, falsa

Decision correcta Error tipo 1l

Aceptar H
ceptar o Probabilidad: 1 — a | Probabilidad:

Error tipo | Decision correcta

Rechazar H
echazarfo | proabilidad: o | Probabilidad: 1 — 4

donde « es el nivel de significacion y 1 — a es el nivel de confianza, y a la probabilidad 1 — 8 se
le denomina potencia de contraste.

22



2.5.2 Region Critica y Region de Aceptacion

Una vez definida una hipotesis nula, lo primero que se debe hacer es fijar un umbral que
permita definir un intervalo dentro del cual los pequefios cambios se puedan atribuir al azar y que
conlleve a aceptar la hipdtesis nula y diferenciar los cambios significativos que lleven a
rechazarla. A este intervalo se le conoce como region de aceptacion y depende del nivel de
confianza 1 — a que se precise. Fuera de dicho intervalo, se encuentra la region critica o de
rechazo, en la cual los cambios no se pueden atribuir al azar y se debe rechazar H, y, por lo tanto,
aceptar H;.

2.5.2.1 Contraste bilateral (o de dos colas)

En este caso la region de rechazo o region critica se encuentra formada por dos conjuntos
de puntos disjuntos. Dicho caso se presenta cuando la hipétesis nula es del tipo Hy:u =k y la
hipotesis alternativa, por lo tanto, es del tipo H;: u # k.

Za/2 u Za/2
Figura 4: Region de aceptacion (achurada) y region critica (blanco) para contraste bilateral

Para este caso, la region de aceptacion queda definido por (M —Za/z%;u + Za/2 \%)

. . . ‘h- p o 4
mientras que la correspondlente region critica sera (—oo,y —Zg/2 \/_ﬁ) U (,u + Zg/2 Nk Oo)

2.5.2.2 Contraste unilateral (o de una cola)

En este caso la region critica estd formada por un solo conjunto de puntos ya que el nivel
de significacion a se concentra solo en una parte o cola. Este caso se presenta cuando la hipotesis
nula es del tipo Hy: 1 = k y la hipétesis alternativa, por lo tanto, es del tipo H;: u < k.
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a) Unilateral por derecha:

/g/% %
O ! o ¢
P
mgﬁﬁ%m Comn

Figura 5: Region de aceptacion (achurada) y region critica (blanco) para contraste unilateral por derecha

Asi, la regidn de aceptacion queda definido por (—oo, Utz \7_) y la region critica sera

n

(4 un )

b) Unilateral por izquierda

Figura 6: Region de aceptacion (achurada) y region critica (blanco) para contraste unilateral por izquierda



Para este caso, la region de aceptacion es (,u — Zg/2 \% oo) y su region critica (—oo,y —

Za/Z %,).

2.5.3 Etapas del Test de Hipotesis

Los procedimientos seguidos en los test de hipotesis correspondientes a las situaciones de

decision estadistica se encuentran totalmente prefijados y se llevan a cabo en una serie de etapas
que facilitan su comprension, y que son:

1.

Enunciar la hipotesis nula H, y la alternativa H;: Deben ser excluyentes entre si. Analizar,
una vez enunciadas, si el contraste es bilateral o unila-teral (Es bilateral si la hipdtesis
alternativa es del tipo # y unilateral si es del tipo > 0 <).

Determinar el valor z,,, (para contrastes bilaterales) o bien z, (para contrastes
unilaterales), que separa las regiones de rechazo y aceptacion, a partir del nivel de
confianza 1 — a o el de significacion a.

Determinar la distribucion que sigue el parametro muestral (X o p) y en base a ella y al
valor obtenido en la etapa anterior, escribir las correspondientes regiones de aceptacion y
rechazo.

Calcular el estadistico usado en la prueba (en este caso, calcular media muestral X o
proporcion muestral p, a partir de la muestra).

Aplicar el test, es decir, dependiendo de si el estadistico cae en la region de aceptacion o
de rechazo, tomar la decisién de aceptar una de las dos hipétesis.

2.6 Medidas de Teoria de la Informacion

2.6.1 Entropia

Shannon [23] desarrolld el concepto de entropia para medir la incertidumbre asociada a

una variable aleatoria. Se supone un set de eventos posibles con probabilidad de ocurrencia
P1, -, Pn. Shannon dice que una medida H(py,...,p,) de cuanta incertidumbre se tiene con
respecto al resultado requiere cumplir con las siguientes propiedades:

1. H debe ser continua en los p;

. - 1 7
2. Si todos los valores p; son iguales, p; = —, entonces H debe ser monotonamente

creciente en funcién de n, ya que existe mayor incertidumbre sobre el resultado

esperado al existir mas eventos posibles.
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3. Si una eleccién puede ser subdividida en 2 elecciones consecutivas, el valor original
de H debe ser igual a la suma ponderada de los valores individuales de H. Esto se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Figura 7: Descomposicion de una eleccion de 3 posibilidades

En este caso se requiere que se cumpla con:

11 1 /21
=H(=Z)+ZH(Z = 2.45
H(2'2)+2H(3'3) (2.49)

/N
| =
W] =
|
N———
|

A partir de esto, se postula que la unica funcion H que cumple con las tres propiedades
descritas es:

n
H=—k) pilogp (2.46)
i=1

donde el término k es una constante positiva de escalamiento que generalmente se escoge con
valor 1.

La entropia para un caso de dos posibilidades con probabilidad p y g = 1 — p, definida
por H = —(plogp + qlog q) resulta como se muestra en la siguiente figura:
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|
o

BITS D / \
5

Figura 8: Entropia para el caso de dos posibilidades con probabilidades p y (1-p)

La medida H presenta varias propiedades interesantes que la justifican como una medida
de informacion razonable.

1. H = 0 siy solo si todos los valores de p; son cero excepto uno con valor unitario. Es
decir, H se anula solo cuando estamos seguros del resultado. De otra forma H es
positivo.

;. . . 1
2. Para un n dado, H es maximo e igual a logn cuando todos los p; son iguales, p; = —~

Esto es también intuitivamente, el caso con mayor incertidumbre.

3. Para dos eventos, x e y, con m y n posibilidades respectivamente, sea p(i,j) la
probabilidad conjunta de ocurrencia de i para x y j para y. La entropia conjunta del
evento es

H(xy) = = ) p(i,)logp(i.)) (2.47)
ij
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mientras que

H@ == ) pllog ) pli.)) (2.48)
Lj J

HO) == ) p(i,)log ) p(i.)) (2.49)
Lj i

se puede demostrar facilmente que
H(x,y) <H(x) + H®) (2.50)

con igualdad Unicamente para el caso en que los eventos son independientes, p(i,j) =
p()p(j). La incertidumbre de un evento conjunto es menor o igual que la suma de las
incertidumbres individuales.

Cualquier cambio que provoque un acercamiento de las probabilidades p;, ..., Py,
provoca un aumento en H. Entonces, si p; < p,, al aumentar p, y disminuir p, la
misma cantidad de tal forma que p; y p, se aproximen, consecuentemente H aumenta.
Mas generalmente, si se provoca cualquier modificacion que “promedie” los p; de la
forma

p; = Z a;jp; (2.51)

J

Donde ¥;a;; = ¥;a;; = 1, y todos los a;; = 0, entonces H aumenta (excepto en el
caso donde estas transformaciones simplemente permutan los valores de los p;, en
cuyo caso H se mantiene igual).

. Asuma dos eventos azarosos x e y no necesariamente independientes. Para cualquier
valor i particular que x pueda tomar existe una probabilidad condicional p(j|i) que y
tome valor j y esta dada por

p(,))

p(li) = S 26 (2.52)
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Se define la entropia condicional de y, H(y|x) como la entropia promedio de y para
cada valor de x, ponderado de acuerdo a la probabilidad de obtener ese valor de x en
particular. Esto es

H(ylx) = —Zp(i,j) logp(jli) (2.53)

iLj

Esta cantidad mide que tanta incertidumbre se tiene en promedio con respecto a y
cuando se conoce x. Substituyendo el valor de p(j|i) se obtiene

HOR) = = ) p(i.Dlogp(@.))+ ) p(ilog ) p) = H(xy) —HEX) (250
Lj Lj J

que es lo mismo que
H(x,y) = H(x) + H(y|x) (2.55)

Esto dice que la entropia conjunta del evento x,y es igual a la entropia de x mas la
entropia de y cuando x es conocido.

De los puntos 3y 5 se tiene que
H(x)+H(y) = H(x,y) = H(x) + H(y|x) (2.56)
es decir
H(y) = H(y|x) (2.57)

Por lo tanto, la incertidumbre con respecto a y nunca se ve aumentada con el
conocimiento de x. Siempre disminuird excepto cuando x e y son eventos
independientes, en cuyo caso no cambia.
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2.6.2 Divergencia de Kullback-Leibler

La divergencia de Kullback-Leibler D(p||q) es una medida de la teoria de la informacion
que permite cuantificar la ineficiencia que resulta al asumir que una variable aleatoria x sigue una
distribucion de probabilidad q(x) cuando en realidad se encuentra caracterizada por una
distribucion p(x) [24]. Esta se define como:

D(p(0)|lq(x)) = Z p(x) log (%) (2.58)

XEy

Resulta Gtil concebir la divergencia de Kullback-Leibler como la distancia que existe
entre dos distribuciones de probabilidad p(x) y q(x) aunque, en estricto rigor, no se trate
realmente de una distancia propiamente tal, ya que no se trata de una funcién simétrica (no

siempre D(p(x)||q(x)) = D(q(x)||p(x))) y tampoco cumple con la desigualdad triangular (no
necesariamente D(p(x)||q(x)) < D(p(x)||r(x)) + D(r(x)||q(x))) [24].

2.7 Indices de Desempefio en Deteccion de Eventos

Es importante contar con alguna medida que indique el desempefio que se obtiene en los
distintos métodos aplicados, y que permita compararlos entre si con el fin de tener algln criterio
de decision al momento de escoger uno otro método. A continuacién se explican los criterios
escogidos con este proposito.

2.7.1 Desempefio de Clasificadores

Al considerar un problema de prediccidon de clases binario, en que los resultados son
etiquetados como positivos (P) o negativos (N) se puede proponer un clasificador binario que
entregaria cuatro tipos de resultados distintos:

e VP: Verdaderos Positivos, que considera a los resultados positivos que son clasificados
COmo positivos.

e VN: Verdaderos Negativos, que considera a los resultados negativos que son clasificados
como negativos.

e FP: Falsos Positivos, que considera a los resultados negativos que son clasificados como
positivos.
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e FN: Falsos Negativos, que considera a los resultados positivos que son clasificados como
negativos.

A partir de esta notacion, es posible representar de manera adecuada la informacion
relevante que se utilizara en los criterios de evaluacion presentados a continuacion.

2.7.1.1 Curvas ROC

Las curvas ROC corresponden a gréficos bidimensionales en los que se grafica la tasa de
deteccion (td = VP/P) versus la tasa de falsos positivos (fp = FP/N) de un clasificador dado.
Estas curvas permiten representar de forma gréfica el tradeoff entre los beneficios (detecciones) y
costos (falsos positivos) inherentes al clasificador utilizado.

1,0
0,9
0,8
507
0,6
30,5
[¢5)
; 0,4
< 0,3
0,2
0,1

00 -°
0 0,2 0,4 0,6 08 1

tasa de falsos positivos

|
\

tecc

Figura 9: Espacio ROC

A partir de la Figura 9, un punto ubicado en la diagonal y = x del espacio ROC,
representa un clasificador aleatorio, ya que su tasa de deteccion es igual a su tasa de falsos
positivos. Un punto que se encuentre en la esquina inferior derecha, presenta un peor desempefio
que un clasificador aleatorio, y puede ser facilmente representado por otro en la otra mitad del
espacio al negar sus clasificaciones (considerar positivas las clasificaciones negativas y
viceversa). Debido a esto ultimo, la mitad inferior izquierda del espacio ROC, normalmente
deberia encontrarse vacia.

El espacio ROC presenta algunos puntos de gran interés para analizar, que se detallan a
continuacion:
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e EIl punto (0,0) representa una estrategia en la cual ningan resultado es clasificado
positivo. Esto evita la existencia de falsos positivos, pero a la vez tiene nula capacidad de
identificar un resultado etiquetado como positivo.

e El punto (1,1) representa la estrategia contraria, en donde todos los resultados son
clasificados como negativos.

e EIl punto (0,1) indica una clasificacion perfecta. Esto quiere decir que es capaz de
identificar todos los resultados etiquetados como positivos sin generar clasificaciones
positivas erradas (falsos positivos).

De esta forma, como primer criterio cualitativo, se puede decir que un punto es mejor que
otro si se encuentre mas cerca de la esquina superior izquierda, ya que presenta una mayor tasa de
deteccidn, una menor tasa de falsos positivos 0 ambas situaciones.

Un clasificador representado por un punto cercano al origen (0,0), se considera un
clasificador conservador. Esto debido a que clasifica los resultados como positivos sé6lo cuando
cuenta con suficiente evidencia para que asi sea, lo que conlleva a tener una tasa de falsos
positivos pequefia con el costo de que la tasa de deteccion también sea pequefia. Por el contrario,
un clasificador cercano al punto (1,1) es considerado liberal, ya que identifica correctamente la
mayoria de los valores etiquetados como positivos con la desventaja de generar una alta tasa de
falsos positivos.

2.7.1.2 Indices de Desempefio

Existen también algunos indices que pueden complementar el andlisis de la curva ROC a
partir de la informacién entregada por un clasificador, que sirven para definir cual presenta un
mejor desemperio.

e Precision: Entrega una medida que corresponde a la razon entre los resultados
correctamente clasificados como positivos (VP) y el total de resultados clasificados
como positivos (VP + FP). Esto corresponde a una tasa de desempefio dentro de los
resultados clasificados como positivos, lo que ayuda a determinar la veracidad a un
resultado que ha sido clasificado como positivo.

VP
- 2.59
Prec VP + FP ( )
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e Exactitud: Entrega la razon entre resultados correctamente clasificados (VP + VN) y
el total de resultados (P + N). Esta tasa indica que tan confiable es el clasificador en
términos generales, sin discernir entre valores positivos o negativos.

VP + VN
- 2.60
Exac PN (2.60)

Estos indices permiten cuantificar que tan confiable resulta un clasificador al momento de
clasificar un resultado. Asi, un clasificador resulta mejor que otro si presenta un valor mayor para
estos indices.

2.7.2 Error Cuadratico Medio

Entrega una medida del error de estimacion, correspondiente al promedio de las restas al
cuadrado entre los valores estimados por un método y los valores reales medidos, agrupandolos
en una unica medida. Este MSE es una buena medida de comparacion de la precision con que se
estd estimando el valor real de los datos de interés, y queda expresada por:

N
1
MSE == (i = 9’ (2.61)
i=1

donde y; corresponde al valor real medido en el instante i, y; es la estimacion de y en el instante
i,y N es la cantidad total de datos medidos.

Para efectos de decisién, se considera mejor a una estimacion que presente un menor
valor de MSE.

33



Capitulo 3:  Formulacion del Problema

Las regeneraciones en la capacidad de los ESD han sido mencionadas antes en la
literatura [1]. Especificamente en el caso de las baterias de ion-litio, este fendmeno ha sido
representado como una auto-recarga, donde ciertas condiciones de operacion facilitan un
incremento repentino (y temporal) en la capacidad disponible del ESD en el siguiente ciclo (ver
Figura 10a), el cudl puede afectar directamente la exactitud y precisién de los algoritmos de
estimacion del SOH si no son aislados correctamente, ya que estos fendmenos alteran la
condicion inicial e incertidumbre en la etapa de prediccion del SOH [1].

En este trabajo se analiza una solucién a este problema considerando un moédulo de
deteccion de anomalias que incluye un marco de estimacion del SOH basado en PF; ver Figura
10b, donde se ilustra la salida de tal médulo de deteccion cuando se procesan los datos mostrados
en la Figura 10a. EI mayor foco de esta investigacion es comparar varios métodos de deteccion,
determinar su desempefio en términos de errores tipo | y Il, y sus efectos en el sesgo de las
estimaciones del SOH. Todos los métodos de deteccion utilizados en la construccion del test de
hipotesis estan basados en algoritmos de filtro de particulas, incluyendo su version clésica y la
sensible al riesgo [25]. Estos métodos se complementan con la utilizacién de medidas de teoria de
la informacion (como entropia) para generar un indicador de deteccion que caracterice las
estimaciones de la FDP del estado basadas en PF.

Proceso de degradacion de la bateria
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Figura 10: Deteccion basada en PF de fendmenos de regeneracion en la capacidad de baterias de ion-litio

El sistema dindmico que representa el proceso de degradacion de la bateria considera el
uso de modelos estocasticos en el espacio de estados; principalmente por su habilidad de
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combinar efectivamente los conocimientos empiricos y fenomenoldgicos en la representacion de
un fendmeno dindmico no lineal (tal como la caracterizacion estadistica de los fenémenos de auto
recarga dentro de la estructura del modelo de ciclo de vida)

Modelo de transicion de estado

x(k+1) = fi(x(k), UK), w(k)) (3.1)

Ecuacion de mediciones

y(k) = hy(x(R), U(K), v (k) 3.2)

Donde k es el indice del ciclo; x es el vector de estados que representa al SOH de la
bateria; y es el SOH medido; w y v son ruidos no Gaussianos utilizados para representar fuentes
de incertidumbre dentro del procedimiento de estimacion de los parametros. Las funciones
variantes en el tiempo f;, y h;, son mapeos no lineales. U (k) se explica en el siguiente parrafo.

Si bien el modelo de transicion de estados definido por (3.1) y (3.2) permite la
implementacién de técnicas de filtrado Bayesianas para monitorear el proceso de degradacion de
baterias de ion-litio, este puede resultar inadecuado cuando se quiere detectar e aislar los efectos
a largo plazo de los fendmenos de regeneracion debido a que no presenta una representacion
explicita de dichos fendbmenos. Este hecho motiva el desarrollo de modulos de deteccion de
anomalias, tanto basados en algoritmos de PF como en [26], o medidas de teoria de la
informacion [27] como propone esta investigacion. Para este proposito, se incluye al modelo una
entrada externa U para representar la salida del modulo de deteccion en linea [5]. Este mddulo
realiza un test para una hipétesis nula que afirma que un fendmeno de auto-recarga no existe o se
esta desvaneciendo en el tiempo. Este marco considera un estimador de estados basado en PF
para el modelo (3.1) - (3.2) que utiliza la salida de la etapa de deteccion, donde U se usa para
indicar si un fenémeno de regeneracion ha ocurrido. La medida de deteccion seleccionada debe
permitir la aislacion de eventos donde el algoritmo de estimacion del SOH es incapaz de seguir la
trayectoria de las mediciones del proceso utilizando un modelo de transicion de estados
predefinido. Los principales aspectos asociados a la formulacion de este tipo de mddulos de
deteccion se detallan a continuacion.

3.1 Deteccion de Anomalias Basado en Filtro de Particulas

El filtrado no lineal se define como el proceso de utilizar un set datos Y = {y,, k € N}
que contiene ruido de observacidn para estimar al menos los dos primeros momentos de un vector
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de estado X = {x;, k € N} gobernado por un modelo en el espacio de estados con una dindmica

no lineal y no gaussiana [27]. Desde un punto de vista bayesiano, un procedimiento de filtrado no

lineal tiene como objetivo generar una estimacion de la funciéon de densidad de probabilidad

(FDP) a posteriori para el estado, basado en el conjunto de mediciones recibidas. El filtro de

particulas es un algoritmo que intenta resolver este problema de estimacion eligiendo de manera

eficiente un conjunto de N > 1 particulas {x,((i)}. Y SUS pesos {W,Ei)}_ , de tal manera
i=1,..,N i=1,..,N

que la FDP del estado pueda ser aproximada [9] por la distribucién empirica:
N
N (x) = z w8 (- x) (3.3)
i=1

y los valores de los pesos de las particulas pueden calcularse por:

oo ()
k k-1 Qk<x}((i)‘x]((i21)

vie{l,..,N} (3.4)

donde g, (x;) denota la funcion de densidad de importancia de muestreo [28]. La eleccion de
esta funcion de densidad de importancia g, (x;) resulta critica para el desempefio del esquema
del filtro de particulas. En el caso particular del PF clésico, el valor de los pesos de las particulas

W,Ei) se calcula estableciendo la funcion de densidad de importancia igual a la FDP a priori del
estado, es decir, qp(xg|xi—1) = p(xx|xi—1) [28]. Aunque esta eleccion de la densidad
importancia es apropiada para estimar la distribucion de probabilidad mas probable para un
conjunto particular de datos de medicion, no permite una buena estimacién de la probabilidad de
eventos asociados a condiciones de alto riesgo con baja probabilidad. En efecto, el filtro de
particulas sensible al riesgo (RSPF, del inglés Risk Sensitive Particle Filter) trata de resolver este
problema.

En este trabajo se utilizan estimaciones de la FDP del estado basadas en PF y RSPF para
implementar mddulos de deteccion. Ademas, se explora la posibilidad de utilizar medidas de la
teoria de la informacion para analizar estas estimaciones, y lograr realizar la deteccion temprana
de los fendmenos de regeneracion del SOH que puedan tener lugar en el ESD.

3.1.1 Deteccion de Anomalias Basada en Algoritmos de PF Clasico

Los modulos de deteccion de anomalias basados en PF [5] se han utilizado en el pasado
para identificar condiciones anémalas en sistemas dindmicos no lineales y no-Gaussianos. El
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objetivo en este tipo de implementaciones es la de unir la informacion que se encuentra
disponible en un vector caracteristico (medidas) para generar estimaciones de la FDP a priori de
un estado que podria ser Gtil cuando se determina ya sea la condicion de funcionamiento (modo)
de un sistema o las desviaciones fuera de los patrones de comportamiento deseado. Este
compromiso entre las técnicas basadas en un modelo y las de manejo de informacion, se lleva a
cabo mediante el uso de un mddulo basado en PF construido a partir del modelo de estado
dindmico no-lineal. Los modulos de deteccion basados en PF proporcionan un marco en el que
las especificaciones del usuario (por ejemplo, tasa de falsas alarmas y la probabilidad de
deteccion deseada) se pueden manejar e incorporar facilmente dentro de los parametros de disefio
del algoritmo.

3.1.2 Deteccion de Anomalias Basada en Algoritmos de RSPF

El problema de la deteccidén temprana mediante enfoques basados en PF también ha sido
discutido en [29], donde un marco de filtro de particulas sensible al riesgo complementa los
beneficios del enfoque clasico, mediante la representacién de la probabilidad de eventos poco
comunes (en este caso en particular, los fendbmenos de regeneracion en la capacidad de los ESD)
dentro de la formulacion de una funcién de densidad de importancia que tiene como objetivo
generar mas particulas en regiones de alto riesgo del espacio de estados. Mateméaticamente, la
distribucion de importancia se establece como:

Q(dk;xk|d](<i21;x](<i21:y1:k) =Yk 1(dy)  p(dy, X |yK) (3.5)

donde d,, es un conjunto de estados de valores discretos que representan modos de falla, x; es un
conjunto de estados de valores continuos que describen la evolucién del sistema dadas esas
condiciones de operacion, r(dy) es una funcion positiva de riesgo que depende del modo de
falla, y y; es una constante de normalizacion. Por lo tanto, un moédulo de deteccidon basada en
RSPF debe definir una distribucién de importancia de muestreo de riesgo que asegure la
existencia de particulas en la cola de la FDP del estado; para ayudar a representar los fendmenos
de regeneracion poco probables. En situaciones en las que efectivamente los datos no muestran
signos de estos eventos, los pesos de las particulas situadas en los extremos de la FDP deberian
disminuir con el tiempo. La formulacion del test de hipdtesis y su correspondiente umbral es
similar a lo que ya ha sido discutido en el caso de los médulos de deteccion basados en PF.

La suposicion de que una anomalia puede afectar el comportamiento cualitativo de la
estimacion de la FDP del estado motiva el uso de medidas de teoria de la informacion para
complementar el paradigma de los procedimientos del test de hipdtesis que se basan en modulos
de deteccion de anomalias basados PF/RSPF. La Seccion 3.2 se centra en los conceptos mas
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importantes que se deben tener en cuenta al aplicar estas medidas para analizar y caracterizar las
versiones muestreadas de la distribucion a posteriori.

3.2 Test de Hipdtesis para Deteccion de Auto-recargas en ESD

En este trabajo se utiliza el médulo de deteccién basado en PF presentado en [1] como
base de referencia para comparar otros métodos de deteccion. Este modulo aplica un algoritmo de
test de hipotesis, donde se utiliza la estimacion de la FDP a priori basada en PF en el instante k
para calcular un umbral T (k) variante en el tiempo, que se define como el mayor escalar tal que
la suma de los pesos w(i), para todas las particulas que satisfacen x,ﬁ” > T(k), es mayor que la
tasa de falsa alarma deseada a% [24]. Como resultado de esto, el médulo de deteccion realiza un
test de hipdtesis (con una tasa de falsa alarma a% determinado por el usuario) para la medicion
Yk, considerando la prediccion a un paso a priori de la salida del sistema como la FDP que
caracteriza la hipotesis nula (no existe fendmeno de auto-recarga o se estd desvaneciendo en el
tiempo). Por otro lado, si la hip6tesis nula es rechazada en el ciclo k, entonces la medicion y, es
mayor que el umbral de deteccion para un intervalo de confianza estadistica de a% para la FDP
de la prediccidn a un paso.

3.3 Medidas de Teoria de la Informacién Aplicadas a PF

Se pueden encontrar varios ejemplos que incorporan medidas de teoria de la informacion
para analizar las salidas de los algoritmos de filtro de particulas en la literatura [30]. Esta
memoria tiene como objetivo la formulacion de médulos de deteccion de anomalias basados en
filtro de particulas, que se combinan con el uso de medidas de teoria de la informacion,
especialmente centrado en los ampliamente conocidos, como lo son las medidas de entropia
diferencial [24].

3.3.1 Entropia

La entropia es una medida de la incertidumbre que estd asociada a una medida de
probabilidad. En particular, la entropia diferencial H de una FDP p(x) viene dada por:

Hp()) = = ) p(@) log(p()) (36)

Se requieren algunas consideraciones adicionales al tratar de calcularla en el caso de
estimaciones de la FDP del estado condicional basado en PF. En efecto, la entropia diferencial de
las estimaciones basadas en PF de la FDP a posteriori del estado, dado un conjunto de
mediciones y;, ..., Y, se calcula como se muestra en la ecuacion (3.7):
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H(p(xlyi)) = log ZW,EL/),( 1P yk| (l))

3.7)
ZW,EJ/),( log( yk| (]) )+10g Ewlgl)l/k 1p xl(c]) xl(cl)1)

donde w,(,i}n

informacidn disponible hasta el instante n. Esta Gltima expresién resulta util en la evaluacion de
la incertidumbre asociada a las estimaciones en linea de procesos dinamicos. Se pueden encontrar
mayores detalles en [31].

corresponde a los pesos de las particulas en el instante m considerando la

Las aplicaciones relacionadas con entropia para algoritmos de filtro de particulas,
generalmente tienen por objetivo evaluar la cantidad de muestras independientes e idénticamente
distribuidas (iid) que requiere el algoritmo de filtrado para representar las regiones del espacio de
estado donde se acumula la mayoria de la masa de probabilidad, para una determinada estimacién
p(x) de la FDP de un estado. Esto resulta util debido a que el indicador de entropia debiera
permanecer estable alrededor de un valor particular mientras no se detecten regeneraciones en el
SOH. Por el contrario, la entropia debe aumentar repentinamente cuando este fendbmeno esta
presente, lo que permite establecer un umbral para determinar si un incremento en el SOH se
detecta como una regeneracion de su capacidad. En este sentido, el siguiente esquema de
deteccidn de anomalias propuesto utiliza el hecho de que cualquier condicion anormal repentina
en el proceso de degradacion de la bateria deberia afectar a la distribucion a posteriori de la
estimacion de estado basado en PF. Esto es provocado por el hecho que, en condiciones de
funcionamiento anormales, el modelo del sistema ya no representa la mejor eleccién para la
distribucion de muestreo de importancia. Como consecuencia, los pesos asociados a las particulas
con baja probabilidad se ven sometidos a fuertes correcciones, aumentando la entropia diferencial
de la FDP condicional de estado antes mencionada.

3.3.2 Diferencia de Entropia

Otro método de deteccion de anomalias utilizado en este trabajo corresponde a la
diferencia de entropia. En este caso se utiliza la entropia discreta definida en la ecuacion (2.46) y
se realiza la resta entre la entropia de la estimacion de la FDP del estado a priori p(xy|xx—1) y de
la a posteriori p(xx|yx), resultando de la siguiente manera:

Dene = H(p(xelxi—1)) — H(pCxielyi)) (3.8)
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Esta medida utiliza el hecho que la entropia es maxima cuando todos los pesos de la FDP
son iguales y es minimo cuando una sola particula acumula todo el peso de la FDP (es decir, tiene
valor 1). Esto quiere decir que la entropia disminuye cuando son pocas las particulas explican el
comportamiento de la FDP como ocurre en el caso en que existe una regeneracioén en la
capacidad del SOH de la bateria de ion-litio. De esta forma, cuando este fendbmeno se encuentre
presente, la entropia a posteriori deberia disminuir considerablemente con respecto a la calculada
a priori, provocando un aumento en la medida de la diferencia de entropia utilizada. Fijando un
umbral adecuado, se puede determinar cuando un aumento del SOH corresponde a uno de estos
fendmenos de interés.

3.3.3 Divergencia de Kullback-Leibler

Para implementar un modulo de deteccion de anomalias utilizando esta medida, se utiliza
el hecho que permite conocer cuanta informacion se gana al cambiar de una distribucién a priori
p(xx|xx-1) a una distribucién a posteriori p(x;|yx) incorporando las nuevas mediciones
disponibles. Considerando esto, la divergencia de Kullback-Leibler puede ser reescrita de la
siguiente manera:

p (X |yi) >
e ) (3.9)

P (g xp-1)

D(P(xkb’k)” p(xklxk—l)) = Z P (x| yi) 108(

XEY

En la implementacion del modulo de deteccion se utiliza la estimacion a un paso de la
FDP a priori basada en PF asumiendo que no ocurrira un fendmeno de regeneracion en el estado
de salud de la bateria en estudio. De esta forma, al incorporar la nueva medicion y estimar la FDP
a posteriori del estado y compararla con la FDP a priori previamente mencionada, el indicador
de la divergencia de Kullback-Leibler deberia presentar un valor cercano a cero cuando
efectivamente no exista un fenémeno de regeneracion, ya que ambas FDP deberian tener cierta
similitud. Por el contrario, si ocurriera una regeneracion en la capacidad del SOH, la “distancia”
entra las dos FDP seria mayor, provocando un aumento abrupto en el indicador del mddulo de
deteccidn. Esto permite establecer un umbral con el cual se puede determinar si una regeneracion
en la capacidad del SOH es detectada. Esto se explica considerando que la distribucion a
posteriori se debe ver afectada cuando se presenta una condicién anormal repentina, provocando
que la FDP a posteriori difiera de manera considerable en comparacién a la FDP a priori que no
considera este fendmeno.
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Capitulo4:  Resultados y Analisis

Se ha seleccionado la deteccién de fendmenos de auto-recarga en baterias de ion-litio
como caso de estudio para comparar los diferentes mddulos de deteccion mencionados. La
verificacion de los esquemas de deteccion propuestos se realiza utilizando datos simulados para
el SOH considerando un test de degradacion acelerada [1], lo que asegura una certeza absoluta
sobre los instantes de tiempo en que se producen los fendmenos de regeneracion. El desempefio
se evalué mediante el desarrollo de varias realizaciones del proceso estocastico que define cada
uno de los mddulos de deteccidn basados en PF propuestos, y la estimacion de los errores de tipo
I y Il. Ademas, el impacto que cada esquema de deteccion tiene en el procesador Bayesiano que
estima el SOH de la bateria se mide en términos del MSE para la estimacion a posteriori. El
concepto principal detréas de los esquemas de deteccion de anomalias propuestas es que cualquier
comportamiento anormal subito en el sistema debe afectar a la distribucién a posteriori de la
estimacién de estados basada en PF. Esto altimo, se basa en el hecho de que en condiciones de
funcionamiento anormales, el modelo del sistema ya no se encontraré correctamente representado
por la distribucién de muestreo de importancia.

Con respecto a la utilizacion del PF, el primer enfoque de deteccidn propuesto utiliza un
algoritmo de PF basado en el modelo (3.1) - (3.2) como estimador de estado, en combinacion con
un modulo de deteccidn basado en PF. El segundo esquema considera el mismo tipo de estimador
de estado, pero utilizando un moédulo de deteccion basada en RSPF en lugar del clésico.

Los resultados se obtuvieron utilizando 10 diferentes conjuntos de datos que captan el
comportamiento de un proceso de degradacién acelerada de las baterias de ion-litio. El
procedimiento se realizé de la siguiente manera:

e Test de hipdtesis: Fijando una tasa de falsa alarma nominal, se realizan 10 procesos
de deteccion de regeneraciones para cada uno de los 10 sets de datos, tanto para PF
como para RSPF. A partir de esto, se calcula el valor promedio empirico tanto para la
tasa de falsa alarma como para la probabilidad de deteccién para los 2 tipos de filtro
de particulas utilizados por separado. Este procedimiento se realiz6 para 121 valores a
nominal.

e Medidas de teoria de la informaciéon: En este caso, se define un umbral de
deteccidn, y se ejecuta la deteccion de regeneraciones, al igual que para el caso de test
de hipdtesis, se realizan 10 procesos de deteccion para cada uno de los 10 sets de
datos, tanto para PF como para RSPF. A partir de esto, se calcula el valor promedio
empirico tanto para la tasa de falsa alarma como para la probabilidad de deteccion
para los 2 tipos de filtro de particulas utilizados por separado. El procedimiento se
realizo para 30 valores @ nominal.
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Las tablas con el resumen de los resultados obtenidos para todos los métodos
mencionados se pueden encontrar en el Anexo A.

4.1 Test de Hipotesis

El test de hipotesis desarrollado en [32] fue utilizado como método base para la
comparacion de las técnicas implementadas en este trabajo. También se incorpord una version
que utiliza RSPF en el mddulo de deteccion que permita comparar este tipo de filtro con el de PF
clésico utilizado anteriormente. Los resultados obtenidos se muestran en el siguiente gréfico:
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Figura 11: Desempefio de deteccion para métodos basados en test de hipdtesis

Como es posible observar en la Figura 11, en este caso el médulo de deteccion basado en
PF presenta un mejor comportamiento que el médulo que utiliza RSPF para valores de @ menores
a 17 [%] aproximadamente. Luego de este valor, el algoritmo de RSPF mejora su desempefio con
respecto al algoritmo de PF, logrando una mejor probabilidad de deteccion B para un mismo
valor de a. Se debe destacar que si bien la tasa de deteccion aumenta junto a la tasa de falsos
positivos en algunos intervalos, esto no quiere decir necesariamente que presente un mejor
desempefio en la deteccion de los eventos de interés. Esto se explica con el hecho que al
acercarse a la esquina superior derecha del plano, el método se vuelve menos exigente,
clasificando resultados como positivos sin necesidad de mayor evidencia. En cuanto al MSE
mostrado por estos dos acercamientos, se obtiene un mejor resultado para el algoritmo de PF. Sin
embargo, la diferencia entre estos es del orden de 10~>, por lo que no se considera una diferencia
realmente significativa.

En la Seccion 4.2 se presentan los resultados obtenidos con las distintas medidas de teoria
de la informacion implementados, con el motivo de encontrar una alternativa que pueda presentar
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un mejor desempefio que el test de hipdtesis o resultados similares con un menor costo
computacional.

4.2 Medidas de Teoria de la Informacion

A continuacion se presentardn los resultados obtenidos empleando los métodos de
deteccion de medida de teoria de la informacion presentados en la Seccion 3.3.

Para evaluar el desempefio de cada uno de los métodos propuestos, se medird y comparara
los siguientes indices:

e Tasa de deteccidn para una tasa de falsos positivos dado

e Precision
e Exactitud
e MSE

4.2.1 Entropia

El primer método basado en medidas de teoria de la informacion utilizado es el método de

la entropia. Esta medida de incertidumbre, entregd los siguientes resultados presentados en la
Figura 12:
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Figura 12: Desempefio de deteccion para métodos basados en entropia

Este grafico denota un mejor desempefio para el algoritmo en base a RSPF, considerando
que presenta una mejor tasa de deteccion para cualquier valor de la tasa de falsos positivos. Para
reafirmar el analisis propuesto de forma cuantitativa, se presenta los resultados de la Figura 13.
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Figura 13: Diferencia de indices Entropia/PF - Entropia/RSPF

La diferencia en los indices que se muestra en la Figura 13, define que el algoritmo de
RSPF presenta un mayor valor tanto para la precision como para la exactitud con respecto al
algoritmo en base a PF. Ademas, generé un menor MSE al momento de realizar las estimaciones
del valor real del SOH de la bateria.

En base a los resultados obtenidos, se puede considerar que el algoritmo de RSPF, es
mejor que el algoritmo de PF en el caso de la entropia. Este andlisis también permite distinguir la
existencia umbrales donde se puede maximizar la precision o la exactitud del mddulo detector
segun se considere conveniente.

4.2.2 Diferencia de Entropia

Un segundo método basado en medidas de teoria de la informacion y presentado
anteriormente, consiste en el método de diferencia de entropia. Esta medida entregd los
resultados presentados en la Figura 14.
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Para este caso de método de deteccion con diferencia de entropia, se puede observar que
las curvas ROC que representan los algoritmos basados en PF y RSPF son bastante similares.
Esto quiere decir que para una tasa de falsos positivos dada, ambos presentan una tasa de

Figura 14: Desempefio de detecciéon para métodos basados en diferencia de entropia

deteccién similar.

En cuanto a los indices de desempefio utilizados, se pueden observar los resultados en el

gréfico de la Figura 15.
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Figura 15: Diferencia de indices Diferencia de Entropia/PF — Diferencia de Entropia/RSPF
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En la Figura 15 resulta mas facil distinguir diferencias entre el desempefio mostrado entre
los algoritmos basados en PF y RSPF. Es posible observar que en cuanto a precision y exactitud
se refiere, el algoritmo de PF presenta una pequefia ventaja con respecto al algoritmo de RSPF.
En cuanto al MSE, se puede observar que este fluctia en torno a 0, indicando que en este
parametro no existe una diferencia considerable entre ambos algoritmos.

4.2.3 Divergencia de Kullback-Leibler

Finalmente, el Gltimo método basado en medida de la informacion estudiada, consiste en
el método de divergencia de Kullback-Leibler, cuyo desempefio se presenta en la siguiente figura.
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Figura 16: Desempefio de deteccidon para métodos basados en divergencia de Kullback-Leibler

En la Figura 16 es posible observar que, al igual que en el caso de la diferencia de
entropia, para la divergencia de Kullback-Leibler la curva ROC presenta resultados similares para
ambos algoritmos utilizados, lo que le da mayor relevancia a los indices de desempefio al
momento de realizar una comparacién entre ambos acercamientos.
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Figura 17: Diferencia de indices Divergencia de KL/PF — Divergencia de KL/RSPF

En la Figura 17 una vez maés se encuentran valores positivos tanto para la diferencia de
precision como para la diferencia de exactitud de estos indices entre el algoritmo de PF y el de
RSPF, lo que indica que el primero tiene mayor valor para los dos indices de desempefio en
estudio. EI MSE presenta valores similares para ambos casos, siendo un poco menor para el caso
de PF.

Considerando los resultados obtenidos, el método de deteccion basado en divergencia de
Kullback-Leibler, presenta un mejor desempefio al utilizar PF en lugar de RSPF.

4.3 Analisis Comparativo

Los distintos métodos presentados en este trabajo, entregaron resultados satisfactorios al
momento de detectar los fendémenos de regeneracion en el estado de salud de baterias de ion-litio
y también generaron un bajo error en cuanto a las estimaciones del SOH obtenidas. Sin embargo,
resulta necesario comparar estos métodos entre si, con el fin de distinguir cual de ellos entrega los
mejores resultados para abordar esta problematica.

El analisis comparativo se realizara entre los resultados que presentaron mejor desempefio
para cada método de deteccion utilizado. A continuacion se presenta la Figura 18, la cual resume
gréficamente el comportamiento de los enfoques utilizados en el sentido de tasa de deteccion
obtenida segun su tasa de falsos positivos.
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Figura 18: Desempefio de deteccion entre los métodos utilizados

En el grafico mostrado en la Figura 18 se puede observar que los métodos basados en
medidas de teoria de la informacién presentan resultados similares, notando ademas algunos
puntos donde distintos métodos presentan exactamente la misma tasa de deteccion. Resulta
interesante el hecho que, si bien la curva de entropia con RSPF se encuentra por arriba de las
demas curvas de medidas de teoria de la informacion, en la zona de menor tasa de falsos
positivos (5-10%), presenta resultados muy similares a los obtenidos con la diferencia de
entropia. Hay que destacar que justamente dicha zona es la de mayor interés, ya que una baja tasa
de falsos positivos resulta adecuada para la problematica en estudio.

En cuanto al test de hipoétesis, supera notoriamente a los otros métodos de teoria de la
informacidn presentados, logrando una mayor tasa de deteccion para cualquier valor de la tasa de
falsos positivos. Dependiendo de la tasa de falsos positivos deseada, se puede determinar si se
prefiere utilizar este método con el algoritmo de PF o con el algoritmo de RSPF. Considerando
que el primero logra un mejor desempefio para tasas de falsos positivos mas baja, se podria
considerar esta combinacion como el mejor método de deteccion encontrado en este estudio.

Los resultados obtenidos se condicen con la intuicién considerando que el test hipétesis es
el método mas cercano a un test de Neyman-Pearson, que corresponde al test éptimo de decisién
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entre dos hipdtesis. Para poder completar dicho test, resultaria necesario contar con una
caracterizacion de la FDP de las regeneraciones.

Al realizar la comparacion entre métodos que utilizan medidas de la teoria de la
informacion, se puede adicionar el analisis en cuanto a la precision y exactitud obtenida con estos
métodos. Estos indices fueron agrupados segun la tasa de falsos positivos que presentan, ya que
los umbrales de los distintos métodos son diferentes y al utilizarlos dificultaria la comparacion de
los valores obtenidos.
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Figura 19: Precision entre los métodos utilizados

La Figura 19 presenta los resultados de precision para los métodos seleccionados. Se
puede apreciar que en general la divergencia de Kullback-Leibler presenta un mejor desempefio
que los otros métodos al considerar este indice. Si se examina la zona de menor tasa de falsos
positivos, se observa que el desempefio mostrado por la divergencia de Kullback-Leibler y el
desempefio de la entropia son practicamente iguales, siendo el método de deteccion por
diferencia de entropia el que presenta un peor desempefio.
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Por otro lado, en la Figura 20, se puede observar que la exactitud encontrada es
considerablemente mayor que la precisién, lo que se explica por el hecho que particularmente en
este caso, existe una cantidad mucho mayor de valores etiquetados como negativos que los que se
encuentran etiquetados como positivos. La comparaciéon por exactitud, entrega resultados muy

Figura 20: Exactitud entre los métodos utilizados

similares entre los tres métodos.

0,920
0,915
0,910
0,905
0,900
0,895
0,890
0,885

Exactitud

%

\—r
\\
4 5 6 7 8
tasa de falsos positivos [%]
Entropia/RSPF Diferencia de entropia/PF Divergencia de KL/PF

Al realizar un acercamiento a la zona de baja tasa de falsos positivos, se puede apreciar
que efectivamente la diferencia entre los resultados obtenidos con los distintos métodos es
despreciable. De todas formas, se observa que en general, la divergencia de Kullback-Leibler es

Figura 21: Exactitud entre los métodos utilizados (Acercamiento)
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la que presenta un peor desempefio, mientras que los otros dos métodos son comparables, siendo
la diferencia de entropia la que presenta una ventaja minima por sobre la entropia.

Si bien se esperaba que el desempefio presentado por los diferentes métodos basados en
medidas de informacion fuera mas cercano al obtenido con el test de hipdtesis, al menos existe
coherencia en el hecho de que los resultados obtenidos con estas técnicas no presentaran grandes
diferencias entre ellos. Esto se debe al hecho que estos métodos se desarrollan a partir principios
similares, que tiene que ver con la cantidad de informacion que explica el estado actual del
sistema al pasar de la estimacién de la FDP del SOH a priori a su FDP a posteriori.

Por ultimo, se esperaba que el RSPF presentara una ventaja al momento de detectar los
fendmenos de regeneracidn con respecto al PF, ya que permite caracterizar dichos eventos con
algunas particulas en la cola de la FDP. Sin embargo, esta ventaja no fue apreciada en los
resultados que se obtuvieron en este trabajo, siendo el médulo de deteccion basado en entropia el
unico en que la ventaja de RSPF fue considerable a lo largo del intervalo en estudio.
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Capitulo5:  Conclusiones

5.1 Conclusiones generales

Este trabajo presentd el desarrollo y evaluacion de distintos métodos de deteccion de
anomalias correspondientes a regeneraciones subitas y momentéaneas en el SOH de baterias de
ion-litio. En total fueron implementados ocho métodos distintos conformados por una medida de
deteccion, basada en un algoritmo de filtro de particulas, ya sea su formulacion clésica o su
formulacién sensible al riesgo. Estos métodos son: Test de hip6tesis/PF, Test de hipotesis/RSPF,
Entropia/PF, Entropia/RSPF, Diferencia de entropia/PF, Diferencia de entropia/RSPF,
Divergencia de Kullback-Leibler/PF y Divergencia de Kullback-Leibler/RSPF.

El desempefio de los médulos de deteccidén propuestos, fue evaluado de acuerdo a los
criterios que permiten comparar los resultados entregados por las distintas técnicas utilizadas. Los
indices de evaluaciéon de desempefio fueron: tasa de deteccidn versus tasa de falsos positivos,
precision en la deteccion, exactitud en la deteccién y MSE generado en las estimaciones del
SOH.

Inicialmente, fue comparado el desempefio obtenido con los algoritmos de PF contra el
que entregaron los algoritmos de RSPF para cada medida de deteccidn. Los resultados obtenidos,
arrojaron que los algoritmos basados en PF presentan un mejor desempefio para los métodos que
utilizaron Diferencia de entropia y Divergencia de Kullbak-Leibler, mientras que para la
Entropia, el mejor desempefio fue obtenido al utilizar algoritmos de RSPF. Para el caso del Test
de hipotesis, el algoritmo de PF presentd mejores resultados para menores tasas de falsos
positivos, situacién que se invierte cuando ésta aumenta.

Con respecto al criterio de precision, se encuentra que el método de la Divergencia de
Kullback-Leibler/PF presenta mejor desempefio que las otras técnicas basadas en medidas de
teoria de la informacion. Sin embargo, la medida de Entropia/RSPF, muestra resultados
practicamente iguales que Divergencia de Kullback-Leibler/PF para bajas tasas de falsos
positivos, que corresponde a la zona de mayor interés de analisis.

En cuanto a la exactitud, los resultados analizados para los distintos mddulos de
deteccion, no arrojaron diferencias considerables que entreguen una real ventaja comparativa a
alguno de los métodos estudiados. Esto se debe a que la exactitud incorpora la medicion de VN, y
para este caso de estudio en particular, se cuenta con una gran cantidad de valores etiquetados
como negativos, los cuales a falta de evidencia que indique lo contrario, son clasificados como
negativos aumentando el valor de este indice.
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Por ultimo, se debe concluir que debido a la superioridad demostrada por los médulos que
utilizan el test de hipdtesis frente a los que utilizan medidas de la teoria de la informacion, en
cuanto a mayor tasa de deteccidon para la misma tasa de falsos positivos, éste corresponde al
mejor método de deteccion entre todos los estudiados. Esto se condice con la teoria, ya que el test
de hipdtesis es lo méas cercano al test de Neyman-Pearson, que corresponde al criterio éptimo
para distinguir entre dos hipotesis simples. Por esto ultimo, se considera una posible mejora
generar una caracterizacion de la distribucion de probabilidad de las regeneraciones del SOH de
las baterias de ion-litio que permita implementar el test de Neyman-Pearson a un modulo de
deteccion de estos fendmenos.

5.2 Trabajo futuro

Como trabajo futuro se deja abierta la posibilidad de ahondar en los siguientes temas y
lineas de investigacion:

e Debido a que el método de test de hipdtesis corresponde al método analizado con mayor
desempefio, se sugiere disefiar un método de test de hipotesis alternativas, caracterizando
la FDP de las regeneraciones para hacer un test de Neyman-Pearson.

e Estudiar y analizar otros métodos mencionados en la literatura para la deteccion de
regeneraciones de estado de salud de baterias.

e Implementar y estudiar el comportamiento real del método de test de hipdtesis propuesto
en aplicaciones a predicciones EOL.
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Anexo A: Tablas de Resultados

Resultados de las Pruebas para Test de Hipotesis

Tabla 4: Resultados de la prueba para test de hipdtesis

Alfa Nominal Alfa Nominal i
fp td
0 2,38 71,18 1,73E-04 | 9,75 76,85 1,73E-04 15,25 26,16 83,66 2,23E-04 |36,77 86,33 2,61E-04
0,25 348 74,18 1,70E-04 | 10,31 77,36 1,78E-04 15,5 27,40 82,76 2,12E-04 | 35,92 86,98 2,60E-04
0,5 369 7359 1,73E-04 12,12 79,49 2,02E-04 15,75 26,78 82,99 2,23E-04 | 36,30 85,80 2,80E-04
0,75 493 76,97 1,73E-04 | 11,84 81,15 2,07E-04 16 26,99 83,11 2,05E-04 | 37,26 86,76 2,66E-04
1 4,70 76,36 1,83E-04 | 13,60 80,69 2,09E-04 16,25 27,81 83,43 2,32E-04 | 37,11 86,79 2,65E-04
1,25 584 7812 187E-04 | 13,33 80,99 1,93E-04 16,5 28,21 84,53 2,16E-04 | 37,49 87,07 2,58E-04
15 578 77,92 190E-04 |13,31 81,80 2,03E-04 16,75 29,15 82,70 2,14E-04 | 36,85 85,34 2,66E-04
1,75 715 7952 185E-04 | 14,84 8325 2,16E-04 17 28,64 82,67 2,10E-04 | 37,93 86,80 2,70E-04
2 7,41 79,89 1,85E-04 14,41 83,06 2,01E-04 17,25 29,34 82,74 2,22E-04 | 37,27 87,87 2,72E-04
2,25 8,29 81,31 1,84E-04 | 1590 83,98 2,09E-04 17,5 28,75 81,95 2,19E-04 | 38,89 85,63 2,76E-04
25 8,37 80,67 1,86E-04 | 16,04 83,69 2,23E-04 17,75 28,36 82,98 2,17E-04 | 38,76 86,31 2,50E-04
2,75 9,75 8256 181E-04 |17,13 84,39 2,13E-04 18 28,94 8364 2,14E-04 |38,93 86,19 2,52E-04
3 9,23 81,90 2,13E-04 | 17,61 84,25 2,01E-04 18,25 30,01 8334 2,36E-04 | 39,07 86,28 2,70E-04
3,25 10,33 82,72 1,92E-04 | 17,40 84,86 2,04E-04 18,5 29,49 8323 2,14E-04 | 38,84 86,59 2,83E-04
35 10,07 82,54 2,04E-04 | 18,66 86,16 2,38E-04 18,75 30,56 82,20 2,22E-04 | 39,35 86,46 2,55E-04
3,75 11,15 84,15 1,87E-04 | 18,75 85,09 2,18E-04 19 31,13 82,10 2,26E-04 [39,49 87,22 2,89E-04
4 11,37 82,71 2,11E-04 | 20,36 85,92 2,24E-04 19,25 30,46 83,12 213E-04 | 39,00 87,07 2,70E-04
4,25 1191 83,44 191E-04 | 20,47 8519 2,21E-04 19,5 30,68 83,22 2,28E-04 [39,66 85,14 2,77E-04
4,5 11,84 83,83 1,88E-04 | 22,01 87,11 2,14E-04 19,75 30,87 82,72 2,28E-04 | 40,37 85,11 2,77E-04
4,75 12,87 84,24 2,20E-04 | 21,06 86,95 2,42E-04 20 31,56 82,46 2,21E-04 [39,85 86,23 2,68E-04
b 14,38 84,40 2,04E-04 |21,42 86,52 2,37E-04 20,25 31,52 82,54 2,08E-04 | 40,14 85,74 2,80E-04
5,25 13,87 84,59 2,12E-04 | 22,42 86,90 2,21E-04 20,5 32,02 82,68 2,31E-04 |[40,45 85,66 2,78E-04
55 14,87 84,57 2,09E-04 | 22,71 86,76 2,25E-04 20,75 31,71 82,67 2,27E-04 | 40,59 86,56 3,02E-04
5,75 14,76 83,92 191E-04 | 23,42 87,76 2,26E-04 21 32,29 83,13 2,15E-04 [41,52 87,68 2,82E-04
6 15,18 83,66 1,90E-04 |22,99 87,04 2,11E-04 21,25 32,30 81,93 2,29E-04 | 41,24 8597 2,63E-04
6,25 15,74 85,08 2,07E-04 | 24,41 87,09 2,20E-04 215 32,06 82,28 2,36E-04 [41,34 84,57 2,69E-04
6,5 1597 85,26 2,11E-04 | 24,72 87,25 2,50E-04 21,75 31,98 82,46 2,27E-04 | 41,88 86,52 2,81E-04
6,75 16,34 84,89 2,31E-04 | 24,18 87,73 2,30E-04 22 33,58 82,28 2,34E-04 [41,89 85,78 2,85E-04
7 16,60 84,18 1,95E-04 | 25,66 87,28 2,52E-04 22,25 32,84 83,04 2,29E-04 |41,74 8550 2,69E-04
7,25 17,06 84,80 2,02E-04 | 2599 87,10 2,31E-04 22,5 33,62 80,88 2,39E-04 [41,93 86,19 2,88E-04
75 16,63 84,11 2,15E-04 | 26,03 86,68 2,31E-04 22,75 33,72 82,32 2,43E-04 | 41,68 8506 2,67E-04
7,75 17,54 84,68 2,01E-04 | 26,60 87,16 2,46E-04 23 33,31 81,71 2,18E-04 [42,19 86,90 2,83E-04
8 17,95 84,55 2,30E-04 | 27,30 87,02 2,39E-04 23,25 3352 82,24 2,21E-04 | 42,33 85,09 2,91E-04
8,25 18,34 85,06 2,17E-04 | 26,95 86,75 2,50E-04 235 33,51 82,25 2,37E-04 [42,20 85,40 2,87E-04
8,5 18,46 84,40 2,10E-04 | 27,76 87,64 241E-04 23,75 34,58 80,24 2,31E-04 | 43,10 8529 2,63E-04
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PF

Alfa Nominal Alfa Nominal
fp fp td

8,75 18,56 84,64 2,20E-04 | 27,72 86,83 2,41E-04 24 34,39 82,38 2,25E-04 | 43,15 87,33 2,90E-04
9 18,90 85,16 2,12E-04 | 28,56 88,01 2,15E-04 24,25 34,45 80,64 2,33E-04 | 43,37 86,26 2,83E-04
9,25 19,68 84,74 2,09E-04 | 28,90 87,15 237E-04 245 3501 83,00 2,38E-04 |43,08 86,54 2,88E-04
9,5 20,17 84,79 2,07E-04 | 28,81 87,43 2,63E-04 24,75 34,87 81,63 2,31E-04 | 43,40 87,08 2,98E-04
9,75 20,31 83,30 2,25E-04 | 29,87 87,57 2,44E-04 25 34,80 81,36 2,40E-04 | 43,33 8550 2,71E-04
10 20,50 85,09 2,17E-04 | 29,69 87,45 247E-04 25,25 3512 81,73 2,33E-04 | 43,79 86,30 2,82E-04
10,25 21,38 85,30 2,25E-04 29,91 87,42 2,41E-04 255 3532 80,62 2,16E-04 | 43,89 85,39 2,94E-04
10,5 20,83 8524 2,06E-04 |30,19 86,52 2,56E-04 25,75 3556 79,86 2,24E-04 | 44,76 86,08 2,89E-04
10,75 21,52 84,20 2,04E-04 | 30,65 87,38 2,68E-04 26 3595 80,24 2,39E-04 | 43,07 86,07 2,95E-04
11 21,45 84,36 2,17E-04 |31,02 86,06 2,44E-04 26,25 36,31 80,50 2,33E-04 | 44,48 86,57 2,96E-04
11,25 22,01 83,02 193E-04 [31,50 87,02 2,61E-04 26,5 36,52 8191 2,20E-04 | 44,83 84,63 2,89E-04
11,5 22,11 84,25 2,06E-04 | 32,17 86,32 2,50E-04 26,75 36,56 79,89 2,14E-04 | 44,60 86,50 2,84E-04
11,75 22,65 84,18 2,33E-04 | 31,62 88,61 254E-04 27 36,29 79,98 2,25E-04 | 44,45 85,04 2,99E-04
12 22,69 8550 2,16E-04 |31,59 86,81 2,51E-04 27,25 36,55 81,27 2,39E-04 | 44,50 86,96 2,74E-04
12,25 23,65 83,30 2,21E-04 |32,04 86,37 2,60E-04 275 36,26 81,46 245E-04 | 4570 8525 2,99E-04
12,5 23,33 84,31 2,06E-04 |32,19 86,75 2,50E-04 27,75 36,99 81,10 2,44E-04 | 44,67 86,39 2,88E-04
12,75 24,34 83,16 2,10E-04 | 33,59 87,86 2,70E-04 28 36,72 81,30 2,51E-04 | 4552 85,78 2,90E-04
13 24,31 83,68 2,25E-04 | 33,46 86,49 2,58E-04 28,25 37,35 79,38 2,38E-04 | 45,30 84,69 3,10E-04
13,25 24,17 83,87 2,39E-04 | 33,49 86,88 2,78E-04 28,5 37,36 81,25 2,50E-04 |45,92 86,27 2,71E-04
135 24,96 83,17 2,04E-04 | 34,74 86,84 2,77E-04 28,75 37,85 80,07 2,54E-04 | 46,40 8586 2,99E-04
13,75 25,34 83,83 2,10E-04 | 34,47 87,38 2,69E-04 29 37,63 82,52 2,34E-04 | 46,21 86,23 2,98E-04
14 25,19 85,02 2,21E-04 |34,78 86,90 2,59E-04 29,25 38,08 81,19 2,43E-04 | 46,92 8546 3,08E-04
14,25 25,16 83,97 2,08E-04 | 34,86 87,54 2,68E-04 29,5 37,43 8058 2,37E-04 | 45,78 85,77 2,88E-04
14,5 25,34 83,14 1,99E-04 | 35,27 87,39 2,54E-04 29,75 37,55 79,28 2,45E-04 | 46,36 86,06 2,88E-04
14,75 25,63 83,12 2,16E-04 | 34,93 8524 2,58E-04 30 38,33 80,90 2,70E-04 | 45,83 85,32 3,06E-04
15 26,33 83,27 2,24E-04 | 35,38 85,86 2,56E-04 - - - - - - -
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Resultados de las Pruebas para Entropia

Tabla 5: Resultados de la prueba para entropia

Filtro de Particulas Filtro de Particulas Sensible al Riesgo
Umbr Regs

VP FP FN fp[%] td[%] Prec MSE VP FP FN fp[%] td[%] Prec Exac MSE

2185 15 | 513 465 914 323 409 061 091 3,73E-03 |4,62 307 950 213 38,89 0,63 092 9,75E-04
21,7 15 | 515 552 911 382 4150 058 090 4,48E-03 |454 3,67 9,67 255 3748 060 091 1,67E-03
2155 15 | 515 486 906 338 41,74 059 091 343E-03 |449 342 966 237 37,64 060 091 2,63E-03
214 15 | 527 573 888 398 4283 056 090 4,49E-03 |4,75 428 952 297 38,83 059 091 1,22E-03
2125 15 | 537 639 880 442 4330 054 090 581E-03 |485 359 935 249 39,76 0,62 091 1,36E-03
21,1 15 | 561 7,72 846 535 4535 054 089 4,99E-03 1499 399 923 276 4064 059 091 1,52E-03
2095 15 | 577 899 851 622 4523 053 089 1,20E-02 |505 380 9,19 263 40,90 060 091 1,61E-03
208 15 | 573 1126 829 7,76 4643 049 087 967E-03 |532 393 891 273 4281 062 091 1,20E-03
2065 15 | 622 998 789 689 4937 050 088 1,19E-02 |506 452 910 3,13 41,49 061 091 1,16E-03
205 15 | 627 1461 785 10,09 4919 046 085 287E-02 [540 491 886 3,40 43,04 058 091 2,74E-03
2035 15 | 645 1544 767 1068 5022 041 085 1,16E-02 |558 4,96 881 344 4347 059 091 6,03E-03
20,2 15 | 641 17,15 7,69 1181 5027 037 084 125E-02 [575 4,40 844 3,05 45,87 063 091 6,70E-04
2005 15 | 666 1893 7,33 13,04 5259 036 083 249E-02 |584 483 842 335 4590 060 091 1,72E-03
19,9 15 | 701 2510 711 1735 5395 032 0,79 5096E-02 |618 497 801 345 4860 060 091 1,99E-03
197 15 [ 712 2815 6,89 1941 5520 028 0,77 3,83E-02 |606 634 815 440 47,86 055 090 2,06E-03
196 15 | 751 3539 642 2446 5821 024 073 713E-02 |645 593 7,74 411 5041 057 091 1,31E-03
1945 15 | 7,55 4358 6,27 30,03 5912 020 068 9,63E-02 (639 6,40 7,88 443 4950 055 091 2,74E-03
193 15 | 810 4826 584 3331 6199 019 066 1,08E-01 [6,78 630 745 4,37 52,20 056 091 1,42E-03
19,15 15 | 807 5329 569 36,76 6278 017 062 1,74E-01 (687 813 726 5,63 5320 0,50 0,90 1,91E-03

19 15 | 840 6084 540 4195 6453 015 058 227E-01 [7,09 988 715 6,84 5425 047 089 1,40E-03
1885 15 [ 851 63,01 521 4344 6620 014 057 1,79E-01 |7,31 10,75 681 7,44 56,36 045 0,88 2,00E-03
18,7 15 | 935 7814 439 5387 71,18 012 048 4,02E-01 |7,45 12,23 6,65 8,46 5751 041 088 1,19E-03
1855 15 [ 9,77 8558 4,10 59,01 7293 0111 043 485E-01 |769 17,02 625 11,76 5995 0,35 085 1,89E-03
184 15 | 995 8695 375 5999 7531 011 043 541E-01 |801 1994 596 13,78 61,96 031 0,83 3,05E-03
1825 15 |11,00 9864 282 6803 8148 011 036 747E-01 (824 2484 548 17,16 6474 027 080 1,01E-03
18,1 15 10,98 103,82 2,67 7155 8265 010 0,33 741E-01 (814 3259 534 2252 6585 022 0,75 3,28E-03
17,95 15 |11,69 109,65 2,26 7561 8527 010 0,29 1,31E+00 (7,87 43,61 528 30,11 6593 0,16 0,68 6,03E-03
17,8 15 12,24 11521 169 7946 8899 010 0,26 1,64E+00 7,81 63,92 4,80 4407 6804 012 056 751E-03
17,65 15 |1297 124,19 118 8566 92,17 009 021 240E+00 (7,22 7227 519 4982 6525 0,09 050 1,98E-02
175 15 |13,03 12487 117 86,11 9243 0,09 0,21 2,75E+00 |8,28 83,09 453 57,29 69,90 0,09 044 4,15E-02
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Resultados de las Pruebas para Diferencia de Entropia

Tabla 6: Resultados de la prueba para diferencia de entropia

Filtro de Particulas Filtro de Particulas Sensible al Riesgo
Umbr Regs

FP FN fp[%)] td[%)] Prec VP FP FN fp[%)] td[%] Prec Exac MSE

2185 15 | 516 277 906 192 41,70 065 092 143E-03 (523 347 909 240 4126 060 092 4,02E-03
21,7 15 | 551 313 879 217 4325 064 092 1,05E-03]|569 398 868 275 4381 058 092 5,70E-03
2155 15 | 592 344 843 238 4598 063 092 293E-03 (608 478 830 331 4633 057 091 1,83E-03
214 15 | 591 424 834 294 4627 059 092 168E-03| 623 529 804 366 4830 054 091 1,67E-03
2125 15 | 621 479 805 331 4801 058 092 6,23E-04|645 581 787 402 4921 053 091 3,85E-03
21,1 15 | 649 510 780 352 4958 057 091 1,09E-03|654 649 771 449 5036 051 091 237E-03
2095 15 (648 609 779 421 49,70 052 091 557E-03 | 6,74 697 750 481 5163 050 090 458E-03
208 15 | 661 666 764 460 5046 051 091 110E-03| 701 834 730 576 5306 047 090 3,25E-03
2065 15 | 688 760 737 525 5222 049 09 848E-04 (691 893 736 617 5247 045 089 2,13E-03
205 15 | 713 828 720 572 5368 048 090 1,78E-03| 733 1092 6,74 754 5648 042 088 1,01E-03
2035 15 | 722 934 692 645 5530 045 089 851E-04 | 748 1238 6,65 855 5708 039 088 1,08E-03
20,2 15 | 743 1144 671 790 5654 041 088 985E-04 | 728 1416 684 978 5583 036 086 4,36E-03
2005 15 | 749 1300 653 898 57,72 038 087 142E-03| 739 1805 6,41 1247 5836 031 084 252E-03
19,9 15 | 786 1463 6,15 10,10 6010 036 086 7,62E-03|808 2053 597 1417 6144 030 083 1,13E-03
1975 15 [ 799 1796 599 1241 6162 032 084 194E-03| 7,77 2654 595 1831 61,15 024 0,79 2,82E-03
196 15 | 764 2146 613 1483 6030 028 082 652E-03 769 3149 6,00 21,73 6134 021 0,76 585E-03
1945 15 | 800 2550 568 1761 6331 026 080 291E-03 | 7,71 3500 5,62 2417 6342 020 0,74 9,06E-03
193 15 | 817 3335 533 2300 6512 0,22 0,75 539E-03| 764 4214 560 29,08 6318 0,16 069 1,00E-02
1915 15 | 759 37,60 587 2595 6141 0,18 0,72 9,74E-03 | 6,76 4691 6,61 3235 56,28 0,13 0,66 1,94E-02

19 15 | 716 4523 6,01 3121 61,16 015 067 203E-02| 649 4772 6,72 3289 5571 0,12 065 2,66E-02
1885 15 [ 7,02 4873 621 3362 5959 013 065 217E-02 | 687 5578 635 3844 5813 0,11 060 247E-02
18,7 15 | 712 5289 6,17 3646 5950 0112 062 291E-02 630 5361 724 3697 5200 010 0,61 4,07E-02
1855 15 | 636 5057 699 3486 5413 0,11 063 4,25E-02 | 647 5753 694 3969 53,72 0,10 059 4,82E-02
184 15 | 637 5576 733 3845 5157 0,10 060 4,84E-02 | 621 5793 723 3994 5188 0,10 058 558E-02
1825 15 | 654 5998 690 4137 5382 0,10 057 560E-02 | 652 61,17 7,20 4219 51,75 0,10 056 6,55E-02
18,1 15 | 632 5938 745 409 5049 0,10 057 746E-02 | 6,47 61,94 742 4272 5047 0,10 056 7,66E-02
1795 15 | 642 6125 735 4222 5104 0,10 056 7,74E-02 | 6,93 6431 7,07 4438 5271 010 055 8,98E-02
178 15 | 673 638 723 4404 5160 0,10 055 752E-02 11,20 108,23 160 7463 8948 009 030 1,11E-02
1765 15 | 701 67,57 693 4659 5384 0,10 053 817E-02 13,13 122,76 042 84,69 97,18 0,10 0,22 1,58E+00
175 15 |10,41 10006 3,05 69,00 7981 0,09 035 4,04E-02 |14,24 136,16 0,16 9392 9892 0,09 0,14 4,07E+00
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Resultados de las Pruebas para Divergencia de Kullback Leibler

Tabla 7: Resultados de la prueba para divergencia de Kullback-Leibler

Filtro de Particulas Filtro de Particulas Sensible al Riesgo
Umbr Regs

VP FP FN fp[%] td[%] Prec VP FP FN fp[%] td[%] Prec Exac MSE

295 15 |6,02 437 812 3,03 4809 061 092 198E-03 |6,75 7,14 7,46 4,95 52,24 054 090 9,90E-04
2,9 15 |624 630 783 437 4966 055 091 155E-03 |654 7,69 7,68 533 50,55 052 0,90 1,32E-03
285 15 |6,34 6,64 7,83 461 4990 055 090 8,04E-04 |653 916 7,53 6,35 51,71 048 0,89 1,82E-03
2,8 15 | 646 706 7,63 4,90 51,07 054 090 9,64E-04 [665 893 751 6,18 51,89 049 0,89 154E-03
2,75 15 |658 644 7,63 4,46 51,12 055 091 1,65E-03 |6,79 8,73 7,24 6,06 5362 049 089 3,15E-03
2,7 15 |657 712 766 494 50,89 053 09 241E-03 [7,08 917 713 6,35 5422 048 089 147E-03
265 15 |657 780 756 539 5163 051 09 3,05E-03 | 7,00 11,92 7,02 8,25 55,12 044 088 2,72E-03
2,6 15 |659 837 749 579 51,88 050 090 1,15E-03 |7,01 10,58 7,07 7,32 54,74 045 088 1,82E-03
255 15 |7,02 931 715 644 54,14 049 089 1,15E-03 |[7,27 1438 681 9,95 56,43 040 0,86 3,04E-03
2,5 15 |687 878 729 6,08 5320 049 089 201E-03 |7,18 12,33 6,84 854 56,13 042 087 2,26E-03
245 15 |7,09 1165 7,03 8,06 5499 044 088 150E-03 [7,24 1510 684 1043 5621 039 086 1,58E-03
2,4 15 |7,34 13,72 691 9,49 5584 042 087 227E-03 |7,36 17,24 6,73 1192 5662 036 084 5,18E-03
235 15 |7,11 1447 7,01 1001 5506 039 086 127E-03 |737 1835 657 1268 57,70 035 0,84 3,94E-03
2,3 15 | 733 1506 668 1042 57,18 040 086 197E-03 (7,17 17,08 6,76 11,79 56,53 034 084 3,29E-03
225 15 |732 1636 6,73 1130 56,78 037 085 2,34E-03 |745 2362 648 1630 5834 030 081 2,66E-03
2,2 15 | 737 16,24 659 11,22 5740 038 085 6,11E-03 [730 2166 665 1495 5704 031 082 354E-03
215 15 |738 17,16 665 1182 5737 036 085 238E-03 |759 2539 635 17,56 58,99 030 080 3,95E-03
2,1 15 |7,54 16,07 655 11,12 5810 0,38 085 153E-03 |7,72 2666 607 1841 6084 030 079 2,63E-03
205 15 |763 2193 638 1516 5905 031 082 259E-03 |754 3033 6,00 2094 6158 026 0,76 4,37E-03

2 15 |739 2101 656 1451 5804 032 082 3,76E-03 |7,58 3102 620 21,44 5984 025 0,76 6,38E-03
195 15 |761 2467 618 1705 6040 030 080 381E-03 |7,56 37,53 606 2597 6083 0722 0,72 7,87E-03
19 15 | 755 26,71 631 1847 5926 028 0,79 781E-03 [7,64 3555 597 2458 6165 023 0,73 992E-03
18 15 |731 2906 649 2007 5832 027 0,77 351E-03 |7,76 4188 564 2894 63,03 0,20 069 1,32E-02
18 15 | 738 3217 641 2220 5887 024 075 111E-02 [741 4561 6,10 3151 6024 018 0,67 1,69E-02
1,75 15 |7,77 3794 575 2620 6301 022 0,72 567E-03 |791 4904 553 3390 6411 017 065 1,37E-02
1,7 15 |767 37,74 593 2607 6157 021 0,72 938E-03 |7,58 51,70 579 3565 625 0,15 0,63 1,97E-02
165 15 |728 4551 608 3141 6039 018 067 140E-02 |843 5904 485 40,78 6847 015 059 2,04E-02
1,6 15 | 7,74 4314 577 29,79 6274 019 069 998E-03 |835 62,10 504 4288 6727 0114 057 2,63E-02
155 15 |8,03 49,64 549 3431 6442 017 065 153E-02 |829 6309 518 4358 6589 0,13 056 3,19E-02
15 15 |751 52,76 579 3643 6218 015 062 199E-02 |8,71 6826 4,76 4712 6862 012 053 2,92E-02
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Resultados de las Diferencias de Indices de Desempefio

Tabla 8: Resultados de las diferencias de indices de desempefio

Entropia Diferencia de Entropia Divergencia de Kullback Leibler

Prec(PF) Exac(PF) MSE(PF) Prec(PF) Exac(PF) MSE(PF) Prec(PF) Exac(PF) MSE(PF)
-Prec(RSPF) -Exac(RSPF) -MSE(RSPF) -Prec(RSPF) -Exac(RSPF) -MSE(RSPF) -Prec(RSPF) -Exac(RSPF) -MSE(RSPF)

-0,02 -0,01 2,75E-03 0,05 0,00 -2,59E-03 0,07 0,01 9,90E-04
-0,03 -0,01 2,81E-03 0,06 0,00 -4,65E-03 0,04 0,01 2,37E-04
-0,01 0,00 7,92E-04 0,07 0,01 1,10E-03 0,07 0,01 -1,02E-03
-0,03 -0,01 3,27E-03 0,05 0,00 1,07E-05 0,05 0,01 -5,77E-04
-0,08 -0,01 4,45E-03 0,04 0,00 -3,23E-03 0,06 0,01 -1,50E-03
-0,06 -0,02 3,48E-03 0,06 0,01 -1,28E-03 0,05 0,01 9,38E-04
-0,08 -0,03 1,04E-02 0,02 0,00 9,91E-04 0,07 0,02 3,24E-04
-0,13 -0,04 8,47E-03 0,04 0,01 -2,15E-03 0,05 0,01 -6,63E-04
-0,11 -0,03 1,07E-02 0,04 0,01 -1,28E-03 0,09 0,03 -1,89E-03
-0,12 -0,06 2,60E-02 0,06 0,02 7,71E-04 0,07 0,02 -2,47E-04
-0,18 -0,06 5,54E-03 0,06 0,02 -2,26E-04 0,05 0,02 -8,59E-05
-0,26 -0,08 1,19E-02 0,05 0,02 -3,38E-03 0,06 0,02 -2,92E-03
-0,24 -0,08 2,32E-02 0,07 0,03 -1,10E-03 0,05 0,02 -2,67E-03
-0,28 -0,12 5,76E-02 0,06 0,04 6,48E-03 0,05 0,01 -1,32E-03
-0,27 -0,13 3,62E-02 0,08 0,05 -8,77E-04 0,07 0,04 -3,23E-04
-0,33 -0,18 7,00E-02 0,07 0,06 6,72E-04 0,07 0,03 2,57E-03
-0,35 -0,23 9,36E-02 0,06 0,06 -6,16E-03 0,07 0,05 -1,57E-03
-0,37 -0,25 1,07E-01 0,05 0,06 -4,65E-03 0,08 0,07 -1,10E-03
-0,33 -0,27 1,72E-01 0,05 0,06 -9,64E-03 0,05 0,05 -1,78E-03
-0,32 -0,31 2,26E-01 0,03 0,02 -6,37E-03 0,06 0,06 -2,61E-03
-0,32 -0,32 1,77E-01 0,02 0,05 -2,99E-03 0,08 0,08 -4,06E-03
-0,29 -0,40 4,01E-01 0,02 0,01 -1,17E-02 0,06 0,05 -2,11E-03
-0,24 -0,42 4,84E-01 0,01 0,04 -5,74E-03 0,07 0,08 -9,72E-03
-0,21 -0,41 5,38E-01 0,00 0,01 -7,43E-03 0,07 0,08 -5,76E-03
-0,17 -0,44 7,46E-01 0,00 0,01 -9,48E-03 0,05 0,07 -8,07E-03
-0,12 -0,43 7,38E-01 0,00 0,02 -1,99E-03 0,06 0,09 -1,03E-02
-0,07 -0,39 1,30E+00 0,00 0,02 -1,23E-02 0,04 0,08 -6,39E-03
-0,02 -0,29 1,63E+00 0,00 0,25 6,41E-02 0,06 0,11 -1,63E-02
0,00 -0,29 2,38E+00 0,00 0,31 -1,50E+00 0,05 0,08 -1,66E-02
0,00 -0,23 2,71E+00 0,00 0,20 -4,03E+00 0,03 0,09 -9,27E-03
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