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ERGODICIDAD EXPONENCIAL PARA PROCESOS DE LA CLASE AIMD

En la presente memoria se estudia la convergencia al equilibrio de los procesos estocasticos
pertenecientes a la clase Incremento Aditivo Decremento Multiplicativo (AIMD, por sus siglas

en inglés), enmarcada en el contexto de los procesos de Markov deterministas por pedazos,
introducidos por M.H.A. Davis en 1984.

En primer lugar se estudian los tiempos de entrada y salida de compactos de la forma
[0, 2], primero para el caso con intensidad constante y luego en el caso general. Luego,
mediante la construccién de un coupling especifico, se usan estos resultados para establecer
la recurrencia de cierto compacto, el que depende los datos del problema. También se prueba
que el tiempo de entrada a este compacto tiene momento exponencial finito de algin orden.
Como consecuencia, se establece la existencia de una medida invariante y se obtiene una tasa
explicita de convergencia exponencial al equilibrio. Por tltimo, se aplica el Teorema probado
al caso del proceso TCP y se compara con las tasas exhibidas por Bardet et al. en 2011.
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Introduccion

Los procesos de Markov deterministas por pedazos (PDMP por sus siglas en inglés) fueron
introducidos en 1984 por M.H.A. Davis en su paper seminal Piecewise-Deterministic Markov
Process: A General Class of Non-Diffusion Stochastic Models [7]. La razén principal de Davis
para introducir esta clase de procesos fue que presentan una alternativa a los modelos de
difusion clasicos, esto es, la dindmica ya no es gobernada por un movimiento Browniano, sino
que por una ecuacién diferencial ordinaria, y la tinica aleatoriedad se encuentra en los saltos.

Recientemente se han estudiado modelos de este tipo, en donde el espacio de estados es
R, , la dindmica determinista es lineal y la mecénica de saltos es multiplicativa, esto es, la
posicion después de cada salto es escogida multiplicando el estado actual por una v.a. con
una distribucién dada, concentrada en el intervalo [0,1). Es por esto que esta subclase es
llamada Incremento Aditivo Decremento Multiplicativo (AIMD por sus siglas en inglés) y es
en ésta donde se enfoca este trabajo.

El ejemplo mas emblemético de proceso perteneciente a la clase AIMD es el llamado
proceso TCP, que modela el tamano de una ventana de transmisién de datos en el protocolo
de internet del mismo nombre. Dicho modelo aparece como el limite en escalamiento de un
algoritmo discreto de tipo Markoviano para regular la congestién en un canal de transmisién
de datos. Varias propiedades de este limite se estudian en [10, [1§].

A nivel general, una pregunta de interés en el contexto de procesos de Markov (de la
clase PDMP o0 no) es en primer lugar, si poseen medidas invariantes o estacionarias. Esta
interrogante esta bastante estudiada y da origen a la teorfa de las cadenas de Harris [Il, Seccién
VIL.3]. Una vez que se ha establecido la existencia de estas medidas, cabe preguntarse por
la velocidad de convergencia de la ley a tiempo t del proceso subyacente a esta medida
estacionaria en alguna distancia adecuada. Existen técnicas generales aplicables a cualquier
proceso de Markov a tiempo continuo para deducir esta convergencia en varios casos. Entre
estas destacan las expuestas por Dufour & Costa [9], Lindvall [I7], Roberts & Rosenthal [20],
y Thérisson [21].

En el caso del TCP, técnicas particulares de coupling han sido utilizadas para deducir
tasas de convergencia exponencial a la medida invariante en la distancia de Wasserstein W, y
en variacién total. Por ejemplo, se puede consultar los trabajos de Bardet et al. [4] y Chafai
et al. [6]. En Azais et al. [2] se presenta un resumen de los tltimos resultados obtenidos para
este proceso. La técnica desarrollada en este trabajo estd inspirada en las utilizadas alli (en
particular [4]).

Otros ejemplos de importancia estan relacionados con la teoria de Procesos de Renovacién.
En este caso se incluyen la vida corriente y restante asociadas a un proceso de renovacion. Las



técnicas utilizadas en este contexto difieren de las usadas en el caso del proceso TCP en que
no permiten encontrar tasas explicitas de convergencia al equilibrio. En este sentido, aqui se
presenta un resultado unificador pues es aplicable a ambos casos (y a muchos otros) y permite
obtener tasas de convergencia explicitas, aunque mas complicadas que las ya existentes. A
groso modo, se probara el siguiente resultado

Teorema Dadas dos leyes iniciales j1 y v con primer momento finito, existen 4 > 0 y una
constante C' = C(u,v,7y) > 0 tal que

IPu(Xe € 1) =Py (X € )llvr < Ce™
para todo vy <4 yt > 0.

La presente memoria se organiza como sigue. En el Capitulo|l|se presentan las herramientas
bésicas para el correcto desarrollo de los resultados posteriores. En particular, se presenta una
breve introduccién a la Teoria de Semigrupos de Operadores (Seccién , a los procesos de
Markov (Seccién[L.2)), a la técnica de coupling (Seccién[L.3)) y a las clases PDMP (Seccién|[1.4)

y AIMD (Seccién [1.5)).

Seguidamente, en el Capitulo [2| se presentan los resultados principales de este trabajo.
En primer lugar, en la Seccion [2.1] se estudian los tiempos de retornos a ciertos compactos,
primero para el caso con intensidad constante y luego en el caso general. Después, en la
Seccién se prueba una serie de lemas técnicos relacionados con los couplings que se
construirdan maés adelante. Finalmente, en la Seccion se enuncia y prueba el resultado
principal de la memoria.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta el marco tedrico bajo el que se desarrolla este trabajo. En
su mayoria, los resultados aqui presentados se dan sin demostracién pues corresponden a
teoremas clasicos en la literatura y el contexto en el que aparecen es mas general de lo
necesario. Aun asi, emergen como resultado de la revisiéon bibliografica y como complemento
a los conocimientos adquiridos durante la carrera.

Dado un espacio medible (E, &), se denota por &(F) a la coleccién de las medidas de
probabilidad en & y B(FE) serd el espacio vectorial de las funciones medibles y acotadas
dotado de la norma uniforme. Si E es un espacio topolégico localmente compacto, siempre se
considera su o—algebra Boreliana, Cy(E) C B(FE) sera el espacio de las funciones continuas
y acotadas, y Co(F) C Cy(E) el espacio de las funciones continuas que se anulan en infinito;
finalmente C.(E) C Cy(FE) es el espacio de las funciones continuas a soporte compacto.
Ademas, K y O son la coleccion de subconjuntos compactos y abiertos de F, respectivamente.
Si X es un espacio de Banach, entenderemos por funcional en X a una funcion 7' : X — R
y por operador en X a una funcion T : X — X.

Para un espacio de probabilidad (€2,.%,P), las funciones X : Q — E que son .%-&-medi-
bles son llamados elementos aleatorios. En el caso en que (E, &) = (R, Z(R)) se dice que X es
una variable aleatoria (v.a.). Todo elemento aleatorio X induce una medida £(X) € Z(F),
llamada ley de X, mediante la relacion

L(X)(A) =P(X HA)=P(X €A, Acé.

Una filtracién en .% es una coleccién de sub—o—dlgebras (.%;);>¢ tales que F; C %#; cada

vez que s < t. Se define
Froo =0 (U 3@) :

t=0

Un proceso adaptado (M;)sso tal que M; € L' para cada t > 0 se dice submartingala (resp.
sobremartingala) si E(X; | %) > X, (resp. E(X; | %) < X) para todo par de tiempos
t > s. Si M; es un sub y sobremartingala a la vez, se dird que es una martingala. La teoria
de martingalas es relativamente moderna, rica en resultados, y tiene diversas aplicaciones
en varias ramas de las probabilidades y las matematicas. Se pueden encontrar los resultados
principales y un desarrollo detallado de esta teorfa y sus aplicaciones en [B [16, [19)].
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1.1. SEMIGRUPOS DE OPERADORES

Definicién 1.1 Un niicleo de transicién en (E, &) es una funcién N : E x & — RU{oo} tal
que

1. La aplicacién x — N (z, A) es medible para cada A € &.
2. La aplicacion A — N(x, A) para todo x € E.

Si ademas N(z,-) € Z(E) para todo x € E, se dice que N es una probabilidad de transicion.

Dados dos nucleos de transicion N y M, es posible definir un tercero mediante
NM(a,4) = [ My, AN (x,dy)
E

Para f : F — R medible y ¢ una medida en &, se pueden considerar las acciones de N por
la izquierda sobre f y por la derecha sobre g,

Nf(x) = [E £(y) N(x, dy) (11)

,uN(A):/EN(a:,A),u(dx). (1.2)

Es claro que estas acciones dejan invariantes ambos espacios, esto es, NV f es nuevamente una
funciéon medible y p/N es una medida.

Definicién 1.2 Una familia (P,)+ de probabilidades de transicion se dice funcién de tran-
sicion si Py(z,-) = d, para todo x € E, y satisface la ecuacién de Chapman—Kolmogorov

Proau, A) = /E Pu(y, A) Pz, dy) (1.3)

1.1. Semigrupos de operadores

Una familia de operadores lineales acotados (7});>0 en un espacio de Banach X se dice
semigrupo si Ty = 1y Ty s = TyTs paratodo t, s > 0. Un semigrupo (7} )=0 se dice fuertemente
continuo si ||Tif — f|| — 0 para todo elemento f € X; diremos que es un semigrupo de
contracciones si ||T3|| < 1 para todo t > 0.

EJEMPLO 1.1. Una funcién de transicién (P;);>o define naturalmente una familia de operadores, la
que llamaremos igualmente (P;);>0, mediante su accién por la izquierda (ecuacién (1.1))) sobre diversos

espacios, por ejemplo, sobre B(E), o sobre Cy(E) o Cyo(E) si E es un espacio topoldgico localmente
compacto. Este semigrupo no necesariamente debe ser fuertemente continuo.

Usando solamente la definicién es posible demostrar ciertas propiedades de regularidad de
estos semigrupos.

Proposicién 1.3 (Corolario 1.1.2 en [I1]) Si (T})+=0 es un semigrupo fuertemente continuo,
entonces para todo f € X la aplicacion t — Ty f es continua de [0,00) en X.



1. PRELIMINARES

El generador infinitesimal (o simplemente generador) del semigrupo (7;);>¢ es el operador
lineal (posiblemente no acotado) A en X definido por

Lif—f
t

Af =lim

10 ’

cuyo dominio Z(A) es el subespacio de todos los vectores f € X tales que este limite existe.

Proposicién 1.4 (Proposicién 1.1.5 en [I1]) Sea (T})i=0 un semigrupo fuertemente continuo
en X, con generador A.

1. Para f € X yt >0, se tiene que fJTSfds €Ay

th—sz/Othfds.

2.SifePA) yt>=0, entonces T f € Z(A) y

d
g Lif = ALf =TiAf.

3. SifeP(A) yt=>=0, entonces

th—f_/OtATsfds_/OthAfds.

Por tltimo, es interesante saber cuando un operador A genera un semigrupo fuertemente
continuo. Una respuesta estd dada por el Teorema de Hille-Yosida. Un operador A se dice
disipativo si ||Af — Af|| = M| f|| para todo f € Z(A).

Teorema 1.5 (Hille & Yosida, Teorema 1.2.6 en [II]) EI operador lineal A en X es el
generador de un semigrupo fuertemente continuo si y solamente si

1. 2(A) es denso en X.
2. A es disipativo.
3. Im(A — A) = X para algiin A > 0.

1.1.1. Operadores en espacios de Funciones

Durante esta seccién E serd un espacio topolédgico separado y localmente compacto. Un
funcional T' en Cy(E) se dice positivo si T'f > 0 cada vez que f > 0. Una medida pu en #(F)
se dice reqular interior si

pu(A) =sup{u(K): K e X, K C A}
para todo A € #A(F). La medida p se dice regular exterior si

w(A) =inf{u(F): Fe O,AC F}



1.1. SEMIGRUPOS DE OPERADORES

para todo A € B(E). Por tltimo, p se dice regular si es regular interior y exterior simulta-
neamente.

Dada una medida finita y regular y, es posible definir un funcional 7, actuando en B(FE)
mediante

T, = / £() puldy). (1.4)

Es facil ver que entonces T}, es positivo, continuo y [|7,|| = p(E). Una pregunta natural
entonces es saber si todos los funcionales en B(F) tienen esta forma, estos es, interesa saber
si dado T actuando sobre B(F) es posible encontrar una medida finita y regular p que
represente a T en el sentido de la formula anterior. Lamentablemente esto no es asi, como lo
muestra el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 1.2. Sea E = R, y B’ el subespacio de B(E) constituido por las funciones f tales que
f(oo) = rlggo f(z) existe. En B’ se define el funcional T mediante T'f = f(oo). Naturalmente T es

continuo y positivo, v ||T']| < 1. Por el Teorema de Extensién de Hahn—Banach 7' tiene una (unica)
extensién continua y positiva a todo B(FE), la que seguiremos llamando T, y es tal que ||T|| < 1.

Veremos que no es posible que exista una medida u finita y regular que represente a T'. Si esto no
fuera asi, dado un compacto K y € > 0 se puede encontrar una funcién 0 < f < 1, tal que f =1 en K
y f=0en K¢ Aqui, K. = {z : d(z, K) < €}. Luego

0< (k) < [ fdu=1f= () =0,
E
lo que junto con la regularidad de p implica que p = 0 lo que no puede ser.
El problema principal con el ejemplo anterior es que el espacio B(FE) es muy grande, es
decir, contiene muchas funciones cuyo comportamiento no es adecuado para poder encontrar

una representacion como en (|1.4)). El siguiente resultado, llamado Teorema de Representacion
de Riesz—Markov, es de gran importancia y es una especie de reciproco del ejemplo anterior.

Teorema 1.6 (Teorema 7.17 en [12]) SiT es funcional positivo y continuo en Cy(E), entonces
existe una unica medida finita y regular p sobre B(E) tal que

Tf= /Ef(y)u(dy).
Més ain, p(E) = ||T|.

En este contexto, los semigrupos fuertemente continuos y positivos en Cy(F) son llamados
semigrupos de Feller. Si el semigrupo asociado a una funcién de transicién es de Feller, se
dice que esta es de Feller. Asociado a toda funcién de transicién de Feller se tiene entonces
un generador infinitesimal (el de su semigrupo), al que por extensién llamaremos generador
de la funcién de transicion.

Como consecuencia del Teorema de Riesz—Markov se tiene la siguiente

Proposicién 1.7 (Proposicién I111.2.2. en [19]) A todo semigrupo de Feller (T}):o es posible
asociarle una unica funcién de transicion (P;);~o tal que

Tif(z) = P f(x)
para toda funcién f € Co(E) yx € E.



1. PRELIMINARES

1.2. Procesos de Markov

Sea S un espacio métrico, el que se supone completo y separable.

Definicién 1.8 Un proceso estocdstico (X;);=o con valores en S, definido en el espacio de
probabilidad (2, %#,P) se dice de Markov con respecto a la filtracion (%)= si es adaptado

y
E(f(Xt—I—s) | <g;) = E(f(Xt-‘rs) | Xs)

para todo t,s > 0 y toda funcién f € B(S). La distribucién inicial de X es la medida de
probabilidad v € P (S) definida por v(A) = P(Xy € A). Una funcién de transicion (P;)io es
una funcion de transicién para X si

E(f(Xess) | Xs) = Pf(X) (1.5)
para todot,s >0y f € B(S5).

En particular se tiene que P(z,A) = P(X; € A | Xy = x) para todo A € B(5), z € S
y t > 0; esto es, Py(z,-) es la ley de X; condicional a que X, = x. Como consecuencia de la
ecuacién (|1.5)) se obtiene la llamada propiedad de Markov,

E(f<Xt+s) ’ ys) = E(f(Xt) ’ XO) (1-6>

Un primer ejemplo de proceso de Markov lo constituye el Movimiento Browniano.

EJeEmpLo 1.3. Considerando S = R y el ntcleo del calor

1 _(z—y)?
e 2t

pt(x7y): \/ﬁ ’

el proceso de Markov B cuya funcién de transicién esta dada por

Pt(x,A)z/Apt(a:,y)dy

es llamado Movimiento Browniano. Si ademds v = 4y, se dice que B es un Movimiento Browniano
estandar.

Un resultado clésico en la literatura es el siguiente, que caracteriza la distribucién de un
proceso de Markov en términos de su distribucion inicial y funcién de transicion.

Teorema 1.9 (Teorema II1.1.5 en [19]) Sea (F;)i~0 una funcién de transicién y v € P(S).
Existe un proceso de Markov X definido en el espacio de probabilidad (S®+, (S%+),P,), tal
que (P;);>0 es una funcién de distribucién para X y v es su distribucion inicial.

La realizacién en el espacio de probabilidad (S®+, Z(S%+),P,) es llamada realizacion ca-
nonica de X. En esta realizacion, se tiene que X,(w) = w(t) es simplemente el operador de
proyeccion en cada coordenada t > 0. Denotaremos P, a la medida de probabilidad correspon-
diente cuando v = ¢,, para x € E. La medida P, es, por definicién, tal que P,(Xy = x) = 1.
Mads atin, es posible probar que P,(X; € A) = P,(z, A) y en consecuencia se tiene la férmula

Pif(z) = Eo(f(X3)) (1.7)

7



1.2. PROCESOS DE MARKOV

para toda f € B(S). Usando esta notacién, la propiedad de Markov ([1.6]) se reescribe como

Ex(f<Xt+S) | ys) = EXs<f<Xt))' (1-8)

Es importante notar que este Teorema no asegura ningun tipo de propiedades de regularidad
de las trayectorias de X.

Resulta que es suficiente conocer P, para todo x € E, pues el siguiente resultado indica
que basta con promediar con respecto a la condicion inicial estas cantidades.

Teorema 1.10 (Teorema II1.1.6 en [19]) Sea Z una v.a. % medible y positiva (o acotada).
Entonces la aplicacién x — E,(Z) es medible, y para cualquier v € Z2(FE) se tiene que

E,(Z) = /E E,(Z)v(dz).

Tomando Z = 14(X}), con A € A(S5), se deduce que P, (X; € A) = vP(z, A), es decir, la
medida v P; es la ley de X; bajo P,.

En realidad, la propiedad de Markov ([1.8)) puede ser escrita de forma un poco més general
considerando la realizacién candnica de X. Si definimos, para w € S®+ y ¢t > 0, el operador
de traslacién 6;w(s) = w(t + s) entonces, si Z es una v.a. F,, medible y positiva se tiene que

]Ex(Zoet ‘ ﬁt) - EXt(Z)

paratodot >0y z € S.

Si la funcién de transicién de un proceso de Markov X resulta ser de Feller, se dira que
X es un proceso de Feller. En este caso, X satisface la llamada propiedad de Markov fuerte:
si T > 0 es un tiempo de parada finito c.s. y Z es una v.a. .%,, medible y positiva, entonces

Ea;(Z o) HT | fT) == ]EXT<Z) (19)

Si X es un proceso de Feller se llama, por extensién, generador infinitesimal de X al
generador infinitesimal de su funcién de transicion. De la definicion, se puede observar que si
f € B(S) entonces

Ex(f(Xt+h) - f(Xt) | c%) = th(Xt) - f(Xt)
y luego, si A es el generador de X y f € Z(A) se tiene que
Eo(f(Xern) = F(Xe) | F) = hAS(Xe) + o(h).

Esta identidad puede ser interpretada como una descripcion infinitesimal de las transiciones
de X. En conexién con la Proposicién [1.7] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.11 Sea S localmente compacto y separable, y (1;);>0 un semigrupo de Feller en
Co(S). Entonces, para cada v € Z(S) existe un proceso de Feller X con semigrupo (1;)i=0 ¥
distribucion inicial v. Mas atin, X posee una modificacion cadlag.



1. PRELIMINARES

Muchas veces es dificil obtener expresiones explicitas para la funcién de transicién de un
proceso de Markov. En general resulta mas facil describir el comportamiento infinitesimal
de dicho proceso; sin embargo, esto no es siempre posible. Recordando que toda funcion de
transicién define un semigrupo de operadores, y reciprocamente en el caso de semigrupos
de Feller, el Teorema [1.9| permite construir un proceso de Markov a través de su generador
infinitesimal.

Se dice que un operador A en Cy(E) satisface el principio del mazimo positivo si cada vez
que f € P(A), xg € E ysup f(z) = f(zo) = 0 se tiene que Af(xy) < 0.

Lema 1.12 (Lema 4.2.1 en [II]) Si S es localmente compacto, todo operador lineal sobre
Co(S) que satisface el principio del maximo positivo es disipativo.

Finalmente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.13 (Corolario 4.2.8 en [11]) Sean S localmente compacto y A un operador lineal
en Cy(S) satisfaciendo el principio del méaximo positivo. Para cada x € S existe un proceso de
Feller X* con distribucién inicial 6, y trayectorias cadlag si y solamente si A es conservativo.

1.2.1. Problema de Martingala

Asociadas a un proceso de Feller X, existen diversas martingalas.

Proposicién 1.14 (Proposicién VII.1.6 en [19]) Sea f € Z(A). Entonces, el proceso definido
por

Ml = £06) - 5060 - | AF(X.)ds

es una IP,—martingala, para todo x € S. Mds aiin, si Af =0 (resp. Af <0, Af > 0) entonces
f(X}:) es una martingala (resp. submartingala, sobremartingala).

Resulta que esta proposicion tiene una reciproca, la que caracteriza el generador de X.

Proposicién 1.15 (Proposicién VIL.1.7 en [19]) Sea f € Cy(S5). Si existe g € Cy(S) tal que

F(X0) — F(Xo) — / 9(X,) ds

es una P,—martingala para todo x € S, entonces f € P(A) y Af =g.

Por 1ltimo, se puede extender esto al caso en que las funciones tienen una dependencia
temporal.

Proposicién 1.16 Sea f : Ry x Cy(S) — R una funcién tal que f(t,-) € P(A) y f €
B([0,t] x S) para todo t > 0. Entonces

X0 = £10.5) - | Af(s, X.) ds
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es una P,—martingala para todo x € S. Aqui, el operador A definido por

At 2) = AT )w) + 9t )

es el generador espacio—temporal de X.

Observemos que todos estos resultados pueden interpretarse de la siguiente forma. Si
f € 2(A), entonces

X = 100+ | CAF(X.)ds + M

con Mtf una martingala nula en 0. Es por esto que este tipo de resultados también son
llamados formulas de Ito.

Una aplicacion que serd de interés més adelante es el resultado siguiente, valido para
cualquier proceso de Feller X. Se anota

Tp =mf{t >0:X, € D}

al tiempo de entrada al conjunto cerrado D € Z(S).

Lema 1.17 Sea D € #(S) un conjunto cerrado. Supongamos que existen a > 0 y una
funcién V' : D¢ — [1,00) tal que V € P(A) y

AV (z) < —aV (z).

FEntonces

sup E,(e*'P) < sup V(x). (1.10)
zeS xeDe

DEMOSTRACION. Claramente, si x € D entonces P,(Tp = 0) = 1 por lo que la expresién de la

izquierda en (1.10]) es igual a

sup E,(e*T?).

xeDe
La funcién f(t,x) = e*V(x) es acotada en intervalos finitos, f(¢,-) € Z(A) para todo t > 0

y
Af(t,x) = e AV (x) + ae™V (z) < 0.

Como conclusion, el proceso Y; = eV (X;) es una submartingala positiva. Usando el Teorema
Opcional de Doob y el hecho que V' > 1 se obtiene

Eo (™) < Eo(Yr,) < Eo(Yo) = V(2)

para cualquier x € D¢ lo que concluye la demostracién. O

1.3. Coupling

Sea (E,&) un espacio medible y pu,v € Z(F). Un coupling entre 1 y v es un par de
variables aleatorias (X,Y’) definidas en un espacio de probabilidad comin (€2,.%,P) con
valores en E X F, tal que X tiene distribucién p e Y tiene distribucién v, esto es,

P(X € A) = u(A), P(Y € B) = v(B)

10



1. PRELIMINARES

para todo A, B € &. Se denota por II(u, v) a la coleccién de todos los couplings de p y v. Es
importante observar que siempre I1(u, ) pues se puede tomar X e Y independientes con las
distribuciones correspondientes, por lo que II(u, v) es no vacio.

La distancia en variacién total entre p y v estd definida por

1
le = vllvr = 5 sup [u(A) — v(A)].
Ae&

Si py v son absolutamente continuas respecto de una medida de referencia A en & (por
ejemplo, A = 1 + v) con densidades f y g respectivamente, entonces

1
= vl = 5 [ 14) = g(a)] A,
Lema 1.18 Si la diagonal

A={(zr,z):x € E}

es medible, esto es, A € & ® &, se tiene la relacion dual

lw—vlyr = _inf  PX#Y).

(X,Y)eIl(p,v)

La hipétesis del Lema anterior se satisface si, por ejemplo, (E, &) es un espacio métrico
Polaco.

1.3.1. Coupling Maximal

Dado un coupling (X,Y) € II(u,v) definido en (£2,.#,P), un conjunto C' € ¥ se dice
evento de coupling para (X,Y) si C C {X = Y}. Si las leyes de X e Y tiene densidad con
respecto a una medida de referencia A con densidades f y g respectivamente, es sencillo ver
que se tiene la desigualdad

PO < [ (7 A g)@) A
para cualquier evento de coupling C' para (X,Y).
Claramente, el evento C' = {X =Y} es un evento de coupling para (X,Y’). En particular,

se tiene el siguiente resultado

Proposiciéon 1.19 Dadas dos medidas de probabilidad u,v € P (E), existe un coupling
(X,Y) € II(p, v) tal que
= vlry = P(X #Y).

En particular, si X eY tienen densidades f y g con respecto a una medida comiin \, entonces

P(X = Y) = /(f/\g)(x))\(dx). (L.11)

E

11
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1.3.2. Coupling entre procesos

Sea (P;)i=o una funcién de transicién. Un coupling de un proceso de Markov con semi-
grupo P partiendo de x y un proceso de Markov con semigrupo P partiendo de y es un par
de procesos (X*, XV) definidos en el mismo espacio de probabilidad (22, #,P, ), tal que X*
es un proceso de Markov con semigrupo P partiendo de x y XY es un proceso de Markov
con semigrupo P partiendo de y. De esta definicién es facil ver que (X%, X¥) es un coupling
si y solamente si el par (X7, X}) es un coupling de Pi(z,-) y Pi(y,-) en el sentido del pa-
rrafo anterior. Observemos que un coupling de dos procesos de Markov partiendo de = e y
respectivamente no tiene por qué ser un proceso de Markov en si mismo.

Si denotamos
T =mf{t >0: X} # X/}

entonces en virtud del Lema precedente se tiene la desigualdad
1Pz, ) = By, Mvr < Poy(X) # X)) = P (T > 1). (1.12)
De esto es facil deducir

Lema 1.20 Supongamos que para cada x,y € FE existe un coupling (X*, X¥). Entonces,
para cualquier par de distribuciones iniciales p,v € P (E) tales que

/ P, (T* > t) p @ v(de,dy) < oo
ExE

se tiene que

[Py — vP|lvr < / P, ,(T" > t) p @ v(de, dy).
ExE

DEMOSTRACION. Para A € & se tiene, por definicion

(ub(A) —vP(A)| =

[ Bte.Ayutan) - [ P u(dy>\.

Por definicién de la medida producto,

pPA) = [ P (o) = [ P ) o vide, dy)
E ExE
y similarmente con v P;. Luego, por medio de la desigualdad triangular se obtiene que
WP(A) = vPA < [ R A) = Py, A) s v(de,dy).

ExXE

Utilizando la definicién de la distancia en variacién total y la desigualdad (1.12]) es posible
deducir que el lado derecho de esta inecuacién es a lo mas

/ P, ,(T" > t) p ® v(de, dy).
ExE

12
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En particular, si
| e nevdndy) <o
ExE

para alguna funcién creciente ¢ : Ry — R tal que ¢(t) — oo cuando ¢t — oo se tendréd,
utilizando la desigualdad de Markov, que

/E ; P,y (T* > t) p @ v(dz, dy) < o(t)™" / Eoy(o(T7)) p @ v(dz, dy),

ExXE

es decir, la distancia en variacién total entre uP, y vP; decae como ¢(t) cuando ¢ — co. Més
precisamente tendremos que existe una constante C' > 0 tal que ||uP; — vP|lyr < Cp(t)™
para todo t > t' con p(t') > 0. Si 7 € Z(F) es una distribucién estacionaria para P, esto
dice que existe una tasa de convergencia al equilibrio del orden de ¢.

Supongamos que (X?, X¥) es un coupling Markoviano. Por lo discutido anteriormente, las
leyes marginales de X' e X} son Py(x,) y Pi(y,-) respectivamente. Si denotamos por P al
semigrupo asociado al par (X*, X¥), entonces esto se traduce en las identidades

Pt((x7y)7AXE>:Pt($=A>7 Pt((xay)aEXB):Rf(yaB>

para todo A, B € &. En particular, si f es una funcion que depende sélo de una variable
(digamos f = f(x)) entonces

ptf(xay) = P f(x)
para todo z,y € E. De esto sigue que si Aesel generador de P y A el de P entonces

Af(z,y) = Af() (1.13)
para toda funcion suave f que depende sélo de .

Por tltimo, se tiene que (X[, X/) es un coupling independiente de Py(z,-) y Pi(y,-) siy
solamente si

Af(z,y) = Af(,y) (@) + Af(z, ) (y).

Esto se deduce facilmente notando que en este caso P((z,y),A x B) = P(x, A)P,(y,B) y
aplicando A a f de la forma f(z,y) = g(z)h(y).

1.4. Procesos de Markov deterministas por pedazos

Una clase particular de procesos de Markov son los llamados deterministas por pedazos,
los que fueron introducidos por M.H.A Davis en 1984 (ver [7,[8,[15]) como una forma describir
diversos modelos que no son de forma difusiva. La importancia de este tipo de procesos es que
sus trayectorias no necesariamente son continuas a diferencia de las difusiones. Aun asi, es
posible construir un célculo andlogo al de Ito en este caso. Miembros representativos de esta

clase son, por ejemplo, las vidas residual y acumulada asociadas a un proceso de renovacion
([, Capitulo V]), el llamado Proceso TCP ([0, [18]) y muchos otros modelos.

Los procesos de Markov deterministas por pedazos se construyen a partir de tres objetos.
Se considera un flujo continuo ® : R, x £ — R, en E, una funcién A : £ — R, llamada

13
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intensidad y un nucleo de transicion K en E. Se denotard ®,x al valor de ® en (¢, ). Es
necesario recordar que ® es un flujo si satisface la condicién de semigrupo @4, & = @ (Pyx),
para todo t,s > 0y x € F. La intensidad satisface

/ AMPsx)ds = o0 (1.14)
0
y para cada x € E existe t(z) > 0 tal que
t(x)
/ AMPyx) ds < 0. (1.15)
0
Intuitivamente, la condicion (1.14) asegura que el sistema no puede quedarse estancado en
ningin estado y la condicién ([1.15) dice que se debe permanecer al menos una cantidad

de tiempo en cada estado. Mas formalmente, estas condiciones estan relacionadas con la no
explosién y la no extincion de X. Por comodidad se denota

At,z) = /Ot)\(q)sa:) ds (1.16)

Notemos que la aplicacién t — A(t, x) es creciente, para cada x € F fijo.

Comenzando desde la posicion Xy = z, el proceso sigue el flujo determinista durante un
intervalo de tiempo S, escogido de forma que A(Sy,z) = F4, en donde E; ~ £(1) es una v.a.

independiente de X. Luego, salta a la posicién y con distribucion K <<I> ST, -), esto es,

P,(Xs, € A) = K <<I>Sl_x, B) , Beé&.
Este mecanismo es repetido a partir de la posicion Xg,. El tiempo
Tw=5 4+ -+5, (1.17)

corresponde al tiempo real del n—ésimo salto.

De la definicién, es claro que P,(S; > t) = e 2y en general P,(S, > t | Xr1,) =

e~A®XT.)  Usando el Teorema de Convergencia Dominada y la condicién (T.14) es facil ver
que P, (S, < o0) = 1 para todo z € E 'y n € N. De la misma forma, es posible observar que
P,(S, > t(x)) > 0.

Por dltimo, de la construccién es directo deducir que la densidad conjunta de Xp, y T}

esta dada por
P.(Xp, € dy, Ty € ds) = MN(®,z)e 20 K (D 2, dy)ds (1.18)

Definicién 1.21 Una funcién f : E — R se dice trayectorialmente continua (resp. diferen-
ciable) sit — f(®:x) es continua (resp. diferenciable) para todo x € E. Se denota por C,(E)
(resp. D,(E)) a la clase de todas las funciones trayectorialmente continuas (resp. diferencia-
bles).

De ahora en adelante se supondrd que @ — A(z)K f(x) € C,(E) para toda funcién f
acotada y trayectorialmente continua. Si f € D,(E), el limite

L f(@nx) — f(2)
Gf(z) = lim :

14
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existe para todo x € E. Més ain, en virtud de la propiedad de semigrupo de ® se tiene que
L (@) = G ()
dt tL) = t ).
Sea el operador A : Z(A) C B(E) — B(F) definido por
Af(@) = GF(@) + M) [ (1)~ ) Ko,y (119

E

actuando en el dominio Z(A) consistente en las funciones f € D,(E) acotadas tales que

Gf e C,(BE)y Af € B(E).

A continuacion se presenta una versién de la féormula de Itd6 para procesos de Markov
deterministas por pedazos. Se dird que una funcién f : R, x £ — R es acotada en intervalos
finitos si f € B([0,t] x E) para todo t > 0.

Proposicién 1.22 (Proposicién 7.7.1 en [15]) Sea f : R, x E acotada en intervalos finitos
tal que t — f(t,z) es de clase C'(R,) para todo x € E, y x — f(t,x) pertenece a D,(E)
para todo t > 0. Entonces

t
ft, Xy) = £(0,Xg) + / Af(s, X,)ds + M/, (1.20)
0
donde Af(t,z) = %(t, x) + Af(t,-)(z) es el generador espacio-temporal de X y Mtf es una
martingala nula en 0 y A estd definido en ([1.19)).

Asociada a un proceso de Markov determinista por pedazos X existe una cadena de Markov
X con valores en R, llamada cadena incrustada, la que esta definida por

X, = Xr. (1.21)

De la ecuacion (|1.18)) es facil ver que el nicleo de transicién asociado a X estd dado por

Rf(x) = /0 N MO,2) K f(Pyz)e 252 ds = B, (K f(Pp, ).

1.5. La clase Incremento Aditivo Decremento Multipli-
cativo

El nombre de esta clase proviene de las siglas en inglés para Additive—Increase Multiplicati-
ve—Decrease. Como su nombre lo indica, esta subclase de los procesos de Markov deterministas
por pedazos esta caracterizada por el hecho de que su incremento determinista es aditivo y
sus saltos son de tipo multiplicativo. Mas precisamente, X pertenece a la clase AIMD si toma
valores en R, su flujo ® es aditivo y creciente, esto es, la funcién ¢ — P,z es creciente y
b, v = P+ Pyx para todo x € Ry y t,5 > 0, ; y su nicleo de transicion tiene la forma

K(z,A) = H(z™'A), Ac BR,) (1.22)
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para alguna medida H concentrada en el intervalo [0,1). Se denota por p = f01 h H(dh) a la
media de H. Naturalmente p € [0,1). Mds atin, a veces se utilizard la letra H para denotar

a la funcién acumulada de la medida H, esto es, H : [0,1] — [0,1] es la funcién creciente y
continua por la derecha definida por H(h) = H([0, h)).

La propiedad de aditividad de ® junto con la continuidad de t — ®,x para todo x € R,
implican que existe una constante 5 > 0 tal que

(I)t:c:x—l—ﬁt

para todo (¢,z) € ]R2 Definiendo X por X; = X, s es facil ver que el flujo ® correspondiente
a X es de la forma @,z = x+¢. Es por esto que se supondré de ahora en adelante, sin pérdida
de generalidad, que B =1. Usando la forma de @, se tiene que la funcién A definida en (|1.16))
tiene la forma A(t, ) fo x + s)ds y, haciendo el cambio de variable lineal u = = + s se
deduce la de&gualdad

A(t,z) < A(t+z,0). (1.23)

Por otra parte, dado que H se concentra en [0, 1), de la ecuacién (|1.22)) se puede ver que el

nicleo K (x,-) se concentra en el intervalo [0, z). Més especificamente, para cualquier funcién
f Ry — R se tiene que

_ / f(hx) H(dh) = E(f(Qx)),

en donde () es una v.a. con funcién de distribucion acumulada H.

Dada la forma del flujo ®, una funcién serd trayectorialmente continua (resp. diferenciable)
si y solamente si es continua (resp. diferenciable) en el sentido clasico. Con todo esto, el
generador infinitesimal de X toma la forma

Af(x) = f(x) + Aa) / (f(he) — f(x)) H(dh) (1.24)

definido en el dominio 2(A) C C*(R,) consistente en las funciones continuamente diferen-
ciables tales que Af € B(R,).

1.5.1. Algunos ejemplos

A continuacién se muestra que ciertos procesos pertenecen a la clase AIMD, y se calcula
explicitamente su tasa y ntcleo de saltos.

Procesos de Renovacién

Un proceso de renovacién S es una sucesiéon de variables aleatorias (S, ),>0 tal que (S, )n>1
es i.i.d. con distribucién comun F, y es independiente de Sy, quien tiene distribucion Fy. Por
comodidad se define T,, = Sop+ S1 + -+ 5,. Si Sy = 0 c.s. se dird que S es puro, y en caso
contrario se dird que estd retardado, con distribucién de retraso Fj.

16
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Asociado a S, hay un proceso de conteo (Ny);>o definido por
Ny =inf{n >0:T, > t}.

Este proceso es creciente y continuo a la derecha. Intuitivamente, NV, es la cantidad de eventos
ocurridos hasta el tiempo ¢t > 0. A partir de NV; podemos definir la edad actual de S mediante
Xi =t —Tn,_1, vale decir, el tiempo transcurrido desde el tltimo evento. Para una revision
de las definiciones y resultados fundamentales ver el Capitulo V de [1].

Proposicién 1.23 (Proposicién V.1.5 en [1]) El proceso (Xi)i=o es de Feller.

Veamos que (X;);>o pertenece a la clase AIMD. De la definicién, es claro que el flujo
determinista es de la forma ®,x = x + ¢. Ademas, usando la propiedad de Markov se tiene,
para f: R, — R de clase C!

E,(f(X:) = Ex(f(Xe)1so>t) + Eo(f(Xt)1sy<t)
= E.(f(z + ) 1isety) + Eo(Eu(f (Xe) | Fso)Liso<ey)
= E.(f(z +t)1{s51y) + Eo(Bo(f(Xi—u)) |u=so Liso<t})

Pero como P,(Sy > t) = F%I)t), el término de la derecha es igual a
1 x+t
= E X)) F(d
i B Pl
y con esto
1 x+t
B.(f(4) = s [0+ [ Eols (i) Fiaw

para todo f € C*(Ry).

Proposicién 1.24 La edad actual asociada a un proceso de renovacion con distribucion
de espera F' diferenciable pertenece a la clase AIMD, con tasa A(x) = 1Ij ;f;) y ntcleo de
transicion H(dh) = dy(dh).

En la [lustracion se presenta una trayectoria de un proceso de renovacién con F(z) =
1 — e * y distribucién inicial £(Xy) = €(1).
Es sabido que el proceso X es ergddico, y su distribuciéon invariante tiene densidad
1
Fo(z) = ;(1 — F(x)),

en donde p = [z F(dz) es el tiempo medio de espera.
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25F

0.5F

ustracién 1.1: Trayectoria de la edad actual asociada a un proceso de renovacion, con F'(z) =
l—e ™y L(Xy) =E(L).

Un resultado clasico respecto de la ergodicidad exponencial de este tipo de procesos es el
siguiente. Se dice que F' tiene una componente G si 0 # G < F. Si F*" tiene una compo-
nente absolutamente continua para algin n, diremos que F' es spread—out. Aqui, F*" es la
convoluciéon de F' con sigo misma, n veces; esto es,

F*O — F, F*(n—‘rl) — F*F*n.

Teorema 1.25 (Teoremas VIIL.2.7 y VII.2.10 en [1]) EIl proceso X admite coupling si y
solamente si p < 0o, y F' es no aritmética y spread—out. Mas atin, si fooo e F(dx) < oo para
algin n > 0, se tiene que

[Po(X¢ € -) — Foll = Oe™)

para algin € > 0.

El proceso TCP

El proceso TCP modela uno de los protocolos de transmision mas utilizados en el Internet.
El protocolo TCP regula el trafico en una conexion dada. Para esta conexién, la cantidad
maxima de paquetes de datos que se puede enviar a través del canal estd dada por una
v.a. discreta W, llamada ventana de congestion. Si se envian satisfactoriamente todos los
paquetes de datos, W es incrementada en uno. En caso contrario, es multiplicada por un
nimero 6 € [0, 1). Bajo el supuesto de que las pérdidas son aleatorias i.i.d. exponenciales, un
correcto escalamiento de este algoritmo da un proceso de Markov a tiempo continuo X con
generador

Af() = f'(x) + / (f(he) — f(x)) H(dh),

en donde H es una medida concentrada en el intervalo [0, 1), como se muestra en [10), 13}, [18].
En [13] se prueba ademds que posee una unica medida invariante 7 concentrada en (0, c0)
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con densidad

\/ 2/7T Z n22n 6_22n71xz
Hn>0(1 — 92— 2n+1) n>0 Hk_ 22k: ) .

T

35F

Xy

15F

0.5

[lustraciéon 1.2: Trayectoria del proceso TCP con Xy =1

Se tiene asi que este proceso pertenece a la clase AIMD con A(z) y H es general.

Numerosos resultados de ergodicidad exponencial han sido probados en este caso emblema-
tico. En 2009, Chafai et al. probaron en [6] que se tiene una tasa de convergencia polinomial
en la distancia de Wasserstein Wy, en el caso en que el factor H es constante.

Teorema 1.26 (Teorema 2.5 en [6]) Supongamos que H = 6y, con h € (0,1). Entonces para
cualquier t > 0 y leyes iniciales p, v con primer momento finito, existe un coupling (X,Y)
tal que

Wl (M? )
L4+ (1+ )Wy (u,v)t

W (:uptvypt)

En este paper se deja abierta la pregunta de si es posible encontrar una tasa exponencial,
y otras posibles distancias; por ejemplo, W, para p > 1 o variacién total. Esta pregunta fue
respondida de forma afirmativa por Bardet et al. en 2011. Concretamente, probaron

Teorema 1.27 (Teorema 1.4 en [4]) Existe una constante 4 tal que para cualquier v < 4,

p = 1yty >0, existe una constante C(p,,1y) tal que, para cualquier par de leyes iniciales
pvyt=0,

W,(v P, pP;) < Cexp <—%t> :

Teorema 1.28 (Teorema 1.5 en [4]) Para cualquier v < 7 y to > 0 existe una constante
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C > 0, tal que para cualquier par de leyes iniciales y y v y t > tg,

2
[P — vP|lvr < Cexp (—%t) ;

en donde 7 es el mismo del Teorema anterior.

Cabe destacar que en estos resultados, la constante 4 ~ 0,12 es explicita.
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Capitulo 2

Resultados

Este capitulo estd dedicado a la presentacién de los resultados obtenidos en este traba-
jo de memoria. En primera instancia se desarrollan resultados generales relacionados con la
convergencia al equilibrio de Procesos de Markov deterministas por pedazos pertenecientes
a la subclase AIMD. Posteriormente, se aplican estos resultados a diversos ejemplos prove-
nientes de distintas areas y que ya han sido estudiados mediante otras técnicas. Finalmente
se presentan algunas simulaciones numéricas a modo de comparacion entre lo obtenido aqui
y los resultados ya existentes en la literatura.

En el Teorema principal se describe la velocidad de convergencia de estos procesos; es-
pecificamente, se prueba que bajo ciertas condiciones hay una convergencia exponencial al
equilibrio, encontrandose tasas explicitas. Para la demostraciéon de este hecho, es 1til estudiar
los tiempos de entrada a intervalos de la forma [0, ] v [z9,00). En particular, se analizan
dichos tiempos de entrada en el caso en que la intensidad del proceso es una constante po-
sitiva y mediante una técnica de dominacién a través de couplings se obtienen estimaciones
en el caso general. Posteriormente se prueban cotas para la probabilidad de coalescencia de
un coupling particular, y finalmente se construye uno con las propiedades deseadas.

Dado u > 0, denotaremos por X" a la versién de X, definida en el espacio (2, .#,P) tal
que P(X§ =u) =1

2.1. Tiempos de retorno

2.1.1. El caso de tasa constate

En primer lugar se estudia el caso en que el proceso de interés tiene intensidad constante
A > 0, la que estara fija de ahora en adelante. Consideramos entonces un proceso Z a valores
en R, cuyo generador infinitesimal estda dado por

Af(u) = f'(u) + A/0 (f (hu) — f(u)) H(dh) (2.1)

para f € C§(R}) y u = 0.
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2.1. TIEMPOS DE RETORNO

Dados zg > 0y s > 0 fijos, definimos
7(s)=mf{t >0: Z1s < x0} (2.2)
o(s)=mf{t >0: Z; s > 20} (2.3)
El tiempo 7'(s) (resp. o’(s)) corresponde al tiempo relativo, medido desde s, en el que Z pasa

bajo (resp. sobre) el nivel z.

La igualdad
{r'(s) >r} = m {Zstu > w0}

u<r
ueQ

muestra que para cada s € Ry, 7/(s) es un tiempo de parada con respecto a la filtracién
desplazada .7 = Z,.s. De forma andloga se puede ver que o'(s) es también tiempo de
parada con respecto a .Z°. Més atin, de la propiedad de Markov fuerte (ecuacién ) de Z
se deduce que, para tiempos de parada T' > S finitos c.s.

E[f(7(T)) | Zs] = Egs[f(7(T = 5))] (2.4)

para cualquier funciéon f : R, — R medible y positiva.

En lo que sigue se denotard 7" = 7/(0) y o’ = ¢’(0).

Lema 2.1 Supongamos que xy > 2[\(1 — u)]~!. Entonces para todo z > zg y todo 0 < v <
25 (A1 — p)xg — 2) se tiene
E.(e7) <1472

DeMosTRACION. Consideremos la funcién V(z) = 1 + yz. Directamente se obtiene

AV(z) =v =M1 —p)z =71 = M1 — p)z).
Buscamos a., > 0 tal que
Y1 =M1 —p)z) < —a,(1+72),
para todo z > xq. Es facil ver que esta se tiene esta desigualdad si y solamente si
c1AA =z —1)
T 14~z
Derivando el miembro derecho de esta expresion se tiene que, para cualquier z > 0,
Ay(1—p)(1 —2(\(1 — -1
W(z) = Y1 —p) (A +72) =y (AL —p)z—1)

(1+72)?
_ M)
T+
por lo que h es una funcién creciente. Luego, basta escoger

, YA — pzo — 1)
Y zlilmo () 1+ vz

= h(z), Vz> x.

> 0,

> 0.

Por otra parte, usando la hipdtesis sobre v se ve que o, = 1.

Con esto, V satisface las hipotesis del Lema [1.17] por lo que
E.(7) < E,(e) < 1+72
para todo z > xg. O
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2. RESULTADOS

Observaciéon En particular, usando la propiedad de Markov fuerte (1.9)) se deduce que,
para todo tiempo de parada T finito c.s. tal que Zp > x, vale la siguiente estimacion:

E, (e'”/(T)> < 1+9E,(Zr).

Antes de proceder con el siguiente resultado, necesitamos el siguiente Lema, tomado de

[31.

Lema 2.2 Sea (%,) una filtracion, y sean (A,) v (W,) secuencias adaptadas de eventos y
variables aleatorias no negativas. Sea 6 € (0,1) y ¢ : I — R una funcién definida en el
intervalo I 3 0 tal que ¥(0) =0 y ¥(\) < —In(1 — 0) para todo X\ € I. Se define

N=inf{n>1:1,4, =1}

y supongamos que para todon > 1 y A € I se tiene que

1. E(eMn |4, 1) <Py
2. E(@n1ae | D1) < (1 —0)e?™.

Entonces, para todo A € I,

Pt

N
A NG
(e () cotemn -
j=1

donde G es una variable aleatoria geométrica de parametro 6.

DemosTrACION. Dado K € N, reemplazando (A4,) por (A,) definido como A,, = A, si n < K
v A, = Qsin > K+ 1, podemos suponer que N = N A K < K y usar el teorema de
convergencia monotona para pasar al caso general. Usando 1. en la primera desigualdad y 2.
en la segunda tenemos

[M]¢

E(e)\Z?]Zl W, _ 1) — E <|:e)\2_?:1 W, _ eAZ?;f Wji| 1{N>n}>

S
Il
—

E

E (eAE?;f WJ']E (e’\W" —1 | gn_l) 1{N>n}>

i
L

A
[M]#

[ew(x) _ 1} E (e/\Z}Cf leAifl e 1A§>

3
Il
N

hE

0B (B (L 1 42) AT 1)

S
I
—

[0 — ¢?N] (1 — H)E (engzf Wit - 1A§)

A
[M]#

3
Il
i

El hecho de que N es acotado justifica el intercambio de sumas con diferencias. Condicionando
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2.1. TIEMPOS DE RETORNO

en ¢, 3 e iterando el argumento da que

E@Z5 Wi —1) < - < 3 [ — e e (1 — gt

]

El caso A = 0 en 2. corresponde al Lema A.6 en [I], por lo que este es un caso particular
del Lema anterior. En lo que sigue, dado x¢y > 0 y G una variable aleatoria geométrica de
pardmetro § = e~ se denota

N . e e(’yf)‘)xo
G, (7) = B(e9) = +— e e (2.5)

Lema 2.3 Para todo z < x5 y 0 < v < —x5"' In(1 — e~*™) se tiene
o’ A
E.(7) <G, ()

DEMOSTRACION. Sea N = inf{n € N : Zn + Spi1 = mo}, donde 7 es la cadena de Markov
asociada a X, definida en ([1.21)). Claramente se tiene que P,(c < T < zoN) = 1, esto pues
por definicién Z(rz)- > xo y el hecho de que Z crece con pendiente igual a 1, donde T es el
tiempo del N—ésimo salto de Z, definido en . Ademas, usando la propiedad de Markov
de la cadena Z se tiene que

]P’Z(Zn + Sn1 = w0 | Fn) =Py (Zo+ 51 2 20)
_ e—A(xo—Zn)

—Axg

WV

e
de donde se deduce, en virtud del Lema que
Ez<e’70’) < Ez(e’yaroN) < Gi\o (’7)
O
Observacion Dado que el lado derecho de la estimacion anterior no depende de z, se deduce
facilmente, usando la propiedad de Markov fuerte, que la misma desigualdad es valida si
reemplazamos o por ¢'(T') para cualquier tiempo de parada T finito c.s. tal que Zr < x,

esto es,
o(T A
E.(e77™") <G, (7).
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2. RESULTADOS

2.1.2. Caso general

En esta seccién se extienden los resultados obtenidos para el caso con intensidad constante
al caso en que la intensidad A satisface ciertas condiciones generales. Esto se realiza a través
una técnica de dominacion mediante couplings adecuados.

A partir de ahora, consideramos el proceso de Markov (X*, X¥) con generador de la forma
RQ

en donde el nicleo de transicién K en R? estd dado por

Kf(z,y) = pey B(f(Qz,y)) + py . E(f (7, Qy)) + ¢, B(f(Qx, Qy))

para f > 0 medible y () una v.a. con distribuciéon H. Aqui, p, , representa la probabilidad de
que, al momento de que el coupling decida saltar en un tiempo ¢t > 0y (X", X)) = (z,y),
la componente que se encuentra en x lo haga y la otra no. En simbolos,

Pay = K((2,9),[0, 2] x {y}).

pueden interpretarse de igual forma. Aqui A, , = {(tz,ty) : t € [0,1)}.

Para que (X7, X¥) sea un coupling de P(z,:) y P,(y,-), la funcién de intensidad S que
aparece en la ecuacion ([2.6)) debe cumplir ciertas condiciones. Imponiendo las igualdades en

(1.13) se deduce que

M) = (1 =pya)B(z,9), Ay) = (1 = pay)B(z,y).

De aqui sigue que [ debe ser simétrica, y satisfacer

A(@) V A(y) < Bz, y) < Az) + Aly). (2.7)

Es importante observar que en el caso en que 3(z,y) = A(z) + A\(y) se tiene que

A(z) A ()

oy — y x — ; T :0
Pro = X@) + My P 7M@) A T

y por lo tanto, reemplazando en ([2.6)), se ve que

Af(,y) = Af(,9) (@) + Af(z, ) (y),
esto es, (X*, X¥) es un coupling independiente.

En el otro extremo, la eleccién B(z,y) = M(x) V A(y) es la que maximiza la probabilidad

de salto conjunto
= Az)+Ay)
O Az) vV AY) Az) Vv Aly)
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2.1. TIEMPOS DE RETORNO

Hipétesis 1 De ahora en adelante se supondra que existe d > 0 tal que

1= > T

Esto es equivalente a suponer que

Definimos 77 = [n(1 — u)]™' € (0,1), y fijamos ¢ > 27V § y € > e + 6.

Como en la seccién anterior consideremos, para s > 0,

7(s) =mf{t > 0: X/, vV X/,, <¢e},
o(s) =inf{t >0: X7, VX, > ¢}, .
o(s)=inf{t >0: X7 ,ANX/,, >0} (2.10)

Lema 2.4 Seanx,y € R, tales que xVy > ¢. Entonces, para todo 0 < v < e 1(n(1—p)e—2)
se tiene

E, () <14+~v(zVy). (2.11)

DEMOSTRACION. Consideremos Z* un proceso partiendo desde z > 0, con generador (2.1])
para A = 7, y el siguiente coupling entre (X?*, X¥) con generador (2.6) y Z%. El proceso
((X*, XY), Z%) sigue la dindmica dada por el generador

Bf(U, U7w) =V f(u7v7 w) + (B(uv U) - 77) / (f(ulv Ul? w) - f(u7 v, w))K((u7 U)v du/dv/)

+77/01(f(hu, hv, hw) — f(u,v,w))H(dh).

siu Vv > ¢, e independientes en caso contrario, esto es,

Bf(u,v,w) =V - f(u,v,w) + B(u,v)/ (f(u' 0" w) — f(u,v,w)) K((u,v),du'dv’)

+nA(ﬂ%vﬁw%<ﬂ%wwDH@®

siuVo<e Conesto, si z > xVy > e entonces Z7 > X'V X/ en el intervalo [0, 7]. Luego,
si consideramos

=mf{t >0: 277 <¢e}
claramente P, .(7 < 7') = 1 siempre que z >z V y. Por lo tanto, utilizando el Lema [2.1]
vay(ew) = Eoyavy(e’)
Eoyovy(e”)
= Exvy( )
<1479z Vy).
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2. RESULTADOS

Hipédtesis 2 A partir de este punto supondremos ademas que

M' = sup Mz) < o0

z€[0,€]

y denotamos M = 2M’.

Lema 2.5 Sean x,y € R, tales que x Ny < 0. Para todo 0 < v < —%ln(l — e M%) ge tiene

que
E,y(e7) < G5 (7) (2.12)

DeEMOSTRACION. Al igual que en la demostracién del Lema [2.4] consideremos Z* un proceso
partiendo desde z > y con generador (2.1)) para A = M. Definiremos un coupling adecuado
entre (X*, XV) y Z%. El proceso ((X*, X¥), Z?) seguird la dindmica dada por el generador

Bf(u,v,w) =V - f(u,v,w) + B(u,v) /(f(u',v',w/) — fu,v,w))K'((u,v,w),duv'dv'dw’)
(M = Bu,0) [ (o) = fa,v,0)) H(ah)

siu Av <9, en donde el nicleo K’ esta dado por

K' f(u,v,w) = pu E(f(Qu,v, Quw)) + pu E(f(u, Qu, Qw)) + qu . E(f(Qu, Qu, Qw)).

En otro caso tomamos ((X*, X¥), Z) como un coupling independiente. Con esto, si z < xAy <
d entonces Z7 < X7 A X} en el intervalo [0, 5]. Luego, si

o =mf{t >0: 72 >},
tendremos que P, , .(6 < &’) = 1 siempre que z < x A y. Con esto, y usando el Lema

Esy (ew) = Euyany (e%)

&
S Epyeny(e”)

/

= Esz<ew )
< G5 (7).

Observaciéon El tiempo de parada definido por
c=mf{t >0: X; ANY;, > ¢}
satisface P, , (0 < &) = 1. Repitiendo el argumento anterior con & en vez de &, entonces

E.y(e7) < G2 (7).
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2.2. MINORACION DE ALGUNAS PROBABILIDADES

2.2. Minoracién de algunas probabilidades

Para la demostracién del resultado principal de este trabajo se necesitan varios Lemas.

Lema 2.6 Sea (X*, XV) un coupling con generador dado por (2.6). Entonces

0= inf P,,(c<0)>e 2205 (2.13)
(xvy)eBé,s

en donde Bs. = [0,¢]*\ [4, €]*.

Observacién El conjunto Bj. es simétrico, en el sentido que (z,y) € Bs. si y solamente
si (y,z) € Bs.. Ademds, de su definicién es facil ver que si (por ejemplo) x > y entonces
(x,y) € Bs. siy solamente si z < e ey <d.

DEMOSTRACION. Sea (z,y) € Bs. y sean (T7%Y),,> los tiempos de salto del par (X7, X¥). Por

n
la observacion anterior, podemos suponer que x > y. Dado que € > € + 4, en el evento

{T7"Y > § — y} se tiene que
Xi,=xz+0—y<d+e<g, Xf;’_y:y—i-é—y:é
por lo que se tiene la inclusion
{7 >06-ytc{o <o}
Luego,

P,y(0d <o) 2P (TVY > 6 —y)

— e~ fD‘sfy B(z+s,y+s)ds

De la desigualdad (2.7)) se deduce que

o~y

Blx+s,y+s)ds <A —y,x)+ A0 —y,y).
0

Aplicando la desigualdad ((1.23)) a ambos términos del miembro derecho se tiene que

o—y
Bz +s,y+s)ds <A +z—y,0)+A(6,0),
0
y dada la monotonia de A y el hecho de que |x — y| < €, el primer término del lado derecho
es a lo méas A(6 + ¢,0). Por dltimo, usando nuevamente la monotonia de A y la definicién de
€ se ve que
P,, (6 <o) > e 2AE0,

De esto es posible concluir, pues (z,y) es un elemento arbitrario de Bj.. H
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2. RESULTADOS

Lema 2.7 Sea b € [0,1) tal que H[0,b] > 0, z,y > & y to > 12|z — y|. Existe un coupling
(X*, XY) entre X* y XY, tal que la probabilidad P(X* = XY,¥s > ty) estd minorada por

1 b to

T (2, y) = —— / e MeHT0) g | o~ AN(EH0)0) [ (dp) (2.14)
L=nJo \Jityio—y

Mds atin, si Ase = {(z,y) : 6 < x,y <&} = [0,€]* y tg > 15¢, entonces

H[O b} —A(b(é+10),0)

(,y)€As. 1—p

/ e M0 45 > (2.15)
b

T—5°

DEMOSTRACION. Esta demostracion estd inspirada en el Lema 4.1 de [4]. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que x > y. Construimos el coupling (f( v X Y) a través de sus tiempos
de salto (T%) y (T¥). Ademés, usando la misma v.a. Q para el primer salto de ambas com-
ponentes, condicionalmente a () = h, el par (Tfﬁ, T ¥) se elije como el coupling maximal entre
las v.a.

h
oy W+i——y), (2.16)
donde T} tiene densidad f,(r) = A(w + r)e ™)y escogemos
Kgy = bl +0), Vi = hly+ 7).

El resto de los tiempos de salto (Tn , Tn)n>2 los escogemos independientes. Notemos que en

eleventoC’hi{Ty TV > —h(x—y)} {TI TV + (2 — )}H{Tf’étg}ﬂ{@:h}

se tiene
X;Ef:h(erTf)

—h(z+TY+ h (x — )
LR

—h(y+ T+ — ()
L T

— B+ T + (@ —y)
! 1—h

ZX%J—I-Tf—TIy

:X%x

y esto ocurre en el intervalo [0, ¢y]. De esto obtenemos que

P(X? = XY,Vs > to) > / 11@(@) H(dh)
> / "B(Cy) H(dh) (2.17)

La probabilidad en (2.17)) es igual a

(T, 19))]

A1 (z=v),h(y+TY))

E[l{w T4l () P <to} (1{T§—T}y>ﬁ<x—y>}

=k [1{Tf:T{J+ﬁ(x—y>7T{J<to}e
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2.3. RESULTADO PRINCIPAL

Notando que ?le < h(y +to) < h(z +ty) en {TY < to}, y usando la cota (T.23) se tiene que

sup )A( h (:c—y),w)éA(h(:chto),O)

O<w<h(y+t 1—h

de donde

b
P(XT = XY,Vs > ) > / P (T{C =17 + (x —y), TV < to) e~ An@+0).0) Fr(ds)
0

(2.18)

1—h

Ahora, si 0 < h < b tenemos que la igualdad entre las variables en (2.16]) se alcanza antes
del tiempo ¢y con probabilidad (méxima) igual a

ftnr) = [| gns (s- i -n) as

2 (z—y)

de acuerdo a lo discutido en la Subseccién [1.3.1]

Dado que # >y > § tenemos que f,,(r) = ne ") para todo r > 0 y w = x,y. De esta
forma, f, (s) > ne 2+%9)  Ademas, utilizando la desigualdad (T.23)) y la monotonia de A se
obtiene que

h r—y
Als— _ <A _ 7Y 0) <A ,
(s 1_h(x y),y) (s—i—x 1—h’0> (s +,0)

de forma que

. . > . . (s+z,0)
fy (s 1 h(x y)) > A\ (y +s 1 h(x y)> e

> ne—A(s+a¢,0) :

por lo que Por tltimo, notando que n > ﬁ obtenemos que

I
I(ty,x,y) > —— e AMsF0) qg (2.19)
L=y ) @)

La desigualdad ([2.15]) se obtiene reemplazando (2.19) en (2.18)), y la estimacién (2.15)) es
directa. O

2.3. Resultado Principal

Como puede apreciarse en el Lema [2.7] es interesante estudiar los tiempos de entrada
del par (X7, X¥) al conjunto Asz, ya que una vez que (X7, X/) € As: se puede controlar
la probabilidad de que en algin tiempo ¢, > 0 se produzca el acoplamiento en el intervalo
[t,t+ o], a saber, esta probabilidad estd minorada por el infimo en . Lamentablemente,
el tiempo t en el argumento anterior no sera fijo, sino aleatorio. Aun asi, una aplicacién de
la propiedad de Markov fuerte permite hacer valido el razonamiento incluso en ese caso.
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2. RESULTADOS

Especificamente, sea
T(s)=nf{t > 0: (X[, X{\,) € Ase} (2.20)

el tiempo de entrada al conjunto Asz medido desde s y T" = T'(0). A priori, T" no es fécil
de controlar, pero puede ser descompuesto en términos de los tiempos 7, o y &, definidos en

(2.8)—(2.10)), de la siguiente forma.

Sea Ry = 0. Para k € Ny se definen, inductivamente, los tiempos

Thr1 = 7(R) (2.21)
Ok+1 = 0(Ry + Trs1) (2.22)
Ok+1 = 0(Ri + Tit1) (2.23)
Wit1 = Th1 + Opp1 A O (2.24)
Rir = Ry + Wi (2.25)

La idea detras de estas definiciones es descomponer los intentos de entrada a As: en dos
fases. En primer lugar, se espera un tiempo 7, en el cual se sabe que (X7, X¥) € [0,¢]%. A
continuacion, se deja correr el proceso hasta el tiempo o A ¢ y diremos que se ha realizado un
intento de entrada a Asgz. Siresulta que & < o entonces (X2, .5, X2, 15) € Asz, se obtiene
que T'= Wj y se termina. En caso contrario, se ha fallado un intento y se vuelve a reiniciar
el procedimiento desde la posicion final. Resulta entonces que Wy, es la duracion del k—€ésimo
intento de entrada, y Ry es el tiempo transcurrido desde 0 hasta el final de dicho intento.

Con esto, es facil ver que si
Nzinf{kEN:&kgak}

entonces se tiene que

N
T=> W;=Ry.

j=1
Proposicién 2.8 Sean xy > &, p > 1, 0 definido en la ecuacién (2.13), p ' +¢ =1y
U (v) = Z—jln(Gé”(m)) + In(1 + )

con G¥ () definido en ([2.5)). Sean ademads

f=1—(1-0)Y1 (2.26)
y ~
¥ =sup{y > 0:¢;°(7) <—In(1 - 0)}, (2.27)
Si se define . .
Y =mind =(n(l — p)e —2), ——In(1 — e ™M), 5% . 2.2
5 = min { 20001 = e 2, (1 - e, 5 (229
se tiene la estimacion
Hetr’ (1)

sup E,, (e"’T) <

=~ z N0 (2.29)
(z,y)€[0,20]? 1— ewpo(’Y)(l _ 9)
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2.3. RESULTADO PRINCIPAL

para todo v € (0,7%). Mds aiin,

1 (1—0)-r
72 Spay <e—Mé +(1—6)r(1— e—Mé)> ' (2:30)

DemMosTRACION. Dado que (Ry) es una sucesion creciente, la familia &, = .Zp, es una filtracién.
La familia de eventos Ay, = {7} < o1} es adaptada a la filtracién %;. En efecto,

A = {<X]€k7XIy%k) € A(sjg} € 9.

Ademas, la sucesion (W}) es adaptada a 4, pues Wy, = Ry — Ry_1. Por otra parte, si para
k € Ny se define ¢, | 1= F R+m.,, €0tonces se tienen las inclusiones

gk C gk—i—% - gk—&-la
Y Tki1 €S %H%fmedible, para todo k € Nj.
Dados (z,y) € [0,2z0]? , 0 <y <4y k € N se tiene que

Ew(evm | %—1) — Ex7y(e’Y(Tk+5'k/\0'k) | %—1)

= E,, (ew’“Ex y <e'Y(5'k/\0'k)

gk_%) ‘%) .

Ahora, usando la propiedad de Markov fuerte sobre la esperanza condicional interior, se tiene
que

o /N\o, aAo
Eey <67( K gk—%) =Bxp oxn o (e77"))
S Eyy (€7)

y
Ri_1+7k ’XRk—1+Tk

s g z y 2 ; r10 Lo .
Por definicién, (X%, ., Xp ) €[0,€]° y asf el tltimo término es a lo mas

sup ]E:c,y<ew) < Gé‘\/l(’w?
(z,y)€[0,]?

en donde se ha usado el Lema y la observacion que lo sucede. Esta aplicacion es posible
pues la eleccion de 4 asegura que se satisfacen las hipdtesis.

Reemplazando esto en (2.31]) se obtiene la estimacion
B,y | %G 1) < GY(7)Ery(e™ | %y). (2.31)

Nuevamente gracias a la propiedad de Markov fuerte la esperanza condicional del lado derecho

es igual a
Exy xy (7)< (+9(Xg,_, VX )

Rp_1""" R
en donde la desigualdad proviene del Lema [2.4] Pero si k > 1 entonces
(X}%k_leIy%k_l) € [Ové]Q C [OaxO]Qv
y por hipétesis (X%, , X}, ) = (2,y) € [0, 20]*. En cualquier caso,

Y
sz_l V XRk71 < o
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2. RESULTADOS

de modo que reemplazando esto en (2.31)) se obtiene que

By y(@™ | % 1) < GM(9) (1 + yag) = 1", (2.32)

Por otro lado, dada la definicién del evento Ay se tiene que

Ex7y(e’YWk 1A2 | %) = E,, (e’YTk]EI’y (e’Y(&k/\Uk)]_AZ

o)) )

%oy ) 1)

Aplicando la desigualdad de Hélder a la esperanza condicional interior, y repitiendo un ar-
gumento anterior se tiene que

(2.33)
=E,, (eVT’“]Ex,y <e'y"’“ Lae

E%y (ew’“ ].Az

1/p
(@)] " Py (0 <)

y
Rp_1+7k ’XRk—1 +7k

< []Exx

y
Rg_1+7, ’XRk— 1+7%

1/q

< [Géw(pfy)]l/p sup P,,(0c <) : (2.34)
(z,y)€[0,e]?

Pero si 0 > 0 es la probabilidad definida en (2.13]), entonces

1/q 1/q
[ sup P,,(0 < 5)] = {1 ~ inf P,,(0< 0)]
( vy

z,y)€[0,¢]2 )€[0,e]?

1 -6
1-6,

donde 6 estd definido en (2.26)). Reemplazando primero en (2.34)) y luego en ([2.33]) se concluye

7” k c

1 N T
G1) < [GY )] (1-0) Bay(e™ | ). (2.35)
Repitiendo un argumento anterior se deduce que

E D) < [GY ()] (1 - é) (1 4+ ~ao) = (1 — )e¥s° O,

YWk i
(e L

Para finalizar, veamos que la funcién p — ;° () es creciente. Para esto, basta ver que

la funcién h(p) = [Gé”(pv)]l/p lo es. Como G¥(-) es el momento exponencial de una v.a.
entonces es creciente. Por regla de la cadena, se tiene que

W(p) = % [GY ()] "G () > 0.

Asi, es posible reemplazar ¢ por ¢;° en (2.32)), y la eleccién de 4 asegura que puede aplicarse
el Lema [2.2, Por otra parte,

e’ = [GM (py)]V7(1 + yao)
< [GY (py))/Per®
o(Py—M)égpyzo /P

T T emi(1 = e )
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2.3. RESULTADO PRINCIPAL

segtin (22.5)). Luego, ¥3°(y) < —In(1 — 0) si y solamente si e’ () < (1 —0)71, y esto tltimo

ocurre si ) R
ep7(5+x0) efME

1 —errE(1 — e M2

o de forma equivalente, si

epy(é—i-xo)e—Mé + (1 o Q)I—pepwé(l o e—Mé) < (1 . 9)1—])'

<(1-6)7=(1-0)"

Pero como P < eP1(E+70) L o270 para que se satisfaga esta desigualdad basta que

(1—0)-» ) |

e~Mé 4 (1 —0)l-r(1 — e 2
De esta forma se ha probado la desigualdad ([2.30)). O

2pyx < In (

A continuacién, se construird un coupling (X L X Y) tal que el tiempo
T =inf{t >0: XF = X!} (2.36)

tenga momento exponencial finito.

Teorema 2.9 Dados p > 1, b € [0,1) tal que H[0,b] > 0 y to > ﬁé, existe un coupling
(X' v X Y) tal que el tiempo T* definido en (2.36) satisface

. fes’ )
sup B, (") < - —, (2.37)
(z,y)€[0e]2 1—e%' (1 —-0)

para 0 < v < 4, en donde ¥ esta definido en (2.28)). Aqui, 0 es el infimo en (2.15)), esto es,

0= inf Ly) >0
eithy, T(TY)

Wl () =yt + 50 ().

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion es iterar el procedimiento que precede a la Pro-
posicion junto con el coupling construido en el Lema . Fijemos ty > ﬁé.

El proceso (X*, XV) serd definido inductivamente como sigue. Sea Ry = 0. Partiendo de
(z,y) tomamos (X*, X¥) con generador como en la ecuacién hasta el tiempo T} =
T(Ry) = T definido en (2.20), esto es, (X7, XY) sigue la dindmica dada por para
t € [0,T1]. Luego, se toma (X*, X¥) como el coupling (X*, X¥) del Lema [2.7]en el intervalo

“ R “ “ ~Xz Xz
[T1, Ty +to], partiendo de (X7, , X7, ), es decir, (X}, X}) = (Xt X, Tl) parat € [T1, T+t

Notemos que por definicién (X%NX%) € [4,€]? por lo que todo estd bien definido. Diremos
que en el intervalo [0,7) + to] se ha completado un ciclo, y se define Ry = Wy =T + to, la
duracion del primer ciclo.

Ahora, se rellena el proceso de forma inductiva para t > R;. Especificamente, dado n € N,
si (X%, XY) ya estd definido en [0, R,], escogemos (X}, X}) como cualquier coupling Mar-

~ X@ Y
koviano con generador (2.6) hasta el tiempo T,; = T(R,) y como (Xt fin X, R") para
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2. RESULTADOS

t € [Ry+ Thi1, Ry + Thy1 + to]. Finalmente, W,,.1 = T,41 + to es la duracién del ciclo
(n+1)-ésimoy R, 11 = R,+ W, es el tiempo real transcurrido hasta el final de dicho ciclo.

Al igual que antes, si ) .
M =if{n e N: X}, =X} },

se tiene la estimacion

M
T* <> W, = Ry.
j=1

Consideremos la filtracion ¥, = Zg, vy sea %H% = FRy+Tnn- Dados y <y, neN, p>1
v (z,y) € [0,¢]? se tiene, gracias a la propiedad de Markov fuerte, que

Ew,y(evwn | gn—1> - e%OEw,y(ean | gn—l)

¢ T
=B gy (7))
Ry 17" Rp_1

De la Proposicién [2.8] se sigue que

E,, (™" | ¥,_1) < evto+wi+t0(7), (2.38)

1”7y
pues (Xgn,)i'gn) € [0, € + to)* para todo n € Nj.
Por otra parte, si se define 4, = {X R, = le:in} € ¢, entonces

Eoy (€ 1ae | G01) = €Epy (1 ag | Zs)

2.39
= R, (P (A2 | S, ) | S ) (359

Pero, en virtud de la Propiedad de Markov fuerte
Poy(A5 19, 1) =Pry 5 (XD #X) -

< sup ]P’my(f(;#)zf{))

(z,y)€As ¢

Usando el Lema [2.7] se obtiene que

A

sup Px7y()~(§) + Xtyo) <1— inf ry(z,y)=1-6.

(z,y)€As (z,y)€As,e

Reemplazando esto en (2.40]) y luego en ([2.39) se obtiene que
E,y(©™1a: |9, 1) < (1—0)™E, (T |4, 1)
< (1= G)ertoten 00

~

en donde se ha usando la estimacion en (2.38). Con esto, se puede aplicar el Lema con
xo = € + to para deducir (2.37)). O
En la Tlustracion se aprecia una trayectoria exitosa del coupling descrito hasta ahora.

Este Teorema da un control sobre el momento exponencial del tiempo de parada 7™ en el
caso en que la condicién inicial (z,y) se encuentra en el compacto [0, €]?. Usando el tiempo 7
definido en ([2.8)) es facil extender el argumento precedente a condiciones iniciales arbitrarias.
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2.3. RESULTADO PRINCIPAL

[lustracién 2.1: Trayectoria exitosa del coupling ()A(‘”, Xy) conzr =6,y =2

Corolario 2.10 Bajo las mismas hipétesis del Teorema se tiene que

Em(eyT*) <(1+~v(xVy)) sup Euﬂ,(evT*) (2.41)
(u,v)€[0,¢]?

Getr’ ()
< 7 =
1 — ¥’ (1—0)

(2.42)

para todo (z,y) € R% y v < 4.

DEMOSTRACION. Consideremos el coupling (X v X Y) y sea 7 el tiempo de parada definido en
(2.8). Sea ademas S* el tiempo de parada definido por

S*=mf{s>0: X" =X/}

Notemos que Tx = 7 4 S*. Usando la propiedad de Markov fuerte se obtiene que, para
cualquier (z,y) € R3

E,, (7)) =E,, (7"
o ) o ) . (2.43)
=K,y (e Eyry(e | F7)).
Gracias a que (X%, X¥) € [0, ]? se tiene, usando el Teorema , que
Euy(e?¥ | F7) = Exg xa(e7")
< sup By, (@),
(u,v)€[0,e]?
Reemplazando esto en ([2.43)) y usando el Lema se obtiene ([2.41]). ]

Observacién En particular, se deduce que para todo z,y > 0, el conjunto [§, € + to]* es
regenerativo para el par (X r, X Y), con largo de ciclo dado por T'. Luego, el proceso original X
tiene una medida invariante y como 7' tiene momentos exponenciales, dicha medida invariante
tiene momentos finitos.

Usando el Lema [I.20] se deduce el siguiente
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2. RESULTADOS

Teorema 2.11 Dados z,y € Ry, p > 1, b € [0,1) tal que H[0,b] > 0 y ty > ﬁé se tiene
que

éeW;O(V)
1—e¥ (1 — 6)
para todo 0 < v < 4. En particular, si ;i y v tienen primer momento finito, existe una
constante C' = C(u, v, 7, to, p) tal que

e (2.44)

1P, ) = Py, )llve < (1 +(x vV y))

|uP; — vPlvr < Ce™™, (2.45)
en donde o
C 1 eequo(’Y)
71/7 7t ) = —"_ —"_ I/ t A
(v, 7, t0,p) = ( Y(k 1))1 B e‘I’po(V)(l —9)
Y

m:/:ow(dx), m:/:oxu(dx).

DEMOSTRACION. La estimacion ([2.44]) proviene de aplicar el Corolario y la desigualdad

([1.12). La desigualdad (2.45) se concluye de (2.44)) y el Lema [1.20] O

Observaciéon Es importante observar que las constantes que aparecen en ([2.44)) y (2.45))
contienen el término e, por lo que los lados derechos de estas desigualdades son mayores a
1 sit < ty. Por consiguiente, dichas estimaciones sélo aportan informacion para t > .

2.4. Aplicacién

En esta ultima seccién se aplicardn los resultados obtenidos al proceso TCP. Recordemos
que este proceso pertenece a la clase AIMD y tiene generador dado por

Af@) = f@)+x (f(5) — @)

De aqui se puede identificar inmediatamente los pardmetros A(z) = x y H(dh) = d1/2(dh).
Con esto, se tiene que pu = % Dada la forma de la funcién A, para que se satisfaga la Hipétesis
basta con escoger d = 2+ « con « > 0, y en ese caso

1
1 —p

Ademas, para esta eleccién de parametros, tenemos que
2n=2<9

por lo que basta escoger € > . En particular, se tomard € = 2(1 + «). Por tltimo, dado que
£ >¢e+4 0 =4+ 3a se escogerd € = 4(1 + «). Ahora bien, por definicién se tiene que

M ==4(1+a)
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2.4. APLICACION

y luego M = 2M'" = 8(1 + «) por lo que la Hipdtesis [2] se satisface.

Por otra parte, dado que H |0, 1/2] = 1, basta escoger b = 1/2 con lo que ty > & = 4(1+a).
Para obtener una estimacién de la tasa de convergencia 4 expuesta en ([2.28)), primero se
observa que la funcién

1 1
o) = min { a1 = e = 2),~ (1 - e}
a |
= mi _ In(1 — ¢~ 8(1+a)(2+a)
mm{1+a’ P2+ a) n(l —e )

definida en R tiene un maximo en el valor & = &(p), solucién de la ecuacién

A pap (R I

1+« P2+ )

Es directo observar que p — @&(p) es una funcién decreciente (por medio del teorema de la
funcién inversa) y luego, escogemos p = 1 + ¢ con ¢ > 0. Numéricamente se encuentra que
a(1+¢) ~ 5,62 x 1078 para ¢ pequefio.

x 10
6.5

25 L L L L
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

¢

[ustracién 2.2: Comportamiento de la solucién & respecto de p =1+ (.

En la Iustracién [2.2] se puede apreciar més precisamente el comportamiento de esta so-
lucion, para valores de ¢ cercanos a 0. Esto ya provee una primera evidencia de como hay
que escoger los parametros en este caso: p debe ser cercano a 1, pero la distancia entre § y ¢
(igual a &) debe ser escogida cuidadosamente para maximizar la tasa de convergencia.

Obviamente, el valor obtenido aqui es estimativo y dar una cantidad mas precisa requiere
el célculo explicito del resto de las constantes que aparecen en el Teorema Sin embargo,
los resultados numéricos ya dan cuenta de la gran diferencia (de 2 érdenes de magnitud
aproximadamente) que se produce en las tasas encontradas en [4].

38



Conclusion

El principal resultado probado en este trabajo de memoria, el Teorema [2.11] establece
condiciones suficientes para una convergencia exponencial al equilibrio de los procesos de la
clase AIMD. Ademas de establecer dichas condiciones, se da una expresion explicita para la
tasa a la cual ocurre esta convergencia. Como subproducto de este analisis se prueba, bajo las
mismas condiciones, la existencia de una medida invariante la cual tiene momentos de todos
los 6rdenes. Especificamente, en el caso de la vida actual asociada a un proceso de renovacion
el Teorema [2.11| es una extension del Teorema [1.25] el que sélo prueba la existencia de la tasa
de convergencia pero no provee una forma explicita.

Aun asi, en el caso del proceso TCP, la tasa obtenida es peor. Esto se debe a que la
técnica utilizada durante el desarrollo de este trabajo es de un cardcter mas general y por
ende aplica a mas procesos, los que pueden tener un comportamiento peor que el ya citado
TCP. Sin embargo, es este mismo punto el que potencia el cardcter del resultado principal,
pues provee un marco unificador en la clase AIMD. Dentro de la bibliografia revisada no se
encuentran resultados de este tipo, sino mas bien aplicaciones a casos particulares. En este
sentido, los resultados obtenidos en este trabajo son de una generalidad que resulta novedosa
en este contexto.

Quedan entonces abierta la cuestion de extender aiin méas estos resultados. Precisamente,
una de las primeras generalizaciones posibles se encuentra en la dindmica determinista. Esto
implica generar nuevas ideas, ya fuera de la clase AIMD; esto es, queda puesta la pregunta
de si estos resultados siguen siendo validos en la clase PDMP o en otra subclase de ésta, que
englobe a la estudiada en la presente memoria. De manera mas cercana a lo realizado en este
trabajo, queda explicitar las tasas encontradas en el caso de los procesos de renovaciéon, en
términos de la distribucion de espera F'. Finalmente, también es interesante presentar algin
tipo de evidencia numérica que indique posibles mejoras a lo realizado.

Por otra parte, también es importante notar que la mayoria de los resultados expuestos
valen para cualquier coupling generado por (2.6). En esta direccién, es posible pensar en varias
maneras de refinar las técnicas utilizadas; por ejemplo, dado que las funciones A(x) V A(y)
y AMz) + A(y) actiian como intensidades eztremales en cierto sentido, jes posible escoger un
coupling que alterne entre ambas de manera 6ptima? Esto es, de qué forma puede escogerse
un factor « € [0, 1] (el que posiblemente depende del estado actual) de modo que 5(z,y) =
a(Mx) VA(y)) + (1 —a)(A(z) + A(y)) optimice la tasa a la cual se converge al equilibrio.

En resumen, este trabajo presenta una serie de resultados novedosos en el contexto de los
procesos de Markov deterministas por pedazos, y abre una serie de interrogantes y nuevos
caminos de investigacion en esta area.
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