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RESUMEN DE LA MEMORIA
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POR: AMITAI LINKER

FECHA: 13/01/2014

PROF. GUIA: JAIME SAN MARTIN

UN CRITERIO DE UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS
PARA UN PROCESO TRUNCADO DE NACIMIENTO Y MUERTE CON
MUTACIONES

En la presente memoria se estudian las distribuciones cuasi-estacionarias (q.s.d.) de un
proceso Y de nacimiento y muerte a tiempo continuo. Este proceso es absorbido al alcanzar
una cantidad determinada de individuos, los cuales estan caracterizados por rasgos feno-
tipicos, representados por elementos de un espacio métrico compacto. Cada uno de tales
individuos puede morir o generar un nuevo individuo el cual puede poseer el mismo rasgo
que su padre o mutar a uno de forma aleatoria. Las tasas del proceso pueden depender de la
configuracion de la poblacion presente, la cual asumimos que se extingue casi-seguramente.

Para el estudio de las distribuciones cuasi estacionarias de Y se busca la existencia de
una funciéon acotada correspondiente a un vector propio por la derecha del semigrupo de
transicion {pt}tzo del proceso, pues se prueba que en tal caso existe una tunica q.s.d., la
cual es absolutamente continua respecto a una medida de referencia p. La funcion antes
mencionada es obtenida a partir del limite débil de vectores propios por la derecha para
aproximaciones de {pt}tzo, bajo el inico supuesto de que estas funciones son uniformemente
acotadas. Ademas, para tales aproximaciones se prueba la existencia de vectores propios por
la izquierda, los cuales corresponden a medidas de probabilidad que bajo el supuesto anterior
convergen débilmente a la tinica distribucién cuasi-estacionaria de Y.

Se estudia finalmente un proceso Y correspondiente a la version no absorbida de SA/, para el
cual se prueban los mismos resultados bajo el supuesto adicional de que infinito se comporta
como un estado de entrada.



“Las matemdticas pueden ser definidas como aquel tema en el cual
no sabemos nunca lo que decimos ni si lo que decimos es verdadero”
- Bertrand Russell
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Capitulo 1

Introduccion

Los procesos de Markov son utilizados frecuentemente como modelos dentro del area de
las matematicas aplicadas, siendo el teorema ergodico uno de los resultados mas tutiles para
su estudio. Esta herramienta permite un anéalisis simple de las probabilidades de transicion al
largo plazo, para las cuales por lo general no se cuenta con expresiones explicitas, permitiendo
asi un estudio del comportamiento del sistema cuando éste ha alcanzado su “equilibrio”. Sin
embargo, los procesos para los cuales es posible aplicar el teorema corresponden tnicamente
a los procesos recurrentes, y por lo tanto nada se sabe a priori sobre el comportamiento al
largo plazo de procesos transientes.

Una clase especial de procesos transientes son aquellos que dejan el espacio de estados
casi seguramente en tiempo finito, evento al que nos referimos como absorcion, y a los cuales
llamamos procesos absorbidos. A pesar de no ser recurrentes, para muchos de tales proce-
sos se observa un comportamiento estacionario previo a la absorcién, como se ha descrito
en modelos epidemiologicos (ver [24]). Este fenémeno es descrito mediante la existencia de
equilibrios similares a las distribuciones estacionaras dentro de la teoria ergddica, los cuales
en ciertos casos se comportan como atractores. Los equilibrios mencionados son conocidos
como “distribuciones cuasi-estacionarias” (q.s.d.), y se definen como equilibrios para las pro-
babilidades de transicion condicionadas a la no-absorcion del proceso, es decir, si X es un
proceso de Markov absorbido y T es el tiempo de absorcién de X, entonces 7 es una q.s.d. si

P(X;€-|T >t)=m.

El objetivo de la presente memoria es el estudio de las propiedades de las q.s.d. para
un proceso Y de nacimiento y muerte con mutaciones construido en [10], y para el cual la
existencia de tales distribuciones fue probada en [4] bajo supuestos razonables. El proceso Y
es introducido como una extension de los procesos de nacimiento y muerte sobre N estudiados
principalmente por Van Doorn, agregando al modelo la existencia de rasgos distintivos para
los individuos de una poblacién. De esta forma se otorga al modelo un nuevo grado de
complejidad, ya que no sélo importa el tamano de la poblacién, sino que ademas es de interés
saber la composicion de la misma.



Desde el punto de vista matematico el estudio del proceso Y se presenta como un desafio
considerable, pues su estructura es lo suficientemente complicada como para desestimar apro-
ximaciones similares a las realizadas por Van Doorn en [30], y por otro lado, siendo un proceso
de saltos sobre un espacio de estados continuo, no puede existir una medida de referencia
respecto a la cual el semigrupo de transicion sea absolutamente continuo, propiedad funda-
mental en buena parte de la literatura.

El enfoque utilizado en este trabajo es novedoso y corresponde a buscar la existencia de
una funciéon acotada que corresponda a un vector propio por la derecha del semigrupo de
transicion del proceso. Bajo la existencia de esta funcién, probamos que existe una tnica
q.s.d. la cual es absolutamente continua respecto a una medida de referencia y, y atin mas,
si 7 es la q.s.d. encontrada, y 1 es un estado inicial cualquiera, entonces

P,(Y,e-|T>t) — .
t—o0
La funciéon antes mencionadas serda obtenida a partir del limite débil de una sucesion de
funciones que corresponden a vectores propios por la derecha para procesos aproximados,
bajo el supuesto de que tales funciones son uniformemente acotadas. Ademaés, para tales
procesos encontraremos distribuciones cuasi-estacionarias, las cuales bajo el supuesto anterior
convergeran a la tnica q.s.d. de Y.

1.1. Organizacién del trabajo

En el segundo capitulo de esta memoria construiremos el proceso Y a partir de una
cadena de Markov {(Y,, 7»)}nen, en la cual 7, representa el tiempo del n-ésimo salto, y Y,
representa el valor de Y en ese instante. A continuacién introducimos el kernel de transicion
Q@ vy el generador infinitesimal G del proceso y mostramos que bajo una serie de hipodtesis
adecuadas (utilizadas originalmente en [4]), el proceso no posee explosiones y es absorbido
exponencialmente.

En el tercer capitulo introducimos algunos conceptos elementales sobre distribuciones
cuasi-estacionarias y procesos absorbidos, siendo de especial interés el Teorema [3.3| segtin el
cual las distribuciones cuasi-estacionarias corresponden a vectores propios por la izquierda
para el semigrupo de transicion. Cerraremos este capitulo entregando algunos resultados
bésicos de existencia de q.s.d. para procesos con la propiedad de Feller, y su aplicacion al
proceso Y.

En el cuarto capitulo introducimos el concepto de ¢-irreducibilidad, junto con una medida
[t cuya construccion es explicita y que resulta ser una medida maximal de irreducibilidad.
A continuacién introducimos el concepto de medidas bien concentradas, las cuales incluyen
a py alas q.s.d. y que son de interés pues para tales medidas los elementos del semigrupo
de transicion estan bien definido como operadores de LP en si mismo. Las medidas bien con-
centradas permiten enunciar el Teorema[4.2] que es de caracter fundamental en este trabajo,
pues enuncia la continuidad de tales operadores. Terminaremos este capitulo enunciando los
principales resultados de A*-clasificacion, los cuales son una extension de los resultados de



Tweedie para procesos a tiempo discreto, y a partir de los cuales deduciremos las consecuen-
cias de la existencia de un vector por la derecha acotado para el semigrupo de transicion.

El quinto capitulo estd dedicado al estudio del proceso truncado f/, que corresponde a
absorber el proceso una vez que se ha alcanzado una poblacién de cierto tamano, y para el
cual veremos que se mantienen las propiedades de Y obtenidas en los capitulos anteriores.
Se definira para Y una particion del espacio de estados que permite la construcciéon de una
secuencia de procesos wn cuyas tasas toman valores constantes en cada elemento de la
particiéon y que “aproximan” a Y.

Veremos que estos procesos se comportan como si el espacio de estados fuese discreto, y por
lo tanto deduciremos mediante el Teorema [5.1] (que es una adaptacion del Teorema 1 en [21]),
la existencia y unicidad de distribuciones cuasi-estacionarias 7, para ellos. Construiremos
ademas para cada n una funcién f,, acotada que corresponde a un vector propio por la
derecha para el semigrupo de transiciéon de wn.

Probaremos a continuacién el Teorema , el cual indica que si la secuencia {f,}nen €s
uniformemente acotada, entonces ésta converge a la funciéon f buscada, y que ademaés la
secuencia {7, }nen converge a la tnica q.s.d. 7 de Y. Concluiremos el capitulo presentando
algunos resultados numéricos y una extension del teorema para el caso en que las tasas de
transicion no son continuas.

En el capitulo 6 se introducen algunos resultados bésicos para procesos de nacimiento y
muerte en N, obtenidos por Van Doorn en [30], y luego se realiza para Y la misma construccion
de procesos W™ bajo el supuesto de que Y wvuelve rdpido desde infinito. Como consecuencia
se deduce un resultado similar al Teorema para este caso.



Capitulo 2

El proceso Y

En el presente capitulo introducimos el proceso de nacimiento y muerte Y construido en [4],
el cual toma valores en un espacio de estados A cuya estructura se estudia en detalle. Siendo
Y un proceso de saltos, estudiaremos su comportamiento a través de sus tasas de transicion,
las cuales asumiremos conocidas y que cumplen un conjunto determinado de hipotesis, el
cual notaremos como (H).

El proceso sera construido a partir de una cadena de Markov, la cual definiremos trayec-
torialmente, y utilizando tal definicion mostraremos que es la tinica solucién de una ecuacion
integral especifica. Aunque la construccion de Y resulta algo engorrosa, ésta permite acotar
trayectorialmente el proceso y probar con suficiente formalidad que un cierto operador G
corresponde a su generador débil.

2.1. El espacio de estados

A diferencia de los modelos de nacimiento y muerte estudiados normalmente, donde el
espacio de estados corresponde a la cantidad de individuos observados, en el presente modelo,
este espacio debe ser capaz de almacenar de forma sencilla el tamano de la poblaciéon y el
detalle de los rasgos presentes en ella en cada momento. Para ello introduciremos en esta
seccion el espacio A construido en [4].

Sea (T, dr, Br) en que T es un conjunto, dr es una métrica en T bajo la cual es compacto y
de didmetro 1, y Br es la o-algebra de los Borelianios para la topologia generada por dr. Con-
sideramos T como el espacio de rasgos, cuya metrizabilidad y compacidad son restricciones
naturales.

Observacion Gracias a su compacidad T es separable, posee una base numerable de abiertos,
Br es numerablemente generada, y podemos construir una relacion de orden total < en T
que sea Br-medible (ver [4, Seccion 2]).



Definiciéon 2.1 Sea M(Br) el espacio de medidas sobre By, definimos el conjunto de estados
del proceso, A C M(Br) como

A= {Zém neN, x,z9,...,T, ET} U {0},
i=1

donde 0 es la medida nula y cada 9., es la delta de Dirac centrada en x;. Llamaremos
configuraciones a los elementos del espacio A e individuos a los elementos de la forma 6,
(cuyo rasgo asociado es x).

Los elementos en A permiten una interpretacion sencilla de la composicion de la poblacion,
por ejemplo un elemento de la forma 20, + 3J, + 0. indica que la poblacién presenta seis
individuos, de los cuales dos presentan el rasgo z, tres el rasgo y y uno el rasgo z.

Aunque los elementos en A resumen la totalidad de la informacién necesaria respecto a
las configuraciones, en ocasiones sera necesario hacer referencia a aspectos especificos de las
mismas, tales como los rasgos presentes y su frecuencia, cuantos individuos presenta un cierto
rasgo, etc. Para manejar estos aspectos se utilizaran las siguientes definiciones, en las cuales
es importante notar que dada una configuraciéon n y un conjunto B C T, n(B) indica la
cantidad de individuos en 7 que presentan un rasgo en B.

Definicion 2.2 Para cada configuracionn € A no vacia y para caday € T y k € N definimos

1. n, = n({y}) € N, la cantidad de individuos que presentan el rasgo y;

2. {n} = {y €T, n, >0} CT, el conjunto de rasgos presentes en n;

3. #n = Card({n}) € N, la cantidad de rasgos presentes en n;

4. yp1 =min{y € {n}} € T, el menor rasgo presente en n;

5. Yok i=min{y € {n}, yy—1 <y} €T, el k-ésimo (k < #n) rasgo mds pequeno en n;
6. 7 = (Y1, Yn2s---»Ypsn) € TF, el conjunto ordenado de rasgos presentes en n;
70 = (yyas Mypzs -+ 5 Myysen) € N#7 el vector de frecuencias de los rasgos ordenados;
8.

Sk(n) = Zle n; € N, la frecuencia acumulada hasta el rasgo k.

De la definicién anterior seran de particular utilidad los elementos n,,{n},7 y 7, pues
permiten manejar conceptos fundamentales de una configuraciéon. Notemos que ninguna de
las definiciones anteriores da cuenta de la cantidad total de individuos, la cual manejaremos
mediante la siguiente funcion.

Definicién 2.3 Definimos la funcion || || : A — N como ||n|| := [ 1dn =n(T), la cantidad
de indiwiduos de la configuracion n. A partir de esta funcion se definen

o A, = ||7"({m}), las configuraciones con m individuos;
o Ao, = A UAU---UA,, las configuraciones no vacias con m indiwiduos o menos;
o A=A, UA,1U---, las configuraciones con m individuos o mds;

o A0 := Asq, el conjunto de configuraciones no vactas.



Utilizando la funcién anterior podemos introducir una tltima expresion H (n), la cual
inyecta A, en T™.

Definicion 2.4 Seann € A yk € N. Se define el vector ﬁ(n) e Tl en que cada componente
Hy(n) es de la forma

—

Hi(n) = y; con j<#n y ke (S;—1(n),S;n)].

Es directo verificar que H(n) corresponde al vector de los ||| rasgos presentes en 7,
ordenados y repetidos segiin su frecuencia. A modo de ejemplo, y con el fin de ilustrar
las definiciones anteriores consideremos 1 = 24, + 30, + 0, en que x < y < z. Para esta
configuracion se tiene

(i} ={z,y, 2}, 7= (2,02, 1=(23,1), nl=6y Hn) = (z,2,9,9,y,2).

Ya habiamos comentado que para cada m € N, H inyecta de forma natural A,, en T™,
y veremos a continuacién que dotando A4,, de la topologia adecuada, estos espacios poseen
propiedades similares. Para ello notemos que para cada n € N, A,, C nP(Br) donde P(Br) es
el conjunto de medidas de probabilidad en By. Podemos dotar entonces a %.An de la métrica
de Lévy-Prokhorov, dp, cuya topologia coincide en este caso con la topologia débil-* puesto
que T es separable (ver [I, Teorema 6.8]).

1

Proposicion 2.1 Cada conjunto --A,, dotado de la métrica de Lévy-Prokhorov es compacto.

DEMOSTRACION. Sea {1y, }ren una sucesion en —A,,. Por definicion la secuencia { H (ma,) }ren

se encuentra contenida en T que es compacto, y por lo tanto posee una subsucesion conver-

gente a algtn elemento (x1, s, ..., z,;,). Para mostrar que 7, — 7 salvo subsucesion, en que
_ 1 Nxm . . .

n=. Zi:l d0z;, notemos que para toda f : T — R continua se tiene

| im. - %Zf;f(ﬁi(mnk)) — %Zf;f(xi) = [ 1an

en que hemos utilizado la continuidad de f y la convergencia de cada x¥ a z; para concluir
la convergencia de la suma. Asi, por definiciéon de convergencia débil-*, {n; }ren posee subsu-
cesion convergente.

]

Dado que el conjunto A es la uniéon numerable y disjunta de los conjuntos A, y {0}
podemos extender dp a una métrica d sobre A cuya topologia es equivalente a la de la
convergencia débil-*. En efecto, basta tomar

de () sl = e

d(n17772) = ' ’
ol = llmall]  si Mmall # llmell

bajo la cual A es localmente compacto y cada A,, es un abierto y un cerrado. Si dotamos
ademés a este conjunto de la o-algebra de los borelianos, B, es claro que los elementos
introducidos en las Definiciones [2.2 2.3 y [2.4] son medibles.

6



Observacion A es completo. En efecto, dada una sucesion {7, },en de Cauchy, existe N € N
tal que Vn,m > N, d(n,,nm) < 3, luego por definicion {n,, }m>n C Ay para algin k, y como
este conjunto es compacto, la sucesiéon converge.

2.2. Las tasas de transicion

Ya introducido el conjunto A de estados, definiremos las tasas de transicion del proceso
siguiendo [4], en que utilizamos la notacién C(B) para referirnos al conjunto de funciones
continuas sobre un conjunto B a valores en R.

Definicion 2.5 Sean b,m, y X tres elementos en C(T x A), a los cuales nos referiremos
como las tasas de transicion. Estas tres funciones toman valores estrictamente positivos en
el congunto T x A y valores nulos fuera de €l. Definimos ademds una medida de probabilidad
o sobre (Br), la cual no posee dtomos y cuyo soporte es T, y la densidad g € C(T?) a valores
estrictamente positivos y tal que

Vy € T, /Tg(y,z)da(z) =1.

El proceso que se busca modelar corresponde a un proceso de saltos a valores en A, en
que los saltos corresponden a eventos en los que cambia la poblaciéon. Tales eventos pueden
ser el nacimiento de un nuevo individuo (ya sea con el mismo rasgo del padre o no), o la
muerte del mismo. Cada individuo aporta una tasa para el acontecimiento de alguno de tales
eventos de la siguiente manera.

e Cada individuo J, en n aporta una tasa b(y,n) para el nacimiento de un individuo con
su propio rasgo (clonacion);

e cada individuo ¢, en n aporta una tasa A(y,n) para su propia muerte;

e cada individuo J, en 7 aporta una tasa m(y,n) para el nacimiento de un individuo con
un rasgo distinto al suyo (mutacion).

Si a partir de J, se produce un nacimiento con mutacion, el rasgo del nuevo individuo se elige
con distribucién de probabilidad dada por la medida ¢(y, -)do, luego podemos interpretar g
como la distribuciéon de mutaciones respecto a una medida o que representa la distribucion
natural de los rasgos en T.

Para y € T y n € A utilizamos la notacién b,(n) en lugar de b(y,n). De igual forma
utilizamos my(n) y A\, (n) en lugar de m(n, y) y A(n, y). El aporte de las tasas de cada individuo
para la ocurrencia de algtin evento se ve resumido en el kernel de transicion ) que definimos
a continuacion.



Definicion 2.6 Se define el kernel de transicion @ : A X B4 — R, como

Qm,B) == > mbm) + D mAm) + Y nymyn) / 9(y, 2)do(2).

ye{n} ye{n} ye{n} 5.cB
n+6yEB n+6yEB oz €

Serd de particular interés el caso en que B = A, en cuyo caso utilizamos la notacion

Q) =Qn,A) = Z 1ylby (1) + my(n) + Ay (n)].

ye{n}

Observacion Para cadan € A, Q(n,-) es una medida, y gracias a su construccion utilizando
funciones medibles, para cada B € By, Q(-, B) es By-medible, luego @ es efectivamente un
kernel. Ademés, gracias a la definicién para cada 1 # 0 se tiene Q(n) > 0y Q(0) = 0.

Debido a la construccion de Q(-,.A) utilizando funciones continuas, es de esperar que tal
funcion también lo sea. Aplicando el siguiente resultado, probado en [4], a la funcion b+m—+ A\
muestra que esto efectivamente ocurre.

Proposicion 2.2 4, Lema 2.6] Sea F : A x T — R una funcion continua, entonces la
funcion F : A — R es continua, donde

2.3. Construcciéon de Y

En lo que resta del capitulo consideraremos los espacios de medida (R, Bg, ur), (N, By, in)
y (T, Br, o), en que By es la tribu Boreliana, ug es la medida de Lebesgue, By es la o-dlgebra
discreta en N, uy es la medida cuentapuntos en N, y (T, Br,0) es como en la Definicion
[2.5] Introduciremos a continuaciéon un conjunto de medidas de Poisson sobre un espacio de
intensidades E a partir de las cuales construiremos Y.

Definicion 2.7 A partir de los espacios anteriores se definen

o [l espacio de intensidades F := R, X N X T x R, dotado de la o-dlgebra producto
Y= Br ® By ® Br ® Bg y la medida producto pg = pr ® pin @ 0 @ Ugr;

e ¢l espacio de probabilidad del proceso (2, F,P);

e las medidas de Poisson M., M,,, My : Q x 3 — NU {0} independientes de a pares con
itensidad pg.

Recordemos (ver [9, Definicion 3.2]) que N :  x X — N es una medida de Poisson con
intensidad pp si se cumple,

1. Para cada A € ¥, N(-, A) es una variable aleatoria de Poisson con pardmetro pg(A);



2. para cada w € 2, N(w,-) es una medida puntual;
3. si Ay, Ay € ¥ cumplen A; N Ay = () entonces N(-, A1) y N(-, A3) son independientes.

Dentro del espacio de intensidades reflejamos las tasas definidas en a partir de la
construccion de las siguientes ventanas.

Definicion 2.8 Sean € A cualquiera, a partir de esta configuracion se definen los siguientes
conjuntos,

o Be(n):={(,20) ENXT xRy | 1<j<|nll, 0<0 < bysyy(m)};

o Bu(n):={(,20) eNxTxR [1<5<|nll, 0<0 < muigy(m)gly,2)};

o Eqn):={(j,20) ENxT xRy [ 1<j<|nll, 0<0< Aigyy(n)}-

Un célculo sencillo muestra que uy ® 0 ® ug [E.(n) U E,(n) U Eq(n))] = Q(n), luego estos

conjuntos efectivamente reflejan la tasa con que ocurriré el siguiente evento. Utilizando estas
definiciones construimos una cadena de Markov {(Y,,, 7,) }nen de la siguiente forma.

Definicién 2.9 Sean Yy : Q@ — A un elemento aleatorio independ_z’ente de M., M,, y My
introducidas como en la definicion . Se construye la sucesion {(Yn, Tn)}nen € A X R de
forma recursiva como

- T = 0

- Y% =Y

— EF = (1, t] X E.(Yy)  conz=c,m,d

— Ty = Inf{t > 71, M(EMY) + M, (EED + My(ES') > 0}
— EfY = (] X B2 (Yi)  conx=c,m,d

— o = ng,; OpiveyMe(dt, dj, dz,df) — conx=c,d

— ok = fE’g 8, M,,(dt,dj,dz,do)

- Yk:+1 = Y.+ vf + vfn - vfj

La mayor parte de los elementos introducidos en la definicién anterior tienen como tnica
finalidad abreviar la notacién de la construccién de la cadena, cuya interpretacion es como
sigue;

e supongamos que Y; = 1y que 7, = 5. Se fijan tres fibras en E, las cuales corresponden
a Em(n), Ee(n) y Ea(n);

e una vez fijadas las fibras anteriores se generan las ventanas E,.(n) X (s,t]|, cada una
asociada a su respectiva medida M,. Se aumenta el valor de ¢t hasta que en alguna de
ellas, la medida es no nula (esto es, marque un evento);

e ¢l valor de t para el cual se marca un evento corresponde a 7;,1. A continuaciéon se
generan los vectores v, cuyo proposito es mostrar qué individuo se agrega o muere a Y},
para generar Yj.i.



En general nos interesaran unicamente las variables {7, }nen v {5 }nen, las cuales forman
una cadena de Markov como se indica en el siguiente resultado, cuya demostracion es de
caracter mas bien técnico y se encuentra en el Anexo.

Proposicion 2.3 1. La sucesion {(Y,,,7u) }nen €s cadena de Markov homogénea;

2. las variables Aty g, € que ATp1 = Tir1 — Tx, Son independientes de a pares y tienen

distribucion exponencial con pardmetro Q(Y});

3. los elementos condicionados Ynﬂ‘? tienen como distribucion AR
n n

4. para todo n € N las variables Yn+1|}7 Y ATn+1|Y son independientes;

5. la sucesion {Y, tnen es cadena de Markov homogénea.

De esta forma, la cadena {Y,},cn puede interpretarse como el proceso Y que se busca
construir mirado en los tiempos de salto. En efecto, suponiendo conocido Y, = 1, 07,41
corresponde a un tiempo de espera exponencial de parametro Q(n) y que es independiente
de Y, 1, el cual tiene distribucién Q) Notemos que las variables 7,, correspondientes a
los tiempos de salto, permiten introducir naturalmente la siguiente familia de variables, que
interpretamos como la cantidad de saltos ocurridos en un intervalo de tiempo.

Definicion 2.10 Sean {7, }nen como en la Definicion . Se define la familia de variables
aleatorias {N¢}i>0 como
N; :=sup{n e NU{0}, 7,, < t}.

Utilizando esta familia de variables aleatorias, podemos definir el proceso Y; como sigue:

Definicion 2.11 Se define la familia {Y:}i>o de elementos aleatorios en A como
Y, = YNN
y en que Yoo := 0 donde 0 es la configuracion vacia.
La siguiente es una consecuencia directa de la Proposicion y de |11l Teorema 3.8]:

Proposicion 2.4 El proceso {Y;}i>0 es un proceso de Markov homogéneo cuyos tiempos de
salto corresponden a las variables {T,}nen y en que Y, =Y.

2.4. Hipoétesis sobre las tasas

Con el fin de lograr un cierto nivel de control sobre el comportamiento de Y asumiremos
que sus tasas de transicion cumplen las siguientes hipoétesis, de las cuales se desprenden
propiedades importantes, tales como la absorcion casi segura a la configuraciéon nula, la
ausencia de explosiones y la expresion del proceso como tnica soluciéon de una ecuacion
integral.
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Hipotesis 1 (H1).Con el fin de evitar un crecimiento descontrolado de la poblacidn, asumi-
mos

sup sup (b, (n) +m, (1)) < oc.
yeT neA

Hipotesis 2 (H2). Para controlar las propiedades de martingala, asumiremos que existen
p>1yc>0 tales que Vn € A

sup Ay(n) < |-
yeT

Definicion 2.12 Introducimos las cotas al largo plazo para las tasas de Y como

A = liminf inf inf A\ (n);

k—oo |Inll=k ye{n}

I := limsup sup sup (by(n)+my(n))-
k—oo |Inll=k ye{n}

Hipotesis 3 (H3) Con el fin de asegurar la absorcion del proceso a la configuracion nula

asumiremos que
" < .

Nos referimos al conjunto de hipotesis (H1), (H2) y (H3) sencillamente como (H).

2.4.1. Explosiones del proceso

Como una primera aplicacion de las hipotesis mostraremos que el proceso Y; no
posee explosiones, es decir, N; < oo casi-seguramente. Para ello seguiremos los resultados
demostrados en [4], adaptéandolos a la construccion de Y realizada en este trabajo. Definimos
entonces la sucesién de variables aleatorias {(Z,, 7,)}nen de forma similar a lo hecho para
{(Yy, ) }nen como sigue.

Definiciéon 2.13 Sea k € N cualquiera, definimos el conjunto E.(k) como
E.(k) = {1,2,...,k} x T x [0,C*],
en que hemos tomado C* de la forma
= (sup sup by (1) +my(77))> (Sup 9(y, z)),
neAye{n} y,2€T

y que es finito gracias a la hipotesis y la continuidad de g sobre el compacto T?. Defi-
nimos a continuacion la sucesion {(Z,, Tn) tnen como

- Zo = |Yoll;

-7 = 0

— Tap1 = Wf{t > 7, M ((Fa,t] X EL(Z)) + My (7, 1] x E.(Z,)) > 0};
— T = Zp+1.

11



De forma similar al caso de {(Y;,,T},)}nen se tiene que {(Z,,7,) nen €s una cadena de
Markov en que las variables AT, 41|z, son independientes y con distribucién exponencial de
parametro 27,C*. Definiremos entonces el proceso Z de forma anéloga a Y.

Definicién 2.14 Dada la sucesion {(Z,,7n)nen y t > 0 se define la familia de variables
aleatorias N7 como
N7 :=sup{n € NU {0}, 7, < t},

a partir de las cuales se define

y en que Zs = 00.

Notemos que este es un proceso de nacimiento puro en N que acota el tamano de la
poblacion en Y, como veremos en el proximo resultado mencionado en [4].

Proposicién 2.5 Para todo t > 0 se cumple P-casi seqguramente

Vil < Zi.

DEMOSTRACION. Seam € N cualquiera. Utilizaremos la notacion P, para referirnos a la medida
P condicionada al evento ||Yp|| = m, bajo el cual Z, = m + n y cada variable A7, tiene
distribucion exponencial de parametro 2(m + n)C*. Como podemos ver en [I8], Corolario 1],
el crecimiento de tales pardmetros es suficientemente lento como para asegurar que P-c.s. el
proceso Z; no presente explosiones.

Consideremos ahora una realizacion de ambos procesos en que Z; no posee explosiones, y
sea (t1,to, . ..) una enumeracion ordenada de los tiempos de salto de los procesos Y; y Z; hasta
el tiempo s. Por definicion, tanto Y; como Z; son constantes en los intervalos de la forma
[ti,titv1), luego basta mostrar por induccion que para cada k > 0 se cumple ||V, || < Z;,.

El caso base se tiene trivialmente pues ¢ty = 0 y por definicion [|Yy|| = Z,. Para mostrar el
caso k + 1 sabiendo que se cumple el caso k, notemos que hay dos eventos posibles,

LYl < Y5

2. Yo | = 1Yl +1.

En el primer evento la conclusion es directa, pues por construcciéon Z;, < Z; . Para el
segundo evento recordemos que de la Definicion [2.9] se tiene

Yol = 1Yell +1 = Me((th, ten] X Ee(Yio)) + Min (8, tea] X Em(Y,)) > 0.

Por otro lado, gracias a la eleccion de C* en la Definicion y la hipotesis de induccion en
que |V, || < Z;,, se deduce

Ee(Yy), Em(Yy) © {12, [V I} x T < [0,C7] = E:(IYel)) € E(Zy),
de donde se concluye

0 < MC((tkatlﬂ-I-l] X EZ(Ztk)) + Mm((tk,tk_H] X Ez(Ztk))
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Notemos finalmente que por definicion Z no posee saltos en (tx,tx11), y por lo tanto la
positividad de la expresion anterior indica que ;.1 es un tiempo de salto para Z, y por lo
tanto Zy, ., = Z;, + 1 de donde se concluye el resultado.

O

Para procesos de nacimiento puro en N con tasas lineales como Z, se muestra en |7,
Capitulo XVII, seccion 3| que si 0 < j < k,

-1 s Y )
Byzi=h) = (1) )een ey 1)

igualdad que resulta fundamental para el proximo resultado, demostrado originalmente en
[10].

Proposicion 2.6 [1(l, Teorema 3.1] Para todon € A yp > 1 existen ¢,b > 0 tales que para
todo t' > 0,

b ’
E, ( sup ||Yt||p) < ce” < 0.
te[0,t']

DeMosTRACION. Utilizando la Proposicién [2.5] se cumple P-casi seguramente

sup [[Y[[" < sup Z} = Zf, (2.2)
te[0,t'] te[0,t']

en que la igualdad se tiene pues Z; es un proceso no decreciente. Gracias a (2.1)) y (2.2) se
tiene la desigualdad,

> - 1 x4/ x4/
]En sup H}/th S ]E”T]”(Zg:) = Z mp( m_ || ||)€2”770 t (1 _ 6726‘ t )m*HW”’
relor] mellg N

y utilizando la formula de Stirling, para m grande podemos aproximar el coeficiente binomial
en la expresion anterior como

( m—1 ) ~ —(m — 1)l
m — 7] ]!

de donde existe una constante C' > 0 que depende de n y de p, tal que
E,| sup |[Vi|P| < C Z [(m — 1)Hn|l+pfl] e~ 2mIC™ (1 — =207 ym=lnl
te(0,t/] m—1

. . . . . ., , N ” — * 4/
Definiendo una variable aleatoria G con distribucién geométrica de pardmetro r := e2¢"" < 1
podemos mayorar la expresion anterior por

E(gllnHHpFl)CTHnllfl(1 — T)lanII’

pero es facil verificar que el momento de orden k := |[|5|| + [p] — 1 de G es de la forma
P(r)/Q(r), en que P es un polinomio de orden k, y Q(r) = r*. Como P esté acotado en [0, 1]
por una constante A > 0 que depende de ) y p, se deduce

(G -1y ol =1 (1 — 1=l < gcealal+im-nese.
luego basta tomar ¢ = AC' y b = 4(||n|| + [p] — 1)C* para concluir el resultado.
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La proposicién anterior indica en particular que P-c.s. la cantidad de individuos del proceso
se mantiene acotada sobre intervalos finitos de tiempo, lo que utilizaremos para deducir que
el proceso no posee explosiones.

Proposicion 2.7 Para todo t > 0 se cumple P(N; = 0o) = 0.

DemosTRACION. Comenzaremos mostrando que para n € A se cumple P, (N; = 0o) = 0. Para
ello notemos que de la Proposicion [2.6) se deduce que P, (sup;ep ¢ [|Y|| = o0) = 0, luego

P, (N; = 00) = ZIP),] Ny=o00 A sup ||Yi|l=n]|.
neN tel0,t']
Por otro lado, sobre el evento {IV; = oo} se tiene

sup [|[Yi]| =n < sup||[Vu||=n < VmeN, Y, € A,
te(0,t/] meN

y entonces, utilizando probabilidades totales basta con probar

P, (Nt =00 A sup ||Vl =n

meN

Y1,Ys, .. ) = 0. (2.3)

Para deducir la igualdad anterior, notemos que N; = 0o <= >~ A7, < 00, y gracias
a la Proposicion las variables ATmH}Y son independientes de a pares y siguen una

distribuciéon exponencial de parametro Q(Y;,). Como @ es una funcién continua gracias a la
Proposicién es acotada superiormente sobre el conjunto A<,, que es compacto, digamos,
por @,,. De esta forma el evento en que la suma de las variables A7, es finita tiene probabilidad
nula, de donde se deduce y consecuentemente P, (N; = oo) = 0. Como esto se cumple
para todo n € A, entonces P(N; = oo) = 0.

m

La proposiciéon anterior permite deducir para cada ¢ > 0 la existencia de un conjunto de
medida nula tal que en su complemento se cumple N; < oo. Como N, es creciente en t es
sencillo verificar que existe un conjunto de medida nula tal que en su complemento se cumple
N, < oo para cualquier valor de t.

2.4.2. Absorcion exponencial

Por definicion la configuracion vacia caumple Q(0) = 0 y por lo tanto una vez que el proceso
llega a esta configuracion se cumple que el siguiente tiempo de salto es infinito, es decir, el
proceso es absorbido. Utilizaremos la notacion 7 para referirnos al tiempo de absorciéon de
Y. El siguiente resultado se desarrolla en detalle en [4].

Proposicion 2.8 [/, Lema 2./ Existen 6y y ¢ : N — RT tales que para todo 6 < 6y y todo

neA°
E, (") < c(|nl)).
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De aca se deduce directamente que P(7 = oo) = 0, esto es, fuera de un conjunto de
medida nula el proceso es absorbido en tiempo finito. Podemos interpretar este resultado
pensando que Y modela una poblaciéon destinada a extinguirse.

2.5. Ecuacién integral y propiedad de martingala

En la presente seccion definiremos débilmente el generador infinitesimal del proceso Y, y
mostraremos formalmente una clase de funciones para la cual este proceso cumple la pro-
piedad de martingala. Para ello resultard fundamental mostrar que Y cumple la siguiente
ecuacion estocastica.

Proposicion 2.9 Sea © un conjunto de probabilidad nula tal que en su complemento se
cumple Ny < 0o para todo t > 0. Definiendo fuera de © el proceso I como

Li=Yot [ Ga Lo inocn, 0o Melds.didzd9)

(0,6]xNXTxR*

+ / O: Liciy, I no <m0 o, ) 2 Mm(ds, i, dz, dO)
(0,t]x NXTxR*

- / Oy v,y LYol A0 < (v, 1 Malds, i, dB),
(0,t]x NXTxR*

se cumple Yy = Iy para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Mostraremos la igualdad inductivamente.

1. Para el caso t = 15 := 0 se tiene por definicion [y = Yy(w);

2. Supongamos cierto el resultado para 75 y sea t € (7x, Tk11) cualquiera. Utilizando la
hipotesis de inducciéon se tiene

I = Y (w) + / 5ﬁi(}7k)1{i§”37k\\/\Ogbﬁi(yk)(Yk)}Mc(dsadiadzvde)
(T t] X NX T xR*

- / 0 1{ i<||Vill A 6 < mgi(yk)(?k)g(ﬁi(i’k):z)}Mm<d8’ di, dz, d@)

(Th, t]XNXTXR*

- 5ﬁi(Yk)1{ i<Vl A6 < )\gi(yk)(ffk)}Md(dS’ di, df),

(Th t] X NX T X R*

pues en (73, 411) el proceso Y no presenta saltos, y por lo tanto Y;(w) = V;, (w) = Vi (w)
para s en tal intervalo. Es directo de la construccién de los conjuntos EX* introducidos
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en la Definicion 2.9 que la expresion anterior queda de la forma

I, =Y, + /5ﬁi(?k)Mc(ds,dz',dz,d6)
Ekt
+ /52Mm(ds,di,dz,d«9) — /5ﬁi(Yk)Md(ds,di,d0) =Y.,

Ek? BN

pues en (7, Tr11) No ocurren saltos, luego para x = ¢, m,d se cumple M,(E*) = 0.
Deducimos entonces que I; = Y;, = Yi;

Y

3. Supongamos ahora que el resultado es cierto para 7, y veamos que se cumple también
para Ti.1. De forma similar al caso anterior, y recordando la definicién de los conjuntos
E* introducidos en la Definicion [2.9] se tiene

ITk+1 = YTk + /5ﬁz(Yk)Mc(dS’ di,dz, d@)

E}
+ / 5. M, (ds, di, dz, d§) — / 417y Malds, di, do)
EF, Ek
= Yk(w)—i_vg—i_vfn_vs = Y’H—l - Ytk+1<w)7

en que hemos utilizado la construccién de las variables Y}, v que gracias a la Proposicién
2.4] son iguales al proceso Y mirado en los tiempos de salto.

]

2.5.1. Martingalas de cuadrado integrable

El proposito de expresar Y; como una integral estocastica es deducir la propiedad de
martingala del proceso para una clase bien definida de funciones. Para ello presentamos las
siguientes definiciones y resultados que se tratan en detalle en [17].

Definicion 2.15 Sean (2, F) y (E*,X*) dos espacios medibles en que el primero es de pro-
babilidad, y B~y la o-dlgebra de los borelianos en el intervalo [0,00) C R. Para cada t > 0
definimos

Xy = B[OJ] ® XF,

y dada M : Q x (Bpe) ® £*) = R, una medida de Poisson, se define Fy C F como la
o-dlgebra generada por las variables aleatorias

{M(-, B)} pes,-

Es directo de la definicion que la familia {F;}+>o es una filtracion continua por la derecha.
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Definiciéon 2.16 Sean (2, F), (E*,X*) y M como antes, en que M tiene medida de inten-
sidad p1. Se define qar = 2 X (Bjg,oo) ® X*) = R, la medida compensada de Poisson

qr = M — p.
En [I7] se muestra que para un proceso simple de cuadrado integrable respecto a la medida
de intensidad p, es posible definir su integral respecto a g/, la cual resulta ser una martingala

respecto a la filtracion {F;}. Para extender esta propiedad a otros procesos definimos la
siguiente norma.

Definicion 2.17 Sean T > 0 y ¢ : Q x [0,T] x E* — R un proceso medible. Tomando p la
medida de intensidad de M se define ||1||7 como

Wi = B ([ [ s mntais).

El siguiente resultado muestra una clase suficientemente grande de procesos para los cuales
su integral respecto a la medida ¢); es una martingala.

Teorema 2.1 [17, Proposicion 1.21] Sea ¢ como en la Definicion [2.17, en que (-, t,y) es

Fi-medible para cada y € E*, t > 0. Si ¢Y(w,-,y) es continuo por la izquierda con limite por
la derecha y ||||r < 0o, entonces el proceso {int(1): }r<r donde

int (¢ / E*w ,8,y)qu(dy)ds,

es una martingala respecto a la filtracion {F;}i<r.

2.5.2. El generador infinitesimal

Definiremos a continuacion un operador G sobre el espacio de funciones medibles en R* x A
que sera fundamental en el resto de este trabajo.

Definicion 2.18 Sea f : RT XA — R una funcion medible y localmente acotada con f(-,0) =
0. Se define G(f) : R x A — R (que notamos como Gf) de la forma

> b, ) f(tn+6,) + Y m A )[f (= 6,) — f(t.n)]

ye{n} ye{n}
+ 32 ) [t +6) = Femlaly. o).
ye€{n}

El siguiente resultado, probado en [4], muestra que el operador G corresponde al gene-
rador débil del proceso Y. Para demostrar esta afirmacion utilizaremos la notacion 7,, para
referirnos al tiempo de llegada de Y al conjunto A,,.
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Proposicion 2.10 [/, Proposicion 2.5] Sea f: RT x A — R medible tal que f(-,n) es conti-
nuamente diferenciable para cada n. Asumamos ciertas las hipotesis en y que f(-,0) =0.
Definiendo el proceso {M;}1>0 como

M, = f(t,Y})_f(O’YO)_/o {

se cumplen las siguientes propiedades:

of

B, (s,Ys) + Gf(s,Ys)| ds,

1. Si existe una funcion C' : RT — R* tal que YVt <ty y para n € A cualquiera
|f(t.m)| < Cto) (1 + [n[|"),

en que p' > 0, entonces M, es una martingala en [0,to);

2. Si f es localmente acotada, entonces para todo n € N, M. ¢ es una martingala, luego
M, es una martingala local.

DEMOSTRACION. Sea t > 0 cualquiera y supongamos que Y no posee explosiones (esto ocurre
P-c.s. gracias a la Proposicion E De la construccion de N, se tiene

8f N¢—1

8%1 Z / 8951 / 81'1

[Tk Tht1) [T 1)

pero en cada uno de estos intervalos, Y es constante por definiciéon y vale Y;, , de donde

t 6f Ni¢—1
8_1’1(87 }/;)ds = Z [f(Tk+17 }/;k) - f(Tk7 YT}c)] + f(tv Y;) - f(TNH K’Nt)‘ (24)
0 k=0
Ahora, como Y es un proceso de saltos, se tiene YT{H = limy », Yy = Y., y entonces
reemplazando (2.4) en la definicion de M; se tiene
t Nie—1
M, + / Gf(s,Y)ds = f(rn,Yey,) = f(0,Y0) = ) [f<7k+1,ic,;+l> — [, Yz,
0 k=0
Nt
= Y [fen Vo) = FEen Y, )
k=0
Abusando entonces de la notaciéon podemos escribir
t
M+ [ GfsYds = 3 [F(sY2) = fls Yo, (2.5)
0

s<t

y un calculo sencillo revela que el término de la derecha es igual a

[ (5% +0m) = £ Yo ity ynocng o Melds.divdz.db)
(0,6]xNXTxR*

+ / [f(s, Y- +62) — f(5,Y-)] 1{ i<|lY,— || /\ggmﬁi(y7)(ysi)g(ﬁi(ysf)jz)}Mm(dSadivdzvde)
(0,t] xNXTxR* °

- / [f <S,Ys— - 5ﬁi(ysf)> - f(SaY;_)] Liicy 1 no< g RO _nMa(ds, di, d).
(0,£] xNXTxR*
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Podemos definir entonces de manera natural los procesos
¢C(Sai7z79) = [f (575/8_ —’_5}?1()/?_)) _f(57§/8_)i| 1{1<HY fA6<bg Y, )( )}

Um(s,i,2,0) = [f(5, Yo +06:) = (5, Y ) 1y NOSmg (Y, )Y, ) )

Ya(s,i,2,0) == [f <S7Y;r — 511.(;/57)) — f(S,st)} S P RS PR ¢

con los cuales (2.5) queda de la forma

M, = / Z Y (s,1, 2,0) My (ds, di,dz,df) — /t Gf(s,Ys)ds. (2.6)

0
(0,] xNxTxR* T=Cdm

Por otro lado, notemos que Y; es igual a Y- c.t.p. en s, luego se tiene

Gf(s,Y,)d Gf(s,Ys)
[ erevaas = [

y un calculo sencillo revela que

Y1l

GIYe) = 3 b (VoS (Yo +850)) = S(5.720)

IIYS—II

3 g (0) / [£(5Yie +02) = (5, Vi g (FilYic), 2)do(2)

Y|l
i Z N (Ve lf (s Y, — 5~i(ys_)> — f(s, Y )]

= / Ye(s,1, 2,0)dido(z)d0 + / Um (8,14, 2,0)dido(2)d0

NxTxR+ NxTxR+

/ Ve(s, i, z,0)dido(z)db.

NxTxR+

Reemplazando esta igualdad en (2.6) se deduce finalmente

M, = / > (s, i, 2,0)q.(ds, di, dz, db),
mﬂxNxTxR*x:Q¢m
en que q., ¢, ¥ qq corresponden a las medidas compensadas de M., M,, y My respectivamente.
Asi, M, se descompone en la integral de tres procesos respecto a sus respectivas medidas
compensadas de Poisson. Tales procesos son F;-adaptados y continuos por la izquierda con
limite por la derecha pues Y- lo es, luego, si tales procesos tienen norma || - || finita podemos
utilizar el Teorema para concluir el resultado. Utilizaremos entonces las hipotesis sobre
f para mostrar que los procesos 1, cumplen |1, ||r < oo.
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1. Supongamos que existe C' tal que para todo T >0y todot <T
|t n) |+ < C(T) (A + [In])”).

Por simplicidad mostraremos tunicamente que |[14||7 < 0o, pues los casos ¥, y ¥, son
similares. Utilizando la notaciéon

h0,1,m) = Vi< Lo<ag, )

podemos acotar |[¢4||% de la siguiente manera,

2
loallp = E( / (£ Y = by, ) = F(5.,0) h<9,i,1@->d9do<z>dz‘ds)
[0,T]xNxTxR+

IN

E ( / 2 [f2(s,Y;— — Oy, y) + f2(s,Ys—)} h(&z’%—)d@da(z)dids)
[0,T]xNxTxR+ ?

IN

E </ 1602(T)HYS*||2p/1{7j§”Y5—”}1{‘9S)‘ﬁ(Y )(YS_)}dedU(Z)dldS>
[0,T)xNxTxR+ =
< E </ 1602(T)HY5\2pl1{i<y_|}0|m!\pdid8> ,
[0,T]xN o

donde la ultima desigualdad se tiene como consecuencia de [(H2)| Utilizando la Propo-
sicion 2.6 podemos entonces concluir

||@/)d||f < E(/ 1602(T)C||3§||2p,+p+1d3>
[0.,7]

s€[0,7T

< T16C*(T)cE ( sup ||Y$||2p/+p+1) < 00,
de donde se sigue el resultado.
2. Mostraremos que si f es localmente acotada, entonces M;,7, es una martingala. En
efecto, Mys7, corresponde a las integrales de los procesos 1ys<7,11, respecto a las

medidas q,, y asi, es suficiente mostrar que la norma de estos procesos es finita. Desa-
rrollamos tnicamente el caso de 14, pues los otros dos son similares.

Recordemos que A<,, es un conjunto compacto, luego por hipétesis existe M > 0 tal
que f|[0,T]><A§n < M. De aca se sigue
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”1{s<7}}wd’|% < E (/ 1{5<%}4M2h(6, i, Y;-)d@dU(Z)dZdS)
B [0,T]xNxTxR+
= E ( / Lis<rydM 21{z's|Y5||}Aﬁi<ys)(3fs—)did8)
[0,T]xN

< B[ dpempanrey i)
[0,7] -

< T4M?*enPt! < oo,

de donde se concluye el resultado.

2.6. Continuidad de las tasas y extensiones de la notacién

Las tasas de transicion introducidas en la Definicion son consideradas continuas, sin
embargo es importante notar que en ninguna parte de las demostraciones realizadas en este
capitulo se utilizo la continuidad de tales tasas, sino méas bien que son funciones acotadas, y
por lo tanto es posible prescindir de esta hipotesis manteniendo los resultados vistos hasta el
momento.

En lo que resta de este trabajo trabajaremos a menudo con procesos de saltos distintos
de Y, todos ellos dentro del contexto de una poblaciéon con nacimientos y muertes. Estanda-
rizaremos entonces la notacion utilizada en este capitulo de la siguiente forma.

Definicion 2.19 Sea {X:}i>0 un proceso de saltos a tiempo continuo sobre un espacio de
estados X . Utilizaremos la notacion

.TX

n ’

el n-ésimo tiempo de salto;
o T:X, el tiempo de la primera llegada del proceso X al conjunto B;
o TX, el primer tiempo en que el proceso cuenta con n individuos;

o N, la cantidad de saltos del proceso X hasta el tiempo t.

En general, si el contexto lo permite suprimiremos el indice X en las notaciones anteriores.
Por otro lado, para una funcion ¢ localmente acotada superior e inferiormente por valores
positivos sobre A, utilizaremos la notacion i, > 0 y w, >0 para referirnos a las cotas para
esta funcion sobre A<,
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Capitulo 3

Distribuciones cuasi-estacionarias

En el presente capitulo se realizara una breve introducciéon a la teoria general de distri-
buciones cuasi-estacionarias, también llamadas q.s.d, y estudiaremos un resultado obtenido
en [4] que muestra la existencia de tales objetos para el proceso Y. Comenzaremos enuncian-
do las principales propiedades de las q.s.d, entre las que contamos su caracterizacién como
vectores propios de algunos operadores, y su relacion con las distribuciones cuasi-limites y
los limites de Yaglom. A continuacién extenderemos sutilmente un resultado obtenido en [4]
que permite acotar la tasa de absorcion de un proceso de saltos, para finalmente concluir el
capitulo con algunos resultados de existencia de distribuciones cuasi-estacionarias, entre los
cuales contamos el resultado mencionado anteriormente para el proceso Y.

3.1. Teoria general

En lo que resta de esta capitulo consideraremos un proceso de Markov { X, }:>¢ a valores en
un espacio métrico X UC' dotado de la o-algebra B de los borelianos, en que C' es un conjunto
especial, disjunto con X, y al cual llamamos cementerio. Dado el semigrupo de transicion P,
del proceso, definido como

P(z,A) = P(X; € A { Xo =),
diremos que el proceso Y es un proceso absorbido en C' si
Vi>0, z€C = Pz, {z}) =1,

esto es, una vez que el proceso llega a un estado x € C se queda en ese estado P-casi
seguramente para siempre. Entre los procesos absorbidos, merecen especial atencion aquellos
procesos X que son absorbidos casi-seguramente, es decir

Vee X, P.(To < o0) =1,

en que hemos utilizado la notaciéon 7o como en Para los procesos absorbidos casi-
seguramente, el estudio de las distribuciones estacionarias es insuficiente para deducir cual-
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quier tipo de propiedad interesante. En efecto, utilizando la notacion
Po(X, € A) = / P, (X, € A)dr(z)
xuc

para una medida de probabilidad 7, deducimos que las tnicas distribuciones estacionarias
posibles se concentran en C|, pues para A C X

m(A) = Po(X, € A) < Po(X, € X) = Pa(t <To) — 0.

t—o00

El que 7 se concentre en C' indica que X es absorbido, pero esto no es nada nuevo, y
por lo tanto ™ no aporta ninguna informacién interesante. Algunos procesos absorbidos, sin
embargo, presentan una suerte de equilibrio al mediano plazo, que puede entenderse como
un equilibrio en el evento en que el proceso no ha sido absorbido atn. Esta nocion gatilla la
definicion de las distribuciones cuasi-estacionarias.

Definicion 3.1 Sea To el tiempo de absorcion de X en C. Diremos que una medida de
probabilidad © concentrada en X es una distribucion cuasi-estacionaria st

Pr(X, € A|Te>1t) = w(A),
para todot > 0 y todo A C X medible.

Asi, una distribucién cuasi-estacionaria representa un equilibrio para el proceso condicio-
nado a la no-extinciéon. La definicién de estas distribuciones para procesos a tiempo discreto
es analoga.

3.1.1. Propiedades basicas

Notemos que para una q.s.d. 7 se cumple que para todo ¢ > 0 y para todo B C X
P.(X;€B) = P.(X; €B AN Te>t) = n(B)P.(Tc > 1),
y en particular, para s # t
P.(X; € B)  P.(Tc>1)
P.(X,€B) P.(Tc>s)
expresion que no depende de B. Podemos deducir entonces que una q.s.d. mantiene su forma
al evolucionar el proceso, y que va cambiando tinicamente su amplitud de acuerdo a la dis-

tribucion del tiempo de extincion. El siguiente resultado, desarrollado en [5] y [22] muestra
que tal variable debe distribuirse exponencialmente

Teorema 3.1 [J, Teorema 2.2] Sea 7 una q.s.d. para X, entonces existe
0 =0(r) >0 tal que
P.(Te >t) = e

El parametro 6 en el teorema anterior es llamado comtunmente tasa de decaimiento o de
extincion de la q.s.d. 7. De este resultado se obtiene directamente que para tal q.s.d.

P.(X; € B) = w(B)e ™",
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y que para s < () se tiene E,(e*7¢) < oco. En particular se deduce que E,(e*7¢) < oo m-casi

seguramente, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.2 Para x € X se define la tasa 0} de decaimiento exponencial como

0; = sup{s >0, E,(e7¢) < oo}.

xT

La siguiente proposicion, desarrollada en [5] da cuenta de la expresion decaimiento expo-
nencial escogida para 0.

Proposicion 3.1 [3, Proposicion 2.4 Se tiene la igualdad
. o 1
g7 = liminf ——logP,(Tc > t).
t—o0 t
Si ademds 6 = 0 para todo x € X, entonces no puede ezistir una q.s.d..

Esta igualdad jugara un rol fundamental en el siguiente capitulo donde, bajo ciertas con-
diciones de irreducibilidad, se tiene que ¢; = 0, casi seguramente para cada par z,y € X.
Notemos que de la proposicién anterior podemos deducir que si 67 > 0, entonces al comenzar
el proceso en el punto x la absorciéon ocurre al menos con una rapidez exponencial.

En algunos procesos, al comenzar desde cualquier estado la distribucion de los mismos
sobre el evento en que no han sido absorbidos se acerca a un equilibrio. Este tipo de equilibrio,
llamado limite de Yaglom, es mas fuerte que el concepto de q.s.d. pues permite un estado
inicial determinista para el proceso.

Definicion 3.3 Dado el proceso X, diremos que una medida de probabilidad  es,
1. Distribucion cuasi-limite si existe una medida de probabilidad p tal que VA C X medible

lm P,(X, € A[ Tc > t) = n(A);

2. limite de Yaglom si para todo A C X y todo x € X

th P.(X; € A|To >t) = w(A).

Es directo notar que una q.s.d. 7 es siempre una distribucién cuasi-limite pues basta tomar
[ = Ty entonces
lim P.(X; € A|Te >t) = lim n(A) = n(A).
t—00 t—o0

El reciproco también es cierto, es decir, si 7 es una q.l.d. también es una q.s.d. y la demos-
tracion de ello puede encontrarse en [22, Proposicion 1]. Tomando la medida de probabilidad
it = 0, para algin r € X', podemos deducir que un limite de Yaglom siempre es una q.l.d. y
por lo tanto es una q.s.d. A diferencia del caso anterior, no toda q.s.d. es un limite de Yaglom
como puede verse en [30], donde un proceso de nacimiento y muerte en N con tasas lineales
posee una familia infinita de distribuciones cuasi-estacionarias mientras que, de existir, el
limite de Yaglom es tnico.
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El siguiente resultado, probado originalmente en [20], muestra que tomando como distri-
buciéon inicial una q.s.d. no importa realmente donde es absorbido el proceso en C', sino mas
bien cudndo es absorbido.

Teorema 3.2 [5, Teorema 2.6/ Sea m una q.s.d. para el proceso X, entonces las variables
To y X7, son Pr-independientes.

En particular podemos colapsar el conjunto C' a un singleton {0} sin perder ningtn tipo
de informacién relevante para el estudio de estas distribuciones y manteniendo la propiedad
de Markov del proceso X. Utilizaremos en adelante la notaciéon T para referirnos a 7.

3.1.2. Enfoque espectral

El primer problema al comenzar a estudiar la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias
para el proceso X es que no contamos con una maquinaria adecuada para trabajar con la
Definicién Es claro que tal definicién encierra un concepto de invariabilidad respecto a
un cierto operador, el cual buscamos hacer explicito a partir de la nocién de vector propio.
Para ello comenzamos entregando algunas definiciones y notaciones que utilizaremos en lo
que resta de este trabajo.

Definicion 3.4 Dado un proceso X absorbido en 0 como antes definimos:

1. Los conjuntos Cp(X) C My(X) C M(X) de funciones f : X — R que son continuas y
acotadas, B-medibles y acotadas, y B-medibles respectivamente. Utilizaremos el super-
indice + en estos conjuntos para referirnos al caso en que las funciones tomen valores
no neqativos;

2. para una medida p y f € M(X) integrable utilizaremos la notacion {u, f) = [ fdu;
3. dada f € M(X)T utilizaremos la notacion Pi(f) € M(X) para referirnos a la funcion

[Pt(f)](x) = Ex(f(Xt)7 76 > t),

lo que permite definir el semigrupo submarkoviano {P;}i>o, para el cual diremos que
posee la propiedad de Feller si para todo t > 0

P,(Cy(X)) C Cy(X);

4. sea My(X) C D un subespacio de M(X) yG : D — M(X) un operador lineal. Diremos
que G es un generador débil de X si para todo f € D el proceso

M, = F(X) — f(Xo) / Gf(X
es una martingala. Llamaremos a D el dominio de G

Al semigrupo {P;}+>0 lo llamaremos semigrupo de transicion de X, para el cual, exten-
diendo la funcién f a X U {0} como f(0) =0 en el item 3 obtenemos la definicién usual

[B(I(n) = Ef(f(Xe), To> 1) = Ep(f(Xe), To> 1) +Ey(0, To <) = Ey(f(Xa)).
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Utilizando las notaciones y definiciones anteriores desarrollamos el siguiente resultado, cuya
demostracion puede encontrarse en parte en [5].

Teorema 3.3 Para el proceso X con semigrupo de transicion {P,}i>o se tiene,

1. Una medida de probabilidad 7 es una q.s.d. ssi existe > 0 tal que para todo f € My(X)
y todot >0

(m, P(f)) = e "(m, [); (3.3.0)

2. [, Lema 2.9] existe una q.s.d. w ssi existe una medida de probabilidad 7' y 6 > 0 tal
que Vf € My(X),

(', Py(f)) = e %, f); (3.3.ii)
3. si para una medida de probabilidad 7 existe > 0 tal que Vf € D,
entonces ™ es q.s.d..
DEMOSTRACION. 1. Sea 7 una distribuciéon cuasi-estacionaria para el proceso X y tomemos

una funcion simple de la forma f = >"7_, a;ly,. Se tiene

E(f(X) | T>1) = Y aPe(Xi € A | T > 1) = > apw(Ar) = (m, f),

k=1

igualdad que extendemos Vf € M,(X)" gracias al teorema de convergencia monotona.
Utilizando entonces el Teorema 3.1 existe 6 > 0 tal que

(m, P(f)) = Ex(f(Xe) | T > t)PA(T > t) = (., f)e™™".

Supongamos por otro lado que Vf € My (X)*, (7, P(f)) = e (r, f). Tomando f =1
deducimos P (7 > t) = e y entonces para cada A € B podemos tomar f = 14 con
lo que concluimos

P (X, € AT >t) = "B (f(X), T >t) =

|
=
=
I
A
=

Extendiendo esta equivalencia a las funciones en My(X') se deduce que 7 es una q.s.d..

2. Supongamos que existe una q.s.d. 7, luego basta tomar 7’ = 7 y t = 1 en el Teorema[3.1]
para deducir el resultado. Para la otra implicancia sean § > 0y 7’ tal que (7/, P/(f)) =
e %{n’, f) y definamos
1
= —/ e (', P,)ds,
0

«

en que hemos utilizado la notacion (7', Py) := [, Ps(z,-)dn’(z) y en que a es tal que
es medida de probabilidad. Tomando ¢ € [0,1) y f € M, cualesquiera se tiene

om0y = [ i pipns = [ nnas [ O R
= [ s [ SR s
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pero por hipotesis se tiene

(', Poa(f)) = &', Pu(P(f))) = (7', P(f)),

y entonces se concluye que (am, P(f)) = e %(r, f). Para el caso general t > 0 existen
n € Nyrel0,1) tales que t =n + r, luego

(m, B(f)) = (1, Pure(f)) = (m. PIU(BA))) = e ™™, Pof)) = e, f),

como esto se cumple para toda funcion f € M, (X) utilizamos el Teorema para
deducir que 7 es q.s.d..

. Supongamos que (7, G(f)) = —0(rw, f) para todo f € D y mostremos que 7 es una
distribucién cuasi-estacionaria. Para ello, utilizando la definicion de G y el teorema de
Fubini se deduce que para todo f € My(X) C Dyt >0,

(m, P(f)) — (7, [) = /0<7T,GPs(f)>ds = —9/0 (., P,(f))ds.

Definamos la funcion H : RT — Rt como H(s) := (m, P;(f)), que gracias a la ecuacion
anterior cumple

H(t) = H(O)—i—/tH(s)ds.

Como [|Ps(f)]loo < |Ifllec < o0 para todo s > 0, se deduce que H es de clase C*(R"),
luego es de la forma H(s) = H(0)e %, y entonces para todo f € Cp(X) mostramos

(m, B(f)) = e "(m, f).
El resultado sigue de la igualdad anterior y de el Teorema |3.1}

O

Utilizando el Teorema podemos ver que una q.s.d. m puede entenderse como un vector
propio por la izquierda del semigrupo {P;};>0, de un tnico kernel de transicion P;, y del
generador débil del proceso, G.

En el proximo capitulo mostraremos que la existencia y el comportamiento de los vectores
propios por la derecha del semigrupo de transicion facilitan el estudio de las propiedades
de las q.s.d. del proceso, asi como su unicidad en algunos casos. Para el proceso Y, sin
embargo, no contamos con una expresion cerrada para el semigrupo, por lo que encontrar tales
vectores directamente resulta engorroso. El siguiente resultado muestra que para encontrar
estos vectores es suficiente encontrar vectores propios por la derecha para el generador débil
del proceso.

Proposicion 3.2 Sea G un generador débil de X con dominio D y f € D integrable. Su-
pongamos que existe 0 > 0 tal que G(f) = —0f, entonces para todo t > 0

P(f) = e "f.
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DemMosTRACION. Como G es generador débil, de la definicion de { P, }>0 y el teorema de Fubini

se deduce .

R = 7+ [ PG = 7o P(f)ds,

en que para le segunda igualdad hemos usado G(f) = —6f. Similarmente a lo hecho en el
teorema anterior, para x € X podemos definir H(s) como H(s) = [Ps(f)](x), que cumple

H(t) = H)+ [ H(s)ds

y es de clase C*(R"), luego [Pi(f)](x) = H(s) = H(0)e % = f(x)e .

3.2. Cotas para la tasa de decaimiento

Dada una q.s.d. m podemos calcular directamente su tasa de decaimiento 6 como
0 = —log (P.(7o > 1))

Este método, sin embargo, es de poca utilidad en la préctica, donde se desconoce una ex-
presion cerrada del kernel de transiciéon P;. Buscamos entonces una expresion que dependa
unicamente de la q.s.d. m y parametros conocidos del modelo, en particular aquellos que
forman parte del generador débil L. Para ello asumiremos que X es un proceso de saltos en
X de forma tal que

1. la cadena de Markov {Xn}neN asociada a los tiempos de salto tiene kernel de transicion
() (no relacionado con el kernel utilizado en el capitulo anterior) y los tiempos de salto

AT, tienen distribucién exponencial de parametro Q(X,_;) = Q(X,_1,X);
2. X posee la propiedad de Markov fuerte.

Utilizando la cadena {X,, },en definimos los siguientes conjuntos.

Definicion 3.5 Sea A C X un boreliano cualquiera. Se define {C'L,(A)}n>1 C B como
CLy(A) = {z€e X, P(X,€A) >0 A Vke{0,1,...,n—1}, P, (X} € A) = 0}.
En el caso en que A = {0} utilizamos la notacion C'L,(0)

Asi, cada conjunto C'L,(A) corresponde a los puntos que pueden llegar en n saltos al
conjunto A pero no en menos de n pasos. Notando que {X,} es un proceso de Markov,
sabemos que para todo conjunto A en los borelianos se cumple que el kernel P, (-, A) es una
funcion B-medible, y por lo tanto es directo que cada C'L,(A) es medible.

Los conjuntos C'L,(0) buscan entregar una nociéon de distancia entre los elementos de X
y el estado 0, lo que se deduce del siguiente resultado, cuya demostraciéon se encuentra en el
Anexo.
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Proposiciéon 3.3 Sean n,m € N con n > m. Utilizando la notacion Ty, := Tcr,,0) se tiene
que para © € C'L,(0),

A continuacion desarrollamos una generalizacion sutil de [4, Lema 3.2|, en que se encuentra
una expresion para la tasa de decaimiento 6 de una q.s.d. para el proceso Y. La demostracion
del resultado es anéloga a la presentada en [4], salvo pequenas diferencias.

Lema 3.1 [J, Lema 3.2] Sea ™ una distribucion cuasi-estacionaria en (X, B) y supongamos
que para cada conjunto C'L,({0}) existen 0 < s, < S, tales que s, < Q < S, entonces su
tasa de decaimiento 6 cumple

0 = /CLI(O)Q(m, {0})m(dx).

DEMOSTRACION. Definamos para cada n € N la funcion a,(t) como

a,(t) := sup P (T <t).
2€CLy(0)

Supongamos n > 2 y tomemos = € C'L,(0) cualquiera. Gracias a la Proposicion se tiene
P.(T <t) = P,(T2 <T <),y utilizando la propiedad de Markov fuerte deducimos

Po(T <1) = E(LpenPrn(T <t —T0) < Eo(Pxyy(T<1) < alt)  (31)

Supongamos ahora que z € C'Ly(0), luego por definicion para llegar al estado 0 deben haber
ocurrido al menos dos saltos, de donde

Pm(T < t) < Ez(l{rgt}PXl (T < t))
= Eo(1r<in siecnonpPe (T <1) + Eo(lpan ti¢0m 0 Px, (T < 1)).

Utilizando la definiciéon de aq(t) para acotar y el primer término, y utilizando (3.1) para
acotar el segundo deducimos

IP;p(T < t) < Em<]—{7§t}a1(t)) + Ez<1{7'§t}a2(t)>
= (1= @) far(t) + az(1)],
luego, tomando supremo sobre C'Ly(0) a ambos lados se tiene la desigualdad

as(t) < xesclfl:p(o) (1= e @@ [ay(t) + as(t)] = (1—e ) [ar(t) + as(t)],

y despejando ay(t) deducimos
as(t) < (€' —1)ai(t). (3.2)

Por otro lado, para x € C'L;(0) tenemos la desigualdad P, (7o < t) < P (7 <t) < 1—e 51,
y tomando supremo en C'L;(0) se deduce

ar(t) < 1—e 5 (3.3)
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y utilizando (3.3) para acotar (3.2)) se obtiene que para x ¢ C'L(0),
< lim < lim

< Sat __ 1 1 =5t
t—0 t t—0 t—0 t

= 0. (3.4)

Para encontrar el valor de este limite cuando x € C'L;(0) notemos que
P (T<t) <P(X1=0AT<t)+Pu (X1 €CL1(0) AN T <t)+P,(X1 ¢ CL1(0) A T <),
po(t) p1(t) p2(t)

luego, podemos acotar cada término por separado como sigue;

o po(t) = Po(Xi =0 A T<t) = Pp(Xy =0 A 7<1) < (1—e )25,
e utilizando nuevamente la propiedad de Markov fuerte se tiene
pi(t) < al(t)P, (X, € CLi(0) A 7<t) < ()P, (r <t) < (1—e 517
e similarmente al caso anterior, utilizando y ,
pa(t) < as(t)P, (7 <) < (%8 —1) (1 —e51%)%.

Utilizando las tres cotas anteriores se deduce
P (T <t) < (1—e%) —Qg’({?D +2(e™ —1) (1— 6_Slt)2 : (3.5)
T

y por otro lado

0 _
(1—6—51'5)M = P,(r<t AN X;=0) < P(T <t), (3.6)
Q(x)
luego podemos dividir (3.5 y (3.6) por ¢ > 0 y tomar limite cuando ¢ — 0 de donde, para
T € CLl (O),
P.(T <t
lim# — Q(x, {0}). (3.7)

t—0

Para concluir el lema notemos que de (3.4)) y (3.5)), para todo 0 <t < 1y para todo z € X
se tiene

< Sat 1 1 — -5t 1 — —S1t
e BATSO @)oo
para alguna constante C' > 0, luego podemos utilizar el teorema de convergencia dominada,

junto con (3.4) y (3.7) para deducir
< <
i [ BT =0 = / i 22T S8y — / O(z, {0})x(dx).
t X t CLy(0)

t—0 X t—0

<C

Falta por ver que el término de la izquierda es igual a 6, pero ello se obtiene de tomar
limite cuando t tiende a cero en la igualdad

P.(T <t) 1 1 —6t
/Xfw(dx) = BT <t) = S(1-e?),

donde hemos utilizado el Teorema [3.1] pues 7 es q.s.d..
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Utilizando el lema anterior, # depende de @ y de la q.s.d. 7 para la cual la mayor parte
de las veces no existira una expresion cerrada. Sin embargo, es trivial encontrar una cota que
dependa tinicamente de (), que asumimos conocida.

Corolario 3.1 Bajo las condiciones del lema[3.1] se deduce que 0 < 0 < S}

3.3. Resultados de existencia

Como ya se habia mencionado, el estudio de procesos absorbidos se ha concentrado ma-
yormente en difusiones y en el caso en que el espacio de estados es discreto. En estos trabajos
la demostracion de la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias depende fuertemente
de la estructura del proceso estudiado y por lo tanto no es posible generalizar tales razo-
namientos a procesos mas generales. Es poco lo que se ha logrado decir en general sobre la
existencia de estas distribuciones, destacando los trabajos de Tweedie [27],[28] que veremos
en el siguiente capitulo, y los resultados de Collet, Martinez, Méléard, y San Martin en [4],[5]
que enunciaremos en esta seccion.

Los dos resultados que veremos a continuaciéon requieren la existencia de una estructura
topologica en X que sea preservada por el semigrupo P; del proceso. Bajo esta mirada éstos
pueden parecer muy restrictivos, sin embargo pueden ser aplicados a procesos con espacio de
estados numerable, a difusiones, y en particular, al proceso Y.

3.3.1. Espacio de estados compacto

El primer resultado supone que el espacio de estados es compacto y puede ser demostrado
utilizando el teorema de Krein-Rutman, que provee una maquinaria suficientemente potente
como para concluir en unos cuantos pasos. Sin embargo, la demostracion desarrollada a
continuaciéon es similar a lo hecho en [4], donde se utiliza un teorema de punto fijo, pues
de esta manera podemos ilustrar las complicaciones que surgen al considerar un espacio de
estados mas general.

Proposicion 3.4 [J, Proposicion 2.10] Supongamos que X es Hausdorff compacto. Si X
posee la propiedad de Feller, entonces existe una q.s.d. .

DEMOSTRACION. Sean { P, }¢>o y M,(X) como en la Definicion [3.4] luego, dotanto a este espacio
de la norma del supremo deducimos que P; : M(X) — M;(X) es una funcion continua y
monotona, es decir

0<f = 0<P(f).
Gracias a la propiedad de Feller del proceso podemos restringir P; a Cy(X') y entonces
Pl : Cb(‘)() — Cb(X)
Sea ahora C;(X) el dual de Cy(X) y definamos Py : C;(X) — C;(X) el operador adjunto de

Py, el cual tiene las siguientes propiedades;
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1. como Pj es continuo, P es continuo en la topologia débil-*;

2. como P; es mondtono, P;(v) es monétono para cualquier v € Cj (X)) mondtono.

Tomando entonces el conjunto
K = {v e (X), vesmonotono A v(ly) =1},
que es convexo y compacto en la topologia débil-*, podemos definir S; : K — K como
Py (v)
[P (v)](1x)’

que es débil-* continuo. Utilizando el teorema de punto fijo de Kakutani para espacios topo-
logicos convexos y compactos, debe existir v € C; (X)) tal que S;(v) = v, es decir

u[Pi(f)] = o[P(La)]-o(f) = e7"u(f) VS € Cy(X), (3-8)

que es una igualdad muy similar a (3.1)). Finalmente, como el espacio es Hausdorff compacto
podemos utilizar el teorema de representacion de Riesz para deducir que existe una medida
m que representa a v, luego, utilizando el Teorema se deduce que 7 es una q.s.d..

Sl (U) =

]

Notemos que en esta demostracion, hemos utilizado la propiedad de Feller y las propie-
dades del espacio X tnicamente para restringir el operador P; e identificar un elemento de
C;(X) con una medida. La existencia de un punto fijo se obtiene de forma general para
P M, — M, aunque en este caso no es necesariamente cierto que tal punto fijo pueda
representarse como una medida o-aditiva.

3.3.2. Espacio de estados localmente compacto

Vimos en el resultado anterior que para un proceso X con la propiedad de Feller, a valores
en un espacio X Hausdorff compacto siempre existe una distribucién cuasi-estacionaria. La
compacidad del espacio, sin mebargo, es una suposiciéon muy fuerte y que no se cumple para
la mayor parte de los modelos que se desean estudiar. Podemos entonces preguntarnos si es
posible relajar las hipotesis de forma que X’ sea s6lo localmente compacto y atin asi mantener
la existencia de una q.s.d.

La respuesta a esta pregunta es en general negativa, como puede verse para procesos
de nacimiento y muerte en N. Para estos procesos se demuestra en [8, Teorema 1.1] que la
existencia de tales distribuciones es equivalente a que el tiempo de absorcion tenga momentos
exponenciales finitos, condiciéon que no se cumple de forma general.

En la demostracion anterior se encontr6 un punto fijo en C;(X), el cual identificamos
con una medida gracias al teorema de representacion de Riesz. En el caso en que & es
localmente compacto, este teorema falla, aunque si es posible identificar este espacio como
el espacio de medidas finitamente aditivas y regulares en X [0l Teorema IV.6.2]. De esta
forma, para X localmente compacto siempre existe una distribucion finitamente aditiva cuasi-
estacionaria, y buscamos por lo tanto condiciones que permitan garantizar o-aditividad.
Enunciamos entonces el siguiente resultado, probado originalmente en [4]
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Teorema 3.4 [}, Teorema 4.2] Supongamos que X es un espacio de estados Hausdorff lo-
calmente compacto y que X posee la propiedad de Feller. Supongamos ademds que existen
6,7, BERT, 0<y<1ypyeCC(X) de forma tal que

1. o > 1 y para todo u >0, ¢y ([0,u]) es un conjunto compacto;
2. Py(1x) > cla;
3. para todo h € Cy(X) con 0 < h < o se cumple

Pi(h) < ypo+ B,

entonces existe una q.s.d. 7, la que cumple (m, py) < 0.

La demostracion de este teorema sigue la misma idea de la demostracion de la Proposicion
3.4] restringiendo Py al conjunto K de los elementos del dual que son monétonos, valen 1
en 1y y que ademas estan acotados por una cierta constante K sobre los elementos menores

que @q.

Se muestra, utilizando las condiciones 2 y 3 que las imagenes bajo S; de elementos en K se
mantienen en este conjunto, y como es convexo y débil-* compacto se deduce la existencia de
un punto fijo para S; en K. Finalmente, gracias a la condiciéon 1, y utilizando el teorema de
Prokhorov [I], Seccion 5| se concluye que este punto fijo es en realidad una medida o-aditiva.

3.3.3. Existencia en el caso de Y

El principal resultado obtenido en [4] consiste en la demostracion del Teorema , que
es de un caracter mas bien general, y su aplicacion al proceso Y construido en el capitulo
anterior. Los siguientes resultados permiten verificar que se cumplen las hipotesis del teorema
en este caso.

Proposicion 3.5 [/, Proposicion 2.8] Asumiendo la continuidad de las tasas de transicion
b,m y X, el proceso'Y posee la propiedad de Feller.

Lema 3.2 [/, Lemas 4.3 y 4.6.ii] Sea A1 una cota superior para A en Ay como en la Definicion

entonces el generador G definido en la Definicion [2.18 satisface
—A1 < G(140) <0,
y por lo tanto, para todo t se cumple

e < P(140) < 1

Lema 3.3 [/, Lemas 4.5 y 4.6.14i] Sean u,v € R tales que ™" < v < u < A\, en que I'* y \, son
como en|(H3). Para todo 0 < ay < log(u/v) y 0 <y <1 existen >0 yag < ay < log(u/v)
tales que para todo n € A™°

En(emﬂyﬂ\, T> 1) < ,yeall\WH + B.
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El Lema muestra que P; cumple la condicion 2 del Teorematomando c:=e M. Por
otro lado, el Lema muestra que existe una familia infinita de funciones ¢y que cumplen
la condicion 3, y que son de la forma

()00 = ealH'”.

Notemos finalmente que estas funciones cumplen la condicién 1 del Teorema [3.4] pues 1 <
el y los conjuntos [e‘“”‘“rl ([0,u]) son de la forma A<, que son compactos. Se conclu-
ye que Y cumple las condiciones del Teorema [3.4] y por lo tanto existe una q.s.d. 7 con
(, enllly < oo,
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Capitulo 4
@-irreducibilidad y A*-clasificacion

En el presente capitulo introducimos el concepto de ¢-irreducibilidad para procesos de
Markov absorbidos, junto con una medida especifica u que extiende o al conjunto A, y
que resultarda ser maximal dentro de las medidas bajo las cuales Y es irreducible. La ¢-
irreducibilida es de gran ayuda para probar que el semigrupo de transiciéon de Y esta bien
definido sobre los espacios L” inducidos por una clase especifica de medidas, y que ademas
tales operadores son continuos. Presentamos a continuacién los principales resultados de la
teoria de A*-clasificacion para procesos absorbidos de Markov con espacios de estados genera-
les, la que permite clasificar tales procesos como transientes, recurrentes nulos y recurrentes
positivos de forma anéaloga a lo hecho para procesos de Markov irreducibles. Las referencias
que seguiremos en esta ultima parte corresponden principalmente a los resultados obtenidos
por Breyer en [2] y Tweedie en [27], [28] v [26].

4.1. -irreducibilidad

Para procesos de Markov sobre espacios discretos la irreducibilidad es entendida como la
capacidad del proceso de comunicar cualquier par de estados, esto es, pasar desde un estado
a otro en una cantidad finita de pasos con probabilidad positiva. Para espacios generales,
la probabilidad de pasar desde un estado x a un estado especifico y suele ser nula, y por lo
tanto es necesario ampliar esta definicion para incorporar la nocién de comunicacién entre
conjuntos. La idea detras de la ¢p-irreducibilidad es que no pueden haber dos conjuntos
grandes incomunicados, y para ello nos apoyamos en las ideas de Orey en [25] para utilizar
una medida ¢ sobre el espacio de estados, la cual refleja precisamente la nocién de tamano
para conjuntos.

Comenzamos introduciendo un operador C'L, que para cada conjunto B entrega el conjunto
de puntos que pueden llegar a B con probabilidad positiva, esto es, todos los estados que se
comunican con el conjunto. Consideraremos entonces, a lo largo de este capitulo un proceso
absorbido de Markov X, a valores sobre un espacio X, dotado de una métrica bajo la cual
es localmente compacto, y al que ademés dotamos de la o-algebra B de los borelianos. El
proceso X puede ser a tiempo discreto o continuo dependiendo del contexto.
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Definiciéon 4.1 Dado el proceso X y B € B se define CLx(B) de la siguiente forma:
e si X es un proceso a tiempo discreto

CLx(B) = {z € X, IneN, P,(X, € B) > 0};

e si X es un proceso a tiempo continuo

CLx(B) := {xe)( / XteBdt>O}

Utilizaremos la notacion C'L en lugar de C'Lx cuando el contexto lo permita.

La principal diferencia entre el caso de tiempo discreto y el de tiempo continuo es que,
mientras en el primero se pide iinicamente la existencia de un tiempo posible de llegada, en
el segundo se pide un conjunto de medida de Lebesgue positiva de tales tiempos.

Definicion 4.2 Dada una medida o-finita y no nula ¢ sobre X, diremos que X es -
irreducible si VB € B
¢(B) >0 = CL(B) =2X.

Diremos ademds que una medida con esta propiedad es mazximal si

p(B) =0 = ¢(CL(B)) = 0.

Asi, el proceso X sera p-irreducible si ¢ le asigna medida positiva a todos los conjuntos
grandes, es decir, a los que es posible llegar desde cualquier punto. Una medida de irreduci-
bilidad seréd maximal si no existen conjuntos pequenos con medida positiva. Es sencillo notar
que toda medida de irreducibilidad es absolutamente continua respecto a una medida de
irreducibilidad maximal (de ahi el nombre mazimal), y que por lo tanto todas las medidas
de irreducibilidad maximales son equivalentes.

El siguiente resultado, demostrado en [27] para procesos a tiempo discreto, y que puede
extenderse para procesos a tiempo continuo, muestra que siempre existe una medida de
irreducibilidad maximal.

Proposicion 4.1 [27, Lema 1.1] Supongamos que existe una medida ¢ no nula y o-finita
tal que el proceso X es w-irreducible, entonces existe una medida M o-finita y no nula tal

que X es M-irreducible y M es mazimal.

Una propiedad algo méas débil pero fundamental en el contexto de este trabajo para una
medida es la de concentrarse bien, propiedad que definimos a continuacion.

Definicion 4.3 Dada una medida o-finita y no nula ¢, diremos que estd bien concentrada
para X si VB € B se cumple

p(B) =0 = ¢(CL(B)) = 0.
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Finalmente, la siguiente propiedad permite unir la teoria desarrollada para procesos a
tiempo discreto con lo hecho para procesos a tiempo continuo. En particular esto permitira
trabajar con un subconjunto numerable del semigrupo de transicion:

Definicion 4.4 Dado un proceso a tiempo continuo X y una medida ¢ sobre X, diremos
que X es de esqueleto simultaneamente p-irreducible, o abreviadamente p-s.s.i. si para todo
h >0, el proceso { Xpptnen €s p-irreducible.

Notemos que si X es p-s.s.i. entonces es necesariamente -irreducible.

4.1.1. Propiedades del operador C'L para Y

A continuacién mostraremos algunas propiedades basicas del operador C'Ly : B — B, las
cuales permitirdn deducir propiedades interesantes sobre el proceso y en particular sobre su
semigrupo de transicion.

Proposicion 4.2 Dado el proceso Y como en la definicion y dado B C A% medible,
los siguientes conjuntos son iguales:

1. {ne A™° IneN, P,(Y, € B) >0};
2. {ne A% vt >0, P,(Y; € B) > 0};
3. {ne A 3t >0, P,(Y; € B) > 0};
4. CL(B).
Notemos que hemos utilizado las variables {Y, }nen introducidas en la Definicion .

DEMOSTRACION. Mostaremos 1 C 2 v 3 C 1 con lo que se tendra la igualdad, pues es trivial
notar que 2 C 4 C 3.

o Sea n € A tal que existe n € N con P,(Y,, € B) > 0 y mostremos que
para t > 0 cualquiera se tiene P, (Y; € B) > 0. Para ello recordemos que gracias a la
Proposicion [2.3] las variables

Tn|>?o,s7h~-~yn_1 y Tn“‘s‘/oyl,m,?n’

corresponden a la suma de n y n+1 variables aleatorias independientes con distribuciéon
exponencial, cada una de pardmetro Q(Y}). Por otro lado, en cada salto ||Y]| puede
aumentar hasta en una unidad, por lo que para cada 0 < k < n, se tiene Y, € A<,
donde m := ||| + n. Gracias a ello, los pardmetros Q(Y}) se encuentran acotados por
Qm y @,,, introducidos en la Definicion @I, y entonces existe € > 0 tal que

]P)77<7_n St A T+l > 13 |}_/1a U 7Yn> > €. (41>
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Condicionando sobre la cantidad de saltos de Y podemos acotar P, (Y; € B) de la forma
P,(Y,€B) > P(Y,€ B, Ny=n) = P,(Y, € B, 7, <t, Tn1 > 1),

en que, condicionando esta tltima expresion se obtiene

/ Poy(ta <t, Tupr — T >t | Yy €dny, ..., Y, € dny)Py(Yy = diy, ..., Y, = dny).

A% B
Utilizando finalmente (4.1)) en la expresion anterior se obtiene

P,(Y,eB) > ¢ / ]P’n(?l =dn,...,Y, =dn,) = eP,(Y,, € B) > 0.
AL IxB
° Mostraremos esta inclusién probando 1¢ C 3¢. Para ello, sea n € A7 tal que

para todo n € N, Pn(i_/n € B) = 0y seat > 0 cualquiera. Condicionando sobre la
cantidad de saltos se tiene

P,(Y,€B) = Y P,(Yi€B, Ny=k) < Y P, (Y, €B) =0,
k=0 k=0

luego se concluye el resultado.

]

El resultado anterior formaliza la nociéon de que el tiempo de llegada no es un factor a
considerar en la comunicaciéon entre conjuntos. La siguiente proposicion, cuya demostracion
se encuentra en el Anexo, permite un mejor manejo de los operadores CL y CL,, en que
estos tltimos fueron introducidos en la Definicién B.5] como

CL,(B) = {ne A°, P,(Y,€B)>0 A Vke{0,1,....,n—1}, P,(Y; € B) = 0}.

Proposicion 4.3 Para los operadores CL y {CLy}n>0 se cumple:

~

sean { By, }n>0 medibles, entonces CL(UX | B,,) = U2 CL(B,);
sean { By }n>0 medibles, entonces C L1 (U2 B,) C U CLy(By);
para A C B medibles, CL(A) C CL(B);

para n > 1 y B medible, CL,(B) = C’Lgn)(B) — U?:_fC’L{(B) en que C’Lgn) es la
composicion n veces del operador C'Lq;
5. para A medible se cumple CL(CL(A)) = CL(A).

38



4.1.2. La medida p

En esta seccién introduciremos la medida de probabilidad u sobre A~°, la cual puede
entenderse como una extensiéon de o. Veremos que Y es p-irreducible, que tal medida es
maximal, y mas atn, que pu-s.s.i. lo que permitira utilizar los resultados de A*-clasificacion
para este caso. Debido a que o corresponde a una medida sobre el espacio de rasgos, su
extension i debe medir los rasgos presentes en los elementos de A, por lo que serd necesario
realizar algunas definiciones, las cuales extienden a las introducidas en la Definicion [2.2]

Definicion 4.5 A partir de los elementos introducidos en la Definicion |2.5, utilizaremos las
siguientes notaciones:

e se define el conjunto N* como

N* = N7,

n>1

donde consideramos que N no contiene al cero;

e para cada B C A medible y ¢ € N* definimos By := {n € B, 77 = ¢}. Dentro de
tales conjuntos cada elemento n estd unicamente determinado por 17, pues a partir de
q podemos saber cudntos individuos poseen cada rasqo;

e para cada k € N, § € N*¥ y B C Az medibe definimos B := {ij, n € B} C T, el conjunto

de vectores de rasqgos ordenados asociados a los elementos de B sin sus multiplicidades.

Utilizando estas notaciones, para un conjunto B C A medible y un vector ¢ € N*, podemos
referirnos al conjunto By como el conjunto de los vectores 77 con n € By 7] = ¢. Esto permite
definir la medida ' de la siguiente forma.

Definicién 4.6 Se define la medida i sobre A=° como

y'(B) = o"(B) para BC AzyqeNF

en que o* corresponde a la medida producto de o sobre T*. De esta forma, para cada B C A™°

medible se tendrd: o
WB) = 3 o(By).

keN geNk

Notemos que o*(T*) = 1 y para cada n € N hay una cantidad finita de ¢ € N* tales que
Az N A, # 0, luego 1/ (A,,) < co. Esto permite definir finalmente la medida p como sigue.

Definicion 4.7 Sea {a;}i>1 una sucesion de reales positivos tales que Y -, ai, = 1. Se define
la medida de probabilidad 11 sobre A=° como

N(B) - ZM/(CLZk)M/(BﬂAk)a

k

que es una medida de probabilidad equivalente a i'.
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De la definicion de 4’ es directo notar que para ¢ € N¥ y B C A; se tiene
w(B) >0 <= ¢"(B) > 0. (4.2)

Utilizaremos esta equivalencia para deducir el siguiente teorema, el cual indica que p es
efectivamente una medida de irreducibilidad maximal.

Teorema 4.1 Sea E C A~° medible, se tiene:
1. si u(E) =0, entonces p(CL(E)) = 0;
2. si u(E) > 0, entonces CL(E) = A,

DEMOSTRACION. 1. Notemos que para mostrar el resultado es suficiente probar que para
todo ¢ € N* y todo £ C A; se tiene

H(E) = 0 = p(CLy(E)) =0, (4.3)

En efecto, supongamos cierta esta propiedad y sea E C A% con medida nula. Para
todo ¢’ € N* se tiene p(E;) < p(E) = 0y entonces, utilizando (4.3) y la propiedad 2 de
la Proposicion [4.3] se tiene

WCL(E)) = p(CLy (Ugenw Bp) < 3 n(CLi(Ep) = 0.

GqeEN*

Por otro lado, gracias a la propiedad 4 de la Proposicion [£.3] se deduce que Vn € N,
CL,(E)=CL, 1(CL(F)), y entonces se puede probar inductivamente que

VneN,; u(E)=0= pu(CL,(F))=0.
El resultado sigue de verificar que CL(F) = U2 ,CL,(F).
Para mostrar (4.3) supongamos que £ C Az con ¢ € N* luego, de (4.2) se deduce

o®(E) = 0. De la estructura del proceso Y es directo verificar que C'L;(E) es la uniéon
de los siguientes conjuntos:

a) el conjunto de las configuraciones que llegan a F mediante la muerte de un indi-
viduo sin la extinciéon de su rasgo,

DS = {ne A" Jj<#n n,>2An-0,, €E}

b) el conjunto de las configuraciones que llegan a E mediante la muerte de un indi-
viduo con la extinciéon de su rasgo,

DE = {ne A", Jj<#n, n=1A n—0dy,, € E};

c¢) el conjunto de las configuraciones que llegan a E mediante el nacimiento de un
individuo con el mismo rasgo que el padre,

CB = {ne A™° 3j<#n, n+o, €E};

Yn,j
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d)

el conjunto de las configuraciones que llegan a E con probabilidad positiva me-
diante el nacimiento de un individuo con un rasgo nuevo,

MB = Sne A0 S nmy() [ gy 2)do(2) >0

ye{n} n+6,€E

Mostraremos a continuacion que cada uno de estos conjuntos tiene medida nula segin p.

a)

Sea n € DS cualquiera, luego existe un rasgo z € {n} presente més de una vez
en 1y tal que n — 9, € E. Como el rasgo z esta presente mas de una vez en 7,
la muerte del individuo ¢, no produce la extinciéon de z, y por lo tanto la configu-
racion 1’ := n—d, posee los mismos rasgos que 7. En particular se tiene que 7 € E.

Por otro lado, sea 1 € E. Es directo que para todo rasgo z € {1/} la configuracion
n =1 + J, presenta tal rasgo mas de una vez y posee los mismos rasgos que 7'
En particular, n € DS y por lo tanto n’ =17 € DS. Se concluye entonces que

E = DS
y como o*(E) = 0, utilizando (4.2)) se concluye u(DS) = 0.

Por definicién, cada configuracion n € DFE posee un rasgo z presente una Unica
vez en n y tal que n — 9, € E, luego en particular, n posee k + 1 rasgos. Es claro
que el conjunto DE corresponde a la unién de los conjuntos DE);, donde

DE; .= {ne A% ;=1 An-4, €F}

Yn,j

es el conjunto de configuraciones tales que al ordenar sus rasgos de menor a mayor,
el rasgo a desaparecer corresponde al j-ésimo. Supongamos que j = 1 y notemos
que 1’ € DEj ssi su primer rasgo esta presente una unica vez, y al desaparecer la
configuracion resultante pertenece a F, lo que escribimos

DE, = {n+d.,,n€ E N z<m}.
De la igualdad anterior podemos deducir
DEy = {(2,7), T€E A z <},

en que hemos abusado ligeramente de la notacion (z, 7)) para referirnos a la con-
catenacion de z con 17. Utilizando entonces el teorema de Fubini se tiene

FIDE) = [ ol{z < ipat(in = o
E
pues por hipétesis 0¥ (E) = 0. En particular, gracias a (4.2)) se tiene que pu(DE})

0, y siguiendo la misma idea para el caso j > 1 se puede demostrar que p(DE))
para todo j, de donde pu(DE) = 0.

0

41



c)

Notemos primero que si ¢; = 1 para todo 1 < 5 < k, entonces para las configura-
ciones en F los rasgos estan presentes una tnica vez y por lo tanto CB = (), de
donde el resultado es directo. Supongamos entonces que existe jy tal que gj, > 1
y tomemos 1 € C'B, luego por definicién existe un rasgo z presente en n tal que
n+ 9, € E. Como no se ha agregado ningtin rasgo nuevo se tiene {n} = {n + 4.}
y por lo tanto CB C E.

Consideremos ahora n € ' C Ay cualquiera, para el cual se debe tener ; = ¢; > 1
y entonces, tomando z su rasgo j-ésimo se cumple n —d, € CBy {n} = {n— 0.}
pues la muerte de 9, no elimina tal rasgo. Se tiene entonces

E = CB,
y el resultado se concluye como en a).

Comencemos definiendo para n € M B cualquiera el conjunto Fi(n) como
Fi(n) ={2€T, n+6. € E N z<mn},

el conjunto de rasgos menores que los presentes en 7 tales que al anadirlos a esta
configuracion se obtiene un elemento de E. Similarmente definimos los conjuntos
F;(n) para el caso 17,1 < z < 17j;, y Fi(n) para ij;,_; < z. Utilizando entonces estos
conjuntos definimos

MB; = {neA™ S nm,) / 9(y, 2)do(z) > 0}

vein} Fj(n)

cuya unioén es claramente M B. Estos conjuntos representan a los n que llegan a E
con probabilidad positiva introduciendo un rasgo nuevo, el cual debe cumplir la
relacion de orden indicada por j, y por lo tanto, si ¢; > 1 se debe tener M B; = 0.
Por simplicidad trabajaremos con j = 1 asumiendo ¢; = 1, luego por definicién

neMB, A z€ Fi(n) = n+d.€E,
y en particular abusando de la notaciéon como en b), se tiene
{(Z7T7>7 S Fl(n) VAN 776 MBI} g E

Evaluando o* sobre estos conjuntos y utilizando el teorema de Fubini deducimos

/ SR (o™ (7) < o*(E) = 0, (4.4)

M By

pero por construccion, sobre M B; se tiene

S nymy () / 9y, 2)do(z) > 0,

veint Fi(n)

y en particular o(F;(n)) > 0, por lo que (4.4) indica oc*"}(MB;) = 0. El caso
j > 1 es anélogo y por lo tanto, utilizando (4.2)) se tiene u(MB) = 0.
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Hemos probado entonces que DS, DE, CB y M B son de medida nula, y por lo tanto
CL,(F) es de medida nula, de donde se sigue (4.3)).

. Para probar u(E) > 0 = CL(E) = A" es suficiente con mostrar las siguientes pro-
piedades:

i) para todo A C A; con p(A) > 0 se tiene A; C CL(A);

ii) CL(A;) =A™
iii) para todo A C A% con pu(A) > 0 existe B C A; tal que B C CL(A) y u(B) > 0.

En efecto, como p(E) = 0 existe n € N tal que E, := EN A, tiene medida positiva.
Gracias a i17) existe Ef C A; medible tal que

u(Ey) >0y By C CL(E),
luego aplicando ¢) al conjunto E] C A;, que cumple pu(E]) > 0 se tiene
Ay CCL(E}) CCL(CL(E)) = CL(E),
y gracias a it) deducimos
A" =CL(A) CCL(CL(E)) = CL(E),

de donde se tiene el resultado deseado.

Para concluir la demostracién probaremos a continuacion i), ii) y iii):

i) Seay € T cualquiera, y tomemos 1 = 9. Utilizando la Proposici()nes suficiente
con probar P, (Y2 € A) > 0, pero de las Definiciones y es directo que

P,(Yo€ A) > P,(Yae AAYien+A)
- /P (Vi € AP,(Vi €+ di)

o 77 + 5 my(n)
- Q 77_'_5 77+5z) (y,Z)dU(Z),

luego, utilizando las cotas introducidas en la Definicion [2.19| para las tasas de
transicion y tomando 0 < g < g se tiene

Pn<Y2 €4) > U<Z>Azm22(©2)_2 >0,

pues como j(A) > 0, de (4.5 se deduce o(A) > 0.
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ii) Este _resultado es directo de la propiedad de Markov y de que para todo n € A9,
P, ([[Y1]| = [Inl — 1) > 0.

iii) Sea A C A, con p(A) >0y n > 2. Como los conjuntos A; particionan A, existen
k € Ny ¢ € N* tales que u(Az) > 0. Si ¢; > 1, entonces el conjunto CB estudiado
en c¢) es no vacio y cumple

o*(CB) = o*(A) > 0.
Se tiene entonces que existe un conjunto CB C A,,_; tal que
w(CB) >0y CBCCLi(A) CCL(A).

Supongamos ahora que ¢; = 1, y consideremos los conjuntos M B; y Fi(n) intro-
ducidos en d). Si definimos el conjunto

MP = {n—96z,ne A},

>

es sencillo verificar que para todon € MP y z € Fi(n) se tiene n+ 4, € A, y en
particular B
{(z,7), 7€ MP N z € Fi(n)} = A.

Utilizando entonces el teorema de Fubini y la definiciéon de M B; se tiene

| otrmas @ = | o(Rm)ast i = o) > o

M By MP

de donde en particular, *~1(M B;). Nuevamente hemos encontrado un conjunto
MB; C A,_; tal que

Hemos probado entonces que independientemente de ¢, para A C A, existe
B C A, de medida positiva tal que B C CL(A). Utilizando finalmente las
propiedades 3 y 5 de la Proposicion [£.3] junto con el argumento anterior n — 1
veces, para A C A, existe B C A; de medida positiva tal que B C CL(A).

]

Es interesante notar que la demostracion anterior muestra la complejidad de la estructura
del proceso Y asi como la diversidad de los eventos que pueden ocurrir. Un estudio de las
propiedades de las q.s.d. basado en la estructura de Y resulta por lo tanto de una enorme
dificultad y es entonces necesario recurrir a otros métodos mas accesibles.

El siguiente resultado es consecuencia directa de la Proposicion e indica que la irredu-
cibilidad de Y es equivalente a la del proceso {Y}, },en.

Corolario 4.1 El proceso Y es ji-5.5.1.
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DEMOSTRACION. Sea h > 0 cualquiera y tomemos la cadena {Y,,, }nen, para la cual el operador
C'L esté definido en la Definicién [4.1] como

CLy,(B) = {n€e A™°, IneN, P, (Y., € B) > 0}.
Utilizando la Proposicién se tiene que para B C A% medible,

ne€CLy,(B) = 3neN, Py(Yu € B)>0
— n e CLy(B)
= Vt>0,P,(Y,eB)>0
= dneN P,(Y,,eB)>0
— neCLy,(B)

Y utilizando el teorema anterior tenemos y(B) => CLy, (B) = CLy(B) = A™° de donde
se concluye el resultado.
[

En el capitulo anterior vimos que una q.s.d. puede entenderse como un vector propio por
la izquierda del semigrupo de transiciéon del proceso, lo que queda explicito definiendo el
semigrupo de operadores adjuntos.

Definicién 4.8 Dados t > 0 y una medida v sobre A=° se define el dual de P, actuando
sobre v como

R = [ B e T> ).

De esta definicion y el Teorema |3.3| es directo ver que para una q.s.d. 7 existe # > 0 con
Py () = e "n. (4.5)

Utilizaremos estos operadores adjuntos, junto con (4.5) para probar la siguiente proposicién,
la cual muestra una relacion entre las q.s.d. y pu.

Proposicion 4.4 Sea m una ¢.s.d. y p como en la Definicion [{.7, entonces p << m. En
particular, st m = fdu para algin f > 0 entonces f > 0 p-c.s..

DEMOSTRACION. Sea v una medida positiva distinta de cero sobre A~ y mostremos que
p << P (v). (4.6)

Para ello, sea £ C A" medible con u(E) > 0 de donde, gracias al Teorema se tiene
CL(E) = A™% y entonces, para todo n € A% y t > 0 se tiene

P,(Y,e E, T>0)=P,(Y, e E) >0,
de donde se deduce (4.6) pues

Pr(v)(E) = /A—O P,(Y, € E, T > 0)dv(n) > 0.
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Si consideramos ahora una q.s.d. 7w en (4.6)), gracias a (4.5) se tiene

p<<e ¥

para algtn € > 0, y por lo tanto se tiene y << 7. Como consecuencia, si 7 << p, ambas me-
didas son equivalentes y la densidad de Radon-Nikodym debe ser positiva casi-seguramente.
O

4.2. Medidas bien concentradas

Las medidas bien concentradas, introducidas en la Definicién extienden a las medidas
de irreducibilidad maximales en el sentido de que los puntos que pueden llegar a un conjunto
pequeno forman otro conjunto pequeno, y su importancia puede apreciarse en el siguiente
resultado.

Proposicién 4.5 Seat > 0 y consideremos el operador P, y su dual Pf. Dada una medida
bien concentrada v se cumple;

1. Si f es una funcion nula v-c.s. entonces P(f) =0, v-c.s.

2. Si v es una medida con V' << v, entonces Pf(V') << v.

DEMOSTRACION. 1. Sean N := {n € A" f(n) # 0}, que es de medida nula por hipotesis,
luego por definicion de medida bien concentrada se deduce v(C'L(N)) = 0. Probaremos
el resultado mostrando que fuera de C'L(N) la funcién P(f) es nula, y para ello notamos
que dado 1 ¢ C'L(N) se cumple

B(f)n) = E(f(Yy), T >1)
= [ sR =i + [ 7R = an),

en que N¢ corresponde al complemento de N. Por definicion de N¢, f(n') = 0 sobre este
conjunto y entonces el primer término en la expresion anterior es nulo. Similarmente,
como 1 ¢ CL(N) y gracias a la Proposicion [4.2] se cumple P, (Y; € N) = 0 y entonces
el segundo término también es nulo.

2. Sea E C A% medible con v(E) = 0, luego, como v esta bien concentrada se tiene
v(CL(E)) = 0. Por otro lado, de la definicion de P se tiene

Pr(V)(E) = / P,(Y; € E)dV'(n) + / P,(Y; € E)dv' (n),
CL(E) CL(E)°
y como V(CL(E)) =0y v << p se tiene /(CL(E)) = 0 de donde el primer término

de la expresion anterior es nulo. Por otro lado, sobre C'L(E)® se tiene P, (Y; € E) =0
y entonces el segundo término también es nulo, de donde se concluye P (v) << p.

O
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Notemos que gracias a la primera propiedad en la proposiciéon podemos deducir la im-
portancia de las medidas bien concentradas como una clase de medidas para la cual los
operadores P; estdn bien definidos c.s..

Proposicién 4.6 Sea v una medida bien concentrada en A=Y, entonces para todo t, P, estd

bien definido sobre LP(v).

De su definicién es directo notar que una medida de irreducibilidad maximal esta particu-
larmente bien concentrada, y gracias al resultado que mostraremos a continuaciéon, cualquier
q.s.d. m posee esta propiedad.

Proposicion 4.7 Sea 7 una q.s.d. sobre A7°, entonces m estd bien concentrada.
J

DEMOSTRACION. Comencemos notando notemos que para A C A~° medible se tiene

signo(Py(14)) = 1oy,

en que la funciéon signo : R — {—1,0,1} es nula en cero e igual al signo de su argumento en
otro caso, y en que para B medible, 15 corresponde a la funcién indicatriz de B. En efecto,
signo(P;(14)) > 0 pues P,(14) > 0 y entonces

signo(Py(14))(n) =1 <= Fi(1a)(n) >0
— P,(Y,eA)>0
<~ neCL(A),

en que esta tltima equivalencia se tiene gracias a la Proposicion [4.2] De esta forma, tomando

A C A7 medible con 7(C'L(A)) > 0 se deduce
0 < w(CL(A)) = (m, signo(P(14))) = 0 < (m, P(14)),
y utilizando el Teorema sabemos que como 7 es una ¢.s.d. existe # > 0 con
0 < e, P(14)) = m(A),

luego se concluye m(C'L(A)) > 0= 7(A) > 0 y entonces 7 esta bien concentrada.

4.2.1. Continuidad del semigrupo

Gracias a la Proposicion hemos visto que los operadores P; estan bien definidos sobre
los espacios LP(v) para medidas v bien concentradas. Nos preguntamos entonces si para
f € LP(v) la funciéon P,(f) pertenece al mismo espacio, y si es una aplicacion continua. Este
resultado no es cierto en general, sin embargo, anadiendo una hipétesis de monotonia para
v no so6lo se tienen estas propiedades sino que ademéas P, es débil-* continuo como operador
en L>(v).

47



Teorema 4.2 Sea X un proceso absorbido a valores sobre X y v una medida de probabilidad
bien concentrada sobre X, entonces para todo t > 0 el operador P, : L>(v) — L>®(v) estd
bien definido, es continuo y es débil-* continuo. Si ademds

o l/nfyGX Pt(ya X) > 0;
e ¢l operador CL cumple la Proposicion (para X en lugar de A™°);

o cxiste 0 > 0 tal que
Pr(v) < ey,

entonces para cualquier 1 < p < oo,
P, 1 LP(v) — LP(v)

estd bien definido y es un operador continuo.

DEMOSTRACION. Sea f € LP(v) y supongamos primero que p = co. En este caso, sabemos que
fuera de un conjunto de medida nula N existe una constante ¢ positiva tal que f < c¢. Como
v esta bien concentrada, v(CL(E)) = 0, y podemos utilizar un criterio similar al utilizado
en la Proposicion para deducir

PN = [ 10Rwd) = [ 10w+ [ foRE.d) < .

es decir, P; es un operador lineal continuo en L>(v) con constante 1.

Para ver que P; es débil-* continuo recordemos que una sucesion {f, }pen € L®(v) con-
verge en la topologia débil-* a f (que notaremos f, — f) si y solo si para toda funcion
g € L'(v) se cumple

/Xg(x)fn(w)dl/(:v) — | g(x)f(z)dv(z).

n—oo X

Supongamos entonces que f, — f y mostremos que P;(f,) — P;(f). Para ello, sea g > 0 con
g € L'(v) y definamos la medida M como

M) = [ gl@yivia),

que es absolutamente continua respecto a v. Como v esta bien concentrada podemos utilizar
la segunda propiedad de la Proposicion para deducir que

M' = PY(M) << v,

luego existe una funcion h medible tal que dM’ = hdv. Es directo notar que h debe ser no
negativa, y como ¢ es integrable respecto a v, M es finita y por lo tanto h es integrable
respecto a v. De esta forma tenemos que

/Xg<x)Pt<fn)<$)dV($) = (Ri(fn), M) = (fn, M) = /an(w)h(x)dV(m),
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y como h pertenece a L'(v), por hipétesis se cumple

/ 9(2) P fo) (2)dv (x) = / W) fal@)dv(z) — [ b f(@)dv(z) = / 9() P(f) () ().
X X X

n—o0 X

Dado ahora g € L'(v) cualquiera, se deduce el mismo resultado separando g en su parte
positiva y negativa, de donde se concluye que P; es débil-* continua.

Sea ahora f € LP(v) cualquiera, en que 1 < p < co. y t > 0. Para mostrar que la funciéon
P,(f) pertenece a LP(v) recordemos que

B(f) € IP(v) = /X PAF) )] duly) < oo,

y utilizando la desigualdad de Jensen se tiene

[rnwraw = [ ([ eneae) ww

IA
kh
s
—~
[\
~—
|z
—~~|
=
=&
QL
=
s

-1
‘ —0t/ rp
< (rmn) i),

donde el primer factor es finito por hipotesis y el dltimo también pues f € LP(v). De esta
forma no solo hemos mostrado que P,(f) € LP(v) sino que ademas P; es una aplicacion
continua sobre este espacio con constante (inf,ecx Pi(y, X)) e .

O

Notemos que para el proceso Y se cumple la primera hipotesis del teorema pues

@t < {nf e QD — ff Po(r >1) < inf P 0 < inf P -0
e < inf e [nf a1 > 1) < nf (0, A7) < néffl‘fo +(n, A7),

y el primer término es positivo. De esta forma, en el contexto del proceso Y el operador P,
resultard continuo entre los espacios LP si la medida esta bien concentrada y cumple

Pr(v) < ey,

para algin 6 > 0, propiedad que trabajaremos mas detalladamente en las siguientes secciones.
Es directo de la Proposicion [£.7] que las distribuciones cuasi-estacionarias cumplen ambas
hipotesis, sin embargo nos gustaria encontrar una medida en concreto que también cumpla
con estas hipotesis. Construiremos entonces ug a partir de p de la siguiente forma.

Definicion 4.9 Dada la medida p de la Definicion [{.7] se define s como

wt) = [ TR e et
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Proposicion 4.8 Existe una sucesion {ay }ren tal que para p construido a partir de ella como
en la Definicion[{.7], la medida ps es de probabilidad, equivalente a i, y para todo t > 0,

DemosTRACION. Gracias a la Proposicion existen # > 0y c: N — R* tales que Vn € A~

| Bie a0 = (7)< 67 B, () 1] < 07 fellol) - 1]

Luego tomando {ay }ren tal que Y-, arc(k) < oo se tiene que pus(A°) es finito. Para mostrar
que js es equivalente a p notemos que de la definicion de pgs y C'L se tiene

/C/ o(Xs € E)dsdu(n /A/ W(Xs € E)dsdp(n) = pus(E),

pues de la Definicion [4.] se tiene
ne CL(E) <:>/ ,(Y, € E)dt >0,

y en particular uys(F) = 0 <= pu(CL(E)) = 0 <= u(E) = 0 y esta ultima equivalencia
se tiene pues p estd bien concentrada. Veamos finalmente que pg cumple la ecuacion (4.7)),
tomando para ello A C A% medible y notando que para t > 0

/0P7§<777 )dps(n /AO/ /AOB n, AP, (1, dn)dsdu(n),

luego gracias a la propiedad de semigrupo se tiene
| = [ [ P Asdut)
A0 A0

s/A/ (o, A)dsdpu()

Se concluye que us cumple (4.7) de donde se sigue el resultado.
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4.3. R-clasificacién de procesos a tiempo discreto

En esta seccién seguiremos el trabajo desarrollado por Tweedie en [27] y [28] sobre la
R-clasificacion de cadenas de Markov absorbidas a tiempo discreto, el cual se basa en las
nociones de Harris-recurrencia y los trabajos de Harris en [12] y Vere-Jones en [31] y [32]. En
este contexto trabajaremos con un proceso de Markov absorbido { X, },,en a valores sobre X'y
con semigrupo { P, },en. Asumiremos que X es g-irreducible para una medida de probabilidad
 maximal.

En el Teorema se estudi6 la equivalencia entre las distribuciones cuasi-estacionarias
y los vectores propios por la izquierda del kernel de transicion P;, de ahi el interés por los
vectores propios tanto por la derecha como por la izquierda de este operador. Con el fin de
buscar la existencia de tales vectores propios, estudiaremos una clase mas grande de objetos.

Definicion 4.10 Sea r > 0 y QQ una medida o-finita no nula sobre X, diremos que @) es
r-subinvariante si para todo A medible

TAH%MM@SQW,

y diremos que es r-invariante si la desigualdad se cumple @p-c.s. como igualdad. Asi mismo,
dada una funcion medible f > 0 no nula sobre un conjunto de medida ¢ positiva, diremos
que es r-subinvariante si p-casi sequramente

@Aﬂ@ﬂ%@)gf@,

y de igual forma, diremos que es r-invariante si la igualdad se alcanza p-c.s. St las desigual-
dades son en el sentido contrario, diremos que f y @ son r-superinvariantes.

El estudio de las medidas r-subinvariantes esta fuertemente ligado al anélisis de la serie
de potencias G, : X + xBy — R para r > 0 en que

G.(z,A) = Z " P™ () A).
n=1

Esta serie es andloga a la estudiada por Vere-Jones en [31] para el caso X = Z, y el siguien-
te resultado muestra que bajo la hipotesis de ¢-irreducibilidad X posee una propiedad de
solidaridad similar a la enunciada en ese trabajo.

Teorema 4.3 [27, Teorema 1] Si X es p-irreducible con ¢ maximal, entonces existe R > 1,
una particion numerable IC de X y N C X con o(N) =0 tal que

1. para todo x ¢ N, K € K y A C K medible con ¢(A) > 0, el radio de convergencia de
la serie Gy(x, A) es R;

2. si existen v € X y B C X medible tales que Gr(x, B) < oo entonces para todo A C X
como antes y x ¢ N se tiene Gr(x, A) < co.
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Llamaremos a R el radio de convergencia del proceso, el cual esta bien definido ¢-c.s.
gracias al teorema anterior. Notemos que la serie G(x, A) corresponde al tiempo promedio
que pasa el proceso en el conjunto A al comenzar en z, luego, como el proceso es absorbido,
se debe tener que Gy(z, A) < co.

Observacion Gracias al teorema anterior, si existen r > 0, A medible y = € X tales que
G,(z, A) < oo, entonces la funcion

G.(,A): X —R
esté bien definida ¢-c.s. y es r-subinvariante. Asi mismo, la medida
GT(ZB, ) : BX — R

es o-finita y r-subinvariante.

De la observacion anterior y el Teorema [1.3] para r < R siempre existen funciones y
medidas r-subinvariantes. El siguiente resultado muestra que la conexiéon entre R y tales
medidas y funciones es atin mas fuerte.

Proposicion 4.9 [27, Proposicion 3.1] Sear > R, entonces no existen medidas ni funciones
r-subinvariantes.

El caso r = R es mucho més delicado y para poder estudiar este caso es necesario introducir
las siguientes definiciones.

Definiciéon 4.11 Sea R el radio de convergencia de X . Diremos que tal proceso es

1. R-transiente si existen x € X y A medibles con Gr(x, A) < oo;

2. R-recurrente si para todo x € X y A medible se cumple Gg(x, A) = co.

Gracias al Teorema [4.3] X debe ser R-recurrente o R-transiente, y en este tltimo caso
gracias a la observacion anterior G define funciones y medidas R-subinvariantes. Uno de los
principales resultados obtenidos por Tweedie en [27] muestra la existencia de tales funciones
y medidas en el caso R-recurrente.

Teorema 4.4 [27, Proposicion 3.4 y teorema 4] Si X es R-recurrente, entonces

1. existe una unica funcion (salvo ponderacion) f : X — R medible A*-subinvariante. Tal
funcion es N*-invariante;

2. existe una unica medida (salvo ponderacion) Q) : Bx — R o-finita A*-subinvariante.
Tal medida es N*-invariante y equivalente a .

A fy @ como en el teorema los llamaremos vectores propios mazimales, cuya existencia
esta garantizada para el caso R-recurrente. Reciprocamente, veremos que bajo una hipotesis
de integrabilidad, la existencia de vectores propios maximales garantiza la R-recurrencia del
proceso.
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Proposicion 4.10 [28, Proposicion 10.4] Sea f una funcion medible r-superinvariante y @
una medida o-finita r-subinvariante. Si se cumple

/X f(2)dQ(x) < oo,

entonces R =1 y el proceso es R-recurrente, luego gracias al Teoremalf.4], Q es R-invariante
y unica salvo ponderacion.

La condicién de integrabilidad de los vectores propios maximales es suficiente pero no
necesaria para que el proceso sea R-recurrente, y en general existen algunas diferencias in-
teresantes entre aquellos procesos R-recurrentes que la cumplen y aquellos que no. Esto
motiva la siguiente subclasificacion.

Definicion 4.12 Supongamos que X es R-recurrente con vectores propios maximales f y Q).
Diremos que el proceso es

1. R-recurrente nulo si [, f(x)dQ(x) = oo;

2. R-recurrente positivo si [, f(x)dQ(x) < oo.
El siguiente teorema ilustra la diferencia entre ambos casos.

Teorema 4.5 [27, Teorema 6] Supongamos que X es R-recurrente y aperiddico (ver [25]),
con vectores propios maximales f y ). Entonces existe una particion K tal que para todo
K € K y todo A C K medible con ¢(A) > 0 se cumple

f(x)Q(A)
nsoo [ f(y)dQ(y)

en que el término de la derecha es nulo si el proceso es R-recurrente nulo.

R"P™(z, A) p-c.s. en X,

De esta forma, para el caso R-positivo es posible hablar de un proceso asintdtico, el cual
corresponde al proceso condicionado a la no extincion.

Las medidas r-subinvariantes estudiadas en esta seccién son o-finitas, y por lo tanto ta-
les medidas no corresponden necesariamente a distribuciones cuasi-estacionarias pues estas
tltimas son de probabilidad. Nos interesa entonces saber para qué valores de r < R exis-
ten medidas de probabilidad r-subinvariantes, lo que motiva la introducciéon del pardmetro
Ry < R, definido en [2] que adaptamos para procesos a tiempo discreto como

Ry = sup{r>1, Iz € X, G,(z,X) < o0}.

El siguiente resultado sigue de adaptar lo hecho en [2] a procesos a tiempo discreto, y permite
ilustrar la conexiéon entre R; y las q.s.d. de la siguiente forma.

Lema 4.1 [2, Lema 3.5/ Para Ry se tienen las siguientes caracterizaciones;

e Ry =sup{r > 1, existe una medida de probabilidad r-subinvariante};

e Ry =sup{r > 1, existe una funcion f r-subinvariante con 1 < f < oo}.
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Nos interesa particularmente el caso en que X es Rj-recurrente, pues en tal caso existe la
posibilidad de que la tinica medida R;-recurrente sea una medida de probabilidad.

4.4. A*-clasificaciéon de procesos a tiempo continuo

Los resultados que presentamos a continuacion siguen muy de cerca lo hecho para procesos
a tiempo discreto, y la totalidad de ellos corresponden a teoremas demostrados o adaptados
por Breyer en [2]. Trabajaremos con un proceso X absorbido a tiempo continuo sobre un
espacio X tal que existe una medida de irreducibilidad maximal .

Definicion 4.13 Sea 0 > 0 y v una medida o-finita no nula sobre X, diremos que v es
0-subinvariante si para todo 0 < f < oo y todo t > 0 se cumple

(W, P(f) < e™v, f),

y diremos que es B-invariante si la desigualdad se cumple como igualdad para toda f. De
wgual forma, diremos que una funcion medible no negativa, f es 0-subinvariante si p-casi
sequramente sobre X y para todo t > 0

P(f) < e,

y diremos que es O-invariante si la igualdad se alcanza p-c.s. Si las desigualdades son en el
sentido contrario, diremos que la medida y la funcion anteriores son 0-superinvariantes.

Estas definiciones son analogas a las hechas en la seccién anterior, y no es extrano que al
definir el kernel V) : X x By :— R de forma analoga a G, como

Vi(z, A) ::/ eMP,(z, A)dt,

0

se tenga el siguiente teorema de solidaridad:

Teorema 4.6 [2, Teorema 3.3] Existe A* > 0, tal que para todo N > A*, z € X y A C X,
Vi(z, A) = o0,

y existen N C X w-nulo y una particion numerable KC de X tales que para todo N < A,
r¢ N, Ke KyACK con medida positiva,

Vi(z, A) < 0.
Si existen z € X y A C X tales que V)(z,A) < oo, diremos que V), es transiente, y en
caso contrario, que es recurrente. El proceso X se clasifica de acuerdo a lo que ocurre con

Vp+, es decir, si V- es transiente X es A*-transiente, y en caso contrario X es A*-recurrente.
El siguiente resultado es una adaptacion del Teorema para procesos a tiempo continuo.
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Teorema 4.7 [2, Teorema 3.10] Supongamos que X es A*-recurrente, entonces

1. existe una unica funcion (salvo ponderacion) 0 < f < oo medible A*-subinvariante. Tal
funcion es N*-invariante;

2. existe una unica medida o-finita N*-subinvariante v. Tal medida es N*-invariante y
equivalente a .

De igual forma, la siguiente es una adaptacion de la Proposicion [.10]

Proposicion 4.11 [2, Proposicion 3.11] Sea 0 < f < oo una funcion medible A-superinvariante
y v una medida o-finita A-subinvariante. Si se cumple

<V7 f) < 007

entonces A* = X y el proceso es N*-recurrente positivo.

Tal y como en la secciéon anterior llamamos a f y v los vectores propios maximales del
proceso, lo que permite clasificar el proceso como A*-recurrente positivo o A*-recurrente nulo
de forma analoga a lo hecho para procesos a tiempo discreto. Asi mismo se define A; como

Ay = sup{A >0, Jx € X, V)(z,X) < o0},
para el cual se tiene la version a tiempo continuo del Lema [4.1]

Lema 4.2 [2, Lema 3.5/ Para Ay definido como antes se tienen las siguientes caracteriza-
ciones;

o Ay =sup{\ >0, existe una medida de probabilidad \-subinvariante};

o Ay =sup{\ >0, eziste una funcion f A-subinvariante con 1 < f < oo}.

4.5. Resultados para el caso (p-s.s.i.

En la presente secciéon mostraremos que la propiedad de ser ¢-s.s.i. permite clasificar un
proceso absorbido a tiempo continuo mirando tnicamente sus esqueletos a tiempo discreto, y
que ademas esta propiedad proporciona condiciones equivalentes a la A*-positividad que no
involucran el pardametro A*. La totalidad de los resultados aqui enunciados son desarrollados
por Tweedie en [26].

Aligual que en la seccion anterior tomamos trabajamos con un proceso absorbido a tiempo
continuo X sobre X, y asumiremos ademéas que X es ¢-s.s.i. con ¢ maximal. Utilizaremos la
notaciéon P para referirnos al semigrupo { P, }nen-
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Teorema 4.8 [26, Teorema 4] Si X es p-s.s.i. con ¢ mazimal, entonces para A > 0,

Ah

1. V) es X-recurrente (positivo) siy solo si para todo h > 0, P" es e\'-recurrente (positivo);

2. Si f es eM-subinvariante para P", entonces f es A-invariante para X. Similarmente,
si v es eM-subinvariante para P", entonces v es A-invariante para X .

Utilizando este teorema, deducimos que la A*-clasificacion de {X;};>o es igual a la R-
clasificacion de {X, }nen v que R = e

Asumiendo que el proceso X es absorbido casi-seguramente se definen;

1
a(z, At) = W/Ay(y)ﬂ(x,dy) = Py(X, € At <T < oo);
1
s(@ A tu) = m/a(ﬂ(y)a(x,dy) = Po(X, € A|ttu<T <o)

r)  P(t<T <o0)
y) Pt <T <oo)

b(x,y,t) =

(
5()
£()

en que r,y € X, A € By y t,u > 0. Utilizando estas funciones podemos encontrar una
condicion equivalente que el proceso sea A*-recurrente positivo sin la necesidad de conocer el
parametro A*.

(
(

Teorema 4.9 [26, Teorema 7| Supongamos que el proceso X es p-s.8.i. entonces son equi-
valentes:

e cziste un conjunto N @-nulo tal que para todo x,y ¢ N, A medible y u > 0 los limites

lima(z, A;t) y lim s(z, A, t,u)

t—0 t—o0

existen y definen medidas de probabilidad en X, y el limite lim;_,o b(x,y,t) existe y no
es cero p-c.s.;

o X es N*-positivo y existe una unica medida de probabilidad N*-invariante.

En el caso en que el proceso X es A*-positivo con vectores propios maximales 7y f en
que 7 es de probabilidad, podemos expresar a partir de éstos los limites anteriores como

tlim a(x, A t) = 7(A),
tlgcr)lOJLIEO s(z, A t,u) = (7r,1f) /Af(z)dﬂ(z),
fz)

lim b(x,y,t) =
t—o0
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Capitulo 5

El proceso truncado

Con el fin de modelar de forma sencilla la evolucién de poblaciones, usualmente se asume
que el tamano de la misma puede ser arbitrariamente grande, sin embargo en muchos casos
este supuesto es un absurdo pues el sistema en el que se encuentran tales individuos tiene
una capacidad limitada. Al llegar al limite de esta capacidad puede ocurrir que el sistema
colapsa, siendo incapaz de sustentar a la poblaciéon y por lo tanto ésta se extingue, o que los
individuos dejan de reproducirse debido a la falta de recursos. Considerando estos casos, no
es ilogico modelar la evolucion de poblaciones de forma tal que la cantidad de individuos se
encuentre acotada, independientemente de los rasgos presentes.

En este capitulo estudiamos el proceso }7, similar a Y salvo en que el espacio de estados
se ve reducido a A<, para algin p € N. Matematicamente la ventaja de considerar este
caso particular es que el espacio de estados pasa a ser compacto, luego tanto la cantidad
de individuos como las tasas de transiciéon se encuentran acotadas, lo que proporciona una
condicién ideal para aplicar los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Comenzamos
este estudio definiendo el proceso truncado y observando que la mayoria de los resultados
obtenidos en el primer capitulo se mantienen validos, luego introducimos una familia de
procesos a la que llamamos aproximaciones simples y la cual utilizamos para encontrar un
criterio suficiente que garantice la unicidad de la distribucién cuasi-estacionaria para Y.

5.1. Construcciéon de Y

En la definicion [2.5]se definieron las tasas de transicion como funciones que toman valores
estrictamente positivos sobre T x A~" y valores nulos fuera de este conjunto, suposiciéon que
debilitamos ligeramente al permitir la posibilidad de que la funciéon b + m alcance valores
nulos sobre el conjunto T x A,, y asumiendo que A es nulo sobre T x A,,;. Construimos

entonces el proceso Y a partir de Y de la siguiente manera.

Definicién 5.1 Dado T,+1 como en la Deﬁnicz'o’n se define Y como

}/t = }/;5/\7;,+1 .
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Observacién Y es un proceso de saltos con la propiedad de Markov, el cual es absorbido
casi-seguramente en {0} U As,. Si suponemos ademas que Yy € A<, entonces en [0,7,),] se

tiene Y, = Y, luego utilizando la notacién introducida en la Definicion es directo que

Y _ Y .
o T, =T
Y _ Y

e T T

o NV <N,
y si Yy ¢ A<, entonces Tzle =0, PRGNS y NtY =0.

Utilizando la observacién anterior, en el caso en que Y, € A, utilizaremos 7 y 7, para
referirnos al tiempo del primer salto y de llegada a A,, tanto para Y como para Y. Notando
que si Y comienza en A<,, necesariamente se tiene 7 < 7,41 y por lo tanto YT =Y, es
directo que el kernel de transicion Q del proceso Y debe cumplir Q(Yp, ) = Q(Yp, -).

Y

Por otro lado, si Y, ¢ A<, entonces 77 = oo, de donde necesariamente Q(Yo, =0,y

entonces podemos pensar Q como el kernel de transicion de un proceso construido como en
la Definicion utilizando para ello las tasas 014, mla_, vy Ala_,.

La flexibilidad que hemos otorgado a la funcién b 4+ m sobre el conjunto T x A, permite
desarrollar la teorfa sin la necesidad de especificar como se trunca Y. Si (b + m)|4, = 0, se
habla de un proceso con una barrera reflectante en el nivel p, es decir, si se llega a A,, en el
siguiente salto el proceso vuelve a A,_;. Por otro lado, si b +m > 0 en A, se habla de un
proceso que se extingue en A4, el cual representa el caso en que colapsa el medioambiente
debido a la sobrepoblacion. La posibilidad de que b + m que tenga tanto valores nulos como
positivos permite considerar casos en que el comportamiento de la poblacién frente a la
sobrepoblacion depende de la configuracion y los rasgos de los individuos que la componen.

A continuacién mostraremos brevemente que las propiedades obtenidas en el segundo
capitulo para Y siguen siendo validas para Y. Para ello comenzamos observando que Y no
posee explosiones.

Proposicion 5.1 Para todot > 0 se cumple P (NtY = oo) = 0.

DEMOSTRACION. Utilizando la Proposicion se tiene que P(N) = o0) = 0, y por otro lado,
de la obseracion anterior se tiene que N} < N} de donde se concluye

P(N =o0) < P(N) =o0) = 0.
m

Para la absorcion exponencial de Y la demostracion es tan evidente como la anterior. En
efecto, definiendo 77 el tiempo de absorcién de Y en su cementerio se tiene

% Y % Y Y Y
T :76/\7;+1§7;+1/\76 §7E)a

luego el siguiente resultado es evidente.
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Proposicién 5.2 Existen 0y y ¢ > 0 tales que para todo 6 < 0y y todo n € A<,

E, (eeT?> <ec.

Ya hemos visto que Y puede pensarse como el proceso Y pero en que las tasas de transicion
se anulan para configuraciones de méas de p individuos. Asi, lo logico serfa definir débilmente
el generador infinitesimal G de Y como

Gfn) = La,m) | D mbyf(n+36,) + 3w = 6,) — f(n)]

ye{n} ye{n}

+ 3 nymy(n) / [+ 6.) — F(mg(y, 2)do(z) | .

ye{n}

para toda funcién f que se anule fuera de A<,. Mostraremos a continuaciéon que en efecto se
tiene este resultado.

Proposicién 5.3 Sea f : A — R acotada tal que se anula fuera de A<y, entonces el proceso

N ~ N

t
M = (50— £(7) ~ [ GV,
0
es una martingala.

DemosTRACION. Como la funciéon f estd acotada, podemos utilizar la Proposicion para
deducir que el proceso

tATp+1
Monrr = FVinmr) — (Vo) — / G(Y.)ds,

es una martingala. Ahora, por definicién de Y esta expresion es igual a

~ t/\’7;+1 R R
(V) — F(To) - / Lo (V)G F(V2)ds

donde hemos utilizado que para s < 7,1 se tiene Y, = Y, € A<,. Por otro lado, para s > T,
se tiene 14_, (Y,) = 0, luego

Mipg, = f(f/t)—f(ffo)—/o Tu, (V)Gf(Yy)ds = M,

y se concluye que M7 es una martingala.
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Una vez que el proceso Y llega al conjunto cementerio se comporta como una constante y
ademaés , en virtud del Teorema 3.2, el estudio de las q.s.d. para este proceso es independiente
de donde fue absorbido, lo que motiva colapsar el cementerio en el singleton {0}. Para ello
es necesario adaptar los elementos asociados a Y de la siguiente manera.

Definicion 5.2 Para el proceso Y wutilizaremos las siguientes notaciones:

1. dado n € A<, utilizamos la notacion Q(n,0) para referirnos a Q(n, {0} U Api1);
2. dada f : A<, — R se define f : A — R la extension de f que es nula fuera de A<,;
3. dada f: A<, — R se define G(f) como

G(f) = G, ;

4. dadosn € A<, y A C A<, se define el semigrupo de transicion de Y, {P,}1>o como

A

Bin,A) == By(Y; € A, Tyu > 1) = By(Y, € A),

en que la igualdad se tiene pues X es nulo en T x Ay11, y al igual que para G utilizamos
la notacion P(f) := Pt(f)‘A< .
=p

Notemos que como A<, es un abierto y un cerrado, dada f € C(A<,) se tiene f € C,(A)
y por lo tanto, gracias a la Proposicion se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.4 Para toda funcion f € C(A<,) y todo t > 0 se tiene Pt(f) € C(A<,).

DEMOSTRACION. Ya habfamos visto en la Definicion que paran € A<, y A C A, se tiene

A

P(n,A) = P(n, A) de donde se deduce

Pif(n) = f)dbi(n, ) = /A fdPi(n,n') = P.f(n),

ASp

y como f es continua y acotada, utilizando la Proposicion se deduce que P, f es continua
y acotada luego se concluye el resultado.

[]

Como Y es un proceso que posee la propiedad de Feller y que toma valores sobre un
espacio métrico compacto, podemos utilizar la Proposicién [3.4] para concluir la existencia de
distribuciones cuasi-estacionarias para Y .

Proposicion 5.5 FEzxiste al menos una distribucion cuasi-estacionaria para Y, la cual se
concentra en A<,,.

Hemos probado asi que la totalidad de los resultados encontrados para Y en los capitulos

2 y 3 se mantienen al truncar el proceso. Veremos a continuacion que esto también es cierto
para los resultados encontrados en el capitulo anterior.
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Proposicién 5.6 Dado B C A<, medible, los siguientes conjuntos son iguales;
1. {n e Aoy, In €N, IP’n(Yn €B, Tpy1>1,) > O};

2, {n € A, Vt >0, B(n, B) > 0},-

3. {n € Ay, 3t >0, B(n,B) > 0},-

4. CLy(B).

DEMOSTRACION. Ya habiamos visto en la Definicion 5.2 que para n € A<, y B C A<, se tiene
P,(n,B) = P,(n,B), y como X es nulo en T x A, 4, para todo n ¢ A<, se tiene P,(n, B) = 0.
De esta forma deducimos

A

P,(n,B) >0 <= Fi(n,B) >0 A ne A,
y equivalentemente
P,(Y, € B, Tpy1 >T0) >0 < P, (Y, € B) >0 A n€ A,

Es sencillo ver entonces que los conjuntos 1, 2, 3 y 4 son iguales a los respectivos conjuntos
definidos en la Proposicion [4.2] los que son iguales entre si gracias a la misma proposicion.
m

Concluiremos esta seccion enunciando el siguiente resultado, segin el cual la medida u se
mantiene como la medida de irreducibilidad maximal de Y, y cuya demostraciéon omitiremos
pues es idéntica a lo hecho en el Teorema [4.1]

Proposicién 5.7 Sea E C A<, medible, entonces:
1. si u(E) =0, entonces p(C Ly (E)) = 0;
2. si p(E) > 0, entonces CLy (E) = A<,

La totalidad de las propiedades obtenidas para el proceso Y en el capitulo anterior se

basan en la Proposicion y el Teorema [4.1], luego las Proposiciones y permiten
concluir que los mismos resultados pueden acarse a Y. Nos interesa especialmente que Y

es i-s.s.1. y que podemos aplicar el teorema 4.2 al semigrupo {If’t}tzo.
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5.2. Aproximaciones para Y

En la seccion anterior, gracias a la Proposicion[5.5 existe una distribucién cuasi-estacionaria
para el proceso )7, sin embargo de la demostracion utilizada para su existencia no podemos
desprender nada respecto a las propiedades de tal distribuciéon y por lo tanto es necesario un
enfoque distinto para su estudio. El enfoque utilizado en este capitulo es definir una familia
de procesos {W tnen que aproximen a Y y cuyas propiedades podamos extender a este
proceso.

La idea de la construccion de cada W™ consiste en definir una particion finita de clases de
equivalencia de rasgos, la cual induce una particion numerable en A", y que iremos tomando
cada vez mas finas. Definiremos entonces un proceso W cuyas tasas sean constantes en cada
clase de equivalencia y que por lo tanto se comporte como un proceso a espacio de estados
discretos.

Definiciéon 5.3 Se define la familia {D,,}nen de particiones finitas de T, la cual cumple:

1. para todo n € N y D € D,, se tiene o(D) > 0;
2. para todon € N, D € D,, y todo par y;,y2 € D se cumple dy(y1,y2) < %
La existencia de {D,, } nen es directa de la compacidad de T y de que el soporte de o coincide

con este conjunto. Veremos a continuacion que {D, },en define una familia de particiones
numerables sobre A~°.

Definicion 5.4 Dada {D,},en como en la definicion anterior se define la familia {H, }nen
de particiones numerables y medibles de A=° en que para todon € Ny H € H,, existen k € N

y D1, Do, ..., Dy € D, no necesariamente distintos con
k
H = {Zazj, sm€Dy,zmeDy ..z € Dk}.
j=1

De esta manera, cada elemento de H,, es definido por una tnica secuencia finita de ele-
mentos en D,,, cuyo largo corresponde a la cantidad de individuos en las configuraciones de
H,y como cada D; tiene medida positiva se tiene u(H) > 0.

Con el fin de facilitar la notacién, definiremos para cada n € N un orden en T inducido
por D,,.

Definicion 5.5 Sean € N y Dy, D», ..., D, una enumeracion de los elementos en D,,. Se
define la relacion de orden <, como

y<pz <= (Fi<j,yeD;, ze€D;)V (I, yzeD Ny<z),

en que < corresponde al orden definido en el sequndo capitulo. En lo que resta de este trabajo,
para n € A™° asumiremos siempre que 1 estd ordenado seqin <,.
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El orden <, sera de utilidad para reducir la notaciéon, pues asumiendo que los vectores 7
estdn ordenados segin esta relacion, para cada par 1,73 con ny,m2 € H € H,,, y cada 7, los
rasgos j-ésimos pertenecen a la misma clase en D,,.

Proposicion 5.8 Sean {H, }nen ¥ {Dn}nen como en las Definiciones y[5.4 Para todo
e > 0 podemos tomar n suficientemente grande, de forma de que para todo H € H, vy
m,n2 € H en que 1 = (x1,...,2%) y 175 = (Y1,-.-,Yx), y para todo 1 < 7 < k, z € T se
cumple

|62, (1) = by, (12)] + |, (m1) =y, (m2)] + [Aa, (1) = Ay, ()| + 19(25, 2) — g(y;, 2)| < e€*

DemosTrACION. Sabemos que e~ Ip, e~y vy e~ I\ son continuas sobre T x A~ y ademas,
gracias a las hipotesis |(H)|se tiene

e Mb+m+r) ——0,
Inll—+o0

luego, para todo p € N existe §; > 0 tal que si (y1,m), (y2,72) € T x A<, cumplen la condicion
dr(y1, y2) + d(n1,m2) < 01, entonces ||| = [|n2f v

10y, (1) = by (02)] + |y (1) = Mgy ()| + [Ny (1) = Ay (m2)| < elmle /2,

y esta cota es valida también si ||n;]|, [|72]] > p. Por otro lado, como g : T> — R es uniforme-
mente continua, existe d > 0 tal que

dr(yr,y2) <6 = |g(y1,2) — gyo, 2)| < /2 < elmlgy2.

Gracias a estas cotas y como dr(yp,y2) < % para yi,y. € D € D, con n grande, bastara

probar que en tal caso, para n,m2 € H € H,, con k < p individuos, el valor de d(n,1n2) es
pequeno. Para ello, siguiendo las definiciones introducidas en el segundo capitulo y utilizando
la definicién de la métrica de Lévy-Prokhorov, la distancia entre n; y 7 esta definida como

d(n,me) = kinf{e >0, m(A) <ne(A%) +e A n(A) <ni(A%) +¢ VA C T medible},

en que A corresponde a los y € T tales que 3z € A con dy(z,y) < €. Es directo verificar que

m(A) < no (A%) A ma(A) <m (A%) ;

luego dmi,m2) < 2k/n < 2p/n y tomando n grande se concluye el resultado.
O

La proposiciéon anterior muestra que para n grande, los elementos dentro de un mismo
conjunto H € H,, tienen tasas muy parecidas, y por lo tanto podemos elegir a un elemento
represententante de cada H.
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Definiciéon 5.6 Para cada n € N se define la secuencia de rasgos representantes de D,

{wp}pep, C T,

en que wp € D para todo D € D,,. A partir de estos rasgos definimos la secuencia

{Cutuen, €AY,

de configuraciones representantes, en que si H esta definido por los conjuntos Dy, Do, ..., Dy
entonces
<H = 5’!,UD1 +(SwD2 +"'+5ka.

A continuaciéon construiremos las tasas de transicion de los procesos {WW"},en utilizando
la definicién anterior.

Definicion 5.7 Para cada n € N definimos las funciones b,, m, y \, a partir de bym,\ y
las secuencias {wp}pep,, {Cu}tren, como

bn(yan) = b(wDaCH)v mn(yan) = m(wD7CH) Yy /\n(yan) = A(wD7CH)7

en que D y H son tales que y € D yn € H. De igual forma, tomando n € N fijo y dados
y,z € T se define gn(y, z) como

gn(?/a 2) = g(wD7 Z)a

donde D es tal que y € D.

Es directo ver que las funciones b,,, m,, A\, ¥ g, de la definicién anterior son estrictamente
positivas y localmente acotadas, en que las cotas son las mismas que las de bym y A, y
cumplen las hipotesis si b,m, A y g las cumplen. Utilizando tales funciones podemos
construir finalmente los procesos {W”}neN como sigue.

Definicion 5.8 Para cada n € N se define el proceso W™ como uno construido a partir de
la variable aleatoria Yy y las funciones by, My, \n y gn como en las Definiciones 2.9 y[2.11]
A partir de W se define W™ andlogamente a Y como el proceso

A

th = W;}\%le
a valores en A<, U{0}.

Las funciones introducidas en la Definicion [5.7 no son necesariamente continuas, sin em-
bargo ya habiamos mencionado que para los resultados que no involucran existencia de q.s.d.
basta con asumir que las tasas son positivas y acotadas, luego wn presenta las mismas pro-
piedades que Y (no posee explosiones, es p-s.s.i., etc.) salvo que no es un proceso de Feller.

ilizaremos la notaciéon ara referirnos al generador infinitesimal, kernel de
Util 1 t G, Qny P/ f 1 d finit 1, k 1d
transicion y semigrupo de transicion de W™ respectivamente, en que para los dos primeros
se obtienen las expresiones;
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k k

Gnf(n) = _b(wp,, Ca)[f(n+dy,) = F)]+ D Nwp,, Ca)[f (n = by,) — f(n)] (5.1)
j=1 j=1
k
+> mwn,, ) / £+ 62) — F)glwp,, 2)do (2),
=1 T

k

Qu(n,B):= > blwp,;,¢w) + Y AMwp,,Cn) + Y m(wp,,(n) / g(wp,, z)do(z),
1<j<k 1<5<k J=1 n+6.€B
n+3,,€B n—3,,€B

enquen € Hy Dy,D,,...,D, € D, son tales que para 7 = {y1,%2,...,Yr} se tiene que
cada y; € D;. Utilizaremos esta expresion del kernel de transicion para mostrar que de cierta
forma W™ toma valores sobre H,, que es un conjunto numerable.

Proposicion 5.9 Sea n € N cualquiera, entonces para todo par de conjuntos H, H' € H,
con H,H'" C A<, todo par de configuraciones n1,m2 € H y todo t > 0 se cumple

]P)m(l/i/tn € Hl) = ]PUQ(VVZL € H/)'

DeMoSTRACION. El resultado se deduce facilmente al comprobar que para 7,7y perteneciente
al mismo H se cumple

Qn(nhHl) = Qn(ﬁZ:Hl)a (52)
con H € H,. En efecto, asumiendo cierta ({5.2) mostraremos por inducciéon que para todo
m > 0y para todo H, H',n1,12,t como en el enunciado se tiene

P, <th €H', N :m> =Py, (th e H, N :m> :

Para el caso m = 0, si H # H' la probabilidad es nula comenzando tanto en 7; como en 17,
y si H = H' entonces

P, (Vvﬁ € H', N, = o) = e @mt = p (Wt" €H, N, = o) ,

donde hemos utilizado que Qn(nl) = Qn(ng) gracias a ((5.2)). Supongamos ahora que el resul-
tado se tiene para m, luego para probar que también se cumple en el caso m 4+ 1 tomemos
t>0,H H € H,yn,n € H, y utilizando la propiedad de Markov se deduce

t A A A
Pm (th € H,v Ny =m+ 1) = / e—Q(’Wl)S Z PCH// (th—s € Hla Ny s = m) Qn(nlaHH)dS
0 H/,GH’IL

t A ~ A~
= / e Qs N P, (ng JEH Ni_y= m) Qn(n2, H")ds
0 H'"eHn

= I[3)772 <th€H/’ Nt:m+1)a

pues por hipétesis de induccién la funciéon n — P, (W{L_S € H, Ny = m) es constante sobre
cada conjunto H” € H,,.
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Para mostrar que se cumple (5.2) tomemos 7y,1mo € H con 71 = (x1,%9,...,25) vy 2 =
(Y1,Y2,---,Yk), luego para cada j < k se tiene z;,y; € D; con D; € D, y entonces

bn(zj,m) = blwp,, Cu) = bu(y;,m2),
y lo mismo ocurre para las tasas m y A. Como g(z;,2) = g(wp,, z) = g(y;, 2), para deducir

(5.2) basta notar que

e cada par x;,y; pertenece al mismo D;, luego, como 11,12 € H el par 0y + 05,72 + 0y,
pertenecen a la misma clase de equivalencia en H,,, y en particular

m+0,, EH < n+d,,cH,
e de igual forma, como zj,y; € D; y m,n2 € H se tiene

m—10,, €H < n—0,,€cH;

21,2

e tomando z € T, como 1,1, € H las configuraciones 1, + 9, y 12 € 0, pertenecen a la
misma clase de equivalencia en H,,, luego

m+0, € H — n+d.€H.

Finalmente podemos concluir

k

Qu(n, H') = Z b(wp,,Cr) + Z Mwp,,CH) + Zm(ijvCH) / g(wp;, z)do(z)
1<j<k 1<j<k Jj=1 n+6.EH
m+d,  €H’ m =0y, €H’

k

= Z b(wp;,Cr) + Z Mwp;,Cr) + Zm(ij7<H) / g(wp,,z)do(z)
1<<k 1<5<k j=1

/ , n2+d.€H'
772+5yj €H 77275%. €H

= Qn(m, H').

5.3. Vectores propios maximales de W

Ya se habia mencionado que para W™ las tasas de transicion no son continuas y por lo
tanto no posee la propiedad de Feller. Debido a que el semigrupo no conserva la estructura
topologica no es posible utilizar la compacidad del espacio para garantizar la existencia de
distribuciones cuasi-estacionarias como en la Proposicion [3.4] Sin embargo, la Proposicion
(.9 permitira adaptar el principal resultado obtenido en [2I], y que postula la existencia,
unicidad y convergencia exponencial a una distribuciéon cuasi-estacionaria para procesos a
espacio de estados discretos que vuelven réapidamente desde infinito.

Teorema 5.1 [21, Teorema 1] Sean € N fijo, para W™ existe una unica q.s.d. T, y ademds
eriste 0 < v < 1 tal que para toda medida de probabilidad v sobre A<, yt>1 se cumple

IP, (WP e-|T>t) -7l < 29471,

en que || - ||rv es la norma de variacion total y T es el tiempo de absorcion de W™.
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DemMosTRACION. Al igual que lo hecho en [2I] mostraremos primero que existe una medida no
negativa y no idénticamente nula p tal que para todo n € A<, y s > 1 se cumple

P,(Wl'e-|T >s) > p. (5.3)
Para ello probaremos primero las siguientes propiedades:
e existe 0 < a < 1tal queVne A% k<py A C A; medible se cumple
P07 € A) > ap(A); (5.4)
e existe una constante x > 0 tal que para todo n € A<, y todo ¢t > 0 se cumple

P t
o(T > 1) > k. (5.5)
sup,rea, Py (T > 1)

Para mostrar (5.4]) supondremos por comodidad que los elementos en A no poseen rasgos repe-
tidos. Tomemos 7 = (y1, Y2, - - -, Y1), luego, si consideramos los tiempos de salto 7, 79, ..., Tp
del proceso, la probabilidad del evento W;Lk € A es mayor que la probabilidad del evento en
que;

los primeros [ — 1 saltos corresponden a la muerte de individuos de 7;
ocurre una mutacién agregando un rasgo presente en A;

muere el ultimo individuo original de 7;

= W

luego de k — 1 mutaciones sucesivas se llega hasta el conjunto A.
La probabilidad de este evento es sencilla de calcular, obteniéndose

_ i )
n(Yj: i1 o, | At o) mnlym) T o
1;[ < Qn Mj— 1) )Z (H j) Qn(ni +5yz) Qn(m) 9a (01 l)jljl ( J)7 ( )

Jj=2

donde hemos utilizado la abreviacion

M (2, Mj—1)
@j = |\ T2 T 9n\<j-1,%5 )
(o)

y en que ng =1, 1; = 1j-1 — Oy, ¥ 1; = i:1 8. Tomando ahora @ una cota superior de Q
en A<, y A, m y g cotas inferiores positivas para A\, m y g, podemos acotar ({5.6) inferiormente
por

1 — k —
(4/Q) (mg/Q)" 0" (A).
De la definicion de p y recordando que [ < p, existe o > 0 independiente de 7 con

P,(W" € A) > o/ u(A),

Tk
luego se tiene
P, (W€ A) > Py(Wr €ANN=I+k) > o/ u(APy(N, =1+k),
y tomando Vi, V5 variables aleatorias con Vi ~ T'(2p, Q) y Va ~ exp(Q), es sencillo verificar
P,(Ne=1+k) > P(Vi <1)P(V;>1) >0,

en que la expresion anterior no depende de 7, luego se concluye la propiedad.
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Para mostrar (5.5)) sea H C A<, un elemento de #,, y tomemos n € H'. Para t > 0 se
tiene

Py(T>t) > Py(T >t+1) = / P, (T > )P, (WP € dn),
A<p
y por otro lado,

Py(T >1) = Pn(th €Ag) = Z Pn(th € H),
HQ.A<p
HeH,

luego gracias a la Proposicion , P, (T > t) es una funcién constante sobre los elementos
de H,,. Podemos acotar entonces tal funcién de la forma

Py(T>1) > / B, (T > )P, (W € dn)
A<p

= > P, (T > )P, (W € H),
HQA<p
HeHn

en que la suma es finita, luego existe H tal que para todo H € H,, con H C A,
P, (WP e H) > P, (W e Hy).

Notemos que de la Proposicion [5.9, nuevamente la eleccion de Hy no depende de la configu-
racion 7/, luego para todo 1" € A<, deducimos

By(T > 1) > Py(W € Hy) S Pey(T>1) > By(Wf € H)Py(T > 1), (5.7)
HCA<,
HeHn

en que la ultima desigualdad se tiene pues existe H” € H, tal que n” € H”, y entonces
Py (T >t) =P, (T > t). Definimos finalmente

k = min min P, (W' e H),
HCA<p n'€A<,
HeHny

que es positivo gracias a que hay finitos conjuntos H y finitos valores que puede tomar tal
funcion para cada H. Acotando por este valor la ecuacion (5.7) se deduce el resultado.

Para encontrar la medida p de la desigualdad (5.3]) tomemos n € A<,, A C A<, medible y
s > 1, luego utilizando la propiedad de Markov y las desigualdades (5.4) vy (5.5),

P, (s < T)P,(WreA|ls<T) = P,(WreA, s<T)
_ / Py(s — 1 < T)B, (WP € dif)
A
> kP,(WreA) sup Pp(s—1<T)

77//EASP

> rap(A)B,(s < T),
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luego basta tomar p = akp, que cumple con (5.3). Ya definida la medida p, el resto de
la demostracion es idéntico a lo hecho en [21], por lo que presentamos aqui lo hecho en ese
trabajo sin entrar en demasiados detalles;

1. se define la familia de kernels {R7,};<s<r como Rl == P,(Wr, € - | T —t < T).
Utilizando sucesivamente la propiedad de Markov se puede demostrar que para todo
t<s<u<TsecumpleRTRT = RT .

t,u)

2. para todo s > 1y toda medida v de probabilidad se tiene P, (W € - | s < T) > p. En
particular, la medida

vRi —p = B,V e |s<To)—

es no negativa y al evaluarla sobre Agp obtenemos v :=1— p(.Agp) donde este valor es
estrictamente menor a 1, pues p no es idénticamente nula. Tomando vy, 5 dos medidas
de probabilidad ortogonales y s < T — 1 se tiene

R, — R llov < BRI — pllov + |2 RL 1 — pllov
= 27 < v|lv1 —va|lv;

3. dadas dos medidas de probabilidad distintas vy y 15 podemos separar su resta en la
parte negativa y la parte positiva, que son ortogonales, luego

iR — aRI L lrv < Al — a7y

Utilizando la desigualdad anterior y la propiedad de semigrupo de R 5.+ bodemos deducir
inductivamente que

HVIROT,T - VQR(T):THTV = ‘|V1R5T—1R%—1,T - V2R0T,T—1R%—1,T||TV
< VHVlRoT,Tfl - V2R0T,T71||TV < 2791

y como v < 1, este altimo término es menor a 29" ~'. De la definicion de R, hemos
probado entonces que para 14, 1, medidas de probabilidad cualesquiera se cumple

IPA(WF € |T<T)=P,(Wg e [T<T)llrv < 290" (5.7)
4. Finalmente, para t > 1, s > 0 y una medida de probabilidad v cualquiera se tiene
P,(Wii, €-|t+s<T) = vRiY, = vR{SRY, = P (W €[t <T),
y entonces, gracias a la desigualdad anterior,
IB,(Wre-|t<T)=P, (Wi, e |t+s<T)rv < 297"

Como v < 1, la familia de medidas {P,(W;* € - | t < T)}s>1 es de Cauchy, y como el
espacio es completo, convergen a una medida ,, la cual, de acuerdo a la definicion
es una distribucion cuasi-limite, y por lo tanto una q.s.d..

Reemplazando 7, en lugar de v, en (5.7)) y utilizando la definicion de q.s.d.,
1P, (Wi €| T <T)=mallrv < 294",

de donde ademés se deduce la unicidad de la distribucién cuasi-estacionaria.
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Es interesante notar que una vez encontrada la medida p se utiliz6 tinicamente la pro-
piedad de Markov del proceso W para deducir la existencia y unicidad de la distribucion
cuasi-estacionaria. Podriamos preguntarnos si es posible encontrar con el mismo método una
medida p de este tipo para el proceso Y. Para responder esto notemos que fue fundamental
en la demostraciéon poder encontrar una constante s tal que

P, (t<T)>rP,t<T), (5.8)

donde k no depende de ¢, 7n; ni ny. Este tipo de desigualdades puede mostrarse para procesos
de salto con espacio de estados finito, sin embargo siendo A<, un espacio no numerable no
ha sido posible adaptar ninguna de tales demostraciones a este proceso. La existencia de un
k > 0 tal que se cumpla sigue siendo una interrogante.

A partir del teorema anterior sabemos no sélo que existe una q.s.d. m, para W”, sino
también que esta distribuciéon es tinica y que bajo cualquier medida de probabilidad inicial
v las medidas IP,,(W[‘ € - | t < T) convergen exponencialmente a m,. A pesar de ello, nada
sabemos aiin sobre el parametro 6, asociado a 7, en el Teorema[3.3| o la existencia de alguna
funcién f,, que sea 6,,-invariante. Con el fin de estudiar tales elementos introducimos la matriz
M de la siguiente manera.

Definicion 5.9 Sea k' la cantidad de elementos de H, que son subconjuntos de A<, y
Hy, H,, ..., Hy una enumeracion de tales elementos. Se define M € RE+DxE+1) como

(QuiCu Hy) sid <K yi#t)

—O0,(Cu) s j<K yi=j

On(Crr,0)  sii <k yj=Fk+1
0 sii=k +1.

M;

7j

La matriz —M sin su tltima fila y columna corresponde a una matriz de Minkowski no
singular y por lo tanto posee un valor propio 6, > 0 con vector propio por la izquierda ¢y
vector propio por la derecha ¥, ambos no negativos (ver [I3], Seccion 2.5|). Ademas, como M

cumple
k'+1
V1<j<k+1, > M =0,
i=1

esta matriz corresponde al generador infinitesimal de un proceso de Markov a valores en
{1,2,..., k' +1} y para el cual {k' 4+ 1} es un estado cementerio. Como el espacio de estados
es discreto el proceso posee la propiedad de Markov fuerte, luego gracias al lema [3.1] se tiene

O = Y Mg < sup Mg,
i€C Ly (k+1) 1sisk

y como M; 1 = Q(np,,0) < Q se concluye

0<6,<Q. (5.9)
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Utilizando el vector ¢ construiremos a continuaciéon una funciéon 6,-invariante para W":

Definicion 5.10 Sea U el vector propio por la derecha de —M asociado a 60, con Hi, Ho, ..., H}
la enumeracion de los elementos de H,, contenidos en A<, utilizada en la Definicion[5.9. De-
finimos la funcion f, : A<, U{0} = R como

k?/

Faln) == D vl (n).

i=1
Proposicion 5.10 La funcion f, construida en la definicion anterior es 0,-invariante para

wn.

DEMoSTRACION. Como f,, puede tomar una cantidad finita de valores es una funcién acotada,
y entonces aplicando la Proposicion a W™, el proceso

t
FOV?) = $017) = [ G2,
0
es una martingala. Sea entonces n € A<, 7= (y1, Y2, ..., yx) cualquiera y sea 1 <[ < k' tal

que 1 € H;, luego por definiciéon de f,, se tiene

k

Crfuln) = D v (Z b (Y3 )L, (7 +6,) + > Ma(ysom)Lm, (0 = )

r=1 j=1 j=1

+Zmn(yj>77)/T1H7-(n+5z)gn(yj7z)da<z)> - ﬁl@n(n)

k/
= ZﬁrQn(nyHr) - ﬁlQn(n);
r=1
y gracias a la Proposicion [5.9se tiene Q, (1, H,) = Q,(Ca,, H,), luego, como Q,(n, H;) = 0,
Cofa(n) = > 0:Qu(Ca Hy) — 51Qn(n)
r#£l
= Z@«Mw + @Mz,z = (M -7),

r#l

pero ¥ es vector propio de —M y por lo tanto énfn(n) = —0,U;, = =0, f.(n). Hemos probado
entonces que

én,fn = _anny

y utilizando la Proposicion [3.2] deducimos que f,, es 6,-invariante.
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Hemos encontrado asi una funcién positiva, acotada y 6,,-invariante para W™, Notando que
7, obtenido en el Teorema induce un vector propio por la izquierda para —M es directo
que su tasa de extincion es 6, y por lo tanto, aplicando la Proposicion , el proceso W
es 6,-recurrente positivo con vectores propios maximales 7, v f,. Es interesante que para m,
conocemos algunas propiedades, y para f,, conocemos un método de construccion explicito, y
sera de utilidad en la proxima seccién tener una cota superior @ para 6, la que no depende
de n.

5.4. Convergencia de los vectores propios maximales

En la presente secciéon mostraremos un criterio sencillo para determinar la convergencia
de los vectores propios maximales de los procesos W™ alos de Y. Atin mas importante es
que bajo tales condiciones existe una tnica distribucién cuasi-estacionaria para Y, la cual
es absolutamente continua respecto a u y el proceso es Aj-recurrente positivo. Para ello
comenzamos probando un resultado sencillo que justifica llamar aprozimaciones de Y ala
familia {T/"}.

Proposicién 5.11 Definamos para cada h : A<, — R acotada, su norma ||h|« como

[hlloc =" sup [h(n)],

neA<p

y para n € N cualquiera notemos {P};=0 y {P.}i=0 los semigrupos de transicion de los
procesos W™ y Y respectivamente. Para todo € > 0 existe N € N tal que para todon > N y
A C A-, medible se cumple

1P (14) = P(1a)]loc <& (5.10)

DEMOSTRACION. Comencemos mostrando que tomando ¢ > 0 fijo, para todo ¢ > 0 existe
K € N tal que para todon € Ny n e A,

P, (N} > K) < e, (5.11)

en que hemos utilizado la notacion N;* := NtW". Para ello notemos que tal evento equivale a
que el K-ésimo tiempo de salto 7k sea menor a ¢, donde tal tiempo de salto corresponde a la
suma de K variables aleatorias X; ~ exp(Q, (W, 7)), y como Q,, esté acotado inferiormente
por > 0, es directo ver que

P, (N> K) < e 9) (QF/k)),
k=K

que no depende de n ni de . Como esta expresion tiende a 0 cuando K — oo, se concluye
(5.11), y como las cotas para las tasas de transicion son validas para Y podemos extender el
resultado a este proceso también.
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Notemos ahora que para todo € > 0 existe N € N tal que para todo A C A<, medible y
n > N se cumple

Qn(-,A)—Q(~,A)H < e (5.12)

o0

En efecto, tomemos n € A<, con 7 = (y1,y2,...,yx) y H € H,, tal que n € H. Para este caso
se tiene

Qn(n, A) = Qn, Al < D [b(wp,,Cu) = by + D> [ Mwnp,, Cu) = My;,n)]

1<j<k 1<j<k
n+6y, €A n—0y, €A

+ Z [m(wp,, Crr) — m(y;, )] / 9(wp;, 2)do(2)

n+6-€A

k
+ S ) / 9(wn,. ) — glyy. 2)ldo(2),
J=1 n+é.€A

donde y; € D; para cada j. Gracias a la Proposicion , n suficientemente grande podemos
acotar la expresion anterior de la forma

~

k
Quln.4) — Qn A < 2%e + | cotun, o) + min) [ cdot)
I=L \y+é.ea n+d,€A
< (34 m)ke.
en que m es una cota para m en Ac,, de donde se concluye ([5.12). Para demostrar ([5.10))
tomemos € > 0y n € A<, luego gracias a (5.11)) se tiene

Pr(1a)(n) = PLa)()| =

P,(Wp € 4) = By(Y; € 4)

K-1

S

J=0

P,V € A, NP = j) ~ Py(Vi € A, Ny=j)| + 22,

y definiendo S; := {s1, s2,...,5j, 0 < s34 ---+s; < t}, para cada j se tiene

Pn(th < Aa Ntn = j) = / / /]_ . e 2 Q"(m_l)sién(n, d’l]l) tee Qn<77j_1, dnj)dsl, e de,
s;Jadal,

y una expresion analoga se tiene para IP’n(Yt € A, N; = j), luego de (5.12), para cada j
podemos tomar n; independientemente de A de forma tal que

P,V € A, N =j) ~P,(Ti€ A, N.=j)| < <,

y como hay una cantidad finita de tales j, basta tomar el maximo de los n; para concluir

A A

PM14)(n) — P(1a)(n)| < (K —1)e + 2.
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Como consecuencia directa del resultado anterior y de que el semigrupo de transicion es
una contracciéon obtenemos la siguiente propiedad, que sera de particular utilidad para el
estudio de la convergencia de los vectores propios maximales de los procesos {W"}, cn.

Corolario 5.1 Para todo ¢ > 0 y C' > 0 existe N € N tal que para todo n > N y toda
funcion h : A<, — RT con h < C se cumple

157 (h) = Pi(h)loo < e.

DEMOSTRACION. Gracias a la Proposicion el resultado se tiene para las funciones de la
forma h = 14 con A medible. Sea entonces h < C' cualquiera y tomemos los conjuntos A;j
como Ajy = h™! (%[j,j +1]), con los cuales definimos /' de la forma

que para k grande cumple ||h — /|| < (£/3), vy entonces

1B (h) = BaB)llss < 1BF(R) = B (W) oo + 1B () = Bu()l|oe + I12(H) = Po(B) |

k
< b =Wlw + CY I8 (1a,,) = B(la, )l + I1h = ]|,

J=0

donde hemos utilizado que || P (f)||co < ||f]loo, ¥ tomando entonces n grande independiente-
mente de los A;, el término central es menor a £/3 de donde se deduce que

127 (h) = Pi(h)loe < e.

]

A continuacién se presentan los resultados de convergencia antes mencionados, de entre
los cuales el primero es de caracter general pero no entrega mucha informaciéon respecto al
comportamiento de Y. El segundo resultado requiere una hipoétesis adicional pero brinda no
solo la convergencia de los vectores propios maximales, sino ademas la unicidad de la q.s.d.
para Y y la A*-clasificacion de este proceso.

Teorema 5.2 Sea {W"},cy la familia de procesos construidos como en la Definicion
para los cuales, gracias al Teorema [5.1| existen tunicas distribuciones cuasi-estacionarias
{70 tnen. St consideramos {0, }nen los parametros asociados a estas distribuciones y { fu }nen
las funciones O,-invariantes construidas en la Definicion [5.10, se cumple;

1. existe una distribucion cuasi-estacionaria ™ para Y tal que w, — w débilmente salvo
subsucesion;

2. normalizando las funciones f, de forma tal que

Vn €N, . fa(mu(n)du(n) = 1 (5.13)
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para alguna funcion u : A<, — RY p-integrable, si se cumple la condicion
sup || fnlleo < 00 (5.14)
neN

entonces se tienen los siguientes resultados:

o cxisten 0 € R, una medida de probabilidad m y una funcion f tales que 6,, — 0,
T — T débilmente y f, — f en la topologia débil-* de L>(u);

e 7 es la unica distribucion cuasi-estacionaria del proceso Y. Tal medida es equiva-
lente a p y tiene como pardmetro asociado a 0;

e f es una funcion acotada y O0-invariante y el proceso es O-recurrente positivo.

DEMOSTRACION. Para mostrar la primera parte del teorema notemos que como A<, es com-
pacto, la secuencia de medidas de probabilidad {7, },en posee una subsucesion débilmente
convergente a una medida de probabilidad 7, esto es, para toda funcién h continua,

(Tnys h) —— (m, h), (5.15)

k—o0

y por otro lado, como cada 6,, cumple 0 < 6, < @, esta sucesion converge a algin 6 con
0 < 6 < @ salvo subsucesion. Mostremos entonces que 7 es una q.s.d. para Y. En virtud del
Teorema es suficiente con mostrar que para todot > 0y h : A<, — R continua se cumple

(m, Bi(h)) = e (m,h), (5.16)
y para ello notemos que para cada k, como m,, es q.s.d. para W”k, se tiene
[, Puw)) = )| < [ Pu)) = (s PO+ [ (s Pul) = (s P (1)|

+ ‘e_gnkt<77'nka h) - e—9t <7T7Lk7 h)‘ + |€_0t <7Tnk7 h> - e—Ht <7T’ h>|

IN

(7, Po1)) = (i D)) +

Pi(h) = P (h)|

[e.9]

+ [l et — e~ + = [(mn,., ) — (7, )],

pero B posee la propiedad de Feller, luego Pt(h) es continua y entonces

~

(7, (1)) = (o Bi(1)| —= 0.

k—o00

Por otro lado, h es continua sobre un compacto, luego es acotada y entonces gracias al
Corolario se debe tener ‘

tomando k suficientemente grande se tiene

P,(h) — Pt"’“(h)HOo — 0, luego se deduce que para € > 0

[, Pu(h)) = e )| < e,

y como esto se cumple para todo £ > 0 se deduce el primer resultado.
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Mostremos ahora que bajo (|5.13 - ) v se tienen los resultados del enunciado. Para
ello, sea 7 una distribucién cuasi- estac:1onar1a para Y (ya sabemos que Y posee al menos una
de tales distribuciones), y tomemos ¢ como en la primera parte. Como sup,,cy || fulleo < 00
sabemos en particular que la sucesion {f,},en se encuentra acotada en L*°(), luego posee
una subsucesion { f,, treny débil-* convergente a una cierta funcion f € L(rw), esto es, para
toda funcion h € L'(r) se tiene

[ nonar) > [ swnmaso

Es directo notar que f es m-c.s. no negativa, en efecto, como 7 es una medida de probabilidad
las indicatrices son 7-integrables y tomando By := {n € A<, f(n) < 0} se tiene

k—o00

0 < lim / Fuun) Lo, (dr(n) = [ fa)dn(n) < o,

de donde necesariamente w(By) = 0. Por otro lado, de la Proposicion se desprende que
<< m, luego, existe una funciéon w positiva y m-integrable tal que du = wdn. Utilizando la
funcion w, (5.13) queda de la forma

fa(mu(m)w(n)dr(n) = 1,

A<p

y como u es p-integrable, uw es m-integrable, de donde

— lm / fu umyw(m)dn(n) = | Fmyulmyw(n)dn ),

k—o00 ‘ASP

y entonces f no puede ser m-c.s. nula.

Mostraremos a continuacioén que f es f-invariante para }7, y para ello bastara mostrar que
para toda funcion h € L'(7) positiva y para todo t > 0 se cumple

(b Pi(f)e = € "R, [, (5.17)

en que para h € L'(7) y f € L>=(x) hemos introducido la notaciéon
(o)e = [ H s
<p

Asi, tomando h € L'(7) fija y k € N cualquiera podemos utilizar que f,, es 6, -invariante
para W™ y deducir

A~

(hy Pe(f))m — 6_9t<ha fx

< (B B = (s BulFa))s| + [ (s P )de = (s PP (Fn )

+ {679 K h fnk> 6_9t<h7fnk>7r| + ‘6_0t<h7 fnk>7r B 6_0t<h’ f>7r‘

< | ) = (e Pulf )b () = B (F)|

+llAll sup I falloo [e™ %% — e~ | + e~ [(h, f ) — (hy fal
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en que hemos utilizado la notacion || - |1 v || - |lec para referirnos a las normas en L'(7) y
L>(7) respectivamente. Gracias al Teorema el semigrupo P, es débil-* continuo como
operador de L*°(7) en si mismo, luego tenemos

A

(b P = (e P fu)

— 0,

k—o0

y por otro lado, gracias al Corolario [5.1] el segundo término tiende a cero, y lo mismo con el
resto de los términos debido a la selecciéon de la subsucesion.

Hemos demostrado que existe una funcion f € L°°(7) no negativa y no idénticamente
nula tal que 7 — c.s. para todo t > 0 se cumple P,(f) = e % f. Sea ahora § > 0 la tasa de
extincion de 7 y notemos que

(. f) = (m, P(f)) = e Max, f),

pero como f no es m-c.s. nula y es acotada se debe tener 0 < (7', f) < oo, y entonces 6 = 6.
Utilizando la Proposicion deducimos que Y debe ser f-recurrente positivo con vectores
propios maximales 7w y f. En particular hemos mostrado que, de existir una distribuciéon cuasi-
estacionaria, ésta es un vector propio maximal del proceso y entonces, gracias al Teorema [4.7]
existe una tnica q.s.d. la cual, en virtud del mismo teorema, es equivalente a .

Falta por ver entonces la convergencia de las secuencias {0, }nen, {Tnltnen v {fnlnen.
Para ello, notemos que en la demostracion anterior se dedujo que si {6,}nen posee una
subsucesion convergente, digamos a €', entonces €’ es el pardmetro asociado a los vectores
propios maximales del proceso, y por lo tanto 6/ = A*. Asi, toda subsucesion convergente de
{6, }nen converge a A*, y como la sucesion es acotada debe tenerse

0, —— A*.
n—oo
De igual forma, en la primera parte de la demostracion obtuvimos que si {m, },en posee una
subsucesion débilmente convergente, ésta converge a una distribucion cuasi-estacionaria
para Y, pero tal g.s.d. es tnica y por lo tanto, como {m,},en vive en un conjunto débil-
compacto se tiene
Tp — T,

n—oo

en que la convergencia es en la topologia débil. De manera anéloga podemos deducir que

fn—>f

n—oo

en que la convergencia es en la topologia débil-* de L>(u).
[l

Notemos que gracias al teorema anterior, bajo las condiciones adecuadas el proceso Y
es Aj-recurrente positivo y su medida Aj-invariante 7 es acotada, luego, como es p-s.s.i.
podemos obtener del Teorema que para todo n € A<, y A C A, medible,

P,(Y; € A|t<T) — n(4),

y entonces m es un limite de Yaglom.
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5.5. Resultados numéricos

El Teorema [5.2 entrega un método que permite dar luces respecto a las propiedades de
las distribuciones cuasi-estacionarias en el caso de un espacio de estados continuo. En efecto,
a partir de la discretizacion del espacio de rasgos podemos construir las matrices M, luego,
calculando los vectores propios asociados al valor propio minimal, y normalizandolos de al-
guna forma podemos calcular el valor méximo que toman. El teorema anterior muestra que

estos valores maximos seran entonces indicadores de convergencia.

Con el fin de entender de forma algo méas empirica lo que ocurre con estos indicadores se

han estudiado algunos casos especificos, para los cuales hemos asumido:

1. el espacio de rasgos T sera el conjunto [0,1] € R y la medida de probabilidad o

corresponde a la medida de Lebesgue sobre este intervalo;

2. para cada n hemos considerado D,, como la particion de [0, 1] en n intervalos de igual
medida, esto es, todo D € D,, es de la forma [k/n, (k+1)/n) en que 0 < k<n-—-1y

su rasgo representante wp corresponde al punto medio del intervalo;

3. la normalizacion de los vectores propios fue elegida como [ A Ta(mla (n)dp(n) = 1,

que en este caso, para cada n queda de la forma

DpCAx

4. debido al rapido crecimiento de las matrices M al aumentar el tamano de la particion
se decidi6 tomar p = 3, pues la construccion de tales matrices toma un tiempo de orden

nP en que n es el tamano de la particion.

La diferencia entre los casos estudiados radica entonces en la eleccion de las tasas b,m y A,

junto con la eleccién de g. Para el primer ejemplo se utilizaron las siguientes funciones:

o Au(n) = 4nl;
o myu(n) = [l
w—w*+1 si |n]=1
o bu(n) = 4 st Inll =2 ;
6 st Inll =3

(a+ 1)e(at1)b
d g(a7 b) = 1 — e—(at])

Se calcularon los méximos de los vectores propios normalizados para un total de 70 matrices

y se obtuvo como resultado el siguiente comportamiento de la sucesion.
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1.014 -

1.012¢

107+ W
-0

1.008¢ o

1.005 o

Yalor maximo
el

10 ©

1.002

10 10 20 30 40 =0 50 70

Tamafo de la partician

En este caso, la secuencia m,, pareciera estabilizarse rapidamente cerca del valor 1.01, en
efecto, realizando un ajuste en matlab para estos datos salvo el primero se obtiene la siguiente
figura.

1.014 ¢

1.012¢

1.01

Yalor maximo
— — —
(-] [} (-]
g (o) )

& o)

1.002

® [atos emplricos
—Ajuste

0 9980 10 20 30 40 a0 B0 70

Tamano de la particidon

En que el ajuste corresponde a la funciéon

1,011z + 2,161
T +2173

donde la suma de los errores al cuadrado es de 7,34 x 10% y el valor de R? ajustado es de
0,9997. Podemos asumir entonces con un alto nivel de confianza que los valores maximos
estan acotados. En tal caso, del Teorema [5.2] podemos desprender entonces la unicidad de la
distribucién cuasi-estacionaria para el modelo y la A;-positividad del proceso.
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Graficando los vectores propios (interpolados) en A; para distintos valores del tamano de
la particiéon de T, n, se puede observar claramente su convergencia a una funciéon suave.

1.014

T

n=10
1.012 - n=20 ||
n=30

n=40

101

1.008

1.006

1.004

1002

Valor del vector propic

0.998 |

0.996

1 1 1 1 1
0384 0 01 0.2 0.3 04 0.5 0.6 07 0& IR 1

Rasgos

La convergencia observada pareciera ser bastante rapida, y la funcion a la que tienden los
vectores propios pareciera guardar relacion directa con la forma de las tasas de transicion.

Para ilustrar lo que ocurre al tomar tasas de transicion de una mayor complejidad, se
utilizaron para el segundo ejemplo las siguientes funciones, donde se asume siempre que los
rasgos x,y, z cumplen x < y < z.

2v si =20,
e \y(n) = w+2x + 3y + 2 si N =0, + 0,
wH+2r+3y—4z+5 si n=10,+9,+0,
w+1 si n=24,
o myu(n) = w+r+y+1 si n=0,+9,
V3 —y—4+5 si n=0,+0,+0,
4w? + 4w + 1 si =20,
e b,(n) = (w+1)277Y si n=20d,+9,

w*+a?—y? — 2243 si n=20,+0,+9,

9(a,b) = %<;l(;fa_32)—2;) “)

Al igual que en el ejemplo anterior se calcularon los maximos de los vectores propios
normalizados para un total de 70 matrices, obteniéndose el siguiente comportamiento de la
sucesion.
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Yalor maximo

O 1 I I I I I 1
0] 10 20 30 40 50 50 70

Tamano de la particion
Se realiz6 una serie de ajustes para estos datos, de entre los cuales destacod la funcion

22,922 + 44,09
T+ 57

Y

obteniéndose en este caso una suma de errores cuadrados igual a 0,1423 y un valor de R?
ajustado de 0,9998.

14

12+

Walor maximo

¢ Datos emplricos
—Ajuste
0 10 0 30 40 50 B0 70
Tamano de |la partician

|:| 1 1 1 1

Aunque en este caso no se observa la convergencia de estos valores, graficando nuevamente
los vectores propios sobre A; para distintos tamanos de la particion se observa una tendencia
clara.
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n=10
gL n=20 ||
n=30
=40

Valor del vector propic
1

1] 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1] I 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0y 0.3 0.9 1
Rasgos

Como puede observarse, los vectores nuevamente parecieran converger a una funcion f,
la cual no sabemos si se mantiene acotada para valores cercanos a (0. Para estudiar este
acotamiento se realizaron ajustes para los vectores propios en el caso de una particion de
30 elementos y en el de una particion de 40 elementos, obteniéndose valores de R? ajustado
iguales a 1 para las funciones

0,2135x + 0,1562 0,2129x + 0,1553
= + 0,0024 Y z+0,0035
que son ajustes para el caso de 30 y 40 elementos respectivamente. Notando que el valor que

toma la segunda funcién en 0 es menor que el valor que toma la primera en tal punto, y que
para valores pequenos una suerte de monotonia, no es ilogico pensar que existe convergencia.

5.6. El caso de tasas no continuas

Tal y como se mencioné en la seccién 2.6, la continuidad de las tasas es una hipdtesis que
hemos utilizado casi en la totalidad de los casos para deducir cotas sobre A<,, salvo en los
resultados de existencia de q.s.d. del capitulo 3. En este capitulo, sin embargo, no contar
con la continuidad de las tasas significa perder la nocion de aprozximacion de los procesos
W”, pues la disminucién del tamano para los elementos en D, no garantiza que podamos
ver las tasas como constantes. Al trabajar con tasas no continuas seré necesario introducir
la Proposicion como un requisito para la construcciéon de D,, y H,,.

Definicién 5.11 Diremos que la familia de particiones {H,}nen inducida por {Dy}nen €S
una A<,-aproximacion si para todo € > 0 existe n. € N tal que para n > n.,

(b, (1) = by, (12)] + [, (1) = 1y, (m2)| + [Xa, () = Ay, (m2)] + [9(25, 2) — 9y, 2)| < ee®
en que 11,12 y las secuencias {x;}, {y;} son como en la Proposicion[5.§
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La eleccion de las particiones D,, que generan A<,-aproximaciones puede ser muy compleja,
y a veces hasta imposible de obtener, sin embargo, para aquellos casos en los cuales existan,
podemos construir los procesos W™ tal y como se hizo en la Definicion (para los cuales
la totalidad de los resultados en la seccion 5.3 se mantiene valida) y deducir los siguientes
resultados.

Proposicién 5.12 Sea h : A<, — R medible y acotada, entonces

157 () ~ PAB)lloo —— 0

Teorema 5.3 Sea {H, }nen una A<p-aprozimacion inducida por {D, }nen y tomemos {W" }nen
la familia de procesos construidos como en la Definicion para los cuales existen unicas
distribuciones cuasi-estacionarias {m, tnen, las cuales son absolutamente continuas respecto
a pv y por lo tanto poseen densidades {hy}nen Tespecto a tal medida. Si consideremos {0, }nen
Y { futnen como en el Teorema entonces se cumple:

1. si existe algun S > 1 tal que

MWAVWW%W<w

n—o0

en que s es la medida definida en la Proposicion[.8, entonces existe una distribucion
cuasi-estactonaria ™ para Y, la cual es absolutamente continua respecto a jv y tal que
T, — T débilmente salvo subsucesion.

2. normalizando las funciones f, de forma tal que

vn € N, . falmun)dp(n) = 1,

para alguna funcion u : A<, — RT p-integrable, si se cumple la condicion

sup || f [l < 00,
neN

entonces se tienen los siquientes resultados:
o cxisten 0 € R, una medida de probabilidad © y una funcion f tales que 6,, — 0,
T, — m débilmente y f, — f en la topologia débil-* de L*°(u);

e 7 es la unica distribucion cuasi-estacionaria del proceso'Y , la cual es equivalente
a p y tiene como pardmetro asociado a 0;

e f es una funcion acotada y O-invariante y el proceso es 0-recurrente positivo.

DEMOSTRACION. La demostracion de la segunda parte del teorema es igual a lo hecho para
el Teorema y por lo tanto la omitiremos. Para mostrar la primera parte notemos que
las sucesiones {0, }nen € Ry {hpnen € LP(us) estan acotadas, luego poseen subsucesiones
convergentes a 0 y débil-* convergentes a h.
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Gracias al Teorema [3.3] para mostrar que la medida hdus es 6-invariante basta deducir
que para todo w € L*(fis) se cumple

~

<Pt<w)7 h>us = 670t<w7 h)us'

Gracias a la Proposicion (4.8 ps estda bien concentrada y es O-invariante, luego podemos
utilizar el Teorema para deducir que para todo 1 < k < oo el operador P, est4a bien
definido desde L*(u,) sobre si mismo y que es continuo. Similarmente a lo hecho entonces
para el Teorema [5.2] deducimos que

~ A~

(Py(w), hn>#s - <Ptn(w)7 hn>us

+ ’6_9”t<w, hn>us 6_0t<w7 hn)ﬂs ’ + |6_9t<hn’ w>ﬂs - 6_0t<w’ h>“

(Pe(w), h)p, — e~ (w, )y, +

< [(Bw), W, = (Pi(w), huy,

£l

IN

[(Pi(w), By, = (o), ),

+Hw|l o |€_9t - e_et’ +e bt |(w, h’n>/4«s — (w, h>us| .

+ |[Prtw) = Br(w)|

Notemos que como w € L*®(us), se tiene P (w) € L®(us) € L*(us). Asi, gracias a la
convergencia débil-* de {h, },en el primer y ultimo término de la expresion anterior deben
ser pequeflos para valores grandes de n, y gracias a la Proposicion [5.12] y la convergencia de
los #,, los términos restantes también seran pequenos. Se deduce que para todo € > 0

~

<Rf(w)7 h>/$s - 670t<w7 h’>/$s S g,

de donde se deduce el resultado. O
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Capitulo 6

Infinito como estado de entrada

En el presente capitulo resumiremos algunos de los principales resultados obtenidos para
procesos de nacimiento y muerte en que el espacio de estados corresponde al conjunto de
los ntimeros naturales. Para este caso estudiamos principalmente el trabajo realizado por
Van Doorn en [30], donde se dan condiciones necesarias y suficientes sobre las tasas para la
existencia y unicidad de una distribuciéon cuasi-estacionaria. Es de particular interés el caso
en que infinito es un estado de entrada, esto es, existen ¢ > 0 y m € N tales que

inf P, (7T, <t) >0, (6.1)

n>m
en que 7T, es como en la Definicion 2.19 Utilizando esta propiedad podremos mostrar que
para ciertos procesos Y para los cuales infinito es un estado de entrada, sus aproximaciones
{W"™},en poseen distribuciones cuasi-estacionarias, las cuales son tnicas para cada W" y
convergen salvo subsucesion a una q.s.d. para Y. Mostraremos ademas que si para estos
procesos existen vectores propios por la derecha {f,},en los cuales son acotados, entonces
existe un resultado analogo al Teorema [5.2| para Y.

6.1. Procesos de nacimiento y muerte en N

En la presente seccion enunciamos los principales resultados desarrollados en [30] para
procesos de nacimiento y muerte en N, los cuales conforman una de las familias mas estudiadas
de procesos de Markov absorbidos.

Definicién 6.1 En la presente seccion introducimos un proceso de Markov X a tiempo
continuo y cuyo espacio de estados son los niumeros naturales. X corresponde a un proceso
puro de saltos, en que la tasa de pasar desde n hasta n + 1 es b, y la tasa de pasar desde n
hasta n—1 es \,. Asumiremos que by = N\g = 0 y por lo tanto {0} corresponde a un conjunto
cementerio.
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El estudio de la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias y de algunas propiedades de
las mismas se basa principalmente en el estudio de las propiedades de expresiones construidas
a partir de las tasas de transicion, las cuales introducimos de la siguiente forma.

Definiciéon 6.2 Dadas las tasas de transicion {b,}nen v {\n}nen se definen:

1. p1 == 1 ypara cadan > 2, ppi1 = pa(bn/Ans1);
2. la serie A definida como A = > 7 (bupn)~';

n=1

3. la serie S definida como S = > >0 (bupn) 1D 50

n=1 i=n-+1 Pi-

En [14] se demuestra que la condicién A = oo es equivalente a la absorcion casi-segura del
proceso en 0, y en [16], que las funciones p;;(t) definidas como

pi(t) = Pi(Xy =),
corresponden a las tinicas soluciones de las ecuaciones
pi(t) = Nipic1j(t) — (N + bi)pij(t) + bipia (1) si i>1, j >0,
P, (t) = 0 S j>0.

Karlin y McGregor mostraron en [I5] que las funciones p;;(t) pueden ser representadas como

patt) = oy [ " g (@)g (@) d(a),

en que las funciones {¢;}ien corresponden a una familia de polinomios definidos recurrente-
mente de la forma

buGni1(z) = (by+ A\ — 2)qn(z) — Angn_1(x),
biga(z) = b+ —x,

y donde ¢;(x) = 1. Por otro lado, v es la tnica medida de probabilidad en [0, 00) para la
cual los polinomios anteriores son ortogonales entre si. Es directo notar que para todo z, la
secuencia {g,(z) }nen corresponde a un vector propio por la derecha del generador infinitesimal
del proceso, con valor propio asociado x. El siguiente resultado, utilizado por Van Doorn en
[29] permite deducir para qué valores de x tales vectores propios son no negativos.

Proposicion 6.1 [29/ Para cada n € N el polinomio g, posee exactamente n raices distintas
y positivas, las cuales notamos como Tn1,%Tn2,...,Tn,. Lstas raices cumplen ademds que
para todo i,n € N con i <n

Tntli < Tpg < Tptlitl-

Es directo entonces deducir que para cada i € N, la secuencia {z,,;},>; es decreciente y
acotada inferiormente por 0, luego converge a algiin valor & > 0. De particular interés resulta
entonces la equivalencia

r<§& <= VneN, g,(x) >0,

pues entrega condiciones necesarias y suficientes para la no negatividad de tales vectores
propios.
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El siguiente teorema muestra que la convergencia o divergencia de la serie S es determi-
nante respecto a la cantidad de distribuciones cuasi-estacionarias del proceso.

Teorema 6.1 [30, Teorema 3.2/ Sea S como en la definicion|[6.3. Se tiene:

e si S diverge, entonces & = 0 y no existe una q.s.d. para X o & > 0 y para cada
0 <z <& existe una q.s.d. asociada al pardmetro x;

e si .S converge, entonces & > 0 y existe una unica q.s.d., la cual tiene como tasa de
extincion a & .

De esta forma, el estudio de la serie S permite revelar si la q.s.d. es tnica o no, y la razén
de ello es que su convergencia o divergencia indica si infinito es o no un estado de entrada,
como indica el siguiente resultado, que adaptamos desde el contexto de las difusiones.

Proposicion 6.2 [3, Proposiciones 7.6 y 7.10] Supongamos que la serie A diverge, entonces
son equivalentes;

o cristent >0 ym €N tales que inf,,>,, P, (T, < t) > 0;
o 5 < o0;

® sup;>oEx(7o) < oo;
e para todo M € R eziste N € N tal que sup,> y E, (V) < oo.

Una propiedad muy importante y que no queda explicita en la proposiciéon anterior es que
la secuencia {sup, >, En(Tm)}men tiende a cero cuando m tiende a infinito. Esto es directo
de la convergencia de S y de

nam n=m+1 i=n+1

cuya demostracion podemos encontrar en [23]. En particular, utilizando la desigualdad de
Markov podemos deducir el siguiente resultado.

Proposiciéon 6.3 Para todot >0 ym € N se cumple inf,>,, Pp (T, < t) > 0.

DEMOSTRACION. Sea t > 0 fijo y tomemos £ € N tal que 2sup,>;, E,(7x) < (1 —¢) en que
0 < € < 1 es cualquiera. Utilizando la desigualdad de Markov se deduce que para todo n > k

se tiene
t

Si k < m, se tiene 7,, < 7T v entonces se deduce el resultado. Si k > m, entonces para todo
n>k

t/2
(Tg)z/ Pr(Tm <t )Pn(ﬁeds)zpk(Tm<%)s>O,
0

y como para cada m < n < k se tiene P, (7, <t) > 0 se deduce el resultado.



6.2. Distribuciones cuasi-estacionarias para W"

En el capitulo anterior, a partir de las tasas de transicion b, m,, A\, v g, fueron construidos
los procesos W" a valores en A~ pero que se comportan como procesos a espacio de estados
discreto al considerar particiones apropiadas de tal conjunto. El objetivo de esta secciéon es
mostrar que bajo la hipotesis adicional de que infinito sea un estado de entrada para Y, es
posible encontrar un resultado similar al Teorema [5.1| para cada W™.

Comencemos notando que para el generador infinitesimal y el kernel de tasas de salto de
W™ se tienen expresiones similares a (5.1)), en que para f : A — R con f(0) = 0 localmente
acotada, n € A7y B C A se tiene

k
Guf(n) =Y _blwp,. Ca)[f(n+8y,) = FD] + D Mwn, ) [f (n = 8y,) = F(n)]
=1 =1
J ) J
+ > mwn, ) [ 110r+8.) = f@)la(wn, o),
j=1
k
Qu(n,B):= > blwp;,Cu) + D> Mwp,,Cu) + Y m(wp,, () / g(wp;,z)do(2),
1<j<k 1<j<k j=1 ideB
n+éy, €B n—oby;€B
donde 77 = (y1, Yo, - - -, Yr) ¥ las notaciones wp y (g son como en el capitulo anterior. A pesar

de que las tasas de transicion de W™ no son continuas, éstas son localmente acotadas, luego
los resultados del primer y tercer capitulo se mantienen validos salvo aquellos relacionados
con la existencia de q.s.d.. Para garantizar la existencia de tales distribuciones asumiremos
una hipoétesis adicional sobre las tasas de transicion de Y.

Hipotesis 4 (HI) Euisten secuencias {b}, }ren y {\, }ren en RT tales que Vn € A7°) y € {n},

711 (By(n) +my () <Oy y - AInllAy () = Ay,

y que, st son utilizadas para construir S y {p;}jen como en la deﬁmcio’n entonces S < 0o
y b, pp, —— 0.
n—oo

Notemos que gracias a la hipotesis se tiene

sup_sup (b, (n) +my(n)) = C < oo,
n€A=0 ye{n}

luego, para que se cumpla en el caso de Y, basta tomar b), := Ck y tasas de muerte \),
adecuadas. Un célculo sencillo pero algo extenso muestra que es suficiente que las tasas de
muerte tengan un crecimiento polinomial més rapido que lineal, es decir, N, := ck” en que
B > 1. En tal caso la serie S es convergente y ademés

n—1
bl = C(g) (n)'=% ——0,

C n—00

luego en este caso se cumple [(HI)}
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En lo que resta del capitulo asumiremos que Y cumple las hipotesis junto con
luego por construccion de los procesos W™, éstos cumplen las mismas hipotesis. El siguiente
resultado muestra que la hipotesis introducida en este capitulo permite acotar tanto ||Y|
como los procesos ||[IW"|| por un proceso de nacimiento y muerte en N para el cual infinito es
un estado de entrada.

Proposicion 6.4 Supongamos que Y cumple |(HI) y sea X un proceso de nacimiento y
muerte en N con tasas {b) }ken y {\; }ren como en la hipdtesis. En tal caso tanto ||Y|| como
los procesos ||W™|| estdn dominados estocdsticamente por X.

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracién de esta proposiciéon tnicamente para Y pues
para cada W™ la demostracion es idéntica. Consideremos un coupling F' para los procesos Y
y X tomando valores en el conjunto

G = A, k) € AN, [In] <k}

El proceso F' es un proceso de Markov de saltos cuyo kernel de tasas de transicion J((n, m), B)
esta definido como

J((n, k), A x {k}) = g @0, A) st A C Ajyj41;
J((n k), Ax{k+1}) = lp—pQ»n, A) si A C Ajpjj41;
J((n k), {nt x{k+1}) = b — L@, Ajyy1);
J((n k), An =0,y x {k}) = nyAy(n) = Ly TN siy € {n};
J((0, k) {n — 0,3 x {k = 1}) = Lpmpupy FA siy € {n};
J((n, k) Any x {k=1}) = L{eni;
J((0,m),{0} x {m +1}) = b;
J((0,m), {0} x {m —1}) = A..

Por hipoétesis cada una de estas tasas es no negativa y por lo tanto el proceso esta bien
definido. Notemos que para este proceso se tiene

S, [nll)s As < {nll3) = 0,

y por lo tanto nunca sale de G. Notando que los kernel de transicion marginales corresponden

alos de Y y X se deduce la dominacion.
O

Gracias a la proposiciéon anterior, para toda funcién f : N — R creciente se tiene

E,(FAYED) < By (F (X)), (6.2)

y por otro lado, como ||Y]| esta dominado por X, la variable 7Y esta dominada estocastica-
mente por 7;X, en que ambas variables se definen como en la Definiciéon m Esto es, para
cada funciéon f : R — R creciente se tiene

E,(f(T&) < Epy(F(T55)) (6.3)
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Para poder encontrar un resultado similar al Teorema[5.1] observamos primero que se tiene
la siguiente proposicion cuya demostracion omitiremos pues es idéntica a lo hecho para la
Proposicion [5.9]

Proposicion 6.5 Sea n € N cualquiera, entonces para todo par de conjuntos H, H' € H,,,
todo par de configuraciones n1,me € H y todo t > 0 se cumple
B, (Wi e H') =P, (W € H').

Utilizaremos la proposiciéon anterior para probar el siguiente resultado.

Teorema 6.2 [2], Teorema 1] Sea n € N cualquiera y W™ definido como antes. Para este
proceso existe una unica q.s.d. w, y ademds existe 0 < v < 1 independiente de n tal que para
toda medida de probabilidad v sobre A=° yt > 1 se cumple

P, (W €[t <T)=mullrv < 297,
en que || - ||rv es la norma de variacion total y T es el tiempo de absorcion para W™.
DeMosTRACION. Al igual que en el Teorema mostraremos que existe una medida p finita
y no idénticamente nula tal que para todo n € A"y s > 1 se cumple
P,(Wie-|s<T) > p. (6.4)

Para ello realizaremos sutiles variaciones a lo hecho en el Teorema 1 de [21], comenzando por
mostrar las siguientes propiedades.

e Existe a > 0 independiente de n tal que para todo n € A=° y A C A; medible se tiene
P,(Wi e A) > au(A). (6.5)
En efecto, utilizando la propiedad de Markov fuerte se tiene

P,(Wpred) > P,(WpreAANTi<i)
1
> / / P, (Wi, e AP, (Ty €ds N WP edn),
0 Ay
pero gracias a la desigualdad (5.4)) existe o’ independiente de s,n" y n tal que
Py (WP, € 4) > o'u(A),

podemos deducir
1
P,(W e A) > P, <7] < 5) o' u(A).
Ahora, tomando f = 1,51/ en la ecuacion (6.3) se tiene
Py (77 < 1/2) < Py(Th < 1/2),

donde el primer término esta acotado inferiormente por algin > 0 independiente de
In|l v de n gracias a la Proposicién [6.3] Tomando a = o’ se deduce (6.4)).
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e Existe k > 0 independiente de t y de n tal que
k sup P, (T >t) < inf P(T >1t). (6.6)
neAL

nleAfo

Sea Q > 0 una cota positiva para @ sobre A;, para la cual, gracias a las Proposiciones

y [6.4] existen k € N y ¢; tales que

sup En(e@ﬂ“) < supE,(e?TF) < ¢ < oo, (6.7)
neA-0 neN

y en que si ademas consideramos 77 el primer tiempo de salto de W™ entonces

of Bo(Wy' € Aci) 2 fof Py(n > 1) = e (6.8)
Buscamos acotar superiormente P, (7 > t), dividiéndolo para ello como P, (7}, > t) +
P, (Tx <t < T), donde el primer término es facil de acotar utilizando la desigualdad

de Chernoff,
P, (Te >t) < e R, (™) < inf Py(W) € Acp)ey < inf Py(T > t)ey.

neA; neA;
Para el segundo término, gracias a la desigualdad (5.6)) existe £’ > 0 independiente de
t tal que
inf P,(T >t) > & sup Py (T >1t),

neA<y n'eA<k

y entonces, utilizando (6.7)), y la propiedad de Markov se tiene
P, (T <t <T) < ]En(e@Tk) sup sup e‘QS]P’,,/ (t—s<T)
U/GAS;C s€[0,t]
% sup inf Py (WP e Acy) inf Pu(t—s<T)
- WIIEAgk

" seog e

IN

= a inf P, (t<T),
7 e T =)

luego se tiene

P (T>t) = Py(Te>t) +P(Th <t <T) < <1+l,) inf P, (t<T),

K' ] neA

y tomando el supremo en A% se deduce el resultado.

Para encontrar la medida p que cumple (6.4 seguimos el mismo razonamiento utilizado
en el Teorema , en que paran € A%, A C A; medible y s > 1 se tiene

P,(s < T)P,(WPeA|s<T) = P,(WreA s<T)

> kP,(WreA) sup Py(s—1<7T)
77’6./4_0
> kap(A)B,(s < T),
luego, la medida p = akpu(- N A;) cumple la propiedad deseada. El resto de la demostracion

es idéntico a lo hecho en el Teorema [B.1]
]
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Del resultado anterior se desprende la existencia y unicidad de una distribuciéon cuasi-
estacionaria para cada W", sin embargo nada podemos decir sobre la existencia de un vector
propio por la derecha positivo y acotado, pues ni siquiera para el caso de un proceso de
nacimiento y muerte en N tal existencia es clara. Sin embargo, dentro de tales procesos
existen ciertos casos especificos para los cuales la existencia de tales vectores propios acotados
es conocida, y que permiten pensar que esto ocurre bajo condiciones no muy restrictivas.
Consideremos por ejemplo el caso en que las tasas de transiciéon son de la forma b,, := bin en

que by >0y
4 5 n B
0 2n° —1 b 1-—
(207 — 1] + byn (n+1)
si n>2
A, = [( n )B ]
—1
n—1
\ (1—=279)b; + 6 sioon=1,

donde 6,5 > 0. Un calculo sencillo muestra que para n grande la funcién anterior puede
aproximarse por %9715*1, y que para este proceso la funciéon 1) : N — R* definida como

Y(n) = 2—-n""

es un vector propio por la derecha asociado a # > 0 y es acotada.

6.3. Convergencia de los vectores propios de WW"

En la presente secciéon buscamos encontrar resultados similares a los de la Secciéon 5.4,
segun los cuales los vectores propios maximales de los procesos W convergen a los vectores
propios maximales de Y. Para ello necesitamos primero un resultado similar a la Proposicién
[b.11] el cual permita ver de qué forma los procesos W" aproximan a Y.

Proposicién 6.6 Sean {P};>0 y {P:}iso los semigrupos de transicion de los procesos W
y Y respectivamente. Para todo € > 0 y m € N existe N € N tal que para todo n > N y
A C A-, medible se cumple

sup | (14)(n) — P(1a)(n)| < e.

nGASm

DeEMoOSTRACION. Comenzaremos mostrando para t > 0y € > 0 como en el enunciado existe
un natural £ > m tal que para todo n € N,

sup P, (7' <t)<e.
77€v4§m

En efecto, utilizando la desigualdad (6.3]), para todo n € A<, y k € N se tiene

P, (T <t) < Py (T <t) < P (TF < 00),
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pero el tdltimo término esta acotado por la probabilidad de que existan tiempos de salto
Trtmi1> Trimaas -+ Tny €0 que para cada 7,,, X pasa desde j — 1 al estado j. A su vez, esta
probabilidad esta acotada por la expresion

bbby Wby boape

mYm4+1 " m’m+1 "

(O + M) By + Ai) - By + M)~ A A ANy VW opm2

y como las tasas b/, y A/, de X cumplen las condiciones de las hipotesis [(HI)| esta tltima
expresion tiende a cero cuando k — oo. De esta forma, si tomamos £ suficientemente grande

sup P, (T <t) < Py (T <o0) < e,
nEASm

y la eleccion de k s6lo depende de X, luego es vélida para cada W™ y para Y.

Notemos ahora que para cada n € A<, la expresion |P"(14)(n) — Py(14)(n)| es menor a
B W €A AT >t —B(Yi € A AT > )] +B(T7 < ) +B, (T <),

luego, para k € N grande e independiente de n los dos ultimos términos son menores a €.
Por otro lado, en el evento 7", T, > t, los procesos W™ e Y toman valores en Aj_;, y por
lo tanto podemos seguir la demostracion realizada para la Proposicion [5.11] para deducir la
existencia de N € N tal que para n > N se cumple

B,(WPeANTI>t)—P(Y,eANT)>t)| < e

Esta cota se obtiene independientemente de la configuracion inicial 7, luego se concluye el
resultado.
O

El resultado anterior permite deducir el siguiente Corolario, cuya demostracion omitiremos
pues es idéntica a la del corolario [5.1]

Corolario 6.1 Para todo e >0, m € N y C > 0 existe N € N tal que para todon > N y
toda funcion h : A™° — RT a soporte compacto con h < C se cumple

sup [P (h) — By(h)| < e.

77€v4§m

Finalmente, estamos en condiciones de extender el Teorema [5.2| para procesos Y a valores

en A" v que cumplen la hipotesis

Teorema 6.3 Supongamos que Y cumple con |(HI) y sea {m,}nen la secuencia de g¢.s.d.
asociadas a los procesos {W"},en, cuya ezistencia estd garantizada por el Teorema .
Tomando {0, }nen la sucesion de tasas de extincion de tales q.s.d. se tiene;

1. FExiste una distribucion cuasi-estacionaria ™ para Y tal que w, — w débilmente salvo
subsucesion.
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2. Supongamos que para cada W™ existe una funcion f, acotada y 0,-invariante. St existe
u: A<, — R, p-integrable tal que

Vn €N, Su(mu(n)du(n) = 1,
A<p
y st se cumple la condicion

sup || fn [l < 00,
neN

entonces se tienen los siguientes resultados:

o cuisten 0 € R, una medida de probabilidad m y una funcion f tales que 6, — 0,
T — m débilmente y f, — f en la topologia débil-* de L*>°(u);

e 7 es la unica distribucion cuasi-estacionaria del proceso Y, la cual es equivalente
a [ty tiene como parametro asociado a 6;

e f es una funcion acotada y O-invariante y el proceso es 0-recurrente positivo.

DEMOSTRACION. 1. Siendo los procesos construidos como en la Definicion [2.11] generaliza-
ciones de procesos de nacimiento y muerte en N, los resultados encontrados para Y
pueden ser aplicados de igual forma a X, pues este proceso cumple con las hipotesis en
. En particular, gracias al Lema se deduce que para todo v > 0 existen ay, 5 > 0
tales que

Ym e N, E, (e 7% > 1) < yem™ 4 5.

Tomando ¢ : NU {0} — R como ©(m) = e™™ sobre N y 1)(0) = 0 se tiene
vmeN,  E,@(X1) < vp(m)+ B,
y ademas 1 es creciente, luego, gracias a la Proposicion (6.4} para cada n € N se tiene
Vg Al Eyfe ML T > 1) = (W) < Epi((X) < e+ 5.

Por otro lado, tomando () una cota superior para @ sobre A, (y por lo tanto, de @),
el Lema [3.2] indica que para cada n € N

6_@ < ]Dtn<1./4_0)7
desigualdad que utilizamos para obtener
E, (eI 77 > 1) < 2 (y(, e ) + 8) (6.9)

donde v es cualquier medida de probabilidad sobre A~°. En particular, si consideramos
v <e @y K eR*tal que f(e=? —~)"! < K, entonces para todo n € N y toda medida
de probabilidad v,

(v, ey < K = E, (enI"'l] 7" >1) < K. (6.10)
Notemos que utilizando la propiedad de Markov de W™ se tiene
E, (6a1||Wfﬁ+11|| ’ TV >m + 1) = E,. (601I|W%|| { T > m) ’
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donde v* := E, (W € - | T¢V" > 1) es una medida de probabilidad, luego utilizando
esta igualdad y repetidamente, para todo m € N se tiene

(el < K = E, (emIWall | 7V > m) < K, (6.11)

implicancia que generaliza a (6.10). Sean finalmente m, 7 € N cualesquiera, y tomemos
m, la distribuciéon cuasi-estacionaria de W". Dada una medida de probabilidad v tal
que (v, ey < Ky definiendo v" como v™ = E, (W € -|[T" > m) se cumple

<7Tm€a1||~H1A§j> = (m, — V*n’ea1II~H1A§j> + (v, ealH~II1A§j>
< e|m, —E,(W" €T >m)|rv + K,
luego si m es suficientemente grande, utilizando el Teorema [6.2] se tiene
(Wn,ealH'||1ASj> < K+1,
y como j € N es cualquiera, por teorema de convergencia monétona,

(T, ey < K 4+ 1. (6.12)

Para probar entonces que existe una distribucion cuasi-estacionaria, notemos que como
0 <6, <Q, lasucesion {0, },en es acotada y posee subsucesion convergente, digamos
a un valor 6. Por otro lado, la sucesion {7, },en es acotada vista como elementos en

el dual de Cy(A™), introducido en la Definicion [3.4} De esta forma {m, },en posee una
subsucesion débil-* convergente a un elemento m € Cp(A™%)*.

Como ya se habfa mencionado, A~ es localmente compacto pero no compacto, y por lo
tanto el dual del espacio anterior corresponde al espacio de las medidas finitamente adi-
tivias y regulares sobre A~ es decir, a priori 7 no corresponde a una medida o-aditiva.
Sin embargo, gracias a es sencillo ver que para toda funcion h : A7 — R* con
h < enll se cumple 7(h) < K + 2, y podemos entonces utilizar [4, Lema 4.1] para
concluir que 7 es una medida de probabilidad.

Utilizando el Teorema [3.3] para mostrar que 7 es una q.s.d. basta con ver que para
todot >0y h: A% = R continua y acotada se cumple

(m, Pi(h)) = e "(m.h).
Para ello, como 7, es q.s.d. para W™ se tiene

[(m, P(h)) — e~ (m, h)| < [, Po(h)) = (mn, Pu(R))| + [{mn, Po(h)) = (mn, PP (R)))]

+ |e~0ntmn, ) — = )|+ [e(mn, B — e~ (m, )|

< ltm ) = (o PARY] + sup [Pk ) = P () )|

+2m, (Asm) + [|A]lco ’6_9”t — 6_9t| + e % |{m,, h) — (7, h)|,

y utilizando los mismos argumentos que en el Teorema [5.2] se deduce que para n € N
grande, tanto el primer término como los ultimos dos deben ser pequenos. Que el
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segundo término sea pequeno es consecuencia del Corolario [6.1], mientras que para el
tercer término se tiene

Tn(Asm) < e ™, el ) < ema™(K +1),
y tomando m grande, se deduce que para € > 0 cualquiera
[(m, Py(h)) — e (m,h)| < e.

Como esto se cumple para todo £ > 0, 7 es una q.s.d..

. La demostracion de la segunda parte del teorema es analoga a la demostracion realizada
para el Teorema [5.2] y la unica diferencia con lo hecho ahi consiste en demostrar que

(h P = € (R, [

para toda funcion h € L*(7) positiva y a soporte compacto, en lugar de demostrarlo
para funciones h € L!(7), pues de esta forma podemos utilizar el Corolario en lugar
del Corolario [5.11

[]
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En el presente trabajo se determiné que bajo la condicion de acotamiento uniforme para las
funciones f,,, correspondientes a vectores propios para los procesos W", existe convergencia
de tales funciones a un propio por la derecha acotado de )A/, y que en tal caso se da una
convergencia similiar para los vectores propios por la izquierda (Teorema . Ademés, para
el caso en que Y vuelve rapidamente desde infinito se encontraron condiciones para tener el
mismo resultado (Teorema [6.3)). Utilizando estos teoremas se deduce un método con el cual
es posible aproximar los vectores propios del proceso tal y como se hizo en la Seccién 5.5.

El enfoque de buscar vectores propios por la derecha utilizado en este trabajo es poco
utilizado en la literatura de distribuciones cuasi-estacionarias, siendo reemplazado por lo
general por un andlisis profundo de la estructura del proceso. De esta forma el trabajo
realizado sienta un precedente, donde, si bien no se obtuvo resultados del todo determinantes
para la existencia de la funciéon f buscada, si se realizd6 un anélisis interesante sobre las
propiedades del semigrupo en el Teorema [4.2 el cual puede extenderse a otros modelos
permitiendo la busqueda de funciones A-invariantes acotadas.

En cuanto al trabajo futuro, el principal y més obvio es el de encontrar alguna cota
uniforme para las funciones A-invariantes. Resulta intuitivo pensar que para un espacio de
estados compacto en que todas las tasas son acotadas, un vector propio por la derecha debiese
ser acotado, sin embargo no se ha encontrado atn algin parametro del proceso que permita
acotar tales funciones. Una pista para la existencia de tal parametro puede encontrarse en
la convergencia de la serie S introducida en la Tefinicion [6.2] puesto que pareciera ser que
en los procesos de nacimiento y muerte en N, la convergencia de tal serie equivale a que los
vectores propios por la derecha sean acotados. Por otro lado, ya se vio en el Teorema que
la convergencia de S implica un comportamiento del proceso similar al caso truncado.

Un tltimo problema abierto es el de la continuidad de la funcién f encontrada. En la tota-
lidad de las simulaciones numéricas, las funciones f,, convergen puntualmente a una funcion
continua, lo que, junto con la compacidad del espacio en el caso truncado, implicaria que f
es acotada. Esta propiedad se presenta como una alternativa, sin embargo los resultados de
existencia en el espacio de funciones involucran el concepto de equicontinuidad, que pareciera
no ser compatible con la naturaleza del semigrupo de transicion.
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Anexo A

Demostraciones

En el presente capitulo demostraremos las Proposiciones [2.3] y que son de un
caracter mas técnico.

Proposicion
1. La sucesion {(Y,, 7n) }nen es cadena de Markov homogénea,;

2. las variables A1, ‘Yk en que ATy = Try1 — Tk, Son independientes de a pares y tienen
distribucion exponencial con pardmetro Q(Yj);

3. los elementos condicionados Y;, 11 |}7 tienen como distribuciéon OE
n n

4. para todo n € N las variables YnH!? y ATnH!Y son independientes;

5. la sucesion {Y, }nen es cadena de Markov homogénea.
DEMOSTRACION. Sean 0 < s; < sy y definamos los conjuntos By, 5, como
351752 = {B € 27 v(t>j>y79) € B, S1 < t S 32} g E,

que utilizaremos para la construccion de Fj, ;,, la o-algebra generada por la familia deele-
mentos aleatorios

{)/0} U {Mc('v B>7 Mm("? B)? Md('v B)}BGle,SQ'

De la Definicion es inmediato ver que para k € N, 79, m1,m2, ..., € Ay 0 <ty <ty <
oo < ty, el evento

F={Yo=mn, Yi=nm, ni=t), Yo=12, To=ty, ..., Vi =0, T =t}

es Fo,-medible, y en este evento las variable Yy, 1, Te41 y v¥ toman la forma
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Thwlp = mf{t > b, D0, a Mo((t, 1] X By, e, t) > 0F;

vEp = f 1(twk+ﬂ(t)éHj(nk)Mm(dt, dj,dz,df) Cuando x = ¢, m;
(t,00) X Bz (M)
’Us,blp = f ]-(tk,‘rk+1}(t)5sz(dt7 dj,dz,do);

(tk7oo)><Em(77k)

YkJrl‘F = N+ U?!F + Uﬁ’;’F - U§|F7

Que son F, -medibles, luego, independientes de Fq;, pues tales o-algebras estan construidas
a partir de medidas de Poisson independientes y sobre ventanas disjuntas. Podemos deducir
entonces que dados B C Ay C C [0,00)

]P)(}_/k—i-l €B A Th+1 EC‘F) = P(Y;ﬁ.ﬂ}?éB A Tk+1|F€O),

lo que prueba 1). Para calcular la distribuciéon conjunta de estas variables, sean F' como antes,
y € {m}, 2 & {m} v tis1 > tg. Si consideramos D, como

D.:={(t,j,z,0) € E |t € [tip1, tir1 +dt], § < |Imsa]l; 0 <0 < bsgn ()}
entonces es directo que el evento
{YkH\F =+ 0y A Tip1lr € [trsr, trrr + dt)}

es igual a
{MC(DC) =1, My(EM*1 — D) =0, M (EEt1) = 0, My(EM+) = o} .

Gracias a la independencia de las medidas y el que cada variable M, sigue una distribucion
de Poisson, obtenemos

Botet1 gttt UEk»ikH)
m d

P (Yis1lr =k + 0y A Tigt|p € [ths1s tors + dt)) = pp(De)e = Fe ;
y es sencillo verificar que
pp(B T U B OB = Q) — tl;
1e(De) = (M) yby (i )dt,
luego, obtenemos
P (Yisrlr =k + 6y A Teralr € [trgrs toer + dt)) = ()yby (mi)e” 0~ at,
y analogamente
P (Yk—H‘F =Nk — 0y A Th1|F € [thg1, ths1 + dt)) = (le)y)\y(Uk)e_Q(")[t’““_tk]dt;

P ({Yes1lr — e} € d2' A Tiqa|p € [trts topr +db)) = (mi)ymy(mi)9(y, e Qi =t dtdo (2').
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Utilizando las igualdades anteriores deducimos finalmente que
P(Yis1 €B A 1ot €C | F) = Q(ny, B) /Ce_Q(”’“)[t_tk]dt,
en que si tomamos la diferencia de los tiempos, se tiene
P(Ves € B A a1 — 7 €C | F) = Q(np, B) /C e~ Qmt gy

que depende tunicamente de 7, y que corresponde a la multiplicacion de las probabilidades
condicionales. A partir de esta ultima igualdad se deducen facilmente 2), 3), 4) y 5).

O

Proposicion Sean n,m € N con n > m. Utilizando la notacion 7, := Tcr,,(0) se tiene
que para todo x € C'L,(0),

DEMOSTRACION. Mostraremos que el resultado se tiene para todon > m y = € C'L,(0) in-
ductivamente en m. Para ello supongamos que m = 1 y tomemos n > 2 (el caso n = 2 es
trivial). Supongamos que existe z € C'L,(0) tal que P,(72 > 71) > 0, y notemos que el evento
{T2 > T1} es equivalente a

{3k eN, X, € OL(0) A VI <j<k X;¢&CLy0)},

luego es union numerable de eventos y P, (72 > T1) > 0 implica que existe k& € N minimo tal
que B B
]P)x<Xk € CL1<O) A V1< j < ]{?, Xj ¢ CLQ(O)) > 0.

Notemos que en particular existe un conjunto A C X con AN CLy(0) = ) tal que
P.(X; € CL1(0) A Xp_1 € A) >0,

pero utilizando la propiedad de Markov fuerte se tiene
/ B, (X1 € CLy(0))Py(Xpy = dy) > O,
A

luego en particular, sobre A se tiene P,(X; € C'L;(0)) > 0, y entonces gracias a la propiedad
de Markov, cada y € A cumple

]P)y<X2 = O) > / ]P)z(Xl = O)Py(Xl = dy) > 0,
CL1(0)

luego, y € C'Ly(0) o y = 0, pero como P,(X; € C'L(0)) > 0 podemos descartar esta tiltima
opcion, de donde se tiene una contradiccion.

El caso general es similar, pues suponiendo P, (7,41 > Tr) > 0, existe k& € N minimo tal
que
P.(Xy € CLyn(0) A VI<j<k, X;¢&CLp1(0)) >0,
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luego existe A C A con AN CL,,.1(0) =0 tal que
]P)I(Xk € CLm(O) A Xk:—l € A) > 0,

y utilizando la propiedad de Markov, sobre A se tiene P,(X; € CL,,(0)) > 0, luego
By(Xp1 = 0) > / P.(X, = 0P, (X1 = dy) > 0.
CLm (0)

Como y ¢ CLy,11(0), necesariamente existe un j < m tal que y € C'L;(0). Sea J el méaximo
de los j tales que P, (X;_1 € ANCL;(0)) > 0, luego, si j = m se viola la minimalidad de &,
y si 7 < m, el resultado se tiene por hipotesis de induccion, pues

P$(Xk_1 c CLJ(O) A V1 <i<k, Xz ¢ CL]_H(O)) > 0,

de donde P, (7,41 > 7T;) > 0, lo que es una contradiccion.

Proposicion Para los operadores CL y {C'L,,},>0 se cumple;

—_

. sean { B, } >0 medibles, entonces CL(UX | B,,) = U>X CL(B,);
2. sean { B, },>0 medibles, entonces C'Ly (U2 B,,) C U, CLi(B,);
3. para A C B medibles, CL(A) C CL(B);

4. para n > 1 y B medible, CL,(B) = C’Lgn)(B) — U?;llCL{(B) en que C’Lg”) es la
composicion n veces del operador C'Ly;
5. para A medible se cumple CL(CL(A)) = CL(A).

DEMOSTRACION. 1. Sean € CL(UX  B,), luego gracias a la Proposici(’)nexiste t>0
tal que

0 < Py(Y; € )2 B,) < ) Py(Y; € By).
n=0

En particular existe £ € N tal que 0 < P, (Y; € By), y utilizando nuevamente la Propo-

sicion [4.2] se tiene que n € CL(By) C U, CL(B,).

Sea n € Uy, CL(B,), luego existe k € N tal que n € C'L(Bg), es decir 3t > 0 con
0<P,(Y, € By) <P,(Y, € Up2 B,),

y gracias a la Proposicion necesariamente n € CL(U, B,,).

2. Tomemos n € C' Ly (U, B,,), luego P, (Y, € U B,) > 0,y como la unién es numerable,
existe k € N tal que B
P, (Y; € By) > 0.

De esta forma, n € CLy(Bg) C U2, CLy(B,,).
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3. Sean € CL(A), luego, gracias a la Proposicion existe ¢ > 0 tal que P,(Y; € A) > 0,
y como A C B, P,(Y; € B) > 0, luego de la Proposici()nse concluye que n € CL(B).

4. Mostremos inductivamente que para todo n € N,
cL"(B) = {n e A, P,(Y, € B) > 0}.
En efecto, para el caso n = 1 el resultado es trivial, y para el caso n 4+ 1 se tiene
dado n € CL{"™(B) = CL,(CL" (B)) se tiene
P,(Y: € CL{"(B)) >0,

y por hipotesis de induccion y la propiedad de Markov,

Pn(Yn-i-l c B) Z / [P’n/(Yn c B)Pn(}_/l = d,r/’) > 0.
cr{™(B)

dado 7 tal que P, (Y,,41 € B) > 0, utilizando la propiedad de Markov y la hipétesis
de induccién se tiene

Pn<Yn+1 € B) = / - ]P)n’(Yn € B)]P)n(}_/l = dnl) > 07
oL (B)

de donde P, (V; € CL"(B)) > 0, es decir, n € CLi (CL{(B)).

5. Sea n € CL(CL(A)), luego, gracias a la Proposicion existe n € N tal que
P, (Y, € CL(A)) > 0, y por otro lado, para cada ' € C'L(A) existe un m € N tal que
P,(Y,, € A) > 0. Como hay una cantidad numerable de tales m, en particular, existe

m tal que B
P, (Y, € CL(A) N J,) >0,

donde J,,, se compone de los n € CL(A) que llegan en m saltos a A. De esta forma,

Pn(Yner €A > / P,y (Ym € A)Pn(Yn =dn') > 0.
CL(A)

Notemos que A C CL(A), en efecto, como el proceso es de saltos, para n € A

se tiene P, (Y; € A) > P,(my > t) > 0, y entonces, utilizando la propiedad 3) aqui
demostrada se tiene el resultado.

]
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