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Resumen

En esta memoria estudiaremos el problema de asignar un recurso divisible a un conjunto
de n jugadores cuyas valoraciones por el recurso o una fraccion de este son desconocidas. Kelly
(1997) propuso el mecanismo de asignacion proporcional en que los jugadores ofrecen cierta
cantidad, y reciben una fraccion del bien proporcional a su oferta. Johari y Tsitsiklis en 2004
demuestran que este mecanismo entrega siempre soluciones cuya utilidad social es al menos
un 75 % de la 6ptima. En esta memoria estudiaremos una extension de este mecanismo. En
ella, se consideran dos etapas y en cada una de ellas se utiliza el mecanismo proporcional,
con la salvedad que en la segunda etapa los jugadores tienen dotaciones iniciales del recurso.
Este juego es bastante mas complejo pues en particular requiere que los jugadores anticipen
el resultado de la segunda etapa para determinar sus ofertas optimas en la primera. Esto
nos lleva al concepto de equilibrio perfecto en subjuegos. Nuestro principal resultado es un
teorema de existencia de equilibrio en estrategias mixtas para este juego. Observamos que
esto no se deduce del teorema de Nash pues el conjunto de estrategias puras en nuestro caso
no es finito. Luego demostramos que en el caso de dos jugadores y funciones de utilidad lineal
el juego posee un equilibrio en estrategias puras. Finalmente demostramos que el precio de la
anarquia, que cuantifica la ineficiencia de los equilibrios con respecto a la solucién socialmente
optima es a lo mas 2v/2 — 2, complementando un resultado de Prakash Azad y Musacchio.
En el camino demostramos numerosas propiedades estructurales de los equilibrios en nuestro
juego.

iii



iv



Familia y amistades



Agradecimientos

A la tia Elena por pagarme la U. A José Correa y a Andres Perlroth por la disposicion
a ayudar en este trabajo. Al tio Alejandro, la Elena y al Freddy por los buenos momentos
(lease, copete). A mis amistades y mi familia en general. A la Chacra (rama de ajedrez). A
quien lea los agradecimientos.

vi



Tabla de contenido

L__Introduccionl 1
1. Algunos resultados ttiles sobre existencia de equilibrios| 3
[L1. Definicionesl . . . . . . . . . e 3
[1.2. Existencia de equilibrios de Nash en estrategias puras| . . . . . . . . .. ... 5
[1.2.1. "Teorema de Debreu-Glicksberg-Fan| . . . . . . ... ... ... ... )

[L2.2. Extensiones . . . . . . . . . . . . e 6

[1.3. Existencia de NE en estrategias mixtas| . . . . . . . .. ... ... ... ... 8

[2. Mecanismos de asignacion proporcional 10
[3. Estudio de Ia segunda etapa del juego) 15
[3.1. Equilibrio de la segunda etapal . . . . . . . ... ... 0oL 15
[3.2.  Existencia y unicidad del equilibrio en la segunda etapal . . . . . .. . . ... 17

4. Existencia de NE en estrategias mixtas en el caso general 23
[41. Casolineall. . . . . . . . . .. 23
[4.2. Caso general . . . . . . . .. L 28
[4.2.1. Regularidad de las apuestas de la segunda etapal . . . . . .. ... .. 28

[5. Existencia de NE en estrategias puras, para 2 jugadores, con utilidades |
[_Iineales 38
[6. Precio de la anarquia) 49
[6.1. Condiciones de primer orden del subjuego SJ1}. . . . . . . ... .. ... .. 50
[6.2. Instancias de la forma a; = 1,a; =a,2€2,....N| . . . . ... ... ... ... 53
[6.2.1.  Solucion de las condiciones de primer orden| . . . . . .. .. ... .. 53

[6.2.2. Demostracion de que es SPF|. . . . . .. ..o 00000 63

6.2.3. EBEficencia social de la familia de mnstanciasl . . . . ... ... ... .. 85
L__Conclusion| 87
Bibliog 89

vii



viil



Indice de figuras

5.1. Caso (C1)] . . . . . ... 45
5.2. Caso (C2)] . . . . . oo 46
5.3. Caso (C3) . . o o o 46
6.1. Casob>d7 . . . . . . 64
6.2. Casob<d’ya<3cdd . ........ . . . ... ... 65
3. AR a =05V N =T00] . . .« o oo 84
Bd ACRa =00V N =T00.] -« o oo oo e 85

X






Introduccion

En esta memoria, vamos a estudiar un mecanismo de asignaciéon de un recurso divisible.
En este mecanismo, hay un administrador del recurso, y un nimero finito de usuarios, los
cuales compiten entre si para obtener una fraccién del recurso. El administrador le debe
entregar una fraccion del recurso a cada usuario, de tal manera que entre todos los usuarios
se lleven el recurso. Para poder modelar este problema, asumiremos que los usuarios tienen
una funciéon de utilidad que es al menos creciente en la fraccién del recurso que reciben.

Una forma de asignar el recurso entre los usuarios, es el mecanismo de asignacién propor-
cional, el cual es estudiado por Kelly [10] y Johari y Tsitsiklis [7]. Este mecanismo consiste
en que los usuarios le ofrecen al administrador un cierto valor, y el administrador les asigna
una fraccion del recurso proporcional a sus ofertas. En esta memoria estudiamos una version
en dos etapas de este mecanismo, la cual es estudiadada también por Azad y Musacchio
[1]. En la primera etapa del mecanismo a dos etapas, el administrador le pregunta a los
usuarios sus valoraciones del recurso, estos le ofrecen al administrador un cierto valor, y el
administrador les asigna una fraccién del recurso proporcional a sus ofertas. En la segunda
etapa, el administrador le vuelve a preguntar a los usuarios sus valoraciones del recurso, y
ellos vuelven a ofrecerle al administrador un cierto valor. Con esto se fija el precio unitario
del recurso como la suma de las ofertas en la segunda etapa. Posteriormente, los jugadores le
venden al administrador su fracciéon original del recurso, al precio fijado en la segunda etapa,
y finalmente reciben la fracciéon del recurso proporcional a sus apuestas de la segunda etapa.
Si asumimos de que los usuarios son racionales y egoistas, este mecanismo define un juego
entre los usuarios. La nocién de equilibrio que usamos para analizar este mecanismo es cono-
cida como equilibrio perfecto en subjuegos, que denotaremos SPE. Un perfil de estrategias
es un SPE si genera un equilibrio de Nash (lo cual denotaremos NE) en cada subjuego del
juego original. Acé, el juego seré el dado por el mecanismo de asignaciéon proporcional en dos
etapas.

Las aplicaciones de este tipo de mecanismo se dan por ejemplo en las redes de comuni-
cacion tales como internet en banda ancha. Los mecanismos de asignacién en 2 etapas, son
usados en el mercado de la electricidad. Acé el recurso divisible es la electricidad producida
por los generadores. El “administrador” son los generadores de electricidad, mientras que los
“usuarios” son las empresas que usan dicha electricidad. En este contexto, los mercados a 2
etapas se conocen como mercados “forward-spot”. Los mercados “forward” (lo que podemos
traducir como mercados de antemano) le permiten a los consumidores (empresas) y produc-
tores (generadores) planificar el consumo y produccion del recurso (como la electricidad)
de antemano. Sin embargo entre el momento en que el mercado “forward” es ejecutado, y



el momento en que el servicio (como la electricidad) es entregado, pueden ocurrir eventos
inesperados, que afectan el costo de entregar y/o recibir el recurso. Por lo tanto también hay
un mercado “spot” (lo que podemos traducir como mercado “en el momento”), en el cual los
consumidores y productores puedan actuar despues de suceder los eventos inesperados.

En esta memoria mostramos existencia de un equilibrio perfecto en el subjuego, en estra-
tegias mixtas, usando un resultado de Maskin-Dasgupta [13]. Notamos que no podemos usar
directamente el teorema de existencia de equilibrios en estrategias mixtas de Nash, pues en
este juego los espacios de estrategias de los jugadores no son finitos. También mostramos de
que en un par de instancias particulares, obtenemos una nocién mas fuerte de equilibrio entre
los usuarios. Prakash Azad y Musacchio también mostraron que, cuando los usuarios poseen
utilidades lineales, la peor ineficiencia de un equilibrio perfecto del subjuego, conocida como
precio de la anarquia, no puede ser peor que 2v/2 — 2. Aca mostramos que hay una familia
de instancias del juego, donde la ineficiencia del equilibrio con utilidades lineales llega a ser
21/2 — 2. Esto es relevante porque muestra que en el caso en que las utilidades sean lineales,
la mejor cota inferior de la ineficiencia de los equilibrios es 2v/2 — 2.



Capitulo 1

Algunos resultados ttiles sobre
existencia de equilibrios

En esta secciéon revisaremos algunos resultados que nos seran de utilidad para estudiar
juegos, donde los conjuntos de estrategias puras de los jugadores son infinitos.

Definicién 1.1 [Juego en forma estratégical
Definimos un juego en forma estratégica por J = (1, (S;)ier, (4i)icr), donde

e [ es el conjunto (finito) de jugadores,
e para cada i € I, S; es el espacio de estrategias puras del i-ésimo jugador,

e para cada i € I, u; - S; — R es la funcion de pago del i-ésimo jugador.

El teorema de Nash [12] dice que todo juego finito (es decir, un juego de la forma J =
(I,(S)ier, (ui)ier), donde para cada i € I, S; es un conjunto finito) posee un equilibrio de
Nash en estrategias mixtas. Sin embargo este teorema no se aplica en el caso de que el juego
no sea finito, es decir, en el caso en que exista un ¢ € I tal que S; sea un conjunto infinito.

1.1. Definiciones

Definicion 1.2 [Estrategias puras|

Sea S; el espacio de estrategias del jugador i € I. Una estrategia pura del jugador v € I,
es un elemento s; € S;. Denotamos por s = (s;,8_;) € S = ;1 S; a un perfil de estrategias
de todos los jugadores, y s_; € S_; = I1;;S; al perfil de estrategias de todos los jugadores
salvo el i-ésimo.

Para la siguiente definicion, supongamos que para cada ¢ € I, S; es un convexo compacto.

Definicién 1.3 [Estrategias miztas/



Sea i € I y sea X; = (C(S;;R))* el dual topoldgico de las funciones continuas a soporte
compacto, que van de S; a R. Decimos que p; es una estrategia mizta del jugador i € I si

o 1; € X; (ie, es una medida de radon),
d :uZ(SZ) = ]-)
e 1i; es una medida positiva, reqular.

Decimos que el conjunto T; = {p; € X;/p:(S;) = 1, u; > 0} es el espacio de estrategias miztas
del jugador i € 1.

Definiciéon 1.4 [Fquilibrio de Nash en estrategias puras/

Decimos que s* = (sf)ier € S = ;1 S; es un equilibrio de Nash en estrategias puras del
Juego si y solo si para cada jugador © € I y para cada s; € S; tenemos que

ui(si; s2;) < ui(s”)
Es decir, st a ningun jugador le conviene jugar individualmente algo distinto a s} cuando
los demds juegan s*,.
Definicion 1.5 [FEquilibrio de Nash en estrategias miztas]

Sea, para cada i € I, S; un convero compacto. Decimos que p* = (ui,..., 1) es un
NE en estrategias miztas para el juego J = (I, (S;)ier, (wi)icr), donde u; son las funciones
(continuas) de pago de cada jugador, S; sus espacios de estrategias, si es que para todo i € I
tenemos que (17 Mazrimiza

(g, p ;) = / (83, 5—¢)dpi(8i)dp” ;(5-4)
Sl ><...><SN

sobre T;.

Definicién 1.6 [Semi-continuidad superior e inferior de funciones|

Sea A un espacio de Banach. Decimos que f : C C A — R es semi-continua superior en
c e C (como funcion), si para toda sucesion (c,), € C tal que ¢, — ¢, tenemos que

f(e) > limsup f(c,)

n—oo

Decimos que [ es semi-continua inferior en c € C' si —f es semi-continua superior en c.

Ademds, [ es semi-continua superior en C si lo es para todo ¢ € C. Y es semi-continua
inferior en C' si —f es semi-continua superior en C.

A continuacion vamos a ver una nocion que extiende la nocion de funcion.

Definiciéon 1.7 [Multi-funcion/



Sean A, B conjuntos. Decimos que F' es una multi-funcion de A en B, y lo denotamos
F : A= B cuando, para cada a € A, tenemos que F(a) C B.

Definicion 1.8 [Semi-continuidades de multi-funciones|

Decimos que F : X =Y es semi continua superior en xo si para todo abierto G, tal que
F(zo) C G, existe una vecindad U de xq tal que v € U = F(z) C G.

Decimos que F : X =Y es cerrada si el grafo de F, es decir, el conjunto grafo(F) =
{(z,y) € X xY/y € F(x)} es cerrado en la topologia producto de X x Y.

Definicién 1.9 Decimos que f : X — R es cuasi-convera si para todo o € R el conjunto
{f(z) < a} es convero. Similarmente, decimos que f es cuasi-concava si —f es quasi-
convera.

Definicién 1.10 [Multi-funcion de mejor respuesta/

Definimos la multi-funcion de mejor respuesta por la multi-funcion BR : S = S tal que,
para todo s € S = Il;c1.S; y para todo i € I tenemos que

BR;(s_;) = arg m%x w;(s,5_;)
S€5;

Es decir, para todo jugador i, BR;(s_;) C S; es el conjunto de las mejores estrategias del
gugador i cuando los demas jugadores han jugado s_;

Decimos que s € S es un punto fijo de BR si es que s € BR(s). Es facil notar que s es
un NE de (J) si y solo si s es un punto fijo de BR. En efecto, si s € S es un NE del juego
entonces tenemos que para todo i € I, s; € BR;(s_;) de donde se concluye que s € BR(s).
Reciprocamente, si s € BR(s) entonces para todo i € I, s; € S; maximiza w;(-,s_;), por lo
que se concluye que s es un NE del juego.

1.2. Existencia de equilibrios de Nash en estrategias pu-
ras

1.2.1. Teorema de Debreu-Glicksberg-Fan

Para buscar puntos fijos de multi-funciones, vamos a intentar generalizar a multi-funciones
el siguiente teorema.

Teorema 1.11 [2/Teorema del punto fijo de Brower

Sea [ K — K una funcion continua, donde K es un subconjunto convexo y compacto de
RY. Entonces eziste v € K tal que v = f(x)



El siguiente teorema, es una extension del resultado previo, al caso de multi-funciones

Teorema 1.12 [9/(Teorema del punto fijo de Kakutani)

Sea K un subconjunto compacto y convezo de RN y F : K = K una multifuncion semi-
continua superior con valores no vacios, compactos y converos. Entonces existe x € K tal
que x € F(x)

Este teorema lo podemos aplicar para encontrar equilibrios de Nash. Una aplicaciéon en
ese sentido, es el siguiente teorema de Debreu, Glicksberg y Fan.

Teorema 1.13 [3/(Teorema de Debreu-Glicksberg-Fan)

Consideremos un juego en forma estratégica J = (I,(S;)ier, (ui)icr), tal que para cada
iel,

e S; is compacto y convezxo,

o u;(s;,S_;) es continua en s,

o u;(s;,S_;) es quasi-cdncava en s;.
Entonces el juego posee un equilibrio en estrategias puras.

Observemos que podemos obtener un resultado levemente més general que éste con una
demostracion muy similar:

Corolario 1.14 Consideremos un juego en forma estratégica dado por (I,(S;)ier, (Ui)ier),
tal que para cada 1 € 1,

e S; is compacto y convezxo,
o u;(s;,s_;) es continua en s,

e para todo s_; € S_; existe un ap < Méxseg, ui(s, $_;) tal que para todo o > v, tenemos
que el conjunto {s € S;/u;(s,s_;) > a} es convezxo.

Entonces el juego posee un equilibrio en estrategias puras

1.2.2. Extensiones

En esta seccion mostraremos extensiones del teorema de Debreu-Glicksberg-Fan al caso
donde las funciones de utilidad de los jugadores, u;, no son continuas. También se puede
extender este teorema cuando las funciones w;(+, $_;) no son quasi-concavas, ver por ejemplo
[15], [20], [11].

Mostraremos algunas nociones débiles de continuidad, que son ttiles a la hora de mostrar
teoremas de existencia de equilibrio en estrategias puras. Ademaés, mostraremos las relaciones
que existen entre estas nociones. Para ver mas de estas nociones, se pueden consultar [15].
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Definicién 1.15 Definimos la funcion de utilidad agregada U : S x S+ R por

U(s,t) = Z ui(ti, s—;)

para todo (s,t) € S x S

Sea I' = {(s,u) € S x R"/u;(s) = u;Vi € {1,...,N}} el grafo del juego. Denotemos por
cl(T) a la clausura del grafo del juego, y por Fr(I') a su frontera.

Definicién 1.16 [15]

Un juego J = (I, (S;)ier, (w;)ier) tiene sequridad de mejor respuesta si para todo (s*,u*) €
c(I), y si s* no es un equilibrio, entonces hay un jugador i y una estrategia s; € S; tal que
wi(Si, t—;) > ul para todo t_; en una vecindad abierta de s*,.

Observacion Sea (s,u) € cl(I'). Si s no es un equilibrio, existe un ¢ € I y un 5; € 5; tal
que u;(8;, S—;) > u;(s;, s—;). Si para todo i los u; son continuos entonces tenemos que existe
una vecindad abierta de s_; tal que para todo t_; en esa vecindad, u;(S;,t_;) > u;(s;,t_;).
Para concluir, notamos que como los u; son continuos, entonces tenemos que c/(I') =T, con
lo que concluimos. Por lo tanto el juego J = (I, (S:)ier, (u;)ier) verifica seguridad de mejor
respuesta.

Observacion Esta nocion nos dice que, cuando s no es un equilibrio, (ie, si hay un jugador i
y un §; € S; tal que u;(8;,s-;) > u;(si, s—;)), entonces, de hecho, §; no solo es mejor respuesta
que s; para el jugador ¢ cuando los deméas juegan s_;, sino que lo es también cuando los
demés juegan algin t_; cercano a s_;.

Definicién 1.17 [15]

Un juego es débilmente de transferencia cuasi-continuo si, cuando s € S no es un equili-
brio, entonces existe un perfil de estrategiast € S y una vecindad V (s) de s tal que para todo
s' € V(s) tenemos que existe un i tal que u;(t;,s" ;) > u;(s")

Ahora mostraremos la relacion mas importante entre estas nociones débiles de continuidad

(ver [15], [20])

Teorema 1.18 [15]

Si un juego (I, (S;)ier, (u;)ier) verifica sequridad de mejor respuesta, entonces el juego es
debilmente de transferencia cuasi-continuo

En el teorema de Debreu-Glicksberg-Fan, el requerimiento de que las funciones de pago
sean continuas y cuasi-concavas puede resultar demasiado restrictivo. En muchos problemas,
tenemos de que las funciones de pago resultan no ser continuas. En este trabajo tampoco
pudimos mostrar de que las funciones de pago fueran cuasi-céncavas. Por esto, nos pregun-
tamos si podemos relajar las condiciones sobre las funciones de pago, y ain asi garantizar
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existencia de NE.

En este trabajo, usaremos el siguiente teorema (ver [15], [20]). Para ver mas extensiones,
se puede consultar [15], [20], [11]

Teorema 1.19 Si el juego (I, (S;)icr, (ui)icr) es tal que:

e para todo 1 € I, S; es compacto convero,
e [as funciones u; son acotadas

o ¢l juego es débilmente cuasi-continuo de transferencia y cuasi-concavo

Entonces el juego posee un NE en estrategias puras

1.3. Existencia de NE en estrategias mixtas

Para poder mostrar la existencia de un NE en estrategias mixtas, necesitamos el siguiente
teorema de glicksberg, que es una extension de Kakutani (ver [4]) :

Teorema 1.20 [j//Extension de Kakutani/

Sea X un espacio topologico, lineal, convexo y Haussdorff, y S C X un convero compacto.
Luego, si F': S = S es una multifuncion cerrada y a valores converos, existe un x tal que
x € F(x).

Luego, del teorema de glicksberg podemos deducir el siguiente corolario ([4])

Teorema 1.21 [j/[Teorema de ezistencia de Glicksberg/

Consideremos un juego donde los espacios de estrategias son converos compactos, y las
funciones de utilidad son continuas. Entonces, el juego posee un NE en estrategias miztas

Ahora, buscamos generalizar el teorema de Glicksberg para garantizar existencia de NE
en estrategias mixtas cuando las funciones no son continuas.

Mostraremos un teorema, conocido como el teorema de Dasgupta-Maskin, que generali-
za el teorema de Glicksberg, al establecer que un juego cuyos espacios de estrategias sean
compactos y convexos de RY posee un NE si es que las funciones de pago de los jugadores
verifican cierta forma de semi-continuidad superior y semi-continuidad inferior.

Fijemos un juego de la forma (I, (S;)icr, (4;)ics) donde S; € R es un intervalo cerrado,
el = {1,.,N} con N € N. Ademas, las discontinuidades de u; estan restringidas a un
subconjunto de una subvariedad continua de dimensién menor que N.

Para enunciar el teorema necesitamos las siguientes definiciones (ver [13]).

Para cada i,j € {1,.., N}, sea D(i) € Ny para cada d € {1,.., D(i)}, sea f{! : R — R una
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biyeccion continua. Finalmente, para cada ¢, definamos

S*(i) = {(s1,...,s5) € S/3j #1i,3d,1 <d < D(3) tal que s; = fi(s;)},

ij

el cual es el conjunto de posibles discontinuidades de la funcion u;. Es decir, asumimos
que las discontinuidades de wu; estan restringidas a un subconjunto S**(i) de S*(7). Notemos
que S*(i) es de medida de Lebesgue nula (ver [13]).

Tambien, definamos para todo s; € S;,

Si(si) = {s-i € S-i/(si,5-:) € S™(i)},

Sf;(Sl) = {S_i S S_i/(Si, S—i) S S**(l)}
Ahora, hagamos la siguiente definicion (ver [13])

Definicion 1.22 Sea S;/*(i) la proyeccion de S**(i) sobre S;, es decir, Si*(i) = {s; €
Si/S*(s—;) # ¢}. La funcion w;(s;, s—;) es debilmente semi-continua inferior en s; si pa-
ra todo §; € S;*(i) existe un A € [0, 1] tal que para todo s_; € S*(5;) tengo que

AMiminf u;(s;, s—;) + (1 — A) Uminf w;(s;, s-;) > w; (55, 5-;)

Sq *)é’_:i_ S,L'*)S_:g_

Con esto, tenemos el teorema de Dasgupta-Maskin

Teorema 1.23 [13//Teorema de Dasgupta-Maskin/

Sea S; C R un intervalo cerrado para todo i € I y sea u; : S; — R continua salvo en un
subcongunto S**(i) de S*(i). Supongamos tambien que _;u;(s) es semi-continua superior en
S y que u;(s;, s_;) es acotada, y débilmente semi-continua inferior en s;. Entonces el juego
posee un NE en estrategias mixtas



Capitulo 2

Mecanismos de asignacion proporcional

Consideremos un administrador de un recurso divisible, y N usuarios. El i-ésimo usuario
valora en U;(y) poseer una fracion y del recurso, donde U; : R — R es una funcién 2 veces
derivable, concava y estrictamente creciente. El administrador busca alguna forma de repartir
dicho recurso.

Kelly [10] propone el siguiente mecanismo para que el administrador del recurso lo asigne
entre los jugadores:

e Primero, todos los jugadores le hacen una oferta v; > 0 al administrador, con i €
{1,..,N}.

e Posteriormente el administrador, le asigna al i-ésimo jugador una fraccion y; = v;/p del
N . o
recurso, donde p = > ., v; es el precio unitario del recurso.

Asi, definimos el juego a una etapa (J) = (I, donde el objetivo del i-ésimo jugador es elegir
v; > 0 de tal forma de maximizar su pago total dado por

Definiciéon 2.1 Estrategia pura

Una estrategia pura para el jugador v es un valor v; > 0
A continuacién vamos a definir la nocién de equilibrio de Nash de este juego.

Definicion 2.2 Equilibrio de Nash

Decimos que v* € Rﬂ\r/ es un NE de este juego si para todo v y para todo v; > 0 tenemos
que

Ji(vf,v") > Ji(vi, v7,).
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Definicion 2.3 Definimos el N-simplex por el conjunto A C RN tal que

N
A:{xeRf/xZO,inzl}.
i=1

También, definimos el conjunto Ay como el simplex menos la base candnica de Rf, es

decir
AO = A \ {61, ceny BN}.

Definiciéon 2.4 Utilidad social
Sea y € A tal que para cada jugador, su asignacion es y;. Entonces la utilidad social viene

dada por
Uly) := Z Ui(yi).

Sea y59 = (y79, ..., yx°) la asignacion socialmente eficiente, i.e., la que maximiza la can-

tidad anterior.
Tambien denotemos por y* = (y7, ..., y&) la asignacion que es generada a partir de un NE

del juego (el cual siempre existe [8], [16]), es decir, si v* es un NE del juego, entonces y* viene

*

dada por
* /Ui
Y, = N .
Zj:l Uj

Definicion 2.5 Eficiencia del NE y PoA

La eficiencia del equilibrio se define como

Por dltimo se define el precio de la anarquia del juego como la peor eficiencia alcanzada

por un NE. Formalmente, sea

Q={U/U :[0,+0c0) — R, U es concava, 2 veces derivable y estrictamente creciente}

Entonces el precio de la anarquia del juego viene dado por

PoA = inf ).
NeN U
(U, ... Ux) € QN
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En este juego, sabemos que siempre existe un tnico NE. Ademas, sabemos que el precio
de la anaquia es 3/4. (ver [8], [16])

Esto nos motiva a preguntarnos si existen mecanismos similares a este que permitan llegar
a equilibrios més eficientes. En particular, si al agregar algunas rondas, mejorar la eficiencia
de los equilibrios. Esto es lo que hemos investigado en esta memoria.

El mecanismo que estudiaremos, consiste en una version de dos rondas del mecanismo
original. Este mecanismo fué propuesto y estudiado en [I].

El nuevo mecanismo que usa el administrador del recurso para asignarlo entre los jugado-
res, es el siguiente:

e En la primera etapa, los jugadores le ofrecen al administrador un valor w; > 0 por el
recurso, con i € {1,..., N}.

e Posteriormente el administrador, le asigna al jugador i-ésimo una fraccion x; = w;/p
del recurso, donde p = Zf\;l w; es el precio unitario del recurso en la primera etapa.

e Con esto los jugadores saben cuales son las asignaciones .

e En la segunda etapa, los jugadores le ofrecen al administrador un valor v; > 0 por el
recurso, con {i € {1,..., N}.

e Posteriormente, cada jugador vende la fraccion del recurso que le habian asignado, z;
a un precio pz; y recibe una fraccion y; = w;/p del recurso, donde p = ZZ]\; v; es el
precio unitario del recurso en la segunda etapa.

Es decir, se define un juego (J) entre los jugadores, donde el jugador i-ésimo escoge sus
apuestas w; de la primera etapa y v; de la segunda etapa, de forma de maximizar

Li(w,v) = Ui(y;) — v; + px; — w;

A continuaciéon vamos a definir

Definicién 2.6 Estrategia pura

Una estrategia pura para el jugador i es un par (w;, v;(-) : R} +— Ry), donde, v; es funcidn
del perfil w = (w1, ...,wy) de estrategias de los jugadores en la primera etapa.

A continuacion vamos a definir la nocién de equilibrio de Nash de este juego, que se conoce
como un SPE (subgame perfect equilibrium).

Definiciéon 2.7 SPE en estrategias puras

Un SPE en estrategias puras es un par (w*,v*(+)), donde v* : A — RY, que verifica que
para cada jugador i, se tiene que
vi(w*) € argmax L;(w*, {v";,v;})
v;ERy

w;k € argmaXLi({wiiawi}av*({wimwi}))
w;ER4
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Es decir, dado w € ]R_]f (que interpretamos como las estrategias de la primera etapa),
obtenemos x tal que para todo i, x; = w;/ Zjvzl wj. Asi, definimos el subjuego (S.J2), en el
cual el pago del i-ésimo jugador viene dado por

Ui (Z]\})—l) —v; + (Z;\le U]) Z; si V; > O,

j=1"Yj

Ki,x(”iyvfl) =
UZ(O) + (Z]#z ’Uj) ZT; si v = 0.

Decimos que v* es un NE de (SJ2), si es que para todo ¢ y para todo v; > 0 tenemos que
Kiz(vi,v2;) = Kigz(vi,v%).
Si es que para todo x tenemos que existe un tnico NE del subjuego (SJ2),, el cual
denotamos v, entonces podemos definir la funciéon v* : A — RY por v*(z) = v}

A continuacion definimos el subjuego correspondiente a la primera etapa, (SJ1) en el cual
el pago del i-ésimo jugador viene dado por

vf () : .
']i Wi, W) = UZ =N . - — ;T ’Uj Xz T; — Wj.
(w0 (z W) <>+<§j <>)

j=1Yj j=1

Decimos que w* es un NE de (SJ1) si es que para todo i y para todo w; > 0 tenemos que

Ji(wi,w,) > Ji(w;, wy).

De esta manera, un SPE es un par (w*,v*(+)) que verifica que

e w* es un NE en estrategias puras de (SJ1)
e Para todo x € A tenemos que v*(z) es el NE en estrategias puras de (SJ2),.

Definicion 2.8 SPE en estrategias miztas

Un SPE en estrategias miztas es un par (pu*,v*(+)), donde v* : A — RY, que verifica que
para cada jugador i, se tiene que

vi(w) € argmax Li(w, {v*; v;}) para todo w € [0, 00)"
v, ERL
it € argmaxE[L;(-, u_;)]
w; R4

Sea p una medida de radon positiva sobre RY. Entonces, definimos

Jimns) = EulJ]
_ /RNW)du(w)

+
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Decimos que p* es un NE en estrategias mixtas de (SJ1) si es que para todo i y para toda
medida de rad6n p; positiva sobre R, tenemos que

Tous, 1%5) > i, 17
De esta manera, un SPE en estrategias mixtas es un par (u*, v*(+)) que verifica que

e 1* es un NE en estrategias mixtas de (SJ1)

e Para todo x € A tenemos que v*(z) es el NE en estrategias puras de (5J2),.

Definicion 2.9 Utilidad social

Sea y € A tal que para cada jugador, su asignacion es y;. Entonces la utilidad social viene

dada por
> Uilys):

1.e. es simplemente la suma de las utilidades de cada jugador

A continuacién, denotemos y°° = (y79, ..., y3°) la asignacion socialmente eficiente, ie, la
que maximiza la cantidad anterior.

*

Tambien denotemos y* = (y7,...,yxn) la asignacién que viene del SPE (w*, v*(w*)), ie,

yi =i/ 30,05
Definiciéon 2.10 Eficiencia del SPE y PoA

Dadas las definiciones anteriores, la eficiencia del equilibrio viene dada por

E ZZ Ui(y;)

a ZZ Uz’(i%so)

Por dltimo se define el precio de la anarquia del jueqgo como la peor eficiencia alcanzada
por un SPE

Para el caso de utilidades lineales, en [I] muestran que el precio de la anarquia no puede ser
peor a 2v/2 — 2. Sin embargo, no muestran la existencia de un SPE. La principal contribucion
de esta memoria consiste en demostrar que este juego siempre admite un SPE en estrategias
mixtas.
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Capitulo 3

Estudio de la segunda etapa del juego

En esta seccion vamos a estudiar la existencia de equilibrio de los subjuegos (S.J2), para
todo z € A. En la primera subseccién vamos a obtener la caracterizacion de dichos equilibrios,
a través de las condiciones de primer orden de las funciones de pago del subjuego (SJ2),.

3.1. Equilibrio de la segunda etapa
En [I] mostraron que el subjuego (S.J2,) siempre posee un tnico equilibrio. Ac& daremos
una demostracion formal de esto.

Recordemos que, dado un vector (w,v) € R} x Rf, tenemos que el pago de un jugador
viene dado por

Li(w,v) = Uly) —vi + pr; —w;

Sea y; = ]51 o= % donde p = Zjvﬂ v; con v € RY. Sea w € RY. Luego, definamos
J= «

K;: Rf — R por
Ki(viav—i) - LZ(U}, (Uiav—i))
= Ui(y:) —vi + pri — w; (3.1)
N
donde z; = w;/ 3>, w;.
Derivando esta funcion con respecto a v; obtenemos la siguiente proposicion
Proposiciéon 3.1 Sea v € RY, y sea i € {1,..., N}. Entonces tenemos que:
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(9Ki(vi, U_i)
8vi

a—vig(vivv—i) = (U () (1 — i) — 2U ()]

- v -

Ui
N
25215

8y7, (’Ui, U_i) 1 Vi 1
g 3N ,(1_ N 4>:‘(1_%‘)
i 23:1 Uj 23:1 Uj p

Usando esto, tenemos que

DEMOSTRACION. Notemos que y; = y;(v;, v_;) = . Entonces derivando con respecto a v;

tenemos que

aKZ (UZ‘, U—i)
al}i

Y;
81)1»

~ (1= ) = Ul(w)

7T, (1 —wi)
_Ui(yz) P

Derivando por segunda vez esta expresion con respecto a v; tenemos que

a@T};(w,v_z’) = U{’(yi)% _Ui/(yi)aii B(l —yi)}
_ "ne, (1—yi)2_ o _l o l _(1_%)
= U (yz)—p2 Ul(yz)[ p2(1 y,)+p< — )}
(1 - yi)2 (1 — yi)

= Uz‘//(yi)T + 2U; (1)

]

Con esto podemos concluir que la funcion K;(-,v_;) es estrictamente concava en [0, 00)
para todo v_; € I, ;R

Usando esta propiedad, tenemos la siguiente proposiciéon que nos permite caracterizar al
equilibrio de Nash del subjuego (5.J2),

Proposicion 3.2 [Condiciones de primer orden/

Las condiciones de primer orden de la sequnda etapa son

Ui(y) (1 —yi) = p(1—a;) siy; >0 (3.2)
Uli(0) < p(1—x;) siy; =0 (3.3)

donde y; = v;/pyp= 2;11 vj. Ademds, v es solucion de las condiciones de primer orden
de la sequnda etapa si y solo si v es un NE del subjuego (SJ2),.
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DEMOSTRACION. Sea i € {1,..., N}y v_; € I1,4]0, 00). Dada la proposicion [3.2) podemos decir
inmediatamente que, si %ﬁi (0,v_;) = U/(0)/p — (1 — ;) < 0 entonces %—Uii(vi,v,i) < 0 para
todo v;, por lo cual K;(v;,v_;) < K;(0,v_;). Es decir, que 0 maximiza a K;(-,v_;).

Procedamos a calcular el limite lim,_, %(v, v_;)

Recordamos que la funcién U; es estrictamente creciente. Luego, tenemos que U/ > 0
Ademas, U; es concava, 2 veces derivable, luego U/ es decreciente en [0, 00). De esto deducimos
que 0 < U;(1) < Uj(y:) < Uj(0) para todo v; > 0. Ademds, tenemos que p = >, v;+v; — o0
cuando v; — oo. Ademés, 1 — y;(v) = 1 — ﬁ =1- % lo que tiende a 0 cuando v;
tiende a oo.

De todo esto, tenemos que

0 < U;(yi) (1 _pyz) < U;(O)(l _pyz) 0

cuando v; — oo. Luego,

-y
lim 0 (y) =) g
vV—00 p
De lo que obtenemos
OK;
lim ——(v;,v_;) = —(1 —2;) <0.
B8, B, Vo) =~ =)

Luego tenemos que si 9K, (0,v_;) > 0, y z; < 1 entonces, existe un v > 0 tal que

ov;
%—f(v;“, v_;) = 0. Ademas, en ese caso tenemos que U/(y;)(1—y;) = p(1—x;). Y por concavidad

de K;(-,v_;) concluimos que v} maximiza a K;(-,v_;).

Si en cambio x; = 1 entonces para todo v > 0, tenemos que %(vi,v,i) > 0 luego
3
concluimos que K;(-,v_;) se maximiza en v = 00

O
Con esto hemos obtenido la caracterizacion de la segunda etapa del SPE. En la siguiente

subseccion vamos a probar que, efectivamente, cada subjuego (SJ2), posee un tnico equili-
brio.

3.2. Existencia y unicidad del equilibrio en la segunda
etapa

Dado = € A, (que interpretaremos como las asignaciones de la primera etapa en el juego
de dos etapas), consideremos el siguiente subjuego (SJ2),, el cual es la segunda etapa del
juego de dos etapas, dadas las asignaciones x de la primera etapa:
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Aca, el pago total del i-ésimo jugador, K;(v), viene dado por
Ui<”i_>—vi—l—< "U)xl si v; > 0,

Kz (UZ, U—@) — Z] Vj Z] J
UZ(O) + <Z] Uj) ZT; si V; = 0.

Si existe un ¢ tal que x; = 1, podemos probar la siguiente proposicién que nos asegura que
existe el NE en este caso, obteniendo una caracterizacion de éste.

Proposicion 3.3 Sea © = ¢; alguno de los vectores de la base candnica de Rf. Entonces la
asignacion de la sequnda etapa es y = e;

St para todo j # i tenemos que U]’-(O) < 400 entonces todo v que sea NE del juego es de

la forma v; > méx; Uj(0), v_; = 0. Si en cambio existe un j # i tal que U;(0) = oo entonces
el unico NE del juego es de la forma v; = oo, v_; = 0.

DEMOSTRACION. Observemos que

Uz' <Z’ilv]> + (2j¢1 U]> si V; > O’ v_; 7é 0
1

Ki(vi,v_;) = Ui(1) siv; >0,0_;=0
Ui(O)-I-Z#ivj siv;=0,v_;#0
UZ(O) si V; = O, V_; = 0
y
Koy o) < | (S5) = siwy >0
cuando j # 1

Notemos que si al menos algtin jugador j # ¢ hace una apuesta v; > 0 en la segunda etapa,
entonces, la mejor apuesta del jugador i-ésimo es v; = oco. Ademas, cuando el i-ésimo jugador
juega v; = oo, entonces, para todo v; < oo tenemos que y; = Uj/(Zfil v;) = vj/oo0 = 0 por lo
tanto tenemos que K;(v;,v_;) = U;(0) — v; que se maximiza en 0 y por lo tanto tenemos que
(vi,v—;) = (00,0) es un NE del subjuego (SJ2),. Por lo tanto las asignaciones de la segunda
etapa son y; = 1, y; = 0 para j # 1.

O

Ahora vamos a mostrar que para todo = € A, el juego (SJ2), posee un tnico equilibrio

de Nash. Esto en particular nos permite definir la funciéon v : A — Rﬂf tal que para todo x,
v(z) sea el Gnico NE de (5J2),.

Dado z, definamos un problema de optimizacion que tendra una tnica solucién, que ca-
racterizard las asignaciones y; correspondientes a un equilibrio del juego (SJ2),. Y como la
solucion de dicho problema de optimizacion serd 1tnico, eso nos ayudarda a concluir que el
juego (SJ2), posee un unico NE.
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Para = € Ay, definamos la funcion

U,

=3 [(1 —y)Ui(y;) + Jo Ui(r)dr

- 1—2x2;
; j

Derivando esta funciéon tenemos que

3Ux (1-— yi)Ui/(yi)

= 4
0y, I —x; (3 )
U,  (1—y)U!(y:) — Ul(y)
oE = — <0 (3.5)
U,
= 0 3.6
Oy 0y; (30

La desigualdad en la ecuacion (3.5)) la tenemos pues U; es estrictamente creciente (i.e.,
Ul > 0) y concava (i.e., U/ <0)

Ahora, consideremos el siguiente problema de optimizacion:

max, U, (y)
(Fx) yeA

Queremos obtener las condiciones de optimalidad del problema. Con este objetivo, sea

h(y) = Zj yi— 1y g(y) = (1(y), ..., gn(Y)) = (y1,...,yn) ¥ luego definamos el lagrangeano
del problema:

L(y, A 0) = Us(y) — M(y) — 0'g(y)
Derivando y usando la ecuacion (3.4), tenemos que

oL (1-wUlw)
Oy 1 —x

Las condiciones de optimalidad del problema, son que, para un y factible del problema,
existan A € Ry 6 € RY tales que

o 0>

e V,L(y,\,0)=0

e para todo i, 0;g;(y) = 0

Luego:

e para todo 7, tenemos que

(L =) Ui (@) + 05 = AL — ;) (3.7)



e Si g; > 0, entonces \; = 0. Luego tenemos que

(1 —4:)U;(4:)

=\ 3.8
e Si y; = 0, entonces tenemos que
U.’(()) _
L <\ 3.9
Tp—— (3.9)

El resultado que buscamos, es el siguiente teorema:

Teorema 3.4 [Existencia y unicidad de equilibrios/

Dado x eziste un unico equilibrio de Nash del juego (SJ2,)
Para hacer la demostracion de este teorema primero necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.5 Sea x, tal que para todo i, v; < 1. Entonces el problema P, posee una unica
solucion y € A.

DemosTRACION. Dado que la funcién U, es de clase C* v que la region factible del problema es
compacta, concluimos que existe una solucion y del problema (P,). Ademas, como la funcion
U, es estrictamente concava (pues su hessiano es definido negativo) concluimos que esta
solucion es tnica.

O]
Ahora mostraremos el teorema.

DEMOSTRACION. [del Teorema3.4]

Por la proposicién solo nos basta probar la existencia en el caso en que para todo 7
tenemos que z; < 1.

Consideremos un z tal que para todo i, z; < 1. Sabemos que v* es un NE del juego (SJ2),
si y solo si verifica las condiciones de primer orden de la segunda etapa (ecuacion (3.3)) dadas
por

Uly)1—wy) = p(l—a;)siy; >0
Ui(0) < p(l—a;)siy; =0

con p =) vj.

Sea y* del Lema[3.5] luego y* verifica las condiciones de optimalidad del problema P,, por
lo cual si definimos v = A\y*, tenemos que por las condiciones de optimalidad,

Ui(y)(1 —yi) = M1 —zi)siy; >0
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Con esto concluimos que A\y* es un NE del juego (SJ2),.
Ahora veamos que es tnico:

Como todo v* que es un NE del juego (SJ2), verifica las condiciones de primer orden de
la segunda etapa, es decir,

Uily)(1 —yi) = p(1—a)siy; >0
U/i(0) < p(l—xp)siy; =0

Pero esto es equivalente a decir que

Uz‘/(yi)(l — i) = p(1 — ;)

cuando y; >0y

Ui (0) < p(1 — ;)

cuando y; = 0, lo que equivale a decir que
0: = p(1 —2:) = Uj(0) =2 0
Asi, usando las ecuaciones (3.7)-(3.9), resulta que y es solucién del problema P, con

multiplicador de lagrange (p, #). Sabemos que y es a su vez la inica solucion de dicho problema
por lo cual concluimos que todo NE del juego es de la forma v = py, con p > 0

Para concluir la unicidad, hay que notar que, si existe p # A tal que v = py es un NE,
entonces tambien tenemos que, para ¢ tal que v; > 0,

Ui(y) (1 = ;) = p(1 = m:) # A(1 — 1),

lo que no puede ser. Con lo cual concluimos que v* es el tinico NE del juego.

Ademas, podemos hacer la siguiente observacion

Observacion Si x es tal que para todo ¢ z; < 1 entonces v} posee al menos dos componentes
positivas.

En efecto:

Como v} > 0 es el equilirio de nash del juego con las funciones de utilidad K;, tenemos
que
Ki(v;,,v"; ) > Ki(vi, v, ) para todo i y para todo v; > 0 (3.10)

1,2 U—i,x
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Asumamos primero que v = 0. Luego, la relacion (3.10) dice que para todo ¢ y para todo
v; >0

Ki(0) = Ki(0,0%,,) > Ki(vi,0",,) = U; (“—) (1 —2) = Us(1) — vi(1 — )

—i,T
Uy

Equivalentemente,

Sea i tal x; < 1. Luego, por lo anterior, concluimos que

U;(0) > Uy(1)

Sin embargo esto no puede ser, ya que U; es estrictamente creciente. De esto, deducimos
que v; no puede ser el vector 0.

Ademés, si para todo ¢ tenemos que x; < 1 tenemos que el equilibrio tiene al menos 2
componentes estrictamente positivas.

En efecto, veamos ahora el caso en que hay un tnico i, tal que v}, > 0.
Si z; < 1, entonces la funcion K; , viene dada por

U, (1) — Uz<1 — .CCI) siv; >0

K’i [z iz;p =
(0, V21) {U,»(o) siv; =0

Se sabe que v} > 0. Ademas, por ser un equilibrio de Nash, se tiene que

Ui(1) =07 (1 — ;) = Ki(v],, 0", ) > Ki(vi, v ) = Us(1) — vi(1 — ;)

2T i,z Y —i,T

Es decir
vi(1 — 2;) > v (1 — 2;) para todo v; > 0

Luego v}, = 0, lo que es una contradiccién.
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Capitulo 4

Existencia de NE en estrategias mixtas
en el caso general

Acé& probaremos que el juego posee un SPE en estrategias mixtas en el caso general,
usando el teorema de Dasgupta-Maskin (ver teorema 1.23 en el primer capitulo). Mostraremos
este resultado estudiando primero el caso donde las utilidades son lineales con un numero
arbitrario de jugadores. Luego nos enfocaremos a mostrar el caso general. La razén de esta
separacion radica en que en el caso lineal, resulta mas facil mostrar que podemos reducirnos
al caso en que los espacios de estrategias de los jugadores son convexos compactos.

Debido a que ya sabemos que el subjuego de la segunda etapa siempre posee solucién,
para concluir la existencia del SPE debemos mostrar que el subjuego de la primera etapa
definido en el capitulo 2, posee un equilibrio en estrategias mixtas.

4.1. Caso lineal

Partamos mostrando el resultado en el caso lineal, donde las utilidades de los jugadores,
vienen dadas por U;(x) = a;x, donde sin perdida de generalidad a; > ay > ... > ay.

Primero, obtendremos una expresion para el precio de la segunda etapa en funcién de las
asignaciones de la primera etapa.

Sea w = (wy, ...,wy) € RY. Definamos z(w) € RY por

w;

Zj wj

zi(w) =

Recordemos las condiciones de primer orden de la segunda etapa:

Uly)(1—y) = p(1—mx)siy; >0 (4.1)
Ul0) < p(l—zy)siy;=0
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con p =3 . vj.

En este caso, estas condiciones se escriben:

ai(l—y) = p(l—mz)siy >0, (4.3)
p(1 —zy) siy; = 0. (4.4

IA

a;

En particular, tenemos que

para todo 7 tal que y; > 0. Sumando en todos los i tales que y; > 0 obtenemos que

1

a; i,yi>0

Dado = € A, definamos P(z) = {i € {1, ..., N}/y;(z) > 0}. Luego, obtenemos que
[Pl=1

15)
(A=) (
ZiEP(x) a;

p(z) =

Con esta expresion podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 4.1 Seq w € Rf. Entonces tenemos que

1. p<aq, y siw tiene al menos 2 componentes > 0 la desigualdad es estricta
2. p > mix{a;/j ¢ P(x)}

3. p > an
DEMOSTRACION. 1. Por la ecuacion (4.5)), tenemos que
r ZjeP %(1 — ;)
p Pl-1
> ar’t ZjeP(l - z;)
LIPI= Y
ay |P| -1 ’
1
Z )
a1

con lo que concluimos que p < a;. Si w tiene al menos 2 elementos estrictamente positi-
vos entonces x tiene al menos 2 elementos estrictamente positivos, luego la desigualdad
es estricta.
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2. La ecuacion implica que para todo j ¢ P, a; < p(1 —z;) < p, en particular
deducimos la propiedad.

3. Lo primero es mostrar que siempre tenemos que ay < p. Si N ¢ P entonces por lo
que probamos en 2, tenemos que ay < p. Si N € P hay 2 posibilidades. Primero, si

existe k < n tal que k ¢ P(z) entonces ay < a; < p. En el otro caso tenemos que
P(z) ={1,...,N} por lo cual

% _ % € (1/an,1/a)

y entonces ay < p.

]

Sin embargo, debemos observar que no es necesariamente cierto que p > min{a;/j €
P(x)}, salvo en el caso en que max{a;/j ¢ P(x)} > min{a;/j € P(z)}. Un contraejemplo
es N=3, a1 =3,a2 =2,a; =1, 2= (1/3,1/3,1/3), pues en este caso P = {1,2} (se puede
chequear) y ademas

p=18<2=a

En particular, ahora conocemos la relacion entre a; y p. Ademaés, recordemos que

Ji(w,w_;) = ay; —v; + pr; —w;
= ayi +p(x; — yi) — w;
= (a; — p)yi + pz; — w;, (4.6)
donde definimos v,
Yi = —.
p

Ahora, podemos establecer que podemos reducirnos al caso en que los espacios de estra-
tegias de cada jugador son convexos compactos.

Proposicion 4.2 [Espacios de estrategias compactos]

Sii € {1,..,N} entonces tenemos que para todo w = (wy,...,w2) € RY, Ji(w;,w_;) <
a; —w;. Luego, los espacios de estrategias de todos los jugadores estdin dados por [0, aq]

DEMOSTRACION. Si i ¢ P(x), entonces por (4.6) J;(w;, w_;) = pr; — w; < a3 — w;.
Sii € P(x), entonces:
Si a; < p entonces por (4.6) J;(w;, w—_;) = (a; — p)y; + pr; — wr < pxr; —w; < ap — w;.

Sino, entonces por la ecuacion (4.4)), a;(1 —vy;) = p(1 —x;) > p(1 —y;) por lo cual tenemos
que y; > ;. Asi, Ji(wi, w_;) = ayi + p(zi — yi) — wi < @y — w; < ap — w;.

]
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Con esto, tambien podemos probar lo siguiente:

Proposicion 4.3 La funcidn v(x) es continua en A.

DEMOSTRACION. Sea xp una sucesion en A tal que converge a un = € A. Debemos mostrar
que v(zy) — v(T).

Primero, notemos que v(z) € [0,a;]" para todo x € A. Por lo tanto, sabemos que la
sucesion v(xy) posee un punto de acumulacion v € [0,a;]"Y. Ademas, si v es un punto de
acumulacion de v(xy), entonces existe una subsucesion xy, tal que v(xy,) = vy, — v.

Por las condiciones de primer orden de la segunda etapa (i.e., la ecuacion (4.4))), tenemos
que para todo n,

ai(1 = vir,) = p(og,)(1 —zig,) siy; >0,
a; < plg,)(1—x,) sty =0,

tomando limites a ambos lados, obtenemos que, si p = ), v; entonces

Pero, usando esto, concluimos que de hecho todo punto de acumulacién v es solucién de
las condiciones de primer orden de la segunda etapa. Por lo tanto, es la solucién del subjuego
(SJ2)z. Sin embargo, este subjuego posee una tnica solucion, por lo que concluimos que la
sucesion v(xy) posee un tnico punto de acumulacion, el cual es v(z). Luego v(zy) — v(Z).

[]

Con esta propiedad, nos resulta facil probar el siguiente corolario:

Lema 4.4 Seai € {1,...,N} y sea w = (w...,wy) € [0,a1]". Entonces las funciones J; son
continuas en [0, a;]N\{0}

DemosTRACION. Sea w € [0, a4]™ \ {0}. Entonces, si definimos z(w) € A por
Wy

ijj’

zi(w) =

para todo i € {1,..., N}. Ademés, x(w) es continua en w. Sabemos que v(-), p(-) e y(-)
son continuas en A. Luego

Ji(w) = agyi(x(w)) = vi(z(w)) + p(z(w))z:(w) — w;

es continua en w.
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Observacion Las funciones J; son irreparablemente discontinuas en 0. Sea i € {1,.., N}.
Consideremos primero la sucesion w,, = (1/n)e;. Entonces, tenemos que las asignaciones
correspondientes en la primera etapa son x,, = e;. Sabemos que en este caso las asignaciones
correspondientes de la segunda etapa son ¥y, = e;. Por lo tanto las funciones de pago valen
Ji(wy) =a; —1/ny J(w,) =0sil#i. Porlo tanto, en el limite tenemos que

lim J;(w,) = a
n—0o0
lim J(w,) = 0
n—0o0

Por otro lado, si escogemos w,, = (1/n)e; con [ # i Entonces, tenemos que las asignaciones
correspondientes en la primera etapa son x,, = ¢;. Sabemos que en este caso las asignaciones
correspondientes de la segunda etapa son y, = e;. Por lo tanto las funciones de pago valen
J(wy) =a; —1/ny Ji(w,) = 0. Por lo tanto, en el limite tenemos que

lim J;(w,) = 0

n—00

Jim () = a

Con lo que concluimos que J; son discontinuas en 0.

Por lo tanto, no podemos aplicar el teorema de Glicksberg en este caso. Para poder aplicar
el teorema de Dasgupta-Maskin ([13]), necesitamos definir convenientemente las funciones J;
en 0. y demostrar que el conjunto de discontinuidades (es decir, {0}) verifica las hipotesis de
dicho teorema.

Recordemos que por Dasgupta-Maskin, lo Ginico que nos falta para establecer la existencia
de NE es que los J; verifiquen que:
N . . . N
e Lasuma ) . , J;(w) sea semi-continua superior en [0, a4]
e Para cada i y para cada w_; las funciones J;(-,w_;) sean al menos débilmente semi-
continuas inferiormente.

Sabemos por lo anterior que los J; son continuos salvo en 0 por lo cual en particular van a
verificar las 2 condiciones mencionadas arriba. Lo tinico que nos falta es definir conveniente-
mente las funciones J; en 0. Para esto, notemos lo siguiente: Sea w € [0,a;]V\{0} entonces
para todo i tenemos que

Ji(w) = ay; + p(z; — vi) — wy,

Sumando sobre todos los 7 obtenemos que

N N N N
ZJZ'(UJ) = Zaiyz‘+PZ($i—yi) _Zwi
i=1 i=1 i=1 i=1

N N

= Z ailYi — Z wi
i=1

i=1
N

a; — E wy;
i=1
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Por lo tanto, definimos J; en 0 por

aq sii=1

Con esto, tenemos que para todo w # 0

Con lo cual, en particular tenemos la semi-continuidad superior de S J;(w).

Ahora, veamos que tenemos la otra propiedad. En efecto, sea i y sea w_; = 0 € Rf’l.
Entonces, si w; > 0 entonces
Ji(wu w—i) = a; — W

lo que converge a a; cuando w; — 0. En cambio, en w; = 0 obtenemos que

o
Ji(0,0) = {gl e

Q;

lim Jz(wl, w,i)
—0

Wi

Con lo que concluimos que las funciones J;(-,w_;) son semi-continuas inferiormente. Fi-
nalmente, notemos que, dados 4,j € {1,..., N}, si definimos D =1y f;; : R — R dada por
fij(z) = 2z, entonces, tenemos que {0}es de la forma S*(i) del teorema de Dasgupta-Maskin
(ver la seccion 1.3) es S*(i) = {0}. Por lo tanto, tenemos el teorema de Dasgupta-Maskin. lo
que nos garantiza que el subjuego (SJ1) posea NE en estrategias mixtas.

4.2. Caso general

4.2.1. Regularidad de las apuestas de la segunda etapa

A priori, no podemos decir mucho acerca de la regularidad de las apuestas de la segunda
etapa, puesto que no tenemos una expresion explicita para v*(z). Sin embargo, gracias a las
condiciones de primer orden de la segunda etapa, vamos a probar que estas apuestas son
continuas en las asignaciones x de la primera etapa.

Primero, probaremos algunas propiedades del precio unitario de la 2° etapa, p.

Proposicion 4.5 Sea x € [0,1]V las asignaciones de la primera etapa, y sea v(x) el vector
con las apuestas de los jugadores en el equilibrio de la sequnda etapa. Sea p(x) = Zj\;l v;(x)
entonces:
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1. p(xz) > min; Uj(1) >0

2. p(xr) < méx; Uj(0) (podria ser oo eventualmente)

3. pla) — méx; vy(x) < 370 {U;(1) = U;(0)} < o0

DemosTRACION. Para hacer la demostracion conviene recordar, por la ecuacion [4.2] que dado
x tenemos que v(x) es solucion de

Ui(y;) (1 —yy) p(1 —x;)siy; >0
Uij(0) < p(l—ay)siy; =0

1. Sabemos que si y; > 0 entonces

TN € k1) ST Gt /) AP Y N Ol /)
p(x) - Uj<yj) (1 _ xj) > Uj<1)(1 _ fj) > ke{l....N} Uk<1) (1 _ xj)

Ademas, como Zj Yj = Zj x; = 1 entonces existe un j tal que y; < x; por lo cual
tenemos que 1 —y; > 1 — ;. Con esto concluimos que p(z) > min U(1)
2. Sabemos que existe un j tal que y; < 1, por lo tanto

pl@) = U=,y SUOF=,) S s, U0

Ademds, como ) ;y; = > ;x; = 1 entonces existe un j tal que z; < y; por lo cual
tenemos que 1 —y; <1 —x;. Con esto concluimos que p(x) < max; U;(0)

3. Sabemos que, dado z, los v;(x) maximizan el valor de U;(y;) — v;(1 — z;). Luego, para
todo 7,
Uj(y;) = vj + vja; = U;(0).

Sumando todas estas desigualdades tenemos que
p— Y wy <Y {Ui(y;) — U;(0)} <Y {U;(1) — U;(0)}
J J J

También podemos ver que

E vjr; < maxv;(x)
2
J

de lo que deducimos que

p— maxv;(z) < > {U;() - U(0)} (4.7)

J

Teorema 4.6 La funcion v(z) es continua en Ag
Para demostrar esto, debemos probar los siguientes resultados preliminares.

Lema 4.7 Para todo ¢ > 0, sea A. = {x > 0/~ x; = 1,2; < 1 — ¢ para todo j}.
Entonces, para todo x € A., p(x) < 0o
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DEMOSTRACION. Sea © € A.. Sabemos que p(r) — max; v;(x) < Z;V:l{Uj(l) - U;(0)} < oo.
Por lo tanto, solo nos queda demostrar que max; v;(z) < occ.

Sea j tal que v;(x) = méx; v;(z), entonces, si v;(x) = 0o , entonces las asignaciones de la

segunda etapa son
1 sijg=1
() =
yj( ) {O -

Sin embargo, dado que x € A, x; <1 —e. Ademas, por (4.2), tenemos que

U;(yz)(l — i) = p(1 — ;).

Sabemos que y; = 1 luego U/(1)-0 = 0 = p(1 —x;). Por otro lado 1 —x; > ¢ > 0 y entonces
= p(1 —x;) > pe = p = 0. Lo que contradice que p = oo.

]

Lema 4.8 Para todo € > 0, la funcion p es acotada en A,

DEMOSTRACION. Por contradiccion, asumamos que p no es acotada en A.. Entonces, para todo
n € N existe un z,, € A, tal que n < p(z,) < co. Debido a que tanto z,, como y(x,) estan
en A, entonces la sucesion (2, y(z,)), € A x A el cual es un compacto de RV, luego existe
una subsucesion zy, tal que (xy,,y(zg,)) = (%, 7). Ademés, sabemos que p(xy,) > k, por lo
cual p(zy, ) — oo.

Ademas, sabemos que para todo n, p(xy,) — max; v;(zg,) < Z;.VZI{Uj(l) —U;(0)} < o0,
por lo que concluimos que max; v;(xy,) > k, — Z?le{Uj(l) — U;(0)} — oo. Ademaés, para
todo n,

vi(xy,)

yz‘($kn) = m

y por lo tanto,

max; v;(xy, )

1 > maxy;
f m?’X y’L (xkn) p — ma/JXz Ui (Ikn) + méXz Ui ('rkn) 7

méXi V; (l’kn )

2 S AT - U,0)) + mdx oi(en,)

cuando n — oo.

Por lo tanto, dist(y(ky,),{e1,...,en}) — 0, y luego ¥ esta en la base candnica (sin perdida
de generalidad, y = e; para algin 7). Entonces, para todo n € N,

Ui (yi(wr, ) (1 = yi(zr,)) — Uj(1) -0 =0,

mientras que p(zg, )(1 — xig,) > kn(1 — 2k, )
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Dado que para todo n, zy, € A., sigue que z;;, <1 — ¢, luego

p(wp, ) (1 = 24p,) > k(1 — 248,) > kne — 00,

cuando n — oo. Finalmente, por las condiciones de primer orden de la segunda etapa,

Ui (i) (1 = yiln, ) = plan, ) (1 = Ti,) 2 kne,

lo que es una contradiccion pues el lado izquierdo converge a 0.

DEMOSTRACION. [Del Teorema

Sea z,, — z, tal que para todo j € {1,.., N}, z; < 1. Podemos entonces decir sin pérdida
de generalidad que existe un £ > 0 tal que la sucesion z,, y x estan en A..

Por lo tanto sabemos que existe un M, > 0 tal que p(x,,), p(x) < M. Eso también implica
que v € [0, Ms]Y. Precisamente esto mas la unicidad de la solucion de las ecuaciones de primer
orden de la segunda etapa es lo que nos permite concluir que v(x) es continua. En efecto,
sabemos que v(x,) es sucesion en un compacto y por lo tanto tiene un punto de acumulacion,
llamado v € [0, M,]". Notamos ademas que tenemos lo siguiente:

o v(xy,) >0
o y(zn,) =9
e p(k,) =P

(para la subsucesion que converge a v). Asi, por la ecuacion (4.2)), tenemos lo siguiente:

U@L —5) = p(l—a;)siy >0,
Uj(0) < p(l—ua;)siy =0

Esto significa que v es un NE de la segunda etapa para x. Como ese equilibrio es tinico
concluimos que o = v(x) es el tnico punto de acumulacion de v(x,) en [0, MY el cual es
compacto. Por lo tanto v(x,) — v(z) y luego la funciéon v es continua.

]

Definamos y : A — A por

Entonces tenemos que

Proposicion 4.9 La funcion y es continua en A
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DeMOSTRACION. Por lo anterior sabemos que es continua en Ag.

Sabemos que la funcion v : A — Rf es continua. Sea x, una sucesion tal que converge a
algin e; un vector de la base canonica. Quieremos probar que y(x,) — ¢; = y(e;).

Como la sucesion y(r,) es acotada, posee un punto de acumulacion en [0,1]Y al que
llamaremos y. Ademas, para todo n tenemos que Zj yj(xr,) =1 por lo cual concluimos que

Zj y; = 1.
También sabemos que v(zy,) converge a v(e;) = v con v; = 0si j # iy v; = max;»; Uj(0).
Entonces, podemos ver que si j # i entonces y;(zy,) — 0, y luego y; = 0.

]

Observacion Con esto, tenemos que, para todo € > 0, y(A.) es un conjunto cerrado en A.
En particular, existe un § > 0 tal que y(A.) C As.

De no ser asi, entonces para todo n € N, existe un x,, € A, tal que max; y;(z,) > 1—1/n.
Por lo cual, tenemos que d(y(x,),{ei,...,en}) — 0. Nuevamente, como (x,,y(z,)), es una
sucesion en A x A, por lo que existe una subsucesion xy, tal que (xy,,y(zg,)) = (Z,y(Z)) €
A x A. Ya que d(y(z,),{e1,...,en}) — 0, tenemos que y(Z) € {ey,..,enx}. Sin perdida de
generalidad, tenemos que y(Z) = e; para algtn i. Pero en tal caso, tenemos que T = e;, pues,
sabemos que si T € A, entonces y(z) € Ag. Lo que es imposible, pues 7 € A..

Proposicién 4.10 Sea i € {1,...,N} y x € Aj tal que x; = max; ;. Entonces existe un
e > 0 tal que st v; — 1 < g, entonces y; = max;y;. Entonces podemos concluir que eziste
un € > 0 tal que para todo i € {1,..,N} yx € Ay, st v;, = méx;z; y x; — 1 < &, entonces
Yi = Max; y;

DEMOSTRACION. Por contradiccion, supongamos que para todo n € N, existe un z, € Aq
tal que z;,, — 1 < 1/n y existe un j, € {1,...,N} tal que vy;,, < yj, . Observemos que la
sucesion (Zy,, Yn)n € A? est4 en un compacto y por lo tanto posee una subsucesion convergente
(%K, , Yk, ) — (€i,€;). Esto contradice la definicién de las sucesiones (zy,),, € (Yx,)

n*

]

En la siguiente propiedad vamos a establecer que el NE del subjuego (SJ1), de existir,
debe estar en un compacto, de la forma [0, C]"Y donde C' depende de las funciones U;.

Proposicion 4.11 FEziste un C' > 0 tal que para todo i y para todo w_;, J;(w;, w_;) < C—w;.
En particular, esto implica que, dado w > 0, si para todo i J;(w;, w_;) > 0 entonces w €
[0, CV.

Definamos primero la funcion F; : A — R por

Fi(x) = Ui(yi(x)) = vi(z) + p(x)z;,
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y luego claramente

DEMOSTRACION. Observamos que, si z = ¢; (algin vector de la base canoénica) entonces y = e;.
Asi tenemos que Fj(e;) = U;(1), Fj(e;) = U;(0) para j # i. Ademas, sabemos que U;(y;(x)) <
U;(1) (pues las funciones U; son crecientes). Entonces lo que necesitamos acotar es la cantidad
p(z)x; — v;(x) cuando x € Ay. Asumamos sin pérdida de generalidad que z; = max; ;.

Para esto hagamos 2 observaciones

La primera es que ya sabemos, por 1) que p(z) — méxv;(x) < Zj.vzl{Uj(l) —U;(0)}.

La segunda, es que, podemos obtener mas informacion de la ecuacion U/(y;)(1 — y;) =
p(1 — z;) de tal manera de poder concluir que si x estd suficientemente cerca de algun e;
entonces para todo j # i tenemos que p(x)z; esta suficientemente cerca de cero.

Partamos recordando que si x — ¢; entonces y(z) — e;

Definamos la funcion g; : [0, 1] — R por ¢;(y) = U/(y)(1—y). Observamos que esta funciéon
es continua, mondtona estrictamente decreciente, y que g;(0) = U/(0), mientras que g;(1) = 0.
Esto implica que la funciéon y(x) — e; si x — e;, entonces podemos concluir que si x — e;
entonces tenemos que

p(l—z)=p> x5 =gi(y:) >0
J#

En particular, tomando ¢ > 0 dado por tenemos que si ||x — ¢;]| < €, entonces hay
un 0 > 0 tal que

p(l—z:) =p) w;=gi(y) < 0.
i

Por lo tanto en este caso podemos concluir quep(z)z; —v; < 0 cuando j # i. Ademas,
sabemos que p(z) — v;(z) < Zj.vzl{Uj(l) —U;(0)}.

Por otro lado, si ||z — ¢;]| > & sea A = 5. Sii no es tal que v; = mdx; v; entonces existe
un ! # ¢ tal que v, = méx; v;. Observemos que 1 = Zjvzl Yj, luego 1 —y; = > ., y;. Luego
ly — el ., =1 —yi. Tenemos 2 casos:

e Sixestal que [ly — e[, > Aentonces |ly — el =1—y = >, y; > A Por lo tanto
existe un j # [ tal que y; > A/(IN — 1). Luego

PzUﬂyﬂﬁi—ijﬁi <Uj <ﬁ> (1— NA_l) (1_1%)-

Pero como 1 —xz; > 1 —z; = |le; — x| > €, entonces

o) U - U() (L )

(1—z;) — £ £
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Llamemos

Con esto, probemos que los F; son acotados: en efecto.

Fy(x) Ui(yi(x)) — vi(x) + p(x)z;
Ui(1) + PN(if)

Ui(1)+ C

C+ mx U (1)

IA AN IA

e En el caso en que ||e; — y|| ., < A esto implica 1 —y; < A. Es decir, y; > 1 — A. Por lo
que concluimos que

2) Y a=px)(1—m) = gy) <g(l—X) =C
j#l

De lo que deducimos que

(4i(2)) = vilx) + plo)z;
(1) + ( )i
)+

IA IA IA
TS S8

i(1
—|—maXU( )

Llamemos C' = max{C + méx; U;(1), C' + méx; U;(1)}, entonces tenemos que
F(x)<C

Ahora, si i es tal que v;(z) = méx; v;(x) entonces tenemos que

Fz) = Uly(@) - v) + pla)z
< U - <>+p<>
< 1>+Z{U (0)}
<

C’—i—maXUj( )
J

con lo que concluimos la propiedad

Con esto, obtenemos que

Proposicion 4.12 FEspacios de estrategias compactos
Sii € {1,.,N} entonces tenemos que para todo w = (wy,...,wy) € RY, Ji(w;,w_;) <

C — w;. Luego, nos podemos reducir a que los espacios de estrategias de todos los jugadores
vienen dados por [0, C]
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Otra consecuencia del resultado previo, es el siguiente:
Lema 4.13 Seai € {1,..,N} y sea F; : A — R, dada por

Fi(x) = U(yi(w)) — vi() + pla)a.

Sean j € {1,..., N}, y (n)nen una sucesion convergente a e;. Entonces tenemos que:
1. Sij # i entonces Fi(x) = U;(0) = F(e;)
2. 81 j =1 entonces F;(x) — U;(1) = Fj(e;)

DEMOSTRACION. Sea (), € Ay tal que z,, — e;. Entonces, por la propiedad previa, tenemos
que para todoi € 1,... N, n € N, Fy(z,) < C. En particular, F(x,) = (Fi(z,), ..., Fn(x,)) €
[0, C]N para todo n. Entonces, x,, posee una subsucesion z,,, tal que F(z,, ) — F € [0,C]".

Tambien sabemos que y(z) es continua, y por lo tanto

y(wr,) — ylej) = e;,

con lo que tenemos que

U(0)  sil+#j

Ul(yi(zr,)) — {Uj(l) =

Por la ecuacion (4.2)), tenemos que, si z;, < y;x, entonces
0 <ply; — x| < p(1 —z5) = Ui(y;)(1 — y;) = 0,

por lo que tenemos que
Fi(z) — U;(1) = Fj(e;).

Por otra parte,

Z(yz — ;)

i#]

p = plr; —y| = 0.

Ademas, por la ecuacion (4.2)),

P wi=p(l =) =Uj(y;)(1 —y;) = 0.
it

Por lo cual tambien tenemos que

0<pY yi=n|> u > (i —a)

i#] i#] i#]

<p +p

S

i#]

Z(yi )

i7#]

+PZ%’7

i#]

=p
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lo cual tiende a 0 cuando x — e;. Con esto, finalmente podemos ver que para todo i # j

0<ple;—ul <p (Z($z+yz)> — 0,

(]
por lo cual, si 7 # j entonces

Fi(z) — Ui(0) = F(0).

Por otro lado, si z;k, > y;k,, yasabemos por la proposicién previa que p(z,;—y,) = pr;—v;
estd acotado. Sabemos también que para todo j # ¢

pY = p(l =) = Ujy;)(1 = y;) =0,
i)

y que v; — 0 para todo 7 # 7, luego

Z(?Jz‘ — ;)

i#]

:ZUZ_PZ%_)Q

i#] J#

ple; =yl =p

lo que nos permite concluir

Con esto podemos probar lo siguiente

Proposicion 4.14 Las funciones J; son continuas en [0, C]V\{0}

DEMOSTRACION. Ya sabemos que J;(w) — J;(Ce;) cuando w — Ce; con algin C' > 0. Ademaés,
si w — w con w que tienen al menos 2 componentes > 0, entonces z(w) — z(w) € Ay y
sabemos que v(z) — v(Z), por lo tanto J;(w) = U;(y;(z(w))) + p(x(w))(z;(w) —yi(x(w))) —w
converge a J;(w) = Ui(yi(x(w))) + p(z(w))(zi(@) — yi(z(w))) — .

]

Con este lema, tenemos que las funciones J; son continuas en [0, C]™¥\{0} pero tambien
tenemos que J; son discontinuas en 0. Por lo cual vemos que no podemos usar el teorema de
Glicksberg, y nuevamente, necesitamos ver si podemos usar Dasgupta-Maskin.

Recordemos que por Dasgupta-Maskin, lo tinico que nos falta para establecer la existencia
de NE es que los J; verifiquen que:

o Lasuma 3.V J;(w) sea semi-continua superior en [0, O]

e Para cada i y para cada w_; las funciones J;(-,w_;) sean al menos débilmente semi-
continuas inferiormente.
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Sabemos por lo anterior que los J; son continuos salvo en 0 por lo cual en particular van a veri-

ficar las 2 condiciones mencionadas arriba. Lo tinico que nos falta es definir convenientemente
. i N

a las funciones J; en 0. Para esto, partamos notando que la funcion U := ijl Ui: A= Ry

tal que a y € A le asigna U(y) = Z;VZI U;(y;) es continua en A, el cual es compacto. Por lo
tanto, existe un y € A que maximiza a dicha funcién.

Ahora, notemos lo siguiente: Sea w € [0, C]V\{0} entonces para todo i tenemos que

Ji(w) = Ui(ys) + p(zi — yi) — w;

Sumando sobre todos los i tenemos que

Z Ji(w) = Z Ui(y:) + PZ(% — i) — Zwi
= ZUi(yi) - sz

IA
] =
=
|
]
€

Por lo tanto, definimos .J; en 0 por

Ji(0,0) = Ui(%:)

Con esto, tenemos que para todo w # 0

Z Ji(0) = Z Ui(ij;) > Z Ji(w)

Con lo cual, en particular tenemos la semi-continuidad superior de Zf\il Ji(w).

Ahora, veamos que tenemos la otra propiedad. En efecto, sea i y sea w_; = 0 € Rf‘l.
Entonces, si w; > 0 entonces
Jz‘(wz‘,wﬂ‘) = Ui<1> — w;

lo que converge a U;(1) cuando w; — 0. En cambio, en w; = 0 tenemos que
Ji(0,0) = Ui(#)
< Ui(1)

w; —0

Con lo que concluimos que las funciones J;(-,w_;) son semi-continuas inferiormente. Fi-
nalmente, notemos que, dados ,j € {1,..., N}, si definimos D =1y f;; : R — R dada por
fij(z) = 2z, entonces, tenemos que {O}es de la forma S*(i) del teorema de Dasgupta-Maskin
(ver la seccion 1.3) es S*(i) = {0}. Por lo tanto, tenemos el teorema de Dasgupta-Maskin.
Lo que nos garantiza que el subjuego (S.J1) posea NE en estrategias mixtas.
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Capitulo 5

Existencia de NE en estrategias puras,
para 2 jugadores, con utilidades lineales

Partiremos analizando esta instancia del juego, en la cual las funciones de utilidad de
ambos jugadores, vienen dadas por U;(z) = a;x. Ac4, spg, a; > as.

Debido a que ya sabemos que el subjuego de la segunda etapa siempre posee solucion,
para concluir la existencia del SPE debemos mostrar que el subjuego de la primera etapa
(SJ1) definido en la descripcion del juego, posee un equilibrio.

Partamos recordando las condiciones de primer orden de la segunda etapa:

Uly)1—wy) = p(l—a;)siy; >0
Ul0) < p(l—mx)siy; =0

con p =) vj.
En este caso, estas condiciones se escriben asi:

a;(l—vy;) = p(1—x;)siy; >0 (5.1)
a; < p(l—x;)siy;=0

Ademas, nos conviene recordar que cuando x € Aq entonces y(x) tiene al menos 2 com-
ponentes positivas. En este caso en particular, esto quiere decir que, dado x € A, entonces
tenemos que © € Ay < y(z) € Ay. Esto implica que en este caso las condiciones de primer
orden se escriben por

ai(l—y;) = p(1—x) (5.3)
para i =1,2.

En particular, tenemos que




Sumando en ¢ = 1, 2 tenemos que

1
p(T) = Ty o (5.4)
al + as
Equivalentemente podemos escribir p como
1
p(ﬂfl) T -z |, =
Ex) s
Como 7 € [0, 1] esto nos permite concluir que
ag < p <y
Ademés, recordemos que
Ji(wi,w—;) = ay; — v + pr; —w;
= aiyi +p(@i —yi) —w;i
= (@i — p)yi + pr; — Wi (5.5)

Notando esto, podemos probar la siguiente propiedad

Proposicion 5.1 Para todo i = {1,2}, tenemos que

Ji(wi, w_;) < a; — w;

independiente del valor de w_; > 0

Observacion Con esto, tenemos que los espacios de estrategia de cada jugador, vienen dados
por [0, a;], (que es un convexo compacto)

DEMOSTRACION. En efecto:

Por la ecuacion si i = 1 entonces
Ji(wy,we) = ayr + p(xr — Y1) — ws
< ar+p(rr —y) —wy
Pero, por las condiciones de primer orden de la segunda etapa (ie, por la ecuacion ,
tenemos que
ai(l—y) = p(l—mz)

Como a; > p entonces (1 —y;) < (1 — 1) por lo cual z; < y; por lo cual, usando la
desigualdad previa, concluimos que

J1(wy, we) < ayp —wy
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Si ¢ = 2 entonces
Jo(we, w1) = (a2 — p)y2 + pr2 — Wy
< ap+ (ag —p) —wy
Pero, como ay < p entonces, con la desigualdad previa, concluimos que

Jo(we, wy) < a; — wsy

O

Segundo, vamos a establecer la continuidad de las funciones de pago J;. Para esto, vamos
a encontrar una expresion explicita para estas funciones. Sabemos, por que

1
(1—z1) + (1—z2)

ay as

plz) =

Ademas, sabemos que, cuando (wy,wy) # (0,0) tenemos que x1 = wy/(wy + wy) y que
To = wy /(w1 + wsy). Entonces tenemos que

(w) . w1 + Wo
P wy fag + wy/ay
Por su parte, sabemos que
1—x;
-y, = P( 0 J
1
Por lo tanto . . .
—XT —X —X
yi(w) = o T T wfe
Lo lom wy/ay + wy/ay
' /
Wa /a1
Yy2(w) =

N wy /as + wy/ay

Finalmente, tenemos que

w1 (wy + we)
az (wy/as + wo/ay)

w (w1 + wy)

ar (wy/ag + w2/a1)2

Vg =
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Finalmente, tenemos que

Ji = ayir — v+ pri —wy
CLlwl/CLQ _ w1 (U)l -+ ’wz) w1

(w1 /as + wa/ay) G_Q(wl/a2+w2/a1)2 (wy/as + we/ay) a

1 awy [w W w w w
= 2(1 1(—1+—2)——1(w1+w2)+w1(—1+—2)>—w1
(w1/as + we/aq) az \az @ as az @

_ 1 (alwf wiwy w_f _wiwy w_f N wle) o
(wy/ag + wyfar)* \ @3 a as as s a
1 aw?  ww
— 2( L — 2)—w1 (5.6)
(wl/CLQ + wg/al) ay a

Un desarrollo andlogo nos da que

1 asw3 wlwz)
Jy = + —w 5.7
2 (wl/ag + wg/a1)2 < CL% as ? ( )

Esto nos permite, en particular, concluir la siguiente propiedad
Proposicion 5.2 Sea i = 1,2. entonces, la funcion J; es continua en [0, a;]*\{0}.

Observacion Las funciones J; son irreparablemente discontinuas en 0. En efecto:

Consideremos primero la sucesion w,, = (1/n,0). Entonces, tenemos que las asignaciones
correspondientes en la primera etapa son z, = e; = (1,0). Sabemos que en este caso las
asignaciones correspondientes de la segunda etapa son ¥, = e;. Por lo tanto las funciones de
pago valen Jy(w,) =a; —1/ny Jo(w,) = 0. Por lo tanto, en el limite tenemos que

lim Ji(w,) = a
n—oo
Yy ) = 0

Por otro lado, si escogemos w, = (0,1/n) Entonces, tenemos que las asignaciones corres-
pondientes en la primera etapa son x,, = es = (0, 1). Sabemos que en este caso las asignaciones
correspondientes de la segunda etapa son y, = es. Por lo tanto las funciones de pago valen
Jo(wy) = a2 — 1/ny Ji(wy,) = 0. Por lo tanto, en el limite tenemos que

lim Ji(w,) = 0

n—oo

2D, Talin) = 4

Con lo que concluimos que J; son discontinuas en 0.

Por lo tanto, no podemos usar el teorema de Debreu-Glicksberg-Fan [3] para probar la exis-
tencia de NE para el subjuego (SJ1). Por lo tanto, necesitamos teoremas que, con hipotesis
mas débiles que continuidad, permitan asegurar que existe un NE en estrategias puras.

Para esto, recordemos las siguientes definiciones
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Definicién 5.3 Grafo del juego

Sea I' = {(w,u) € W xW/ para i = 1,2 tenemos que J;(w) = u;}, donde W es el espacio
de estrategias puras de los jugadores. También denotamos la clausura de T' por cl(T'), y la
frontera de I' por F'r(I")

A continuacion recordemos las siguiente nociones de la revision bibliografica (ver también

[15])

Definiciéon 5.4 Seguridad de mejor respuesta

Si (w,u*) € cl(T") es tal que w no es un equilibrio del juego, entonces hay un jugador i y
una estrategia w; tal que J;i(w;, t_;) > ul sit_; estd en una vecindad abierta de w_;

Definicion 5.5 Un juego es débilmente quasi-continuo de transferencia si, cuando w € W
no es un equilibrio, entonces existe un perfil de estrategias v € W y una vecindad V(w) de
w tal que para todo w' € W tenemos que existe un i tal que J;(v;, w’ ;) > Ji(w')

A continuaciéon caracterizamos la clausura del grafo del juego, para este caso especifico:
Proposicién 5.6 Sea (w,u) € cl(I"). Luego

1. Siw e (0,a1]* entonces u; = Ji(w) parai=1,2
2. Siw =0 entonces u es tal que (w,u) € cl(I") si y solo si existe x € A tal que para todo
i, ui = Ui(yi(@)) + p(x)(2i — yi())

DEMOSTRACION. En efecto:

<:sea x € A tal que para todo i, uf = U;(vi(x)) + p(x)(x; — yi(2)), y sea w, = x/n.
Tenemos que si n es suficientemente grande, entonces w, € [0,C]". Ademés, w, — 0,
mientras que por otro lado, tenemos que para todo n y para todo i,

Ji(wn) = Uilys(2)) + pl) (@ = yi(w)) = = = u;

Con lo que tenemos que (0,u*) € cl(T).

=: Sea w, — 0 tal que existe u*tal que (w,, J(w,)) — (0,u*). Es decir, para todo i,
tenemos que

Ji(wn) = Us(yi(z(wn))) + p(x(wn))(@i(wn) — yi(z(wn))) — wn — uj

Pero, sabemos que para todo n, x(w,) € A que es un compacto, por lo cual dicha sucesién
? ? J
posee un punto de acumulacion z € A. Es decir, existe una subsucesion z(wy, ) — Z. Por lo
que tenemos que para todo i,

Ji(wr,) = Ui(yi(x(wg,))) + p(z(wiy ) (wi(wr, ) — yi(z(wry))) — wg,
= Ui(yi(@)) + p(2)(Zi — 4:(2)) = v
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debido a que y : A — Ay p: A — R, son continuas.

Proposicion 5.7 FEl juego verifica sequridad de mejor respuesta

DeMoSTRACION. Notemos que, si w € [0,a1]2/{0} no es un equilibrio del juego, y u* = J(w),
entonces hay un jugador i y una estrategia w; tal que J;(w;,t_;) > wu} si t_; estd en una
vecindad abierta de w_;. Esto es directo del hecho de que J; son continuas en w.

Ahora, nos queda probar esa propiedad si (0,u) € cl(T).

Siu = (ar,0) tomemos i = 2 y € > 0 suficientemente chico. Entonces Jy(g,0) = as — ¢ >
10ag/11 > 0. Ademas, para todo w; < € entonces Jo(g,w1) = agye(z) + p(x2 — yo(z)) — € >
asys(z) —e > 0.

Si u = (a1y1(x), asya(z)) tomemos i = 1 y de nuevo € > 0 suficientemente chico, entonces
J1(g,0) = a1 — € > a1y1(x). Ademas, para todo wy < Ce tal que (1/(C + 1)) > z1 entonces
Ji(g,we) = aryr (x(w, €)) + p(x1 — y1(z(w, €))) —e > aryi(z) —e > 0 con lo que tenemos que
el juego verifica seguridad de mejor respuesta.

]

Proposicion 5.8 Si un juego verifica sequridad de mejor respuesta entonces es débilmente
quasi-continuo de transferencia

Ahora, por la ecuacion [5.6] queremos establecer la quasi-concavidad de las funciones
Ji(+,w_;). Derivando, tenemos que

0Jq 1 [ wy we 1 2a1wi  2wiwe
— = 5 |201— + —| — 3 5— + -1
ow, (wy/as +wyfay)” | a3 @ (wy/ag + wa/ay) as; ay
1 [2a1w?  2wiwy  wywy  wi o 2awi 2wiwy
- 3 3 5+ 2T T 3 T —1
(w1/az +wafar)” L a3 a3 Q201 ag as aias
1 [w? 2 1
= 5|2+ (———)] —1 (5.8)
(w1 /ag 4+ wa/ay)” [ af ag az a1
Un desarrollo analogo nos da que
0J 1 2 2 1
22 - {w—; 4 Lt (— - —)} 1 (5.9)
aUJ2 (U)l/ag + wg/al) aj a1 ay a2
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Derivando por segunda vez obtenemos que

82J1 . 1 -U)Q < 2 1 ):| 3/@2 |:U}§ i wW1W2 ( 2 1 ):|
ow? (w1 /ag + wg/al)3 L a2 \a2 ai (w1 /asg +w2/a1)4 a? as az  ai

1 [w, ( 2 1 > (w1 w2> 3ws  3wiwy ( 2 1 >]
= —_ — - — — 4+ — _ — = _—— —
(wy/ag +wafar)* Laz \az  a1) \az @ afas a3 \ay @

B 1 [2wiwy 2w wiwy w3 3w bwiwy  3wiws }
- 4 3 2 2 o T o T 3 2
(wi/ag +wafar)” | a3 a1a; a1a; ajaz  ajag as a1a;

1 I 2"(1}% 1 2 2’(1]111)2 1 2
= 1 _— _.I_ 5 R
(wi/ag +wy/ar)” Laraz \az  ay a5 a; Qs

- === +—=-=
as (wi/ag +wy/ay)” Lar \az a1 az \ar a2

Un desarrollo analogo nos da que

(5.10)

2 2 1 2 1 2
8‘]22 _ il 4{ﬂ(———)+%(———>}—1 (5.11)
ows aj (wy/ag +wyfay)” Laz \ar a2 a; \az  ap

Teorema 5.9 Las funciones J;(-,w_;) son quasi-concavas para todo w_; € [0,a,]. Mds
tenemos que

1. Si ay < 2as entonces las funciones Jy y Jo son concavas

2. Si ay > 2ay entonces las funciones Ji y Jo son quasi-concavas

DEMOSTRACION. Partamos notando lo siguiente

Sabemos que
1 2
< ap = ay > 20 — < —
ai 45)

Por otro lado, tenemos que

1 2
ap < 2a0 & — < —

ag aj

por lo tanto, con la ecuacion v [5.11} tenemos que cuando a; < 2aq, Ji(-,wq) v Jao(+,

son concavas, para todo wy, wy € [0, a].
Por otro lado, cuando a; > 2a, entonces tenemos lo siguiente:

e Para el segundo jugador, por la ecuacion tenemos que

d.Jy 1 wi  wiwy [ 2 1
Owsy (w1/as + wa/ay)” | a3 ap  \ai G
_ p1(ws) _
p2(ws)

donde 5 . )

w w

pr(ws) = wo— (— - —> +—

aq aq a9 ay
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30

fl(x)zax+b

25} — fz(x)=(cx+d)3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Caso (C1)

Por lo tanto, %@’;‘”) — —1. Notemos ademas que py de la forma py(z) = (cd + d)?

con ¢,d > 0. Por lo tanto podemos ver geométricamente que hay 3 casos posibles (ver
figura [5.1)):
0J2(w2,w1)

— si p; < pg en todo wy > 0 . En este caso tenemos que e < 0, por lo tanto
Jo(+,wq) es siempre decreciente y por lo tanto quasi-concava (C1)

— si existe un w3 tal que p; > p, hasta w), y después sea menor. En este caso
%ﬂiwl) > 0 hasta w§ y después %ﬂi’wl) < 0. Es decir, Jo(-,wy) es primero

creciente y después decreciente, y por lo tanto quasi-concava.(C2)

— si existen 0 < w) < w} tales que p; < pg en [0, w] U [ws,00) y p1 > pa en [w3, wi].

En este caso %ﬂzwl) < 0 hasta w9, despues %ﬂim > 0 hasta w), y después
% < 0. Es decir, Jo(+,w;) no es cuasi-concava (C3)
w2

e Ademas, como 5—1 — % < 0 tenemos que p;(wsy) es decreciente. Por lo tanto estamos en
el caso (C1) o (C2), y por lo tanto Ja(-,w;) es quasi-concava.
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30

[ fl(x):ax+b

—— f,(0=(ex+d)°

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.2: Caso (C2)

30

25

fl(x):ax+b

f,(9=(cx+d)*

Figura 5.3: Caso (C3)
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e Para el primer jugador, por la ecuacion tenemos que

oh | [w_%erlwz (g_i” »

dwy (w1 /as +wyfar)” | a3 az \az @
_ (wa/a1) 1
(w2/ay)?
- 4y
W2

> 0

Ademaés, aca también podemos decir que
— si p; < pg en todo wy > 0 . En este caso tenemos que %ﬂ;m) < 0, por lo tanto

J1(+,wy) es siempre decreciente y por lo tanto quasi-concava (C1)

— si existe un w) tal que p; > p, hasta w?, y después sea menor. En este caso

%ﬂ:{wz) > 0 hasta w) y después %ﬂ;ﬂm) < 0. Es decir, Ji(-,wsy) es primero

creciente y después decreciente, y por lo tanto quasi-concava.(C2)

— si existen 0 < w) < w; tales que p; < py en [0, w?]U[wi, 00) y p1 > pa en (wf, wi).

En este caso %j;wl) < 0 hasta w{, despues %wll’w) > 0 hasta w}, y después

%ﬂ’wﬂ < 0. Es decir, J;i(-,wy) no es cuasi-concava (C3)
e Y como %ﬁ:‘”) > 0 entonces estamos en (C2) y por lo tanto concluimos que J; es

siempre quasi-concava.

O

Por este teorema en particular podemos deducir la siguiente proposicion

Proposiciéon 5.10 Si a; > 2as entonces el subjuego (SJ1) solo admite NE en estrategias
puras.

DEMOSTRACION. De la proposicion tenemos que si a; < 2ay entonces J; y Jo son estricta-
mente concavas. En particular, para toda medida de radén probabilista ps sobre el espacio
de estrategias del segundo jugador, la funcién

al
J1(w1 3#2) Z/ Jl(w1>w2)d/i2
0

es estrictamente concava en [0, a;]. Por lo tanto existe un tnico wy € [0,a1] que maximiza
a Ji(- : p2). Con lo que concluimos que BRy(ps) = {w;} (ie, la delta de dirac concentrada
en wy ). Esto nos permite concluir que, todo equilibrio del juego con 2 jugadores y utilidades
lineales, es un equilibrio en estrategias puras.

[
Finalmente, recordemos el siguiente teorema (ver [15])

Teorema 5.11 Si el juego G = (I, W, J;), donde W; es el espacio de estrategias puras del
1-ésimo jugador y J; su funcion de pago, es tal que:
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e para todo i, W; es compacto convero,
e [as funciones J; son acotadas

e el juego es débilmente quasi-continuo de transferencia y quasi-concavo (es decir, las
funciones J;(+,w_;) son quasi-concavas para todo w_; € W_;

Entonces el juego posee un NE en estrategias puras

Teorema 5.12 Ezistencia de NE en estrategias puras

El subjuego (SJ1), con 2 jugadores y utilidades lineales, posee un NE en estrategias puras.
Por lo tanto el juego (J) con 2 jugadores y ulilidades lineales posee un SPE en estrategias
puras
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Capitulo 6

Precio de la anarquia

Aca vamos a estudiar el precio de la anarquia del juego. Por simplicidad nos vamos a
restringir al caso en que las utilidades de los jugadores sean lineales. En este caso, tenemos
el siguiente resultado

Teorema 6.1 [1/

El precio de la anarquia del juego, cuando los jugadores tienen utilidades lineales, es aco-
tado inferiormente por 2V/2 — 2

Acé mostraremos una secuencia de instancias de la forma Uy(z) = z, U;(z) = ax con
a € [0,1] para todo i > 1, con las cuales se alcanza que la eficiencia del SPE sea 2v/2—2. En
particular, concluimos que el valor encontrado por [I] es 6ptimo y no se puede mejorar.

Primero (en la seccion 6.1), vamos a caracterizar las condiciones de primer orden del sub-
juego (SJ1) cuando las funciones de utilidad de los jugadores sean lineales. Posteriormente,
nos enfocaremos en instancias de la forma U;(z) = x, U;(z) = ax con a € [0,1] para to-
do 7 > 1. Para comenzar, mostraremos el siguiente teorema, que nos da explicitamente la
solucion de las condiciones de primer orden de (SJ1) en funciéon de a € [0,1] y de N € N.

Proposicién 6.2 Supongamos que a; = 1, a; = a € [0, 1] para todo i € {2, ..., N}. Entonces,
st N € N es suficientemente grande, existe una unica solucion w a las condiciones de primer
orden de la primera etapa, tal que ademds wy = ... = wy. y P(w) = [n], la cual viene dada
por

(N—=1)((ey+N—2)(2—-1)+a)

a

a<1%_@N+N—m)3

a
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donde

—b(N) + y/b(N)2 — 4c(N) /a
2/a

o <= (£) )

1 6\ 2(a—2+1)
N) = N?(1—-Z=)—aN — S I S Y
¢(N) ( a) a —|—(3a 8—|—a) N1

Ademds, hay un No > 0 tal que para todo N > Ny tenemos que b(N),cy >0 y ¢(N) < 0.

Denotemos al perfil de estrategias w de la propiedad anterior por w¥. Entonces, mostra-
remos el siguiente teorema.

Teorema 6.3 Sea a € [0,1], N € N y w™¥ = (wi'F wl? . wlF) con w]? wl¥E dados por
y. Entonces, las funciones J;(-,w™F) son quasi-concavas para todo i € {1,..,N} y se

—1

mazimizan en wNP. Por lo tanto w™N¥ es un NE del subjuego (SJ1).

Finalmente, denotemos por Ey(a) la eficiencia social del SPE dado por (w™% v(-)) donde
a cada w € [0,1]" tenemos que v(z) es el NE del subjuego (S.J2), con x = w/u. Entonces,
para concluir mostraremos la siguiente proposiciéon, que nos dice que el precio de la anarquia
del juego, cuando los jugadores tienen utilidades lineales, debe ser menor o igual a 2v/2 — 2.
Y, usando el teorema podemos concluir que el precio de la anarquia, cuando los jugadores
tienen utilidades lineales, debe ser 2v/2 — 2

Teorema 6.4 Sea a = 2 —+/2 y N € N. Si denotamos por Ex(a) la eficiencia social del
SPE dado por wN¥, entonces tenemos que

lim En(a) = 2v2 -2

N—oo

6.1. Condiciones de primer orden del subjuego S.J1

A continuaciéon vamos a encontrar un perfil de estrategias w = (wy,..,wy) € [0,1]V tal
que verifica:
9J; _
o Su(w) =0,
o w; =w;sit,j>1,

e P(w) = [n] (es decir, que todos los jugadores hacen apuestas > 0 en la segunda etapa).

A este perfil lo denotamos WV = (WM . wiF) = (W wlE .. w)E). En la siguiente

seccidén probaremos que este es efectivamente un equilibrio en estrategias puras del subjuego
de la primera etapa (SJ1). Y por lo tanto, si v*(w™¥) denota las asignaciones en la segunda
etapa del subjuego (SJ2), concluimos que (w™¥ v*(w™NF)) seria un SPE.

Sea v : A+ RY la funcion que, a cada asignacion z € A de la primera etapa, entrega el
equilibrio del subjuego (SJ2),. Sea w_; € 11,40, a1] y definamos para todo i € {1,.., N} la
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funcion ¥, : [0, a;]Y — R por
Vi(w;) = Ji((w_iws), v((w”;, w;)))

Vi w
= Qi=— —V; + Vi | = —w;
ZZ;‘ Uj Z (; j) Zj;éi wj + w; Z

Denotando p = p(w;) = > vi(wi), p = plw;) = D25 ,w; +wi, x; = xi(w;) = LYY=

yi(w;) = % tenemos que

Vi(wi) = aiy; — vi + pr; — w;

A contiuacion vamos a asumir que P(w) = [n], es decir, que todos los jugadores tienen una
asignacion positiva en la segunda etapa. Con esto, las condiciones de primer orden de la
segunda etapa vienen dadas por

a;(1 —y;) = p(l —x;) (6.1)

Reordenando obtenemos que

Qa;

(1—y) =
Sumando estas expresiones, se obtiene que

N-1 = Z(l—?/i)

_ 'OZ (1 ;‘%’)

P

Con lo que concluimos que
N -1
plw) = = ey (6.2)
) e

Proposicién 6.5 Asumamos que P(w) = [n]. Si denotamos

H;, =
N -1
entonces tenemos que
dp _p
=2 (1—- pH; 6.3
S = 1 (1= pH) (63)
DeMOSTRACION. Ahora se va a obtener gﬁ_:

Op 0 1 -
L~ (N-Dgo (;a—ju —:m)




Desarrollando esta expresion, podemos mostrar que

1
dp Py 2 jtia;
dw; L PN

Con esto, se concluye que

p
o (1 —pH;)
O

Lema 6.6 Condiciones de primer orden de la primera etapa

Si asumimos que P(w) = [n], entonces las condiciones de primer orden de la primera
etapa vienen dadas por

DEMOSTRACION. Notemos que

N

(9wl- 871}1 Zj:l w;j

Zj;éi wj

2
(Zsw)
(50)
H o
1
1

Ademés, cuando j # 1

dl’j 8 ( U}j >
N
dwi awl Zj:l w;j
wj
B 2
N
<Zj:1 wJ>
Y
1
Ademas,
8yi 0 V;
ow; ow; \ p
1 v, o ap
pow;  p* dw;
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Usando estas ecuaciones podemos mostrar que, al derivar ¥; obtenemos que

1 Ov; v; Op Oy n dp n 1 x 1
= G~ — Qi - L5 e
p Ow; p?*ow;  Ow;  Ow; g

ov; (a; op a;Y; Y
= ——1 . — —(1—z;)—1
Ow; (p > " o, (x p ) i u< “)

Igualando esta expresion a 0 obtenemos las condiciones de primer orden, las cuales vienen

!

dadas por

ov; [ a; dp a;Yi p

1 = — =1+ P — + —(1 —xz; 6.5

8w,~<p ) awz‘<x P) M( ) (&39)

Notar que, despejando en la relacion y usando que y; = v;/p obtenemos que.
1— €T;
Vi =p— QPQ
Q;

Luego, derivando con respecto a w; se obtiene que

ov; op 0 ((1 - a:i)p2>

ow; ow;  dw; a;
O (1—z) dp p* 0
dp ( 2p(1 — l’z‘)) po(1 — ;)
— 1— _
ow; a; a;p

Luego por y usando las relaciones [6.3] y desarrollando, obtenemos que

1 — @_1 3Ui+ J;i_az‘yz‘ aP+P(1—$i)
P dw; p ) Ow; K

= g (2pH; (yi — ) + (1 — )

Despejando, se obtiene la expresion

%ZQPHi(yi—xi)+1—yi

6.2. Instancias de la forma a1 =1,a;,=a,2€2,..., N

6.2.1. Solucién de las condiciones de primer orden

A continuacion vamos a obtener el candidato a NE del subjuego (SJ1) para instancias
de la forma a; = 1, a; = a € [0, 1] para todo i € {2, ..., N}. Primero introduciremos algo de
notacion
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Definicién 6.7 Sea f : R — R. Decimos que f(2) = o(2*) si lim,_q f(2*)/2% = 0 para algin
k € N\{0}.

Definicién 6.8 Sea f : N+ N. Decimos que f(n) = O(n*) si eziste un C >0 y un ny € N
tal que para todo n > ngy tenemos que f(n) < Cn* para algin k € N\{0} .

Proposicién 6.9 Supongamos que a; = 1, a; = a € [0, 1] para todo i € {2, ..., N}. Entonces,
asintoticamente en N, eriste una unica solucion w a las condiciones de primer orden de la

primera etapa, tal que ademds we = ... = wy. y P(w) = [n], la cual viene dada por

w; = CNWs (6.6)

(N=1)((en+N—=2)(2-1)+aq)
W (1+ o 2))3 o0
a1+ N2

donde

—b(N) + \/b(N)? — 4c(N)/a

4 2 1
1 6 2(a—2+1)
N) = N*(1--)—aN —8+ - ) - = 1
c(N) ( a> a —i—(?)a 8+a> N1 (6.10)

Ademds, hay un Ny > 0 tal que para todo N > Ny tenemos que b(N),cy >0 y c¢(N) < 0.

DEMOSTRACION. Asumamos que wp = ... = wy. Por la relacion [6.5] tenemos que
% = 2pHy (y1 — x1) — y1 = 2pHs (y2 — 2) — 12 (6.11)

Notemos que

H, = =t (6.12)

Hy = = a (6.13)

Por otro lado, se sabe que

(w) = =
xi(w) =
' Zj wj
por lo cual se tiene que
w
1— T; = Z];ﬁz J



En este caso en particular, se tiene que

(N — 1)’[1)2
1l—x = 6.14
o wy + (N — ].)UJQ ( )
' (N -2
w1 + — 2)ws
11—y = 6.15
2 wy + (N — 1)11)2 ( )
Ademaés, usando la ecuacion [6.2] tenemos que
N —1
p = 1—x;.
(T =21) + 225 %
B N—1
— 1 oy + (N—1)(1—x2)
B N —1
- (N—1)ws + (N=1) wi+(N-2)
wi+(N—1)ws a wi+(N—1)ws
Wy + é(wl + (N — 2)w2) '
Usando las relaciones y [6.16] se tiene que
1=y = p(l—a)
- (W = Dw, (6.17)
Wy + %(wl -+ (N — 2)’(1}2)
mientras que por las relaciones v 16.16]
p
1— = —(1-
Y2 a( )
_ wy 4+ (N — 2)wy (6.18)
awy + (wy + (N — 2)w,) '
Usando estas ecuaciones y haciendo el desarrollo podemos mostrar que
1 1
—r; = (N—-1w —
oo o= Jws (wl +(N=Dws  wy+ L(w + (N - 2)w2))
_ (N — 1)w2(% — 1)(w1 + (N — 2)wsy) (6.19)
(U)l + (N — 1)w2)(w2 -+ i(wl + (N — 2)11)2)) '
y
o+ (7 = 2)u) (- 1 )
— X = w — w _
Y2 2 ! 2\ w, + (N —Dwy  aws + (wy + (N — 2)wy)
_ (w1 + (N — 2)wg)wa(a — 1) (6.20)

a(w1 + (N — 1)w2)(w2 + %(wl + (N — 2)w2))

Usando las relaciones [6.12] [6.17], [6.19] y haciendo el desarrollo algebraico, se obtiene que

2 -
2p0H (yy —11) +1—y1 = %%—1—?/1
1 2(w1 + (N — 1)?1]2)(1’,1 — yfl) )
_ (N -1
Wo + é(wl + (N - 2)’(1]2) ( a ( >w2

35



Desarrollando usando las ecuaciones y y desarrollando la expresion previa, se obtiene
que

29t — 00+ (1= ) = g M (e

-2 ’LUQ) " 1)
Wy + %(wl + (N — 2)11}2) G(U)Q + é(wl + (N — 2)’(1]2))
Anélogamente, usando las relaciones [6.13] [6.18] [6.20] se obtiene que

1+ 822
20Hy(y2 — w2) + 1=y = 2 N——al P2 —y-2)+1—y
2 (1 + (Na—2)> (w1 + (N — Dws)(z_2 —y_2) (w1 + (N — 2)ws)

_|_
(N — 1)(wy + ¢ (wy + (N — 2)w,)) a (wy + £(wi + (N — 2)ws))
Desarrollando la expresion previa, y usando las expresiones y se obtiene que
14+(N=2)/a
w1 + (N - 2)’(1)2 2(@ B 1)'LU2 ( (N-1) )

2pHa(yo — x2) + (L — 1) = — (w2 + 2 (wi + (N = 2)wn)) | (w2 + 3 (w1 + (N = 2)w,)) o

En sintesis:

_ (N — Dwy 2(; = D(wi + (N = 2)wy)

2o —m) +1 -y = (w2 + (wy + (N = 2)w,)) [a (w2 + (wy + (N — 2)w,) —i{&}l)
20— 1y, (HHN-2a

20Ho(y2 —w2) + 1 —yo = w t (N — 2w, ( ) ( Wy ) (6:22

a (w2 + % (wy + (N — 2)w2)) (U)g - % (wy + (N — 2)w2))\
Por la relacion [6.11} se igualan las relaciones y de lo que se deduce que

2(2 = 1) (w1 + (N — 2)ws) _wi+ (V= 2w, 2a— (%>
(N=1)w, a (wy + (w4 (N — 2)ws)) = a (w2 + 2 (w1 + (N = 2)wy) i

Reordenando términos en esta ecuacion, se obtiene que

A
2ws(wy + (N — 2)ws) | (N = 1) (l _ 1) B <1+ (]; _)1() 1)

a

wy + (N — 2)’LU2
a

(o1 + (0 (N = 2)u) | - (N = 1)

Desarrollando el lado izquierdo, se obtiene que

W2
(2uwn(ws + (N — 2)wy) (N_1)<1_1)_(1+ 2) (a-1)

a (N —-1)
(N-2)\ 1 _
— Swywy | (N —1) (2_1)_ (1+(];_)1() i
(N —2) | (N 1) G _ 1) _ (1+ ﬁ)l()a —V (6.23)
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Por su parte, desarrollando el lado derecho, se obtiene que

(wﬁ%a+N—QM@{M+%Z_2M@—UV—Dw4
:J§+wde—®(§—Q+m@w+N—®PN;m—{N—Dl

Igualando las expresiones y se obtiene que

2
0="24 wiwob(N) + wic(N)
a

Donde podemos mostrar que

(6.24)

b(N):(N_g)(2_1>_2 (N—l)(l_l)_ <1+%;m)(a_

a a

y

¢(N) = (a+N-2) (M — (N — 1)) —2(N=2) [(N —1) (1 _ 1) B (1 + %) (a—1)

a

Desarrollando b(N) se obtiene

) = v (2-1)-afov-n (3-0) - e
:_N+2—§+"_ji<a_2+%)

lo cual es > 0 a partir de un Ny

Desarrollando ¢(/N) y agrupando términos, se obtiene

(N —2)

a

¢(N) = m+N—m( —%N—U)—%N—%(N—D(——Q—

1 6 2 1
— N2 (1-2)—aN+3a-8+-— 94 =
( ) aNt+da—8+y <N—1>(a *a)

lo que resulta menor que 0 a partir de un N;

Luego, dividiendo por w3, tenemos que, si x = w; /ws, entonces
2?/a+ xb(N) +¢(N) =0

Con lo cual se obtiene que

. —b(N) £ \/b(N)? — 4c(N)/a
2/a

Notamos que a partir de No = max{Ny, N1}, tenemos que:
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(N) (N)/a>0

Por lo cual, se concluye que a partir de No,

. N) + v/b(N)? —4c(N)/a _ C(N) o0
2/a 20 N

Recordando que = = w; /ws, tenemos que
wy(wq) = cnwe

Notar que, de la relacion
K
' 20H1(y1 — 1) + (1 — 1)

y usando las relaciones y y haciendo el desarrollo algrbraico, obtenemos que

(N — 1wy [ 2(L — 1) (wi + (N = 2)w,) 1]
wy + 2wy + (N = 2)ws)) | a(wa + L(wi + (N — 2)w,)

(100 3+ (V= 2)u) ) = :

Desarrollando esta expresion tenemos que

(w2 + é(wl + (N — 2)w2)> = (V= Dw, ((wl + (N — 2)wy) (% — 1> + awg)

a(ws + (wy + (N — 2)w2))2

Como w; = cywsq, obtenemos que

- <1+W) - (1J£5(;Nllw122v—2))2 ((CN+N_2) (3_1) +a)

Por lo tanto obtenemos que

py e VD (v s (W =DE -V ka) e

a(l+ten+ (N - 2)))

O
Proposicién 6.10 Sea f : R +— R una funcion derivable, de la forma
f(z) =vV1+dz+o(z)
Entonces la expansion de Taylor de primer orden de f en torno a 0 es de la forma
flz)=1+ C—iz + 0(2) (6.25)

2
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DemosTrRACION. Expandiendo f en torno a 0 en su desarrollo de Taylor de primer orden se
tiene que

f(z) = f(0) + f(0)z + o(2)

En este caso en particular, se tiene que

/ _ 1 /
A 2 1+dz+o(z)(d+0<z>>

En particular, por la definicion de o(z), se tiene que

Cd+d(0) d

S0 = =5 =3

De lo que se deduce que

Sean

m = 1l—a
n = —3a+ - ——
Te-a
Entonces tenemos que
tm £ _
rx—oo
lim f(z) —mz = n
T—r00

En otras palabras, la recta mz +n es una asintota de f(z)

Observacion En particular, notemos que cy = f(N), por lo que concluimos que § — m =
1—ayquecy—(1—a)N—n=-3a+ 5= cuando N — oco. Es decir, cy ~ mN + n.

DEMOSTRACION. Recordando las expresiones para b(+) y ¢(-) dadas en [6.9] y [6.10, y desarro-
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llando, se tiene que

Agrupando términos, obtenemos que

b2)? — de@)fa = 2 (1 _ g (1 - é)) 482 (1 _ 2) +0(1)

Luego, se tiene que

Usando esto, se tiene que

@ _ g _b(;f) \/b(if)Q—;C(fC)/a)
- 2 _1+0(1/x)+\/1—§<1_1)+0<1/x)>
N g —1+\/1—%<1_%)> .

cuando z — oo.

Desarrollando obtenemos que
m=1—a=m

Como se busca entender el comportamiento asintotico de f(x), se va a estudiar el limite

lim f(z) —ma
T—00
Usando las ecuaciones 6.9y [6.26] y haciendo el desarrollo obtenemos que

f(z) — mx—2< ) + /b() /a—mx)
:g<_2+%+x<é(2—a) \/1+ (f(gdé)i))iﬁ)(%) _
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Sea $(1-1)
S (R Y gy

Haciendo esta identificaciéon, y tambien haciendo el cambio de variable

z2=—
x

se ve que se puede hacer la identificaciéon

8(1-14) 1 1\ B
\/1+ (1_3(1_1))5%—0(;) =1+dz+o0(z) =g(2)

a

Luego, usando la propiedad la relacion y y desarrollando, se deduce que

f(x)—mx:g<—2+%+x(%(2—a) [1+%+0<%)_1D+0<%)>
4

cuando z — oo.

Notar que

Por otro lado, notar que

(a—1) (a—1)
G0 - (-2
(a—241)

(a—2)

- _(1+ai2)

Usando esto en la expresion para n* y haciendo el desarrollo podemos concluir que

4
*— _3 [ —
n a+a(2 a) n
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Sean

g = (m+1) (2—1)

B = (n—m—3) (2—1)%

(=)
gs = a
a
1N?/n—2
o) (5
a a
2
= 3(2_a) <—2a—2+ : )
a 2—a
2-a\?/ 2
— —a—1
o(*27) (25 )

Usando la ecuacion [6.7]y el hecho de que ¢y = mN + n + o(1) podemos mostrar que

g1y 9w +olym)

NE
wy (N
2 ( ) g3+g4% —l—o(x)

Proposicién 6.12 Sea f5: [0,00) — R dada por

azx + bz* + o(z?)
¢+ dx + o(x)

foz) =

Entonces, la expansion en serie de Taylor de orden 2 en torno a cero de fy es

ar  (bc — ad)z?
- + - @

- = + o(z?)

fo(x) =

DEMOSTRACION. En efecto, derivando, podemos mostrar que

_ac+ 2bcx + o(x)

) = T o))

¥ que

" 2(bc* — acd) + o(1)
2 (x) = 3
(c+dx +o(x))
Sabemos que el polinomio de Taylor de orden 2 de f5 en torno a 0 viene dado por

"

fla) = £a0) + F50)z + 220 1 o)

Con lo que podemos concluir la propiedad

62



En particular, con esto podemos mostrar que

ve a1 1 1
Wy =~ = 5_o N + g(a)m + o0 (m> (6.28)

En efecto, sabemos que

_ 915 + % +ol(5E)

gt 94% + 0(%)

Definiendo z = 1/N y expandiendo w #(z) en serie de taylor en torno a 0 podemos mostrar,
usando la propiedad que

wiB(z) = Ly 4 (—<g2g3 — g1g4)) z® + o (2%)
g3 93

wy *(N)

Usando las expresiones y haciendo el desarrollo podemos mostrar que

9 a
g3 2—a

¥ que

9293 — 9194 3a* — 12a® + 16a* — 8a
2 = 1 =g(a)
93 (2—a)

6.2.2. Demostraciéon de que es SPE

Ahora, mostraremos que el candidato a NE w™¥¥ que encontramos en la seccién previa es

efectivamente un NE. Es decir, necesitamos probar lo siguiente:
e Para todo w; € [0, 1] tenemos que J;(wy, wE) < Ji(wiVE, wE)

e Para cualquier ¢ € [n] — {1} (spg, i« = 2), y para todo wy € [0,1], tenemos que
Jo(we, wy) < Jo(wi®, why)

En esta parte, necesitaremos usar frecuentemente el siguiente resultado

Proposicién 6.13 Sea f:[0,00) — R tal que

_ fil)
fa()

con fi(x) = ax + b, fo(x) = (ca:—i—d)3, donde a,b,c,d € R. con ¢,d > 0. Entonces, las
stquientes condiciones son suficientes para que [ sea quasi-concava:

f'(x) -1

1. b/d® > 1
2. b/d* <1 ya< 3cd?.

DEMOSTRACION. 1. En efecto, si b/d® > 1 entonces f1(0) > f»(0). Ademas, por I'hopital
podemos mostrar que
PC)

1m
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30

fl(x):ax+b

25 f,(9=(cx+d)’

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.1: Caso b > d®

Por teorema del valor intermedio existe un zo > 0 tal que fi(x¢) = fa(xo). Podemos
mostrar que ese o es Unico, que si x < xy entonces fi(x) > fo(x) y que si x > x
entonces fi(z) < fa(x) (ver figura[6.1)). Por lo tanto, f'(z) > 0siz < xgy f'(z) <0
si x > xy. Por lo tanto tenemos que f parte creciente y despues es decreciente, por lo
tanto es quasi-concava.

2. Ac4, si b < d® entonces f1(0) < f2(0) y por lo tanto f/(0) < 0. Notemos que fi(z) =a
mientras que f3(z) = 3c(cz+d)? > 3ed* = f35(0). Por lo tanto fi(z)— f5(x) < a—3cd* =
f1(0) = f4(0) < 0, por lo tanto fi(z) < fo(z) para todo x (ver figura[6.2)) , por lo tanto
f'(x) < 0 para todo = y por lo tanto f es decreciente y por lo tanto quasi-concava.

0
Observaciéon Para todo w; > 0 tenemos que P(wy, w™F) = [n].
DEMOSTRACION. En efecto, notemos que para todo 7, 7 > 1 tenemos que wZNE = w;-VE = wéVE >

W E
wi+(N-1)wl ¥
que y; = y;. Ademas, por las condiciones de primer orden de la segunda etapa, sabemos que

0. Por lo tanto, dado wy, tenemos que z; = = x; por lo tanto, tambien tenemos

(I-wy)=p(l—-z1)<p<1

Por lo tanto y; > 0, ie, 1 € P(w;,w"F) siempre. Ademés, |P(wy, wNE)| > 2, por lo tanto

existe un i > 1 tal que y; > 0. Por lo tanto P(w;, w™F) = [n].

]
Observacion Tenemos que P(0, wVF) = [n] — {2}.
DeMoSTRACION. En efecto, notemos que para todo i, € [n] — {1,2} tenemos que w}¥f =
N
wéVE = wY¥E > 0. Por lo tanto, dado w;, tenemos que x; = MTW = x; por lo
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N fl(x):ax+b
—— f,)=(ex+d)°

6F | —— (@f,(0)/dx)x+,(0)

I

Figura 6.2: Caso b < d® y a < 3cd?

tanto, tambien tenemos que y; = y;. Tambien sabemos que 1 € P(0, w™¥). Ademas, por las
condiciones de primer orden de la segunda etapa, sabemos que

p(l—z9) =p>a

Por lo tanto y» = 0, ie, 2 ¢ P(0,w"y’) siempre. Ademas, | P(0, w™?)| > 2, por lo tanto existe
un 7 > 2 tal que y; > 0. Por lo tanto P(0,w™¥) = [n] — {2}.

]

Tenemos el siguiente teorema

Teorema 6.14 Sea a € [0,1], N € N y w™F = (w]P wl? . whE) con w]P wlF dados
por y. Entonces, las funciones J;(-,w™NF) son quasi-concavas para todo i € {1,.., N}

—1

y se mazimizan en w'E. Por lo tanto w™NE es un NE del subjuego (SJ1).
Para poder probar el teorema necesitamos los siguientes lemas.
Lema 6.15 Dado a € [0,1] tenemos que

A NE\ _ 2
]\}gnooa—m((),w_ )—(2-@) —1

DEMOSTRACION. Para hacer esta demostracion, primero, recordemos de que dado w_; = w™¥E,

tenemos que para todo wy, P(wy, w™E) = [n]. Ademés, recordemos que
Pl —1
P = =)
ZiEP a;
y que
1:ZE1—|—(N—]_)[E3
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con

En este caso esto se escribe

Ademés, sabemos que

Por lo tanto

o= 1—p(1—a)
Lo ag(N-1)(2-1)
T (L)

Ademés,
v = PY1
_ BrmV-n@E-y
(2 4y (14 22))°
Definamos

Con esto, y recordando que x; = w;/p con pp = w; = wy + (N — Dw)E

1
P BTN
_ H
o+ wPTH(N)
. %—F.CL'ng(N)
T B0




Lo p(N-1) (2 -1)
(2 4 g (14 252))°
(% +wyPTi(N))
(2 4wl ETy(N))?
(wi + (N = Dwi®) (2 + w)’PT1(N))
(2 4+ wlETy(N))?

v =

Ademaés, sabemos que

J1(w1,w¥1E) =1y — V1 + pT1 —

Usando las expresiones para p, x1, y1 y v1 ¥ haciendo el desarrollo algebraico, llegamos a que

Jy(wy, wE) = 2wl PT(N) (%2 4 w) PTi(N)) (i + (N = Duw)'?) . o .
| Wt N) (% + whPTy(N))* T w)PTH(N)

Y wwEA(N) + (whE)? B(N)
= —_ wl

(2 4wy PO(N))

Donde

AN) = To(N) (2 +1) - (Na_ DI (1 _ 1> ()
_ N(%—2+1)+O(1)

B(N) = Ti(N)(Tz(N) — (N —1))

= NZ(%—EJF >+O(N)
N

)

C(N) = Ty
N -2
- 1+
a

Derivando, podemos mostrar que

Ohwn,wE) 29 g w)EAN) _%(%+w1wéVEA<N>+(wéVE)QB<N))_
O (% + whPC(N))* (% + whPO(N))”

wdPR0W) - A<N>>+<wNE>2(A<N>O<N>—ZB§N>) 1

(2 + w)EC(N ))
por lo tanto, si reemplazamos las expresiones de A(N), B(N), C(N) y usamos la expresion
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de w)F dada en [6.28] tenemos que

OKO.wNF) _ (AN)C(N) - 2
dw, B w)yEC(N)3 a

_ N? (% — ;) +O(N) .
(%% +0(3) (F+0 (7))

_ G-hvrom
<a2(21—a)> N2+ O(N)

_ L2-a)+0(3) L

7o+ 0 (%)
- (2—a)P—1

Veamos ahora para la funcion Jy (-, w™F)

Primero, tenemos lo siguiente

Proposicion 6.16 El valor w3 en el cual el conjunto P pasa de ser [n] — {2} a ser [n] viene
dado por
o ve(l—a)(N—-2)
2= (a+ N —2)

Es directo notar que w) < wy*®, a menos que a =0

DEMOSTRACION. Por las condiciones de primer orden del subjuego (S.J2), necesitamos encon-
trar el wy tal que a = p(1 — x2). Sabemos que

_ Pt
T
1€ a;
y que P(w) = [n] — {2}, por lo tanto
N —2

p= (1 - iEl) n (N—2)(1—x>)

a

Ademas, por tenemos que z, = cyxs3, por lo tanto tenemos que

N
1:in:x1+x2+(N_2)I3:x2+(CN+N_2)$3

=1

68



Usando esto, tenemos que

B N -2
p = (1 _ 1‘1) N (N—=2)(1—x2)
B N -2
N -2

a

2o (1+222) 4oy (CN(N*QHN*Z’(N’?’) + N — 2)

Por otra parte tenemos que

a a

1—$2—(CN+N—2)$3

Sea wy tal que a = p(1 — z3), entonces podemos deducir que

a N -2

(en + N —2)x3 2o (14 3=2) 4 <CN(N—2)+(N—2)(N—3) LN 2)

a

Reordenando términos podemos mostrar que

ay (1+ Na_2) + azs <<CN+N_G3)(N_2> +N—2) = (N —2)(ex + N — 3)a3

De lo que podemos obtener que

zo(a+ N —2) +a(N —2)zz3 = (N — 2)z3

por lo tanto

zo(a+ N —2) =z3(N —2)(1 —a) (6.29)
Recordemos que
W
T2 = NE
wy + (ey + N — 2)w;
NE
r3 = W2

wy + (ey + N — 2)wl'®

Luego, por la ecuacion concluimos que el wy en el cual a = p(1 — x2) viene dado por

w :woszE(l_a)(N—Q)
2 2 > (a+N-2)
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Segundo, tenemos lo siguiente

Proposicion 6.17 El valor w} en el cual el conjunto P pasa de ser [n] a ser {1,2} es

wl — wNE(l +a(N —2))
2 2 (1 . CL)

Asintdticamente en N, este valor es mas grande que wéVE

DEMOSTRACION. Por las condiciones de primer orden del subjuego (S.J2), necesitamos encon-
trar el wy tal que a = p(1 — x3). Sabemos que

I L
R
1€ a;
y que P(w) = [n], por lo tanto
N -1

p= N—2)(1—22)

a

(1— )+ 4522 4

Ademaés, por tenemos que r; = cyxs3, por lo tanto tenemos que

N
1:Zl‘i=I1+ZL’2+(N—2)ZL'3:ZE2+(CN+N—2)ZL‘3

=1

Usando esto, tenemos que

N -1
p = l—fﬂi
Zi;& (a—)
B N-1
N — l-ay | (N=2)(1—z3)
(1 .731) + +
N -1

T () a2 (N -+ IV -2 + (V- 2)) (6.30)

Por otra parte tenemos que

a . a
1—1’3_$2+(CN+N—3)ZL‘3

Sea wq tal que a = p(1 — z3), entonces podemos deducir que

a N -2

x2+(cN+N—3)x3_x2(1+N72)+x3(M+N_2>

a a
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Reordenando términos podemos mostrar que

N - 2)+M3 (CN(N 1)+ (N —2)?

a a

axs <1 + + N — 2) = 2o(N—=1)+(N—1)(cy+N—-3)x3

De lo que podemos obtener que

ro(a—1)+a(N —2)zy = z3((N—3)(N —1)— (N —2)?)

= —x‘g
por lo tanto
xo(l —a) =x3(1 +a(N —2)) (6.31)
Recordemos que
Wa
T2 = NE
wy + (ey + N — 2)wy
NE
r3 = W2

wy + (cy + N — 2)wlE

Luego, por la ecuacion concluimos que el wy en el cual a = p(1 — x3) viene dado por

wo — wl :wNE(1+a(N_2))
2 2 2 (1—(1,)

]

Definamos la funciéon JQ["}_{Q}(-) : [0,1] — R como la extension a [0, 1] de la funcion

Jo(+,wNF) definida en [0, wY)]

Definamos la funcion Ji () : [0, 1] — R como la extension a [0, 1] de la funcion Ja(-, wE)

definida en [w9, wi]

Definamos la funcién J2{1’2}

definida en [w3, 1]

(+) : [0,1] = R como la extension a [0, 1] de la funcion Jo(-, w™F)

Tenemos lo siguiente

Lema 6.18 La funcion JQ[”]f{Q} es concava 1y parte creciente. Ademds, alcanza el mdrimo
despues de w3 cuando N es suficientemente grande

DEMOSTRACION. Para hacer esta demostracion, primero, recordemos de que dado w_o = w™¥F,

tenemos que para todo wsy € [0,wY], P(wy, w™E) = [n] — {2}. Ademés, recordemos de que
__|Pl-t
e
1€ a;
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¥ que

1 = $1+I2+(N—2)I3
= (CN+N—2)$3+£C2

con

W2
To =
(ex + N — 2)wiE + wy
wy?
T3 =

(en + N — 2)wiE + wy

Usando las expresiones y desarrollando obtenemos que

N —2
P = &S (1=
Zi;«sz(a—i)
- N -1
(1 —21) + 5 (1 — )
o a
Ta (755 + 1) +as(a+cy+ N —3)

(6.32)

Con esto, y recordando que 2; = w;/pu con p =y~ w; = (ey + N —2)wy’” + 1w, tenemos que

a

p= .:1:2(N“_2+1)+:z:3(a~|—cN+N—3)

a((ey + N — 2)wld? + w,)
wy (35 +1) +ws (a+cxy + N —3)

Ademés, sabemos que acé y, = vo = 0 y por lo tanto

T (ws) = ays — vs + pra — wy = pra — wy

Usando las expresiones y haciendo el desarrollo algebraico podemos mostrar que

g2} _ aws _
2 ) = N Wl PE(N) 2
Donde
a
D(N) = 1
() + 5>
E(N) = (en+ N —=3+a)
Derivando, podemos mostrar que
dJQ[n}f{Q}(wg) _ awyPE(N) 1
dws ~ (weD(N) +w)FPE(N))?
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por lo tanto el valor w, tal que g—j}z(wg, w™NF) =0 es

_ —w)PE(N) 4+ aw)*E(N)
w = BOv) (6.35)

Mostraremos que w > wi¥. Tenemos que

Recordando que ¢y = mN +n+o(l) coonm =1—ayn = —3a+ ﬁ y desarrollando
obtenemos que

wYPE(N) = < aai+g(a)i+o(—))(cN+N—3+a)

con

ha) = (35) =340 4@ -0

- (35) (2ot g -3) +atwz-0

Usando la expresion de g(a) y haciendo el desarrollo algebraico podemos mostrar que

a* — 7a3 + 16a* — 12a
(2—a)?

h(a) =

Por lo tanto

aw)PE(N) = \/a2 + ah(a)% +o (%)

o ()

Haciendo el cambio de variable z = 1/N vemos que \/awYFFE(N) lo podemos escribir de la

forma af(z) con
f(z) =v1+dz+o(2)

De la propiedad el desarrollo de Taylor de orden 2 de g es de la forma

g(z) =1+ gz + O(2?%) (6.36)

Por lo tanto

h(a) 1 1
NE _
awy "E(N) = a+ 5 N+0(N>
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Tambien, tenemos que

a
N -2

D(N) = 1+

Hagamos x = 1/N entonces, buscamos una expansion polinomial para

a
d =1
(=) T2
ax
=1
+ 1 -2z
Derivando, tenemos que
a (—2)ax
d = —
@) = oo T Ay
_a—2ar+2ax
(1 —22)2
B a
(1 —22)2
Derivando por segunda vez tenemos que
4a
d// -
(z) (1 —2x)3

Por lo tanto
d(z) = 1+ azx + 2a2® + o(2?)
Por lo tanto, usando la ecuacion [6.35] tenemos que

h(a
—a — h(a)x 4+ a+ %:c + o(x)

wiz) = 1+ ax + 2az? + o(z?)
—h(a)x
T o)
1+ ax + 2az? + o(z?)
Derivando tenemos que
h(a
, bl o1y (ato(1) (-22e + of)
w'(z) = - 2
(1+ax + o(x)) (14 az + o(x))
h(a
M9 4o ()

(14 az + o(z))?

Por lo tanto, y recordando que x = 1/N, tenemos que

w(z) = w(0)+w(0)z+ o(x)

Por lo tanto tenemos que

o (A2 ) o)




A continuaciéon mostraremos que t : [0, 1] — R, dada por

es estrictamente positiva en (0,1) y vale 0 en {0,1}. En efecto, podemos mostrar que

_ —0,5a" +2,5a° — 4a* 4 2a
t(a) = G_ay

Sea ps : [0,1] — R dado por
ps(a) = —0,5a* + 2,50 — 4a® + 2a
Veamos que p3(a) > 0 en [0, 1]. En efecto,

py(a) = —2a®+ 7,50* — 8a + 2
pa(a) = —6a*+ 15a — 10

Las raices de la cuadratica 6a> — 15a + 10 vienen dadas por

_15+y/-15  15+iV15
N 12 - 12

a+

las cuales no estan en R Es decir la ecuacion pj(a) = 0 no tiene soluciones en R. Ademas,
tenemos que p4(0) < 0 Por lo tanto, tenemos que pj es < 0 en [0, 1]. Es decir, p} es decreciente
en [0, 1] . Pero p4(1) = —0,5 y p5(0) = 2 por lo tanto por teorema del valor intermedio existe
un ag € (0, 1) tal que ps(ag) = 0. Por lo tanto ps es > 0 en [0, a0] y < 0 en [ag, 1]. Finalmente
notamos que p3(0) = p3(1) = 0 con lo que conluimos que p3 > 0 en (0,1).

Por lo tanto tenemos que asintoticamente, w > w® > w9 lo que concluye la demostracion

m
Lema 6.19 La funcion JQM es quasi-concava y parte creciente. Ademds, alcanza el mdzimo
en wi¥

Para mostrar este lema necesitamos la siguiente proposicion

Proposicién 6.20 Sea F : R +— R de la forma

Flz) = a+ b+ o1(x) .

¢+ dx + 0y(x)

con a,b,c,d € R. Entonces la expansion de Taylor de primer orden de F' en torno a 0 viene
dada por

F(z) = -—1+(bcb_—2ad)x+o(;€)
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DEMOSTRACION. En efecto, derivando esta funciéon obtenemos que

Flo) = b+oi(x)  (d+oy(z))(a+de+oi(z))
¢+ dz + 0y(x) (¢ + dx + 0y(2))
_ bebdr + 03(z) — ad — bdx + 04(x)
(¢ + dz 4 0y(x))?
be — ad + o(x)
(¢ + dz 4 0y(x))?

Por lo tanto, al expandir F' en serie de Taylor en torno al cero, tenemos que
F(z) = F(0)+zF'(0)+ o(x)

a bc — ad
— ——1+( B )x+o(a:)

C

[]

DEMOSTRACION. Para hacer esta demostracion, primero, recordemos de que dado w_s = w¥F,
tenemos que para todo wy € [wY, wi], P(wq, w™F) = [n]. Ademas, recordemos de que
[Pl —1
GRS
ieP a;

¥ que

1 = $1+[L’2+(N—2){L‘3
= zy+as(cy + N —2)

con

%)
To =
(cN+N—2)w§VE+w2
W)
r3 =

(CN—{—N—Q)’LUéVE—FU)Q
Usando las ecuaciones *** y desarrollando podemos obtener que
N -1
p = l—CE,L'
Zi;& (a—)
N -1

(o) + B2+ Iy ()

N -1

T m () b (BN -+ IV -2+ (N -2)) (6:37)

Ademaés, sabemos que
a1 = o) = p(1 — z3)
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Por lo tanto

Yo = 1—p(1—x2)/a

- 1- z3(N —1)(exy + N — 2)/a
2o (14 Z2) g (2(N = 1) + L(N =2 + (N - 2))

_ 7o (L+ 557) — 2552

o (IR by (B (N - 1)+ (N —2)24+ (N —2)) (6.38)

a

Ademés,

Vo = pPY2
_ (N — 1) (22 (1 + 222) — 2, 8-2) : (6.39)
(22 (1+222) + a3 (B(N = 1)+ L(N =22+ N —2))

a

Sean

a
N -2
a
en(N — 1) + (N — 2)2
a

T(N) = (N-2) (1—1>

Ty(N) = 1+

) = +N-2)

Con esto, y recordando que x; = w;/p con pp = 3, w; = wy+ (e + N —2)wy'”, tenemos que

N -1

2o To(N) + x3T3(N)
(N —1)p

wy, To(N) + whETy(N)

10:

) + 23T (
)+ x3T5(
+ wyFT
+ wiET;

2915

-~ (
Yo = I2T2(

N N)
N N)
(V)
(V)

. w2T2(N>
(V)

woTs

(N = 1)(@T>(N) + 2511 (N))
(22T3(N) + 25T5(N))?
(wz + (en + N = 2w ") (N — 1) (wyTh(N) + w11 (N))
(W To(N) + whPT5(N))?
WITy(N) + wywd B(N —1)((ex + N — 2)To(N) + Ty(N)) + (w)E)* (N —1)(ex + N — 2)T3(N)

Vo =

(wTo(N) + w) PT3(N))?
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Ademés, sabemos que
NE
Jo(wz, w?y") = aya — vz + pry — W

Usando las expresiones y y haciendo el desarrollo llegamos a que
wiF(N) + wowdPG(N) + (wéVE) H(N)
(wa I (N) + wiPJ(N))*

Iy (wy) =

— W1

F(N) = aTy(N)?

( N—2)2
= al|l+
a

G(N) = aly(N)(Ty(N) + T3(N))

() (
)

(N =1)(T3(N) — (exn + N = 2)T5(N) — Ti(N))
m=6, )+%XN)

H(N) = aTy(N)T. 1)(cy + N — 2)Ty(N)

= N? ((1—@ <1é ) + O(N)

I(N) = T3(N)

o, N2
JN) = cN(Ngl)+(N—2)2+N_2
_ N2(2;a)_|_N(n_Tm_4+1>+O(1)

Derivando, podemos mostrar que

Ay (ws) _ wawh P (2F(N)J(N) = GIN)I(N)) + (w)®)” (G(N)J(N) — 21(N)H(N))

-1
dw, (wol (N) + wYEM(N))?
[n]
Definamos x = 1/N, entonces, podemos escribir d{sz (0) = F(x) con F :[0,1] — R de la

forma
ap + a1z + 01(x)

F(z) = —1
<$> b() + bll' + OQ(I’)

donde podemos mostrar que

« - (%)
o= () ()
2

. (Z;a
by = 3(2; )(n_?_4+1)+g(a)(2;a>3




Desarrollando podemos mostrar que

—13a? + 44a — 36

a; =

a’(2 —a)
a® — 18a® + 54a — 44
by =
a’(2 —a)
Con lo que podemos concluir que
20 —8a+38

yla) = 2= a)

Veamos que esta funcion es positiva en [0, 1]. En efecto, definamos p; : [0, 1] — R, por
pi(a) = 2a* — 8a + 8

Derivando tenemos que

pi(a) = 4a—38
< 0
Por lo tanto tenemos que p; es decreciente en [0, 1], y que pi(a) = 2, por lo tanto concluimos

que p; > 0 en [0, 1], con lo que concluimos que y(a) > 0 en [0,1]. Por lo tanto, si N > 1,
entonces r = % < 1y por lo tanto, tenemos que

dJy) 1 1
dioy —y(a)N+O m >0

Por lo tanto si NV es suficientemente grande, sabemos que la funciéon Jé"} parte creciente, y

por lo tanto, por la propiedad es quasi-concava, ademas se maximiza en wj' .

]

Y lo siguiente

. 1,2 . . .
Lema 6.21 La funcion Jz{ Y es decreciente. Ademds, asintdticamente, tenemos que

(2 —a)*(1 + a?)

(0) = 1 —1:=q(a)

d {172}
lim />
N—oco de

DEMOSTRACION. Para hacer esta demostracion, primero, recordemos de que dado w_s = w™VF,

tenemos que para todo wy € [wi, 1], P(wy, w™EF) = {1,2}. Ademas, recordemos de que

_ Pt
SR
1€ a;
y que
1 = $1+$2+(N—2)$3
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con

NE
wy

(en + N — 2)wh? + wy

T3 =

En este caso esto se escribe

1

p = 1—x;
Zz’;ﬁQ( a; :
1
(1—m)+ —(17;&)

1
i) + (N — 2)1’3 -+ —(CN+]Z_2)QC3

1
= 6.40
o + X3 (—CNJ:jV_z—{—N—Z) (6.40)

Ademés, sabemos que
a(l —yz) = p(1 — z2)

Por lo tanto

Y2 = 1—p(l—1z9)/a
(1— )
(1—ap) + =22
N -2
_ T2t (+N_2 )73 (6.41)
ror oy (BTN =D

Ademaés,

V2 = pPY2

($2+I3 (W+N—2))2

Con esto, y recordando que z; = w;/p con p = 3 w; = wy+ (en + N —2)wy'”, tenemos que

1
p= To + l’ng(N)
]
wy + wET(N)

zy + x3(N —2)
xg + 2311 (N)
wy + wE(N — 2)
wy + wYET(N)

Y2 =

80



(29 + 23(N — 2))
(2o + ngl(N))2
(wo + (en + N = 2)wlE) (wqy + wdE(N — 2))
(wy + wh Ty (N))*
w} + wowd PTa(N) + (wh)” T5(N))
(ws + wFT1(N))*

donde

) - (CN +é\7—2
TH(N) = cn+2(N —-2)
T(N) = (N—=2)(exy +N—2)

+N—2)

Ademés, sabemos que

Jo(wo, UJTQE) = ays — Vg + PpTo — Wo
Usando las expresiones [6.8] y y haciendo el desarrollo llegamos a que

aws + wowy FK(N) + (wéVE)QL(N)

JE () =
2 (wa) (0 + WV ENI(N))?

Donde

K(N) = a(N=2)T1(N) - To(N) + Tv(N)
= cy/a+ (N —2)(2a+ 1/a)
. N(2a+2?Ta)+O(1)
L(N) = aTi(N)(N —2) - T5(N)
= a(N —2)?
aN? 4+ O(N)
CN+N—2

M(N) = X272 N2
a

2
= —-N+0(1)
a
Derivando, podemos mostrar que

djél’z}(wg) _ wow) ¥ (2aM (N) — K(N)) + (IUéVE)Q (M(N)K(N) —2L(N)) 1
dw, (ws + w) EM(N))’
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por lo tanto, usando las expresiones previas y de w)Z en podemos mostrar que

di0) _ (MN)E(N) —2L(N))
dws wYPM(N)3
_ GN+O0M) ((Ra+24) N+0(1) —2(aN*+O(N)
(%7 o) (B +0())

(& (2a+25%) —2a) N* + O(V)

(z%% + 0 (=) (35 + O(N?))
_ 2(&-1+2-a)N?+O(N)
N a2(28—a) N2 + O(N)
Por I'hépital, podemos concluir que
dJ{(0) (2 —a)?(a® +1)
— —1
dUJQ 4
Notemos que
a1 (ws) _ plws)
Owsy pa(w2)

Donde
pr(ws) = wawd®(2aM(N) — K(N)) + (w)®)* (M(N)K(N) — 2L(N))
pa(ws) = (ws+ wNEL(N))3
Sabemos que
dJ3"(0) _ pi(0)
dws p2(0)
con p; : [0,00) = R de la forma p;(z) = cox + ¢1, con ¢y = wd¥ (2aM(N) — K(N)) y ¢; =
(wé\”j)2 (MN)K(N) — 2L(N)), mientras que p, : [0, 00) — R de la forma ps(z) = (cox + ¢3)°,
concg=1>0yc3=L(N)=N/a+O(1) > 0si N es suficientemente grande. Por lo tanto,

por la proposicion , solo nos falta mostrar que p}(0) < p5(0) para establecer que Jé{m} es
decreciente y quasi-concava.

—1<0

Sabemos que

P(0) = wy® (2aM(N) — L(N))
= w)¥ (2@ (SN + 0(1)> — (2@ + % — 1> N+ O(l))
N+

= wéVE(<5—§—2a 0(1))

Mientras que

Ph(0) = 3(w)PM(N))’ 2
= 3(w}")’ (g o)



Por lo tanto
1(0) (5—2—2a) N+0(1)
p5(0) 3wh® (2¥ 1 0(1))
(5—2—2a)N +0(1)
3 (5w + 0 (32)) (7 +O())
(5—-2—-2a) N+0(1)
(7225 + o)
Por ’hépital, podemos concluir que, cuando N — oo,

#o) , (=2 =20)

1
p/Q (O) a(2—a)

Pero, podemos mostrar que 5 — % — 2a es creciente en [0, 1] y vale 1 en @ = 1, mientras que

ﬁ es decreciente en [0,1] y vale 12 en a = 1, por lo que concluimos que asintéticamente
}

p7(0) < p5(0) por lo que conluimos que p; < ps por lo que concluimos que JZ{I’2
decreciente.

es siempre

O

Definamos la funcion ¢[0, 1] — R por

(2 - (1 +a?)

1 —1=y¢(a)

Tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 6.22 La funcion q es decreciente y negativa en [0, 1]

DEMOSTRACION. En efecto.

(2—0a)*(1+a?)

qla) = 1 1
(4 —4a + a®)(1 + a?) .
B 4
4 —4a + 5a? — 4a® + a* .
4

Derivando tenemos que

4a® — 124 4+ 10a — 4

! —
q'(a) = 1
_ 2a® —6a® +5a .
B 2
Derivando por segunda vez tenemos que
6a*> — 12a + 5
q'(a) = ——F——
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Figura 6.3: Acdaa=05y N =100

Las raices de la cuadratica, son

C12+/144-120  64+V6 1

=1+ —

12 6 V6

Entonces, ¢’ se maximiza en ag = 1 — 1/4/6. Pero

a

(o) = 2a3 — 62@2 +5a .
2(1-6712)P3 —6(1—6712)2 +5(1—-671?) .
2
146721 —-67Y) .
2
621 -6) -1
2

< 0
Por lo tanto ¢’ < 0 en [0, 1]. Por lo tanto ¢ es decreciente en [0, 1]. Ademés ¢(0) =4/4—1=0

O

DEMOSTRACION. Teorema

Sea a € [0,1). Por el lema tenemos que a partir de un N suficientemente grande,
0J1

5 0,w"FY~3—4a+a*=(2—-0a)*-1>0
w1

por lo tanto por la propiedad [6.13] tenemos que J; (-, w™F) es quasi-concava y parte creciente.

Ademis, sabemos que $Z-(w}F, wNF) = 0y por lo tanto Ji(-,w™F) se maximiza en w]'.
(ver figura [6.3))
NE

Por el lema tenemos que Jy (-, w)F) es creciente entre [0, w9] con wd < wi¥E (ver figura

6.4). Por el lema tenemos que JI"(-) es quasi-concava y se maximiza en w)?. Ademas,

NE

tenemos que Jo(-, wE) = JI () en [wl, wl] 3 whE. Por lo tanto Jo(-, w)F) es creciente en
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Figura 6.4: Acd a=0,5y N = 100.
(w3, w) ] y despues es decreciente (ver figura [6.4). Finalmente, por el lema tenemos que
JIB () es decreciente, ademas tenemos que Jo(-, wdF) = JIH (1) en [wl, 1]. Por lo tanto
1 NE

Jo (-, wlE) es decreciente en w3, 1] (ver figura [6.4), y por lo tanto tenemos que Jo(-, wF) es
quasi-concava y se maximiza en w

O

Con esto concluimos que Jy(-, w™¥) se maximiza en w)¥. Por simetria, concluimos que,

para todo i > 1, tenemos que J;(-, wF) se maximiza en wM¥ = w)F, con lo que concluimos
NE

que w es un NE en estrategias puras del subjuego (SJ1) con lo que concluimos que
(wVE v(wNF)) es un SPE en estrategias puras del juego (J).

6.2.3. Eficiencia social de la familia de instancias

Recordemos que la eficiencia de un SPE en estrategias puras viene dada por
Uy*™)

b= U(y5°)

donde y % es la asginaciéon en la segunda etapa correspondiente a un SPE (w,v(-)) del
juego, y°Y € A maximiza la funciéon agregada U. En el caso de utilidades U;(x) lineales,
donde spg tenemos que a; > a;, tenemos que

N
U(Z/) = Z aiy;
i=1

Es evidente que el y € A que maximiza a U es y = e;. Por lo tanto, aca la eficiencia de
un SPE verifica N
2 im aiyy "

a1

E =
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Tomando en cuenta que a; =1y a; =a € [0,1] si i > 1, la eficiencia del SPE viene dada
por
E =y + (N —1)ay,

(recordando que en este caso, we = ... = Wy, Vg = ... = UN)

Por su parte, recordando las definiciones de 1 — 1, 1 — 22, 1 —ya y 1 — y; dadas en [6.14]
6.15] [6.17] y [6.18] usando que z; =1 — (1 — ;) y v; = 1 — (1 — y;), tenemos que

h wy + = (wy + (N — 2)ws)
o = 1 (w1 + (N = 2)ws)

B Wo + %(wl + (N - 2)71)2)

Usando estas relaciones, se puede escribir la eficiencia del equilibrio en terminos de w; y
wy. En efecto, desarrollando la expresion de la eficiencia obtenida previamente, se obtiene
que

E = y1+ (N —1ay
(N — l)wg
b- wo + 1w + (N = 2)ws) TalN-1) (1_
(N — Dwsy(a—1)

Wo + %(wl + (N - 2)UJ2)

wy + £ (wy + (N — 2)ws)

= 1+

En sintesis, la expresion de la eficiencia en funcion de w; y ws viene dada por

wa(N — 1)(a — 1)
Wy + %(wl + (N - 2)’(1)2)

E=1+ (6.43)

Sin embargo, se puede escribir la eficiencia en funcion unicamente de a y N. En efecto,
recordemos que
W1 = CNW2

Usando esto en la expresion se obtiene que

B (N —=1)(a—1)
b= 1+1+§(CN+(N—2))
- 14 ala —1)(N —1)

a+cy+ (N —2)
Definamos entonces la sucesion de funciones Ey : [0,1] — R, dada por

ala —1)(N —1)
a+cy+ (N —-2)

ala—1)(1— %)
= 1+ ) (6.44)
N N

EN((Z) = 1+
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Usando la propiedad tenemos que cuando N — oo,

CcN mN +n

N N
— m=1—a
Por lo tanto, tenemos que tomando limite cuando N — oo en la ecuacion tenemos que

a(a—1)(1 - %)

EN(CL) = 1+
9414 G
-1
5 1+%:=E(a}

Por otro lado, tambien se tiene que

2a —1 (a® —a)

Bl = 52+ =
_ (2_1a)2 ((2a—1)(2 - a) + a* — a)
= (2_1a)2(4a—2a2—2+a+a2—a)
= (2_1a)2 (4a — a* —2)

Luego,
E'(a) =0 pa) == —a* +4a—2=0

Las raices del polinomio p(a) vienen dadas por

_AEVIG-8 L, 5
— ; -

a+
Con lo cual, el tnico a en [0, 1] tal que E’(a) = 0 es a = a_ Ademés, tenemos que

ac0,a_] = pla)<0
a€la_,1] = pla)>0
Lo cual muestra que a_ minimiza a E en [0, 1]. Ademas, tenemos que

a_(a_ —1)

E(a_)=1+ 5 4

Recordando que a_ = 2v/2 — 2 concluimos que E(a_) = 2v/2 —2 que era la cota inferior para
el precio de la anarquia obtenido en [I]

Con esto hemos probado el siguiente resultado

Teorema 6.23 Sea a = 2 — /2 y N € N. Si denotamos por E(N) la eficiencia social del
SPE dado por wN¥, entonces tenemos que

lim E(N) = 2v2 -2

N—oo
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Conclusi6n

En esta memoria, estudiamos una version de 2 etapas del mecanismo proporcional para
el problema de asignacion de recursos. Obtuvimos que en este mecanismo, siempre existe
un SPE en estrategias mixtas. Ademas, para el caso utilidades lineales, pudimos mostrar la
existencia de SPE en estrategias puras para el caso de 2 jugadores con utilidades U;(z) = a;z,
y el caso en que hay N jugadores, con utilidades U, (z) = z, U;(z) = az con a € [0, 1]. También
probamos que el precio de la anarquia en estrategias puras, para el caso de utilidades lineales,
es 2v/2 — 2, que es mejor al precio de la anarquia del juego asociado al mecanismo de una
etapa, y encontramos una familia de instancias de la forma U;(z) = z, U;(x) = az para
ie{l,.,N}cona=2-— V2 y N €N, tal que la eficiencia de un SPE de esas instancias,
converge a 2v/2 — 2.

Sin embargo, quedan algunas preguntas abiertas en este tema. La primera, es si podemos
mostrar la existencia de SPE en estrategias puras en mas instancias. En particular, si podemos
mostrar que, al menos cuando las funciones de utilidad de los usuarios son lineales, es decir,
de la forma U;(x) = a;x, podemos mostrar la existencia de SPE en estrategias puras.

La segunda pregunta abierta, consiste en caracterizar a los soportes de los SPE en estra-
tegias mixtas. Ya sabemos que al menos en el caso de 2 jugadores con utilidades lineales,
si a; > 2ay tenemos que todo SPE es en estrategias puras. Una posibilidad es que esto sea
asi siempre que las funciones de utilidad de los jugadores sean lineales. En caso de no ser
asi, podemos intentar obtener una caracterizacion de cuales son las instancias en las cuales
existe un SPE en estrategias mixtas (que no lo sea en estrategias puras), y poder mostrar un
ejemplo de tal SPE en estrategias mixtas, o al menos, poder caracterizar el soporte del SPE
en estrategias mixtas.

La tercera pregunta abierta que queda, es, cual serfa el precio de la anarquia en estrategias
mixtas.

La cuarta pregunta abierta, consiste en saber si, al extender este mecanismo a tres etapas,
podemos mostrar si posee un SPE en estrategias puras o mixtas. Un SPE en este juego,
consistiria en un NE en el subjuego asociado a cada etapa, donde ademas, los subjuegos
asociados a la segunda y tercera etapa deben ser tnicos, dadas las estrategias jugadas por
los jugadores en la primera, y en la primera y segunda etapa, respectivamente. La principal
dificultad acé consiste en poder mostrar que el subjuego de la segunda etapa posee un tnico
NE. Y en caso de ser posible definir el SPE en este juego, es interesante poder obtener el
precio de la anarquia en este nuevo juego, y compararlo con el mecanismo de 2 etapas.
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