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La Teoria de la Observacién y Asimilaciéon permite estudiar diversos Sistemas de Ob-
servacion Atmosférica, entregando un marco matematico para abordar problemas de in-
completitud e incertidumbre de las observaciones mediante la introduccion de conceptos
de asimilacién, error, precisién, calidad y optimalidad de éstas. Cuando se cuenta con
un modelo del fenémeno observado, es posible utilizar esta teoria -desde una perspectiva
variacional- para mejorar estimaciones o determinar parametros propios de éste. Por el
contrario, si no se cuenta con un modelo, esta teoria permite -desde una perspectiva es-
tadistica- descubrir en las observaciones estructuras internas a partir de la cuales proponer
mecanismos descriptivos.

La primera parte de esta tesis aborda el sistema de observacion correspondiente a la
actual red de monitoreo de la calidad del aire de Santiago de Chile. Para ello se cuenta
con datos provenientes de un modelo de dispersion de CO para la cuenca de Santiago
durante el verano del anio 2005. Primero se introducen los conceptos basicos de la teoria
de la observacién necesarios para definir indicadores de la calidad de las observaciones. A
partir de éstos se proponen -y aplican a la red de estudio- metodologias para extensién,
reduccion, agrupamiento y optimalidad de redes de monitoreo. En particular, se determi-
nan los rasgos que deberia tener una red de monitoreo en la cuenca de Santiago para ser
6ptima respecto de la cantidad de informacién que ésta provee.

La segunda parte de esta tesis consiste en un estudio de la estructura vertical de ozono tro-
posférico sobre Rapa Nui. Para ello se cuenta con datos provenientes de 210 ozonosondas
entre los anos 1994 y 2010. La aplicacion de un analisis estadistico clasico a los datos y la
revisién de campos meteorolégicos provenientes de los reandlisis NCEP /NCAR, permiten
proponer mecanismos dinamicos para explicar ciertos rasgos de la estructura de ozono en
la regién de estudio. Posteriormente, la aplicacion de métodos de clustering basados en
asimilacién estadistica de datos -Self Organizing Maps-, permite corroborar las hipotesis
propuestas por el andlisis clasico. En particular, se afirma que la distribucién del ozono
en la tropdsfera alta estd caracterizada por los mecanismos de intercambio tréposfera-
estratosfera asociados la presencia del Jet Subtropical sobre la regién de estudio.
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Capitulo 1

Introduccién y Objetivos

Las Ciencias Atmosféricas requieren para su descripcién y analisis de herramientas ma-
tematicas complejas que permitan estudiar eficientemente la informaciéon incompleta y
tipicamente provista de incertidumbre que proporcionan diversos Sistemas de Observa-
cién Meteorologica. La Teoria de la Observacion estudia este tipo de sistemas, entregando
un marco matematico claro que permite introducir los conceptos de asimilacién, error,
precision, calidad y optimalidad de las observaciones. Cuando se cuenta con un modelo
del fenomeno observado, es posible utilizar esta teoria para mejorar estimaciones o deter-
minar parametros propios de éste. Por el contrario, si no se cuenta con modelo, esta teoria
permite -a través de un proceso estadistico de asimilacion- descubrir en las observaciones
alguna estructura interna a partir de la cual proponer mecanismos descriptivos que pos-
teriormente podrian ser utilizados en la configuracién de un modelo. En este trabajo se
muestran dos aplicaciones de este tipo de herramientas.

En la primera parte se propondran metodologias para el diseno 6ptimo de redes de mo-
nitoreo ambiental utilizando la informacién entregada por simulaciones de un modelo de
dispersién de CO para la regién de Santiago de Chile. Dichas metodologias se elaboraran
basandose en la Teorfa de Observacién (Johnson, 2003 [15]; Kalnay, 2003 [16]), segin la
cual una red de monitoreo se puede entender como un sistema de observacién que registra
parcialmente una senal que posee informacién acerca de la concentracién de los contami-
nantes (Wu & Bocquet, 2011 [1]; Osses et al., 2012 [21]).

En la segunda parte se realizara un estudio de la estructura espacial y temporal del ozono
troposférico sobre Rapa Nui mediante la aplicacion de un analisis estadistico complejo a
sondeos de ozono realizados sobre la isla. Dicho andlisis se basa en la Teoria de Mapas
Auto Organizantes, segin la cual la informacién entregada por los datos es asimilada a
lo largo de un proceso de aprendizaje para luego ser expresada en relaciones geométricas
simples que permiten identificar los rasgos mas caracteristicos de los datos (Kohonen et
al., 1990 [19]).

El objetivo principal de esta tesis es evaluar la aplicabilidad de la Teoria de la Obser-
vacion y Asimilacién al estudio de Sistemas de Observacién Meteorologica en el caso en
que se cuenta con un modelo que describe el fenémeno observado -dispersién de CO para la
region de Santiago de Chile- y en el caso en que no -caracterizacién de ozono troposférico
en Rapa Nui-.
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1.1. Introduccién a la primera parte

Desde las iltimas décadas, uno de los principales problemas asociados a las megaciudades
corresponde al alto nivel de contaminacién atmosférica (WMO/IGAC Impact of Megaci-
ties on Air Pollution and Climate, GAW report 205, 2012 [12]). El tipo de contaminantes
atmosféricos presentes y la estructura de su distribucion espacial y temporal se atribuyen
a una serie de factores que dependen de las caracteristicas propias de cada megaciudad,
como lo son las condiciones geograficas y meteorolégicas de la region en donde ésta se
encuentra, el tipo y la distribucién de la produccion industrial, la distribucién de la po-
blacién y las caracteristicas del trafico, entre otras (Saide et al., 2011 [28]). Por lo tanto,
para estudiar éste complejo fendémeno, resulta necesario contar con redes de monitoreo
cuyo diseno sea capaz de tomar en cuenta tal diversidad de factores involucrados.

Toda metodologia de disenio de redes de monitoreo debe estar en concordancia con los
objetivos especificos planteados para esa red y debe ser tal que satisfaga de la mejor ma-
nera dichos objetivos. Estas metodologias de diseno pueden obtenerse a partir la teoria de
la observacion, segin la cual toda red de monitoreo puede ser entendida como un sistema
de observacién que registra, de manera parcial, una senal ruidosa que posee informacién
acerca de la concentracién de los contaminantes. Mas atn, es posible hablar de optimali-
dad en el diseno, al cuantificar, a través de un indicador de la calidad, la capacidad de la
red para satisfacer los objetivos especificos que le han sido asignados.

Desde el punto de vista de las ciencias atmosféricas, los principales objetivos de una
red de monitoreo estan asociados a la caracterizacion de la dispersion de contaminantes.
Desde el punto de vista de la salud, los principales objetivos de una red de monitoreo
estan asociados al cumplimiento de la legislacion local de calidad del aire, a la activacién
oportuna de las medidas de emergencia para episodios criticos de contaminacién y a la
estimacion del impacto de estas medidas.

La ciudad de estudio de este trabajo corresponde a Santiago de Chile. Sus caracteristicas
geografias complejas dificultan la observacion y modelacion de la dispersion de contami-
nantes y sus altos niveles de contaminacién atmosférica la posicionan durante el invierno
entre una de las ciudades mas contaminadas del continente, registrando serios danos a la
salud de sus habitantes.

1.1.1. Aspectos meteorolégicos de la contaminacién atmosférica
en Santiago

La cuenca de Santiago (33.5°S, 70.8°W) se ubica en el borde occidental de Sudamérica
subtropical, al oeste de la Cordillera de los Andes y a unos 100 km de la costa. En es-
tas latitudes, la altura media de la Cordillera de los Andes y de la Costa superan los
4500 m.a.s.l y 1200 m.a.s.l, respectivamente (Garreaud & Rutland, 2006 [9]; Saide et al.,
2011 [28]).

La circulaciéon media en la cuenca de Santiago estd determinada por la interaccién entre
el relieve regional y la subsidencia de gran escala inducida por el anticicléon subtropical
del Pacifico suroriental. En la costa, a los 33°S, el gradiente de temperatura entre el aire
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subsidente -calentado por compresién- y las aguas superficiales frias, mantiene una capa
de inversién térmica con alturas de la base y del tope de la inversion del orden de 600 m y
1200 m, respectivamente. Esto da origen a una capa de mezcla marina con un alto conte-
nido de humedad, la cual queda generalmente separada del valle interior por la Cordillera
de la Costa, limitando la entrada de aire humedo a la cuenca de Santiago.

La inversién térmica de subsidencia también se observa frecuentemente sobre la cuen-
ca de Santiago, con un tope medio semejante al de la costa. Sin embargo, el ciclo diario de
insolacién de la superficie terrestre tiene un efecto significativo sobre la base e intensidad
de la inversién. Durante la noche, el enfriamiento radiativo produce una marcada inver-
sion térmica, la cual se acopla con la inversion de subsidencia formando una capa estable
desde la superficie de la cuenca hasta unos 600 m sobre élla. En Munoz & Undurraga,
2010 [23] se muestra que la altura de la capa de mezcla -a las 1200LT (UTC-4 h)- es del
orden de 200 m en los meses frios y 800 m en los meses célidos. Estas condiciones inhiben
la dispersion vertical, concentrando los contaminantes cerca de su nivel de emisién. Pos-
teriormente, a medida que sale el sol, la radiacion comienza a calentar la superficie y el
aire inmediatamente por encima de ésta. La turbulencia inducida por este calentamiento
debilita gradualmente y desde abajo la inversiéon térmica, dando paso a una capa bien
mezclada de contaminantes.

Entre el tope de la Cordillera de los Andes y los 2000 m.a.s.l, predomina el viento del
noroeste, sin variaciones diarias significativas. Bajo los 2000 m.a.s.l se aprecia un marcado
ciclo diario en la componente zonal del viento. Entre la superficie y los 500 m, esta varia-
bilidad diaria se encuentra principalmente determinada por la interaccion valle-montana.
Durante la noche predomina un débil viento del este , y durante el dia predomina un vien-
to del suroeste, de componente sur inducida por el gradiente de presion de gran escala.
Las condiciones de viento en superficie son similares, con vientos del suroeste de 2 m/s
durante el dia, capaces de transportar los contaminantes atmosféricos horizontalmente
dentro de la cuenca.

En verano, la ausencia de perturbaciones de escala sindptica propias de la regiéon -como
frentes y bajas costeras- hace que la concentracion de los contaminantes dependa exclu-
sivamente de los patrones de circulaciéon media antes descritos. Ademas, el aumento de
la radiacion solar incidente permite un mayor desarrollo de la capa de mezcla, facilitan-
do la ventilaciéon de los contaminantes fuera de la cuenca. Sin embargo, tal incremento
radiativo promueve la formacion fotoquimica de contaminantes como el ozono troposférico.

En invierno, la ausencia de condiciones favorables para la dispersion -producto de una
debilitada circulacién media- hace que la concentracion de los contaminantes dependa
principalmente de la ocurrencia de los eventos sindpticos antes mencionados. El paso de
un frente suprime la inversién térmica -producto de la sustitucién de la subsidencia anti-
ciclénica por el flujo ascendente que ocurre en torno al centro de baja presion-, aumenta la
magnitud del viento en niveles bajos y, en algunos casos, viene acompanado de precipita-
cién, promoviendo la disminucién de los contaminantes atmosféricos mediante ventilacién
y deposicion humeda.
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Por otro lado, el paso de este tipo de perturbaciones sindpticas, puede implicar la for-
macion de bajas costeras, las cuales, al intensificar la subsidencia sobre la cuenca, reducen
la altura de la capa de mezcla por debajo de su valor caracteristico invernal, aumentan-
do significativamente la concentracion de los contaminantes en su nivel de emisién. Los
eventos de bajas costeras estan tipicamente asociados a eventos criticos de emergencia
ambiental.

1.1.2. Evoluciéon de la red de monitoreo de calidad del aire M A-
CAM

La red de monitoreo de calidad del aire para Santiago de Chile es la red MACAM (Mo-
nitoreo Automatico de Contaminantes Atmosféricos de la Regién Metropolitana). Esta
se puso en funcionamiento el ano 1988, con un total de 4 estaciones fijas ubicadas en el
centro de Santiago -La Paz o Independencia (F), Providencia (B), Parque o Santiago Cen-
tro (N) y Gotuzzo (A)- méas una estacion mévil (M), asociada al borde noreste de la cuenca.

En el ano 1997, Santiago fue declarada Zona Saturada (niveles superiores a la norma)
para material particulado parcialmente respirable (PM10), mondxido de carbono (CO) y
ozono (O3); y Zona Latente (niveles entre el 80 % y el 100 % de la norma) para diéxido de
nitrégeno (NO2). Tal declaracién fue el paso previo a la formulacién del Plan de Preven-
cién y Descontaminaciéon Atmosférica de la Region Metropolitana (PPDA), el cual tenia
por objetivo la recuperacion de la calidad del aire en Santiago. Con el fin de verificar el
cumplimiento del PPDA, la red MACAM fue expandida geograficamente. La estacién de
Gotuzzo (A) fue removida, la estacién moévil (M) se fijé en Las Condes y se agregraron 4
estaciones , Cerrillos (P), Pudahuel (O), La Florida (L) y El Bosque (Q). Posteriormente,
en el ano 2002 la estacién de Providencia (B) fue removida, pues el espacio fisico en donde
estaba instalada no contaba con las condiciones necesarias para su correcto funcionamien-
to. En el ano 2005 se agrega la estacién de Cerro Navia (R) y finalmente, en el ano 2009,
se agregan 3 estaciones en los sectores suburbanos y semirurales de Quilicura (V), Puente
Alto (S) y Talagante (T).

Actualmente, todas las estaciones miden monéxido de carbono (CO), diéxido de azu-
fre (SO2), ozono (O3) y material particulado parcialmente respirable (PM10). Sélo las
estaciones de Pudahuel (O), Cerrillos (P) y Las Condes (M), miden éxidos de nitrégeno
(NOx), y sélo las estaciones de La Florida (L), Las Condes (M), Parque (N) y Cerri-
llos (P), miden material particulado totalmente respirable (PM2.5). Ademds, todas las
estaciones miden velocidad del viento, temperatura y humedad relativa. Si bien, la infor-
macién relativa a estas especies contaminantes y a la meteorologia se encuentra disponible
publicamente, en calidad de datos validados a través de la pdgina web del Ministerio de
Salud, los procedimientos de validacién no se encuentran disponibles.

El estudio expuesto en este trabajo se basa en datos de CO para un periodo de verano
del afio 2002. Esto se debe a que el tiempo de recambio del CO es de 3 meses, con me-
canismos de remocion principalmente asociados a la oxidacion por reaccion con el radical
hidroxilo (Saide et al., 2011 [28]). Luego, a escala urbana, el CO puede considerarse quimi-
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camente inerte, simplificando significativamente los aspectos quimicos de la modelacién
de su dispersién. Por otro lado, las condiciones meteorologicas estables propias del verano
permiten simplificar significativamente los aspectos meteoroldgicos de la modelacién de la
dispersién.

Considerando lo anterior, surgen preguntas como: jcudles fueron los criterios utilizados
en el desarrollo historico de la red MACAM, considerando la incorporacién y eliminacién
de estaciones?, jqué variables se tomaron en cuenta para la definicion de tales criterios?,
jestos criterios se aplicaron de manera semejante en todas las etapas de modificacién de
la red?, jes la distribucién actual de la red MACAM la mejor distribucién posible para
ese numero de estaciones?, jcudl es la disposicion optima y como se determina?.
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1.2.

Objetivos de la primera parte

1.2.1. Objetivos principales de la primera parte

1.

Definir metodologias de diseno de redes de monitoreo ambiental que sean acordes a
los objetivos especificos de la red.

. Evaluar la aplicabilidad de estas metodologias al caso particular de redes de moni-

toreo de CO en Santiago.

. Definir y evaluar indicadores de la calidad de una red de monitoreo de calidad del

aire.

. Establecer un marco matematico que permita plantear el disenio de redes de mo-

nitoreo ambiental en términos de una aproximacion variacional a la teoria de la
observacion.

1.2.2. Objetivos secundarios de la primera parte

1.

Definir metodologias que permitan extender una red de monitoreo de calidad del
aire.

. Definir metodologias que permitan reducir una red de monitoreo de calidad del aire.

. Definir metodologias de diseno 6ptimo de redes de monitoreo ambiental con respecto

a un determinado indicador de la calidad de la red.

Comparar los resultados de estas metodologias con los resultados de las metodogias
estadisticas utilizadas en Osses et al., 2012 [21] para el mismo caso de estudio.
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1.3. Introduccion a la segunda parte

Las actividades antrépicas han alterado substancialmente la composicion de la atmosfe-
ra en los tltimos 200 afio a escala regional y global (e.g., IPCC, 2007). Estos cambios
tienen consecuencias en la salud humana, en los ecosistemas y en el sistema climéatico. Pa-
ra evaluar, cuantificar y proporcionar bases para predecir estos cambios la Organizacién
Meteorolégica Mundial (WMO) ha establecido el programa Global Atmospheric Watch
(GAW).

Ademas de contar con alrededor de 20 estaciones completamente equipadas para la me-
dicién de las condiciones basales de la atmosfera, el programa GAW posee numerosas
estaciones regionales enfocadas en el estudio de los impactos climatolégicos y bioldgicos
de gases tipo invernadero, ozono y radiacién ultravioleta (ver www.wmo.int).

En particular, como parte de un programa sub-regional para el cono sur de Sudaméri-
ca, 3 estaciones fueron instaladas en Chile bajo el auspicio del GAW y de la Direccién
Meteorolégica de Chile (DMC) hacia fines de 1995: un dispositivo de monitoreo de ozono
en Rapa Nui (27°S, 109°W, 51 m.a.s.l.); un monitor de ozono superficial, sensores meteo-
rolégicos y radiativos en Cerro Tololo (30°S, 70°W, 2200 m.a.s.l.); y un espectrofotémetro
en Valdivia (39.8°S, 73°W, 10 m.a.s.l.).

Las mediciones en Rapa Nui y Cerro Tololo se han estado haciendo desde hace dos déca-
das, aproximadamente. El espectrofotémetro en Valdivia se perdié en un incendio que
afecto la Universidad en el ano 2007 -ver [13]-. Los datos entregados por estas estaciones
son valiosos. Por un lado, esta region del mundo tiene un cobertura observacional pobre, y
por otro lado, estas regiones son generalmente pristinas, permitiendo una mejor deteccién
de cambios a escala global. Hasta ahora sé6lo los datos recopilados en Tololo y Valdivia han
sido estudiados y reportados en la literatura cientifica especializada (e.g., Gallardo et al,
2000 [7]; Lovengren et al, 2000 [22]; Rondanelli et al, 2002 [20]). Los datos de Rapa Nui,
hasta donde se sabe, no han sido revisados en revistas cientificas de corriente principal,
pero si en tesis de grado (Valdés, 2003 [31]; Cuevas, 2006 [2]) y reportes internos de la
DMC (Fuenzalida, 2011 [5]).

En este trabajo se da un primer analisis estadistico completo de 186 sondeos validos
realizados en Rapa Nui durante el periodo 1994-2010. Consideramos la climatologia tra-

dicional en términos de ciclos anuales y estacionales (e.g., Logan, 1985 [21]), y, por otro
lado, un anélisis basado en técnicas de agrupamiento o cluster (e.g., Diab et al, 2003 [3]),
incluyendo self-organizing-maps (e.g., Kohonen et al, 1990 [19]; Jensen et al, 2012 [11]).

Sostenemos que la estacion ubicada en Rapa Nui debe ser cuidadosamente manteni-
da y expandida, incluyendo por lo menos mediciones de ozono superficial y de oxidos
de nitrogeno. Esta estacién se ubica en un area pristina en el pobremente monitoreado
Pacifico Sur, siendo representativa de la zona de transicién entre masas de aire tropical
y subtropical (Fuenzalida et al., 2005 [0]). Ademads, tales mediciones podrian ser ttiles
para detectar cambios potenciales debido al crecimiento poblacional y turistico en Isla de
Pascua que podrian resultar en un incremento de las emisiones locales en conexién con la
quema de desperdicios (Instituto de Estudios Urbanos y Territoriales UC, 2012 [33]).
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1.4.

Objetivos de la segunda parte

1.4.1. Objetivos principales de la segunda parte

1.

Documentar el estado y las caracteristicas de la base de datos de ozono de Rapa
Nui.

Estudiar la estructura temporal y espacial del ozono troposférico en la regién de
Rapa Nui.

. Identificar y proponer mecanismos meteorolégicos de transporte que expliquen la

estructura de ozono troposférico en la regiéon de Rapa Nui.

. Evaluar la utilidad de métodos de agrupamiento-asimilacién basados en la Teoria

de Mapas Auto Organizantes (Self Organizing Maps, SOM) para el estudio de la
estructura de ozono troposférico en la region de Rapa Nui, y su desempeno respecto
de métodos de agrupamiento de menor complejidad como el analisis de componentes
principales y el agrupamiento tipo k-means.

1.4.2. Objetivos secundarios de la segunda parte

1.

Identificar el impacto de los procesos de intercambio estratésfera-tropdsfera en la
estructura de ozono troposférico en la regiéon de Rapa Nui.

2. Comparar los resultados de este trabajo con las investigaciones anédlogas realizadas

por otros autores para estaciones tropicales y subtropicales.
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Capitulo 2

Introduccion a la Teoria de la
Observacion

La Teoria de la Observacion y Asimilacion -en particular la referente al estimador BLUE-
es de uso estandar y puede encontrarse desarrollada en Fischer, 2003 [1]. Si bien, en el
contexto particular de Sistemas de Observacién en Ciencias Atmosféricas, esta teoria ha
sido desarrollada especificamente para aplicaciones en Meteorologia -Kalnay, 2003 [16] y
Johnson, 2003 [15]-, no existen aplicaciones en Dispersién de Contaminantes.

En este capitulo se revisaran los conceptos basicos de la Teorfa de la Observacién y Asi-
milacién -Espacio de Estados, Espacio de Observacién, Operador de Observacién, Error
y Precision- necesarios para la construccion del estimador BLUE y para la definicion de
Indicadores de la Calidad de un Sistema de Observacion.

2.1. Definiciones preliminares

Sean n,m € IN. Nos referiremos a R" como espacio de estados y a R™ como espacio de
observaciones. Sea la aplicacion diferenciable

H:R" — R™
que denominaremos operador de observacion. Fijemos un vector de estado X; € R™.

Definamos las siguientes variables aleatorias a valores en R™: X,, que denominaremos
estimacion a priori, y €y, que denominaremos error en la estimacion a priori. Supondre-
mos que X, = X; + ¢, y que [E(gy) = 0, con lo cual se tendrda que E(X,) = X;. Por
tltimo denotemos por B = E(g4e}) = Var(X,) a la matriz de covarianza de la estimacién
a priori, la cual supondremos definida positiva, y denotemos por precision del prondstico
a su inversa B! .

Definamos las siguientes variables aleatorias a valores en R™: Y,, que denominaremos
observacion, y ¢,, que denominaremos error en la observacion. Supondremos que Y, =
H(X:) + e, v que E(e,) = 0, con lo cual se tendré que E(Y,) = H(X;). Por dltimo de-
notemos por C' = E(g,e!) = Var(Y,) a la matriz de covarianza de la observacién, la cual
supondremos definida positiva, y denotemos por precision de la observacion a su inversa

10



2.2. Estimador BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) Capitulo 2

ct.

En este contexto el estado X; corresponde a una variable desconocida, de la cual sdlo
se tiene informacion parcial a partir su estimaciéon a priori X, y de su observacion Y.
Luego, es de interés construir un estimador a posteriori del estado, o andlisis, que incluya
conjuntamente la informacion aportada por el estimador a priori y por la observacion.

El operador de observacion H es, en general, no lineal. Por simplicidad supondremos
que H es, en buena aproximacion, lineal afin en una vecindad de la estimacién a priori,
es decir 9p > OVX € B,(X,)
H(X) = H(Xy) + H(X = X) + o[ X — X,?)
~ H(Xb) + H(X - Xb)

en donde H € M,,«,, corresponde a la matriz jacobiana del operador de observacion, que
denominaremos matriz de sensibilidad. Intuitivamente, la matriz de sensibilidad H da una
medida de la capacidad que posee el sistema de observar cambios en la variable de estado,
razon por la cual serd de fundamental importancia durante el resto de este trabajo.

2.2. Estimador BLUE (Best Linear Unbiased Estima-
tor)

2.2.1. Construccion del estimador BLUE

Definamos las siguiente variables aleatorias a valores en R"™: X,, que denominaremos
andlisis, y €,, que denominaremos error en el andlisis. En base a lo comentado en la sec-
cién anterior, supondremos que X, = X; + €,. Sea d = Y, — H(X}), que denominaremos
innovacion y sea W € M,»m, que denominaremos matriz de ganancia.

Para la construccion del estimador BLUE impondremos las siguientes condiciones:

1. Insesgabilidad con respecto al estado: E(X,) = X.

2. Linealidad afin con respecto a la estimacion a priori y a la observacién: X, =
Xy +W(Y,—H(Xp)). Es decir, el analisis corresponderd a una correccién del estado
a priori a partir de las observaciones, en donde el peso que se le da a estas tltimas
estara dado por la matriz de ganancia.

3. Minimalidad de la varianza del andlisis con respecto a la ganancia: Si P = Var(X,),
entonces la matriz de ganancia W es escogida como solucién del problema

m TP 2.1
e g T(P) (1)

De la condicién 1 se tiene que IE(g,) = 0 y es posible probar que el éptimo en (2.1) se
alcanza tomando W = BH'(C'+ HBH')™!, con lo cual el estimador BLUE toma la forma

X, =X, + BH'(C+ HBH") (Y, — H(X})) (2.2)
11
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Notemos que el término BH! corresponde a una ponderacién de la varianza de la estima-
cién a priori y el término C'+ H BH' corresponde a una suma ponderada entre la varianza
de la observacién y de la estimacién a priori. Por lo tanto BH'(C' + HBH'")™! puede
interpretarse como la varianza relativa a la estimacion a priori.

Es posible obtener una expresion equivalente del estimador BLUE a partir de la mini-
mizacion del siguiente funcional
1 1
J(X) = S(X = X BX = ) + (V- MO, - HX)) (23)
Nuevamente consideraremos la linealizacion del operador de observaciéon en torno a la
estimacién a priori, con lo cual el funcional en (2.3) toma la forma la cuadrética

1

2

5V~ HX) — HX = X)) O (Y, ~ M%)~ H(X —X,))  (24)

J(X) =5(X = X,)'B7H(X — X3)

Derivando e igualando a cero, vemos que el tinico punto estacionario X* del funcional
corresponde a

X =Xy + (B '+ HC'H) ' H'OY(Y, — H(X})) (2.5)

Notemos que X* es lineal afin en la estimacion a priori y en la observacién, con matriz de
ganancia igual a (B~'+ H'C™'H) " 'H!C~!. El término H'C~! corresponde a una ponde-
racién de la precisién de la observacién y el término B~! + H!C~'H corresponde a una
suma ponderada entre la precisién de la estimacion a priori y de la observaciéon. Por lo
que el término (B~'+ H!C~'H)"'H'C~! puede interpretarse como la la precision relativa
a la observacion.

Del teorema de Sherman-Morrison-Woodbury se tiene que
BH'(C+ HBH"Y '= (B '+ H'C'H) 'H'C™!
y por lo tanto X* corresponde al estimador BLUE.

Finalmente, para la matriz de ganancia éptima W = (B~ + H'C~'H) ' H'C~!, es posible
probar que la precision del anélisis esta dada por

P'=B'+HC'H

2.2.2. El estimador BLUE en términos de la descomposiciéon en
valores singulares de H

Consideremos la descomposicion en valores singulares (SVD) -Golub, 1996 [10]- de la
matriz de sensibilidad

H =UAV" (2.6)

en donde
12
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1. H € M« y denotemos por r = rg(H).

2. U € Mpxm, es unitaria con m vectores columna {uy,...,u,} C R™ que denomi-
naremos vectores singulares izquierdos.

Luego, estos vectores forman una base ortogonal de R™ para el producto interno
inducido por U.

3. V € M,,«n, es unitaria con n vectores columna {vy,...,v,} C R", que denominare-
mos vectores singulares derechos.

Luego, estos vectores forman una base ortogonal de R™ para el producto interno
inducido por V.

4. A € M,,«, es diagonal tal que los elementos de la diagonal verifican A\ > ... >
)\7« > )\r+1 =...= )\min(n,m) =0.

Esta descomposicién posee la siguiente interpretacién geométrica (Johnson, 2003 [15]):
Sea &1, ..., &, la base canénica de R" y sea 11, ...,1,, la base candnica de R™.

La matriz unitaria V' corresponde a un operador de rotacién en R™ y en particular,
para todo vector singular derecho v;, se tiene que V'v; = ;. Es decir V' rota los vectores
singulares derechos transformandolos en la base canénica.

A su vez, la matriz diagonal A corresponde a un operador de rescalamiento de R™ en
R™ y en particular se tendrd que para todo j € {1,...,r}, AVtv; = \;§;, y para todo
je{r+1,...,n}, AV'v; = 0. Es decir, A transforma la bola unitaria de R™ en un elip-
soide de dimensién r con su j-ésimo semieje principal de largo A; y orientado segun la
direccion candnica 1);.

Finalmente, la matriz unitaria U corresponde a un operador de rotaciéon en R™.

Por lo tanto, la relacién Hv; = A\ju;, Vj € {1,...,n} indica que el conjunto de vectores
singulares derechos {v1,...,v,} es mapeado en un elipsoide de dimensién r con semiejes
principales dados por {us, ..., u,}.

o2
Supongamos que B = o2l, y que C = 0¢2I,,, denotemos por pu? = U—; y recordemos

b
que la innovacién estd definida por d =Y, — H(X}). Considerando la descomposicién en

valores singurales de H en la ecuacién (2.5), se tendra que
X, =Xp+ (B '+ HCH) THICHY, — H(X)))
= X+ V(L + A'A) AU

— [Aj(ujd)

j=1
Loutd

=Xy + ) fj%vj (2.7)
j=t "/
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2
en donde f; = ﬁ conj € {1,...,r}, sonlos denominados Factores de Filtro de Tykhonov.
M .

+ A

Esta expresion para el analisis, en términos de la descomposicién en valores singulares
de H posee la siguiente interpretacion:

El andlisis
r t

usd
Xa = Xb -+ E ij’Uj
j=1 J
se obtiene a partir de una correccién de la estimacion a priori en base a las observaciones.

El término correctivo

" uld
~Yj
j

fin—
2535

corresponde a una suma ponderada entre los vectores singulares derechos no pertenecientes

al nicleo de H, en donde el peso de cada vector singular derecho v; estd dado por
t

ud

Aj

Notemos que el factor de filtro de Tykhonov f; depende de la relacién entre el valor sin-

2

2

2 Y

i

gular \; y el pardmetro p. Si \; < p entonces f; ~ reduciendo la importancia del

vector singular derecho v; en el calculo del andlisis. Analogamente, si A; > u entonces
fj = 1, aumentando la importancia del vector singular derecho v; en el célculo del analisis.

t
Por otro lado, el factor )\L depende de la relaciéon entre la proyeccion de la innova-

j
cién d sobre el vector singular izquierdo u; y el valor singular A;.

2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Ob-

servacion

2.3.1. Precisiéon, Cantidad de Informacién y Recuperabilidad
Fijemos un vector de estado X;. Sean X, la estimacién a priori asociada a X; y sea Y,

la observacién de X;, a través de un operador de observacién con matriz de sensibilidad H.

De la ecuacién (2.5) se tiene que el anélisis X, estd dado por
X=X, + (B '+ HC'H) ' H'C(Y, — H(X3)) (2.8)
Supondremos, como se hizo en la seccién 2.2.2, que B = o1, y que C' = ¢21,,, y denote-

2
o

mos por 1> = =%y r =rg(H).
T

14



2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Observacion Capitulo 2

Precision
La precisién del analisis esta dada por
P =B+ HC'H
Se define la precision del operador de observacion como
fp(H) =Tt (P7)

1 1
=Tr ( 2] + HtH)
o

O

(o
b
n 1 H'H
a8
1 < N
= % +5Y 2 (2.10)
T Oy g M

Cantidad de informacién

Sea n € IN y sea X una variable aleatoria a valores en R", con densidad de probabilidad
px. Se define la entropia asociada a X como

h(X) = / px(e)in L

px(z)

dx

Si X ~N(0,Xx), con Xy = Var(X), entonces la entropia toma la forma
n 1
hX) = 5(1 +1In(27)) + §ln|2X|

Se define el incremento de la cantidad de informacion del operador de observacion como

fi(H) = h(Xp) — h(X,)
1 1
=3 In|B| — = 1n|(B—1 + H'C™TH)™!
1
=5 In|B| + = 1nyB + H'CH|
1

Ht

I+ —— (2.11)

_ %;m <1 n F) (2.12)

Recuperabilidad: Rango Combinado y Efectivo

111

Consideremos la expresion para el analisis X, en funcién de los valores singulares de H

s d
Xm0t D (2.13)
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Se define el rango combinado del operador de observacion como

T )\2
re(H) = Z By (2.14)
— P+

2

Dado que Vi € {1,...,r} : ——
viene de la siguiente interpretacion informal:

< 1, se tiene que 1.(H) < r. El nombre de esta funcién

Sean los conjuntos
Ie={ie{l,...;r}:n<py Lo={ie{l,...;r}:N~p} Is={ie{l,... r}

Segun fue comentado en la seccion 2.2.2; el conjunto I, esta asociado los vectores de
estado que debido al ruido p intrinseco del sistema no son recuperables a partir de las
observaciones; y el conjunto Is. esta asociado a los vectores de estado que a pesar del
ruido p intrinseco del sistema son recuperables a partir de las observaciones. Lo anterior
motiva la definicién del rango efectivo de un operador de observacion como

re(H)=1|{i e {l,....r}: N> u}|
= |15 | (2.15)

Luego, con estas definiciones, se tiene que

A2 22 A2
rC(H):ZM2+)\?+ZM2+)\§+ZMZ+)\?

icle icl. i€ls

1 1
~ e >N+ §|f~| + |15 |

i€lg

1 1
=z Z/\?+§|]~|+T3(H)

i€lg

en donde se ve que el rango combinado es una combinacién entre un término lineal afin a la

1
precision de una porcion del operador de observacion, — Z AZ, y el rango efectivo 7. (H).

1€l«

2.3.2. Grados de libertad
Definicién de los Grados de Libertad y su relacion con el Rango Efectivo

Para introducir el concepto de los grados de libertad -Fisher, 2003 [4]- recordemos que la
matriz de precisién del andlisis estd dada por P~ = B~ + H!C~'H. Por el momento no
supondremos ninguna estructura diagonal para las matrices B y C.

Consideremos una transformacién lineal del espacio de estados X;, = LX con L € M, «»,
invertible y denotemos por

Py, =Var(LX,)= LPL'
16
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By, = Var(LX,) = LBL'

a las matrices de varianza de la transformacién del andlisis y de la estimacion a priori,
respectivamente.

Se prueba que el incremento de la cantidad de informacién es invariante frente a transfor-
maciones lineales del espacio de estados, es decir

1 1 1 1
VL € Mysn : §1n|B| - §ln|P| = §1n|BL| - §1n|PL|

Luego, supongamos convenientemente que L es tal que LBL! = I, y consideremos la
diagonalizacion P, = WDW?!, con W matriz ortonormal de vectores propios y D =
diag(dy, . . ., d,) matriz diagonal de valores propios. Entonces se tendrd que WLB(W L)' =
I, y por lo tanto

1 1 1 1
1
= —§1H|PWL|
1

lo cual permite calcular el incremento en la cantidad de informacion sélo a partir de los
valores propios de la matriz de precisién del anélisis.

Proposicién: Se tiene que Vi € {1,...,rg(H)} : 0 < §; < 1y Vi € {rg(H) +1,...,n}

Demostracién: Se tiene que
P=(B*'+HC'H)™
P=(I,+ BHtC”lH)’lB
WLPL'W'=WL(I, + BH'C™*H) 'BL'W"
D=WL(I, + BH'C'H)""(WL)"'"WLBL'W"
D WL( I, + BH'C'H)"\(W )
WL(I, + BH'CT'H)(WL)™
D! :In+WLBHtO 1H(WL) (2.16)

de donde se concluye que W LBH!C~*H(W L)™' es diagonal.
Ademds WLBH!C*H(W L)™' es semidefinida positiva. En efecto, si consideramos la
descomposicién de Cholesky C~1 = C_%C_%, se tendra que
WLBH'C'HWL) ' =WLBH'C'HWL)™!
17
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= WLBL'WH LW 'H'C :C s H(WL)™
= (WL)"'H'C™:C s H(WL)™!
= (CT2HWL) ™ )W'C :H(WL)™' >0 (2.17)

Luego de (2.16) y (2.17) se tiene que Vi € {1,...,n} : 0 <, < 1.
Finalmente, dado que C' -2 y WL son a rango completo, se tendra que

rg((CT2H(WL)™)'C T H(WL) ™) =1g(C 2 H(WL)™") = rg(H)
de donde se concluye que

Vie{l,...,rg(H)}:0<d; <1
Vie{rg(H)+1,...,n}: 6, =1

Por lo tanto, Vi € {rg(H)+1,...,n} el valor propio ¢; = 1 tendrd asociado un aporte nulo
al incremento de la cantidad de informacién. De la misma manera, Vi € {1,...,rg(H)}
un valor propio §; < 1 tendra asociado un aporte no nulo y significativo al incremento de
la cantidad de informacién; y un valor propio 9; ~ 1 tendra asociado un aporte no nulo,
pero poco significativo, al incremento de la cantidad de informacion.

En el contexto de la teoria de la observacion, para describir completamente el espacio
de estados se requiere determinar n parametros linealmente independientes, en base a la
informacién a priori y a las observaciones disponibles. Tanto la escasez y/o redundancia
de observaciones, como los errores asociados a las estimacién a priori y a las observaciones,
impiden determinar la totalidad de los n parametros asociados al espacio de estados. In-
formalmente, los grados de libertad se definen como una medida del nimero de parameros
del espacio de estado que son determinables a pesar de éstas dificultades.

Lo anterior motiva definir los grados de libertad como

gl=n->) 4 (2.18)
=1

Dependiendo del contexto se puede considerar que los grados de libertad son funcion de
la matriz de precisién del andlisis gl = gl(P~!) o bien son funcién de la matriz de sensi-
bilidad gl = gl(H). En lo que sigue de este trabajo se considerard esta tltima dependencia.

La definicién de grados de libertad dada en (2.1) es independiente de la relacién en-
tre las dimensiones de la matriz H. Sin embargo hay dos intepretaciones posibles para los
casos en que m < n o n < m. En efecto

1. Si m < n se tiene que
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rg(H)
“Ya- Y - 20
i=m+1 i=rg(H)+1
rg(H)

—n—(n—m) ~ (m—rg(H) = 3 &

El término n — m corresponde a ntimero de parametros no determinables por esca-

sez de observaciones, el término m — rg(H) corresponde al nimero de pardmetros
rg(H)

no determinables por redundancia en las observaciones y el término Z d; es una

i=1
medida del ntimero de pardametros no determinables a causa del ruido propio del
sistema.

2. Sin < m se tiene que

-3 a- Z J
i=rg(H)+1
rg(H)
=n—0—(n—rg(H))— Z(Si

i=1

El término 0 corresponde a nimero de parametros no determinables por escasez de

observaciones, el término n —rg(H) corresponde al nimero de pardmetros no deter-
rg(H)

minables por redundancia en las observaciones y el término Z d; es una medida
i=1

del nimero de pardametros no determinables a causa del ruido propio del sistema.

Ademas, de los desarrollos anteriores se tiene que

min(n,m) rg(H)
gl(H )—n—Z(S—mmnm 0; =18 _Z(Si
i=1 i=1
en donde la igualdad
rg(H)

gl(H) = Z 5;

sugiere una estrecha relacion entre los conceptos de grados de libertad y rango efectivo.
De hecho, a continuacion se probara que son, en un sentido a especificar, equivalentes:
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2
Consideremos el caso particular en que B = o2, v C = 02I,,. Denotando u? = %o
b o O_g
y utilizando la descomposicion en valores singulares de H se tendra que
P=(B'+H'C'H)!
1 1 -
o o2

vtV ATAN

£

Oy  Op H

t

Entonces, si escogemos L = — se tendrd que LBL! = I,, y que

Oy

ATAN !
P~ (107
es diagonal y por lo tanto W = I,,. Luego se tienen las siguiente relaciones
1
Vie{l,...,tg(H)}:0; = v (2.19)
1+ 75
Vie{rg(H)+1,...,n}:6 =1 (2.20)

Notemos que

lo cual indica el sentido de la equivalencia entre los conceptos de grados de libertad y

rango efectivo.

20
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m<n

‘m
in
(a)
n
/L
Lo
e
m>n

Lo

(b)

Figura 2.1: Esquema de la relacion entre los grados de libertad y el factor A de la
descomposicién en valores singulares de la matriz de sensibilidad. En (a) caso m < n. En
(b) caso m > n.

Matriz de Influencia y su relacion con los Grados de Libertad

Se define la matriz de influencia -Fisher, 2003 [1]- como
A=C sHPH'C:

Dado que P = (B! + H!C~'H)™!, podemos considerar que la matriz de influencia es
funcién de la matriz de sensibilidad A = A(H).

Proposicién: Los grados de libertad se pueden calcular a partir de la matriz de influencia

21
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mediante la relacién

Demostracion:
Recordemos que (d;)"; denotan al conjunto de valores propios de P, = LPL'. Dado
que B~! = L!L, se tendrd que
Pl=LYH'C'H+L'L)L™
= L'H'CT'HL™ + I,

Luego, considerando la diagonalizacién L' H'C'HL™ = ZX 7! con Z = diag(ay, . ..,0,),
se tendra que

Pl=ZX+1,)7"

conlo cual Vi € {1,...,n}:6; =

1+0’i.

Sea A = C~2HPH'C~2 y notemos que rg(4) = rg(H). Fijemos j € {1,...,rg(H)} y
sea y; # 0 un vector propio de A con valor propio asociado v;. Dado que 1 < j < rg(H)
se tendra que v; # 0 . Entonces, por definicién se tendra que

CiinHtciiyj = I/Jyj (221)
Consideremos el cambio de variables z; = L™'H tC’%yj. Entonces, reemplazando en (2.21)
se tendra que
LithcilHLilpﬂfj =V;Z;
I+ 1) 22y = v

Si x; = 0 entonces y; € ker(A) y por lo tanto v; = 0, lo cual es una contradiccién. Luego,
x; # 0 es vector propio de ZX(X + I)~'Z" con valor propio

gj
- —1—4.
iT1 P J
Por lo tanto, se tendra que
rg(A) rg(H) rg(H) rg(H)
SR SRS W R R ST

2.3.3. Relaciones entre Precisiéon, Incremento de la Cantidad de
Informacién y Grados de Libertad

Precisién como aproximacién de primer orden del Incremento de la Cantidad
de Informacién

Supongamos que Vi € {1,...,7} : \; < u. Entonces, mediante una expansién en serie de
Taylor, se tendra que

(3)-E ()
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Bo(f) E5 L)
P98 BRI

k=2 i=1

Luego, utilizando la descomposicion en valores singulares de H se prueba que VI € N

() -2 (G

() AE () e

k=2
De la relacién (2.9) se tiene que la precision es lineal afin a Tr (

Entonces

H'H
112

t

. Por lo tanto, la pre-

i
cision corresponde, salvo linealidad afin, a una aproximacién de primer orden del incremen-
to de la cantidad de informacion. Desgraciadamente, la hipdtesis Vi € {1,...,7} : \; < p

bajo la cual esta relacion es valida estd asociada a condiciones muy desfavorable desde el
punto de vista de la recuperabilidad.

Precision como aproximacion de primer orden de los Grados de Libertad

Supongamos que Vi € {1,...,7} : \; < u. Entonces, mediante una expansién en serie de
Taylor y considerando la relacién (2.19), se tendra que

]

2

(o) SR ()

i=1 1+ i=1 w i=1 k=2
r r oo T )\2 k
SN LD S Y
=1 =1 k=2 i=1 K
H'H > H'H\"
gl(H)zTr( 7 )—l—Z(—l)kHTr(( " ) ) (2.23)
k=2

Por lo tanto, la precision también corresponde, salvo linealidad afin, a una aproximacién
de primer orden de los grados de libertad. Desgraciadamente, como ya se menciond, la
hipdtesis Vi € {1,...,r} : A < p bajo la cual esta relacién es valida estd asociada a
condiciones muy desfavorable desde el punto de vista de la recuperabilidad.
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Relacion de desigualdad entre Precision, Incremento de la Cantidad de Infor-
macién y los Grados de Libertad

Se tiene que Vo > 0:1—1 <In(z) <z — 1. Luego, Vi € {1,...,r}, se tendrd que
1 A2 A2
(i) <

" M
r T 22

INEUES SEICEFIED 95

i=1

Ql(H) < 2f,(H) < o2 fp(H) — 20
De donde
gl(H) < 2f;(H) < oy fp(H)

Nota: En lo que sigue nos referiremos a las funciones precision, incremento de la cantidad
de informacion, rango, rango combinado, rango efectivo y grados de libertad como indi-
cadores de la calidad del operador de observacion, notando que, intuitivamente, la calidad
de un operador de observaciéon aumenta a medida que aumentan los valores de cualquiera
de estas funciones.
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2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Observacion
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Capitulo 3

Aplicacion a redes de monitoreo de
calidad del aire

3.1. Construccién del operador de observacién para
el caso de una red de monitoreo de calidad del
aire

En lo que sigue se ha optado por separar espacial y temporalmente los espacios de emisién
y de observacién, ya que los codigos Matlab utilizados en las aplicaciones de este trabajo
consideran esta separacion. Luego, este capitulo no sélo particulariza la Teoria de la Ob-
servaciéon a redes de Calidad del Aire sino que también facilita la lectura y comprensién
de los cédigos Matlab asociados. Dado que la notacion se complejiza, se sugiere consultar
el Glosario en el Apéndice D.

De acuerdo a la notacién introducida en el Apéndice A, denotemos por 6 al vector
velocidad angular terrestre, por p al campo de densidad del aire seco, por P al campo de
presion del aire seco, por T al campo de temperatura del aire seco, por ¢ a la concentracién
de agua y por V al campo tridimensional de velocidad del viento relativa al movimiento
de rotacion terrestre dado por 2. Consideremos finalmente una especie contaminante con
concentracion ¢ y emision e.

Sea T" > 0 y sea © un dominio acotado de R?. Planteemos en © x (0,7T) el sistema
de EDPs asociado a las Ecuaciones de la Meteorologia y a la Ecuacién de la Dispersién, y
supongamos que existen y que se satisfacen todas las hipotesis necesarias -sobre condicio-
nes iniciales, condiciones de borde, dominio, parametros, lados derechos, caracteristicas
de los operadores diferenciales asociados, etc.- para que el sistema posea solucién ¢, p, P,

Ty, qy 7 tnica definida en Q x (0, 7).

Consideremos la siguiente notacién para la discretizacion asociada al modelo numérico,
ON-LINE u OFF-LINE, que permite resolver el sistema.

Sea Dy = {t1,...,tn;} C [0,7] una discretizacion temporal de tamaiio Ny € IN. Sea
Dr ={(z1,11),...,(@ng, Yng)} C Q una dicretizacion espacial de tamano Ng € IN.
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3.2. Estructura y calculo del operador de observacion linealizado Capitulo 3

Sea & = {t5,..., ?V%} C Dy un conjunto de instantes de emision de tamano NF € IN.
Sea &p = {(21,41),- -, (¥xe. Yhe )} € Dp un conjunto de puntos de emision de tamafio
N& € N,

Sea O = {t{,..., 1%, } € Dr un conjunto de instantes de observacion de tamanio N7 € IN.
Sea O = {(x9,v59), ..., (x?\,%,yf’vg)} C Dpg un conjunto de puntos de observacion de ta-

mano Ng € IN.

Definamos el siguiente operador de observacion

H: RVNeNt — RVENT (3.1)
o o (o) o o o o o o o o o
€ %<e) - (C<xlay17t1)7"‘7C(I17y17 N%)J """ 7C<IN%7yN%7t1)7"‘7C($N%7yN%7 N%))
el cual toma una emisién e € RVeN7 | la extiende por cero a é desde la grilla de emisién

Ep x Er ala grilla D X Dy, resuelve el sistema de EDPs con € como parametro de emisién
y evalua la concentracion ¢ en Og x Or.

Ordenaremos las emisiones en (3.1) de la siguiente manera
€ €

(e(zT, y1,15), - - e(, yi, N%)? ------ ac(xN}%vyN}%atl)?"-7C(xNgayN}§7 N;)) (3.2)

/7 .7 K ., . e e .
Nota: Segtin la notacién utilizada en la seccién anterior, RVt corresponde al espacio de
estados R™ y RVeNT corresponde al espacio de observaciones R™.

Las emisiones antropogénicas e corresponden a los wvectores de estado y la concentracién
¢ de la especie contaminante (obtenida a partir de un modelo de dispersién) corresponde
a la observacion de estas emisiones.

Por lo tanto, para una emisién en principio desconocida e; (de la cual sélo se tiene una
estimacién a priori ¢, y una medicién empirica de la concentracién ¢,) la metodologia
descrita en la seccion anterior permitirda obtener una estimacion a posteriori e, en base a
la informacién que aporta la estimacién a priori ¢, (que de ahora en adelante llamaremos
inventario de emisiones) y la observacién c,.

3.2. Estructura y calculo del operador de observacion
linealizado

Consideremos, segun las definiciones de la seccién anterior, los puntos e instantes de emi-
sion dados por Eg x Er v los puntos e instantes de observacion dados por O x Or.

Fijemos una emisién e;. Sean e, y ¢, el inventario de emisiones asociado a e; y la ob-
servacion empirica de e;, respectivamente.
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Consideremos la linealizacién del operador de observacion H en torno al inventario de
emisiones

H(e) ~ H(ep) + H(e — ep) (3.3)
con e en una vecindad apropiada V de e, y con H € M N¢ N2 x NN la matriz de sensibi-

lidad asociada.

Sean los indices ¢ € {1,...,Ng}, 7 € {1,...,N¢}, ke {1,...,Ng} vl € {1,...,N2}.
Denotemos por hz € R a la concentracién en el punto de observacién (z9,y7) € Op y
en el instante de observacion t7 € Op, obtenida a partir de la dispersién de una emisién
unitaria en el punto de emisién (x§,yf) € € y en el instante de emision ¢§ € Er.

Sea Fy(H) € Mo xnene la matriz definida por

1 1j LNZ. il ij iNg Ng1 Ngj
hiy - h - by s ML R Ry T e By S
11 1j INE, il ij iNg, Ngl1 Ngj
hi - hg o hy s R RZ e Ry, cooe hy ~ hy
11 15 LN, il ij iNg. Ng1 Ngj
hkN;; o hkN; a hkN; U hkN; a hkN; a hkN; T hkN; o hkN;

la cual denominaremos k-bloque-fila de observacion de H. Entonces, H se construye por
bloques-fila a partir de la matrices F1(H),..., Fye (H) de la siguiente forma

Fi(H)
H= : (3.4)
Fg (H)

El célculo de los coeficientes hz se puede realizar a partir del siguiente procedimiento,
llamado método directo:

Sea ¢ : Q x (0,T) — R la solucién de la Ecuacién de la Dispersion en la forma (A.10)
D’ — A + V. Vel = ¢ (3.5)

en donde ¢¥ : Q x (0,T) — R corresponde a una emisién unitaria en el punto de emisién
(zf,yf) € Ep y en el instante de emisién ¢ € Er. Luego, dado un punto de observacién
(2%,y7) € O y un instante de observacién tf € Or se tendrd por definiciéon que

hyy = ¢ (a3, 47, 17) = ¢} (3.6)

Esta manera de calcular H requiere de Ny x Nf resoluciones del sistema de EDPs y
construye a la matriz H por columnas.

Nota: El calculo de las matrices de sensibilidad utilizadas en este trabajo se realizé en base
al método directo. Sin embargo, existe un procedimiento alternativo para el calculo de los
coeficientes hz, llamado método adjunto. Para mayores detalles de éste método referirse
a Saide et al., 2011 [28].
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Operador de observacién total y red de monitoreo

Si O = Dg diremos que el operador de observacion H es de observacion total. Si O C Dg
diremos que el operador de observacion H es de observacion parcial y nos referiremos a
Op como red de monitoreo de tamano Ng,.

Para el caso particular de un operador de observacion total, sera 1til adoptar la siguiente
notacion: H = H y H = H. En general el simbolo ~ se asociard a la observacion de total
del espacio de observacion.

Para el caso particular de redes de monitoreo, sera util adoptar la siguiente notacién:
NINE,R:OE,HR:H}/HRIH.

Esta distincién entre la observacién total y parcial de la grilla de observacién se debe
a que los cédigos Matlab asociados a la aplicaciones de este trabajo construyen las ma-
trices de sensibilidad de redes de monitoreo particulares a partir de sélo una matriz de
sensibilidad asociada a toda la grilla de observacién (ver figura 3.1).

Consideremos el operador de observacién total H. Definamos, para N € IN con N < Ng,
el conjunto

~

Fkl (H)

BFy(H) ={H € Mynoxnens 1 H = : tal que Vs € {1,...,N} : ks € {1,...,Ng},
FkN (H>

(ks)s estrictamente mondtona creciente en s, F, k(f] ) ks-bloque-fila de observacion de H }

(3.7)
Entonces se tendra que:

1. Para toda red de monitoreo R de tamano N : Hp € BFN(I;T).

~

2. Para todo H € BFy(H) existe una red de monitoreo R tal que Hg = H.

Esto quiere decir que toda red de monitoreo se puede identificar con una submatriz apro-

piada de H, o bien que BFx(H) es el conjunto de todas las matrices de sensibilidad Hg
asociadas a las redes de monitoreo R de tamano N.
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Figura 3.1: Esquema de la relacion entre una red de monitoreo y su matriz de sensibilidad,
entendida como submatriz, por filas, de H.

Nota: Finalmente, para el caso de redes de monitoreo, un indicador de la calidad del
operador de observacion se denominard simplemente indicador de la calidad de la red.

3.3. Criterios de diseno de redes de monitoreo am-
biental

3.3.1. Criterios de diseno basados en los conjuntos de emisién
y /o observacién

Ponderacién de los puntos de emisién y/o observacién

Todo criterio de diseno de una red de monitoreo basado sélo en la calidad de la red,
dependera exclusivamente de:

1. Hpg: La sensibilidad del modelo de dispersiéon frente a perturbaciones de las emisio-
nes.

2. p: Larelacion entre la precision asociada a la construccion del inventario de emisiones
y la precisién con la cual se observa la concentracion.

Sin embargo podria ser de interes incorporar otro tipo de consideraciones con respecto a
la ubicacion de los puntos de monitoreo de una red.

Por ejemplo, en la practica podria darse que ciertos puntos de observacién presenten
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dificultades considerables para efectivamente instalar una estacién de monitoreo (como
altos costos de construccién derivados de condiciones geogréficas y/o socio-ecénomicas
propias del lugar). O bien que, por razones médicas, se desee instalar una estacién de
monitoreo cercana a puntos de emisién con alta exposicion de la poblacion.

Con esta idea en mente, fijemos v = (v;); € RV#NT | ordenado segtin (3.1), y 7 = (m;); €
RNeNT | ordenado segtin (3.2).

Definamos, paraa >0y 8 >0

[y =diag (\/97, -\ /VNpny)
Iz = diag (\/W?,...,\/WJB\IEN%)

H,s = T HIlg

De esta forma, como I',, premultiplica a H , se tendra que el i-ésimo elemento de la grilla
Dp x Dy, entendida como conjunto de observacion, tiene asociado un peso /7. Anéloga-
mente, como Iz postmultiplica a H, se tendrd que el j-ésimo elemento de £ x &r tiene

asociado un peso \/7?5 .

Entonces, para considerar estos pesos en los criterios de diseno de una red de tamano

~

N, bastard trabajar en el conjunto de matrices de sensibilidad ponderada BFx(H,z).

Mapa de precisiéon
Para una red de monitoreo R de tamano N, si B = o1 NgNs Y C=0,1 NgNg., Se tiene que

Y Tigia p—1 — 1 Lyt : ’ t
la precision del analisis P™" = =Ine ne + - HpHp es lineal afin a HpHp.

Definamos la funcién
w: Egx& —R
(xz(‘ia yiea t;) L — Qﬁ(fﬂf, yiea t;) = (H;%HR)nijmj
en donde n;; denota la posicién a lo largo de la diagonal de H,Hp correspondiente al

1-ésimo punto de emisién y al j-ésimo instante de emision. Para el ordenamiento de la
grilla de emisién dado en (3.2) se tiene que n;; = (1 — 1)N§ + j.

El grafico de esta funcién, que denominaremos mapa de precision, permite estudiar la
precisién con la cual toda la grilla de observacién observa a una emision unitaria emitida
en un punto especifico de la grilla de emisiones.

. ) 7 . . . . € €
Si &,,, denota el n;;-ésimo vector canénico del espacio de emisiones RNeNT

(H}t%HR)nijnij = ||(HR).nij g - ”Hanz]

, se tlene que

2
2

y por lo tanto

(H%HR)nijnij =0= |’HR§nij [=0= €ni; € ker(Hp)
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es decir, los valores nulos del mapa de precisiéon estan asociados a puntos de la grilla de
emision en donde una emisién unitaria no es recuperable a partir de las observaciones.

3.3.2. Ciriterios de extension y reduccién de redes de monitoreo
ambiental

Incorporacién de un punto de observacién

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamano N. Para f, Ry
N fijos, la funcion

(:L‘7y) L cp(x,y) = f(HRU{(x,y)}) - f(HR)

permite estudiar el aumento de la calidad de la red cuando se incorpora un nuevo punto de
observacion. El grafico de esta funcion, que por su importancia en las aplicaciones deno-
minaremos mapa de aumento de la calidad, permite visualizar cuales regiones del dominio
deben ser observadas para obtener un aumento significativo en la calidad de la red.

En particular, el problema

max Hpoi _ H .
(Qj,y)e'DE\Rf( RU{( 7y)}) f( R) ( )

permite determinar el punto de red que debe incorporarse para que el aumento de la
calidad de la red sea maximo.

Tanto el célculo de los valores de ¢ como la resolucién a fuerza bruta de (3.8), requieren
de |Dg\R| evaluaciones del indicador de la calidad f.

Eliminacion de un punto observacion

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamano N. Para f, Ry
N fijos, la funcién
v: R—R
(z,y) — @(z,y) = f(Hr) = f(Hr\{@y)})

permite estudiar la disminucién de la calidad de la red cuando se elimina alguno de sus
puntos de observacion. Nos referiremos al grafico de esta funciéon como mapa de disminu-
cion de la calidad.

En particular, el problema

min f(Hgr) — f(Hr\{(z4)}) (3.9)

(z,y)ER

permite determinar el punto de red que debe eliminarse para que la disminucién de la
calidad de la red sea minima.

Tanto el célculo de los valores de ¢ como la resolucién a fuerza bruta de (3.9), requieren
de |R| evaluaciones del indicador de la calidad f.
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3.3.3. Ciriterios de diseno optimo de una red de monitoreo de
calidad del aire

Optimo respecto de la dispersion geométrica de la red

Sea d una distancia en R? y sea R una red de monitoreo de tamaiio N. Consideremos el
siguiente indicador de la separacién minima entre los puntos que conforman una red de
monitoreo

D(HR) = min d((xbyl)a (1’2, y2))
(z1,91), (z2,92) € R
(z1,91) # (z2,92)

Luego, para N fijo, el problema de maximizaciéon

miax  D(Hpg) (3.10)
HreBFy(H)

permite obtener una red de monitoreo éptima, que denominaremos red MAX-MIN, con
maxima dispersién geométrica en Op.

Dicha red es un referente de red equiespaciada sobre todo el dominio espacial de ob-
servacion y en la practica constituye una interesante condicion inicial para los algoritmos
de diseno 6ptimo que se veran a continuacion.

()ptimo respecto de la calidad de la red

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamano N. Para fy N
fijos, interesa resolver el problema de maximizacion

max _ f(Hg) (3.11)
HreBFy(H)

N,
La resolucién a fuerza bruta de los problemas (3.10) o (3.11) requiere de ( ]\f ) evalua-

ciones del indicador de la calidad f, lo cual tipicamente es de un orden significativamente
mayor que las requeridas en los casos de incorporacién y eliminacion de un punto de red.
Esto hace necesario abordar el problema de disenio éptimo en base a técnicas de optimiza-
cién especificas, que tomen en cuenta la naturaleza discreta del conjunto factible asociado.

Nota: Consideremos el caso particular en que el indicador de la calidad corresponde a
los grados de libertad.

Sea una red de monitoreo R de tamano N y matriz de sensibilidad Hg. De acuerdo a
lo expuesto en la seccién 2.3.2, sea A(Hpg) la matriz de influencia asociada, de valores

propios v (Hg), ..., vyng(Hg). Entonces se tendra que
NNg,
max gl(Hg) = max Tr(A(Hg))= max _ Z vj(Hp) (3.12)
HgreBFy(H) HgreBFy(H) HreBFy(H) =5
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Por otro lado, para m € Ny p > 0, el problema en R™

tiene por solucion a y* = (\/L%, . ﬁ)

Entonces, si bien el conjunto de valores propios
{(l/l(HR), ey VNN%(HR» € RNN%, con HR € BFN(]/'\I)}

no tiene por que estar contenido en la frontera de alguna bola apropiada, la similitud de
los valores propios de la matriz de influencia v (Hg), ..., vyne(Hg) puede entregar una
nocién de que tan préximo se esta del éptimo en (3.12).

Método heuristico de minimizacién estocastica Recocido Simulado

La resolucion del problema de maximizacion asociado al diseno 6ptimo de redes tiene dos
grandes dificultades: su conjunto factible es discreto y la evaluacién directa de todos los
posibles valores de su funcién objetivo requiere de un gran tiempo de computo. Por estas
razones, se ha utilizado un algoritmo heuristico de optimizacién, llamado Recocido Simu-
lado (Simulated Annealing, S.A), el cual permite obtener soluciones cercanas al éptimo
en tiempos de computo razonables.

En cada iteracién, el algoritmo Recocido Simulado considera un punto factible y deci-
de probabilisticamente entre moverse hacia otro punto factible cercano o mantenerse en el
punto factible actual. La movilidad de esta busqueda depende de un pardmetro global T,
llamado temperatura. Inicialmente el algoritmo utiliza valores grandes de T', permitiendo
que la busqueda del éptimo sea practicamente aleatoria. Luego, en la medida en que el
algoritmo es capaz de disminuir estocasticamente el valor de la funcién objetivo, los va-
lores de T' disminuyen, restringiendo la movilidad de la busqueda hacia lo que se espera
que sea un punto factible cercano al éptimo.

Concretamente, fijemos un indicador de la calidad f. Dado que el algoritmo Recocido
Simulado utilizado en este trabajo se encuentra programado como un algoritmo de mi-
nimizacion, la funcién objetivo del problema a resolver es g = —f. Sea una red R y sea
Ryt una red test obtenida mediante una perturbacion apropiada de R.

Para 6 = g(Hg,..,) — g(Hg) se define la probabilidad p de moverse desde la red actual R
a la red test Ries: como

1 sid >0

p= 5
exp{—f} sid <0

A partir de p y de un valor aleatorio fijo y uniformemente distribuido p, ~ (0, 1), hay 3
posibilidades
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1. Si 0 > 0 entonces el algoritmo se mueve de la red R a la red Ry, disminuyendo el
valor de la funcién objetivo.

2. Si0 < 0Ap > p, entonces el algoritmo se mueve de la red R a la red Ry.q, sin
disminuir el valor de la funcién objetivo.

3. Sid<0Ap<p, entonces el algoritmo no se mueve, manteniéndose en la red R.

Mientras que la alternativa 1 conduce hacia una disminucion de la funcién objetivo, la al-
ternativa 2 permite posicionar al algoritmo sobre redes que, en futuras iteraciones, podrian
conducir a una disminucién de la funcién objetivo. Tal movilidad aleatoria pretende evitar
que el algoritmo itere alrededor de minimos locales.

Diremos que el algoritmo es mondtono en la temperatura si ésta disminuye en cada ite-
racion. En caso contrario, diremos que el algoritmo es no monétono en la temperatura,
pudiendo ésta disminuir o aumentar dependiendo del valor de ciertos parametros internos
que miden el desempeno que ha tenido el algoritmo hasta ese momento. Si T disminuye
(aumenta), entonces p disminuye (aumenta), haciendo més factible, en un sentido proba-
bilista, la alternativa 3 (2). Por esta razon, la disminucién (aumento) de la temperatura
se asocia a una rigidizacién (ampliacién) de la busqueda del algoritmo.

La eventual existencia de minimos locales hace que la solucién final del algoritmo de-
penda tanto de la red inicial como de los parametros de rigidizacién del movimiento. Mas
aun, para una red inicial fija, la naturaleza estocastica del algoritmo hace que 2 soluciones
finales no tengan por que ser iguales.

Para una red inicial fija, una correcta representacién de la solucién final del algoritmo
estaria dada por una funcién de distribucién empirica de probabilidad de las soluciones
finales, construida a partir de numerosas ejecuciones del algoritmo. Desgraciadamente,
esto puede generar problemas de tiempo de computo.

Fijemos un tamano de red N. Sea M € Ny sean {Ry,...,Ry} C Py(Og) solucio-
nes finales del algoritmo Recocido Simulado, todas obtenidas a partir de la misma red
inicial. Entonces, la funciéon de distribuciéon empirica de probabilidad de las soluciones
finales esta dada por

v: O —R
e e e e — 1 . e e
(1 5) 7 (0%, 07) = ol € {1 MY s (25, 97) € Ry}

Existe una serie de otros parametros que regulan el desempeno del algoritmo Recocido
Simulado. Un pseudocédigo del algoritmo Recocido Simulado puede encontrarse en el
Apéndice C. Para mayor detalles de este tipo de algoritmos se sugiere consultar Kirkpa-
trick, 1983 [18].
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3.3.4. Relajacion del problema de red 6ptima para el caso del
incremento de la cantidad de informacion

Reformulacion del problema discreto

Fijemos un tamano de red N y consideremos el problema de diseno éptimo con criterio
de cantidad de informacion

max _ In |ILLQINEN% +H§%HR| (313)
HreBFN(H)

Reformulemos este problema de la siguiente manera:

Para ny € N denotemos 1,,, = (1,...,1) e R™ y 0,, = (0,...,0) € R".

~

Sea Hr € BFy(H). Entonces Hg estard compuesta por N bloques-fila de observacion

Sea g™ = (g*);, € {0, 1}V el vector definido por

1 Sike{kl,...,k’]\[}

98 = Lk, k() = (3.14)
0 sike (k... ky)

que denominaremos indicatriz de la red R.
Extendamos g% a g% € {0, 1}V=N7 de la siguiente manera:

Para k € {1,..., Ng}, sea git € R el vector definido por

1N§, Sike{kl,...,k}]\[}
5t = (3.15)
ON% Sik’%{k’l,...,k‘]\[}

y sea
3" = (a1, 9Ny (3.16)

Notemos que §* = Kg¥, con K € MNEN%XNE definida por

Ing Ong -+ Ong Ong
Ovg Ing -+ Ong Ong
Ovg Ong -+ lng Ong
Onvg Ong - Ong Iy
Denotemos G* = diag(K g%).
Finalmente, notemos que
(GRH)'G"H = H,Hy, (3.17)
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En efecto

N
= ZQ;?HMQ;?HM = Z HyiHy; = (HpHR)ij
Esta relacion sera fundamental para la extension del problema (3.13).

Si By = {g € RV : ||g|l; = N}, entonces el conjunto de todas la indicatrices de redes de
tamanio N coindide con By N {0,1}"&. Es decir, tomar Hr € BFy(H) es equivalente a
tomar g € By N {0,1}Ve.

Entonces el problema (3.13) puede reformularse como

max ID|MQINEN% + (GRﬁ)tGRﬁ| (318)

gReByN{0,1}VE

Relajacion del problema discreto

La formulacién continua del problema (3.18) se basa en la posibilidad de levantar la res-
triccién {0, 1}V del conjunto factible By N {0, 1}V,

Consideremos el problema continuo de optimizacion

max  In[p*Iyene + (GH)'GH 3.19
g€BNN(R L U{O)NE " Ing g + (GH) | (3.19)

con G = diag(Ky).

De la relacién (3.17) se tiene que el problema continuo (3.19) corresponde a una rela-
jacién del problema discreto (3.18), y por lo tanto del problema discreto original (3.13).

Por lo tanto, si los éptimos del problema (3.19) se encuentran en By N {0,1}V C
By N (R U{0})Ve, entonces es posible resolver el problema (3.18) mediante la aplicaciéon
de técnicas de optimizacién continua al problema (3.19). Sin embargo, no hay condiciones
que aseguren la existencia de éptimos de (3.19) en By N {0, 1}VE.

Una alternativa heuristica para obtener éptimos en By N {0, 1}"® consiste en penalizar
la funcién objetivo en (3.19) con || - ||, para p < 1. Es decir, para n > 0, consideraremos
el problema penalizado

max  IluIye e + (GH)'GH| +1llg]l, (3.20)

gEBNN(RLU{O})NE

Nota: En virtud de la relacién (3.17), este procedimiento de relajacién es aplicable a todo
indicador de la calidad f que, dado N € N, verifique

VHp € BFy(H) : f(Hg) = g(HLHE)

para una funcién g apropiada. Tal es el caso de la precision, de los grados de libertad y
del rango efectivo.

37



3.3. Criterios de diseno de redes de monitoreo ambiental Capitulo 3

Factibilidad de la aplicacion de un método tipo gradiente a la resolucion del
problema discreto relajado

Por simplicidad denotemos
hg) =l Iy g + (GH)'GH| + n]lgl),
con G = diag(Kg) y g € By N (R, U{0})VE.

El gradiente de la funcién objetivo -obtenido aproximadamente a partir de ésta- en un
punto go € int(By N (Ry U {0})V®) estd dado por

(P90 + e1g) — h(go) h(go + enyAg) — h(go)
Vh(go) ~ ( Ag ey Ag )

con e; el i-ésimo vector canénico, i € {1,..., Ng} y Ag un paso propio del algoritmo.

Por lo tanto, la aplicaciéon de un método tipo gradiente que no cuente con una expre-
sién explicita de éste requiere, en cada iteracion, de un orden de Ng evaluaciones de la
funcién objetivo. En particular ésto implica calcular un orden de N productos de la for-
ma (GH)'GH. Las aplicaciones desarrolladas en este trabajo de tesis tienen asociadas un
nimero de variables tan grande que no fue factible aplicar un método de tipo gradiente
-que requiriera calcular el gradiente a partir de la funciéon objetivo- a la resolucion del
problema relajado de red 6ptima. El tiempo de cémputo en cada iteracion del algoritmo
resulté ser demasiado grande, quedando como trabajo abierto disminuirlo mediante la
obtension de una formula explicita para el gradiente de la funcién objetivo.
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Resultados

4.1. Configuracion general

4.1.1. El modelo meteorolégico MM5 y el modelo de dispersién
Polyphemus

Polyphemus es un sistema de modelacion de la calidad del aire de cédigo abierto desarro-
llado por ENCP-CEREA (Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Centre d’Enseignement
et de Recherche en Environnement Atmosphérique) e INRIA (Institut National de Re-
cherche en Informatique et Automatique). Contiene numerosos modelos de dispersién,
para distintos tipos de escalas, para varios tipos de contaminantes, para procesar varios
tipos de parametros de entrada y posee metodologias avanzadas para asimilaciéon de datos,
Ensemble Forecasting, acoplamiento de modelos, entre otros. Una descripcion mas detalla-
da de las etapas de funcionamiento de Polyphemus se puede encontrar en Saide, 2008 [27].

Las simulaciones del modelo meteorolégico MM5 forman parte del trabajo de Saide,
2008 [27] y las simulaciones del modelo de dispersién (que tienen como pardmetros de
entrada los campos meteorolgicos MM5), necesarias para el cdlculo de la matriz de sen-
sibilidad H, forman parte del trabajo de Melisa Diaz Resquin (UBA).

4.1.2. Dominio del modelo de dispersion

El dominio espacial 2 corresponde la regién rectangular ubicada a 25 m de altura, con
su extremo suroeste de coordenadas 71.1110°W y 33.7243°S, extendiéndose 54 km en la
direccion oeste-este y 44 km en la direccién sur-norte.

El dominio temporal [0, 7] corresponde a 10 dias contados desde el 15 de Enero del 2002.
La discretizacién espacial Dg corresponde a una grilla bidimensional con 28 celdas en
la direccion oeste-este y 23 celdas en la direccién sur-norte, equiespaciada cada 2 km y

con la celda del extremo suroeste de coordenadas 71.1110°W y 33.7243°S (al igual que ).

La discretizacién temporal Dy corresponde a la particion horaria del dominio tempo-
ral [0, 7.
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Ahora bien, para obtener mejores resultados las simulaciones del modelo de dispersién
se realizaron en un dominio espacial y temporal mayor, que contiene al mensionado ante-
riormente.

La altura total de este dominio fue determinada de manera que estuviera incluida dentro
del modelo meteorolégico y que tuviera la altura necesaria para representar las diferencias
de altura dadas por la cordillera de los Andes (llegando a altura méxima de 4800 m en
esa zona). La divisién entre niveles fue elegida con una mayor resolucién en los primeros
niveles para una mejor representacion de la capa limite. Asi, esta grilla horizontal es de
2 x 2 km? con la celda del extremo suroeste con coordenadas 71.4351°W y 33.9977°S, con
70 celdas en la direccién oeste-este y 63 celdas en la direccion sur-norte. Se ocuparon seis
niveles verticales, con el primer nivel a 25 m y el ultimo nivel a 5000 m.

El paso temporal, en concordancia con el paso temporal del modelo meteorolégico, se
mantuvo de 1 hora. No obstante, estas salidas son promedios de todos los pasos realizados
dentro de la hora, ya que la simulacion se realizé con un paso de tiempo de 200 segundos,
para asegurar la convergencia del modelo. El periodo de simulacién se mantuvo en 10 dias,
partiendo del 15 de Enero del 2002.

4.2. Estructura de las matrices ﬁ, ByC(C

4.2.1. Estructura de la matriz de sensibilidad H

El conjunto de puntos de emisién g coincide con la discretizacion espacial Dg. Tem-
poralmente, las emisiones se han realizado en forma horaria definiendo 15 instantes de
emision (entre las 6:00 y 20:00 horas), de manera tal que una emisién unitaria en la hora
j € {1,...,15} se repite a esa misma hora a lo largo de los 10 dias de simulacién. En
estricto rigor y segun se ha indicado en la seccién 3.3.2, una distribucién horaria de las
emisiones, entre las 6:00 y 20:00 horas a lo largo de 10 dias, implica tener que considerar
15 x 10 instantes de emision. Sin embargo, la adaptacion aqui expuesta permite reprodu-
cir la naturaleza periédica de las emisiones de CO a la vez que reduce considerablemente
el nimero de instantes de emisién y con ello el nimero de simulaciones del modelo de
dispersion.

Dado que, en particular, interesa plantear el problema del diseno éptimo de redes de
monitoreo, es necesario contar con la linealizacién del operador de observaciéon entendido
como operador de observacion total. Luego, el conjunto de puntos de observacion Og coin-
cide con la discretizacion espacial Dg. Ademas, el conjunto de instantes de observacién
Or coincide con la discretizacion temporal Dy.

Por lo tanto, la matriz H tendrd N7 x No = 28 x 23 x 24 x 10 = 154560 filas y
N x Nj = 28x23x 15 = 9660 columnas, por lo cual es mas conveniente utilizar el método
directo para el calculo de f-\[, lo cual implica realizar Ny x N = 28 x 23 x 15 = 9660
simulaciones del modelo de dispersion.
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Posteriormente se realiza un reduccién temporal de las columnas de H , pasando de
Ng x Nj = 28 x 23 x 15 = 9660 columnas a Np = 28 x 23 = 644 columnas. El tipo
de reduccion temporal puede ser promedio (promedio entre las 6 hrs y las 20 hrs, corres-
pondientes a los instante de emisién 1 y 15), mdzimo (maximo entre las 6 hrs y las 20
hrs, correspondientes a los instante de emisién 1y 15), tarde (15 hrs, correspondiente al
instante de emisién 10) o manana (9 hrs, correspondiente al instante de emisién 4).

Luego, si n;; denota el indice de las columnas de i correspondiente al i-ésimo punto
espacial de emision y al j-ésimo punto temporal de emision, y si H" € Mo nox e denota
la reduccién temporal de H, se tendra que Vi € {1,..., N5}

15
1. Si el tipo de reduccion es promedio: H}; = Z Hep,,
j=1

2. Si el tipo de reduccion es mdzrimo: Hy; = max Hep,;
jefl,...15}
. . ., . A’I" _ fap
3. Si el tipo de reduccién es tarde: Hy; = Hep,y,
4. Si el tipo de reduccién es manana: H,; = H,y,,

La reduccion temporal utilizada en este trabajo fue promedio. No obstante, algunos re-
sultados obtenidos para la reduccién mdzrimo indican una alta dependencia de la eleccion
de este parametro.

4.2.2. Estructura de las matrices de varianza By

Todos los criterios de diseno de redes expuestos en este trabajo no dependen del inventario
de emisiones y de las observaciones, salvo a través de las matrices de varianza B y C,
respectivamente. Por lo tanto, en este caso, el inventario de emisiones y las observaciones
son necesarios solo en la medida en que permiten calcular dichas matrices. Para una ex-
posicién detallada de la estructura del inventario de emisiones referirse a Saide, 2008 [27]
y para una exposicion detallada de la estructura de las observaciones referirse a Saide,
2008 [27] y Osses et al., 2012 [21].

Segun Saide, 2008 [27] las matrices B y C' se pueden suponer diagonales y con el mismo
valor en la diagonal. Para las emisiones, esto significa que los errores cometidos en el
calculo del inventario de emisiones no estan correlacionados y que la metodologia utiliza-
da en el calculo del inventario se aplica de manera idéntica en cada punto de éste. Para
las observaciones, esto significa que los errores de medicion de los instrumentos no estan
correlacionados y que los instrumentos de medicion utilizados en las distintas estaciones
de monitoreo son de caracteristicas similares y que es solo una la institucion responzable
de todos éllos. Asi, se ha estimado que el error en las emisiones es de un 20 % y el error
de las observaciones es de un 5%, con lo cual B = 201 NeNg Y C =51 N9Ng.-

Posteriormente, mediante la aplicacién de la metodologia de la L-CURVE, descrita en
Saide, 2008 [27], estas cantidades son modificados para obtener un balance éptimo entre
el inventario de emisiones y las observaciones, con lo cual se tiene que B = 16/y¢ ne ¥
C = 0,09]]\[%]\[%
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4.2.3. Ponderacion de las emisiones en base a la densidad po-
blacional

Posteriormente a la reduccién temporal, los puntos de emision g han sido ponderados
por la densidad poblacional. Estos datos han sido obtenidos del Instituto Nacional de
Estadisticas (INE) el afio 2002 en toda la Regién Metropolitana y, en particular, interpo-
lados a la grilla espacial Dg.

Los resultados para extension, reducciéon y optimizacion de redes que se presentaran en
las secciones siguientes se han obtenido utilizando un peso poblacional 8 =0.7, el cual,
seguiin se vera mas adelante, se ha fijado mediante ensayos previos de extensiéon de la red

MACAM-2009.
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Figura 4.1: Densidad poblacional (INE 2002) para la Regién Metropolitana, en log(]?:lbg).
La linea amarilla corresponde al limite rural-urbano y los puntos rojos corresponden a la

red MACAM-2009.
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Figura 4.2: Densidad poblacional (INE 2002) para la grilla de emisién, en log(£4%). La

linea amarilla corresponde al limite rural-urbano y los puntos rojos corresponden a la red
MACAM-2009.

4.2.4. Indicadores de la calidad de una red utilizados

Los indicadores de la calidad de una red de monitoreo utilizados fueron el incremento de
la cantidad de informacién, el rango efectivo y los grados de libertad.

Se decidié utilizar el incremento de la cantidad de informacién porque, en el sentido
de la relacién (2.22), parece ser un indicador méds completo respecto de la precisién.
Ademas permite comparar los resultados de este trabajo con los obtenidos por Osses et
al., 2012 [21], en donde el concepto de cantidad de informacién se aborda de un punto de
vista estadistico.

El rango no resulté ser un buen indicador de la calidad de una red ya que mostré un
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valor constante a lo largo de los algoritmos de optimizacion. Se decidié utilizar el rango
efectivo porque corresponde a un indicador estricto de la recuperabilidad, a diferencia del
rango combinado que mezcla los conceptos de recuperabilidad y precision.

Finalmente, se decidié utilizar los grados de libertad porque corresponden a un crite-
rio estudiado por Fisher, 2003 [1] que permite evaluar la calidad del rango efectivo como
indicador, y porque, en el sentido de la relacién (2.23), parece ser un indicador mas com-
pleto respecto de la precision.

Para obtener mejores resultados numéricos los valores de estos indicadores de la cali-
dad se han normalizado por el tamano de la discretizacion espacial Ng.

Ademas, para una red R de tamano N, el rango efectivo se ha calculado como
Hie{l,....,r}: A\ >u}| envezde |{ie{l,....r}: N> u}

constituyendo una sobreestimacion de la definicién original. Esta modificacion se justifica
en el hecho de que una expresion estrictamente matematica para la afirmacion A; > u
dependerd, en tultima instancia, de la relacién entre los valores singulares de Hog y 15 y
no es recomendable tal dependencia al definir un indicador de la calidad de una red.

4.3. Resultados de la extensién y reduccion de la red
MACAM-2009

4.3.1. Extension

Dado un indicador de la calidad y un peso poblacional fijos, el mapa de aumento de la
calidad asociado ha sido normalizado linealmente entre 0 y 100.

Es decir, para i € {1,2} sea ¢; la funciéon de aumento de la calidad para un indica-
dor de la calidad f; y un peso poblacional ;. Los valores de ¢; han sido normalizados
linealmente tomando como referencia los puntos (min ¢;, max ¢;) y (0,100). Por lo tanto,
el conjunto de valores normalizados de 1 y 9 no son comparables entre si, aunque cada
uno por si solo permite construir los mapas de aumento de la calidad asociados a esta la

red.

Extensién de la red para el incremento de la cantidad de informacion

En la figura 4.3 (a), el mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el
incremento de la cantidad de informacién y peso poblacional f =0.3 muestra aumentos
de la calidad mayores a 70 en la region rural no cubierta por estaciones de monitoreo,
incluyendo porciones de la banda latitudinal ubicada al oeste de la estacién de Talagante.
Sin embargo, los aumentos de la calidad mayores a 80 se concentran en la regién rural
ubicada entre la estacién de Talagante y la zona urbana de Santiago. La zona urbana de
Santiago no presenta valores significativos de aumento de la calidad, aunque se observa
un maximo relativo en la region desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la
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estacion de Las Condes.

En la figura 4.3 (b), vemos que al incrementar el peso poblacional a §=0.5 los aumentos
de la calidad de la red mayores a 70 se desplazan hacia la regién ubicada entre la estacién
de Talagante y la zona urbana de Santiago, restandole importancia a todo punto al oeste
de la estacién de Talagante. Esta region rural continia teniendo aumentos de la calidad
mayores a 80 e incluso a 90, con méaximos relativos mucho mas definidos. La zona urbana
de Santiago presenta aumentos de la calidad mayores a 80, pero menores a 90, en la regién
desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la estacion de Las Condes, cobrando
una importancia comparable a la regién rural antes mensionada.

Indicador de la calidad: Cantidad de informacién, peso 0.3 Indicador de la calidad: Cantidad de informacién, peso 0.5

Figura 4.3: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el incremento
de la cantidad de informacién con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican
la posicién, en la grilla de observacién, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas
amarillas corresponden a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Finalmente la figura 4.4, muestra que al incrementar el peso poblacional a 5=0.7 los
aumentos de la calidad mayores a 90 se ubican en la regién urbana no cubierta por esta-
ciones, dejando en segunda instancia, con valores mayores a 80 pero menores a 90, a la
region rural ya descrita.

45



4.3. Resultados de la extension y reduccion de la red MACAM-2009 Capitulo 4

Indicador de la calidad: Cantidad de informacion, peso 0.7

Figura 4.4: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el incremento
de la cantidad de informacién con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la
posicién, en la grilla de observaciéon, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas
amarillas corresponden a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Extensién de la red para los grados de libertad

El mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de libertad
y peso poblacional f =0.3 también muestra aumentos de la calidad mayores a 70 en la
region rural no cubierta por estaciones de monitoreo, incluyendo porciones de la banda
latitudinal ubicada al oeste de la estaciéon de Talagante y con una mayor cobertura es-
pacial en comparacion al mapa de incremento de la calidad de informacion. Nuevamente,
los aumentos de la calidad mayores a 80 se concentran en la regiéon rural ubicada entre
la estacion de Talagante y la zona urbana de Santiago. La zona urbana de Santiago no
presenta valores significativos de aumento de la calidad, aunque se observa un pequeno
maximo relativo, con aumento de la calidad mayor a 70 pero menor a 80, en la regién
desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la estacién de Las Condes.

Al aumentar el peso poblacional a 5 =0.5 los resultados son similares en comparaciéon

al mapa de incremento de la calidad de informacion, pero manteniendo una mayor cober-
tura espacial de las regiones con aumentos de la calidad mayores a 70.
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Indicador de la calidad: Grados de libertad, peso 0.3 Indicador de la calidad: Grados de libertad, peso 0.5

Figura 4.5: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de
libertad con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican la posicién, en la grilla
de observacion, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden
a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Finalmente, al aumentar el peso poblacional a =0.7 los aumentos de la red mayores a 90
se ubican en la regién rural entre la estacién de Talagante y al zona urbana de Santiago,
dejando en segunda instancia, con valores mayores a 80 pero menores a 90, a la region
urbana no cubierta por la estaciones.
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Indicador de la calidad: Grados de libertad, peso 0.7

Figura 4.6: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de
libertad con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la posicion, en la grilla de
observacion, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden a
las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Por lo tanto, para un peso poblacional 0.7, no obstante de presentar mapas de aumento
de la calidad similares, los grados de libertad tienden a concentrar el mayor aumento
de la calidad en regiones rurales poco monitoreadas y el incremento de la cantidad de
informacion tiende a concentrar el mayor aumento de la calidad en regiones urbanas poco
monitoreadas.

Extensién de la red para el rango efectivo

Los mapas de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo pre-
sentan diferencias con los mapas anteriores. Para todos los pesos poblacionales, 0.3, 0.5 y
0.7, el mapa de aumento de la calidad para el rango efectivo presenta amplias regiones con
valores constantes para el aumento de la calidad, con fuertes gradientes entre ellas, lo cual
se traduce en una alta insensibilidad espacial. Esto se debe posiblemente a la definicén de
rango efectivo, [{i € {1,...,7} : \; > p}|, segin la cual un incremento de éste depende
de si la magnitud de los valores singulares de la matriz de sensibilidad superan o no un
valor umbral p, y no de su magnitud en si.

Sin embargo, los mapas de aumento de la calidad para el rango efectivo presentan los
mismos rasgos principales que los mapas de aumento de la calidad para los de grados de
libertad, siendo estos primeros mucho mas claros en indicar las regiones de mayor aumento
de la calidad, segin puede apreciarse especialmente en el caso con peso poblacional 5 =0.7.
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Indicador de la calidad: Rango efectivo, peso 0.3 Indicador de la calidad: Rango efectivo, peso 0.5

Figura 4.7: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo
con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican la posicion, en la grilla de
observacion, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden a
las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Indicador de la calidad: Rango efectivo, peso 0.7

Figura 4.8: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo
con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la posicién, en la grilla de observa-
cién, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponde a las curvas
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de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Para todos estos indicadores de la calidad de una red (incremento de la calidad de infor-
macién, rango efectivo y grados de libertad) el peso poblacional 8 =0.7 es tal que hace
comparables los aumentos de la calidad asociados a la regién rural entre la estacion de
Talagante y la zona urbana de Santiago, y la zona urbana de Santiago al oeste de la
estacion de Las Condes. Este hecho se utilizé para fijar, en lo que sigue de este trabajo,
el peso poblacional en g =0.7.

4.3.2. Reduccion

Dado un indicador de la calidad y un peso de la poblacién, los valores de la funcion de
disminucién de la calidad han sido normalizados linealmente entre 0 y 100.

Es decir, para i € {1,2} sea ¢; la funcién de disminucién de la calidad para un indi-
cador de la calidad f; y un peso poblacional g;. Los valores de ¢; han sido normalizados
linealmente tomando como referencia los puntos (min ¢;, max ;) y (0,100). Por lo tanto,
el conjunto de valores normalizados de 1 y @2 no son comparables entre si, aunque cada
uno por si solo permite ordenar las estaciones de la red de monitoreo en funcién de la
disminucién de la calidad que cada una de éstas tiene asociada.

Luego, las estaciones con mayores valores de disminucién de la calidad son las menos
indicadas para ser eliminadas y las estaciones con menores valores de disminucion de la

calidad son las més indicadas para ser eliminadas.

Los resultados que se exponen a continuacién han sido obtenidos para peso poblacional 0
y 0.7.
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Reduccién de la red para el incremento de la cantidad de informacién

Indicador de la calidad: Cantidad de informacién, peso 0 Indicador de la calidad: Cantidad de informacién, peso 0.7
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Figura 4.9: Reduccion de la red MACAM-2009 para el incremento de la cantidad de
informacién con peso poblacional 0 y 0.7. (a) y (b) corresponden a la disminucién de la
calidad para el incremento de la cantidad de informacién con peso poblacional 0 y 0.7,
respectivamente. (c¢) y (d) corresponden a los mapas de disminucién de la calidad para el
incremento de la cantidad de informacién con peso poblacional 0 y 0.7, respectivamente.
Los radios de los circulos son lineales afines a la disminucion de la calidad de cada estacion.

Nota: Desde el punto de vista de la reduccion de una red de monitoreo, la relevancia de
las estaciones que la conforman viene dada por su distribucion geografica en relacion al
patrén caracteristico de dispersién. Asi, el hecho de que la eliminacién de una estacién
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periférica tenga asociada una pérdida significativa de la calidad de la red, puede deberse
a que no exista otra estacion viento abajo de las emisiones y/o geograficamente cercana
que en algtin grado la sustituya.

En el grafico de barras de la figura 4.9 (a), para el caso 5 =0, los mayores valores para la
disminucién de la calidad estdn asociados a las estaciones de Las Condes (M), Quilicura
(V), Puente Alto (S) y Talagante (T), mientras que los menores valores para la dismi-
nucién de la calidad estan asociados a las estaciones de Cerro Navia (R), Parque (N) y

Pudahuel (O).

Notemos que las estaciones de Las Condes (M), Quilicura (V) y Puente Alto (S) se ubican
en la periferia de la zona urbana de Santiago y la estacién de Puente Alto (T) se ubica en
el extremo suroeste del dominio, correspondiendo a la mas periférica de la red. El hecho
de que la estacién de Talagante (T) tenga asociada la mayor disminucién de la calidad es
concordante con lo descrito en la Nota anterior; asi como el caso de Las Condes (M) que
a pesar de ser periférica a la zona urbana tiene una menor disminucién de la calidad al
encontrarse viento abajo del centro de la ciudad, el cual concentra la mayor parte de las
emisiones y de las estaciones de monitoreo.

Por otro lado, la estacién de Parque (N) se encuentra en el centro de la ciudad y su
bajo valor de disminucion de la calidad es concordante con los resulados de Osses et al.,
2012 [21] en donde es descrita como una estacién representativa de la cuenca de Santiago.
El caso de las estaciones de Cerro Navia (R) y Pudahuel (O) es mds complejo, pues al
parecer su extrema cercania hace que la remocion de una sea inmediatamente compensada
por la otra.

En el grafico de barras de la figura 4.9 (b), para el caso § =0.7, los mayores valores
para la disminucién de la calidad estédn asociados a las estaciones de Parque (N) y La Paz
(F), mientras que los menores valores para la disminucién de la calidad estan asociados a
las estaciones de Pudahuel (O), Cerro Navia (R) y Talagante (T).

Al considerar este peso poblacional, los mayores valores para la disminucion de la ca-
lidad se concentran en el centro de la ciudad, donde la poblacién es mayor. Del mismo
modo, el bajo valor de poblacién en la regién asociada a la estacién de Talagante (T)
hace que ésta presente una baja disminucion en la calidad. Finalmente, a pesar del peso
poblacional, se continua observando el acople antes descrito entre las estaciones de Cerro
Navia (R) y Pudahuel (O).
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Reduccién de la red para los grados de libertad
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Figura 4.10: Reduccién de la red MACAM-2009 para los grados de libertad con peso
poblacional 0y 0.7. (a) y (b) corresponden a la disminucién de la calidad para los grados
de libertad con peso poblacional 0 y 0.7, respectivamente. (c¢) y (d) corresponden a los
mapas de disminucion de la calidad para los grados de libertad con peso poblacional 0 y
0.7, respectivamente. Los radios de los circulos son lineales afines a la disminucion de la
calidad de cada estacion.

En el grafico de barras en la figura 4.10 (a) y en el mapa de disminucién de la calidad
en la figura 4.10 (c), para el caso f =0, se ve que la disminucién de la calidad para los
grados de libertad sigue el mismo patron que el caso anterior, en donde el indicador de la
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calidad es el incremento de la cantidad de informacién.

Ahora bien, en el grafico de barras en la figura 4.10 (b) y en el mapa de disminucién
de la calidad en la figura 4.10 (d), al aumentar el peso de la poblacién a § =0.7, se ve
que los mayores valores para la disminucion de la calidad siguen siendo los asociados a las
estaciones periféricas de Quilicura (V), Puente Alto (S) y Talagante (T). Es decir, para
los grados de libertad, el peso de la poblacion tiene un efecto menor sobre las estaciones
periféricas en comparacion al efecto que tiene el incremento de la cantidad de informacién.
Finalmente, a pesar del peso poblacional, las estaciones de Cerro Navia (R) y Pudahuel
(O) nuevamente tienen los menores valores de disminucién de la calidad.
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Cluster de la red en base a su sensibilidad y una primera aproximacién al
problema de comparar redes de distinto tamano

En las reducciones de la red MACAM-2009 estudiadas en la seccién anterior se observa
que, independiente del peso poblacional, los menores valores para la disminuciéon de la
calidad estan asociados a las estaciones de Pudahuel (O) y Cerro Navia (R). Posiblemen-
te esto se debe a la extrema cercania entre estas estaciones, encontrandose, de hecho, en
puntos adyacentes de la grilla de observacion, de manera tal que la remocién de una de
ellas es inmediatamente compensada por la otra.

De hecho, si los patrones de dispersién son apropiados, este mismo fenémeno de aco-
plamiento podria darse en un conjunto de estaciones no necesariamente adyacentes, pero
si lo suficientemente cercanas entre si.

Una manera de cuantificar esta nocién de cercania entre estaciones es mediante un analisis
de cluster en base a la matriz de sensibilidad asociada a la red. Para ésto trabajaremos
con la matriz H y no con su version de emisiones ponderadas y reducidas temporalmente
Hgs, ya que el considerar peso poblacional nulo permite agrupar las estaciones sélo en
base al patrén de dispersion y el no considerar una reducciéon temporal de las emisiones
permite contar con més informacioén para realizar la agrupacion.

Fijemos una red R de tamano N con matriz de sensibilidad Hg. Dado que interesa agru-
par N estaciones de monitoreo, consideraremos una reducciéon temporal promedio de las
observaciones, similar a la expuesta en la Seccién 4.2.1.

Mas precisamente, sea my, el indice de las filas de Hg correspondiente al k-ésimo punto de
observacion y al [-ésimo instante de observacion. Sea X € My NENg. la matriz de cluster
definida por

Las figuras 4.11 (a) y (c) muestran los dendrogramas obtenidos a partir de X para una
jerarquizaciéon con método/distancia average/cosine y ward/cor , respectivamente (ver
Matlab Documentation en www.mathworks.com). Podemos ver que en ambos casos las
estaciones de Pudahuel (O) y Cerro Navia (R) se encuentran significativamente més cerca
entre si, respecto del resto de las estaciones.

Las figuras 4.11 (b) y (d) muestran graficamente la jerarquizacién de algunas ramas de
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