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HERRAMIENTAS MATEMÁTICAS PARA EL ANÁLISIS DE SISTEMAS
DE OBSERVACIÓN ATMOSFÉRICA

La Teoŕıa de la Observación y Asimilación permite estudiar diversos Sistemas de Ob-
servación Atmosférica, entregando un marco matemático para abordar problemas de in-
completitud e incertidumbre de las observaciones mediante la introducción de conceptos
de asimilación, error, precisión, calidad y optimalidad de éstas. Cuando se cuenta con
un modelo del fenómeno observado, es posible utilizar esta teoŕıa -desde una perspectiva
variacional- para mejorar estimaciones o determinar parámetros propios de éste. Por el
contrario, si no se cuenta con un modelo, esta teoŕıa permite -desde una perspectiva es-
tad́ıstica- descubrir en las observaciones estructuras internas a partir de la cuales proponer
mecanismos descriptivos.

La primera parte de esta tesis aborda el sistema de observación correspondiente a la
actual red de monitoreo de la calidad del aire de Santiago de Chile. Para ello se cuenta
con datos provenientes de un modelo de dispersión de CO para la cuenca de Santiago
durante el verano del año 2005. Primero se introducen los conceptos básicos de la teoŕıa
de la observación necesarios para definir indicadores de la calidad de las observaciones. A
partir de éstos se proponen -y aplican a la red de estudio- metodoloǵıas para extensión,
reducción, agrupamiento y optimalidad de redes de monitoreo. En particular, se determi-
nan los rasgos que debeŕıa tener una red de monitoreo en la cuenca de Santiago para ser
óptima respecto de la cantidad de información que ésta provee.

La segunda parte de esta tesis consiste en un estudio de la estructura vertical de ozono tro-
posférico sobre Rapa Nui. Para ello se cuenta con datos provenientes de 210 ozonosondas
entre los años 1994 y 2010. La aplicación de un análisis estad́ıstico clásico a los datos y la
revisión de campos meteorológicos provenientes de los reanálisis NCEP/NCAR, permiten
proponer mecanismos dinámicos para explicar ciertos rasgos de la estructura de ozono en
la región de estudio. Posteriormente, la aplicación de métodos de clustering basados en
asimilación estad́ıstica de datos -Self Organizing Maps-, permite corroborar las hipótesis
propuestas por el análisis clásico. En particular, se afirma que la distribución del ozono
en la tropósfera alta está caracterizada por los mecanismos de intercambio tróposfera-
estratósfera asociados la presencia del Jet Subtropical sobre la región de estudio.
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4.2. Estructura de las matrices Ĥ, B y C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.2.1. Estructura de la matriz de sensibilidad Ĥ . . . . . . . . . . . . . . 40
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condición inicial RANDOM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Caṕıtulo 1

Introducción y Objetivos

Las Ciencias Atmosféricas requieren para su descripción y análisis de herramientas ma-
temáticas complejas que permitan estudiar eficientemente la información incompleta y
t́ıpicamente provista de incertidumbre que proporcionan diversos Sistemas de Observa-
ción Meteorológica. La Teoŕıa de la Observación estudia este tipo de sistemas, entregando
un marco matemático claro que permite introducir los conceptos de asimilación, error,
precisión, calidad y optimalidad de las observaciones. Cuando se cuenta con un modelo
del fenómeno observado, es posible utilizar esta teoŕıa para mejorar estimaciones o deter-
minar parámetros propios de éste. Por el contrario, si no se cuenta con modelo, esta teoŕıa
permite -a través de un proceso estad́ıstico de asimilación- descubrir en las observaciones
alguna estructura interna a partir de la cual proponer mecanismos descriptivos que pos-
teriormente podŕıan ser utilizados en la configuración de un modelo. En este trabajo se
muestran dos aplicaciones de este tipo de herramientas.

En la primera parte se propondrán metodoloǵıas para el diseño óptimo de redes de mo-
nitoreo ambiental utilizando la información entregada por simulaciones de un modelo de
dispersión de CO para la región de Santiago de Chile. Dichas metodoloǵıas se elaborarán
basándose en la Teoŕıa de Observación (Johnson, 2003 [15]; Kalnay, 2003 [16]), según la
cual una red de monitoreo se puede entender como un sistema de observación que registra
parcialmente una señal que posee información acerca de la concentración de los contami-
nantes (Wu & Bocquet, 2011 [1]; Osses et al., 2012 [24]).

En la segunda parte se realizará un estudio de la estructura espacial y temporal del ozono
troposférico sobre Rapa Nui mediante la aplicacion de un análisis estad́ıstico complejo a
sondeos de ozono realizados sobre la isla. Dicho análisis se basa en la Teoŕıa de Mapas
Auto Organizantes, según la cual la información entregada por los datos es asimilada a
lo largo de un proceso de aprendizaje para luego ser expresada en relaciones geométricas
simples que permiten identificar los rasgos más caracteŕısticos de los datos (Kohonen et
al., 1990 [19]).

El objetivo principal de esta tesis es evaluar la aplicabilidad de la Teoŕıa de la Obser-
vación y Asimilación al estudio de Sistemas de Observación Meteorológica en el caso en
que se cuenta con un modelo que describe el fenómeno observado -dispersión de CO para la
región de Santiago de Chile- y en el caso en que no -caracterización de ozono troposférico
en Rapa Nui-.
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1.1. Introducción a la primera parte Caṕıtulo 1

1.1. Introducción a la primera parte

Desde las últimas décadas, uno de los principales problemas asociados a las megaciudades
corresponde al alto nivel de contaminación atmosférica (WMO/IGAC Impact of Megaci-
ties on Air Pollution and Climate, GAW report 205, 2012 [12]). El tipo de contaminantes
atmosféricos presentes y la estructura de su distribución espacial y temporal se atribuyen
a una serie de factores que dependen de las caracteŕısticas propias de cada megaciudad,
como lo son las condiciones geográficas y meteorológicas de la región en donde ésta se
encuentra, el tipo y la distribución de la producción industrial, la distribución de la po-
blación y las caracteŕısticas del tráfico, entre otras (Saide et al., 2011 [28]). Por lo tanto,
para estudiar éste complejo fenómeno, resulta necesario contar con redes de monitoreo
cuyo diseño sea capaz de tomar en cuenta tal diversidad de factores involucrados.

Toda metodoloǵıa de diseño de redes de monitoreo debe estar en concordancia con los
objetivos espećıficos planteados para esa red y debe ser tal que satisfaga de la mejor ma-
nera dichos objetivos. Estas metodoloǵıas de diseño pueden obtenerse a partir la teoŕıa de
la observación, según la cual toda red de monitoreo puede ser entendida como un sistema
de observación que registra, de manera parcial, una señal ruidosa que posee información
acerca de la concentración de los contaminantes. Más aún, es posible hablar de optimali-
dad en el diseño, al cuantificar, a través de un indicador de la calidad, la capacidad de la
red para satisfacer los objetivos espećıficos que le han sido asignados.

Desde el punto de vista de las ciencias atmosféricas, los principales objetivos de una
red de monitoreo están asociados a la caracterización de la dispersión de contaminantes.
Desde el punto de vista de la salud, los principales objetivos de una red de monitoreo
están asociados al cumplimiento de la legislación local de calidad del aire, a la activación
oportuna de las medidas de emergencia para episodios cŕıticos de contaminación y a la
estimación del impacto de estas medidas.

La ciudad de estudio de este trabajo corresponde a Santiago de Chile. Sus caracteŕısticas
geograf́ıas complejas dificultan la observación y modelación de la dispersión de contami-
nantes y sus altos niveles de contaminación atmosférica la posicionan durante el invierno
entre una de las ciudades más contaminadas del continente, registrando serios daños a la
salud de sus habitantes.

1.1.1. Aspectos meteorológicos de la contaminación atmosférica
en Santiago

La cuenca de Santiago (33.5◦S, 70.8◦W) se ubica en el borde occidental de Sudamérica
subtropical, al oeste de la Cordillera de los Andes y a unos 100 km de la costa. En es-
tas latitudes, la altura media de la Cordillera de los Andes y de la Costa superan los
4500 m.a.s.l y 1200 m.a.s.l, respectivamente (Garreaud & Rutland, 2006 [9]; Saide et al.,
2011 [28]).

La circulación media en la cuenca de Santiago está determinada por la interacción entre
el relieve regional y la subsidencia de gran escala inducida por el anticiclón subtropical
del Paćıfico suroriental. En la costa, a los 33◦S, el gradiente de temperatura entre el aire
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subsidente -calentado por compresión- y las aguas superficiales fŕıas, mantiene una capa
de inversión térmica con alturas de la base y del tope de la inversión del orden de 600 m y
1200 m, respectivamente. Ésto da origen a una capa de mezcla marina con un alto conte-
nido de humedad, la cual queda generalmente separada del valle interior por la Cordillera
de la Costa, limitando la entrada de aire humedo a la cuenca de Santiago.

La inversión térmica de subsidencia también se observa frecuentemente sobre la cuen-
ca de Santiago, con un tope medio semejante al de la costa. Sin embargo, el ciclo diario de
insolación de la superficie terrestre tiene un efecto significativo sobre la base e intensidad
de la inversión. Durante la noche, el enfriamiento radiativo produce una marcada inver-
sión térmica, la cual se acopla con la inversión de subsidencia formando una capa estable
desde la superficie de la cuenca hasta unos 600 m sobre élla. En Muñoz & Undurraga,
2010 [23] se muestra que la altura de la capa de mezcla -a las 1200LT (UTC-4 h)- es del
orden de 200 m en los meses fŕıos y 800 m en los meses cálidos. Estas condiciones inhiben
la dispersión vertical, concentrando los contaminantes cerca de su nivel de emisión. Pos-
teriormente, a medida que sale el sol, la radiación comienza a calentar la superficie y el
aire inmediatamente por encima de ésta. La turbulencia inducida por este calentamiento
debilita gradualmente y desde abajo la inversión térmica, dando paso a una capa bien
mezclada de contaminantes.

Entre el tope de la Cordillera de los Andes y los 2000 m.a.s.l, predomina el viento del
noroeste, sin variaciones diarias significativas. Bajo los 2000 m.a.s.l se aprecia un marcado
ciclo diario en la componente zonal del viento. Entre la superficie y los 500 m, esta varia-
bilidad diaria se encuentra principalmente determinada por la interacción valle-montaña.
Durante la noche predomina un débil viento del este , y durante el d́ıa predomina un vien-
to del suroeste, de componente sur inducida por el gradiente de presión de gran escala.
Las condiciones de viento en superficie son similares, con vientos del suroeste de 2 m/s
durante el d́ıa, capaces de transportar los contaminantes atmosféricos horizontalmente
dentro de la cuenca.

En verano, la ausencia de perturbaciones de escala sinóptica propias de la región -como
frentes y bajas costeras- hace que la concentración de los contaminantes dependa exclu-
sivamente de los patrones de circulación media antes descritos. Además, el aumento de
la radiación solar incidente permite un mayor desarrollo de la capa de mezcla, facilitan-
do la ventilación de los contaminantes fuera de la cuenca. Sin embargo, tal incremento
radiativo promueve la formación fotoqúımica de contaminantes como el ozono troposférico.

En invierno, la ausencia de condiciones favorables para la dispersión -producto de una
debilitada circulación media- hace que la concentración de los contaminantes dependa
principalmente de la ocurrencia de los eventos sinópticos antes mencionados. El paso de
un frente suprime la inversión térmica -producto de la sustitución de la subsidencia anti-
ciclónica por el flujo ascendente que ocurre en torno al centro de baja presión-, aumenta la
magnitud del viento en niveles bajos y, en algunos casos, viene acompañado de precipita-
ción, promoviendo la disminución de los contaminantes atmosféricos mediante ventilación
y deposición humeda.
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Por otro lado, el paso de este tipo de perturbaciones sinópticas, puede implicar la for-
mación de bajas costeras, las cuales, al intensificar la subsidencia sobre la cuenca, reducen
la altura de la capa de mezcla por debajo de su valor caracteŕıstico invernal, aumentan-
do significativamente la concentración de los contaminantes en su nivel de emisión. Los
eventos de bajas costeras están t́ıpicamente asociados a eventos cŕıticos de emergencia
ambiental.

1.1.2. Evolución de la red de monitoreo de calidad del aire MA-
CAM

La red de monitoreo de calidad del aire para Santiago de Chile es la red MACAM (Mo-
nitoreo Automático de Contaminantes Atmosféricos de la Región Metropolitana). Ésta
se puso en funcionamiento el año 1988, con un total de 4 estaciones fijas ubicadas en el
centro de Santiago -La Paz o Independencia (F), Providencia (B), Parque o Santiago Cen-
tro (N) y Gotuzzo (A)- más una estacion móvil (M), asociada al borde noreste de la cuenca.

En el año 1997, Santiago fue declarada Zona Saturada (niveles superiores a la norma)
para material particulado parcialmente respirable (PM10), monóxido de carbono (CO) y
ozono (O3); y Zona Latente (niveles entre el 80 % y el 100 % de la norma) para dióxido de
nitrógeno (NO2). Tal declaración fue el paso previo a la formulación del Plan de Preven-
ción y Descontaminación Atmosférica de la Región Metropolitana (PPDA), el cual teńıa
por objetivo la recuperación de la calidad del aire en Santiago. Con el fin de verificar el
cumplimiento del PPDA, la red MACAM fue expandida geográficamente. La estación de
Gotuzzo (A) fue removida, la estación móvil (M) se fijó en Las Condes y se agregraron 4
estaciones , Cerrillos (P), Pudahuel (O), La Florida (L) y El Bosque (Q). Posteriormente,
en el año 2002 la estación de Providencia (B) fue removida, pues el espacio f́ısico en donde
estaba instalada no contaba con las condiciones necesarias para su correcto funcionamien-
to. En el año 2005 se agrega la estación de Cerro Navia (R) y finalmente, en el año 2009,
se agregan 3 estaciones en los sectores suburbanos y semirurales de Quilicura (V), Puente
Alto (S) y Talagante (T).

Actualmente, todas las estaciones miden monóxido de carbono (CO), dióxido de azu-
fre (SO2), ozono (O3) y material particulado parcialmente respirable (PM10). Sólo las
estaciones de Pudahuel (O), Cerrillos (P) y Las Condes (M), miden óxidos de nitrógeno
(NOx), y sólo las estaciones de La Florida (L), Las Condes (M), Parque (N) y Cerri-
llos (P), miden material particulado totalmente respirable (PM2.5). Además, todas las
estaciones miden velocidad del viento, temperatura y humedad relativa. Si bien, la infor-
mación relativa a estas especies contaminantes y a la meteoroloǵıa se encuentra disponible
públicamente, en calidad de datos validados a través de la página web del Ministerio de
Salud, los procedimientos de validación no se encuentran disponibles.

El estudio expuesto en este trabajo se basa en datos de CO para un periodo de verano
del año 2002. Ésto se debe a que el tiempo de recambio del CO es de 3 meses, con me-
canismos de remoción principalmente asociados a la oxidación por reacción con el radical
hidroxilo (Saide et al., 2011 [28]). Luego, a escala urbana, el CO puede considerarse qúımi-
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camente inerte, simplificando significativamente los aspectos qúımicos de la modelación
de su dispersión. Por otro lado, las condiciones meteorológicas estables propias del verano
permiten simplificar significativamente los aspectos meteorológicos de la modelación de la
dispersión.

Considerando lo anterior, surgen preguntas como: ¿cuáles fueron los criterios utilizados
en el desarrollo histórico de la red MACAM, considerando la incorporación y eliminación
de estaciones?, ¿qué variables se tomaron en cuenta para la definición de tales criterios?,
¿estos criterios se aplicaron de manera semejante en todas las etapas de modificación de
la red?, ¿es la distribución actual de la red MACAM la mejor distribución posible para
ese número de estaciones?, ¿cuál es la disposición oṕtima y cómo se determina?.
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1.2. Objetivos de la primera parte

1.2.1. Objetivos principales de la primera parte

1. Definir metodoloǵıas de diseño de redes de monitoreo ambiental que sean acordes a
los objetivos espećıficos de la red.

2. Evaluar la aplicabilidad de estas metodoloǵıas al caso particular de redes de moni-
toreo de CO en Santiago.

3. Definir y evaluar indicadores de la calidad de una red de monitoreo de calidad del
aire.

4. Establecer un marco matemático que permita plantear el diseño de redes de mo-
nitoreo ambiental en términos de una aproximación variacional a la teoŕıa de la
observación.

1.2.2. Objetivos secundarios de la primera parte

1. Definir metodoloǵıas que permitan extender una red de monitoreo de calidad del
aire.

2. Definir metodoloǵıas que permitan reducir una red de monitoreo de calidad del aire.

3. Definir metodoloǵıas de diseño óptimo de redes de monitoreo ambiental con respecto
a un determinado indicador de la calidad de la red.

4. Comparar los resultados de estas metodoloǵıas con los resultados de las metodoǵıas
estad́ısticas utilizadas en Osses et al., 2012 [24] para el mismo caso de estudio.
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1.3. Introducción a la segunda parte

Las actividades antrópicas han alterado substancialmente la composición de la atmosfe-
ra en los últimos 200 año a escala regional y global (e.g., IPCC, 2007). Estos cambios
tienen consecuencias en la salud humana, en los ecosistemas y en el sistema climático. Pa-
ra evaluar, cuantificar y proporcionar bases para predecir estos cambios la Organización
Meteorológica Mundial (WMO) ha establecido el programa Global Atmospheric Watch
(GAW).

Además de contar con alrededor de 20 estaciones completamente equipadas para la me-
dición de las condiciones basales de la atmósfera, el programa GAW posee numerosas
estaciones regionales enfocadas en el estudio de los impactos climatológicos y biológicos
de gases tipo invernadero, ozono y radiación ultravioleta (ver www.wmo.int).

En particular, como parte de un programa sub-regional para el cono sur de Sudaméri-
ca, 3 estaciones fueron instaladas en Chile bajo el auspicio del GAW y de la Dirección
Meteorológica de Chile (DMC) hacia fines de 1995: un dispositivo de monitoreo de ozono
en Rapa Nui (27◦S, 109◦W, 51 m.a.s.l.); un monitor de ozono superficial, sensores meteo-
rológicos y radiativos en Cerro Tololo (30◦S, 70◦W, 2200 m.a.s.l.); y un espectrofotómetro
en Valdivia (39.8◦S, 73◦W, 10 m.a.s.l.).

Las mediciones en Rapa Nui y Cerro Tololo se han estado haciendo desde hace dos déca-
das, aproximadamente. El espectrofotómetro en Valdivia se perdió en un incendio que
afecto la Universidad en el año 2007 -ver [13]-. Los datos entregados por estas estaciones
son valiosos. Por un lado, esta región del mundo tiene un cobertura observacional pobre, y
por otro lado, estas regiones son generalmente pŕıstinas, permitiendo una mejor detección
de cambios a escala global. Hasta ahora sólo los datos recopilados en Tololo y Valdivia han
sido estudiados y reportados en la literatura cient́ıfica especializada (e.g., Gallardo et al,
2000 [7]; Lovengren et al, 2000 [22]; Rondanelli et al, 2002 [26]). Los datos de Rapa Nui,
hasta donde se sabe, no han sido revisados en revistas cient́ıficas de corriente principal,
pero śı en tesis de grado (Valdés, 2003 [34]; Cuevas, 2006 [2]) y reportes internos de la
DMC (Fuenzalida, 2011 [5]).

En este trabajo se da un primer analisis estad́ıstico completo de 186 sondeos válidos
realizados en Rapa Nui durante el periodo 1994-2010. Consideramos la climatoloǵıa tra-
dicional en términos de ciclos anuales y estacionales (e.g., Logan, 1985 [21]), y, por otro
lado, un análisis basado en técnicas de agrupamiento o cluster (e.g., Diab et al, 2003 [3]),
incluyendo self-organizing-maps (e.g., Kohonen et al, 1990 [19]; Jensen et al, 2012 [14]).

Sostenemos que la estación ubicada en Rapa Nui debe ser cuidadosamente manteni-
da y expandida, incluyendo por lo menos mediciones de ozono superficial y de oxidos
de nitrógeno. Esta estación se ubica en un área pŕıstina en el pobremente monitoreado
Paćıfico Sur, siendo representativa de la zona de transición entre masas de aire tropical
y subtropical (Fuenzalida et al., 2005 [6]). Además, tales mediciones podŕıan ser útiles
para detectar cambios potenciales debido al crecimiento poblacional y tuŕıstico en Isla de
Pascua que podŕıan resultar en un incremento de las emisiones locales en conexión con la
quema de desperdicios (Instituto de Estudios Urbanos y Territoriales UC, 2012 [33]).
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1.4. Objetivos de la segunda parte

1.4.1. Objetivos principales de la segunda parte

1. Documentar el estado y las caracteŕısticas de la base de datos de ozono de Rapa
Nui.

2. Estudiar la estructura temporal y espacial del ozono troposférico en la región de
Rapa Nui.

3. Identificar y proponer mecanismos meteorológicos de transporte que expliquen la
estructura de ozono troposférico en la región de Rapa Nui.

4. Evaluar la utilidad de métodos de agrupamiento-asimilación basados en la Teoŕıa
de Mapas Auto Organizantes (Self Organizing Maps, SOM) para el estudio de la
estructura de ozono troposférico en la región de Rapa Nui, y su desempeño respecto
de métodos de agrupamiento de menor complejidad como el análisis de componentes
principales y el agrupamiento tipo k-means.

1.4.2. Objetivos secundarios de la segunda parte

1. Identificar el impacto de los procesos de intercambio estratósfera-tropósfera en la
estructura de ozono troposférico en la región de Rapa Nui.

2. Comparar los resultados de este trabajo con las investigaciones análogas realizadas
por otros autores para estaciones tropicales y subtropicales.
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Diseño Óptimo de Redes de
Monitoreo de Calidad del Aire
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Caṕıtulo 2

Introducción a la Teoŕıa de la
Observación

La Teoŕıa de la Observación y Asimilación -en particular la referente al estimador BLUE-
es de uso estandar y puede encontrarse desarrollada en Fischer, 2003 [4]. Si bien, en el
contexto particular de Sistemas de Observación en Ciencias Atmosféricas, esta teoŕıa ha
sido desarrollada espećıficamente para aplicaciones en Meteoroloǵıa -Kalnay, 2003 [16] y
Johnson, 2003 [15]-, no existen aplicaciones en Dispersión de Contaminantes.

En este caṕıtulo se revisarán los conceptos básicos de la Teoŕıa de la Observación y Asi-
milación -Espacio de Estados, Espacio de Observación, Operador de Observación, Error
y Precisión- necesarios para la construcción del estimador BLUE y para la definición de
Indicadores de la Calidad de un Sistema de Observación.

2.1. Definiciones preliminares

Sean n,m ∈ N. Nos referiremos a Rn como espacio de estados y a Rm como espacio de
observaciones. Sea la aplicación diferenciable

H : Rn −→ Rm

que denominaremos operador de observación. Fijemos un vector de estado Xt ∈ Rn.

Definamos las siguientes variables aleatorias a valores en Rn: Xb, que denominaremos
estimación a priori, y εb, que denominaremos error en la estimación a priori. Supondre-
mos que Xb = Xt + εb y que E(εb) = 0, con lo cual se tendrá que E(Xb) = Xt. Por
último denotemos por B = E(εbε

t
b) = Var(Xb) a la matriz de covarianza de la estimación

a priori, la cual supondremos definida positiva, y denotemos por precisión del pronóstico
a su inversa B−1 .

Definamos las siguientes variables aleatorias a valores en Rm: Yo, que denominaremos
observación, y εo, que denominaremos error en la observación. Supondremos que Yo =
H(Xt) + εo y que E(εo) = 0, con lo cual se tendrá que E(Yo) = H(Xt). Por último de-
notemos por C = E(εoε

t
o) = Var(Yo) a la matriz de covarianza de la observación, la cual

supondremos definida positiva, y denotemos por precisión de la observación a su inversa
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C−1 .

En este contexto el estado Xt corresponde a una variable desconocida, de la cual sólo
se tiene información parcial a partir su estimación a priori Xb y de su observación Yo.
Luego, es de interés construir un estimador a posteriori del estado, o análisis, que incluya
conjuntamente la información aportada por el estimador a priori y por la observación.

El operador de observación H es, en general, no lineal. Por simplicidad supondremos
que H es, en buena aproximación, lineal afin en una vecindad de la estimación a priori,
es decir ∃ρ > 0∀X ∈ Bρ(Xb)

H(X) = H(Xb) +H(X −Xb) + o(|X −Xb|2)

≈ H(Xb) +H(X −Xb)

en donde H ∈Mm×n corresponde a la matriz jacobiana del operador de observación, que
denominaremos matriz de sensibilidad. Intuitivamente, la matriz de sensibilidad H da una
medida de la capacidad que posee el sistema de observar cambios en la variable de estado,
razón por la cual será de fundamental importancia durante el resto de este trabajo.

2.2. Estimador BLUE (Best Linear Unbiased Estima-

tor)

2.2.1. Construcción del estimador BLUE

Definamos las siguiente variables aleatorias a valores en Rn: Xa, que denominaremos
análisis, y εa, que denominaremos error en el análisis. En base a lo comentado en la sec-
ción anterior, supondremos que Xa = Xt + εa. Sea d = Yo −H(Xb), que denominaremos
innovación y sea W ∈Mn×m, que denominaremos matriz de ganancia.

Para la construcción del estimador BLUE impondremos las siguientes condiciones:

1. Insesgabilidad con respecto al estado: E(Xa) = Xt.

2. Linealidad af́ın con respecto a la estimación a priori y a la observación: Xa =
Xb +W (Yo−H(Xb)). Es decir, el análisis corresponderá a una corrección del estado
a priori a partir de las observaciones, en donde el peso que se le da a estas últimas
estará dado por la matriz de ganancia.

3. Minimalidad de la varianza del análisis con respecto a la ganancia: Si P = Var(Xa),
entonces la matriz de ganancia W es escogida como solución del problema

mı́n
W∈Mnm(R)

Tr(P ) (2.1)

De la condición 1 se tiene que E(εa) = 0 y es posible probar que el óptimo en (2.1) se
alcanza tomando W = BH t(C+HBH t)−1, con lo cual el estimador BLUE toma la forma

Xa = Xb +BH t(C +HBH t)−1(Yo −H(Xb)) (2.2)

11
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Notemos que el término BH t corresponde a una ponderación de la varianza de la estima-
ción a priori y el término C+HBH t corresponde a una suma ponderada entre la varianza
de la observación y de la estimación a priori. Por lo tanto BH t(C + HBH t)−1 puede
interpretarse como la varianza relativa a la estimación a priori.

Es posible obtener una expresión equivalente del estimador BLUE a partir de la mini-
mización del siguiente funcional

J(X) =
1

2
(X −Xb)

tB−1(X −Xb) +
1

2
(Yo −H(X))tC−1(Yo −H(X)) (2.3)

Nuevamente consideraremos la linealización del operador de observación en torno a la
estimación a priori, con lo cual el funcional en (2.3) toma la forma la cuadrática

J(X) =
1

2
(X −Xb)

tB−1(X −Xb)

+
1

2
(Yo −H(Xb)−H(X −Xb))

tC−1(Yo −H(Xb)−H(X −Xb)) (2.4)

Derivando e igualando a cero, vemos que el único punto estacionario X∗ del funcional
corresponde a

X∗ = Xb + (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1(Yo −H(Xb)) (2.5)

Notemos que X∗ es lineal af́ın en la estimación a priori y en la observación, con matriz de
ganancia igual a (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1. El término H tC−1 corresponde a una ponde-
ración de la precisión de la observación y el término B−1 + H tC−1H corresponde a una
suma ponderada entre la precisión de la estimación a priori y de la observación. Por lo
que el término (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1 puede interpretarse como la la precisión relativa
a la observación.

Del teorema de Sherman-Morrison-Woodbury se tiene que

BH t(C +HBH t)−1 = (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1

y por lo tanto X∗ corresponde al estimador BLUE.

Finalmente, para la matriz de ganancia óptima W = (B−1+H tC−1H)−1H tC−1, es posible
probar que la precisión del análisis está dada por

P−1 = B−1 +H tC−1H

2.2.2. El estimador BLUE en términos de la descomposición en
valores singulares de H

Consideremos la descomposición en valores singulares (SVD) -Golub, 1996 [10]- de la
matriz de sensibilidad

H = UΛV t (2.6)

en donde
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1. H ∈Mm×n y denotemos por r = rg(H).

2. U ∈ Mm×m, es unitaria con m vectores columna {u1, . . . , um} ⊂ Rm, que denomi-
naremos vectores singulares izquierdos.

Luego, estos vectores forman una base ortogonal de Rm para el producto interno
inducido por U .

3. V ∈Mn×n, es unitaria con n vectores columna {v1, . . . , vn} ⊂ Rn, que denominare-
mos vectores singulares derechos.

Luego, estos vectores forman una base ortogonal de Rn para el producto interno
inducido por V .

4. Λ ∈ Mm×n es diagonal tal que los elementos de la diagonal verifican λ1 > . . . >
λr > λr+1 = . . . = λmin(n,m) = 0.

Esta descomposición posee la siguiente interpretación geométrica (Johnson, 2003 [15]):

Sea ξ1, . . . , ξn la base canónica de Rn y sea ψ1, . . . , ψm la base canónica de Rm.

La matriz unitaria V t corresponde a un operador de rotación en Rn y en particular,
para todo vector singular derecho vj, se tiene que V tvj = ξj. Es decir V t rota los vectores
singulares derechos transformándolos en la base canónica.

A su vez, la matriz diagonal Λ corresponde a un operador de rescalamiento de Rn en
Rm y en particular se tendrá que para todo j ∈ {1, . . . , r}, ΛV tvj = λjξj, y para todo
j ∈ {r + 1, . . . , n}, ΛV tvj = 0. Es decir, Λ transforma la bola unitaria de Rn en un elip-
soide de dimensión r con su j-ésimo semieje principal de largo λj y orientado según la
dirección canónica ψj.

Finalmente, la matriz unitaria U corresponde a un operador de rotación en Rm.

Por lo tanto, la relación Hvj = λjuj, ∀j ∈ {1, . . . , n} indica que el conjunto de vectores
singulares derechos {v1, . . . , vr} es mapeado en un elipsoide de dimensión r con semiejes
principales dados por {u1, . . . , ur}.

Supongamos que B = σ2
bIn y que C = σ2

oIm, denotemos por µ2 =
σ2
o

σ2
b

y recordemos

que la innovación está definida por d = Yo −H(Xb). Considerando la descomposición en
valores singurales de H en la ecuación (2.5), se tendrá que

Xa = Xb + (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1(Yo −H(Xb))

= Xb + V (µ2In + ΛtΛ)−1ΛtU td

= Xb +
r∑
j=1

[
λj(u

t
jd)

µ2 + λ2
j

]
vj

= Xb +
r∑
j=1

fj
utjd

λj
vj (2.7)
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en donde fj =
λ2
j

µ2 + λ2
j

con j ∈ {1, . . . , r}, son los denominados Factores de Filtro de Tykhonov.

Esta expresión para el análisis, en términos de la descomposición en valores singulares
de H posee la siguiente interpretación:

El análisis

Xa = Xb +
r∑
j=1

fj
utjd

λj
vj

se obtiene a partir de una corrección de la estimación a priori en base a las observaciones.

El término correctivo
r∑
j=1

fj
utjd

λj
vj

corresponde a una suma ponderada entre los vectores singulares derechos no pertenecientes
al núcleo de H, en donde el peso de cada vector singular derecho vj está dado por

fj
utjd

λj

Notemos que el factor de filtro de Tykhonov fj depende de la relación entre el valor sin-

gular λj y el parámetro µ. Si λj � µ entonces fj ≈
λ2
j

µ2
, reduciendo la importancia del

vector singular derecho vj en el cálculo del análisis. Análogamente, si λj � µ entonces
fj ≈ 1, aumentando la importancia del vector singular derecho vj en el cálculo del análisis.

Por otro lado, el factor
utjd

λj
depende de la relación entre la proyección de la innova-

ción d sobre el vector singular izquierdo uj y el valor singular λj.

2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Ob-

servación

2.3.1. Precisión, Cantidad de Información y Recuperabilidad

Fijemos un vector de estado Xt. Sean Xb la estimación a priori asociada a Xt y sea Yo
la observación de Xt, a través de un operador de observación con matriz de sensibilidad H.

De la ecuación (2.5) se tiene que el análisis Xa está dado por

Xa = Xb + (B−1 +H tC−1H)−1H tC−1(Yo −H(Xb)) (2.8)

Supondremos, como se hizo en la sección 2.2.2, que B = σ2
bIn y que C = σ2

oIm, y denote-

mos por µ2 =
σ2
o

σ2
b

y r = rg(H).
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2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Observación Caṕıtulo 2

Precisión

La precisión del análisis está dada por

P−1 = B−1 +H tC−1H

Se define la precisión del operador de observación como

fP (H) = Tr (P−1)

= Tr

(
1

σ2
b

In +
1

σ2
o

H tH

)
=

1

σ2
b

Tr

(
In +

H tH

µ2

)
=

n

σ2
b

+
1

σ2
b

Tr

(
H tH

µ2

)
(2.9)

=
n

σ2
b

+
1

σ2
b

r∑
i=1

λ2
i

µ2
(2.10)

Cantidad de información

Sea n ∈ N y sea X una variable aleatoria a valores en Rn, con densidad de probabilidad
pX . Se define la entroṕıa asociada a X como

h(X) =

∫
Rn
pX(x)ln

1

pX(x)
dx

Si X ∼ N (0,ΣX), con ΣX = Var(X), entonces la entroṕıa toma la forma

h(X) =
n

2
(1 + ln(2π)) +

1

2
ln|ΣX |

Se define el incremento de la cantidad de información del operador de observación como

fI(H) = h(Xb)− h(Xa)

=
1

2
ln|B| − 1

2
ln|(B−1 +H tC−1H)−1|

=
1

2
ln|B|+ 1

2
ln|B−1 +H tC−1H|

=
1

2
ln

∣∣∣∣In +
H tH

µ2

∣∣∣∣ (2.11)

=
1

2

r∑
i=1

ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
(2.12)

Recuperabilidad: Rango Combinado y Efectivo

Consideremos la expresión para el análisis Xa en función de los valores singulares de H

Xa = Xb +
r∑
i=1

λ2
i

(µ2 + λ2
i )

utid

λi
vi (2.13)
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Se define el rango combinado del operador de observación como

rc(H) =
r∑
i=1

λ2
i

µ2 + λ2
i

(2.14)

Dado que ∀i ∈ {1, . . . , r} :
λ2
i

µ2 + λ2
i

< 1, se tiene que rc(H) < r. El nombre de esta función

viene de la siguiente interpretación informal:

Sean los conjuntos

I� = {i ∈ {1, . . . , r} : λi � µ} I∼ = {i ∈ {1, . . . , r} : λi ∼ µ} I� = {i ∈ {1, . . . , r} : λi � µ}

Según fue comentado en la sección 2.2.2, el conjunto I� está asociado los vectores de
estado que debido al ruido µ intŕınseco del sistema no son recuperables a partir de las
observaciones; y el conjunto I� está asociado a los vectores de estado que a pesar del
ruido µ intŕınseco del sistema son recuperables a partir de las observaciones. Lo anterior
motiva la definición del rango efectivo de un operador de observación como

re(H) = |{i ∈ {1, . . . , r} : λi � µ}|
= |I�| (2.15)

Luego, con estas definiciones, se tiene que

rc(H) =
∑
i∈I�

λ2
i

µ2 + λ2
i

+
∑
i∈I∼

λ2
i

µ2 + λ2
i

+
∑
i∈I�

λ2
i

µ2 + λ2
i

≈ 1

µ2

∑
i∈I�

λ2
i +

1

2
|I∼|+ |I�|

=
1

µ2

∑
i∈I�

λ2
i +

1

2
|I∼|+ re(H)

en donde se ve que el rango combinado es una combinación entre un término lineal afin a la

precisión de una porción del operador de observación,
1

µ2

∑
i∈I�

λ2
i , y el rango efectivo re(H).

2.3.2. Grados de libertad

Definición de los Grados de Libertad y su relación con el Rango Efectivo

Para introducir el concepto de los grados de libertad -Fisher, 2003 [4]- recordemos que la
matriz de precisión del análisis está dada por P−1 = B−1 +H tC−1H. Por el momento no
supondremos ninguna estructura diagonal para las matrices B y C.

Consideremos una transformación lineal del espacio de estados XL = LX con L ∈Mn×n
invertible y denotemos por

PL = Var(LXa) = LPLt
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2.3. Indicadores de la Calidad del Operador de Observación Caṕıtulo 2

BL = Var(LXb) = LBLt

a las matrices de varianza de la transformación del análisis y de la estimación a priori,
respectivamente.

Se prueba que el incremento de la cantidad de información es invariante frente a transfor-
maciones lineales del espacio de estados, es decir

∀L ∈Mn×n :
1

2
ln|B| − 1

2
ln|P | = 1

2
ln|BL| −

1

2
ln|PL|

Luego, supongamos convenientemente que L es tal que LBLt = In y consideremos la
diagonalización PL = WDW t, con W matriz ortonormal de vectores propios y D =
diag(δ1, . . . , δn) matriz diagonal de valores propios. Entonces se tendrá que WLB(WL)t =
In y por lo tanto

1

2
ln|B| − 1

2
ln|P | = 1

2
ln|BWL| −

1

2
ln|PWL|

= −1

2
ln|PWL|

= −1

2
ln|D|

=
1

2

n∑
i=1

ln(δ−1
i )

lo cual permite calcular el incremento en la cantidad de información sólo a partir de los
valores propios de la matriz de precisión del análisis.

Proposición: Se tiene que ∀i ∈ {1, . . . , rg(H)} : 0 < δi < 1 y ∀i ∈ {rg(H) + 1, . . . , n}
: δi = 1.

Demostración: Se tiene que

P = (B−1 +H tC−1H)−1

P = (In +BH tC−1H)−1B

WLPLtW t = WL(In +BH tC−1H)−1BLtW t

D = WL(In +BH tC−1H)−1(WL)−1WLBLtW t

D = WL(In +BH tC−1H)−1(WL)−1

D−1 = WL(In +BH tC−1H)(WL)−1

D−1 = In +WLBH tC−1H(WL)−1 (2.16)

de donde se concluye que WLBH tC−1H(WL)−1 es diagonal.

Además WLBH tC−1H(WL)−1 es semidefinida positiva. En efecto, si consideramos la

descomposición de Cholesky C−1 = C−
1
2C−

t
2 , se tendrá que

WLBH tC−1H(WL)−1 = WLBH tC−1H(WL)−1
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= WLBLtW t(LtW t)−1H tC−
1
2C−

t
2H(WL)−1

= (WL)−tH tC−
1
2C−

t
2H(WL)−1

= (C−
t
2H(WL)−1)tC−

t
2H(WL)−1 ≥ 0 (2.17)

Luego de (2.16) y (2.17) se tiene que ∀i ∈ {1, . . . , n} : 0 ≤ δi ≤ 1.

Finalmente, dado que C−
1
2 y WL son a rango completo, se tendrá que

rg((C−
t
2H(WL)−1)tC−

t
2H(WL)−1) = rg(C−

t
2H(WL)−1) = rg(H)

de donde se concluye que

∀i ∈ {1, . . . , rg(H)} : 0 < δi < 1

∀i ∈ {rg(H) + 1, . . . , n} : δi = 1

Por lo tanto, ∀i ∈ {rg(H)+1, . . . , n} el valor propio δi = 1 tendrá asociado un aporte nulo
al incremento de la cantidad de información. De la misma manera, ∀i ∈ {1, . . . , rg(H)}
un valor propio δi � 1 tendrá asociado un aporte no nulo y significativo al incremento de
la cantidad de información; y un valor propio δi ∼ 1 tendrá asociado un aporte no nulo,
pero poco significativo, al incremento de la cantidad de información.

En el contexto de la teoŕıa de la observación, para describir completamente el espacio
de estados se requiere determinar n parámetros linealmente independientes, en base a la
información a priori y a las observaciones disponibles. Tanto la escasez y/o redundancia
de observaciones, como los errores asociados a las estimación a priori y a las observaciones,
impiden determinar la totalidad de los n parámetros asociados al espacio de estados. In-
formalmente, los grados de libertad se definen como una medida del número de parámeros
del espacio de estado que son determinables a pesar de éstas dificultades.

Lo anterior motiva definir los grados de libertad como

gl = n−
n∑
i=1

δi (2.18)

Dependiendo del contexto se puede considerar que los grados de libertad son función de
la matriz de precisión del análisis gl = gl(P−1) o bien son función de la matriz de sensi-
bilidad gl = gl(H). En lo que sigue de este trabajo se considerará esta última dependencia.

La definición de grados de libertad dada en (2.1) es independiente de la relación en-
tre las dimensiones de la matriz H. Sin embargo hay dos intepretaciones posibles para los
casos en que m < n o n < m. En efecto

1. Si m < n se tiene que

gl(H) = n−
n∑
i=1

δi
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= n−
n∑

i=m+1

δi −
m∑

i=rg(H)+1

δi −
rg(H)∑
i=1

δi

= n− (n−m)− (m− rg(H))−
rg(H)∑
i=1

δi

El término n−m corresponde a número de parámetros no determinables por esca-
sez de observaciones, el término m − rg(H) corresponde al número de parámetros

no determinables por redundancia en las observaciones y el término

rg(H)∑
i=1

δi es una

medida del número de parámetros no determinables a causa del ruido propio del
sistema.

2. Si n < m se tiene que

gl(H) = n−
n∑
i=1

δi

= n−
n∑

i=rg(H)+1

δi −
rg(H)∑
i=1

δi

= n− 0− (n− rg(H))−
rg(H)∑
i=1

δi

El término 0 corresponde a número de parámetros no determinables por escasez de
observaciones, el término n− rg(H) corresponde al número de parámetros no deter-

minables por redundancia en las observaciones y el término

rg(H)∑
i=1

δi es una medida

del número de parámetros no determinables a causa del ruido propio del sistema.

Además, de los desarrollos anteriores se tiene que

gl(H) = n−
n∑
i=1

δi = min(n,m)−
min(n,m)∑
i=1

δi = rg(H)−
rg(H)∑
i=1

δi

en donde la igualdad

gl(H) = rg(H)−
rg(H)∑
i=1

δi

sugiere una estrecha relación entre los conceptos de grados de libertad y rango efectivo.
De hecho, a continuación se probará que son, en un sentido a especificar, equivalentes:
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Consideremos el caso particular en que B = σ2
bIn y C = σ2

oIm. Denotando µ2 =
σ2
o

σ2
b

y utilizando la descomposición en valores singulares de H se tendrá que

P = (B−1 +H tC−1H)−1

P =

(
1

σ2
b

In +
1

σ2
o

H tH

)−1

V t

σb
P
V

σb
=

(
In +

ΛtΛ

µ2

)−1

Entonces, si escogemos L =
V t

σb
se tendrá que LBLt = In y que

PL =

(
In +

ΛtΛ

µ2

)−1

es diagonal y por lo tanto W = In. Luego se tienen las siguiente relaciones

∀i ∈ {1, . . . , rg(H)} : δi =
1

1 +
λ2i
µ2

(2.19)

∀i ∈ {rg(H) + 1, . . . , n} : δi = 1 (2.20)

Notemos que

∀i ∈ {1, . . . , rg(H)} : λi � µ⇒ δi ∼ 1 ∧ λi � µ⇒ δi ∼ 0

lo cual indica el sentido de la equivalencia entre los conceptos de grados de libertad y
rango efectivo.
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(a)

(b)

Figura 2.1: Esquema de la relación entre los grados de libertad y el factor Λ de la
descomposición en valores singulares de la matriz de sensibilidad. En (a) caso m < n. En
(b) caso m > n.

Matriz de Influencia y su relación con los Grados de Libertad

Se define la matriz de influencia -Fisher, 2003 [4]- como

A = C−
t
2HPH tC−

1
2

Dado que P = (B−1 + H tC−1H)−1, podemos considerar que la matriz de influencia es
función de la matriz de sensibilidad A = A(H).

Proposición: Los grados de libertad se pueden calcular a partir de la matriz de influencia
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mediante la relación

Tr(A) = gl(H)

Demostración:

Recordemos que (δi)
n
i=1 denotan al conjunto de valores propios de PL = LPLt. Dado

que B−1 = LtL, se tendrá que

P−1
L = L−t(H tC−1H + LtL)L−1

= L−tH tC−1HL−1 + In

Luego, considerando la diagonalización L−tH tC−1HL−1 = ZΣZt, con Z = diag(σ1, . . . , σn),
se tendrá que

P−1
L = Z(Σ + In)Zt

con lo cual ∀i ∈ {1, . . . , n} : δi =
1

1 + σi
.

Sea A = C−
t
2HPH tC−

1
2 y notemos que rg(A) = rg(H). Fijemos j ∈ {1, . . . , rg(H)} y

sea yj 6= 0 un vector propio de A con valor propio asociado νj. Dado que 1 ≤ j ≤ rg(H)
se tendrá que νj 6= 0 . Entonces, por definición se tendrá que

C−
t
2HPH tC−

1
2yj = νjyj (2.21)

Consideremos el cambio de variables xj = L−tH tC−
1
2yj. Entonces, reemplazando en (2.21)

se tendrá que

L−tH tC−1HL−1Pxj = νjxj

ZΣ(Σ + I)−1Ztxj = νjxj

Si xj = 0 entonces yj ∈ ker(A) y por lo tanto νj = 0, lo cual es una contradicción. Luego,
xj 6= 0 es vector propio de ZΣ(Σ + I)−1Zt con valor propio

νj =
σj

1 + σj
= 1− δj

Por lo tanto, se tendrá que

Tr(A) =

rg(A)∑
j=1

νj =

rg(H)∑
j=1

νj =

rg(H)∑
j=1

(1− δi) = rg(H)−
rg(H)∑
j=1

δi = gl(H)

2.3.3. Relaciones entre Precisión, Incremento de la Cantidad de
Información y Grados de Libertad

Precisión como aproximación de primer orden del Incremento de la Cantidad
de Información

Supongamos que ∀i ∈ {1, . . . , r} : λi < µ. Entonces, mediante una expansión en serie de
Taylor, se tendrá que

ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
=
∞∑
k=1

(−1)k+1

k

(
λ2
i

µ2

)k
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r∑
i=1

ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
=

r∑
i=1

λ2
i

µ2
+

r∑
i=1

∞∑
k=2

(−1)k+1

k

(
λ2
i

µ2

)k
r∑
i=1

ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
=

r∑
i=1

λ2
i

µ2
+
∞∑
k=2

r∑
i=1

(−1)k+1

k

(
λ2
i

µ2

)k

Luego, utilizando la descomposición en valores singulares de H se prueba que ∀l ∈ N

Tr

((
H tH

µ2

)l)
=

r∑
i=1

(
λ2
i

µ2

)l
Entonces

1

2
ln

∣∣∣∣In +
H tH

µ2

∣∣∣∣ =
1

2
Tr

(
H tH

µ2

)
+

1

2

∞∑
k=2

(−1)k+1

k
Tr

((
H tH

µ2

)k)
(2.22)

De la relación (2.9) se tiene que la precisión es lineal af́ın a Tr

(
H tH

µ2

)
. Por lo tanto, la pre-

cisión corresponde, salvo linealidad af́ın, a una aproximación de primer orden del incremen-
to de la cantidad de información. Desgraciadamente, la hipótesis ∀i ∈ {1, . . . , r} : λi < µ
bajo la cual esta relación es válida está asociada a condiciones muy desfavorable desde el
punto de vista de la recuperabilidad.

Precisión como aproximación de primer orden de los Grados de Libertad

Supongamos que ∀i ∈ {1, . . . , r} : λi < µ. Entonces, mediante una expansión en serie de
Taylor y considerando la relación (2.19), se tendrá que

1− 1

1 +
λ2i
µ2

=
∞∑
k=1

(−1)k+1

(
λ2
i

µ2

)k
r∑
i=1

1− 1

1 +
λ2i
µ2

 =
r∑
i=1

λ2
i

µ2
+

r∑
i=1

∞∑
k=2

(−1)k+1

(
λ2
i

µ2

)k

r −
r∑
i=1

δi =
r∑
i=1

λ2
i

µ2
+
∞∑
k=2

r∑
i=1

(−1)k+1

(
λ2
i

µ2

)k
gl(H) = Tr

(
H tH

µ2

)
+
∞∑
k=2

(−1)k+1Tr

((
H tH

µ2

)k)
(2.23)

Por lo tanto, la precisión también corresponde, salvo linealidad af́ın, a una aproximación
de primer orden de los grados de libertad. Desgraciadamente, como ya se mencionó, la
hipótesis ∀i ∈ {1, . . . , r} : λi < µ bajo la cual esta relación es válida está asociada a
condiciones muy desfavorable desde el punto de vista de la recuperabilidad.
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Relación de desigualdad entre Precisión, Incremento de la Cantidad de Infor-
mación y los Grados de Libertad

Se tiene que ∀x > 0 : 1− 1
x
≤ ln(x) ≤ x− 1. Luego, ∀i ∈ {1, . . . , r}, se tendrá que

1− 1

1 +
λ2i
µ2

≤ ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
≤ λ2

i

µ2

r∑
i=1

(1− δi) ≤
r∑
i=1

ln

(
1 +

λ2
i

µ2

)
≤

r∑
i=1

λ2
i

µ2

gl(H) ≤ 2fI(H) ≤ σ2
bfP (H)− 2n

De donde

gl(H) ≤ 2fI(H) < σ2
bfP (H)

Nota: En lo que sigue nos referiremos a las funciones precisión, incremento de la cantidad
de información, rango, rango combinado, rango efectivo y grados de libertad como indi-
cadores de la calidad del operador de observación, notando que, intuitivamente, la calidad
de un operador de observación aumenta a medida que aumentan los valores de cualquiera
de estas funciones.
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Caṕıtulo 3

Aplicación a redes de monitoreo de
calidad del aire

3.1. Construcción del operador de observación para

el caso de una red de monitoreo de calidad del

aire

En lo que sigue se ha optado por separar espacial y temporalmente los espacios de emisión
y de observación, ya que los códigos Matlab utilizados en las aplicaciones de este trabajo
consideran esta separación. Luego, este caṕitulo no sólo particulariza la Teoŕıa de la Ob-
servación a redes de Calidad del Aire sino que también facilita la lectura y comprensión
de los códigos Matlab asociados. Dado que la notación se complejiza, se sugiere consultar
el Glosario en el Apéndice D.

De acuerdo a la notación introducida en el Apéndice A, denotemos por
−→
Ω al vector

velocidad angular terrestre, por ρ al campo de densidad del aire seco, por P al campo de
presión del aire seco, por Td al campo de temperatura del aire seco, por q a la concentración

de agua y por
−→
V al campo tridimensional de velocidad del viento relativa al movimiento

de rotación terrestre dado por
−→
Ω . Consideremos finalmente una especie contaminante con

concentración c y emisión e.

Sea T > 0 y sea Ω un dominio acotado de R2. Planteemos en Ω × (0, T ) el sistema
de EDPs asociado a las Ecuaciones de la Meteoroloǵıa y a la Ecuación de la Dispersión, y
supongamos que existen y que se satisfacen todas las hipótesis necesarias -sobre condicio-
nes iniciales, condiciones de borde, dominio, parámetros, lados derechos, caracteŕısticas
de los operadores diferenciales asociados, etc.- para que el sistema posea solución c, ρ, P ,

Td, q y
−→
V única definida en Ω× (0, T ).

Consideremos la siguiente notación para la discretización asociada al modelo numérico,
ON-LINE u OFF-LINE, que permite resolver el sistema.

Sea DT = {t1, . . . , tNT } ⊂ [0, T ] una discretización temporal de tamaño NT ∈ N. Sea
DE = {(x1, y1), . . . , (xNE , yNE)} ⊂ Ω̄ una dicretización espacial de tamaño NE ∈ N.
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3.2. Estructura y cálculo del operador de observación linealizado Caṕıtulo 3

Sea ET = {te1, . . . , teNe
T
} ⊆ DT un conjunto de instantes de emisión de tamaño N e

T ∈ N.

Sea EE = {(xe1, ye1), . . . , (xeNe
E
, yeNe

E
)} ⊆ DE un conjunto de puntos de emisión de tamaño

N e
E ∈ N.

SeaOT = {to1, . . . , toNo
T
} ⊆ DT un conjunto de instantes de observación de tamaño N o

T ∈ N.

Sea OE = {(xo1, yo1), . . . , (xoNo
E
, yoNo

E
)} ⊆ DE un conjunto de puntos de observación de ta-

maño N o
E ∈ N.

Definamos el siguiente operador de observación

H : RNe
EN

e
T −→ RNo

EN
o
T (3.1)

e 7−→ H(e) = (c(xo1, y
o
1, t

o
1), . . . , c(xo1, y

o
1, t

o
No
T
), . . . . . . , c(xoNo

E
, yoNo

E
, to1), . . . , c(xoNo

E
, yoNo

E
, toNo

T
))

el cual toma una emisión e ∈ RNe
EN

e
T , la extiende por cero a ẽ desde la grilla de emisión

EE×ET a la grilla DE×DT , resuelve el sistema de EDPs con ẽ como parámetro de emisión
y evalua la concentración c en OE ×OT .

Ordenaremos las emisiones en (3.1) de la siguiente manera

(e(xe1, y
e
1, t

e
1), . . . , e(xe1, y

e
1, t

e
Ne
T
), . . . . . . , c(xeNe

E
, yeNe

E
, te1), . . . , c(xeNe

E
, yeNe

E
, teNe

T
)) (3.2)

Nota: Según la notación utilizada en la sección anterior, RNe
EN

e
T corresponde al espacio de

estados Rn y RNo
EN

o
T corresponde al espacio de observaciones Rm.

Las emisiones antropogénicas e corresponden a los vectores de estado y la concentración
c de la especie contaminante (obtenida a partir de un modelo de dispersión) corresponde
a la observación de estas emisiones.

Por lo tanto, para una emisión en principio desconocida et (de la cual sólo se tiene una
estimación a priori eb y una medición emṕırica de la concentración co) la metodoloǵıa
descrita en la sección anterior permitirá obtener una estimación a posteriori ea en base a
la información que aporta la estimación a priori eb (que de ahora en adelante llamaremos
inventario de emisiones) y la observación co.

3.2. Estructura y cálculo del operador de observación

linealizado

Consideremos, según las definiciones de la sección anterior, los puntos e instantes de emi-
sión dados por EE × ET y los puntos e instantes de observación dados por OE ×OT .

Fijemos una emisión et. Sean eb y co el inventario de emisiones asociado a et y la ob-
servación emṕırica de et, respectivamente.
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3.2. Estructura y cálculo del operador de observación linealizado Caṕıtulo 3

Consideremos la linealización del operador de observación H en torno al inventario de
emisiones

H(e) ≈ H(eb) +H(e− eb) (3.3)

con e en una vecindad apropiada V de eb y con H ∈ MNo
EN

o
T×N

e
EN

e
T

la matriz de sensibi-
lidad asociada.

Sean los ı́ndices i ∈ {1, . . . , N e
E}, j ∈ {1, . . . , N e

T}, k ∈ {1, . . . , N o
E} y l ∈ {1, . . . , N o

T}.
Denotemos por hijkl ∈ R a la concentración en el punto de observación (xok, y

o
k) ∈ OE y

en el instante de observación tol ∈ OT , obtenida a partir de la dispersión de una emisión
unitaria en el punto de emisión (xei , y

e
i ) ∈ EE y en el instante de emisión tej ∈ ET .

Sea Fk(H) ∈MNo
T×N

e
EN

e
T

la matriz definida por


h11
k1 ·· h1j

k1 ·· h
1Ne

T
k1 · · · · hi1k1 ·· hijk1 ·· h

iNe
T

k1 · · · · h
Ne
E1

k1 · · · · h
Ne
Ej

k1 ·· h
Ne
EN

e
T

k1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

h11
kl ·· h1j

kl ·· h
1Ne

T
kl · · · · hi1kl ·· hijkl ·· h

iNe
T

kl · · · · h
Ne
E1

kl ·· h
Ne
Ej

kl ·· h
Ne
EN

e
T

kl
...

...
...

...
...

...
...

...
...

h11
kNo

T
·· h1j

kNo
T
·· h

1Ne
T

kNo
T
· · · · hi1kNo

T
·· hijkNo

T
·· h

iNe
T

kNo
T
· · · · h

Ne
E1

kNo
T
·· h

Ne
Ej

kNo
T
·· h

Ne
EN

e
T

kNo
T


la cual denominaremos k-bloque-fila de observación de H. Entonces, H se construye por
bloques-fila a partir de la matrices F1(H), . . . , FNo

E
(H) de la siguiente forma

H =

 F1(H)
...

FNo
E

(H)

 (3.4)

El cálculo de los coeficientes hijkl se puede realizar a partir del siguiente procedimiento,
llamado método directo:

Sea cij : Ω× (0, T ) 7−→ R la solución de la Ecuación de la Dispersión en la forma (A.10)

∂tc
ij −∆cij +

−→
V · ∇cij = eij (3.5)

en donde eij : Ω× (0, T ) 7−→ R corresponde a una emisión unitaria en el punto de emisión
(xei , y

e
i ) ∈ EE y en el instante de emisión tej ∈ ET . Luego, dado un punto de observación

(xok, y
o
k) ∈ OE y un instante de observación tol ∈ OT se tendrá por definición que

hijkl = cij(xok, y
o
k, t

o
l ) := cijkl (3.6)

Esta manera de calcular H requiere de N e
E × N e

T resoluciones del sistema de EDPs y
construye a la matriz H por columnas.

Nota: El cálculo de las matrices de sensibilidad utilizadas en este trabajo se realizó en base
al método directo. Sin embargo, existe un procedimiento alternativo para el cálculo de los
coeficientes hijkl, llamado método adjunto. Para mayores detalles de éste método referirse
a Saide et al., 2011 [28].
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3.2. Estructura y cálculo del operador de observación linealizado Caṕıtulo 3

Operador de observación total y red de monitoreo

SiOE = DE diremos que el operador de observaciónH es de observación total. SiOE ⊂ DE
diremos que el operador de observación H es de observación parcial y nos referiremos a
OE como red de monitoreo de tamaño N o

E.

Para el caso particular de un operador de observación total, será útil adoptar la siguiente
notación: Ĥ = H y Ĥ = H. En general el śımbolo ·̂ se asociará a la observación de total
del espacio de observación.

Para el caso particular de redes de monitoreo, será útil adoptar la siguiente notación:
N = N o

E, R = OE, HR = H y HR = H.

Esta distinción entre la observación total y parcial de la grilla de observación se debe
a que los códigos Matlab asociados a la aplicaciones de este trabajo construyen las ma-
trices de sensibilidad de redes de monitoreo particulares a partir de sólo una matriz de
sensibilidad asociada a toda la grilla de observación (ver figura 3.1).

Consideremos el operador de observación total Ĥ. Definamos, para N ∈ N con N < NE,
el conjunto

BFN(Ĥ) = {H ∈MNNo
T×N

e
EN

e
T

: H =

 Fk1(Ĥ)
...

FkN (Ĥ)

 tal que ∀s ∈ {1, . . . , N} : ks ∈ {1, . . . , NE},

(ks)s estrictamente monótona creciente en s, Fks(Ĥ) ks-bloque-fila de observación de Ĥ}
(3.7)

Entonces se tendrá que:

1. Para toda red de monitoreo R de tamaño N : HR ∈ BFN(Ĥ).

2. Para todo H ∈ BFN(Ĥ) existe una red de monitoreo R tal que HR = H.

Esto quiere decir que toda red de monitoreo se puede identificar con una submatriz apro-
piada de Ĥ, o bien que BFN(Ĥ) es el conjunto de todas las matrices de sensibilidad HR

asociadas a las redes de monitoreo R de tamaño N .
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3.3. Criterios de diseño de redes de monitoreo ambiental Caṕıtulo 3

Figura 3.1: Esquema de la relación entre una red de monitoreo y su matriz de sensibilidad,
entendida como submatriz, por filas, de Ĥ.

Nota: Finalmente, para el caso de redes de monitoreo, un indicador de la calidad del
operador de observación se denominará simplemente indicador de la calidad de la red.

3.3. Criterios de diseño de redes de monitoreo am-

biental

3.3.1. Criterios de diseño basados en los conjuntos de emisión
y/o observación

Ponderación de los puntos de emisión y/o observación

Todo criterio de diseño de una red de monitoreo basado sólo en la calidad de la red,
dependerá exclusivamente de:

1. HR: La sensibilidad del modelo de dispersión frente a perturbaciones de las emisio-
nes.

2. µ: La relación entre la precisión asociada a la construcción del inventario de emisiones
y la precisión con la cual se observa la concentración.

Sin embargo podŕıa ser de interes incorporar otro tipo de consideraciones con respecto a
la ubicación de los puntos de monitoreo de una red.

Por ejemplo, en la práctica podŕıa darse que ciertos puntos de observación presenten

30



3.3. Criterios de diseño de redes de monitoreo ambiental Caṕıtulo 3

dificultades considerables para efectivamente instalar una estación de monitoreo (como
altos costos de construcción derivados de condiciones geográficas y/o socio-ecónomicas
propias del lugar). O bien que, por razones médicas, se desee instalar una estación de
monitoreo cercana a puntos de emisión con alta exposición de la población.

Con esta idea en mente, fijemos γ = (γi)i ∈ RNENT , ordenado según (3.1), y π = (πi)i ∈
RNe

EN
e
T , ordenado según (3.2).

Definamos, para α ≥ 0 y β ≥ 0

Γα = diag (
√
γα1 , . . . ,

√
γαNENT )

Πβ = diag (

√
πβ1 , . . . ,

√
πβNe

EN
e
T
)

Ĥαβ = ΓαĤΠβ

De esta forma, como Γα premultiplica a Ĥ, se tendrá que el i-ésimo elemento de la grilla
DE×DT , entendida como conjunto de observación, tiene asociado un peso

√
γαi . Análoga-

mente, como Πβ postmultiplica a Ĥ, se tendrá que el j-ésimo elemento de EE × ET tiene

asociado un peso
√
πβj .

Entonces, para considerar estos pesos en los criterios de diseño de una red de tamaño
N , bastará trabajar en el conjunto de matrices de sensibilidad ponderada BFN(Ĥαβ).

Mapa de precisión

Para una red de monitoreo R de tamaño N , si B = σbINe
EN

e
T

y C = σoINo
EN

o
T
, se tiene que

la precisión del análisis P−1 = 1
σb
INe

EN
e
T

+ 1
σo
H t
RHR es lineal af́ın a H t

RHR.

Definamos la función

ϕ : EE × ET −→ R
(xei , y

e
i , t

e
j) 7−→ ϕ(xei , y

e
i , t

e
j) = (H t

RHR)nijnij

en donde nij denota la posición a lo largo de la diagonal de H t
RHR correspondiente al

i-ésimo punto de emisión y al j-ésimo instante de emisión. Para el ordenamiento de la
grilla de emisión dado en (3.2) se tiene que nij = (i− 1)N e

T + j.

El gráfico de esta función, que denominaremos mapa de precisión, permite estudiar la
precisión con la cual toda la grilla de observación observa a una emisión unitaria emitida
en un punto espećıfico de la grilla de emisiones.

Si ξnij denota el nij-ésimo vector canónico del espacio de emisiones RNe
EN

e
T , se tiene que

(H t
RHR)nijnij = ‖(HR)•nij‖2

2 = ‖HRξnij‖2
2

y por lo tanto

(H t
RHR)nijnij = 0⇒ ‖HRξnij‖ = 0⇒ ξnij ∈ ker(HR)
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3.3. Criterios de diseño de redes de monitoreo ambiental Caṕıtulo 3

es decir, los valores nulos del mapa de precisión están asociados a puntos de la grilla de
emisión en donde una emisión unitaria no es recuperable a partir de las observaciones.

3.3.2. Criterios de extensión y reducción de redes de monitoreo
ambiental

Incorporación de un punto de observación

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamaño N . Para f , R y
N fijos, la función

ϕ : DE\R −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = f(HR∪{(x,y)})− f(HR)

permite estudiar el aumento de la calidad de la red cuando se incorpora un nuevo punto de
observación. El gráfico de esta función, que por su importancia en las aplicaciones deno-
minaremos mapa de aumento de la calidad, permite visualizar cuales regiones del dominio
deben ser observadas para obtener un aumento significativo en la calidad de la red.

En particular, el problema

máx
(x,y)∈DE\R

f(HR∪{(x,y)})− f(HR) (3.8)

permite determinar el punto de red que debe incorporarse para que el aumento de la
calidad de la red sea máximo.

Tanto el cálculo de los valores de ϕ como la resolución a fuerza bruta de (3.8), requieren
de |DE\R| evaluaciones del indicador de la calidad f .

Eliminación de un punto observación

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamaño N . Para f , R y
N fijos, la función

ϕ : R −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = f(HR)− f(HR\{(x,y)})

permite estudiar la disminución de la calidad de la red cuando se elimina alguno de sus
puntos de observación. Nos referiremos al gráfico de esta función como mapa de disminu-
ción de la calidad.

En particular, el problema

mı́n
(x,y)∈R

f(HR)− f(HR\{(x,y)}) (3.9)

permite determinar el punto de red que debe eliminarse para que la disminución de la
calidad de la red sea mı́nima.

Tanto el cálculo de los valores de ϕ como la resolución a fuerza bruta de (3.9), requieren
de |R| evaluaciones del indicador de la calidad f .
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3.3.3. Criterios de diseño óptimo de una red de monitoreo de
calidad del aire

Óptimo respecto de la dispersión geométrica de la red

Sea d una distancia en R2 y sea R una red de monitoreo de tamaño N . Consideremos el
siguiente indicador de la separación mı́nima entre los puntos que conforman una red de
monitoreo

D(HR) = mı́n
(x1, y1), (x2, y2) ∈ R
(x1, y1) 6= (x2, y2)

d((x1, y1), (x2, y2))

Luego, para N fijo, el problema de maximización

máx
HR∈BFN (Ĥ)

D(HR) (3.10)

permite obtener una red de monitoreo óptima, que denominaremos red MAX-MIN, con
máxima dispersión geométrica en OE.

Dicha red es un referente de red equiespaciada sobre todo el dominio espacial de ob-
servación y en la práctica constituye una interesante condición inicial para los algoritmos
de diseño óptimo que se verán a continuación.

Óptimo respecto de la cálidad de la red

Sea f un indicador de la calidad de una red de monitoreo R de tamaño N . Para f y N
fijos, interesa resolver el problema de maximización

máx
HR∈BFN (Ĥ)

f(HR) (3.11)

La resolución a fuerza bruta de los problemas (3.10) o (3.11) requiere de

(
NE

N

)
evalua-

ciones del indicador de la calidad f , lo cual t́ıpicamente es de un orden significativamente
mayor que las requeridas en los casos de incorporación y eliminación de un punto de red.
Esto hace necesario abordar el problema de diseño óptimo en base a técnicas de optimiza-
ción espećıficas, que tomen en cuenta la naturaleza discreta del conjunto factible asociado.

Nota: Consideremos el caso particular en que el indicador de la calidad corresponde a
los grados de libertad.

Sea una red de monitoreo R de tamaño N y matriz de sensibilidad HR. De acuerdo a
lo expuesto en la sección 2.3.2, sea A(HR) la matriz de influencia asociada, de valores
propios ν1(HR), . . . , νNNo

T
(HR). Entonces se tendrá que

máx
HR∈BFN (Ĥ)

gl(HR) = máx
HR∈BFN (Ĥ)

Tr(A(HR)) = máx
HR∈BFN (Ĥ)

NNo
T∑

j=1

νj(HR) (3.12)
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Por otro lado, para m ∈ N y ρ > 0, el problema en Rm

máx
‖y‖2≤ρ

m∑
j=1

yj

tiene por solución a y∗ =
(

ρ√
m
, . . . , ρ√

m

)
.

Entonces, si bien el conjunto de valores propios

{(ν1(HR), . . . , νNNo
T
(HR)) ∈ RNNo

T , con HR ∈ BFN(Ĥ)}

no tiene por que estar contenido en la frontera de alguna bola apropiada, la similitud de
los valores propios de la matriz de influencia ν1(HR), . . . , νNNo

T
(HR) puede entregar una

noción de que tan próximo se está del óptimo en (3.12).

Método heuŕıstico de minimización estocástica Recocido Simulado

La resolución del problema de maximización asociado al diseño óptimo de redes tiene dos
grandes dificultades: su conjunto factible es discreto y la evaluación directa de todos los
posibles valores de su función objetivo requiere de un gran tiempo de cómputo. Por estas
razones, se ha utilizado un algoritmo heuŕıstico de optimización, llamado Recocido Simu-
lado (Simulated Annealing, S.A), el cual permite obtener soluciones cercanas al óptimo
en tiempos de cómputo razonables.

En cada iteración, el algoritmo Recocido Simulado considera un punto factible y deci-
de probabiĺısticamente entre moverse hacia otro punto factible cercano o mantenerse en el
punto factible actual. La movilidad de esta busqueda depende de un parámetro global T ,
llamado temperatura. Inicialmente el algoritmo utiliza valores grandes de T , permitiendo
que la busqueda del óptimo sea prácticamente aleatoria. Luego, en la medida en que el
algoritmo es capaz de disminuir estocásticamente el valor de la función objetivo, los va-
lores de T disminuyen, restringiendo la movilidad de la busqueda hacia lo que se espera
que sea un punto factible cercano al óptimo.

Concretamente, fijemos un indicador de la calidad f . Dado que el algoritmo Recocido
Simulado utilizado en este trabajo se encuentra programado como un algoritmo de mi-
nimización, la función objetivo del problema a resolver es g = −f . Sea una red R y sea
Rtest una red test obtenida mediante una perturbación apropiada de R.

Para δ = g(HRtest)− g(HR) se define la probabilidad p de moverse desde la red actual R
a la red test Rtest como

p =


1 si δ ≥ 0

exp

{
− δ
T

}
si δ < 0

A partir de p y de un valor aleatorio fijo y uniformemente distribuido pa ∼ U(0, 1), hay 3
posibilidades
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1. Si δ ≥ 0 entonces el algoritmo se mueve de la red R a la red Rtest, disminuyendo el
valor de la función objetivo.

2. Si δ < 0 ∧ p > pa entonces el algoritmo se mueve de la red R a la red Rtest, sin
disminuir el valor de la función objetivo.

3. Si δ < 0 ∧ p ≤ pa entonces el algoritmo no se mueve, manteniéndose en la red R.

Mientras que la alternativa 1 conduce hacia una disminución de la función objetivo, la al-
ternativa 2 permite posicionar al algoritmo sobre redes que, en futuras iteraciones, podŕıan
conducir a una disminución de la función objetivo. Tal movilidad aleatoria pretende evitar
que el algoritmo itere alrededor de mı́nimos locales.

Diremos que el algoritmo es monótono en la temperatura si ésta disminuye en cada ite-
ración. En caso contrario, diremos que el algoritmo es no monótono en la temperatura,
pudiendo ésta disminuir o aumentar dependiendo del valor de ciertos parámetros internos
que miden el desempeño que ha tenido el algoritmo hasta ese momento. Si T disminuye
(aumenta), entonces p disminuye (aumenta), haciendo más factible, en un sentido proba-
bilista, la alternativa 3 (2). Por esta razón, la disminución (aumento) de la temperatura
se asocia a una rigidización (ampliación) de la búsqueda del algoritmo.

La eventual existencia de mı́nimos locales hace que la solución final del algoritmo de-
penda tanto de la red inicial como de los parámetros de rigidización del movimiento. Más
aún, para una red inicial fija, la naturaleza estocástica del algoritmo hace que 2 soluciones
finales no tengan por que ser iguales.

Para una red inicial fija, una correcta representación de la solución final del algoritmo
estaŕıa dada por una función de distribución emṕırica de probabilidad de las soluciones
finales, construida a partir de numerosas ejecuciones del algoritmo. Desgraciadamente,
esto puede generar problemas de tiempo de cómputo.

Fijemos un tamaño de red N . Sea M ∈ N y sean {R1, . . . , RM} ⊂ PN(OE) solucio-
nes finales del algoritmo Recocido Simulado, todas obtenidas a partir de la misma red
inicial. Entonces, la función de distribución emṕırica de probabilidad de las soluciones
finales está dada por

ϕ : OE −→ R

(xe, ye) 7−→ ϕ(xe, ye) =
1

NM
|{k ∈ {1, . . . ,M} : (xe, ye) ∈ Rk}|

Existe una serie de otros parámetros que regulan el desempeño del algoritmo Recocido
Simulado. Un pseudocódigo del algoritmo Recocido Simulado puede encontrarse en el
Apéndice C. Para mayor detalles de este tipo de algoritmos se sugiere consultar Kirkpa-
trick, 1983 [18].
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3.3.4. Relajación del problema de red óptima para el caso del
incremento de la cantidad de información

Reformulación del problema discreto

Fijemos un tamaño de red N y consideremos el problema de diseño óptimo con criterio
de cantidad de información

máx
HR∈BFN (Ĥ)

ln |µ2INe
EN

e
T

+H t
RHR| (3.13)

Reformulemos este problema de la siguiente manera:

Para n0 ∈ N denotemos 1n0 = (1, . . . , 1) ∈ Rn0 y 0n0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn0 .

Sea HR ∈ BFN(Ĥ). Entonces HR estará compuesta por N bloques-fila de observación
Fk1 , . . . , FkN .

Sea gR = (gRk )k ∈ {0, 1}NE el vector definido por

gRk = 1{k1,...,kN}(k) =


1 si k ∈ {k1, . . . , kN}

0 si k /∈ {k1, . . . , kN}
(3.14)

que denominaremos indicatriz de la red R.

Extendamos gR a g̃R ∈ {0, 1}NENo
T de la siguiente manera:

Para k ∈ {1, . . . , NE}, sea g̃Rk ∈ RNo
T el vector definido por

g̃Rk =


1No

T
si k ∈ {k1, . . . , kN}

0No
T

si k /∈ {k1, . . . , kN}
(3.15)

y sea

g̃R = (g̃R1 , . . . , g̃
R
NE

) (3.16)

Notemos que g̃R = KgR, con K ∈MNEN
o
T×NE definida por

1No
T

0No
T
· · · 0No

T
0No

T

0No
T

1No
T
· · · 0No

T
0No

T
...

...
. . .

...
...

0No
T

0No
T
· · · 1No

T
0No

T

0No
T

0No
T
· · · 0No

T
1No

T


Denotemos GR = diag(KgR).

Finalmente, notemos que

(GRĤ)tGRĤ = H t
RHR (3.17)
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En efecto

((GRĤ)tGRĤ)ij =
N∑
k=1

(GRĤ)tik(G
RĤ)kj =

N∑
k=1

(GRĤ)ki(G
RĤ)kj

=
N∑
k=1

g̃Rk Ĥkig̃
R
k Ĥkj =

∑
k : g̃Rk =1

ĤkiĤkj = (H t
RHR)ij

Esta relación será fundamental para la extensión del problema (3.13).

Si BN = {g ∈ RNE : ‖g‖1 = N}, entonces el conjunto de todas la indicatrices de redes de

tamaño N coindide con BN ∩ {0, 1}NE . Es decir, tomar HR ∈ BFN(Ĥ) es equivalente a
tomar gR ∈ BN ∩ {0, 1}NE .

Entonces el problema (3.13) puede reformularse como

máx
gR∈BN∩{0,1}NE

ln|µ2INe
EN

e
T

+ (GRĤ)tGRĤ| (3.18)

Relajación del problema discreto

La formulación continua del problema (3.18) se basa en la posibilidad de levantar la res-
tricción {0, 1}NE del conjunto factible BN ∩ {0, 1}NE .

Consideremos el problema continuo de optimización

máx
g∈BN∩(R+∪{0})NE

ln|µ2INe
EN

e
T

+ (GĤ)tGĤ| (3.19)

con G = diag(Kg).

De la relación (3.17) se tiene que el problema continuo (3.19) corresponde a una rela-
jación del problema discreto (3.18), y por lo tanto del problema discreto original (3.13).

Por lo tanto, si los óptimos del problema (3.19) se encuentran en BN ∩ {0, 1}NE ⊂
BN ∩ (R+∪{0})NE , entonces es posible resolver el problema (3.18) mediante la aplicación
de técnicas de optimización continua al problema (3.19). Sin embargo, no hay condiciones
que aseguren la existencia de óptimos de (3.19) en BN ∩ {0, 1}NE .

Una alternativa heuŕıstica para obtener óptimos en BN ∩ {0, 1}NE consiste en penalizar
la función objetivo en (3.19) con ‖ · ‖p para p ≤ 1. Es decir, para η > 0, consideraremos
el problema penalizado

máx
g∈BN∩(R+∪{0})NE

ln|µ2INe
EN

e
T

+ (GĤ)tGĤ|+ η‖g‖p (3.20)

Nota: En virtud de la relación (3.17), este procedimiento de relajación es aplicable a todo
indicador de la calidad f que, dado N ∈ N, verifique

∀HR ∈ BFN(Ĥ) : f(HR) = g(H t
RHR)

para una función g apropiada. Tal es el caso de la precisión, de los grados de libertad y
del rango efectivo.
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Factibilidad de la aplicación de un método tipo gradiente a la resolución del
problema discreto relajado

Por simplicidad denotemos

h(g) = ln|µ2INe
EN

e
T

+ (GĤ)tGĤ|+ η‖g‖p

con G = diag(Kg) y g ∈ BN ∩ (R+ ∪ {0})NE .

El gradiente de la función objetivo -obtenido aproximadamente a partir de ésta- en un
punto g0 ∈ int(BN ∩ (R+ ∪ {0})NE) está dado por

∇h(g0) ≈
(
h(g0 + e1∆g)− h(g0)

∆g
, . . . ,

h(g0 + eNE∆g)− h(g0)

∆g

)
con ei el i-ésimo vector canónico, i ∈ {1, . . . , NE} y ∆g un paso propio del algoritmo.

Por lo tanto, la aplicación de un método tipo gradiente que no cuente con una expre-
sión expĺıcita de éste requiere, en cada iteración, de un orden de NE evaluaciones de la
función objetivo. En particular ésto implica calcular un orden de NE productos de la for-
ma (GĤ)tGĤ. Las aplicaciones desarrolladas en este trabajo de tesis tienen asociadas un
número de variables tan grande que no fue factible aplicar un método de tipo gradiente
-que requiriera calcular el gradiente a partir de la función objetivo- a la resolución del
problema relajado de red óptima. El tiempo de cómputo en cada iteración del algoritmo
resultó ser demasiado grande, quedando como trabajo abierto disminuirlo mediante la
obtensión de una fórmula expĺıcita para el gradiente de la función objetivo.
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Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Configuración general

4.1.1. El modelo meteorológico MM5 y el modelo de dispersión
Polyphemus

Polyphemus es un sistema de modelación de la calidad del aire de código abierto desarro-
llado por ENCP-CEREA (Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Centre d’Enseignement
et de Recherche en Environnement Atmosphérique) e INRIA (Institut National de Re-
cherche en Informatique et Automatique). Contiene numerosos modelos de dispersión,
para distintos tipos de escalas, para varios tipos de contaminantes, para procesar varios
tipos de parámetros de entrada y posee metodoloǵıas avanzadas para asimilación de datos,
Ensemble Forecasting, acoplamiento de modelos, entre otros. Una descripción más detalla-
da de las etapas de funcionamiento de Polyphemus se puede encontrar en Saide, 2008 [27].

Las simulaciones del modelo meteorológico MM5 forman parte del trabajo de Saide,
2008 [27] y las simulaciones del modelo de dispersión (que tienen como parámetros de
entrada los campos meteorológicos MM5), necesarias para el cálculo de la matriz de sen-
sibilidad H, forman parte del trabajo de Melisa Dı́az Resqúın (UBA).

4.1.2. Dominio del modelo de dispersión

El dominio espacial Ω corresponde la región rectangular ubicada a 25 m de altura, con
su extremo suroeste de coordenadas 71.1110◦W y 33.7243◦S, extendiéndose 54 km en la
dirección oeste-este y 44 km en la dirección sur-norte.

El dominio temporal [0, T ] corresponde a 10 d́ıas contados desde el 15 de Enero del 2002.

La discretización espacial DE corresponde a una grilla bidimensional con 28 celdas en
la dirección oeste-este y 23 celdas en la dirección sur-norte, equiespaciada cada 2 km y
con la celda del extremo suroeste de coordenadas 71.1110◦W y 33.7243◦S (al igual que Ω).

La discretización temporal DT corresponde a la partición horaria del dominio tempo-
ral [0, T ].
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Ahora bien, para obtener mejores resultados las simulaciones del modelo de dispersión
se realizaron en un dominio espacial y temporal mayor, que contiene al mensionado ante-
riormente.

La altura total de este dominio fue determinada de manera que estuviera incluida dentro
del modelo meteorológico y que tuviera la altura necesaria para representar las diferencias
de altura dadas por la cordillera de los Andes (llegando a altura máxima de 4800 m en
esa zona). La división entre niveles fue elegida con una mayor resolución en los primeros
niveles para una mejor representación de la capa ĺımite. Aśı, esta grilla horizontal es de
2× 2 km2 con la celda del extremo suroeste con coordenadas 71.4351◦W y 33.9977◦S, con
70 celdas en la dirección oeste-este y 63 celdas en la dirección sur-norte. Se ocuparon seis
niveles verticales, con el primer nivel a 25 m y el último nivel a 5000 m.

El paso temporal, en concordancia con el paso temporal del modelo meteorológico, se
mantuvo de 1 hora. No obstante, estas salidas son promedios de todos los pasos realizados
dentro de la hora, ya que la simulación se realizó con un paso de tiempo de 200 segundos,
para asegurar la convergencia del modelo. El periodo de simulación se mantuvo en 10 d́ıas,
partiendo del 15 de Enero del 2002.

4.2. Estructura de las matrices Ĥ, B y C

4.2.1. Estructura de la matriz de sensibilidad Ĥ

El conjunto de puntos de emisión EE coincide con la discretización espacial DE. Tem-
poralmente, las emisiones se han realizado en forma horaria definiendo 15 instantes de
emisión (entre las 6:00 y 20:00 horas), de manera tal que una emisión unitaria en la hora
j ∈ {1, . . . , 15} se repite a esa misma hora a lo largo de los 10 d́ıas de simulación. En
estricto rigor y según se ha indicado en la sección 3.3.2, una distribución horaria de las
emisiones, entre las 6:00 y 20:00 horas a lo largo de 10 d́ıas, implica tener que considerar
15× 10 instantes de emisión. Sin embargo, la adaptación aqui expuesta permite reprodu-
cir la naturaleza periódica de las emisiones de CO a la vez que reduce considerablemente
el número de instantes de emisión y con ello el número de simulaciones del modelo de
dispersión.

Dado que, en particular, interesa plantear el problema del diseño óptimo de redes de
monitoreo, es necesario contar con la linealización del operador de observación entendido
como operador de observación total. Luego, el conjunto de puntos de observación OE coin-
cide con la discretización espacial DE. Además, el conjunto de instantes de observación
OT coincide con la discretización temporal DT .

Por lo tanto, la matriz Ĥ tendrá N o
E × N o

T = 28 × 23 × 24 × 10 = 154560 filas y
N e
E×N e

T = 28×23×15 = 9660 columnas, por lo cual es más conveniente utilizar el método

directo para el cálculo de Ĥ, lo cual implica realizar N e
E × N e

T = 28 × 23 × 15 = 9660
simulaciones del modelo de dispersión.
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Posteriormente se realiza un reducción temporal de las columnas de Ĥ, pasando de
N e
E × N e

T = 28 × 23 × 15 = 9660 columnas a N e
E = 28 × 23 = 644 columnas. El tipo

de reducción temporal puede ser promedio (promedio entre las 6 hrs y las 20 hrs, corres-
pondientes a los instante de emisión 1 y 15), máximo (máximo entre las 6 hrs y las 20
hrs, correspondientes a los instante de emisión 1 y 15), tarde (15 hrs, correspondiente al
instante de emisión 10) o mañana (9 hrs, correspondiente al instante de emisión 4).

Luego, si nij denota el ı́ndice de las columnas de Ĥ correspondiente al i-ésimo punto

espacial de emisión y al j-ésimo punto temporal de emisión, y si Ĥr ∈MNo
EN

o
T×N

e
E

denota

la reducción temporal de Ĥ, se tendrá que ∀i ∈ {1, . . . , N e
E}

1. Si el tipo de reducción es promedio: Ĥr
•i =

15∑
j=1

Ĥ•nij

2. Si el tipo de reducción es máximo: Ĥr
•i = máx

j∈{1,...,15}
Ĥ•nij

3. Si el tipo de reducción es tarde: Ĥr
•i = Ĥ•ni10

4. Si el tipo de reducción es mañana: Ĥr
•i = Ĥ•ni4

La reducción temporal utilizada en este trabajo fue promedio. No obstante, algunos re-
sultados obtenidos para la reducción máximo indican una alta dependencia de la elección
de este parámetro.

4.2.2. Estructura de las matrices de varianza B y C

Todos los criterios de diseño de redes expuestos en este trabajo no dependen del inventario
de emisiones y de las observaciones, salvo a través de las matrices de varianza B y C,
respectivamente. Por lo tanto, en este caso, el inventario de emisiones y las observaciones
son necesarios sólo en la medida en que permiten calcular dichas matrices. Para una ex-
posición detallada de la estructura del inventario de emisiones referirse a Saide, 2008 [27]
y para una exposición detallada de la estructura de las observaciones referirse a Saide,
2008 [27] y Osses et al., 2012 [24].

Según Saide, 2008 [27] las matrices B y C se pueden suponer diagonales y con el mismo
valor en la diagonal. Para las emisiones, esto significa que los errores cometidos en el
cálculo del inventario de emisiones no están correlacionados y que la metodoloǵıa utiliza-
da en el cálculo del inventario se aplica de manera idéntica en cada punto de éste. Para
las observaciones, esto significa que los errores de medición de los instrumentos no están
correlacionados y que los instrumentos de medición utilizados en las distintas estaciones
de monitoreo son de caracteŕısticas similares y que es sólo una la institución responzable
de todos éllos. Aśı, se ha estimado que el error en las emisiones es de un 20 % y el error
de las observaciones es de un 5 %, con lo cual B = 20INe

EN
e
T

y C = 5INo
EN

o
T
.

Posteriormente, mediante la aplicación de la metodoloǵıa de la L-CURVE, descrita en
Saide, 2008 [27], estas cantidades son modificados para obtener un balance óptimo entre
el inventario de emisiones y las observaciones, con lo cual se tiene que B = 16INe

EN
e
T

y
C = 0,09INo

EN
o
T
.

41



4.2. Estructura de las matrices Ĥ, B y C Caṕıtulo 4

4.2.3. Ponderación de las emisiones en base a la densidad po-
blacional

Posteriormente a la reducción temporal, los puntos de emisión EE han sido ponderados
por la densidad poblacional. Estos datos han sido obtenidos del Instituto Nacional de
Estad́ısticas (INE) el año 2002 en toda la Región Metropolitana y, en particular, interpo-
lados a la grilla espacial DE.

Los resultados para extensión, reducción y optimización de redes que se presentarán en
las secciones siguientes se han obtenido utilizando un peso poblacional β =0.7, el cual,
según se verá más adelante, se ha fijado mediante ensayos previos de extensión de la red
MACAM-2009.

Figura 4.1: Densidad poblacional (INE 2002) para la Región Metropolitana, en log( hab
km2 ).

La linea amarilla corresponde al ĺımite rural-urbano y los puntos rojos corresponden a la
red MACAM-2009.
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Figura 4.2: Densidad poblacional (INE 2002) para la grilla de emisión, en log( hab
km2 ). La

linea amarilla corresponde al ĺımite rural-urbano y los puntos rojos corresponden a la red
MACAM-2009.

4.2.4. Indicadores de la calidad de una red utilizados

Los indicadores de la calidad de una red de monitoreo utilizados fueron el incremento de
la cantidad de información, el rango efectivo y los grados de libertad.

Se decidió utilizar el incremento de la cantidad de información porque, en el sentido
de la relación (2.22), parece ser un indicador más completo respecto de la precisión.
Además permite comparar los resultados de este trabajo con los obtenidos por Osses et
al., 2012 [24], en donde el concepto de cantidad de información se aborda de un punto de
vista estad́ıstico.

El rango no resultó ser un buen indicador de la calidad de una red ya que mostró un
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valor constante a lo largo de los algoritmos de optimización. Se decidió utilizar el rango
efectivo porque corresponde a un indicador estricto de la recuperabilidad, a diferencia del
rango combinado que mezcla los conceptos de recuperabilidad y precisión.

Finalmente, se decidió utilizar los grados de libertad porque corresponden a un crite-
rio estudiado por Fisher, 2003 [4] que permite evaluar la calidad del rango efectivo como
indicador, y porque, en el sentido de la relación (2.23), parece ser un indicador más com-
pleto respecto de la precisión.

Para obtener mejores resultados numéricos los valores de estos indicadores de la cali-
dad se han normalizado por el tamaño de la discretización espacial NE.

Además, para una red R de tamaño N , el rango efectivo se ha calculado como

|{i ∈ {1, . . . , r} : λi > µ}| en vez de |{i ∈ {1, . . . , r} : λi � µ}|

constituyendo una sobreestimación de la definición original. Esta modificación se justifica
en el hecho de que una expresión estŕıctamente matemática para la afirmación λi � µ
dependerá, en última instancia, de la relación entre los valores singulares de Ĥ0β y µ; y
no es recomendable tal dependencia al definir un indicador de la calidad de una red.

4.3. Resultados de la extensión y reducción de la red

MACAM-2009

4.3.1. Extensión

Dado un indicador de la calidad y un peso poblacional fijos, el mapa de aumento de la
calidad asociado ha sido normalizado linealmente entre 0 y 100.

Es decir, para i ∈ {1, 2} sea ϕi la función de aumento de la calidad para un indica-
dor de la calidad fi y un peso poblacional βi. Los valores de ϕi han sido normalizados
linealmente tomando como referencia los puntos (min ϕi,max ϕi) y (0, 100). Por lo tanto,
el conjunto de valores normalizados de ϕ1 y ϕ2 no son comparables entre śı, aunque cada
uno por śı solo permite construir los mapas de aumento de la calidad asociados a esta la
red.

Extensión de la red para el incremento de la cantidad de información

En la figura 4.3 (a), el mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el
incremento de la cantidad de información y peso poblacional β =0.3 muestra aumentos
de la calidad mayores a 70 en la región rural no cubierta por estaciones de monitoreo,
incluyendo porciones de la banda latitudinal ubicada al oeste de la estación de Talagante.
Sin embargo, los aumentos de la calidad mayores a 80 se concentran en la región rural
ubicada entre la estación de Talagante y la zona urbana de Santiago. La zona urbana de
Santiago no presenta valores significativos de aumento de la calidad, aunque se observa
un máximo relativo en la región desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la
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estación de Las Condes.

En la figura 4.3 (b), vemos que al incrementar el peso poblacional a β=0.5 los aumentos
de la calidad de la red mayores a 70 se desplazan hacia la región ubicada entre la estación
de Talagante y la zona urbana de Santiago, restándole importancia a todo punto al oeste
de la estación de Talagante. Esta región rural continúa teniendo aumentos de la calidad
mayores a 80 e incluso a 90, con máximos relativos mucho más definidos. La zona urbana
de Santiago presenta aumentos de la calidad mayores a 80, pero menores a 90, en la región
desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la estación de Las Condes, cobrando
una importancia comparable a la región rural antes mensionada.

(a) (b)

Figura 4.3: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el incremento
de la cantidad de información con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican
la posición, en la grilla de observación, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas
amarillas corresponden a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Finalmente la figura 4.4, muestra que al incrementar el peso poblacional a β=0.7 los
aumentos de la calidad mayores a 90 se ubican en la región urbana no cubierta por esta-
ciones, dejando en segunda instancia, con valores mayores a 80 pero menores a 90, a la
región rural ya descrita.
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Figura 4.4: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el incremento
de la cantidad de información con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la
posición, en la grilla de observación, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas
amarillas corresponden a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Extensión de la red para los grados de libertad

El mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de libertad
y peso poblacional β =0.3 también muestra aumentos de la calidad mayores a 70 en la
región rural no cubierta por estaciones de monitoreo, incluyendo porciones de la banda
latitudinal ubicada al oeste de la estación de Talagante y con una mayor cobertura es-
pacial en comparación al mapa de incremento de la calidad de información. Nuevamente,
los aumentos de la calidad mayores a 80 se concentran en la región rural ubicada entre
la estación de Talagante y la zona urbana de Santiago. La zona urbana de Santiago no
presenta valores significativos de aumento de la calidad, aunque se observa un pequeño
máximo relativo, con aumento de la calidad mayor a 70 pero menor a 80, en la región
desprovista de estaciones de monitoreo al oeste de la estación de Las Condes.

Al aumentar el peso poblacional a β =0.5 los resultados son similares en comparación
al mapa de incremento de la calidad de información, pero manteniendo una mayor cober-
tura espacial de las regiones con aumentos de la calidad mayores a 70.

46



4.3. Resultados de la extensión y reducción de la red MACAM-2009 Caṕıtulo 4

(a) (b)

Figura 4.5: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de
libertad con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican la posición, en la grilla
de observación, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden
a las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Finalmente, al aumentar el peso poblacional a β=0.7 los aumentos de la red mayores a 90
se ubican en la región rural entre la estación de Talagante y al zona urbana de Santiago,
dejando en segunda instancia, con valores mayores a 80 pero menores a 90, a la región
urbana no cubierta por la estaciones.
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Figura 4.6: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para los grados de
libertad con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la posición, en la grilla de
observación, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden a
las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Por lo tanto, para un peso poblacional 0.7, no obstante de presentar mapas de aumento
de la calidad similares, los grados de libertad tienden a concentrar el mayor aumento
de la calidad en regiones rurales poco monitoreadas y el incremento de la cantidad de
información tiende a concentrar el mayor aumento de la calidad en regiones urbanas poco
monitoreadas.

Extensión de la red para el rango efectivo

Los mapas de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo pre-
sentan diferencias con los mapas anteriores. Para todos los pesos poblacionales, 0.3, 0.5 y
0.7, el mapa de aumento de la calidad para el rango efectivo presenta amplias regiones con
valores constantes para el aumento de la calidad, con fuertes gradientes entre ellas, lo cual
se traduce en una alta insensibilidad espacial. Esto se debe posiblemente a la definicón de
rango efectivo, |{i ∈ {1, . . . , r} : λi > µ}|, según la cual un incremento de éste depende
de si la magnitud de los valores singulares de la matriz de sensibilidad superan o no un
valor umbral µ, y no de su magnitud en śı.

Sin embargo, los mapas de aumento de la calidad para el rango efectivo presentan los
mismos rasgos principales que los mapas de aumento de la calidad para los de grados de
libertad, siendo estos primeros mucho más claros en indicar las regiones de mayor aumento
de la calidad, según puede apreciarse especialmente en el caso con peso poblacional β =0.7.
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(a) (b)

Figura 4.7: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo
con peso poblacional 0.3 y 0.5. Los puntos magenta indican la posición, en la grilla de
observación, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponden a
las curvas de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Figura 4.8: Mapa de aumento de la calidad de la red MACAM-2009 para el rango efectivo
con peso poblacional 0.7. Los puntos magenta indican la posición, en la grilla de observa-
ción, de los puntos de la red MACAM-2009 y las lineas amarillas corresponde a las curvas
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de nivel 70, 80 y 90 para el aumento de la calidad.

Para todos estos indicadores de la calidad de una red (incremento de la calidad de infor-
mación, rango efectivo y grados de libertad) el peso poblacional β =0.7 es tal que hace
comparables los aumentos de la calidad asociados a la región rural entre la estación de
Talagante y la zona urbana de Santiago, y la zona urbana de Santiago al oeste de la
estación de Las Condes. Este hecho se utilizó para fijar, en lo que sigue de este trabajo,
el peso poblacional en β =0.7.

4.3.2. Reducción

Dado un indicador de la calidad y un peso de la población, los valores de la función de
disminución de la calidad han sido normalizados linealmente entre 0 y 100.

Es decir, para i ∈ {1, 2} sea ϕi la función de disminución de la calidad para un indi-
cador de la calidad fi y un peso poblacional βi. Los valores de ϕi han sido normalizados
linealmente tomando como referencia los puntos (min ϕi,max ϕi) y (0, 100). Por lo tanto,
el conjunto de valores normalizados de ϕ1 y ϕ2 no son comparables entre śı, aunque cada
uno por śı solo permite ordenar las estaciones de la red de monitoreo en función de la
disminución de la calidad que cada una de éstas tiene asociada.

Luego, las estaciones con mayores valores de disminución de la calidad son las menos
indicadas para ser eliminadas y las estaciones con menores valores de disminución de la
calidad son las más indicadas para ser eliminadas.

Los resultados que se exponen a continuación han sido obtenidos para peso poblacional 0
y 0.7.
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Reducción de la red para el incremento de la cantidad de información

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: Reducción de la red MACAM-2009 para el incremento de la cantidad de
información con peso poblacional 0 y 0.7. (a) y (b) corresponden a la disminución de la
calidad para el incremento de la cantidad de información con peso poblacional 0 y 0.7,
respectivamente. (c) y (d) corresponden a los mapas de disminución de la calidad para el
incremento de la cantidad de información con peso poblacional 0 y 0.7, respectivamente.
Los radios de los ćırculos son lineales afines a la disminución de la calidad de cada estación.

Nota: Desde el punto de vista de la reducción de una red de monitoreo, la relevancia de
las estaciones que la conforman viene dada por su distribución geográfica en relación al
patrón caracteŕıstico de dispersión. Aśı, el hecho de que la eliminación de una estación
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periférica tenga asociada una pérdida significativa de la calidad de la red, puede deberse
a que no exista otra estación viento abajo de las emisiones y/o geográficamente cercana
que en algún grado la sustituya.

En el gráfico de barras de la figura 4.9 (a), para el caso β =0, los mayores valores para la
disminución de la calidad están asociados a las estaciones de Las Condes (M), Quilicura
(V), Puente Alto (S) y Talagante (T), mientras que los menores valores para la dismi-
nución de la calidad están asociados a las estaciones de Cerro Navia (R), Parque (N) y
Pudahuel (O).

Notemos que las estaciones de Las Condes (M), Quilicura (V) y Puente Alto (S) se ubican
en la periferia de la zona urbana de Santiago y la estación de Puente Alto (T) se ubica en
el extremo suroeste del dominio, correspondiendo a la más periférica de la red. El hecho
de que la estación de Talagante (T) tenga asociada la mayor disminución de la calidad es
concordante con lo descrito en la Nota anterior; aśı como el caso de Las Condes (M) que
a pesar de ser periférica a la zona urbana tiene una menor disminución de la calidad al
encontrarse viento abajo del centro de la ciudad, el cual concentra la mayor parte de las
emisiones y de las estaciones de monitoreo.

Por otro lado, la estación de Parque (N) se encuentra en el centro de la ciudad y su
bajo valor de disminución de la calidad es concordante con los resulados de Osses et al.,
2012 [24] en donde es descrita como una estación representativa de la cuenca de Santiago.
El caso de las estaciones de Cerro Navia (R) y Pudahuel (O) es más complejo, pues al
parecer su extrema cercańıa hace que la remoción de una sea inmediatamente compensada
por la otra.

En el gráfico de barras de la figura 4.9 (b), para el caso β =0.7, los mayores valores
para la disminución de la calidad están asociados a las estaciones de Parque (N) y La Paz
(F), mientras que los menores valores para la disminución de la calidad están asociados a
las estaciones de Pudahuel (O), Cerro Navia (R) y Talagante (T).

Al considerar este peso poblacional, los mayores valores para la disminución de la ca-
lidad se concentran en el centro de la ciudad, donde la población es mayor. Del mismo
modo, el bajo valor de población en la región asociada a la estación de Talagante (T)
hace que ésta presente una baja disminución en la calidad. Finalmente, a pesar del peso
poblacional, se continua observando el acople antes descrito entre las estaciones de Cerro
Navia (R) y Pudahuel (O).
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Reducción de la red para los grados de libertad

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.10: Reducción de la red MACAM-2009 para los grados de libertad con peso
poblacional 0 y 0.7. (a) y (b) corresponden a la disminución de la calidad para los grados
de libertad con peso poblacional 0 y 0.7, respectivamente. (c) y (d) corresponden a los
mapas de disminución de la calidad para los grados de libertad con peso poblacional 0 y
0.7, respectivamente. Los radios de los ćırculos son lineales afines a la disminución de la
calidad de cada estación.

En el gráfico de barras en la figura 4.10 (a) y en el mapa de disminución de la calidad
en la figura 4.10 (c), para el caso β =0, se ve que la disminución de la calidad para los
grados de libertad sigue el mismo patrón que el caso anterior, en donde el indicador de la
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calidad es el incremento de la cantidad de información.

Ahora bien, en el gráfico de barras en la figura 4.10 (b) y en el mapa de disminución
de la calidad en la figura 4.10 (d), al aumentar el peso de la población a β =0.7, se ve
que los mayores valores para la disminución de la calidad siguen siendo los asociados a las
estaciones periféricas de Quilicura (V), Puente Alto (S) y Talagante (T). Es decir, para
los grados de libertad, el peso de la población tiene un efecto menor sobre las estaciones
periféricas en comparación al efecto que tiene el incremento de la cantidad de información.
Finalmente, a pesar del peso poblacional, las estaciones de Cerro Navia (R) y Pudahuel
(O) nuevamente tienen los menores valores de disminución de la calidad.
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Cluster de la red en base a su sensibilidad y una primera aproximación al
problema de comparar redes de distinto tamaño

En las reducciones de la red MACAM-2009 estudiadas en la sección anterior se observa
que, independiente del peso poblacional, los menores valores para la disminución de la
calidad están asociados a las estaciones de Pudahuel (O) y Cerro Navia (R). Posiblemen-
te esto se debe a la extrema cercańıa entre estas estaciones, encontrándose, de hecho, en
puntos adyacentes de la grilla de observación, de manera tal que la remoción de una de
ellas es inmediatamente compensada por la otra.

De hecho, si los patrones de dispersión son apropiados, este mismo fenómeno de aco-
plamiento podŕıa darse en un conjunto de estaciones no necesariamente adyacentes, pero
śı lo suficientemente cercanas entre śı.

Una manera de cuantificar esta noción de cercańıa entre estaciones es mediante un análisis
de cluster en base a la matriz de sensibilidad asociada a la red. Para ésto trabajaremos
con la matriz Ĥ y no con su versión de emisiones ponderadas y reducidas temporalmente
Ĥr

0β, ya que el considerar peso poblacional nulo permite agrupar las estaciones sólo en
base al patrón de dispersión y el no considerar una reducción temporal de las emisiones
permite contar con más información para realizar la agrupación.

Fijemos una red R de tamaño N con matriz de sensibilidad HR. Dado que interesa agru-
par N estaciones de monitoreo, consideraremos una reducción temporal promedio de las
observaciones, similar a la expuesta en la Sección 4.2.1.

Más precisamente, sea mkl el ı́ndice de las filas de HR correspondiente al k-ésimo punto de
observación y al l-ésimo instante de observación. Sea X ∈MN×Ne

EN
e
T

la matriz de cluster
definida por

Xk• =
1

N o
T

No
T∑

l=1

(HR)mkl•

Las figuras 4.11 (a) y (c) muestran los dendrogramas obtenidos a partir de X para una
jerarquización con método/distancia average/cosine y ward/cor , respectivamente (ver
Matlab Documentation en www.mathworks.com). Podemos ver que en ambos casos las
estaciones de Pudahuel (O) y Cerro Navia (R) se encuentran significativamente más cerca
entre śı, respecto del resto de las estaciones.

Las figuras 4.11 (b) y (d) muestran gráficamente la jerarquización de algunas ramas de
los dendrogramas (a) y (c), respectivamente. Podemos ver que en algunos casos la je-
rarquización se desarrolla según la distancia geográfica y la dirección media del viento
(del suroeste). Sin embargo, éstas y otras jerarquizaciones realizadas para distintas ver-
siones de los parámetros método/distancia (no mostradas en este trabajo), indican que
no hay un patrón general de agrupamiento más allá del sistemáticamente mostrado por
las estaciones de Pudahuel (O) y Cerro Navia (R).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.11: Dendrogramas para las métricas average/cosine y ward/cor en base a la
sensibilidad de la red MACAM-2009. En (a) y (c) dendrogramas para método/distancia
average/cosine y ward/cor en base a la sensibilidad de la red MACAM-2009. En (b) y (d)
jerarquización de algunas ramas de los dendrogramas (a) y (c), respectivamente.

Tomando en cuenta la información entregada por el análisis de cluster, es posible replan-
tear el problema de reducción de la red MACAM-2009 considerando conjuntamente las
estaciones (O) y (R). Se proponen dos maneras de realizar ésto:

1. Eliminando ambas estaciones, (O) y (R), a la vez

Notemos que al eliminar cualquiera de las estaciones (V), (M), (L), (S), (Q), (T),
(P), (N) o (F), el indicador de la calidad se calcula considerando 10 estaciones. Sin
embargo, al eliminar ambas estaciones (O) y (R) a la vez, el indicador de la calidad
se calcula considerando 9 estaciones.

Ahora bien, todos los indicadores de la calidad expuestos en este trabajo depen-
den fuertemente del tamaño de la red. Ésto nos conduce a discutir la validez de la
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comparación entre indicadores de la calidad obtenidos para redes de distinto tamaño.
En este sentido, discutamos primeramente la validez del cómo se han planteado has-
ta ahora los problemas de extensión y reducción. Para esto, sea f un indicador de
la calidad de una red de monitoreo R de tamaño N .

Para f , R y N fijos, recordemos que la función

ϕ : DE\R −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = f(HR∪{(x,y)})− f(HR)

permite estudiar el aumento de la calidad de la red cuando se incorpora un nuevo
punto de observación.

Los términos f(HR∪{(x,y)}) y f(HR) no son comparables entre śı, pues se calcu-
lan considerando N + 1 y N estaciones, respectivamente. Sin embargo, al ser f(HR)
constante, los valores de ϕ dependen, en última instancia, del término f(HR∪{(x,y)}),
el cual siempre considera N + 1 estaciones.

Análogamente, recordemos que la fución utilizada en esta sección

ϕ : R −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = f(HR)− f(HR\{(x,y)})

permite estudiar la disminución de la calidad de la red cuando se elimina alguno de
sus puntos de observación.

Nuevamente, los términos f(HR) y f(HR\{(x,y)}) no son comparables entre śı, pues
se calculan considerando N y N − 1 estaciones, respectivamente. Sin embargo, al
ser f(HR) constante, los valores de ϕ dependen, en última instancia, del término
f(HR\{(x,y)}), el cual siempre considera N − 1 estaciones.

Por lo tanto, la situación ya descrita, en la cual se eliminan ambas estaciones (O) y
(R), a la vez, es el único caso real de comparación entre redes de distinto tamaño.

Para el incremento de la cantidad de información y los grados de libertad, una
manera de abordar este problema de comparación es realizando la siguiente modifi-
cación en sus definiciones:

Recordemos que si ∀i ∈ {1, . . . , rg(HR)} : λi < µ, entonces el incremento de la
cantidad de información y los grados de libertad se aproximan al primer orden por
la precisión, es decir

ln

∣∣∣∣INe
EN

e
T

+
H t
RHR

µ2

∣∣∣∣ ≈ Tr

(
H t
RHR

µ2

)
=

rg(HR)∑
i=1

λ2
i

µ2

gl(HR) ≈ Tr

(
H t
RHR

µ2

)
=

rg(HR)∑
i=1

λ2
i

µ2
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Si definimos la precisión por estación como
1

N

rg(HR)∑
i=1

λ2
i

µ2
, entonces las aproximaciones

anteriores motivan definir las siguientes modificaciones al incremento de la cantidad
de información y a los grados de libertad

ln

∣∣∣∣INe
EN

e
T

+
H t
RHR

Nµ2

∣∣∣∣ ≈ 1

N

rg(HR)∑
i=1

λ2
i

µ2

gl

(
HR√
N

)
≈ 1

N

rg(HR)∑
i=1

λ2
i

µ2

En este trabajo no se aplicarán ni se continuará discutiendo la validéz de estas mo-
dificaciones a los indicadores de la calidad. Sin embargo, para cerrar esta discución,
en la figura 4.12 se muestra la evolución del incremento de la calidad de información,
en su definición original y por estación, para la red MACAM entre los años 1988 y
2009

Figura 4.12: Evolución histórica de la modificación al incremento de la cantidad de
información para la red MACAM.
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2. Reduciendo ambas estaciones, (O) y (R), a una nueva estacion (O-R) y
eliminándola

Para evitar comparaciones entre indicadores de calidad obtenidos para redes de dis-
tinto tamaño, es posible reducir las estaciones (O) y (R) a una nueva estación (O-R).
No obstante, es importante señalar que la factibilidad de este método se debe a que,
en este caso, las estaciones tienen gran cercańıa geográfica.

Sea H la matriz de sensibilidad asociada a la red MACAM-2009. Sean kO y kR
los ı́ndices de las filas de H asociados a las estaciones (O) y (R), respectivamente.

Apartir de H definamos una nueva matriz de sensibilidad H̃, idéntica a H salvo el
hecho de que los blosque fila correspondientes a kO y kR han sido reemplazados por
el bloque fila obtenido a partir del promedio entre éstos dos.

Es decir, la sensibilidad de la nueva estación (O-R) corresponde al promedio de
las sensiblidades de las estaciones (O) y (R). Del mismo modo, se define la ubica-
ción geográfica de la estación (O-R) como el promedio de las ubicaciones geográficas
de las estaciones (O) y (R).

En la figura 4.13 se ve esta modificación del método de reducción para la red
MACAM-2009, con peso poblacional β =0.7. Para el caso de los grados de libertad y
el rango efectivo, los menores valores de disminución de la calidad no están asociados
a la estación (O-R), lo cual sugiere que esta modificación ha logrado representar bien
el fenómeno de acople entre las estaciones (O) y (R). Sin embargo, para el caso del
incremento de la calidad de información la estación (O-R) tiene el segundo menor
valor para la disminución de la calidad.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.13: Reducción de la red MACAM-2009 con peso poblacional 0 y 0.7, con-
siderando conjuntamente las estaciones O y R. En (a) y (b) elel caso del incremento
de la cantidad de información, en (c) y (d) el caso de los grados de libertad, en (e)
y (f) el caso del rango efectivo.
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4.4. Resultados del diseño óptimo de una red

Se han abordado los siguientes problemas de diseño óptimo:

1. Obtención de la red óptima MAX-MIN a partir de la red inicial MACAM-2009

2. Obtención de la red óptima con respecto a los indicadores de calidad:

a) Incremento de la cantidad de información

b) Grados de libertad

c) Rango efectivo

a partir de las redes iniciales:

a) MACAM-2009

b) MAX-MIN

c) RANDOM

en donde la red RANDOM se refiere a una red aleatoria fija.

De acuerdo a la relación (C.1) del Apéndice C, el número máximo de evaluaciones del
indicador de calidad para un proceso de optimización de Niter iteraciones está dado por

K(1)

(
ρNiter − 1

ρ− 1

)
en donde K(1) y ρ son parámetros internos del algoritmo Recocido Simulado. Por otro
lado, el número de evaluaciones del indicador de calidad para la resolución a fuerza bruta
del problema de optimización es del orden de(

NE

N

)
en donde NE es el tamaño de la discretización espacial de la grilla de trabajo.

Para una red de tamaño N = 11 y un equipo con procesador de 2.3 Ghz (AMD Ath-
lon II Dual Core P360), el tiempo de evaluación del indicador de calidad es del orden
de 5 seg. Los procesos de optimización se realizaron considerando K(1) = 20, ρ = 1,05
y Niter ∼ 80, lo cual implica un orden de a lo más 19400 evaluaciones del indicador
de calidad con un tiempo de cómputo asociado de 27 hrs. En la práctica, el tiempo de
cómputo fue del orden de 10 hrs, lo cual es coherente con esta cota máxima y con el
hecho de que normalmente el algoritmo era detenido antes de completar el total de itera-
ciones debido a que el indicador de calidad hab́ıa alcanzado un valor asintótico. Sin bien
estos tiempos son significativamente menores que el tiempo de resolución a fuerza bruta
-del orden de 1016 años-, son demasiado grandes para aplicaciones eficientes en la práctica.

Dada una red inicial, nada asegura que el resultado final del algoritmo corresponda a
un óptimo local o global; y, dada su naturaleza aleatoria nada asegura que para una mis-
ma red inicial los resultados finales del algoritmo sean los mismos.
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La red MAX-MIN ha sido obtenida con peso poblacional nulo, ya que interesa obte-
ner un referente de red equiespaciada sobre todo el dominio espacial de observación. El
resto de las redes óptimas han sido obtenidas con peso poblacional β =0.7.

Si bien los problemas de diseño óptimo corresponden a problemas de maximización, los
gráficos de evolución de los indicadores de separación y de calidad muestran funciones
decrecientes debido a que el algoritmo Recocido Simulado ha sido programado como un
algoritmo de minimización.

Todos los mapas de precisión que se muestran a continuación están en escala logaŕıtmica
y son comparables entre śı, pues dependen exclusivamente de la red que describen y no
del indicador de la calidad utilizado.
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4.4.1. Revisión individual de las redes óptimas

Red óptima MAX-MIN con condición inicial MACAM-2009

(a) (b)

Figura 4.14: En (a) evolución del indicador de separación. La linea azul corresponde al
indicador de separación a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la
temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para
la red óptima MAX-MIN. Los puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.15: Red óptima MAX-MIN, con condición inicial MACAM-2009. Los ćırculos
negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la red óptima. La
linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja corresponde al
ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el incremento de la cantidad de información con condición
inicial MACAM-2009

(a) (b)

Figura 4.16: En (a) evolución del incremento de la cantidad de información. La linea azul
corresponde al incremento de la cantidad de información a lo largo de la optimización y
la linea verde corresponde a la temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización.
En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red
óptima.

Figura 4.17: Red óptima para el incremento de la cantidad de información, con condición
inicial MACAM-2009. Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos
azules corresponden a la red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de
observación y la linea roja corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el incremento de la cantidad de información con condición
inicial MAX-MIN

(a) (b)

Figura 4.18: En (a) evolución del incremento de la cantidad de información. La linea azul
corresponde al incremento de la cantidad de información a lo largo de la optimización y
la linea verde corresponde a la temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización.
En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red
óptima.

Figura 4.19: Red óptima para el incremento de la cantidad de información, con condi-
ción inicial MAX-MIN. Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos
azules corresponden a la red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de
observación y la linea roja corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el incremento de la cantidad de información con condición
inicial RANDOM

(a) (b)

Figura 4.20: En (a) evolución del incremento de la cantidad de información. La linea azul
corresponde al incremento de la calidad de información a lo largo de la optimización y
la linea verde corresponde a la temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización.
En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red
óptima.

Figura 4.21: Red óptima para el incremento de la cantidad de información, con condición
inicial RANDOM. Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules co-
rresponden a la red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación
y la linea roja corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para los grados de libertad con condición inicial MACAM-2009

(a) (b)

Figura 4.22: En (a) evolución de los grados de libertad. La linea azul corresponde a
los grados de libertad a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la
temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para
la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.23: Red óptima para los grados de libertad, con condición inicial MACAM-2009.
Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la
red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para los grados de libertad con condición inicial MAX-MIN

(a) (b)

Figura 4.24: En (a) evolución de los grados de libertad. La linea azul corresponde a
los grados de libertad a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la
temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para
la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.25: Red óptima para los grados de libertad, con condición inicial MAX-MIN.
Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la
red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para los grados de libertad con condición inicial RANDOM

(a) (b)

Figura 4.26: En (a) evolución de los grados de libertad. La linea azul corresponde a
los grados de libertad a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la
temperatura del algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para
la red óptima. Los puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.27: Red óptima para los grados de libertad, con condición inicial RANDOM.
Los ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la
red óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el rango efectivo con condición inicial MACAM-2009

(a) (b)

Figura 4.28: En (a) evolución del rango efectivo. La linea azul corresponde al rango
efectivo a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la temperatura del
algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los
puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.29: Red óptima para el rango efectivo, con condición inicial MACAM-2009. Los
ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la red
óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el rango efectivo con condición inicial MAX-MIN

(a) (b)

Figura 4.30: En (a) evolución del rango efectivo. La linea azul corresponde al rango
efectivo a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la temperatura del
algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los
puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.31: Red óptima para el rango efectivo, con condición inicial MAX-MIN. Los
ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la red
óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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Red óptima para el rango efectivo con condición inicial RANDOM

(a) (b)

Figura 4.32: En (a) evolución del rango efectivo. La linea azul corresponde al rango
efectivo a lo largo de la optimización y la linea verde corresponde a la temperatura del
algoritmo a lo largo de la optimización. En (b) mapa de precisión para la red óptima. Los
puntos azules corresponden a la red óptima.

Figura 4.33: Red óptima para el rango efectivo, con condición inicial MAX-MIN. Los
ćırculos negros corresponden a la red inicial y los ćırculos azules corresponden a la red
óptima. La linea negra corresponde al dominio espacial de observación y la linea roja
corresponde al ĺımite urbano-rural.
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4.4.2. Comparación entre redes óptimas

Describiremos, de manera simplificada, una red de monitoreo mediante su centroide y
su elipsoide de direcciones principales. Este último concepto corresponde a un indicador
geométrico de la varianza o dispersión de la red y se construye en base al análisis de
componentes principales de la siguiente manera

Sea R una red de monitoreo de tamaño N . Por simplicidad en la notación denotemos

R = (xk, yk)
N
k=1 y definamos la matriz X =

(
x1 · · · xN
y1 · · · yN

)
.

Sean, respectivamente, X y V , el promedio y varianza de X, definidas por

X =


N∑
k=1

xk · · ·
N∑
k=1

xk

N∑
k=1

yk · · ·
N∑
k=1

yk

 V =
1

N
(X −X)t(X −X)

Sean v1 y v2 los vectores propios de V , de valores propios λ1 y λ2. Entonces se define el
elipsoide de direcciones principales como la elipse de semiejes principales orientados en la
dirección de v1 y v2, y de largo λ1 y λ2.

Por otro lado, dadas dos redes de monitoreo R1 y R2, se utilizó la distancia de Haus-
dorff como un indicador de su similitud.

Las figuras 4.34, 4.35 y 4.36 muestran que para una red inicial fija. independiente de
si ésta corresponde a MACAM-2009, MAX-MIN o RANDOM, la red óptima posee orien-
tación aproximadamente noreste, independiente del indicador de la calidad utilizado. En
todos los casos los centroides de las redes óptimas tienden a estar cerca entre śı, respecto
de la distancia al centroide de la red inicial. Además, se observa que el rango efectivo tiene
asociadas las redes más dispersivas, respecto de los otros indicadores de calidad.

Las figuras 4.37 (a), (b) y (c), comparan la evolución de un indicador de la calidad fijo, a
partir de las redes iniciales MACAM-2009, MAX-MIN y RANDOM. En todos los casos se
observa convergencia del valor del indicador de la calidad, independiente de la red inicial
que se considere. El rango efectivo es el indicador de la calidad que más iteraciones re-
quiere para alcanzar la convergencia, presentando -posiblemente a causa de la naturaleza
discreta de su definición- grandes dificultades para incrementar su valor a lo largo de la op-
timización, según lo indica el marcado escalonamiento de su evolución en la figura 4.37 (c).

Estos resultados son complementados por las figuras 4.38, 4.39 y 4.40. Se aprecia cla-
ramente que dos redes con el mismo valor del indicador de la calidad no tienen porque ser
iguales. Por otro lado, para los grados de libertad, las redes óptimas obtenidas desde las
redes iniciales MACAM-2009 y MAX-MIN, tienen igual centroide, igual elipsoide e igual
grados de libertad. De hecho, una revisión más minuciosa permite constatar que estas
redes óptimas son idénticas.
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Comparación de las redes óptimas según el indicador de la calidad

Figura 4.34: Comparación de redes óptimas, para condición inicial MACAM-2009.
DH(R1, R2) corresponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2. VR(R)
corresponde a la varianza de la red R, relativa a la varianza de la red inicial.
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Figura 4.35: Comparación de redes óptimas, para condición inicial MAX-MIN.
DH(R1, R2) corresponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2. VR(R)
corresponde a la varianza de la red R, relativa a la varianza de la red inicial.
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Figura 4.36: Comparación de redes óptimas, para condición inicial RANDOM.
DH(R1, R2) corresponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2. VR(R)
corresponde a la varianza de la red R, relativa a la varianza de la red inicial.
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4.4. Resultados del diseño óptimo de una red Caṕıtulo 4

Comparación de la evolución indicador de la calidad de la red a lo largo del
algoritmo Recocido Simulado según la condición inicial

(a)

(b) (c)

Figura 4.37: Comparación de la evolución indicador de la calidad. El eje de las abscisas se
muestra el número de iteración del algoritmo Recocido Simulado. El eje de las ordenadas
se muestra el indicador de la calidad. En (a)l caso del incremento de la cantidad de
información. En (b) el caso de los grados de libertad. En (c) el caso del rango efectivo.
Los colores magenta, azul y rojo corresponden a las condiciónes iniciales MACAM-2009,
MAX-MIN y RANDOM, respectivamente.
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Comparación de las redes óptimas según la condición inicial

Figura 4.38: Comparación de redes óptimas, para el incremento de la cantidad de in-
formación. DH(R1, R2) corresponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2.
V(R) corresponde a la varianza de la red R.
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Figura 4.39: Comparación de redes óptimas, para los grados de libertad. DH(R1, R2)
corresponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2. V(R) corresponde a la
varianza de la red R.
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Figura 4.40: Comparación de redes óptimas, para el rango efectivo. DH(R1, R2) corres-
ponde a la distancia de Hausdorff entre las redes R1 y R2. V(R) corresponde a la varianza
de la red R.
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Diagrama de resumen de la comparación de redes óptimas

Representemos una red de monitoreo mediante un punto bidimensional, tal que su prime-
ra coordenada sea igual a la distancia de Hausdorff entre esta red y la red MACAM-2009,
y tal que su segunda coordenada sea igual a la dirección (en grados) de su primera com-
ponente principal, medida en sentido horario con respecto a la dirección de la primera
componente principal de la red MACAM-2009. Esto permite construir el diagrama de la
figura 4.41, en donde han sido representadas todas las redes iniciales y óptimas asociadas
a los problemas de diseño óptimo de esta sección.

Por definición la red MACAM-2009 se posiciona en el origen del diagrama. Las distancias
de las redes óptimas a la red MACAM-2009 se encuentran entre 0.1 y 0.2, acotándose a
valores entre 0.125 y 0.15, si no consideramos las redes óptimas para el rango efectivo. Las
direcciones principales de las redes óptimas se encuentran entre 0◦ y −25◦, con respecto
a la red MACAM-2009.

Figura 4.41: Resumen de la comparación de redes óptimas.
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Conclusiones de la primera parte

5.1. Resumen de resultados obtenidos

En este trabajo se estudiaron metodoloǵıas para el diseño de redes de monitoreo de la
calidad del aire, desde una aproximación variacional a la teoŕıa de la observación, según
la cual toda red de este tipo puede entenderse como un sistema de observación de las
emisiones antropogénicas.

En términos matemáticos, se indicó de qué manera dicho sistema de observación se re-
presenta mediante una matriz de sensibilidad, la cual da una medida de la capacidad que
posee la red para percibir perturbaciones en las emisiones. Por lo tanto, se describió de
qué manera una red de monitoreo es representada por su matriz de sensibilidad.

Posteriormente se consideraron indicadores de la calidad de una red -la precisión, el in-
cremento de la cantidad de información, el rango efectivo y los grados de libertad-, todos
ellos funciones de la matriz de sensibilidad. Se probó que bajo ciertas condiciones, la pre-
cisión corresponde a una aproximación de primer orden del incremento de la cantidad
de información y de los grados de libertad. Además, se explicó en qué sentido el rango
efectivo y los grados de libertad son indicadores equivalentes, ambos ligados a la idea de
recuperar o reconstruir una emisión que es observada parcialmente y con ruido.

Se definieron metodoloǵıas para extender una red, para reducir una red y para obtener
una red óptima con respecto a un cierto indicador de la calidad. Tales metodoloǵıas pue-
den ser utilizadas para elaborar una planificación del desarrollo, a mediano y largo plazo,
de una red de monitoreo. Además, se hizo referencia a la complejidad numérica asociada
a cada uno de estos problemas, según la cual el problema de diseño óptimo requiere de
un tiempo de cómputo significativamente mayor que el requerido por los problemas de
extensión y reducción. Además la naturaleza discreta del problema de diseño óptimo hizo
necesario considerar algoritmos de maximización heuŕısticos y aleatorios, como fue el caso
del algoritmo Recocido Simulado.

Además, se describió cómo incorporar al diseño de redes factores externos (además de
los patrones de dispersión ya considerados en la matriz de sensibilidad), como por ejem-
plo ı́ndices demográficos o geográficos propios del dominio de estudio. En este caso se
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utilizó la densidad poblacional para considerar dentro del diseño la exposición de la po-
blación a las emisiones contaminantes.

El estudio de la extensión de la red MACAM-2009 permitió definir el peso para la den-
sidad poblacional que se utilizaŕıa el resto del trabajo, de manera que las regiones con
mayor aumento de la calidad estuvieran, a grandes rasgos, equilibradas entre las zonas
rurales y urbanas de Santiago. Todos lo indicadores de la calidad utilizados en esta parte
-incremento de la cantidad de información, grados de libertad y rango efectivo- muestran
que las zonas de mayor aumento de la calidad corresponden a la zona rural entre la es-
tación de Talagante y la zona urbana de Santiago, y la región poco monitoreada de la
zona urbana de Santiago ubicada al oeste de la estación de Las Condes. El incremento
de la cantidad de información mostró una mayor tendencia, con respecto a los grados de
libertad, a incorporar estaciones de monitoreo en la zona urbana de Santiago; mientras
que el rango efectivo no mostró tendencia alguna por incorporar estaciones en la zona
rural o urbana de Santiago.

El estudio de la reducción de la red MACAM-2009, además de ordenar las estaciones
en función de su efecto sobre la disminución de la calidad, reveló el problema de acople
entre estaciones que se encuentran muy ligadas entre śı a causa, por ejemplo, de su cer-
cańıa geográfica, como fue el caso de las estaciones de Pudahuel y Cerro Navia, las cuales
se encontraban en puntos adyacentes de la grilla espacial. A su vez, ésto obligó estudiar
de manera más general el problema de comparar los valores de un mismo indicador de la
calidad, cuando son obtenidos a partir de redes de distinto tamaño.

En el estudio del diseño óptimo, el algoritmo de optimización Recocido Simulado requirió,
en todos los casos, un alto tiempo de cómputo, del orden de 10 horas, para alcanzar la
estabilización del indicador de la calidad. Esto motivó estudiar la posibilidad de extender
de manera continua el problema de diseño óptimo (que es, en su definición original, dis-
creto), de manera que sea factible utilizar técnicas de optimización continua que permitan
alcanzar en menor tiempo el óptimo. Si bien se logró plantear de manera teórica esta
extensión, los resultados prácticos se encuentran fuera del alcance de esta tesis, formando
parte de las proyecciones del trabajo.

Independiente de la red inicial utilizada (MACAM-2009, MAX-MIN o RANDOM) e inde-
pendiente del indicador de la calidad utilizado (incremento de la cantidad de información,
grados de libertad o rango efectivo), las redes óptimas obtenidas presentan rasgos simi-
lares, en cuanto a sus centroides y a sus grados de dispersión. Esto es significativo, pues
implica que, a pesar de la eventual existencia de máximos relativos, de la elección de una
red inicial, de la elección de un indicador de la calidad y de la aleatoriedad del algoritmo
de optimización, es posible obtener redes óptimas (o cercanas al óptimo) similares entre śı.

Los resultados de extensión, reducción y optimización indican que el rango efectivo no
es un buen indicador de la calidad, debido a que por definición es demasiado insensible a
los cambios en una red de monitoreo, lo cual se traduce no sólo en mapas de ganancia y dis-
minución de la calidad muy discontinuos y poco precisos, sino que también en dificultades
para incrementar el valor del rango efectivo a lo largo del proceso de maximización.
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5.2. Proyecciones del trabajo

Forma parte de las proyecciones de este trabajo de tesis extender el dominio espacial utili-
zado con el objeto de capturar de manera más completa el complejo patrón de dispersión
de la cuenca de Santiago, definir y validar indicadores de la calidad que permitan -de
acuerdo a lo expuesto en la sección 3.3.2- comparar redes de distinto tamaño, evaluar
la robustez del algoritmo Recocido Simulado para optimizaciones sucesivas con red ini-
cial fija y obtener y evaluar resultados para la relajación del problema de diseño óptimo
y la factibilidad de utilizar -de acuerdo a lo expuesto en la sección 3.3.4- métodos de
optimización tipo gradiente para su resolución.
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Análisis de Ozonosondas en Rapa
Nui
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Descripción Meteorológica de la
Estación de Monitoreo

A escala climatológica, las caracteŕısticas meteorológicas de la región de estudio están
determinadas por el Alta del Paćıfico Suroriental (Pacific High, PH) y por la Corriente
en Chorro Subtropical del Paćıfico Sur (Subtropical Jet Stream, STJ). La subsidencia
inducida por el PH y la estructura latitudinal de ascenso-estabilidad-descenso propia del
STJ (Holton, 2004 [11]) modulan el movimiento vertical sobre la región de estudio.

En la figura 6.2 se observa que el PH afecta Rapa Nui durante todo el año, mostran-
do estacionalmente un desplazamiento latitudinal del orden de 5◦, con un mı́nimo y un
máximo en la intensidad de la subsidencia durante el otoño y la primavera, respecti-
vamente. Por el contrario, el STJ afecta la isla parcialmente durante el año, mostrando
desplazamientos latitudinales del orden de 20◦ con su posición más lejana a la isla durante
verano (50◦S) y su posición más cercana a la isla durante invierno (27◦S). Luego, la mayor
variabilidad estacional del STJ hace que sea necesario analizar su comportamiento más
detalladamente, incluso a escala mensual durante los periodos de mayor variabilidad.

A lo largo del otoño el STJ se encuentra 10◦ al sur de Rapa Nui con valores del or-
den de 25-30 m/s en su núcleo. Sobre la isla, entre 350 hPa y 800 hPa, se observa una
zona de ascenso con valores máximos del orden de -0.5×10−2Pa/s.

A lo largo del invierno el STJ se aproxima latitudinalmente a Rapa Nui, con un máximo
de intensidad de viento zonal en agosto -35 m/s según los reanálisis y 40 m/s según los
sondeos- producto del posicionamiento de su núcleo sobre la isla.

La figura 6.3 muestra que en primavera las variaciones en la estructura del STJ -a di-
ferencia de las del PH, mostradas en la figura 6.4- presentan diferencias significativas
entre septiembre, octubre y noviembre, por lo cual es necesario continuar el análisis a
escala mensual. En general, septiembre corresponde a un mes de transición entre las con-
diciones de máxima intensidad, propias de agosto, y el debilitamiento de estas condiciones
en octubre. Del mismo modo en noviembre el sistema entra abruptamente en un régimen
más bien caracteŕıstico del verano, con caracteŕısticas muy distintas a las de septiembre
y octubre.
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En septiembre el núcleo del STJ está posicionado sobre la isla y su intensidad es si-
milar a los valores invernales.

En octubre el leve desplazamiento del nucleo del STJ hacia el sur marca el inicio del
movimiento que éste experimentará el hacia fines de la primavera. La intensidad dismi-
nuye abruptamente en un orden de 10 m/s, debilitando la estabilidad de la región debajo
del núcleo y promoviendo descenso del orden de 0.05-0.1×10−2Pa/s.

En noviembre el STJ se desplaza abruptamente hacia el sur, desde una posición de 30◦S
en agosto hacia una posición de 50◦S, con valores de viento zonal menores a 20 m/s sobre
Rapa Nui y descenso del orden de 0.05-0.1×10−2Pa/s.

En verano el jet se encuentra en su posición más alejada de Rapa Nui, con su núcleo
en 50◦S. Sobre la isla hay descenso del orden de 0.05-0.1×10−2Pa/s, principalmente atri-
buible a la subsidencia inducida por el PH, la cual posee una intensidad intermedia entre
su valor máximo de primavera y su valor mı́nimo de otoño

A escala sinóptica las caracteŕısticas meteorológicas de la región de estudio están determi-
nadas principalmente por el paso de perturbaciones barocĺınicas como sistemas ciclónicos
y bajas segregadas, las cuales alcanzan la isla principalmente en invierno -figura 6.1-. Una
caracterización de los sistemas ciclónicos sobre el Paćıfico Sur se encuentra en Keable et al,
2002 [17]; y una caracterización de las bajas segregadas sobre el Paćıfico Sur se encuentra
en Fuenzalida et al, 2005 [6].

Figura 6.1: Promedio estacional del número de núcleos de bajas segregadas en una grilla
de 2.5◦, normalizado por área y obtenido a partir de un periodo de 31 años. Las lineas
negras y continuas corresponden a la media climatológica de viento zonal en 500 hPa
para la estación correspondiente. Los cuadros superior e inferior corresponden a invierno
y primavera, respectivamente. Adaptado de Fuenzalida et al., 2005 [6].
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Caṕıtulo 6

En general, la estructura vertical de un sistema ciclónico muestra descenso y ascenso a la
izquierda y a la derecha del eje de la vaguada, respectivamente. Tipicamente el movimien-
to del núcleo de las perturbaciones barocĺınicas es hacia el este, con velocidades medias de
sus núcleos descritas en Keable et al, 2002 [17] de 8 m/s durante el invierno en el Paćıfico
Sur. No obstante, es posible que una baja segregada adopte velocidades distintas a las de
la perturbación de la cual se desprendió, pudiendo incluso instalarse con velocidad nula
en un punto espećıfico. Por lo tanto, el movimiento vertical sobre la isla, inducido por
una perturbación barocĺınica, dependerá de la ubicación y movimiento del núcleo de la
perturbación.

Por otro lado, la velocidad horizontal del viento en el eje de la vaguada se debilita a
medida que la vaguada se agudiza, siendo de especial importancia el caso en donde una
perturbación de éstas se superpone al STJ. En tal caso, el movimiento de mezcla turbu-
lenta inducido por el STJ -debido a cizalles verticales de viento- es de menor importancia
en comparación al movimiento vertical inducido por la perturbación.

88



Caṕıtulo 6

Figura 6.2: Climatoloǵıa estacional del Alta del Paćıfico Suroriental y el Jet Subtropical
del Paćıfico Sur, obtenida de los reanálisis NCEP/NCAR. En la columna izquierda los
contornos negros corresponden a la altura geopotencial en m para el nivel de 1000 hPa.
El punto negro indica la posición aproximada de Rapa Nui. En la columna central los
colores corresponden a la magnitud del viento zonal en m/s para el nivel de 200 hPa. El
punto negro indica la posición aproximada de Rapa Nui. En la columna derecha muestra
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Caṕıtulo 6

secciones latitudinales sobre Rapa Nui, en donde los contornos negros corresponde a la
velocidad vertical ω en Pa/s y los colores corresponden a la magnitud del viento zonal en
m/s para valores mayores a 20 m/s. La linea negra vertical indica la posición aproximada
de Rapa Nui.

Figura 6.3: Climatoloǵıa mensual de una sección latitudinal del STJ para los meses de
junio, julio, agosto, septiembre, octubre y noviembre, obtenida de los reanálisis NCEP/N-
CAR. Los colores corresponden a la magnitud del viento zonal para valores mayores a 20
m/s. Los contornos negros corresponden a la velocidad vertical ω en Pa/s. La linea negra
vertical indica la posición aproximada de Rapa Nui.
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Figura 6.4: Climatoloǵıa mensual del PH para los meses de junio, julio, agosto, septiem-
bre, octubre y noviembre, obtenida de los reanálisis NCEP/NCAR. Los contornos negros
corresponden a la altura geopotencial para el nivel de 1000 hPa en m. El punto negro
indica la posición aproximada de Rapa Nui.
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Descripción de los Datos

A mediados de los años 90, la estación de Rapa Nui fue integrada a la red de monitoreo
global del programa SHADOZ (Thompson et al., 2003 [30] y [31]) (proyecto contribuyen-
te al programa GAW, dirigido a la obtensión de datos de ozono tropical y subtropical
para validación satelital, procesamiento y modelación) debido a que sus bajos niveles de
contaminación de origen antrópico la haćıan ideal para el monitoreo de gases de efecto
invernadero (Gallardo et al., 2005 [8]). Es aśı que desde fines de 1994 hasta el 2013 se han
realizado sondeos verticales de ozono a cargo de la DMC (excepto el año 1994 en donde
las mediciones estuvieron a cargo de la NASA).

Los instrumentos usados en Rapa Nui son el OS815-N (desde octubre de 1994 hasta
1997) y el sensor de ozono CCE 64B (desde 1998 hasta 2013). Este último corresponde
a una Celda de Concentración Electroqúımica, la cual ha sido adosada a un radiosonda
Microcora Vaisala modelo RS 80-15 GE de sondeo automático que realiza mediciones de
presión, temperatura, temperatura de punto de roćıo y humedad relativa. Para mayor
información de los dispositivos de medición referirse a Cuevas, 2006 [2].

En este estudio, de acuerdo a la información disponible, se utilizaron 210 sondeos rea-
lizados desde agosto de 1994 a diciembre de 2010, en principio con información hasta
aproximadamente los 35 km. Las variables disponibles son altura, presión, temperatura,
temperatura de punto de roćıo, humedad relativa y ozono. Además, los 100 ozonosondas
disponibles a partir de 1999 cuentan con datos de velocidad del viento.

La figura 7.1 muestra la serie de tiempo del número de sondeos. En el periodo 1995-
1997 se observa la mayor frecuencia de sondeos, en el periodo 2000-2003 se observa la
menor frecuencia de sondeos -debido a restricciones presupuestarias- y en el periodo 2004-
2010 se observa una frecuencia intermedia de sondeos. Estacionalmente -de acuerdo a la
figura 7.2- el número de sondeos es mayor en los meses de invierno y menor a finales de
la primavera y principios de verano.
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Caṕıtulo 7

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

N
u
m

e
ro

 d
e
 s

o
n
d
e
o
s

 

 

Cantidad anual y estacional

Cantidad anual

Figura 7.1: La linea negra, gruesa y continua corresponde al número anual de sondeos.
La linea negra, delgada y continua corresponde al número anual de sondos, separado en
las estaciones verano, otoño, invierno y primavera. Por convención el año asociado a un
verano será el correspondiente a su mes de enero.
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Figura 7.2: Histograma mensual del número de sondeos. Periodo de fines del año 1994
hasta el año 2010.
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Metodoloǵıa

La metodoloǵıa utilizada en esta investigación tuvo las siguientes etapas:

1. Revisión, limpieza e interpolación de los datos

Se realizó una inspección visual de cada uno de los 210 sondeos, observando los
perfiles de ozono, temperatura, viento zonal y viento meridional.

Se aplicó el siguiente criterio de eliminación global de los datos: un sondeo cuyo
perfil de ozono presente rasgos evidentemente anómalos -indicadores de fallas en
el dispositivo de medición- será inmediatamente descartado. Un sondeo cuyo perfil
de ozono presente rasgos anómalos -pero no inmediatamente atribuibles a fallas en
el dispositivo de medición- será descartado en función de la coherencia f́ısica entre
sus perfiles de ozono, temperatura, viento zonal y viento meridional. Si este criterio
permite concluir que el rasgo anómalo del perfil de ozono corresponde efectivamente
a una falla en el dispositivo de medición, entonces el sondeo será descartado. Fi-
nalmente se realizó una eliminación parcial de los datos, descartando en los perfiles
de ozono, temperatura, viento zonal y viento meridional los tramos verticales -t́ıpi-
camente en la base o en el tope del sondeo- que presentaban anomaĺıas de menor
gravedad.

El conjunto de sondeos resultante de este proceso de eliminación se interpoló li-
nealmente cada 100 m -en concordancia con el procedimiento análogo realizado por
Jensen et al., 2012 [14]- en el rango 0.5-35 km. Se verificó la coherencia entre los
perfiles y sus correspondientes interpolaciones, pues podŕıa darse -principalmente en
perfiles admisibles pero irregulares- que la interpolación introdujera rasgos ficticios
al perfil.

Este procedimiento concluyó con un total de 186 sondeos con perfiles de ozono
admisibles.

Posteriormente, se observó la distribución vertical de los datos faltantes de cada
sondeo -figura 8.1- y la distribución temporal de los sondeos -figuras 8.2 y 8.3- con
el objeto de identificar la frecuencia de lanzamientos y la distribución estacional de
éstos.
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Notemos que sobre los 20 km hay un aumento significativo de la cantidad de datos
faltantes en los perfiles de ozono y que en al año 1995 hubo una serie de sondeos
sistemáticamende defectuosos -figuras 8.1 y 8.2-. De acuerdo a la figura 8.3, la menor
frecuencia de sondeos es a finales de la primavera e inicios del verano y la mayor
frecuencia de sondeos es en invierno. El menor número de eliminaciones completas
de sondeos es a finales del otoño y principios del invierno, y el mayor número de
eliminaciones completas de sondeos es en primavera.
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Figura 8.1: En negro se muestra la distribución de valores faltantes de los perfiles
de ozono y viento zonal.
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Sondeos originales (210)

Sondeos con perfiles de ozono parcialmente completos en el rango 0.5−35 km (186) 

Figura 8.2: La linea negra continua y la linea roja segmentada corresponden al núme-
ro de sondeos originales y al número de sondeos con perfiles de ozono admisibles,
respectivamente.
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Figura 8.3: En negro se muestra el histograma del número de sondeos originales
y en rojo se muestra el histograma del número de sondeos con perfiles de ozono
admisibles.
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Caṕıtulo 8

2. Análisis estad́ıstico clásico de los datos

Se generaron ciclos mensuales, agrupamientos estacionales y análisis de tendencias
de las variables de interés a partir de la información entregada por los sondeos.
Paralelamente y cuando resultó necesario, se complementaron y/o validaron estos
resultados con los datos meteorológicos disponibles en los reanálisis NCEP/NCAR.

Finalmente se realizaron agrupamientos de los datos -con el objeto de detectar una
eventual estructura interna sin el prejuicio de hipótesis asociadas a estacionalidades
o a mecanismos meteorologicos- en base al analisis de componentes principales -o
ACP- y al método k-means.

Al final de esta etapa se formularon las primeras hipótesis acerca de los mecanismos
determinantes de la estructura del ozono troposférico en la región de estudio. En
particular se identificaron las escalas vertical y temporal asociadas a cada uno de
estos mecanismos.

3. Análisis SOM

Se realizó un agrupamiento de los datos en base al algoritmo SOM. Los paráme-
tros propios del algoritmo se determinaron en base a la información entregada por
los métodos de clasificación de la etapa anterior y de investigaciones análogas reali-
zadas por Jensen et al. 2012, [14].

Los 3 métodos de clasificación que se utilizaron -ACP, k-means y SOM- se rela-
cionan entre śı de manera creciente en cuanto a su complejidad. Esto se debe a
que los resultados del método ACP se pueden utilizar para inicializar el algoritmo
k-means y a que el algoritmo SOM es, en un cierto sentido, una generalización es-
tocástica del k-means -Trosset, 2008 [32]-. Por lo tanto, el uso sucesivo de estos tres
métodos permite estudiar la robustez de la clasificación.

4. Con los resultados de estos análisis se reevaluaron las hipótesis formuladas en el
análisis estandar, se elaboraron propuestas finales de mecanismos que explican -al
menos parcialmente- la estructura del ozono troposférico en la región de estudio y
se definieron las caracteŕısticas que un futuro muestreo debeŕıa tener para verificar
la validez de dichos mecanismos.
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Resultados

9.1. Climatoloǵıa tradicional

La figura 9.1 muestra los ciclos anuales de razón de mezcla de ozono y viento zonal en
Rapa Nui obtenidos a partir de los datos de los sondeos.

El ciclo anual de razón de mezcla de ozono muestra una variabilidad estacional en la
tropósfera baja (1000 hPa a 800 hPa), con una disminución y un aumento de la razón de
mezcla durante las estaciones de verano e invierno, respectivamente.

En la tropósfera media-alta (800 hPa a 200 hPa) la razón de mezcla disminuye a princi-
pios de otoño y aumenta sostenidamente a lo largo del invierno para alcanzar su máximo
valor anual en octubre. Posteriormente, en noviembre se observa una abrupta disminu-
ción de la razón de mezcla a valores del orden de la media anual. La tropopausa, definida
qúımicamente como la superficie de 100 ppbv, presenta variaciones en su altura, con un
leve ascenso en otoño y un leve descenso en primavera, concordantes con las variaciones
en la tropósfera media-alta recién mencionadas.

En la zona de intercambio tropósfera-estratósfera (200 hPa) el ciclo anual de viento zonal
muestra un aumento sostenido de la intensidad del STJ a lo largo del invierno -con un
máximo en agosto- y una posterior disminución de su intensidad a lo largo de la prima-
vera, especialmente abrupta en los meses de octubre y noviembre. La comparación de
este ciclo anual con su análogo obtenido a partir de los reanálisis NCEP/NCAR indica
que los datos de los sondeos reproducen apropiadamente el comportamiento del STJ, en
particular coincidiendo en la variación temporal de su núcleo.

Destaca el desfase temporal existente entre el máximo de intensidad del STJ (agosto)
y el máximo de ozono (octubre).

La variación de la razón de mezcla de ozono en la tropósfera baja puede atribuirse a
procesos de convección somera y desarrollo de la capa ĺımite marina, los cuales -producto
del incremento (disminución) de la enerǵıa solar incidente en verano (invierno)- activaŕıan
(inhibiŕıan) el trasporte vertical de aire pobre en ozono desde las capas inferiores a las
capas intermedias de la tropósfera.
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9.1. Climatoloǵıa tradicional Caṕıtulo 9

En caso de existir trasporte significativo de emisiones antrópicas precursoras de ozono
hacia Rapa Nui, se deberán incluir en el análisis procesos de formación fotoqúımica de
ozono, los cuales se asocian a incrementos primaverales de la razón de mezcla t́ıpicamente
localizados en la tropósfera media (Jensen et al., 2012 [14]).

La variación de la razón de mezcla de ozono en la tropósfera media-alta puede atri-
buirse a la activación o inhibición de procesos de intercambio entre la estratósfera y la
tropósfera. Tal es el caso del trasporte turbulento inducido por el STJ o de los quiebres
de la tropopausa causados por el paso de fuertes perturbaciones sinópticas. Sin embargo,
el desfase temporal entre el máximo de intensidad del STJ y el máximo de razón de mez-
cla de ozono complejiza la verificación de esta hipótesis, haciendo necesario el estudio de
campos meteorológicos adicionales.
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Figura 9.1: Ciclo anual de ozono y viento zonal sobre Rapa Nui. En (a) se muestra el
ciclo anual de ozono -en ppbv- obtenido a partir de los datos de los sondeos. La linea
gruesa y continua corresponde al contorno de 100 ppbv. En (b) se muestra el ciclo anual
de viento zonal -en m/s- obtenido a partir de los datos de los sondeos. En ambos casos
las coordenadas verticales son de presión entre 1000 hPa y 100 hPa.
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9.1. Climatoloǵıa tradicional Caṕıtulo 9

La figura 9.2 muestra en (a), (b) y (c) la anomaĺıa del ciclo anual de vorticidad potencial
PV en PV U , el ciclo anual de velocidad vertical ω en 10−2Pa/s y la anomaĺıa del ciclo
anual de gradiente de temperatura potencial dθ/dP en 10−2K/hPa sobre Rapa Nui, res-
pectivamente. En todos los casos las coordenadas verticales son de presión entre 1000 hPa
y 100 hPa. Los campos han sido generados a partir de datos climatológicos disponibles
en los reanálisis NCEP/NCAR.

Si PV (p, t) denota la vorticidad potencial sobre Rapa Nui en el nivel p y en el mes t,
entonces la anomaĺıa se calcula como PV (p, t)− PV (p), en donde PV (p) corresponde al
promedio temporal de PV (p, t).

En el Hemisferio Sur los valores de vorticidad potencial menores a -1.5 PV U son ca-
racteŕısticos de aire estratosférico, por lo cual intrusiones troposféricas de vorticidad po-
tencial con tales valores permiten identificar intercambio de aire entre la estratósfera y la
tropósfera.

Si θ(p, t) denota la temperatura potencial sobre Rapa Nui en el nivel p y en el mes
t, entonces el gradiente de temperatura potencial se calcula de manera discreta como

dθ/dP (p1, t) =
θ(p2, t)− θ(p1, t)

p2 − p1

, en donde p2 > p1 denota el nivel inmediatamente infe-

rior a p1. Con esta definición los valores positivos y negativos del gradiente de temperatura
potencial están asociados a capas inestables y estables, respectivamente. La anomaĺıa de
gradiente de temperatura potencial se calcula de la misma manera que en el caso de
vorticidad potencial.
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(a)

(b)

(c)

Figura 9.2: Ciclo anual de vorticidad potencial, velocidad vertical ω y gradiente de
temperatura potencial sobre Rapa Nui. En (a), (b) y (c) se muestran la anomaĺıa del
ciclo anual de vorticidad potencial PV en PV U , el ciclo anual de velocidad vertical ω
en 10−2Pa/s y la anomaĺıa del ciclo anual de gradiente de temperatura potencial dθ/dP
en 10−2K/hPa, respectivamente. En todos los casos las coordenadas verticales son de
presión entre 1000 hPa y 100 hPa. Los campos han sido generados a partir de datos
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9.1. Climatoloǵıa tradicional Caṕıtulo 9

climatológicos disponibles en los reanálisis NCEP/NCAR.

A finales de verano y principios del otoño el PH muestra su menor influencia sobre la
región de estudio. El STJ se encuentra en un punto intermedio de su recorrido latitudinal
anual, entre su posición más lejana (50◦S) y su posición más cercana (27◦S) a la isla,
influyendo de manera poco significativa sobre ésta. La ausencia de procesos que inhiban
el trasporte vertical hacia arriba y la enerǵıa solar incidente disponible durante este pe-
riodo, son coherentes con el máximo de ascenso anual que se observa en la figura 9.2
(b), el cual promueve el transporte de aire pobre en ozono desde capas inferiores a capas
superiores de la tropośfera, justificando la existencia del mı́nimo de ozono sobre Rapa Nui.

A finales del otoño y a lo largo del invierno el STJ se aproxima latitudinalmente a Rapa
Nui -con un máximo de intensidad de viento zonal en agosto producto del posicionamiento
de su núcleo sobre la isla- permitiendo el transporte de aire rico en ozono desde la es-
tratósfera hacia la tropósfera alta, mediante procesos de mezcla turbulenta. Sin embargo
la zona de estabilidad vertical ubicada inmediatamente bajo el núcleo de STJ impide o
reduce el transporte hacia las capas medias de la tropósfera, lo cual acumula ozono en la
tropósfera alta. Las figuras y 9.2 muestran la coincidencia en el mes de agosto del máximo
de intensidad del jet, de la máxima anomaĺıa de vorticidad potencial y de la máxima
anomaĺıa de estabilidad vertical.

Es importante destacar que si bien la figura 9.2 (a) sugiere una intrusión de aire es-
tratosférico en agosto, los correspondientes valores de vorticidad potencial no pertenecen
al rango caracteŕıstico de la estratósfera. Esto se debe a que los eventos meteorológicos
capaces de producir intrusiones estratosféricas con valores de vorticidad menores a -1.5
PV U -como quiebres de la tropopausa debidos a bajas segregadas intensas- son de escala
sinóptica y por lo tanto su ocurrencia no es completamente capturada en un ciclo anual
promedio.

En septiembre se mantenienen, aunque más debilitadas, las condiciones descritas ante-
riormente. Sin embargo en octubre se observa una abrupta disminución de la intensidad
del STJ sin variaciones latitudinales significativas de su núcleo. Ésto debilita la estabilidad
vertical de manera concordante con un máximo relativo de descenso y el máximo anual
de la razón de mezcla de ozono en la tropósfera media -figuras 9.2 (b) y (9.1)-. Además,
durante este periodo el PH muestra su máxima influencia anual sobre la región de estudio.

En noviembre el STJ se aleja abrúptamente de la isla (alcanzando los 50◦S), llevando
el sistema hacia el régimen de verano-otoño.

Por lo tanto, durante el verano y el otoño el sistema está principalmente modulado por el
PH. En cambio durante el invierno y principalmente durante la primevera, las variaciones
mensuales de razón de mezcla de ozono y de viento zonal -figura (6.3)- y el significativo
desplazamiento latitudinal del STJ relativo al mostrado por el PH -figura (6.4)- sugieren
que el sistema está principalmente modulado por el STJ. La existencia de estas varia-
bilidades mensuales implica que un análisis estacional es insuficiente para estudiar el
comportamiento del ozono en Rapa Nui.
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9.2. SOM

9.2.1. Clasificaciones preliminares realizadas con ACP y K-MEANS

El análisis expuesto en la sección anterior considera mecanismos de transporte de ozono
presentes en la tropósfera media-baja y/o en la tropósfera alta (incluyendo la zona de
intercambio estratósfera-tropósfera).

Para el estudio la estructura del ozono en todo el rango vertical de la tropósfera se aplicó el
algoritmo SOM a 186 perfiles de ozono interpolados linealmente cada 100 m en el rango
0.5-15 km. El ĺımite inferior se fijó en 0.5 km debido a la gran cantidad de datos faltan-
tes en el rango 0-0.5 km. El ĺımite superior se fijó en 15 km con el objeto de incluir los
mecanismos de intercambio estrastósfera-tropósfera descritos en la sección anterior. En lo
que sigue nos referiremos a este procedimiento como Clasificación 1.

Posteriormente, para el estudio del alcance de estos mecanismos de intercambio en la
tropósfera media-baja y de su nivel de acoplamiento con otros mecanismos caracteŕısticos
de dicho nivel -como el desarrollo de la capa ĺımite y la eventual formación fotoqúımica de
ozono- se aplicó el algoritmo SOM a 186 perfiles de ozono interpolados linealmente cada
100 m en el rango 0.5-7.5 km. En lo que sigue nos referiremos a este procedimiento como
Clasificación 2.

De acuerdo a lo expuesto en el Anexo B.1, la clasificación en base a las componentes
principales puede ser utilizada como condicion inicial del método k-means, y el método
SOM corresponde a un generalización estocástica del método k-means.

Luego el número de grupos a formar por el método SOM se determinó mediante la aplica-
ción del método k-means, sugiriendo -independiente de la elección de la condición inicial-
4 y 3 grupos para las Clasificaciones 1 y 2, respectivamente.

9.2.2. Clasificaciones utilizando el Algoritmo SOM

Las siguientes definiciones están hechas de acuerdo a la notación introducida en el anexo
B.2. Se utilizarán los sub́ındices 1 y 2 para referirse a los parámetros propios de los proce-
sos de Clasificación 1 y 2, respectivamente. En caso de que el valor de los parámetros sea
el mismo para ambos procesos no se utilizará sub́ındice en su definición. En ambos casos el
algoritmo fue implementado de modo que fuera posible utilizar perfiles con datos faltantes.

Sean Ω1 y Ω2 los conjuntos de datos de entrada, conformados por m = 186 perfiles de
ozono de tamaño n1 = 146 y n2 = 71, los cuales -de acuerdo a la información entregada
por los análisis anteriores- serán particionados en k1 = 4 y k2 = 3 grupos, respectivamente.

Sean Tg = 1000 y Tf = 850 horizontes temporales asociados a las etapas de aprendizaje
grueso y fino. Los intervalos [0, Tg] y [0, Tf ] ha sido discretizados con un paso temporal
unitario.
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Sean R1 y R2 grillas en R2 compuestas por k1 y k2 nodos dispuestos a los largo del
eje de las ordenadas. Dotaremos a estas grillas de una topoloǵıa rectangular y de una
forma global ciĺındrica.

Sean σg1 , σ
g
2 : [0, Tg] −→ R y σf : [0, Tf ] −→ R las funciones de radio de vecindad para las

etapas de aprendizaje grueso y fino, respectivamente. Sean los valores iniciales σg1(0) = k1
2

,

σg2(0) = k2
2

y σf (0) = 2, y los valores finales σg1(Tg) = 1, σg2(Tg) = 1 y σf (Tf ) = 1. La
forma expĺıcita de las funciones de radio de vecindad corresponderá a una relación lineal
entre los valores extremos recien definidos.

Las funciones de vecindad son del tipo ep y las tasas de aprendizaje son del tipo inv
(con α0 = 0,5 y β3 = 100).

Si bien el algoritmo se inicializó de manera aleatoria, clasificaciones anteriores iniciali-
zadas a partir de las componentes principales arrojaron resultados similares.

Recordemos que, mientras la inicialización aleatoria permite utilizar perfiles con datos
faltantes -siendo especialmente útil cuando se tienen pocos perfiles y/o cuando se desea
aplicar el algoritmo a perfiles en distintos rangos de altura-, la inicialización a partir de
las componentes principales requiere que los perfiles no presenten datos faltantes. En las
Clasificaciones 1 y 2 -inicializadas de esta forma- el número de perfiles utilizables se reduce
de 186 a 181 y 182, respectivamente.

La etapa de aprendizaje se compuso de 2 subetapas ejecutadas consecutivamente: la pri-
mera de aprendizaje grueso y la segunda de aprendizaje fino, ambas caracterizadas por
parámetros -como tasas de aprendizaje y tamaños de vecindades- que permitieran modi-
ficar de manera global y local los valores de los vectores de peso, respectivamente.

9.2.3. Clasificación 1

Los resultados de la Clasificación 1 -figura 9.3- muestran que:

1. En todos los grupos el representante coincide con el perfil medio del grupo.

2. El grupo G2 -conformado por 50 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en el invierno. El representante presenta valores mayores al perfil medio total en
todo el rango de altura.

3. El grupo G1 -conformado por 15 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en el invierno, con una distribución menos precisa en comparación al grupo G2,
posiblemente debido al bajo número de perfiles. El representante presenta valores
mayores al representante del grupo G1 en todo el rango de altura. En particular,
en la tropósfera alta los valores del representante del grupo G2 son mayores a la
desviación del grupo G1.
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4. El grupo G3 -conformado por 82 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en el otoño y principios del invierno. El representante presenta valores menores al
perfil medio total en todo el rango de altura.

5. El grupo G4 -conformado por 39 perfiles- muestra un histograma de meses con perfi-
les distribuidos uniformemente en verano, otoño e invierno y ausentes en primavera.
En la tropósfera baja el representante presenta valores menores al perfil medio to-
tal. En la tropósfera media el representante presenta valores del orden del perfil
medio total. En la tropósfera alta -bajo la región de intercamio- el representante
presenta valores menores al perfil medio total y -sobre la región de intercambio- el
representante presenta valores mayores al perfil medio total.

El grupo G2 se asociará a las condiciones climatológicas propias del invierno y comienzo
de la primavera -figura 9.1- en donde la estructura del ozono en la tropósfera alta queda
determinada por el trasporte turbulento inducido por el jet. Nos referiremos a este grupo
como grupo de transporte turbulento.

El grupo G1 se asociará a intrusiones de ozono provocadas por sistemas ciclónicos cu-
ya región de descenso tiene una ubicación e intensidad propicias para el transporte de
ozono desde la estratósfera hacia la tropósfera. Nos referiremos a este grupo como grupo
intrusivo.

Notemos que la superposición de estas perturbaciones a las condiciones climatológicas
asociadas al STJ modifica los mecanismos que determinan la estructura del movimiento
horizontal y vertical. En general, la estructura vertical de un sistema ciclónico muestra
descenso y ascenso a la izquierda y a la derecha del eje de la vaguada, respectivamente.
T́ıpicamente el movimiento del núcleo de las perturbaciones barocĺınicas es hacia el este,
con velocidades medias de sus núcleos descritas en Keable et al, 2002 [17] de 8 m/s du-
rante el invierno en el Pacifico Sur. No obstante, es posible que una baja segregada adopte
velocidades distintas a las de la perturbación de la cual se desprendió, pudiendo incluso
instalarse con velocidad nula en un punto espećıfico. Por lo tanto, el movimiento vertical
sobre la isla, inducido por una perturbación barocĺınica, dependerá de la ubicación y mo-
vimiento del núcleo de la perturbación. Por otro lado, la velocidad horizontal del viento
en el eje de la vaguada se debilita a medida que la vaguada se agudiza, siendo de especial
importancia el caso en donde una perturbación de éstas se superpone al STJ. En tal caso,
el movimiento de mezcla turbulenta inducido por el STJ -debido a cizalles verticales de
viento- es de menor importancia en comparación al movimiento vertical inducido por la
perturbación.

El grupo G3 se asociará a las condiciones climatológicas propias del otoño y comienzo
del invierno -figura 9.1- en donde la estructura del ozono en la troposfera alta queda de-
terminada por la ausencia de trasporte turbulento inducido por el jet. Además el valor
mı́nimo anual de la subsidencia de gran escala y la enerǵıa solar disponible a principios de
otoño activa procesos de convección somera que transportan aire pobre en ozono desde la
tropósfera baja a la tropósfera media. Nos referiremos a este grupo como grupo convectivo.

El grupo G4, con perfiles presentes de manera relativamente uniforme durante todo el
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año salvo en primavera, no se asociará a procesos climatológicos de escala aproximada-
mente estacional como en el caso de los grupos G2 y G3. A falta de un mecanismo que
permita comprender su estructura, nos referiremos a este grupo como grupo de casos ex-
traños.

Cuando la clasificación se realiza para un número predeterminados de 3 grupos se con-
forman grupos similares al de transporte turbulento con 74 perfiles, al convectivo con 93
perfiles y al intrusivo con 19 perfiles. Sin embargo la menor precisión de los histogramas
de meses -respecto de la clasificación con 4 grupos- sugiere que los mecanismos propuestos
son relevantes aunque insuficientes para describir la totalidad de la estructura de ozono.
Por lo tanto, una clasificación con 4 grupos entrega al algoritmo la holgura necesaria para
identificar el conjunto de los perfiles que no se ajustan a ninguno de los 3 mecanismos
propuestos.

Cuando la clasificación se realiza para un número predeterminado de 5 grupos se con-
forman grupos similares al de transporte turbulento con 28 perfiles, al convectivo con 62
perfiles, al intrusivo con 8 perfiles y al casos extraños con 21 perfiles. El quinto grupo,
conformado por 67 perfiles, tiene un representante que aproximadamente igual a la media
total de ozono y un histograma de meses distrubuido uniformememte a lo largo de todo
el año con una ligera razón de mezcla en invierno.

La constitución del quinto grupo no debe asociarse a un rasgo climatológico medio de
los datos, ya que que -desde un punto de vista f́ısico- no tiene sentido que un patrón de
este tipo -con el cual se identifica aproximadamente el 30 % de los datos- no sea observable
para clasificaciones de 3 o 4 grupos. Más bien notemos que los 4 primeros grupos reducen
su número de perfiles entre un 25 % y un 50 % respecto de la clasificación de 4 grupos,
especificando y/o extremando los rasgos que los definen, de manera tal que el quinto grupo
se constituiŕıa a partir de los perfiles que no se ajustan correctamente a este criterio más
exigente.

106



9.2. SOM Caṕıtulo 9
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Figura 9.3: Clasificación de los perfiles de ozono en le rango 0.5-15 km e histogramas
normalizados de los meses de cada perfil. (a), (b), (c) y (d) corresponden a los grupos
G1, G2, G3 y G4, respectivamente. La linea negra, gruesa y segmentada corresponde al
perfil medio total de ozono (obtenido a partir de todos los perfiles) Las lineas grises y
continuas corresponden a los perfiles de ozono de cada grupo. La linea negra, gruesa y
continua corresponde al nodo de cada grupo. La linea negra y segmentada corresponde a
una desviación con respecto al nodo de cada grupo.

9.2.4. Visualización de la Clasificación 1 en un conjunto de baja
dimensión

Se han utilizado las 2 primeras componentes principales asociadas a los datos para cons-
truir una visualización bidimensional de éstos.

La figura 9.4 muestra las 2 primeras componentes principales PC1 y PC2 obtenidas a
partir de un total de 181 perfiles completos en el rango 0.5-15 km, explicando un 69 % y
un 13 % de la varianza de los datos, respectivamente. La figura 9.5 muestra la proyección
de los perfiles sobre PC1 y PC2. El tipo de marcador y el color del marcador indican el
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grupo y la estación del año a la cual pertenecen los datos, respectivamente.

Notemos que PC1 es uniformemente mayor al perfil medio total de ozono. Por lo tan-
to el valor de la proyección de un perfil en la dirección de PC1 da una medida de la
significacia de este rasgo en la estructura total del perfil.

Ahora bien, notemos que los datos proyectados se dispersan principalmente en la di-
rección de PC1. A grandes rasgos el grupo G3 -indicado con marcador tipo cruz- verifica
PC1 < 0 y simetŕıa con respecto a PC2, el grupo G2 -indicado con marcador cuadrado-
verifica PC2 < 0 y PC1 ∼ 0, el grupo G4 -indicado con marcador tipo punto- verifica
PC2 > 0 y PC1 ∼ 0, y el grupo G1 -indicado con marcador circular- verifica PC1 > 0 y
simetŕıa con respecto a PC2, mostrando -respecto de los otros grupos- la mayor dispersión.

Del mismo modo y de acuerdo a la figura 9.3 el representante del grupo G3 verifica
PC1 < 0 y PC2 ∼ 0, lo cual es concordante con su rasgo subclimatológico. El represen-
tante del grupo G2 verifica PC1 > 0 y PC2 < 0, lo cual es concordante con su rasgo
sobreclimatológico en el rango 0.5-12 km y con su rasgo climatológico en el rango 12-15
km. El representante del grupo G4 verifica PC1 > 0 y PC2 > 0, lo cual es concordante con
su rasgo climatológico en el rango 0.5-8 km y con la estructura presente en el rango 8-15
km. El representante del grupo G1 verifica PC1 > 0 y PC2 ∼ 0, lo cual es concordante
con su rasgo sobreclimatológico.

Lo anterior permite dotar de un significado f́ısico a PC1, asociándola a los procesos que
aumentan o disminuyen la razón de mezcla de ozono uniformemente con respecto a la
media total. Tal es el caso de los procesos convectivos e intrusivos asociados a los grupos
G3 y G1, respectivamente. Del mismo modo PC2 se asociará a los procesos que aumentan
o disminuyen la razón de mezcla de ozono no uniformemente con respecto a la media
total, con énfasis en el rango 12-15 km. Tal es el caso del transporte turbulento de ozono
inducido por el STJ asociado al grupo G2, el cual se encuentra restringido a la tropósfera
alta debido a la estabilidad vertical propia del STJ.

Finalmente, una vez que se ha sido posible asignar una interpretación a las componentes
principales, se puede utilizar el mapa de proyecciones para identificar casos extremos de
los mecanismos f́ısicos involucrados. Esto es especialmente útil en el caso en que una gran
cantidad de datos hace inviable una inspección uno-a-uno de éstos.

En particular esta técnica ha sido utilizada para identificar un caso extremo de intrusión
en la fecha 4/10/2012 -figura 9.5- mediante la seleccion del perfil con mayor proyección
sobre PC1.
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Figura 9.4: Primera y segunda componente principal para el rango 0.5-15 km respecto del
perfil medio total de ozono.
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Figura 9.5: Mapa de proyección para el rango 0.5-15 km. Los gruposG1,G2,G3 yG4 están
indicados con marcadores circular, cuadrado, tipo cruz y tipo punto, respectivamente. Las
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estaciones verano, otoño, invierno y primavera están indicadas con los colores rojo, negro,
azul y magenta, respectivamente. Los marcadores grandes y de color verde corresponden
a la proyección del nodo de cada grupo. Se ha indicado la fecha del perfil con mayor
proyección sobre PC1.

9.2.5. Clasificación 2

Los resultados de la Clasificación 2 -figura 9.6- muestran que:

1. En todos los grupos el representante coincide con el perfil medio del grupo.

2. El grupo G2 -conformado por 78 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en el invierno. El representante presenta valores mayores y similares al perfil medio
total en los rangos 0.5-4 km y 4-7.5 km, respectivamente.

3. El grupo G1 -conformado por 39 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en la primavera. El representante presenta valores mayores al representante del grupo
G1 en todo el rango de altura. En particular, en el rango 4-7.5 km los valores del
representante del grupo G2 son mayores a la desviación del grupo G1.

4. El grupo G3 -conformado por 67 perfiles- muestra un histograma de meses centrado
en el otoño. El representante presenta valores menores al perfil medio total en todo
el rango de altura.

El grupo G2 se asociará a las condiciones climatológicas propias del invierno -figura 9.1-.
Los valores del representante -del orden de la media total de ozono en el rango 4-7.5 km-
indican que durante el invierno los efectos del transporte turbulento de ozono inducido
por el STJ se limitan a la tropósfera alta. Los valores del representante por sobre la media
total de ozono en el rango 0.5-4 km se atribuyen a una capa limite marina poco desa-
rrollada producto de la escaza enerǵıa solar incidente durante invierno. Nos referiremos a
este grupo como grupo invernal.

Notemos que los grupos G1 de las clasificaciones 1 y 2 se conforman de 15 y 39 perfiles,
con histogramas de meses centrados hacia el invierno y la primavera, respectivamente. El
incremento de la razón de mezcla de ozono en el rango 0.5-7.5 km se debe al transporte
de escala sinóptica asociado al paso de sistemas ciclónicos y al transporte de escala cli-
matológica asociado al STJ. El grupo G1 de la Clasificación 2 se constituye detectando
el incremento de la razón de mezcla de ozono, contando no sólo con perfiles asociados al
primer mecanismo -según se muestra en la figura 9.6 (a) en el rango 0.5-15 km- sino que
también con perfiles asociados al segundo mecanismo, diferenciándose del grupo G1 de la
Clasificación 1. La diferencia de los histogramas de meses de cada uno de estos grupos
se debe a que la máxima frecuencia de sistemas ciclónicos en el Hemisferio Sur se da en
invierno -Keable et al., 2002 [17]- y que el máximo de razón de mezcla de ozono debido
a mecanismos climatológicos se da a principios y mediados de la primavera -figura 9.1-.
Hechas estas consideraciones, nos referiremos a este grupo como grupo intrusivo.

El grupo G3 se asociará a las condiciones climatológicas propias del otoño -figura 9.1-
en donde el valor mı́nimo anual de la subsidencia de gran escala y la enerǵıa solar dis-
ponible a principios de otoño activa procesos de convección somera que transportan aire
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pobre en ozono desde la tropósfera baja a la tropósfera media. Nos referiremos a este
grupo como grupo convectivo.

Cuando la clasificación se realiza para un número predeterminado de 4 grupos se con-
forman grupos similares al invernal con 62 perfiles, al convectivo con 47 perfiles y al
intrusivo con 37 perfiles. El cuarto grupo, conformado por 38 perfiles, tiene un repre-
sentante aproximadamente igual a la media total de ozono en el rango 4-7.5 km y bajo
la media total de ozono en el rango 0.5-4 km. La ausencia de estructura del histograma
de meses y la marcada estacionalidad de los procesos considerados en la Clasificación 2
sugieren que este cuarto grupo no posee un mecanismo f́ısico que lo sustente.
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Figura 9.6: Clasificación de los perfiles de ozono en le rango 0.5-7.5 km e histogramas
normalizados de los meses de cada perfil. (a), (b) y (c) corresponden a los grupos G1,
G2 and G3, respectivamente. La linea negra, gruesa y segmentada corresponde al perfil
medio total de ozono (obtenido a partir de todos los perfiles) Las lineas grises y continuas
corresponden a los perfiles de ozono de cada grupo. La linea negra, gruesa y continua
corresponde al nodo de cada grupo. La linea negra y segmentada corresponde a una
desviación con respecto al nodo de cada grupo.

Es importante destacar que clasificaciones realizadas para el rango 7.5-15 km arrojan
resultados muy similares a la Clasificación 1, indicando que para efectos del algoritmo
SOM los rasgos de los perfiles en el rango 0.5-7.5 km son secundarias respecto de los
rasgos en el rango 7.5-15 km. Esto no quiere decir que los mecanismos de la tropósfera
media baja no sean relevantes en el estudio de la estructura del ozono, sino que el rasgo
más distintivo de los perfiles está determinado por los mecanismos de la tropósfera alta.
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9.3. Análisis de Casos

Se ha realizado un análisis de las condiciones presentes en los sondeos de los d́ıas 28 de
agosto del 2009, 4 de octubre del 1996.

A continuación se indica la simboloǵıa utilizada en las imagenes asociadas a los análi-
sis sinópticos que se describirán a continuación, considerando las condiciones 2 d́ıas antes
y 1 dia después de la fecha en cuestión (figuras 9.8 y 9.10).

1. La primera columna muestra, en 200 hPa: magnitud del viento zonal (sombrea-
do), viento mayor a 25 m/s (vectores), altura geopotencial (contornos delgados) y
velocidad omega (contorno gruesos).

2. La segunda columna muestra, en la superficie isentrópica de 320 K : vorticidad po-
tencial (sombreado) destacando el valor estratosférico con un contorno grueso, viento
isentrópico mayor a 25 m/s (vectores) y altura geopotencial (contornos delgados).

3. La tercera columna muestra un corte longitudinal sobre la isla, entre 1000 y 200 hPa:
vorticidad potencial (sombreado) destacando el valor estratosférico con un contorno
grueso, humedad espećıfica (contornos delgados) y velocidad omega (cortornos nor-
males). La linea vertical indica la posición de la isla.

Con respecto del perfil del dia 28 de agosto del 2009 y de las condiciones meteorológicas
asociadas se tiene que:

1. Pertenece al grupo de transporte turbulento -figura 9.7-.

2. Su mes de lanzamiento -agosto- corresponde al de máxima intensidad del STJ sobre
Rapa Nui a escala climatológica -figuras 9.1 (b) y 6.3-.

3. El análisis sinóptico expuesto en la figura 9.8

a) Influencia del STJ y de un sistema ciclónico sobre la región de estudio los d́ıas
-2, -1, 0 y 1. A lo largo de estos d́ıas el paso del sistema ciclónico por sobre la
isla disminuye la intensidad del STJ, pero no lo interrumpe. Esto implica que el
paso del sistema ciclónico no desactiva los mecanismos de trasporte turbulento
inducidos por el STJ.

b) Debido al paso del sistema ciclónico la estructura del movimiento vertical sobre
Rapa Nui corresponde a ascenso el dia -2 y descenso los d́ıas -1, 0 y 1.

c) El dia -2 la superficie de VP -caracteŕıstica de la tropopausa- se posiciona
sobre Rapa Nui. Esto, sumado a la dirección del viento isentrópico sobre la
isla, sugieren la existencia de trasporte de aire estratosférico hacia la tropósfera
alta. Esta situación tambien se observa, aunque menos definidamente, los d́ıas
-1 y 0.

d) Las secciones longitudinales muestran que en los d́ıas -2 y -1 la superficie de
VP caracteŕıstica de la tropopausa penetra la tropósfera hasta los 350 hPa.
Los valores de VP entre -1 y -1.5 UV P revelan una marcada intrusión hasta
los 700 hPa, con una correspondiente disminución de la humedad espećıfica a
valores del orden de 0.001 g/Kg en el rango 200-700 hPa.
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Figura 9.7: Caso del 28-08-2009. La linea negra, gruesa y segmentada corresponde al
perfil medio total de ozono (obtenido a partir de todos los perfiles) Las lineas grises y
continuas corresponden a los perfiles de ozono de cada grupo. La linea negra, gruesa y
continua corresponde al nodo de cada grupo. La linea negra y continua corresponde al
caso particular correspondiente.
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Figura 9.8: Análisis sinóptico caso 28-08-2009.
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Con respecto del perfil del dia 4 de octubre del 1996 y de las condiciones meteorológicas
asociadas se tiene que:

1. Pertenece al grupo intrusivo -figura 9.9-.

2. En su mes de lanzamiento -octubre- la intensidad del STJ sobre Rapa Nui a escala
climatológica disminuye significativamente respecto de agosto y septiembre -figuras
9.1 (b) y 6.3-.

3. El análisis sinóptico expuesto en la figura 9.10

a) Desplazamiento de la zona de máxima intensidad del STJ hacia el norte de
Rapa Nui debido al paso de un sistema ciclónico sobre la región de estudio los
d́ıas -3 (no mostrado), -2, -1, 0 y 1. A lo largo de estos d́ıas el paso del sistema
ciclónico por sobre la isla disminuye significativamente la intensidad del STJ
a valores menores a 25 m/s. Esto implica que el paso del sistema ciclónico
desactiva los mecanismos de trasporte turbulento inducidos por el STJ.

b) Debido al paso del sistema ciclónico la estructura del movimiento vertical sobre
Rapa Nui corresponde a ascenso los d́ıas -2 y -1 y descenso el dia 0.

c) Los d́ıas -3 (no mostrado), -2 y-1 la superficie de VP -caracteŕıstica de la
tropopausa- se aproxima a Rapa Nui, proyectándose con valores no estratoféri-
cos mayores a -1.5 PV U sobre una región ubicada a la izquierda de Rapa Nui.

d) Las secciones longitudinales muestran que en los d́ıas -3 (no mostrado), -2 y -1
la superficie de VP caracteŕıstica de la tropopausa penetra la tropósfera hasta
los 320 hPa al oeste de Rapa Nui. Los valores de VP entre -1 y -1.5 UV P
revelan una marcada intrusión hasta los 700 hPa, con una correspondiente
disminución de la humedad espećıfica a valores del orden de 0.001 g/Kg en el
rango 200-700 hPa. Luego, el viento isentrópico sobre la isla -de dirección este-
transportaŕıa aire rico en ozono desde la región de la intrusión hacia la isla.
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Figura 9.9: Caso del 4-10-1996. La linea negra, gruesa y segmentada corresponde al perfil
medio total de ozono (obtenido a partir de todos los perfiles) Las lineas grises y continuas
corresponden a los perfiles de ozono de cada grupo. La linea negra, gruesa y continua co-
rresponde al nodo de cada grupo. La linea negra y continua corresponde al caso particular
correspondiente.
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Figura 9.10: Análisis sinóptico caso 4-oct-1996.

117



9.4. Análisis de Tendencia Caṕıtulo 9

9.4. Análisis de Tendencia

Se ha realizado un análisis de las series de tiempo de razón de mezcla de ozono entre
finales del año 1994 y finales del año 2010, considerando 8 niveles de presión entre 900
hPa y 200 hPa con un paso de 100 hPa. El número de datos disponibles en estos niveles
vaŕıa entre 181 y 184.

En relación a lo expuesto en el Caṕıtulo 7, la serie presenta una mayor frecuencia de
sondeos en los año 1996 y 1997, teniendo en cuenta de que en el año 1995 aproximada-
mente el 50 % de éstos resultaron ser defectuosos. Los años 1998, 2000, 2001, 2002 y 2003
presentan una abrupta disminución del número de sondeos. Desde el año 2004 hasta el
año 2010 el número de sondeos aumenta -aunque a valores menores a los de los año 1996
y 1997- distribuyendose con relativa uniformidad en todo el periodo.

Se observa que la dispersión de los datos aumenta a medida que disminuye la presión.

En los niveles 900 hPa y 800 hPa el mayor muestreo de los años 1996 y 1997 permite
identificar un ciclo anual. Sin embargo esta caracteŕıstica no es reconocible en el periodo
2004-2010, lo cual sugiere que el muestreo de este periodo es insuficiente por lo menos
para determinar periodicidades en los datos. Por otro lado, el rango anual de los datos
-de 1994 al 2010- no permite detectar variabilidades ENOS.

Se realizó una regresión lineal de los datos para cada nivel de presión, concluyendo que
los datos disponibles no muestran tendencias estad́ısticamente significativas, salvo para
los niveles de 300 hPa y 400 hPa en donde se observa tendencias del orden de -0.6 ppbv
por año.
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Figura 9.11: Análisis de tendencia para la razón de mezcla de ozono. Los marcadores
indican la razón de mezcla de ozono, la linea continua roja corresponde a la regresión
lineal de los datos y las lineas grises indican la fecha de casa sondeo.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones de la segunda parte

10.1. Resumen de resultados obtenidos

En este trabajo se estudió la estructura espacial y temporal del ozono troposférico en
Rapa Nui a partir de 186 sondeos realizados entre los año 1994 y 2010 en el marco del
programa GAW.

Se identificaron macanismos de transporte que explican aspectos de la variabilidad de
escala climatológica y sinóptica de la estructura espacial y temporal del ozono troposféri-
co sobre Rapa Nui. Se concluyó que:

1. El PH determina las condiciones meteorológicas de fondo sobre la región de estudio,
induciendo subsidencia a lo largo de todo el año.

2. El STJ modula -especialmente en la tropósfera alta- las condiciones basales asociadas
al PH, presentando mayores variaciones espaciales y temporales respecto de ésta.

3. A finales del verano y principios del otoño el PH y el STJ se encuentran en su posición
más lejana respecto de Rapa Nui. Bajo estas condiciones de mı́nima intensidad del
PH y la enerǵıa solar disponible inducen el desarrollo de convección, transportando
aire pobre en ozono desde la tropósfera baja hacia la tropósfera media.

4. A finales del otoño y a lo largo del invierno el STJ se aproxima latitudinalmente
a Rapa Nui -con un máximo de intensidad de viento zonal en agosto producto del
posicionamiento su núcleo sobre la isla- permitiendo el transporte de aire rico en
ozono desde la estratósfera hacia la tropósfera alta, mediante procesos de mezcla
turbulenta. Sin embargo la zona de estabilidad vertical ubicada inmediatamente
bajo el núcleo de STJ impide o reduce el transporte hacia las capas medias de la
tropósfera, lo cual acumula ozono en la tropósfera alta.

5. En septiembre se mantenienen, aunque más debilitadas, las condiciones descritas
anteriormente. Sin embargo en octubre se observa una abrupta disminución de la
intensidad del STJ sin variaciones latitudinales significativas de su núcleo. Ésto
debilita la estabilidad vertical de manera concordante con un máximo relativo de
descenso y el máximo anual de la razón de mezcla de ozono en la tropósfera media.
Además, durante este periodo el PH muestra su máxima influencia anual sobre la
región de estudio.
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6. En noviembre el STJ se aleja abrúptamente de la isla, llevando el sistema hacia el
régimen de verano-otoño.

7. A escala sinóptica las caracteŕısticas meteorológicas de la región de estudio están de-
terminadas principalmente por el paso de perturbaciones barocĺınicas como sistemas
ciclónicos y bajas segregadas, las cuales alcanzan la isla principalmente en invierno.
Dependiendo de su intensidad estas perturbaciones pueden transportar aire rico en
ozono desde la estratosfera hacia la tropósfera y están asociadas a los perfiles con
mayores valores de razón de mezcla de ozono.

Estos resultados -formulados a partir de un análisis estad́ıstico clásico- han sido verifica-
dos mediante la aplicación de métodos de agrupamiento, con el objeto de identificar tal
estructura interna de los datos sin el prejuicio de hipótesis asociadas a estacionalidades o
a mecanismos meteorologicos particulares.

En particular el método SOM -utilizado en estudios análogos, e.g Jensen et al., 2012 [14]-
ha mostrado un desempeño satisfactorio. Este método -debido al bajo número de gru-
pos a formar- entrega resultados practicamente idénticos a los de su análogo de menor
complejidad k-means. Sin embargo a medida que aumenta el número prederminado de
grupos a formar -producto de un mayor número y/o complejidad de los datos- el método
SOM ejecuta de manera más efectiva una etapa de aprendizaje -procedimiento similar a
la asimilación de datos- diferenciádose significativamente del método k-means.

Por otro lado, realizó un análisis de tendencia de razón de mezcla de ozono para nueve ni-
veles de presión en la tropósfera -cada 100 hPa entre 900 hPa y 200 hPa-. Se concluyó que:

1. Los datos disponibles no muestran tendencias estad́ısticamente significativas, salvo
para los niveles de 300 hPa y 400 hPa en donde se observa tendencias del orden de
-0.6 ppbv por año.

2. La frecuencia de los sondeos es insuficiente para determinar periodicidades, a ex-
cepción de los año 1996 y 1997 en donde la mayor cantidad de datos disponibles
permite identificar ciclos anuales en la tropósfera baja (el año 1995 tiene un número
de sondeos comparable al de los año 1996 o 1997, sin embargo aproximadamente el
50 % de éstos corresponden a sondeos defectuosos).

3. El rango anual de los datos -de 1994 al 2010- no permite detectar variabilidades
ENOS.

Considerando los años 1995, 1996 y 1997 en la figura 9.11, se concluye que un estudio
de la estructura del ozono en la tropósfera alta y media requiere un muestreo de por lo
menos 30 sondeos al año con énfasis en invierno -debido a la mayor frecuencia de sistemas
ciclónicos- y en primavera -debido a las significativas variaciones de la posición del STJ-.
A esto es importante agregar el hecho de que -probablemente producto del aumento de los
valores y de la variablidad de la razon de mezcla de ozono- el mayor número de sondeos
eliminados se da en primavera -figura 8.3-. Lo anterior justifica la necesidad de mantener
y mejorar los procedimientos de monitoreo en Rapa Nui.
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10.2. Proyecciones del trabajo

Forma parte de las proyecciones de este trabajo de tesis:

1. Realizar un análisis de la turbulencia -a partir del cálculo de la enerǵıa cinética tur-
bulenta (TKE) y de los términos asociados a su variación- para validar el mecanismo
de transporte turbulento de ozono asociado al STJ.

2. Realizar un análisis de la convección -a partir del cálculo de la enerǵıa potencial
convectiva disponible (CAPE)- para validar el mecanismo de transporte convectivo
asociado a la disminución de la razón de mezcla de ozono durante el régimen verano-
otoño.

3. Realizar un análisis de trayectorias para cada sondeo con el objeto de identificar
patrones de transporte que validen los mecanismos propuestos en este trabajo y/o
que propongan nuevos mecanismos. Para esto se propone -de acuerdo a Jensen et
al., 2012 [14]- realizar un agrupamiento de trayectorias utilizando el algoritmo SOM
y estudiar la relación entre los grupos de trayectorias y los grupos de sondeos.

4. Determinar la importancia de la formación fotoqúımica de ozono troposférico respec-
to de los mecanismos de transporte propuestos en este trabajo. Para esto se propone
realizar un análisis de trayectorias considerando las épocas de quema de biomasa
en Australia, África y Sudamérica -Roberts et al., 2008 [25]-. En caso de que la
formación fotoqúımica tenga un rol significativo se deberán definir metodoloǵıas de
medición de precursores de ozono en la región de estudio.

5. Estudiar la relación existente entre los datos de Rapa Nui y los datos continentales
actualmente disponibles para Santiago y Cerro Tololo.

6. Validar las mediciones y los resultados de este estudio en base a los reanálisis de
ozono ECMWF.

7. Evaluar la posibilidad de extender el estudio a la estratósfera, considerando el sig-
nificativo aumento de datos faltantes por sobre los 15 km.
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Conclusiones generales

En este trabajo se evaluó la aplicabilidad de la Teoŕıa de la Observación y Asimilación
al estudio de dos Sistemas de Observación Meteorológica. El primero correspondió a la
actual red de monitoreo de la calidad del aire MACAM en la cuenca de Santiago de Chile.
Al contar con información proveniente de un modelo de dispersión de CO se pudo aplicar
esta teoŕıa -desde una perspectiva variacional- para definir satisfactoriamente indicadores
de la calidad de una red -basados en conceptos de precisión, cantidad de información y
recuperabilidad- y proponer -a través de éstos- metodoloǵıas de diseño basadas en con-
ceptos de extensión, reducción, agrupamiento y optimalidad de la red. El segundo sistema
correspondió a un conjunto de 186 sondeos de ozono en Rapa Nui realizados entre el
año 1995 y el año 2010 en el marco del programa GAW. Al no contar con un modelo de
dispersión de ozono, se aplicó la Teoŕıa de Mapas Auto Organizantes para identificar es-
tructuras internas de los datos, las cuales permitieron proponer mecanismos de transporte
relevantes para la estructura del ozono tropósferico en la región de estudio. Es importante
destacar que la Teoŕıa de Mapas Auto Organizantes -que incluye, desde una perspectiva
estocástica, a una gran variedad de métodos de clustering- muestra importantes simili-
tudes con la Teoŕıa de la Observación y Asimilación, pues la primera utiliza de manera
similar -aunque desde un punto de vista estad́ıstico- el concepto de asimilación presente
en el estimador BLUE.
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Glosario

El siguiente glosario principalmente está asociado a la notación introducida en la sección 3.

DT = {t1, . . . , tNT } Discretización temporal de tamaño NT

DE = {t1, . . . , tNE} Discretización espacial de tamaño NE

ET = {te1, . . . , teNe
T
} ⊆ DT Conjunto de instantes de emisión de tamaño N e

T

OT = {to1, . . . , toNo
T
} ⊆ DT Conjunto de instantes de observación de tamaño N o

T

EE = {(xe1, ye1), . . . , (xeNe
E
, yeNe

E
)} ⊆ DE Conjunto de puntos de emisión de tamaño N e

E

OE = {(xo1, yo1), . . . , (xoNo
E
, yoNo

E
)} ⊆ DE Conjunto de puntos de observación de tamaño N o

E

RNe
EN

e
T Espacio de Emisión

RNo
EN

o
T Espacio de Observación

H : RNe
EN

e
T −→ RNo

EN
o
T Operador de Observación entre los Espacios de

Emisión y Observación

H Matriz Jacobiana del Operador de Observación H
o Matriz de Sensibilidad

Ĥ Operador de Observación Total (caso en que
todo el Espacio de Observación es observado)

Ĥ Matriz de Sensibilidad de Ĥ

HR Operador de Observación Parcial (caso en que
el Espacio de Observación es observado parcialmente
a través de la red de monitoreo R)

HR Matriz de Sensibilidad de HR

BFN(Ĥ) Conjunto de las Matrices de Sensibilidad
asociadas a redes de monitoreo de tamaño N
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Apéndice A

Ecuaciones de la Meteoroloǵıa y de
la Dispersión

Denotemos por
−→
Ω al vector velocidad angular terretre, por ρ al campo de densidad del

aire seco, por P al campo de presión del aire seco, por T al campo de temperatura del

aire seco y por
−→
V al campo tridimensional de velocidad del viento relativa al movimiento

de rotación terrestre dado por
−→
Ω .

De la Ley de Conservación del Momentum Lineal se tiene que

∂t
−→
V + (

−→
V · ∇)

−→
V +

1

ρ
∇P = −2

−→
Ω ×

−→
V +

−→
f (A.1)

en donde
−→
f corresponde a un campo vectorial de fuerzas externas, definido por unidad de

masa. La depedencia de
−→
f con respecto a la meteoroloǵıa estará dada por los fenómenos

dinámicos externos que se deseen incluir en el balance de momentum.

De la Ley de Conservación de la Masa se tiene que

∂tρ+∇ · (ρ
−→
V ) = 0 (A.2)

De la Ley de los Gases Ideales de tiene que

P = ρRT (A.3)

en donde R corresponde a la Constante Universal de los Gases Ideales.

De la Ley de Conservación de la Enerǵıa de tiene que

cp(∂tT + (
−→
V · ∇)T )− 1

ρ
(∂tP + (

−→
V · ∇)P ) = Q (A.4)

en donde cp corresponde al calor espećıfico del aire seco a presión constante y Q corres-
ponde a un campo escalar de flujo de enerǵıa externa, definido por unidad de masa. La
dependencia de Q con respecto a la meteoroloǵıa estará dada por los fenémenos externos
de transmisión de enerǵıa que se desee incluir en el balance energético.
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Caṕıtulo A

Ejemplo de ésto son forzantes radiativos (interdiarios o estacionales), intercambio de
enerǵıa entre los sistemas acoplados tierra-atmósfera y océano-atmósfera, flujos de enerǵıa
por reacción qúımicas asociados a la presencia de especies qúımicas en la atmósfera y flujos
de enerǵıa asociados a la presencia de agua en la atmósfera (cambios de fase, nubosidad).

Si c denota la concentración de una especie qúımica relevante en el balance energético
del sistema, entonces de la Ley de Conservación de la Masa se tiene que

∂tc+∇ · (c
−→
V ) = Fc − Sc (A.5)

en donde Fc y Sc corresponden, respectivamente, a los campos escalares fuente y sumi-
dero de la especie, definidos por unidad de masa, los cuales pueden o no depender de la
meteoroloǵıa y de la presencia de ésta u otras especies.

En general, el vapor de agua es relevante para el balance energético atmosférico, por
lo cual para su razón de mezcla q se considerará su ecuación de conservación

∂t(ρq) +∇ · (ρq
−→
V ) = Fq − Sq (A.6)

con campos fuente y sumidero fuertemente acoplados a la meteoroloǵıa.

En el caso en que la especie corresponde a un contaminante atmosférico, denotaremos
por e a la componente de Fc correspondiente a fuentes antropogénicas y naturales; refi-
riendonos a élla como emisión.

Finalmente, nos referiremos como Ecuaciones de la Meteoroloǵıa al conjunto de ecua-
ciones (A.1), (A.2) , (A.3), (A.4) y (A.6). Para un conjunto de N especies c1, . . . , cN nos
referiremos como Ecuaciones de la Dispersión al conjunto de las N ecuaciones de la forma
(A.5).

Modelos Numéricos OFF-LINE y ON-LINE

Si
−→
f , Q, Fq y Sq no dependen de ninguna de las especies c1, . . . , cN , entonces las Ecua-

ciones de la Meteoroloǵıa se desacoplan de las Ecuaciones de la Dispersión, formando

un sistema cerrado para las 7 variables ρ, P , T , q y
−→
V . Un modelo numérico que re-

suelva primero las Ecuaciones de la Meteoroloǵıa y que luego, utilizando las variables
meteorológicas como parámetros ya conocidos, resuelva las Ecuaciones de la Dispersión
se denominará modelo OFF-LINE.

Si
−→
f , Q, Fq o Sq dependen de alguna de las especies c1, . . . , cN entonces las Ecuacio-

nes de la Meteoroǵıa no se desacoplan de las Ecuaciones de la Dispersión, formando un

sistema cerrado para las 7 + N variables c1, . . . , cN , ρ, P , T , q y
−→
V . Un modelo numéri-

co que resuelva conjuntamente las Ecuaciones de la Meteroloǵıa y las Ecuaciones de la
Dispersión se denominará modelo ON-LINE.
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Forma particular de la Ecuación de la Dispersión

Consideremos la Ecuación de la Dispersión dada en (A.5)

∂tc+∇ · (c
−→
V ) = Fc − Sc (A.7)

Aplicando la descomposición de Reynolds

c = c+ c′
−→
V =

−→
V +

−→
V ′

Fc = Fc + F ′c Sc = Sc + S ′c

esta ecuación toma la forma

∂tc+∇ · (c
−→
V ) +∇ · (c′

−→
V ′) = Fc − Sc (A.8)

Considerando la parametrización del flujo turbulento c′
−→
V ′ = ∇c y suponiendo incompre-

sibilidad del viento medio ∇ ·
−→
V = 0, la ecuación (A.8) toma la forma

∂tc−∆c+
−→
V · ∇c = Fc − Sc (A.9)

El desarrollo anterior indica cómo la ecuación (A.9) se desprende de la ecuación de dis-
persión original (A.5), siendo, en estricto rigor, una aproximación válida para los valores
medios de las variables en la medida en los supuesto que se han hecho sean razonables.
Más aun, cuando tales supuestos, de incompresibilidad y parametrización, se verifican
satisfactoriamente, se suele considerar que la ecuación (A.9) es válida para los valores
originales de las variables y se toma como Ecuación de la Dispersión a la ecuación

∂tc−∆c+
−→
V · ∇c = Fc − Sc (A.10)
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Apéndice B

Métodos de Agrupamiento
K-MEANS y SOM

B.1. K-MEANS

Sea m,n, k ∈ N y Ω = {x1, . . . , xm} ⊂ Rn. Denotemos por Pk(Ω) al conjunto de las
particiones de Ω de tamaño k. Consideremos una distancia d en Rn. Para {C1, . . . , Ck} ∈
Pk(Ω) y {m1, . . . ,mk} ⊂ Rn definamos el funcional

W (C1, . . . , Ck;m1, . . . ,mk) =
k∑
j=1

∑
xi∈Cj

d2(xi,mj) (B.1)

En este contexto Ω corresponde a un conjunto de datos, para el cual se desea encontrar
una partición o cluster C1, . . . , Ck, con representantes m1, . . . ,mk, que permita observar
una eventual estructura interna del conjunto de datos. Cada sumando del funcional defi-
nido en (B.1) corresponde a una medida de la dispersión al interior del conjunto Cj con
respecto a su representante mj.

El método de agrupamiento k-means consiste en determinar el cluster para el cual la
dispersión interna total del conjunto de datos es mı́nima, a partir de la resolución del
siguiente problema de optimización

mı́n
{C1, . . . , Ck} ∈ Pk(Ω)
{m1, . . . ,mk} ⊂ Rn

W (C1, . . . , Ck;m1, . . . ,mk) (B.2)

La resolución de este problema puede ser abordada a partir de sus proyecciones sobre el
conjunto de los clusters o sobre el conjunto de los representantes.

1. Proyección sobre el conjunto de los clusters.

Dado un cluster C1, . . . , Ck definamos

x(Cj) =
1

|Cj|
∑
xj∈Cj

xj

W (C1, . . . , Ck) = W (C1, . . . , Ck;x(C1), . . . , x(Ck))
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Consideremos el problema de optimización con dominio discreto

mı́n
{C1, . . . , Ck} ∈ Pk(Ω)

W (C1, . . . , Ck) (B.3)

Dado que el problema (B.3) es una restricción del problema (B.2) y dado que, a
partir de la aplicación de técnicas de optimización multivariada, es posible probar
queW ≤ W , se tendrá que los problemas (B.3) y (B.2) con equivalentes. El algoritmo
tipicamente utilizado para la resolución del problema (B.3) corresponde al algoritmo
de MacQueen -Trosset, 2008 [32]-.

2. Proyección sobre el conjunto de los representantes.

Dado un cluster C1, . . . , Ck, sus representantes m1, . . . ,mk y un dato xj denotemos
por C(xj) al elemento del cluster al cual pertenece xj, por m(xj) al representan-
te del elemento del cluster C(xj) y por m∗(xj) a un representante que verifique
∀i ∈ {1, . . . , k} : d(m∗(xj), xj) ≤ d(mi, xj).

Definamos

C̃(mj) = {xi ∈ Ω : m∗(xi) = mj} (B.4)

W̃ (m1, . . . ,mk) = W (C̃(m1), . . . , C̃(mk);m1, . . . ,mk)

Consideremos el problema de optimización a dominio continuo

mı́n
{m1, . . . ,mk} ⊂ Rn

W̃ (m1, . . . ,mk) (B.5)

Dado que el problema (B.5) es una restricción del problema (B.2) y dado que, por

definición de W̃ se tiene que W̃ ≤ W , se tendrá que los problemas (B.5) y (B.2)
con equivalentes. La continuidad del dominio en (B.5) permite aplicar algoritmos de
optimización continua para la resolución de este problema.

Los algoritmos utilizados para la resolución de los problemas (B.3) y (B.5) requieren un
cluster y un conjunto de representantes iniciales, respectivamente. Entre las alternativas
para la determinación de estos parámetros iniciales destaca el caso en donde los represen-
tantes son seleccionados mediante muestreo aleatorio y el caso en donde se utilizan como
representantes las componentes principales asociadas a los datos. Posteriormente, de ser
necesario, el cluster inicial puede construirse a partir de los representantes iniciales según
la relación (B.4).

Nota: Sea {v1, . . . , vm} ⊂ Rn el conjunto de componentes principales asociadas a Ω, to-

memos ∀j ∈ {1, . . . , k} : mj = vj y Cj = C̃(vj). El significado estad́ıstico desde el cual
se definen las componentes principales hacen que sea interesante considerar el cluster que
éstas inducen cuando son tomadas como representantes iniciales.

Por otro lado la ortogonalidad de las componentes principales puede ser utilizada para
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visualizar parcialmente los datos a través su proyección sobre un espacio de baja dimen-
sión. En efecto, sea l ∈ {1, . . . ,m} (t́ıpicamente l = 2 o l = 3) y consideremos la función
lineal

ϕ : Rn −→ Rl

x 7−→ ϕ(x) = (pv1(x), . . . , pvl(x))

en donde el escalar pvj(x) corresponde a la proyección ortogonal de x sobre vj. Luego, da-
do un cluster C1, . . . , Ck, los conjuntos proyectados ϕ(C1), . . . , ϕ(Ck) permiten visualizar
el agrupamiento de los datos en el espacio de baja dimensión Rl. Nos referiremos a ésto
como Mapa de Proyección.

Es importante notar que los conjuntos ϕ(C1), . . . , ϕ(Ck) no son necesariamente disjun-
tos dos a dos y que para l < n la función ϕ no es biyectiva.

B.2. SOM

Un mapa auto organizante (SOM, Self Organizing Map ) es un procedimiento que convier-
te la relaciones estad́ısticas -eventualmente no lineales- presentes en un conjunto de datos
de entrada -tipicamente de alta dimensión- en relaciones geométricas simples -visualizables
en espacios de baja dimensión- que preserven las estructuras topológicas y geométricas
más relevantes de los datos (Kohonen et al., 1990 [20]).

Sea m,n, k ∈ N. Sea Ω = {x1, . . . , xm} ⊂ Rn que denominaremos datos de entrada y
sea T > 0 que denominaremos horizonte temporal de aprendizaje. Denotemos por Pk(Ω)
al conjunto de las particiones de Ω de tamaño k. Consideremos una distancia d en Rn.

Consideremos las siguientes definiciones

1. Sea R = {r1, . . . , rk} ⊂ R2 (o R3) que denominaremos conjunto de nodos o grilla.

Dotaremos a este conjunto de una topoloǵıa que permita introducir los conceptos
de adyacencia entre nodos y vecindad en torno a nodos. Para ri ∈ R y σ ≥ 0, el
conjunto Nσ(ri) ⊂ R denotará la vecindad en torno a ri de radio σ. Las vecindades
de los nodos frontera quedaran determinadas a partir de una forma global de la grilla.

La figura B.1 muestra las vecindades inducidas por topoloǵıas de tipo hexagonal
y rectangular, y la figura B.2 muestra, para una grilla con topoloǵıa rectangular,
formas globales de tipo planar, ciĺındrico y toroidal.
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Figura B.1: Vecindades inducidas por topoloǵıas de tipo hexagonal (izquierda) y
rectangular (derecha), para radios 0, 1 y 2. Adaptado de SOM Toolbox Report,
2000 [29].

Figura B.2: Formar globales, para una grilla con topoloǵıa rectanglar, de tipo planar
(izquierda), ciĺındrico (centro) y toroidal (derecha). Adaptado de SOM Toolbox
Report, 2000 [29].

2. ∀i ∈ {1, . . . , k} consideremos las funciones

mi : [0, T ] −→ Rn

t 7−→ mi(t)

que denominaremos vectores de peso.

Finalmente fijemos una biyección entre el conjunto de nodos y los vectores de peso.

3. Consideremos la función decreciente

σ : [0, T ] −→ R
t 7−→ σ(t)

que denominaremos radio de vecindad.
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4. ∀i, j ∈ {1, . . . , k} consideremos las funciones

hij : [0, T ] −→ R
t 7−→ hij(t)

que denominaremos funciones de vecindad asociadas a los nodos ri y rj. T́ıpicamente
se utilizan las siguientes formas explicitas para estas funciones

hij(t) = H(σ(t)− dij)

hij(t) = e
−

dij

2σ2(t)

hij(t) = e
−

dij

2σ2(t)H(σ(t)− dij)
hij(t) = max{0, 1− (σ(t)− dij)2}

en donde H(a) = 0, si a < 0 y H(a) = 1, si a ≥ 0, y dij = d(ri, rj). Estas funciones
se denominan bubble. gaussian, cutgauss y ep, respectivamente, y dependen de las
caracteŕısticas de la grilla correspondiente.

Consideremos la función decreciente

α : [0, T ] −→ R
t 7−→ α(t)

que denominaremos tasa de aprendizaje. Tipicamente se utilizan las siguientes for-
mas expĺıcitas para esta función

α(t) = α0

(
1− β1

t

T

)
α(t) = α0

(
β2

α0

) t
T

α(t) =
α0

1 + β3
t
T

en donde α0 > 0 corresponde a la tasa inicial de aprendizaje y β1, β2, β3 > 0 son
parámetros fijos (β2 < α0). Estas funciones se denominan linear, power e inv, res-
pectivamente.

Sea N ∈ N y 0 = t0 < t1, . . . , tN ≤ T una discretización del intervalo [0, T ]. El algoritmo
de aprendizaje es el siguiente

1. Inicialización.

Asignar valores iniciales a los vectores de peso m1(t0), . . . ,mk(t0), tipicamente es-
cogidos aleatoriamente o bien obtenidos a partir de las k primeras componentes
principales asociadas al conunto de datos.
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2. Aprendizaje.

Para l ∈ {1, . . . , N − 1} seleccionar aleatoriamente un dato x(tl) ∈ Ω.

Identificar el valor del vector de peso mc(tl) más cercano a x(tl) -también deno-
minado vector BMU (Best Matching Unit)-, es decir

∀i ∈ {1, . . . , k} : d(x(tl),mc(tl)) ≤ d(x(tl),mi(tl)) (B.6)

Actualizar el valor de los vectores de peso según la relación

∀i ∈ {1, . . . , k} : mi(tl+1) = mi(tl) + α(tl)hci(tl)(x(tl)−mi(tl)) (B.7)

Es decir, luego de haber seleccionado aleatoriamente un dato x(tl), los valores del
vector BMU mc(tl) y de los vectores de peso mi(tl) asociados a los nodos vecinos
de rc, con énfasis en aquellos mi(tl) que verifican ri ∈ Nσ(tl)(rc), son modificados
mediante una traslación rectiĺınea de factor α(tl)hci(tl) en la dirección del valor del
dato x(tl). La figura B.3 muestra un esquema de este proceso.

Por esta razón esta etapa del algoritmo se denomina de aprendizaje y presenta cier-
tas similitudes con la Teoŕıa de Asimilación de Datos mediante Modelación Inversa
(Kalnay, 2003 [16]).

3. Agrupamiento.

Definir el cluster de los datos tomando como representantes m1(tN), . . . ,mk(tN)
según la relación (B.4).

Figura B.3: Actualización de los valores de los vectores de peso a lo largo del proceso de
aprendizaje. El conjunto de datos de entrada es de dimensión n = 2. Los puntos grises y
negros corresponden a los valores de los vectores de peso después y antes de la actualiza-
ción, respectivamente. Las lineas segmentadas y continuas que conectan los puntos hacen
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referencia a la relación topológica presente en el conjunto de nodos correspondiente. La X
corresponde al dato seleccionado aleatoriamente y las flechas indican la modificación de
los valores de los vectores de peso correspondientes. Adaptado de SOM Toolbox Report,
2000 [29].

El resultado final del proceso de aprendizaje es obtener un conjunto de valores finales
para los vectores de peso que sea representativo de los datos de entrada y que permita
observar una eventual estructura grupal en los datos.

En cuanto a método de agrupamiento, SOM es una generalización estocástica del método
k-means, en el sentido descrito en Trosset, 2008 [32], existiendo mayor similitud entre
estos métodos a medida que disminuye el numero de nodos k.

Nota: Existe una variante de la etapa de aprendizaje del algoritmo -denominada Batch
Training- según la cual los valores de todos los vectores de peso son actualizados a la vez,
esto es:

Para l ∈ {1, . . . , N − 1}

1. Determinar ∀j ∈ {1, . . . ,m} : cj ∈ arg mı́n
i∈{1,...,k}

d(xj,mi(tl))

2. Actualizar ∀i ∈ {1, . . . , k} : mi(tl+1) =

m∑
j=1

hicj(tj)xj

m∑
j=1

hicj(tj)
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Apéndice C

Pseudocódigo del algoritmo
Recocido Simulado

A continuación se presenta un pseudocódigo con el esquema general del algoritmo Re-
cocido Simulado utilizado en este trabajo en términos de la notación introducida en la
sección 3.3.3. Por simplicidad en la notación admitiremos el siguiente abuso de notación:
g(R) = g(HR).

1 INICIALIZACION :
2

3 Red i n i c i a l y e l va l o r i n i c i a l de l a func ion o b j e t i v o :
4 R in i
5 g i n i=g ( R in i )
6

7 Mejor red y e l va l o r i n i c i a l de l mejor va l o r de l a func ion o b j e t i v o :
8 R best=R in i
9 g be s t=g i n i

10

11 Red de prueba :
12 R tes t=R in i
13

14 Temperatura i n i c i a l de l a lgor i tmo
15 y l o s f a c t o r e s de crec imiento−decrec imiento de l a temperatura :
16 T in i
17 a l f a <1
18 eta>1
19

20 Numero de i t e r a c i o n e s :
21 N
22 Numero i n i c i a l de i n t e n t o s de movimiento
23 y e l f a c t o r de c r e c im i ento de l numero de i n t e n t o s de movimiento :
24 K in i
25 rho
26 Numero minimo requer ido de movimientos r e a l i z a d o s ,
27 ya sea por descenso de l a func ion o b j e t i v o o por aceptac ion a l e a t o r i a :
28 A
29

30 Radios maximo y minimo de per turbac ion :
31 r M
32 r m
33

34 Red de t raba jo y va l o r de t raba jo de l a func ion o b j e t i v o :
35 R=R in i
36 g=g i n i
37

38 Para i de 1 a N:
39 K( i ) es e l numero de i n t e n t o s de movimiento en l a i t e r a c i o n i y K(1)=K in i
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40 r ( i ) e s e l rad io de per turbac ion en l a i t e r a c i o n i y r (1 )=r M
41 T( i ) es l a temperatura en l a i t e r a c i o n i y T(1)=T in i
42

43 EJECUCION DEL ALGORITMO
44

45 f o r i = 1 :N
46

47 a = 0
48 k = 0
49

50 Actua l i z a c i on de l rad io de per turbac ion
51 r ( i +1)=r m+f l o o r ( (N−i ) ∗( r M−r m ) /(N−1) )
52 NOTA 2 : r ( i ) dec rece con i hasta su va lo r minimo r m
53 y f l o o r denota a l ca jon i n f e r i o r .
54

55 whi le k<=K y a<A
56

57 k=k+1
58

59 R tes t=per turbac ion de R con rad io de per turbac ion r ( i )
60 g t e s t=g ( R tes t )
61

62 d e l t a=g t e s t−g
63

64 i f de l ta<=0 ( e s to imp l i ca que g t e s t<=g , l o cua l qu i e r e
65 d e c i r que l a red t e s t R tes t permite
66 d i sminu i r l a func ion o b j e t i v o )
67

68 p=1 ( probab i l i dad 1 de movimiento de descenso )
69 R=R tes t ( l a red perturbada pasa a s e r l a red de t raba jo )
70 g=g t e s t
71

72 a=a+1 ( incremento en e l numero de movimiento r e a l i z a d o s ,
73 en e s t e caso un movimiento de descenso )
74

75

76 i f g<=g bes t
77

78 R best=R
79 g be s t=g
80

81 end
82

83

84

85

86 e l s e ( e s to imp l i ca que g t e s t>g , l o cua l qu i e r e d e c i r que
87 l a red R tes t no permite d i sminu i r l a func ion o b j e t i v o )
88

89 p=exp(−d e l t a /T) ( probab i l i dad de movimiento , s i n descenso )
90

91 i f rand ( )<p ( e s to imp l i ca que hay movimiento )
92

93 R=R tes t ( l a red perturbada pasa a s e r l a red de t raba jo )
94 g=g t e s t
95

96 a=a+1 ( incremento en e l numero de movimiento r e a l i z a d o s ,
97 en e s t e caso un movimiento no de descenso )
98

99 e l s e ( e s to imp l i ca que no hay movimiento y por l o tanto
100 l a red t e s t R tes t es rechazada )
101 end
102

103 end
104

105

106 end de l whi l e
107

108

109 −Si e l a lgor i tmo no es monotono en l a temperatura
110
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111 i f a=A ( e s to imp l i ca que e l a lgor i tmo r e a l i z a una cant idad aceptab l e
112 de movimientos , ya sean de descenso o no . Luego
113 es razonab le l i m i t a r e l rango de movimiento de l a lgor i tmo para
114 s e r mas e s p e c i f i c o en l a busqueda de l optimo . Esta l i m i t a c i o n
115 de l rango de movimiento se hara para l o s movimientos aceptados
116 de forma a l e a t o r i a , l o cua l se cons igue disminuyendo e l va l o r
117 de l a temperatura . )
118

119 T( i +1)=a l f a ∗T( i )
120

121 e l s e ( por e l cont ra r i o , e s t o imp l i ca que e l a lgor i tmo no r e a l i z a una
122 cant idad aceptab l e de movimientos , ya sean de descenso o no .
123 Luego es n e c e s a r i o ampl iar e l rango de movimiento de l a lgor i tmo
124 para hayar una reg i on de descenso . Esta ampl iac ion
125 de l rango de movimiento se hara para l o s movimiento aceptados
126 de forma a l e a t o r i a , l o cua l se cons igue aumentando e l va l o r de l a
127 temperatura . )
128

129 T( i +1)=eta ∗T( i )
130 end
131

132 −Si e l a lgor i tmo es monotono en l a temperatura
133

134 T( i +1)=a l f a ∗T( i )
135

136 −Actua l i z a c i on de l numero de i n t e n t o s de movimiento
137

138 K( i +1)=rho∗K( i )
139

140 −Modi f i c a c i one s a l a lgor i tmo dependiendo de l rango de i t e r a c i o n e s en donde se encuentra
141

142 i f i>N/3
143

144 R=R best ( e s to imp l i ca que a p a r t i r de l primer t e r c i o de l a e j e c u c i o n
145 de l a lgor i tmo cada nueva i t e r a c i o n ( i ) se hace a p a r t i r
146 de l a mejor red obtenida en l a i t e r a c i o n a n t e r i o r ( i −1) )
147 g=g be s t
148

149 end
150

151 end de l f o r
152

153 Finalmente , l a suc e s i on de descenso corresponde a l par ( R best ( i ) , g be s t ( i ) ) .

El tiempo de cómputo del algoritmo depende principalmente del número de evaluaciones
de la función objetivo. Notemos que para cada i ∈ {1, . . . , N} se realizan a lo más K(i)
evaluaciones de la función objetivo al interior del ciclo while (ĺınea de código 55). Por lo
tanto el número total de dichas evaluaciones está dado por

N∑
i=1

K(i) =
N∑
i=1

K(1)ρi−1 = K(1)

(
ρN − 1

ρ− 1

)
(C.1)
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