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CARACTERIZACION ESTADISTICA DEL PERFIL DE USO DE BATERIAS PARA EL
PRONOSTICO DEL ESTADO-DE-CARGA

En los ultimos anos hubo una fuerte tendencia hacia la utilizacién de equipos cuya fuente de
energia corresponde a baterias o dispositivos acumuladores de energia. Sin embargo, el uso de
algunos de estos equipos, correspondientes por lo general a gran maquinaria, se ha visto limitada
por la falta de métodos capaces de garantizar un cierto nivel en su autonomia. Un caso particular de
este tipo de equipos corresponde a los automoviles eléctricos; cuya industria ha puesto principales
esfuerzos en desarrollar sistemas de administracion de baterias. Uno de los principales objetivos de
estos sistemas es poder asegurar al usuario la duraciéon de la energia disponible en el automovil.
Para ellos se hace necesario poder obtener informaciéon sobre la cantidad de energia remanente en
su baterfa, pardmetro conocido en la literatura como el Estado-de-Carga.

El conocimiento del parametro anteriormente mencionado por si solo no es suficiente, ya que
para poder garantizar que el sistema posee una cierta autonomia es necesario obtener informacion
sobre el comportamiento futuro del sistema. Este tiltimo problema se refiere al prondstico de dicho
estado. Diversos enfoques se encuentran disponibles en la literatura para su resolucion; sin embargo,
un desafio importante corresponde a la definicion del perfil de consumo con que es utilizado el
dispositivo durante el horizonte futuro.

Es en esta ultima problemaética en que se enfoca el trabajo realizado. En particular se plantea
una metodologia que modela el perfil de uso de la baterfa mediante una cadena de Markov homogé-
nea, definiendo los parametros que la representan. Este modelo corresponde a una caracterizaciéon
estadistica de dicho perfil de uso, la cual es obtenida con los datos de corriente anteriores al instante
de prediccion. El objetivo de la realizacion de esta caracterizacion estadistica es poder obtener la
mayor informacion acerca de como ha sido descargada la bateria, y utilizar dicha informacion para
el perfil de uso durante la etapa de prediccion.

Para validar la metodologia se utilizaron dos conjuntos de datos correspondientes al proceso
de descarga de baterias de Ton-Litio; ademés de un moédulo de pronostico del Estado-de-Carga
basado en Filtro de Particulas. Los resultados obtenidos en la etapa de pronéstico fueron evaluados
mediante medidas de desempeno adecuadas, mostrando que la caracterizacion estadistica obtenida
mediante la metodologia presentada es de utilidad para la resolucién de la probleméatica asociada
a la prediccion del Estado-de-Carga y estimacion de la autonomia de equipos energizados con
baterias.

Como principal conclusion de este trabajo se obtiene una novedosa metodologia, sustentada en
herramientas matematicas, que es capaz caracterizar un perfil de descarga de una bateria mediante
una cadena de Markov homogénea. El desarrollo de esta metodologia no es especifico para estos
perfiles, por lo que puede ser utilizada para la caracterizacion de una serie de tiempo en general.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante los altimos anos se ha puesto mucho interés en el estudio de los dispositivos almacena-
dores de energia (ESD, por sus siglas en inglés) dado que se ha producido una creciente tendencia
hacia su utilizacion, tanto como fuente principal de energia o como fuente secundaria, en la mayoria
de los equipos electronicos. Los més comunes de estos equipos corresponden a cdmaras digitales,
smartphones, computadores portatiles, tablets, entre otros. Para este tipo de aplicaciones, disponer
de un sistema supervisor de la bateria no es de vital importancia. Una muestra de la poca impor-
tancia en la preocupaciéon de disponer de informacion certera sobre la autonomia de la bateria se
manifiesta en lo poco sofisticado de los sistemas de monitoreo presentes en estos equipos. Esto se
debe a que una informacién incorrecta sobre la autonomia del dispositivo se traduce, en general,
sOlo en que este se apague y haya que volver a cargarlo. Sin embargo, existen otros tipos de equipos
o maquinas, en donde disponer de un monitoreo confiable de su sistema suministrador de energia
es critico. Por ejemplo, la obtencion de informaciéon erronea sobre el estado de la bateria utilizada
por robots exploradores empleados en las misiones espaciales puede causar el completo incumpli-
miento de ésta. Otro caso critico corresponde al de los vehiculos aéreos no tripulados (UAV, por
sus siglas en inglés), en donde una mala planificacion de su uso puede causar la destruccion del
equipo, causando grandes pérdidas monetarias.

Si bien las aplicaciones anteriormente mencionadas no son tipicas en el a&mbito civil, hay una
de particular interés que ha tomado fuerza en los ultimos anos. Esta corresponde al monitoreo del
banco de baterias presente en los autos eléctricos (EV, por sus siglas en inglés). Hoy en dia la
penetracion de estos vehiculos en el mercado mundial es aiin baja. Sin embargo, con la creciente
preocupacion sobre el calentamiento global y el agotamiento de los combustibles fosiles se ha ini-
ciado un interés en la investigacion y desarrollo de este tipo de vehiculo en desmedro de los que
utilizan un motor de combustion interna [1].

Aunque este cambio en el uso del tipo de vehiculo sucedera inevitablemente algin dia, existen
importantes desafios que deben ser superados para garantizar su éxito. Uno de estos desafios co-
rresponde al problema de “range anxiety”, el cual se refiere al temor del usuario a quedarse con el
auto desenergizado en el camino [2]|. Este temor se incrementa dado el hecho de que actualmente
las estaciones de servicio que disponen de cargadores eléctricos son poco comunes. Es por esto que



se ha puesto especial interés en el eficiente desarrollo de sistemas de administraciéon de baterias
(BMS, por sus siglas en inglés) [3]. Estos sistemas tienen como principal objetivo: (i) proporcionar
informacion en tiempo real; (ii) reducir el periodo de carga de la bateria, garantizando que esta
acumule la suficiente energia para garantizar la autonomia del sistema; (¢i7) maximizar el niimero
total de ciclos durante los cuales puede ser utilizada la bateria; y (iv) maximizar el tiempo de uso
de la baterfa durante un ciclo particular de operacion. Para lograr esto, los BMS deben considerar
informacion acerca de parametros de la bateria; tales como el Estado-de-Carga (SOC, por sus
siglas en inglés) [4], [3], el Estado-de-Salud (SOH, por sus siglas en inglés) [5], [3], [6], y su vida
atil remanente (RUL, por sus siglas en inglés) [7].

El Estado-de-Carga corresponde a un indicador que representa la cantidad de energia disponible
en la baterfa, con respecto a su méaxima energia que es capaz de almacenar. Informaciéon acerca de
esta variable es fundamental para poder planificar de forma 6ptima la utilizaciéon de un sistema
energizado mediante un ESD en general; y particularmente en el caso de automéviles eléctricos.

1.1. Objetivos Generales de este Trabajo

A pesar de que un conocimiento certero del SOC corresponde a una informacién muy util, no
es suficiente para poder realizar decisiones con respecto a la autonomia del sistema. Para esto
es necesario ademas tener conocimiento sobre el comportamiento futuro de este parametro. Esta
problemética se refiere al pronostico del SOC. Sin embargo, para poder desarrollarla es necesario
conocer el perfil de uso que se le daré al ESD en dicha etapa, lo que en la mayoria de las aplicaciones
no es posible. Es por esto que el objetivo general del presente trabajo corresponde al desarrollo
de una metodologia que permita obtener una caracterizacion estadistica del perfil de uso de la
bateria durante la etapa previa a la realizacién del pronéstico. Esta caracterizacién, asumiendo
que representa de forma adecuada a la utilizacion futura de la bateria, es empleada en la etapa de
pronostico para simular el perfil al que se somete el dispositivo. De esta forma es posible estimar
el comportamiento que tendra dicho parametro, y poder asi avaluar la factibilidad de llevar a cabo
un determinado uso para el dispositivo.

1.2. Objetivos Especificos de este Trabajo

Los objetivos especificos de este trabajo corresponden al disenio de la metodologia anteriormente
senalada, detallando cada uno de los pasos y necesarios para llevarla a cabo. El enfoque que se
adopta corresponde a realizar una caracterizacion estadistica del perfil de corriente de descarga
de un ESD mediante una cadena de Markov homogénea. La metodologia debe entregar los para-
metros de dicha cadena que mejor representan al perfil de corriente. Se requiere que el enfoque
con que se hace la eleccion de dichos parametros sea justificado mediante argumentos basados en
herramientas matematicas, con el objetivo de garantizar un cierto grado de formalidad.

Una vez disenada la metodologia, para su validacion se utilizard dentro de un modulo de pro-



nostico basado en Filtro de Particulas, junto con datos correspondientes a pruebas experimentales
del proceso de descarga de baterfas. De esta forma se podra obtener resultados para el pronodstico
del SOC; y evaluar, mediante medidas de desempeno adecuadas, si efectivamente esta metodologia
es util para realizar una caracterizacion estadistica del perfil de uso de baterias enfocada en el
pronoéstico del SOC.

La implementacion de esta metodologia, junto con la del médulo de pronoéstico, se desarrolla
mediante el software computacional MATLAB®).

La estructura de este trabajo es la siguiente: En el Capitulo 2 se presentan los antecedentes
sobre la problemética de estimacion y pronostico del SOC. También se describen las herramientas
matematicas que son necesarias para llevar a cabo el desarrollo, y su posterior validacion, de la
metodologia presentada. En el Capitulo 3 se describe en detalle la metodologia, junto con dar
argumentos de las consideraciones realizadas. En el Capitulo 4 se realiza la validacion de la me-
todologia, a través de su incorporacion en un moédulo de pronoéstico para el SOC. Se explican los
detalles de la implementaciéon de dicho moédulo y los resultados objetivos, junto con presentar me-
didas de desempeno para su evaluacion. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones
obtenidas a través de este trabajo, junto con plantear lineas a seguir para la realizacion de trabajos
futuros.



Capitulo 2

Marco Teo6rico

2.1. Antecedentes

En la actualidad, el estudio de parametros criticos de los ESD, tales como el Estado-de-Carga
presenta tres importantes aspectos que deben ser considerados para obtener un eficiente enfoque
de pronostico: (i) como modelar el ESD, (ii) como realizar la estimacion en tiempo real del SOC,
y (iii) como predecir el SOC. En este ultimo punto es de particular interés estudiar el impacto que
tienen los perfiles de descarga futuros con el objetivo de obtener estimaciones confiables para el
punto de descarga (EOD, por sus siglas en inglés). Si bien estos tres aspectos son problemas; hoy
en dia, abiertos, los dos primeros han sido abordados mediante diversos enfoques. El tercer aspecto
mencionado corresponde a la principal problematica a tratar en este trabajo, ya que en la etapa
de prediccion no se conoce con certeza el perfil de utilizacion al cual es sometido el ESD, requi-
riendo una caracterizacion estadistica del mismo para incorporar dicha informacion para realizar
un eficiente pronéstico del tiempo de autonomia del dispositivo que utiliza el ESD.

Una de las principales dificultades para estimar el SOC es que éste no es medible u observable
directamente; debiendo ser inferido por métodos indirectos, los que utilizan informacién de otros pa-
rametros de la bateria (corriente de descarga, voltaje en bornes, temperatura, entre otros [3], [8], [9],
[10], [11], [12]). Por otro lado, es necesario disponer de un modelo que caracterice el comportamien-
to de la bateria; tales como modelos empiricos, estocasticos, y fenomenologicos/electroquimicos.
Estos tultimos requiere de mediciones muy precisas y utilizacion de un gran ntimero de pardmetros,
implicando altos costos computacionales y limitando su uso a aplicaciones de tiempo real [3], [13].
También existen modelos para el voltaje en circuito abierto (OCV, por sus siglas en inglés) [11].
Si bien su aplicacion es sencilla, requiere de largos tiempos de reposo de la bateria, dificultando su
aplicacion cuando no se cuenta con dicho recurso [3], [13], [10], [11], [12]. Por su parte, los modelos
basados en espectroscopia de impedancia electroquimica han sido bastante exitosos [3], [14], [12];
sin embargo, requieren de costosos equipos, limitando su masificacion [15].

En la actualidad existe un especial interés por los modelos empiricos, debido a su flexibilidad y
posibilidad de trabajar con datos limitados y ruidosos. Dentro de estos modelos se encuentran los
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basados en la respuesta al impulso [4], 1ogica difusa |6], redes neuronales |3], [13], [9], [16], técnicas
basadas en sistemas de parametros linealmente variables [17], y méquinas de soporte vectorial [18].

Dentro del contexto de los modelos fenomenolégicos se encuentra el enfoque de modelar el ESD
mediante un circuito eléctrico equivalente, para caracterizar el comportamiento fisicoquimico pre-
sente en ellos [5]. Asi, se obtiene un modelo no lineal para representar el voltaje en bornes y el
SOC de la bateria, el cual solo requiere de mediciones de ciertos parametros presentes en la bateria;
tales como su corriente de descarga y voltaje, posibilitando su aplicacién en linea.

Dada la no linealidad de los modelos utilizados por este tultimo enfoque, uno de los métodos
utilizados en la literatura, tanto para realizar propoésitos de estimacién y pronoéstico, corresponden
al Filtro Extendido de Kalman (EKF, por sus siglas en inglés) [19]. Sin embargo, este método
presenta la desventaja de producir errores, debido a la linealizacion del sistema, al realizar la etapa
prondstico en horizontes de prediccion largos. Una alternativa que ha probado ser eficiente para
realizar estimacion y pronostico en modelos no lineales corresponde a los métodos secuenciales de
Monte Carlo (SMC, por sus siglas en inglés) [5], [7], [10], [15], [20], [21]; también conocido como
Filtro de Particulas. Una de las ventajas que posee estos métodos, es su capacidad para adaptar
pardmetros del modelo durante la etapa de estimacién, lo que es critico para poder realizar una
adecuada etapa de pronostico.

La gran mayoria de los enfoques de pronostico para el SOC consideran un perfil de consumo
futuro constante, el cual corresponde tipicamente al valor promedio de los niveles de corriente me-
didos en los instantes previos al tiempo de prondstico. Esta metodologia corresponde a un supuesto
débil y descartable para ser aplicado en equipos alimentados por baterias, los cuales generalmente
requieren una alimentacion de potencia constante, ya que a medida que el acumulador se descarga
durante su utilizacion, el voltaje en sus bornes decae, requiriendo un mayor consumo de corriente,
traduciéndose en realizar la etapa de pronostico con poca exactitud [22].

Por otro lado, en [23] se ha estudiado un enfoque de pronostico para el SOC, basado en algorit-
mos entrenados con datos de multiples descargas a diferentes niveles de corriente constante. Este
enfoque utiliza un perfil de descarga variante en el tiempo para la etapa de predicciéon. Sin embar-
go, se asume que dicho perfil de descarga es deterministico y conocido al momento de prediccion,
lo cual en muchas aplicaciones de interés no es posible conocer.

Dentro de los enfoques que se han implementado para incluir una caracterizacion estadistica
del perfil de utilizacién futuro para la etapa de prondésticos, puede mencionarse la definicién de
un rango de operaciéon para los valores maximos y minimos del perfil de descarga utilizado por el
ESD, junto con la informacion de los datos correspondiente a dicho perfil. Lo anterior permite la
generacion de una distribucion empirica de los valores que caracterizan la incertidumbre del perfil
de descarga futuro de la bateria [24], [22].

Para desarrollar el diseno de la metodologia propuesta en este trabajo, la cual permite obtener



una caracterizacion estadistica del perfil de descarga de un ESD, es necesario la utilizacion de
herramientas matematicas. Estas herramientas son descritas a continuacion.

2.2. K-means

Una de los problemas mas importantes en el drea de mineria de datos corresponde a realizar
un agrupamiento de ellos, también conocido como clustering. Este problema tiene por objetivo
realizar la particion de un conjunto de n datos multidimensionales en k grupos; en donde cada
dato pertenece al grupo cuya distancia entre su media y el dato sea menor. El nimero de grupos
corresponde a un parametro del problema, el cual debe ser definido de antemano [25].

Sea D = {xy,..,x,} el conjunto de datos; y C = {C,..,Ck} una coleccion de conjuntos, que
corresponden a una particion del conjunto de datos. Se define al funcién de error como:

E=3"3" df,u(C))}. (2.1)

i=1 ze€C};

En donde, u(C;) corresponde a la media, o centroide, del conjunto Cj; y d{z, u(C;)} es la dis-
tancia entre los puntos x y p(C;). En aplicaciones estandar, la distancia utilizada por defecto
corresponde a la distancia Euclidiana.

Matemaéaticamente, el problema de agrupamiento puede ser formulado mediante el siguiente
problema de optimizacion:

n k
minimize Z Z w; - d{x;, ¢}

w,
e =1 =1

k
subject to Zw” =1, (Mie{l,.,n}).
=1

wy €40,1}, (Vi e {1,..,n}, VIie{l,. k}).

En donde, Q@ = {q1, .., qx}, y Wi, 1] = wy.

Uno de los algoritmos més utilizados para resolver este problema; dado el buen desempeno que
presenta en aplicaciones reales, a pesar de entregar una solucién suboptima de éste, corresponde al
algoritmo K-means [26]. Las principales ventajas de este algoritmo corresponde a su facilidad de
ser programado, junto con una econdémica utilizaciéon de recursos computacionales; y por lo mismo,
permite trabajar con grandes conjuntos de datos. Algunas de sus aplicaciones mas utilizadas son:
predicciéon no lineal, aproximacion de distribuciones multivariadas, agrupamiento por similitud,
entre otras.



K-means se basa en, dado un valor para k cualquiera, asociar iterativamente los elemento del
conjunto de datos al centroide mas cercano, los cuales son recalculados en cada iteraciéon del algo-
ritmo. Este proceso se repite hasta que la funcion de error (2.1) no presente variacion.

2.3. Estimador de Maxima Verosimilitud

En estadistica, un problema frecuente corresponde a la extraccion de caracteristicas propias de
un fenémeno aleatorio en base a observaciones de variables aleatorias generadas por el mismo. Se
define por modelo estadistico como la identificacion de estas variables aleatorias de interés para
el proceso, la especificacion de la distribucion conjunta o una familia de posibles distribuciones
conjuntas para dichas variables aleatorias, la identificacion de los pardmetros desconocidos para
dichas distribuciones, y la especificacién de la distribucion de tales parametros desconocidos. Ade-
mas, se define por inferencia estadistica [27] al procedimiento en donde se plantea una afirmacion
probabilistica sobre algin modelo estadistico. Por afirmacién probabilistica se entiende una afir-
macion en donde se hace uso de algtin concepto referente a la teorfa de probabilidades.

En un problema de inferencia estadistica, un parametro corresponde a una caracteristica (o
combinacion de ellas) que determina la distribucion conjunta de las variables aleatorias de interés.
El conjunto de todos los posibles valores para un parametro, escalar o vectorial, se conoce como
espacio de parametros y se denota por €.

Sea X1, .., X, las observaciones de una variable de interés en un problema de inferencia estadis-
tica, y sea r una funcién a valores reales de n variables reales. Se define como un estadistico a la
variable aleatoria T' = (X7, .., X,,). De esta forma, un estadistico resume la informacion disponible
en las observaciones de la variable aleatoria; y es por esto que muchos de los métodos utilizados
para realizar inferencia estadistica se basan en el uso de estadisticos adecuados.

Uno de los métodos mas utilizados en inferencia estadistica para la estimacion de parametros
corresponde al método de estimacion de méxima verosimilitud [27], [28]. Esto se debe a que, junto
con entregar resultados razonables para el problema de estimacion, su obtencion es simple e intui-
tiva.

Sea X1, .., X,, muestras aleatorias de una distribucién de probabilidad, discreta continua, cuya
funcion de probabilidad o funcién de densidad de probabilidad es f(x|6), en donde el parametro
0, escalar o vectorial, pertenece a un espacio de parametros 2. Para cada vector de observaciones
x = (x1,..,2,), la funcion probabilidad conjunta o funcion de densidad de probabilidad conjunta
corresponde a f,(x]6).

Cuando la funcion f,(x|0) de las observaciones en una muestra aleatoria es considerada funcién
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del parametro 6, para unos valores de x4, .., x, dados, dicha funciéon es conocida como la funcién
de verosimilitud.

Para cada posible valor del vector de observaciones x, se denota por d(x) €  al valor de 6 € Q
que maximiza la funcién de verosimilitud, y sea 0 = d(X) un estimador para tal 6. Este estimador
6 es conocido como un estimador de méaxima verosimilitud de 6. Una vez que X = x es observado,
el valor §(x) es llamado una estimacion de maxima verosimilitud de 6.

En algunos problemas, para ciertos vectores de observaciones @, el maximo valor de f,(x|0)
puede no ser alcanzado por algin valor de 6 € ). En estos casos, no existe un estimador de méa-
xima verosimilitud para 6. Por otro lado, para otros valores observados de x, el maximo valore
de f,.(x|0) puede ser alcanzado por mas de un valor del espacio de parametros 2. En tales casos,
el estimador de maxima verosimilitud no es tinico, y cualquiera de tales valores puede ser elegido
como el valor del estimador 6. Sin embargo, en muchos de los problemas el estimador de maxima
verosimilitud existe y es Gnico.

Bajo supuestos débiles, los cuales son tipicamente satisfechos en problemas practicos, las prin-
cipales propiedades que cumple este estimador son las siguientes [27], [29]:

e Consistencia: si el namero de observaciones, n, con los que se calcula el estimador de maxima
verosimilitud del pardmetro 6 se hace suficientemente grande; la secuencia formada por dichos
estimadores, ém corresponde a una secuencia consistente de estimadores de . Esto quiere
decir que la secuencia 0, converge en probabilidad al verdadero parametro 6.

e Invarianza: si 6, corresponde al estimador de méxima verosimilitud de 6, y si g(-) es una

~

funcion inyectiva; entonces g() corresponde al estimador de maxima verosimilitud de g(0).

e Normalidad asintotica: si 6,, corresponde al estimador de maxima verosimilitud de 6 obtenido
mediante n observaciones; entonces, este estimador tiene la siguiente distribucion asintotica:

Vb, —0) S N0, I71(6)). (2.2)

En donde, N (-,-) corresponde a una distribucion normal, y I(6) es la matriz de informacion
de Fisher:

1060)=E { loatrtalon] [%wg{fme)}]} | (23)

e Eficiencia asintotica: si 6, corresponde al estimador de maxima verosimilitud de # obtenido
mediante n observaciones; entonces este estimador es asintoticamente eficiente. Esto quiere
decir que asintéticamente alcanza la cota inferior de Cramer-Rao al hacer tender el nimero
de observaciones a infinito.



2.4. Test de Hipotesis

Un test de hipotesis corresponde a un procedimiento estadistico, en donde se determina si cierta
propiedad supuesta para una poblacion es compatible con lo observado en una muestra de ella.
En especifico, se tiene un parametro desconocido 6 perteneciente al espacio de parametros 2. Es-
te espacio de parametros puede ser particionado en dos subconjuntos disjuntos €2y y €2, tal que
QN =0y QyUQ = Q. La problematica a resolver mediante test de hipotesis corresponde a
determinar si 6 € Qy 6 0 € Q.

Se considera H, la hipotesis de que 0 € Qg y H; la hipotesis de que 6 € ;. Una consecuen-
cia inmediata de que los subconjuntos 2y y §2; sean disjuntos corresponde a que s6lo una de las
hipotesis Hy 6 H; sea verdadera. Un problema de este tipo, en donde hay que decidir entre dos
posibles elecciones, es conocido como un problema de test de hipotesis [27], [30], |31]. Mientras que
el procedimiento para decidir cual hipdtesis elegir es conocido como un test.

La hipotesis Hy es llamada hipoétesis nula, mientras que la hipotesis H; es llamada hipotesis
alternativa. Al realizar un test, si la decision corresponde a 0 € )y, se dice que se rechaza Hj.
Mientras que si la decision es 6 € {2y, se dice que no se rechaza H,.

Si €, con i = {1, 0}, contiene s6lo un valor para el parametro 6, entonces se dice que H; es una
hipotesis simple. Si €2; contiene mas de un valor para 6, entonces se dice que H; es una hipotesis
compuesta. Bajo una hipotesis simple la distribuciéon de las observaciones es completamente deter-
minada. Mientras que bajo una hipoétesis compuesta sbélo estd determinado que dicha distribucién
pertenece a cierta clase.

En general, se formula el siguiente problema para la eleccion de la hipotesis:

H()Z@GQ(), ()Hl:é’GQl. (24)

Para determinar qué eleccion hacer, se dispone de un vector X = (X, .., X,,) conformado por
n muestras aleatorias correspondientes a observaciones de una distribucién que depende del paré-
metro desconocido 6. Se denota por S al espacio muestral del vector aleatorio n-dimensional X.
Algunos test pueden consistir en realizar una particion de S en dos subconjuntos.Uno de estos
subconjuntos S; contiene los valores de X para los cuales se rechaza Hy, y el otro subconjunto Sy
contiene los valores de X para los cuales no se rechaza Hj. Este subconjunto S; corresponde a la
region critica del test. De esta forma un test queda determinado por la especificacion de su regiéon
critica.

En muchos problemas relacionados con test de hipdtesis la region critica del test es definida
mediante un estadistico, T = r(X). Sea R un subconjunto de la recta de los reales. Si un test
para (2.4) corresponde a: rechazar Hy si T' € R, entonces T' corresponde a un test estadistico, y R
corresponde a la region de rechazo de dicho test. De esta forma cuando un test es definido mediante



un test estadistico 7', y su correspondiente region de rechazo R, el conjunto S; = {z : r(z) € R}
corresponde a su region critica. Una vez definido el test estadistico a utilizar, es més simple tra-
bajar en funcion de dicho test que desarrollar su regién critica.

Sea § un test cualquiera. Se define 7(6|9) para cada valor de 6 € 2 como la probabilidad de que
el test § rechace Hy. La funcion w(0|0) es conocida como la funciéon de potencia del test 6. Una
funcion potencia ideal es aquella en donde 7(0|9) = 0 para cada valor de 6 € Qp, y 7(0|0) = 1
para cada valor de 6 € €);. De esta forma, independiente del valor real que posea el pardmetro 6,
siempre se decidira la eleccion correcta con probabilidad 1.

Sin embargo, un test que posea la funcién potencia ideal anteriormente descrita rara vez existe.
Esto hace que la probabilidad de cometer algtin tipo de error sea no nula. Para cada valor de
0 € )y, rechazar Hy es una decisién incorrecta, lo cual se conoce como error tipo I o error del
primer tipo. Similarmente, para cada valor de 6 € {2y, no rechazar Hj, es una decision incorrecta,
lo cual se conoce como error tipo II o error del segundo tipo.

Un test adecuado es aquel que posee una baja probabilidad de cometer error. Lo deseable es
que la funciéon potencia del test sea pequena para valores de 6 € )y, v grande para 6 € €2y. Sin
embargo, estos dos requerimientos trabajan uno en contra del otro, por lo que es necesario llegar
a un balance entre ambos. Uno de los métodos mas utilizados para encontrar dicho balance entre
ambos requerimientos corresponde elegir un nimero «q € [0, 1] tal que:

7(6]6) < a. (2.5)

Entre los test que satisfacen (2.5), la eleccion de un test adecuado corresponde a aquel cuya
funcion potencia es lo mas grande posible para 6 € ;.

Un test que satisface (2.5) es conocido como un test de nivel «y, y se dice que tiene un nivel de
significancia ap. Mientras que el tamano del test «(d) es definido como:

a(0) = eseué) 7(619). (2.6)

En caso de tener un problema de test de hipotesis como el descrito en (2.4) y un test estadistico
T, el cual rechaza la hipotesis nula si T' > ¢ para alguna constante ¢, la funcién potencia del test
viene dada por 7(6]0) = P{T > ¢|f}. Si el test se disefia para tener un nivel de significancia «a, se
debe cumplir:

sup P{T" > ¢|0)} < «. (2.7)
0eQo

Esta funcién potencia corresponde a una funcién no creciente de ¢, por lo que el lado izquierdo
de (2.7) es satisfecho para grande valores de ¢, pero no para pequenos. En caso de requerir una
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funcion potencia grande para 6 € € se debe elegir el valor de ¢ méas pequeno que cumpla con (2.7).

En muchas aplicaciones es de interés especificar, junto al valor que toma el test estadistico para
los datos disponibles, todos los valores de «g tales que se rechace la hipotesis Hy con un nivel oy
con dicho datos. El menor valor de estos niveles «g es conocido como el valor p.

2.4.1. Test de Bondad de Ajuste

Al utilizar los test de hipotesis mas clasicos se asume que los datos observados provienen de
una cierta familia de distribuciones de probabilidad cuya forma analitica es conocida, aunque algu-
nos de sus parametros pueden ser desconocidos. Otro tipo de problema importante en estadistica
corresponde a aquellos en donde no se asume que las observaciones provienen de una familia de
distribuciones paramétricas en particular, sino que el interés se enfoca en realizar inferencias so-
bre la distribucién de donde provienen dichas observaciones. Estos problemas son conocidos como
problemas no paramétricos, y los métodos estadisticos utilizados corresponden a métodos no pa-
rameétricos.

Uno de los métodos no paramétricos mas utilizados corresponde al test de bondad de ajuste
[27], [30]. Este test se utiliza cuando se tiene la creencia de que los datos observados provienen de
una distribucion en especifico, y se desea testear la hipotesis nula de que los datos efectivamente
provienen de dicha distribucién en contra de la hipétesis alternativa. Esta basado en la calidad del
ajuste que se obtiene entre la frecuencia de observaciones presentes en la muestra tomada y la fre-
cuencia esperada obtenida de la distribucion hipotética. Para este tipo de problemas se considera
que cada dato observado puede ser clasificado como miembro de una clase o tipo, cuyo niimero es
finito. Estas observaciones son conocidas como datos categoricos.

El Test

Si una poblacidn consiste en items de k tipos diferentes, y sea p; corresponde a la probabilidad
de que un item seleccionado al azar sea de tipo i (i = 1,..,k). Sean p!,..,p? nimeros tales que
p)>0parai=1,..ky Zlep? =1, y se desea testear las siguientes hipdtesis:

Hy:pi = p) para i=1,.. k. (2.8)
H,:p; # p° para al menos un valor de i.

[

Se toma una muestra aleatoria de tamano n de esta poblacion, correspondiente a n observa-
ciones independientes cuya probabilidad de pertenecer ser del tipo i(: = 1,..,k) es p;. En base a
dichas observaciones se desea testear las hipotesis (2.8) y (2.9).
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Sea N; el nimero de observaciones, dentro de la muestra aleatoria, que son del tipo . Con esto,
Ny, .., N corresponden a niimeros enteros no negativos tales que Zle N? =n,y (Ny, .., Ni) tiene
una distribucion multinomial de parametros n y p = (p1,..,px). Cuando se cumple la hipotesis
nula, el nimero esperado de observaciones del tipo i es np} (i = 1,..,k). El siguiente estadistico,
conocido como estadistico y?:

N: = np?)?
0=y npgp ) (2.10)
=1 ¢

tiene la propiedad de que si se cumple Hy y n — oo, entonces converge en distribucién a una y?
con k — 1 grados de libertad. Bajo el supuesto de que la hipotesis nula es verdadera, la diferencia
entre el nimero de observaciones obtenidas NV; y el niimero esperado de observaciones deberia ser
pequeno. Esto lleva a que se rechace Hy cuando () > ¢, en donde ¢ corresponde a una constante
apropiada. Si se requiere utilizar el test con un nivel de significancia «g, ¢ corresponde al cuantil
1 — ap de la distribucion x? con k — 1 grados de libertad.

Este test puede ser adaptado para el caso de hipotesis compuestas, en donde la hipotesis nula
corresponde a que los datos observados provienen de una familia paramétrica de distribuciones. La
hipotesis alternativa en este caso es que los datos provienen de una distribucién que no pertenece
a dicha familia.

Nuevamente se considera una poblacién que contiene items de k tipos diferentes, y que p; de-
nota la probabilidad de que un item seleccionado al azar sea del tipo i (i = 1,.., k). Sea Ny, .., Ny
definido de igual forma que anteriormente. En vez de testear la hipotesis nula de que pq, .., pi tienen
un valor especifico, interesa testear la hipotesis compuesta de que pq, .., pr pertenecen a un cierto
subconjunto especifico de posibles valores. En particular, el interés corresponde a la problemética
en donde la hipotesis nula es que los valores de py, .., pr pueden ser representados en funcién de un
nimero menor de parametros.

Interesa testear la hipotesis de que cada probabilidad p; (i = 1,..,k) puede ser representada
por una funcion ;(6) de un vector de parametros 6 = (61, ..,0s), en donde se asume que s < k—1,
y ninguna componente del vector 6 puede ser expresada en funcion de las otras s — 1. Sea 2
el espacio de parametros s-dimensional de los posibles valores de 6. Se asume que las funciones
71(8), .., m(0) siempre forman un conjunto factible de valores para p, .., pr en el sentido de que
para cada vector @ € Q, m(0) > 0 (i = 1,..,k) y 3.5 m(0) = 1. De esta forma, las hipotesis a
ser testeadas pueden ser escritas como:

Hy : Existe un valor de 0 € Q) tal que p; = m;(0) (i =1,..,k). (2.11)
H; : nosecumple H. (2.12)

Para desarrollar el test de bondad de ajuste para las hipotesis (2.11) y (2.12), el estadistico @
definido en (2.10) debe ser modificado; ya que np?, el ntimero esperado de observaciones del tipo
7, dentro de una muestra aleatoria de n observaciones no esta completamente especificado por Hj.
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Se debe hacer la modificacion de reemplazar np? por el estimador de méaxima verosimilitud de este
valor esperado asumiendo que la hipodtesis nula es verdadera. Si @ corresponde al estimador de
méaxima verosimilitud de @ basado en las observaciones Ny, .., Ny, entonces el siguiente estadistico:

(N; — nm;(6))?

DD

(2.13)

1

tiene la propiedad de que cuando Hy en (2.11) es verdadera y n — oo, entonces converge en dis-
tribucion a una x? con k — 1 — s grados de libertad.

2.4.2. Tablas de Contingencia

En los casos en que las observaciones corresponden a un par de variables aleatorias (conforma-
das por dos componentes), cada una de estas observaciones puede ser clasificada de dos formas.
Mediante una tabla, conocida como tablas de contingencia [27], es posible presentar las frecuencias
observadas de las componentes de cada observacion. En general, se consideran tablas conformadas
por R filas y C columnas. Parai=1,.., Ry j = 1,..,C, p;; representa la probabilidad de que una
observacion aleatoria perteneciente a una poblacion en estudio sea clasificada en la i-ésima fila y
en la j-ésima columna de la tabla. Se denota por p;e la probabilidad marginal de que una observa-
cion sea clasificada en la i-ésima fila de la tabla. Similarmente, se denota por p,; la probabilidad
marginal de que una observacion sea clasificada en la j-ésima columna de la tabla. Se cumple que:

C R
Pie = Zpij Y Dej = sz‘j~
j=1 i=1

Como la suma de las probabilidades de todas las celdas de la tabla de contingencia deben sumar
1, se debe cumplir que:

R

R C c
Zzpij = sz‘o = Zpoj =1
i—1 j=1

i=1 j=1

Test de Independencia

El test de bondad de ajuste descrito puede ser utilizado para probar la hipotesis de que las dos
variables de clasificacion con las que se construye una tabla de contingencia son variables aleatorias
independientes [27], [30].

Se considera que una muestra de n observaciones es tomada de una poblacion. Sea N;; (i =
1I,.,Ryj=1,.,C) el ntmero de observaciones que son clasificadas en la i-ésima fila y j-ésima
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columna de una tabla de contingencia. Se denota por N;, al nimero total de observaciones que son
clasificadas en la i-ésima fila. Similarmente, se denota por N,; al niimero total de observaciones
que son clasificadas en la j-ésima columna. Con esto se tiene que:

C R
j=1 i=1

>3

=1 3

Nij=> Ni=)» Ny=n. (2.15)

1 i=1 j=1

La propiedad de independencia corresponde a que para cada valor de i (i=1,...R)y j (j =
1,..,C), la probabilidad de que una observacion sea clasificada en la celda (i,j) de la tabla de
contingencia es igual a la probabilidad de que dicha observacion sea clasificada en la fila ¢ por la
probabilidad de que sea clasificada en la columna j. Es decir, en base a un conjunto de valores
observados, se desea testear las siguientes hipdtesis:

Hy : pij=Diepej Parai=1,.., Ry j=1,.,C. (2.16)
H, : nose cumple H. (2.17)

Cada uno de los valores observados pertenece a una de las celdas de la tabla de contingencia.
Cuando la hipotesis nula es verdadera, los valores desconocidos de p;; han sido expresados en
funcion de los pardmetros desconocidos pie v pej. Como Zf;l Die = 1y Z]C:1 Pej = 1, el nime-
ro de parametros que deben ser estimados cuando se cumple Hy corresponde a: s = (R—1)+(C'—1).

Sea Eij, para ¢ = 1,.., Ry 7 = 1,..,C, el estimador de méxima verosimilitud del ntimero
esperado de observaciones que son clasificadas en la celda [7, j| de la tabla de contingencia cuando
se cumple la hipotesis nula. Para este problema, el estadistico @) definido en (2.13), corresponde a:

0-3:

=1 3

N;; — Ej;)?
M. (2.18)

C -
= J

1

Como la tabla de contingencia esta conformada por RC celdas, y como s = R+ C — 2 parame-
tros deben ser estimados cuando la hipotesis Hy es verdadera, se tiene que bajo estd hipotesis, y
cuando n — oo, (2.18) converge en distribuciéon a una y? con (R — 1)(C — 1) grados de libertad.

Por otra parte, el nimero esperado de observaciones clasificadas en la celda (i, j) es np;;. Cuando
se cumple Hy, se tiene que p;; = piePe;- Por lo tanto, si pie y Pe; denotan los estimadores de méaxima
verosimilitud para p;e ¥ pej respectivamente, se cumple que Eij = NPiePej. COMO p;q corresponde a
la probabilidad de que una observacion sea clasificada en la i-ésima fila de la tabla, p;e corresponde

a la proporcion del total de observaciones que son clasificadas en la i-ésima fila; es decir, p;e = NTl
Similarmente, po; = ]\;‘j, y se tiene que:
. N, A N..N..
By =n(—2)(—2) = =2 2.19
p=n(=2)(=2) = = (219
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Sustituyendo el valor de Eij en (2.18), es posible calcular el valor del estadistico ) mediante los
valores observados N;;. De forma anéloga a lo explicado anteriormente, la hipdtesis Hj es rechazada
si Q > ¢, con ¢ una constante apropiada.

Test de Homogeneidad

De forma andloga al test de independencia presentado, las tablas de contingencia pueden ser
utilizadas para desarrollar un test de homogeneidad [27], [30]. En especifico, interesa la problemé-
tica en donde se toman observaciones de diferentes poblaciones y se obtiene una variable aleatoria
(unidimensional) para cada una de estas observaciones. Se desea estudiar la hipotesis de que la
distribucion de dicha variable aleatoria es la misma para cada una de las poblaciones estudiadas.

Para esto, se asume que las muestras aleatorias son tomadas de R poblaciones diferentes, repre-
sentadas por las R filas de la tabla. Mientras que cada una las observaciones obtenidas, en cada
una de las poblaciones, puede ser clasificada como uno de C' tipos posibles, representados por las
C columnas de la tabla. De esta forma los datos obtenidos en las R poblaciones pueden ser repre-
sentados por una tabla de contingencia de dimensiéon R x C, similar a la necesaria para realizar
un test de independencia anteriormente descrito. Se denota por p;;, con (i = 1,..,R) y (j=1,..,C),
la probabilidad de que una muestra aleatoria tomada de la i-ésima poblacién sea clasificada como
perteneciente al j-ésimo tipo. Con esto:

c
Zpij =1 parai1=1,.. R.

j=1

Las hipotesis a ser testeadas corresponden a:

HO : P1j = P2; = -= PRr;j bara j = 1, N, C. (220)
H; : nose cumple H. (2.21)

La hipotesis nula presentada en (2.20) establece que la distribucion de cada uno de los C' tipos
es la misma en las R poblaciones estudiadas. Cuando esta hipdtesis es verdadera, la combinaciéon
de las R poblaciones tiene como resultado la generaciéon de una poblacién homogénea con respecto
a la variable aleatoria referente a la clasificacion de cada observacion.

Se denota por ng, para (i = 1, .., R), el nimero de observaciones en la muestra aleatoria perte-
necientes a la i-ésima poblacion. Para (j = 1, .., C), se denota por N;; el nimero de observaciones
en dicha poblaciéon que son clasificadas como pertenecientes al j-ésimo tipo. De esta forma:

c
ZNU =N, para i=1,.., R.

J=1

Sin denota el nimero total de observaciones en las 12 poblaciones, y N,; denota el nimero total
de observaciones del tipo j en las R poblaciones, entonces se cumplen las relaciones (2.14) y (2.15).

15



Para desarrollar el test para las hipotesis (2.20) y (2.21), se asume que los valores de p;; son
conocidos y se considera el siguiente estadistico calculado con los valores de las observaciones de
la i-ésima poblacion:

Este estadistico corresponde al utilizado por el test de bondad de ajuste presentado en (2.10),
para una muestra aleatoria conformada por N,, observaciones tomadas de la i-ésima poblacion. Por
lo tanto, cuando el tamano de la muestra V;, es grande, la distribucion del estadistico presentado
se aproxima a la de una y? con C' — 1 grados de libertad.

Si se suma este estadistico para las R poblaciones, se obtiene el siguiente estadistico:

(Nij - Ni-pij)Q‘

R C
2.22
— = Niopij ( )

(2

1 j=1

Debido a que las observaciones tomadas en las R poblaciones son independientes, el estadistico
(2.22) distribuye como la suma de R variables aleatorias independientes, en donde cada una de
ellas distribuye asintéticamente como una distribuciéon x? con C — 1 grados de libertad. Por lo
tanto, la distribucion de (2.22) distribuye asintéticamente como una x? con R(C — 1) grados de
libertad.

Sin embargo, los valores de las probabilidades P;; son desconocidos, y sus valores deben ser
estimados mediante observaciones tomadas en las R poblaciones. Cuando H, es verdadera, las
observaciones tomadas de las R poblaciones, son tomadas de la misma distribucion. Por lo tanto,
el estimador de maxima verosimilitud de la probabilidad de que una de estas observaciones sea del
j-ésimo tipo corresponde a la proporcion del total de observaciones tomadas de las R poblaciones
que son del tipo j. Es decir, el estimador de maxima verosimilitud para p;; es el mismo para todos

los valores de ¢ (i =1, .., R), y corresponde a p;; = ]\;J Al reemplazar este estimador en (2.22), se
obtiene:

R A

(Ni; — Eiy)?
Q=> ) L (2.23)
i=1 j=1 Eij
En donde:
- NioNo‘

Debido a que la distribucion en las R poblaciones es la misma cuando la hipotesis nula es verda-
dera, y como E;’;l pi; = 1 para dicha distribucion en comin, se deben estimar C'—1 parametros en
este problema. Por lo tanto, el estadistico @, definido en (2.23), distribuye asintoticamente como
una x? con R(C' —1) — (C' —1) = (R —1)(C — 1) grados de libertad.
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2.5. Desigualdades de Concentracion

En teorfa de probabilidades, las desigualdades de concentracion [32] otorgan cotas probabilis-
ticas de como una variable aleatoria se desvia de un cierto valor. La ley de los grandes ntimero
establece que la suma de variables aleatorias independientes, bajo supuestos débiles, es muy pa-
recida a su esperanza con una alta probabilidad. Esta suma corresponde uno de los ejemplos méas
basicos de una desigualdad de concentracion, conformada por una variable aleatoria concentrada
en torno a su media.

La més basica de estas desigualdades corresponde a la desigualdad de Markov: para toda variable
aleatoria no negativa X, y t > 0,

P{X >t} < @. (2.25)

Una de las implicancias directas de (2.25) es que si ¢(-) es una funciéon no negativa monotoni-
camente creciente, entonces para para cualquier variable aleatoria X y escalar t, se tiene:

PIX 2 1) = Po(X) 2 o)} < 2050,

Un caso de particular interés es cuando ¢(z) = z?: si X es una variable aleatoria cualquiera y
t > 0; entonces,

E{|X — E{X}]}

P{IX ~E{X}|* >’} < .

(2.26)

Utilizando el hecho de que P{|X — E{X}| >t} = P{|X — E{X}|* > ¢*}, junto con la defini-
cioén de la varianza, se obtiene la desigualdad de Chebyshev:

Var{X}

P{X —E{X}[ >t} < (2.27)

Sea la variable aleatoria S,, = Z?:l X, en donde X,.., X, son variables aleatorias reales e
independientes. Mediante la desigualdad de Chebyshev, y haciendo uso de la propiedad de inde-
pendencia, se obtiene:

B{|S, ~ E{S,}| > 1} <

Var{S,} >, Var{X;}
2 2 '

De forma analoga, cuando se considera la variable aleatoria X = % >or X, endonde X1,.., X,
son variables aleatorias reales e independientes, se obtiene para t > 0 la siguiente desigualdad:

"

1 n
; EZ:X ~E{X,}

> t} < (2.28)

— nt?
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En donde,
1 n
2
o " ; ar{X;}

Una de las desigualdades de concentraciéon muy utilizadas corresponde a la desigualdad de
Hoeffding [33], la cual para las variables aleatorias X y S, anteriormente definidas, establece que:
sean X1, .., X, variables aleatorias independientes y acotadas; es decir, P{X; € [a;,b;]} =1 (i =
1,..,n). Entonces; para cualquier ¢ > 0,

P{[S, —E{Sp}| >t} <2exp <_ZTL_1(215— ai)2> : (2.29)

P{|[X —E{X}| >t} < 2exp (_ Zfifgnt— ai)2) , (2.30)

2.6. Cadenas de Markov

Un sistema cuyo estado evoluciona en el tiempo de forma aleatoria puede ser descrito mediante
un proceso estocastico. En el caso de que el estado del sistema se observe en instantes de tiempo
discretos, que se asumen iguales a N; y cuyo valor corresponde a un conjunto finito y numerable,
se considera que el sistema evoluciona mediante un proceso estocastico en tiempo discreto definido
en un conjunto finito. Se denota por X,, a dicho estado del sistema en el tiempo n € N, el cual co-
rresponde a una variable aleatoria definida en algin conjunto finito S = {Sj, .., S, }. De esta forma
la evolucién temporal del sistema puede ser representada por la secuencia de variables aleatorias

{X,|n € NY.

Se denota por 7;(n) la probabilidad a priori de que el estado del sistema en el tiempo n sea E;
es decir, P{X,, = S;} = m(n). De esta forma, el vector w(n) = [m1(n),..,m.(n)] corresponde a la
distribucion de probabilidad asociada a X,,.

Para describir probabilisticamente un proceso estocastico en tiempo discreto, se debe conocer
la ley inicial del sistema, denotada por 7(0), que corresponde a la distribucién de probabilidad
de X; junto con la ley condicional de X,,, que de forma recursiva describe la distribucién de
probabilidad de X, condicional a los estados del sistema en los instantes pasados. Es decir,

]P){Xn = Sz X() = Si07X1 = Sin --»Xn—l = Sin—l} V(io, ,Zn) € {1, ..T}n+1.

n

Uno de los procesos estocésticos ampliamente estudiados, debido a su generalidad para represen-
tar diversas situaciones y su simpleza para realizar un estudio detallado, corresponde a las cadenas
de Markov [34], [35]. En particular, se describiran las cadenas de Markov en tiempo discreto y
definidas en un conjunto finito. Para esto, se define la propiedad de Markov débil; la cual establece
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que la distribucion de probabilidad de X1, dado que se conoce los estados previos del sistema
(Xo= S, X1=25i,.,X,=25,,), depende solo del ultimo estado S;,, alcanzado por éste:

P{X 11 = 5| X0 =95, X1=25,..Xn, =8, } =P{Xny1 =5,/ X = 5.} (2.31)

Un proceso estocastico de tiempo discreto y definido en un conjunto finito que cumple con la
propiedad de Markov es conocido como una cadena de Markov discreta y finita de primer orden. El
término primer orden se debe a la cantidad de estados sucesivos ya alcanzados por el sistema que
influyen en el estado en que estara el mismo en el siguiente instante de tiempo. Asi, una cadena
de primer orden corresponde a un proceso en donde el estado del sistema en el siguiente instante
de tiempo s6lo depende de su estado actual, siendo independiente de la trayectoria de estados
previa. De forma analoga es posible definir cadenas de Markov de orden n € N, en donde n = 0

corresponde a un proceso completamente independiente de su trayectoria de estados.

Para el caso de cadenas de Markov, la descripcion probabilistica del proceso queda totalmente
especificada por el vector de probabilidades inicial del sistema: 7(0) = [m1(0), .., m.(0)]; y la ley de
evolucion del sistema, correspondiente a la distribucion de probabilidad de X,,, condicionada a
X ,,—1. Es decir, conocer la matriz de probabilidades de transicion:

P i jl=P{X, =5X,-1 =5} VneN, V(ij) e {l,.,r} (2.32)
La distribucion de probabilidad a prior: para el estado del sistema en cualquier instante de
tiempo queda determinada por:

7(n) = 7(0) H Pt (2.33)

Un caso particular corresponde cuando la probabilidad de transicion desde el estado S; en el
instante n hacia el estado S; en el instante n 4 k es independiente de n. Esto se traduce en que
las matices de probabilidades de transicion sean constantes; es decir, P"~! = P Vn. En tal caso
se dice que el proceso corresponde a una cadena de Markov homogénea, y la ecuacion (2.33) se
reduce a:

w(n) = w(0)(P)". (2.34)

En donde (P)" corresponde a la potencia de orden n de la matriz P.

En muchos casos es importante estudiar el comportamiento a largo plazo del sistema, en con-
creto interesa el estudio del vector lim,,_,, ., m(n). Para el caso de una cadena de Markov finita y
homogénea con matriz de probabilidades de transicion P, se dice que 7 es un vector de probabili-
dades estacionarias si independiente de la condicion inicial 7 (0) se cumple que:

7= lim 7w(n).
n——+00

Cada una de las componentes del vector de probabilidades estacionarias m; puede ser interpre-
tado como la fraccion del tiempo, luego de que el sistema haya evolucionado durante un nimero
considerable de periodos, de que el sistema se encuentra en cada uno de los estados .S;.
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2.7. Inferencia Bayesiana y Métodos de Monte Carlo

Un problema comun en diversas disciplinas cientificas; tales como estadistica aplicada, pro-
cesamiento estadistico de senales, analisis de series de tiempo y econometria, corresponde a la
estimacion de variables no observables, utilizando para ello un conjunto de variables que si son
posibles de ser medidas. Para la problemética especifica desarrollada en este trabajo; las variables
no observables corresponden al SOC, junto con algunos parametros internos del ESD. Mientras
que las variables observadas corresponden al voltaje en bornes y la corriente presentes en el ESD
durante su proceso de descarga.

Por otro lado, si bien es muy util contar con una adecuada estimaciéon del SOC, para muchas
aplicaciones reales el conocimiento de dicha variable no es suficiente, ya que ademés se necesita
tener una estimacion de su comportamiento en el largo plazo. Por ejemplo; en el caso de un vehiculo
eléctrico (EV, por sus siglas en inglés) ademéas de necesitarse el conocimiento de la cantidad de
energia que hay disponible en su bateria, es crucial poder saber la autonomia que se dispone para
poder realizar un determinado recorrido. Esto corresponde a la etapa de pronostico del SOC, la
cual requiere haber realizado una adecuada etapa de estimacién para dicha variable.

2.7.1. Inferencia Bayesiana

La evolucién de un sistema dindmico puede ser descrita mediante su formulacién en un modelo
de espacio- estado. Este modelo corresponde a las ecuaciones (2.35) y (2.36); las cuales describen
tanto la evolucion del vector de estados del sistema {zy, k € N}, como la evolucion del vector de
observaciones del mismo {zj, k € N}.

T = fr(Tro1,vr-1) (2.35)
2 = (e, ng); 2.36)

en donde, fi : R™ x R™ — R™ y h; : R"™ x R™ — R"* son funciones no lineales; {vy_1,k € N} y
{nk, k € N} corresponden a secuencias i.i.d. (independiente e idénticamente distribuido) de ruido
de proceso y medicién, respectivamente; n, y n, son las dimensiones de los vectores de estado y
ruido de proceso, respectivamente; n, y n, son las dimensiones de los vectores de observacion y el
ruido de observacion, respectivamente.

Sea z14 = {z,i = 1,..,k} el conjunto de todas las observaciones disponibles hasta el instante
k. De igual forma, se define xos = {z;,i = 0,..,k} como la trayectoria del vector de estados hasta
el instante k. El problema de filtrado Bayesiano, o filtrado 6ptimo, consiste en obtener de forma
recursiva algin grado de conocimiento sobre el estado xy, utilizando para ello las observaciones zy.j
disponibles en el instante k. Es decir, se requiere conocer la funcién de densidad de probabilidad
(pdf, por sus siglas en inglés) de p(xg|z1.x), conocida también como la distribucion a posterio-
ri del vector de estados x;. Una vez conocida esta distribucion, es posible obtener estimaciones
de ella, tales como su moda o media. Se asume que la condicién inicial del vector de estados,
p(z0|z0) = p(x0), es conocida. Con esto, la pdf p(xy|z1..) puede ser obtenida, de forma recursiva,
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mediante dos etapas: prediccion y actualizacion.

Suponiendo que la pdf requerida en el instante k — 1, p(xk_1|21.4-1), se encuentra disponible.
La etapa de prediccion consiste en, utilizando la ecuacion de transicion de estados del modelo
(2.35), obtener la pdf a priori del vector de estados en el instante k& mediante la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov:

p(xk|21:6-1) = /p($k|$k—1p(ﬂfk—1)’21;k—1)d$k—1- (2.37)

La etapa de actualizacion cosiste en, haciendo uso de una nueva observacion que se obtiene en
el instante k, modificar la distribucién a priori, con el objetivo de obtener la densidad a posteriori
en el instante k, mediante el teorema de Bayes [36]:

p(21x|mr)p(z)

P\Tk|%1:k - 2.38
( | 1 ) p(lek;) ( )
_ (2, 21:6—1|Tk)p(Tk) (2.39)
p(Zk, Zl:k—l)
_ P(Zk|Z1;k—1,Jfk)p(zlzk—l\xk)p(ﬂﬁk) (2.40)
p(Zk’ZLkA)p(Zl:kq)
_ P(Zk|21;k—1,Ik)p(xk|21:k—1)p(21:k—1)p($k) (2 41)
p(zklzlzkfl)p(zlzkfl)p(xk)
_ P(2k|$k)P(fEk|21:k—1)‘ (2.42)
p(Zk\lek—ﬁ
Asi, se obtiene la siguiente relacion recursiva:
Verosimilitud Priori
Posteriori e | e e
/—M e
Do) = L) PElzc) (2.43)
p(zk|21:k—1)
—_——
Fvidencia
La constante de normalizacion en la ecuacion (2.43),
p(zk|21k-1) = /p($k|2k)p($k|zlzk—1)d$k, (2.44)

depende de la funcion de verosimilitud p(zx|zx), definida por la ecuacion de observacion del modelo
(2.36), y la distribucion a priori del vector de estados en el instante k (2.37).

Las relaciones recursivas (2.37) y (2.43) corresponden a la base de la solucion Bayesiana 6ptima.
Esta soluciéon resuelve el problema de calcular la distribucién a posteriori exacta en cada instante
de tiempo, de forma recursiva. Sin embargo, esta propagacion recursiva de la densidad a posteriori
es s6lo una solucion conceptual, la cual no puede ser determinada en el caso general. S6lo en un
selectivo conjunto de casos estas soluciones existen; incluyendo el Filtro de Kalman, para el caso
de un modelo de espacio-estado lineal y Gaussiano [37], y Filtros Basados en Mallas [38].
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2.7.2. Métodos Secuenciales de Monte Carlos: Filtro de Particulas

Los métodos secuenciales de Monte Carlo o Filtro de Particulas (PF, por sus siglas en inglés),
corresponden a una técnica para la implementacion del filtrado Bayesiano mediante simulaciones
de Monte Carlo. La idea es representar la pdf a posterior: requerida por medio de un conjunto
de muestras aleatorias, con pesos asociados, también llamadas particulas; y calcular estimadores
mediante ellas. A medida que el niimero de muestras crece, esta caracterizacion se transforma en
una descripcion equivalente de la pdf a posteriori, y el Filtro de Particulas se aproxima a la solucién
Bayesiana 6ptima [38].

Sea {x},,wi}Y:, un conjunto de particulas que caracteriza la pdf a posteriori p(wox|z1x); en
donde {z{,,i=1,..,N,} es un conjunto de puntos de soporte, cuyos pesos asociados son {w},i =
1,..,Ng}, v 2o = {0, .., xx } corresponde a la trayectoria de los estados desde el instante 0 hasta
el k. Los pesos son normalizados, tal que vazl w! = 1. Con esto, la densidad a posteriori en el
instante k puede ser aproximada como:

Ns
p(Tok|z1r) = Zw,@é(ww — T(p)- (2.45)
i=1

Muestreo Secuencial de Importancia

La aproximacion (2.45) corresponde a una distribucion empirica que pretende aproximar la
verdadera densidad a posteriori, p(zo.x|z1.1), y cuyos pesos son elegidos mediante el principio de
muestreo de importancia [39]. Este principio de basa en lo siguiente. Suponiendo que p(z) o 7(x) es
una densidad de probabilidad; de la cual es dificil tomar muestras, pero es posible de ser evaluada.
Sean 7' ~ q(x),i = 1,.., N, muestras que son facilmente generadas desde una distribucion ¢(-),
llamada densidad de importancia. Con esto, una aproximaciéon ponderada de la densidad p(-) esta
dada por:

p(z) =~ iw%(m —z'); (2.46)
en donde,
D)
w' () (2.47)

corresponde al peso normalizado de la i-ésima particula.

Por lo tanto, si las muestras =, son tomadas de una distribuciéon de importancia q(zo.x|21.1),
los pesos en la ecuacion (2.45) se definen mediante (2.47) como:

i p<x0:k’21:k)

Wy, X . 2.48
¥ Q(xO:k‘lek) ( )
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En cada iteracion, es posible disponer de muestras que constituyan una aproximacion de p(zo.x—1|z1.x-1),
y se desea aproximar p(zo.x|21.x) con un nuevo conjunto de muestras y pesos asociados. Si la den-
sidad de importancia se escoge tal que:

q(xox|z1:6) = ¢(@k|Tok—1, 21:6) ¢ T0:k—1]Z1:8-1) (2.49)

se pueden obtener muestras z}, ~ ¢(zox|z1.), aumentando el vector de muestras existentes
xhp 1 ~ q(Tok—1|z1.6—1) con un nuevo estado x}, ~ q(xy|ror_121k). Para actualizar los pesos,
se utilizan las siguiente relaciones:

p(zk |$0:k7 Z1;k—1)p($0:k 121;14:—1)

L0:k |21 = 2.50
stz EAET (2:50)
_ P(Zk|$o:k, Z1:k—1)p($k|$0:k—1, Z1:k—1)P(9€o:k—1|Z1:k—1) (2 51)

P(2k|21:6-1) '

p(zr]oe)p(zr]or—1)

a1z 2.52
P(2k|21:6-1) Pl@os-1|71sk-1) (2:52)
< p(zi|ze)p(@r|er—1)p(Tok—1]21:0—-1)- (2.53)

Sustituyendo (2.49) y (2.53) en (2.48), se obtiene la siguiente ecuacion para la actualizacion de
los pesos:

o Pelep(alal e o)
A1 2100 |710)

o plalepliley)

SEAT ey

(2.54)

(2.55)

En el caso de que q(zg|ox—1, 21k) = q(2x|Tk-1., ), la densidad de importancia solo depende de
Tp_1V 2. Esto es muy 1til en el caso que se solo se desee estimar la densidad p(xy|z1.x) en cada
instante de tiempo. En tales casos, solo es necesario almacenar z, por lo que la trayectoria xf,
y la historia z1.,_; es descartada. La ecuacion (2.55) queda como:

4 , 2|2t ) p(at |t
gyl Ty_y, 2e)
Mientras que la densidad a posteriori p(xy|z1.x) puede ser aproximada como:
p(r|21k) Z w6z — x}); (2.57)

en donde, los pesos son definidos mediante (2.56). A medida que Ny — oo, la aproximacion (2.57)
se aproxima a la verdadera densidad a posteriori p(xg|z1.) [38].

De esta forma, el método de muestreo secuencial de importancia (SIS, por sus siglas en inglés),
consiste en propagar recursivamente el conjunto de muestras, junto con sus pesos asociados, cada
vez que una nueva observacion es obtenida secuencialmente.
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Remuestreo

Un problema habitual del algoritmo de muestreo secuencial de importancia presentado, es el
fendomeno de degenerancia. Este fenémeno corresponde al hecho de que, luego de unas pocas itera-
ciones; todas las particulas, excepto una, tienen asociado un peso despreciable. La varianza de estos
pesos solo puede crecer en el tiempo [37], por lo que la presencia de degenerancia es inevitable.
Esto implica que se deben destinar importantes recursos computacionales para la actualizacion
de particulas cuya contribucion a la aproximacion (2.57) es insignificante. Una medida para este

efecto corresponde a el tamafio efectivo de la muestra Nesy [39], definido como:
N,

Nepp = ————; 2.58

A Var{w;’ (2:58)

CALE)
a(zy |y ,2x)
exactamente, por lo que se utiliza el siguiente estimador:

A 1
Nepr = =<v—>
Do (wy)

en donde, w;’ = corresponde al peso verdadero. N.ss no es posible se ser evaluado

(2.59)

en donde, w}, corresponden a los pesos normalizados obtenidos mediante (2.55). Siempre se cumple
la condicion Ngpr < N, y un valor pequenio de N¢; indica una gran degenerancia. Este fenémeno
corresponde a un efecto indeseable para la implementacion del Filtro de Particulas, por lo que debe
ser corregido. Dentro de los enfoques mas simples esté el de utilizar un valor muy grande para Ng;
sin embargo, esto es impracticable en casos de estudio reales.

Uno de los métodos utilizados para reducir el fenémeno de degenerancia corresponde a remues-
treo. Este método se aplica cada vez que un determinado nivel de degenerancia se hace presente;
es decir, cuando Ng¢s cae bajo cierto umbral Np. La idea del remuestreo es eliminar particulas
cuyo peso asociado sea pequeno, y concentrarse en aquellas cuyo peso sea grande. En la etapa
de remuestreo se generan un nuevo conjunto de muestras {z%'}, mediante N, remuestreos (con
reemplazo) de la aproximacion (2.57); tal que:

P2y = o)) = w]. (2.60)

De esta forma, el conjunto {zi*} corresponde a una muestre i.i.d. de la distribuciéon de proba-

bilidad (2.60); por lo tanto, los pesos son actualizados a w}, = Ni

A pesar de que el método de remuestreo reduce el efecto de degenerancia, también introduce
algunos efectos negativos. Por una parte, limita la posibilidad de paralelizar, ya que todas las
particulas deben estar combinadas para su ejecucion. Por otro parte, las particulas que poseen
mayores pesos wi son estadisticamente elegidas muchas veces. Esto lleva a una pérdida de diver-
sidad entre las particulas, ya que su poblacién esta conformada por la repeticion de muchas de ellas.

El siguiente pseudocodigo describe el algoritmo del Filtro de Particulas:
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Algorithm 1 Generic Particle Filter

Require: [{z]_;,wj_;}7, %]
Ensure: [{z},w}Y]
fori=1: N, do
Draw z% ~ q(zg|zi |, 21)- '
Assign the particle a weight, w}, according to (2.56).
end for
Calculate total weight: t = S0 wi.
fori=1: N, do .
Normalize: w = wT’Z“
end for
Calculate Nz usign (2.59).
if Neff < Nr then
Resample: [{z}, wi}* ] = RESAMPLE[{x}, wi}* ]
end if

2.7.3. Esquema de Pronéstico Basado en Filtro de Particulas para Sis-
temas Dinadmicos No-Lineales

Un esquema de pronostico de fallas puede ser entendido como la generacion de predicciones a
largo plazo que describen el comportamiento de algin indicador de falla. Esto se realiza con el
proposito de estimar la vida 1til remanente de un componente que presenta algiin modo de falla,
tomando como condiciones iniciales las entregadas por la etapa de estimacion.

Para la realizacion de la etapa de pronoéstico, se requiere la presencia de al menos una caracte-
ristica que indique la dimensién o severidad del evento critico. En caso de que esté disponible més
de una caracteristica, siempre es posible combinarlas con el propoésito de obtener una sola senal.
Luego, mediante la utilizacion de un modelo de espacio-estado, es posible estimar el comporta-
miento a lo largo del horizonte de prediccion de dicha caracteristica.

Para ilustrar lo anterior se considera la prediccion de la pdf condicional de los estados, p(z}_ |z}, 1),
la cual describe la evolucion de los estados en el instante futuro ¢t + &, (k= 1,..,p) cuando la par-
ticula 7, es utilizada como condicion inicial. Asumiendo que los pesos actuales {w]};’* son una
buena representacion de la pdf de los estados en el instante ¢, entonces es posible aproximar la pdf
de los estados en el instante ¢ 4 k£ utilizando la ley de probabilidades totales y el conjunto de pesos
en el instante ¢ + & — 1, como lo muestra la siguiente ecuacion:

N

P(resklBrarn) = Y why s Paiglie ), h e {1, p} (2.61)
=1

Para evaluar la aproximacion (2.61), el peso de cada particula debe ser modificado en cada
instante del horizonte de prediccion, con el objetivo de incorporar el hecho de que la no linealidad
del proceso y su ruido asociado pueden cambiar la forma de la pdf de los estados a medida que pasa
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el tiempo. Esto hace que sea necesario realizar una actualizaciéon de dichos pesos, la cual no puede
depender de la adquisicién de observaciones en el horizonte de prediccion, contrario a lo hecho para
la etapa de estimaciéon. Por otro lado, antes de realizar la prediccion en el siguiente instante de
tiempo, un nuevo conjunto de particulas debe ser generado dentro del dominio de (2.61). Para re-
solver estas dificultades se describen dos enfoques, las cuales han sido desarrollos y validados en [7].

Generacion de Predicciones a Largo Plazo: Primer Enfoque [7]

Este enfoque predice la evoluciéon temporal de cada particula mediante el calculo sucesivo de
la esperanza de la ecuacion de actualizacion del vector de estados (2.35) para cada instante de
tiempo futuro. Para el calculo de dicha esperanza se considera el valor del estado asociado a esa
particula como condicién inicial, como lo muestra la ecuacion (2.62).

‘f’,i%»p = ]E{ft-O-p(:%ierfla Ut+p)}' (262)

Este primer enfoque para predicciones de largo plazo es simple desde el punto de vista de costo
computacional. Sin embargo, hace el supuesto de que el error que se genera al considerar los pesos
de las particulas invariante para instantes de tiempo futuros es despreciable con respecto a otras
fuentes de incertidumbre (imprecisiones del modelo, supuestos sobre el ruido de proceso u obser-
vacion, etc).

Bajo el supuesto de que las condiciones mencionadas se cumplen, (2.62) es considerada sufi-
ciente para extender las trayectorias del vector de estados &f,,.,, mientras sus pesos asociados son
propagados en el tiempo sin realizar cambios. Mediante la realizacion de simulaciones se ha podido
observar que este método ofrece resultados satisfactorios sobre el comportamiento del sistema en
aplicaciones reales.

Generacion de Predicciones a Largo Plazo: Segundo Enfoque [7]

El segundo enfoque para predicciones en el largo plazo, el cual se encuentra basado en el algo-
ritmo del Filtro de Particulas Regularizado (RPF, por sus siglas en inglés), propone una solucion
al problema de representaciéon de la incertidumbre en los instantes futuros de tiempo. Este enfoque
es particularmente 1til cuando el horizonte de prediccion es grande. En lugar de recalcular los
pesos de las particulas en cada instante de prediccién, se propone representar la incertidumbre
en instantes futuros mediante un remuestreo de la pdf de los estados predichos (2.61). De esta
forma, la distribucion de los estados en los instantes futuros estd dada solo por la posicion de las
particulas, y no por sus pesos asociados.

Para esto, se considera la aproximacion discreta para la pdf predicha de los estados (2.63), en
donde K(-) es un kernel o funcién de distribucion; que puede corresponder a la pdf del ruido de
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proceso, un kernel Gaussiano o una version rescalada del kernel de Epanechnikov (2.65).

N
Peeklinenns) © D Wik - Koo = Bl }). (2.63)
i=1
1 L 1
K;, = o K (%) , hopt = A-N mti A= (80;%1 . (nx _|_4) . (2ﬁ)nz)nm+4 ' (2.64)
Rt (1 — |z]]) s flaf] <1
K(w) = q 2.65
(@) { 0 si no. ( )

En donde, ¢, corresponde al volumen de la esfera unitaria en R"*. Para representar la in-
certidumbre existente en (2.63) se genera una nueva poblacion de particulas para el instante
t+k (ke{l,.,p}), cuyos pesos son uniformes, mediante un proceso de remuestreo inverso [7].

Para evitar pérdida de diversidad en la poblacion de particulas, se desarrolla un paso adicional
inspirado en RPF. Para esto, se asume que la la matriz de covarianza del vector de estados S'Jrk
corresponde a la matriz de covarianza empirica de Z;,x; y que se dispone de un conjunto de parti-
culas, de pesos uniformes, para ;1. Con esto, la eficiencia en el uso de kernels de Epanechnikov
para aproximar una pdf, en el sentido de error medio cuadratico, es maximizada.

El algoritmo de regularizacion aplicado a realizar predicciones a largo plazo se presenta a con-
tinuacion.

e Aplicar el procedimiento de remuestreo de la transformada inversa modificado. For ¢ =
1,.Ng: wj = N%

e Calcular Sy, la matriz de covarianza empirica de {E{xi, @1, , ], wi%}?jl.

e Calcular Dy, tal que Dakﬁt% = Sy

e For i = 1,..N,: obtener ¢’ ~ K, de la distribucion de Epanechnikov y asignar &, =
@1+ B Dyye’, donde b es calculado en (2.64).

— . Al Ak
e Fori=1,.Ng 2y, =T,

Cabe mencionar que el supuesto de ruidos de proceso no correlacionados sélo fue hecho con
el objetivo de reducir el esfuerzo computacional al realizar el proceso de remuestreo. De hecho,
no hay restricciones teéricas para la aplicacion de esta metodologia en el caso de tener ruidos de
proceso correlacionados.

Estimacién y Caracterizaciéon Estadistica de la Vida Util Remanente

Uno de los objetivos principales de un algoritmo de pronoéstico corresponde a la estimacion de
la pdf de la vida 1til remanente del sistema, la cual estd relacionada con la probabilidad de existir
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una falla en los instantes de tiempo futuros. Esta probabilidad se obtiene mediante las predicciones
a largo plazo de los estados del sistema, junto con informacion empirica sobre las condiciones criti-
cas. Estas condiciones son tipicamente especificadas en forma de umbrales para los indicadores de
falla, definiendo lo que se conoce como zona de peligro [7]. En la practica, la zona de peligro que-
da determinada por una pdf empirica basada en datos historicos de la ocurrencia del evento critico.

La definicién de la ocurrencia de una falla en un sistema, y su correspondiente RUL, depende
de cada problema en especifico. Para el caso de pronostico del SOC, la ocurrencia de este evento
corresponde al instante de tiempo en donde ocurre el fin de la descarga (EOD, por sus siglas en
inglés), el cuél esta caracterizado por el instante en que el voltaje en bornes de la bateria cae por
debajo de un valor critico.

Asi, la pdf del EOD puede ser obtenida mediante la ley de probabilidades totales, como se
muestra en la ecuacion (2.66).

N

P(EOD = eod) = ZIP)(Failure]X =3 ) -w . (2.66)

eod
=1
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Capitulo 3

Desarrollo Metodolbgico

En este capitulo se describe como es posible modelar el perfil de corriente de descarga de una
baterfa mediante una cadena de Markov homogénea. Ademas, se presenta una metodologia, la
cual corresponde al ntucleo de este trabajo, que permite encontrar todos los parametros de dicha
cadena mediante fundamentos teéricos. Para esto, se hace uso de las herramientas matemaéticas
presentadas en el Capitulo 2.

3.1. Inferencia Estadistica sobre Cadenas de Markov

Dentro de las cadenas de Markov, las que presentan un comportamiento homogéneo corres-
ponden a las mas simples de ser estudiadas. Si ademés se dispone de un conjunto apropiado de
observaciones equidistantes temporalmente para dicho proceso, es posible realizar inferencias es-
tadisticas sobre él. Por ejemplo, es posible estimar las probabilidades de transiciéon o realizar test
de hipotesis sobre ellas.

En lo que sigue se explica la forma de realizar una inferencia estadistica sobre cadenas de Markov
homogéneas, y se describiran los detalles para una cadena de primer orden. La extensiéon para otros
ordenes es generalizable a partir de lo aqui explicado. Sean i € {1,..,m} los estados de esta cadena,
v t €{0,..,T} los periodos de observacion del proceso. Se denota por p;; ((i,7) € {1,..,m}?*) a la
probabilidad de estar en el estado j en el periodo ¢, dado que se estuvo en el estado i en el periodo
t—1 (Vted{l,.,T}).

3.1.1. Estimaciéon de las Probabilidades de Transicion

Una observacion para una realizacion de la cadena de Markov consiste en la secuencia de los
estados presentados en t = 0,..T; los cuales se denotan por i(0), .., i(7T") respectivamente. Se asume
conocido el estado inicial i(0), por lo que existe m” posibles secuencias de estados. Estas secuencias
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corresponden a eventos mutuamente excluyentes cuya funcion de verosimilitud corresponde a:

Fr(n|P) = HHp;?;j. (3.1)

i=1j=1

En donde n corresponde a una matriz cuya entrada n[i, j] ((4,7) € {1,..,m}?) indica el nimero
total de transiciones desde el estado ¢ hacia el estado j en la observacién de la realizacion del
proceso, mientras que P denota su matriz de probabilidades de transicion.

Las probabilidades de transicion p;; ((¢,7) € {1,..,m}?) pueden ser estimadas mediante el es-
timador de méaxima verosimilitud [40]. Para esto se debe maximizar (3.1) con respecto a p;;. Sin
embargo, para que el resultado de este procedimiento sea coherente, se debe agregar las restriccio-
nes pi; >0 V(i,j) € {1,..,m}*y >0 pij = 1 Vi € {1,..,m}. Asi, la obtencion de dicho estimador
se traduce a la resoluciéon de un problema de optimizacién con restricciones, cuya solucién viene
dada por:

nij

ﬁi':m— \V/Z,j e{l,...m 2. 3.2
= s Vi) € (L) 52

3.1.2. Test de Hipo6tesis de que la Cadena es de un Orden Determinado

En esta secciéon se describird un procedimiento para testear la hipotesis nula de que la obser-
vacion de la realizacion del proceso corresponde a una cadena de Markov homogénea de primer
orden, en contra de su hipo6tesis alternativa.

Para esto, se define una cadena de Markov homogénea de segundo orden; la cual corresponde
a una generalizaciéon de una cadena de Markov de primer orden, como un proceso cuyo esta-
do en el siguiente instante de tiempo depende de su estado actual y anterior. Se denota por
pije (V(i,7,k) € {1,..,m}?) a la probabilidad de estar en el estado k en el periodo ¢, dado que se
estuvo en los estados ¢ y j en los periodos t — 2 y t — 1 (Vt € {2,..,T}), respectivamente. Cabe
mencionar que una cadena homogénea de primer orden es un caso particular de una cadena de
segundo orden, una en donde las probabilidades de transicion p;;; no dependen del primer indice
1. Por otro lado, una cadena de segundo orden puede ser representada como una cadena de primer
orden méas compleja (para mayor detalle consultar [41]).

Con lo anteriormente explicado, es posible escribir las hipotesis estadisticas antes mencionadas
como:

HO o DPijk = P2jk = = Pmjk = Pjk \V/(.], k) S {17 "7m}2' (33)

H; : no se cumple Hy. (3.4)

De forma analoga a lo hecho para el caso de una cadena de primer orden, el Estimador de
Maxima Verosimilitud de las probabilidades de transiciéon de una cadena de Markov homogénea
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de segundo orden corresponde a:

R Nijk .. 3
DPiik — <m———— \V/l, ,]C < 1,..,m . 3.5
p= g Wi K € {1 (35)

En donde n;j, corresponde al niimero total de transiciones en la observacion de la realizacion
del proceso que se inician en el estado 7, luego pasan por el estado j, y finalmente terminan en el
estado k.

Para testear las hipotesis presentadas en (3.3) v (3.4), se utiliza una tabla de dimension m xm, la
cual tiene la misma apariencia que una tabla de contingencia, para representar las estimaciones de
Pijr para un valor de j dado y V(i, k) € {1,..,m}?. Bajo la hipotesis nula p;, = pjr Vi € {1,..,m},
por lo que el test x? de homogeneidad es adecuado [40]. Para testear esta hipotesis, se calcula el
estadistico:

=35 p”’“p D) (3.6)

i=1 k=1 gk

Si la hipotesis nula es verdadera, (3.6) converge en distribucion a una x? con (m — 1)? grados
de libertad.

Con los pasos realizados anteriormente, las hipotesis (3.3) y (3.4) pueden ser testeadas separa-
damente para cada valor de j. Sin embargo, también es posible testear la hipotesis conjunta de que
pijk = pik V(i,j, k) € {1,..,m}?. Para realizar este test, se debe calcular el siguiente estadistico:

m m

=D 0= ny p”kp kpﬂ“) , (3.7)
J

j=1 i=1 j=1 k=1

el cual converge en distribucion a una x? con m(m — 1)? grados de libertad.

3.2. Conjunto de Datos Utilizados

Para desarrollar la metodologia presentada en este trabajo se ha utilizado dos conjuntos de
datos. En especifico cada uno de los conjuntos estd compuesto por mediciones simultaneas de co-
rriente, voltaje y tiempo, correspondientes a pruebas experimentales del proceso de descarga de
una celda de Ion-Litio. El tiempo de muestreo de dichas variables fue de 1 [seg|, y la descarga
fue realizada hasta que el voltaje en bornes de la celda llegara a 0.5 [V], comenzando con ella
totalmente cargada (estado de carga al maximo).

El primer conjunto de datos (denotado por Set #1) corresponde al proceso de descarga de una
celda de Ion-Litio 18650 (3.7 [V] v 2.4 [Ah]|) mediante un perfil de uso que emula a el exhibido
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por la bateria que energiza a un robot terrestre de cuatro ruedas, cuya corriente maxima y mi-
nima fueron definidas en 2.809 [A] y 1.619 [A], respectivamente. Este conjunto estd conformado
por 2920 observaciones sucesivas. El segundo conjunto (denotado por Set #2) corresponde a la
descarga de una celda de Ion-Litio 18650 (3.7 [V] vy 3 [Ah|) conformada por 3638 observaciones su-
cesivas, en donde el perfil de uso corresponde a la realizaciéon de una cadena de Markov homogénea
de dos estados, los cuales representan cambios aleatorios entre niveles altos y bajos de corrien-
te. Las probabilidades de transicion para esta cadena son p;; = po1 = 0.55 y p1o = pag = 0.45,
y los estados se definen como el valor de la corriente de descarga (estado #1: 1[A], estado #2: 3[A]).

La Figura 3.1 muestra los graficos de los conjuntos de datos utilizados.

Setl Setl
4 3
3 —
> % 25
q_) —
g 2 o
o° =
> 1 8 2
0 1.5
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
Tiempo [seq] Tiempo [seq]
Set 2 Set 2
4 35
3 3
S % 2.5
T 2 g 2
ke =
> 1 8 1.5
1
0 : : : 0.5 : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 200 220 240 260 280 300
Tiempo [seq] Tiempo [seq]

Figura 3.1: Conjunto de datos de voltaje y corriente correspondientes a pruebas experimentales de
descarga de un ESD.

3.3. Eleccion de los Paradmetros de la Cadena de Markov

Una cadena de Markov homogénea queda totalmente especificada por el valor que representan
sus estados y la matriz de probabilidades de transicion. A continuacion se detallara la forma en
que dichos parametros pueden ser determinados a partir de la observacion de una realizacion de
dicha cadena.
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3.3.1. Determinacion del Valor de los Estados

Para determinar cuales son los estados de la cadena de Markov que representa el perfil de co-
rriente utilizado durante la descarga de la bateria, se hace uso del método de agrupamiento de
datos mediante k-means. Para esto, se realiza un agrupamiento de los datos de dicho perfil corres-
pondientes a la variable de la corriente, sin considerar la variable temporal, y definiendo el niimero
de centroides requeridos a priori. De esta forma, cada una de estas mediciones de corriente tiene
un centroide asociado, cuyo valor corresponde a su estado de la cadena de Markov.

Para ilustrar este procedimiento, la Figura 3.2 muestra la cadena de Markov, formada por tres
estados, que representa al perfil de corriente del primer conjunto de datos (Set #1) en los primeros
1000 instantes de tiempo. En color negro se aprecia el perfil de corriente en funcion del tiempo,
mientras que en color rojo se indica el valor del estado de la cadena de Markov al que pertenece
cada muestra de dicho perfil de corriente.

Datos de Corriente Set #1
3 T T T

2.8

Corriente [A]

Perfil de corriente.
Representacion del perfil por C. de Markov.
I I I I

1 I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo [seq]

Figura 3.2: Datos de Corriente Set #1.

En la Figura 3.3, la cual corresponde a un acercamiento de la Figura 3.2, es posible apreciar
dos tipos de situaciones no deseadas. Por un lado se observa que muestras contiguas del perfil de
corriente que presentan un valor similar, tienen asociados un estado distinto en su representaciéon
mediante la cadena de Markov. Sin embargo, dichas muestras deben pertenecer a una misma
agrupacion, ya que describen un mismo punto de operacién. Por otro lado, cuando el perfil de
corriente cambia su valor abruptamente, se produce un cambio entre estados no colindantes de
la cadena. Sin embargo, durante la transicion pueden quedar unas pocas muestras cuyo estado
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asociado es uno intermedio al de las muestras vecinas. Este dltimo fendémeno se produce ya que
al haber un gran cambio en el perfil de corriente, el ESD no es capaz de realizar dicho cambio en
forma instantanea.

Datos de Corriente Set #1 Datos de Corriente Set #1
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2.15¢ \/\\/\ . 2.3} .
21t 1 2.2t 1
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2 : : : 2 : :
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Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 3.3: Acercamiento de Datos de Corriente Set #1, ilustrando dos situaciones irregulares.

Para solucionar las situaciones mencionadas, se debe realizar un pre-procesamiento de la se-
nal correspondiente a la cadena de Markov. Para el primer caso presentado, el preprocesamiento
consiste en permitir un cambio de estado s6lo cuando el perfil de corriente presente un cambio
de valor considerable. Mientras que para la segunda situacion, el procedimiento consiste en no
permitir que un pequeno conjunto de muestras contiguas, donde las muestras que lo anteceden y
suceden pertenecen a estados no sucesivos, pertenezcan a un agrupamiento intermedio de dichos
estados. La Figura 3.4 muestra el resultado de la aplicacién de este preprocesamiento a los datos
presentados en la Figura 3.2.

3.3.2. Determinacién de las Probabilidades de Transiciéon

Sea una cadena de Markov homogénea de orden n € N conformada por m estados. Para de-
terminar el valor de las m(™*1) probabilidades de transicion asociadas a esta cadena, éstas deben
ser estimadas mediante su estimador de méaxima verosimilitud anteriormente presentado. Sean n
indices, denotados por i; (I € {1,..,n}), cada uno de ellos definido en el conjunto {1,..,m}. La
estimacion de cada una de las probabilidades de transiciéon viene dada por:

. Tivig.ing . o n
Piyig.ing = Zml;‘7 V(Zlyl% -wln;]) S {17 -~>m}( +1)' (38)

j=1 Niyig.ing
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Figura 3.4: Preprocesamiento de la cadena de Markov correspondiente Datos de Corriente Set #1.

En donde n;,;,.4,; corresponde al nimero total de transiciones, en la observacion de la realizacion
del proceso, que siguieron la trayectoria de estados consecutivos correspondiente a i1%9..7,].

3.3.3. Determinacién de la Cantidad de Estados

Anteriormente se explico como definir los estados de la cadena mediante el uso de k-means,
asumiendo un nimero de centroides predeterminado. Mientras mayor sea el nimero de estados con
los que se define la cadena, es de esperar que ésta represente de mejor forma el perfil de corriente
asociado. Sin embargo, la eleccién del maximo nimero de estados posibles no es arbitraria. Esto
se debe a que a medida que se define un mayor nimero de centroides, la cantidad de observaciones
que pertenecen a él disminuye. Al tener un menor nimero de observaciones correspondientes a
cada estado de la cadena, la estimacion de las probabilidades de transicién entre dichos estados
es de menor calidad. Para cuantificar este efecto se utilizan las desigualdades de concentracion
ya presentadas. A continuaciéon se describiran los detalles para una cadena de primer orden. La
extension para ordenes mayores es generalizable a partir del caso de primer orden.

Para esto se considera que cada una de las transiciones entre estados presentes en la observacion
de la realizacion de la cadena corresponde a una variable aleatoria multinomial, cuya distribucién
depende del estado en el que se produjo dicha transicion y corresponde a las probabilidad de tran-
sicion de la cadena.
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En especifico, si la realizacion de la cadena de Markov estd conformada por m estados y hay
n transiciones desde el estado i € {1,..,m}, interesa estudiar la calidad de la estimacion de p;
(7 € {1,..,m}). Las transiciones observadas desde el estado i hacia el estado j pueden ser des-
critas mediante una secuencia de variables aleatorias X (con k € {1,..,n}), cada una de ellas
correspondiente a un experimento de Bernoulli que toma el valor 1 (con probabilidad p;;) si la
transicion efectivamente fue hacia el estado j, y 0 (con probabilidad (1 — p;;)) si no. Este tltimo
caso corresponde a una transiciéon desde el estado ¢ hacia un estado distinto de j. De esta forma,

la ecuacion (2.30) queda de la siguiente forma:
2n*t?
]P’{ 2t}§2€xp (— 1 ) (3.9)
n

Debido a la eleccion de la secuencia de las variables aleatorias {X, k& € N}, la expresion
% > r—y X, corresponde a "n7 ; es decir, el estimador de méaxima verosimilitud para la probabilidad
de transicion p;;. Por otro lado, dicha secuencia esta conformada por variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas entre si, cada una de ellas con esperanza E{X;} = p;; (Vk €
{1,..,n}), por lo que la ecuacion (3.9) se escribe como:

1 n
~ > Xi—E{X1}
k=1

P{|pij — pi;| > t} < 2exp (—2nt?) . (3.10)

También, la varianza de estas variables aleatorias corresponde a Var{Xy} = p;;(1 —p;;) (Vk €
{1,..,n}). Dado que p;; € (0,1), el maximo valor para la expresion p;;(1 — p;; corresponde a 1y
se obtiene cuando p;; = % Asi, es posible obtener una cota superior para ésta varianza dada por
Var{ X} < 1 (Vk € {1,..,n}), la cual puede ser utilizada en la ecuacién (2.28) para obtener la
siguiente desigualdad:

P{|pij — pis| >t} < (3.11)

Ant?’

Las ecuaciones (3.10) y (3.11) especifican cotas superiores para la probabilidad de que el esti-
mador de p;; difiera de su valor real por un valor igual o mayor que t. Estas cotas, para un valor
fijo de t, corresponden a funciones decrecientes de n, el nimero de transiciones observadas desde
el estado i. De esta forma, a medida que se tiene una mayor cantidad de dichas observaciones, es
posible obtener una mejor estimacion para la probabilidad de transicion. La Figura 3.5 ilustra el
comportamiento de las cotas mencionadas, para t = 0.1, a medida que n aumenta.

De la Figura 3.5 se aprecia que hasta un cierto valor de n, el cual depende del valor elegido para
t, las cotas superiores de la probabilidad es mayor a 1, por lo que no entregan ninguna informaciéon
util. Por otro lado, a partir de un determinado valor de n, que también depende de ¢, la cota
entregada por la desigualdad (3.10) es menor a la entregada por (3.11). Estos valores de n se
definen como:

n(t) = Sup{ L >1}. (3.12)

neN Ant? —
1
no(t) = sgg {2 exp (—2nt*) > m} : (3.13)
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Cotas Superiores de la Probabilidad de Transicion
T T T T

2
2 e—2t n

Probabilidad

| | | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160
N°. de Muestas

Figura 3.5: Comportamiento de las cotas superiores en funcién del nimero de observaciones, utilizando
t=0.1.

Con esto, se obtiene la siguiente cota superior para la probabilidad en funcién de n y para un
valor dado de ¢:

1 sin < ny(t)
c(n) = 1/(4nt?)  sing(t) <n < n(t) (3.14)
2 exp (—2nt?) si ng(t) <n

La cota c(n) se utiliza para determinar el maximo niamero de estados que posee la cadena de
Markov. Para esto se escoge un valor de ¢t € (0,1) junto con un escalar p* € (0,1), los cuales
corresponden a parametros de diseno. Estos valores estdn relacionados, mediante la desigualdad
(3.15), con la maxima probabilidad que se esta dispuesto a aceptar de que el estimador p;; difiera
de su valor real p;; en un valor mayor o igual a t.

P{|p;; — pis| >t} <p*. (3.15)

Para obtener las estimaciones requeridas para p;; (Vj € {1,..,m}), se debe cumplir que ¢(n) <
p*. Esta desigualdad se debe cumplir para todos los estados ¢ € {1,..,m}, de modo que las m?
probabilidades de transicion sean estimadas adecuadamente. El hecho de que dicha desigualdad no
se cumpla para algtun estado ¢, se debe a que no hay suficientes transiciones observadas, que partan
en dicho estado, para cumplir los requerimiento de la estimacion. En estos casos, se debe reducir el
numero de estados con que se representa la cadena, para que de esta forma haya un mayor nimero
de muestras que pertenecen a cada estado. Este procedimiento de reduccién del niimero de estados
se realiza en forma progresiva hasta que se logre obtener el mayor nimero de ellos con los que se
cumpla el requerimiento de estimacién, o hasta llegar a representar la cadena con un solo estado.
En este dltimo caso el valor del estado corresponde al promedio del perfil de corriente.
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3.4. Eleccion del Orden de la Cadena de Markov

Una vez que se ha explicado como determinar la cantidad de estados de la cadena, junto con el
valor de los mismos, y las probabilidades de transicién entre ellos; hay que comprobar que dicha
cadena sea de un orden determinado.

El primer paso que se debe realizar para llevar a cabo este proposito consiste en determinar cuél
es el mayor orden de una cadena de Markov con que se puede representar el perfil de corriente,
utilizando en cada uno de ellos el mayor ntimero de estados posibles. La forma de obtener este
mayor orden (denotado por O,,..) consiste en, partiendo desde O,,., = 1, verificar si es posible
obtener una cadena de Markov de dicho orden con un nimero de estados mayor a 1. De ser esto
posible, se aumenta progresivamente el valor de O,,,, en una unidad y se vuelve a verificar la
condicion presentada, hasta obtener un valor para el orden de la cadena (denotado por Oy;,) en
donde el méximo nimero de estados sea 1. Finalmente, Oqp = Oy, — 1.

Una vez determinado el valor de O,,4,, se prueban la generalizacion de las Hipotesis (3.3) y (3.4),
partiendo desde el orden 0; y considerando el mayor niimero de estados posibles. Cabe mencionar
que para dicho orden, estas hipotesis corresponden a las utilizadas en el test de independencia
anteriormente presentado. El mayor nimero de estados posibles para la cadena de orden 0, co-
rresponde a el encontrado para la cadena de orden 1. De cumplirse Hy, se ha logrado obtener el
orden de la cadena de Markov requerida. En caso contrario, se aumenta progresivamente el orden
de la cadena, volviendo a testear dichas hipotesis estadisticas, hasta llegar al orden O,,,,. Si no
se cumple H, para este ultimo orden, se reduce en una unidad el ntmero de estados con que se
modela la cadena, para todos los ordenes desde 0 hasta O,,,,; vy se vuelve a repetir el proceso de
testear las hipotesis estadisticas mencionadas, partiendo desde el orden 0. Si al reducir el nimero
de estados se llega a uno solo, dicho orden se descarta en caso de ser mayor a 1; en caso contrario
se obtiene la cadena requerida, correspondiente a una de orden 0 y formada por un sélo estado.

La Figura 3.6 ilustra un diagrama de flujo para la metodologia descrita.
Los bloques por los que esta compuesto este diagrama se detallan a continuacion.

e Datos y Parametros: Corresponde al input de la metodologia. Est4 compuesto por el conjunto
de datos que se desea modelar mediante una cadena de Markov, y los parametros de la
metodologia. Estos parametros corresponden a los valores de ¢, p*, y ag (nivel de significancia
con que se desea realizar los test de hipotesis).

e Test(n, NE,): Corresponde a la realizacion del test de hipotesis para una cadena de Markov
de orden n conformada por N FE,, estados.

e Test OK: Se verifica si el test de hipotesis falla en rechazar Hy (Si), o rechaza Hy (No).

e NE = NFE — 1: Se sustrae una unidad al nimero maximo de estados para todos los 6rdenes,
desde 0 hasta O,,4z.

e Fin: Corresponde al output de la metodologia. Se obtiene el nimero de estados y orden de
una cadena de Markov homogénea, dados por NEy, .. ¥ Opnq. respectivamente.
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Figura 3.6: Diagrama de flujo que grafica la metodologia descrita.

Con el propésito de poder obtener una mejor representacion del perfil de corriente mediante
la metodologia descrita, se ha realizado la siguiente consideracion. Se divide este perfil en r inter-
valos, cuyo valor sera explicado més adelante, y se aplica el procedimiento para la determinacion
del valor de los estados independientemente en cada uno de los intervalos (siempre con el mismo
niumero de centroides para cada intervalo). Luego, una vez obtenida la pertenencia de cada una de
las muestras del perfil a su centroide correspondiente, el proceso de la determinaciéon del ntmero
de estados y la estimacion de las probabilidades de transicion se realiza considerando las muestras
de todos los intervalos. Para esto se considera de que muestras de diferentes intervalos, pertene-
cientes a centroides equivalente, corresponden al mismo estado. Es decir, si muestras de diferentes
intervalos tienen asociado su centroide correspondiente de mayor valor, entonces se consideran
pertenecientes al mismo estado.

Para determinar el valor de los estados de la cadena, se realiza una ponderaciéon exponencial
(EWMA, por sus siglas en ingles) [42] de los valores de los estados en cada intervalo. Sea m el
ntimero de estados de la cadena, y sea S(q) = {S1(q),...,Sm(q)} (Vg € {1,..,r}) los valores de
dichos estados en el intervalo ¢. El valor de los estados, para la cadena correspondiente el perfil
completo, vienen dados por los valores extremos de la siguiente ecuaciéon recursiva:

Si(q) = (1—a) Si(q) +a-Silg—1) Vie{l,..,m},Vge {2, .} (3.16)
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En donde, §i(q) corresponde al valor ponderado del estado ¢ en el intervalo ¢, cuya condicion
de borde es S;(1) = S;(1). Mientras que « corresponde al factor de olvido de este ponderador.

Mediante esta consideracion se busca obtener una mejora en dos aspectos. Por un lado, al
realizar el proceso de determinacion del valor de los estados separadamente en cada uno de los
intervalos, se obtiene una mejor representacion de la cadena para cada uno de ellos. Esto se debe
a que el valor de los estados en cada intervalo s6lo depende de las muestras de dicho intervalo, no
viéndose influenciado por el resto de ellos. Asi, es posible compensar el hecho de que el ESD; bajo
el supuesto que el dispositivo al que energiza funciona con un requerimiento de potencia constante,
debe suministrar una mayor corriente a medida que el voltaje en sus bornes decae. Por otro lado,
al realizar el proceso de agrupamiento de datos mediante k-means con un conjunto menor de datos,
se logra que la soluciones sub-6ptimas entregada por este algoritmo se encuentren mas cercanas
a su optimo. Esto se refleja en que al desarrollar realizaciones independientes del algoritmo, las
soluciones obtenidas presenten menor variabilidad entre si.

La metodologia presentada fue aplicada a los conjuntos de datos Set #1 y Set #2 anteriormente
descritos, considerando en ellos so6lo los primeros 1800 instantes de tiempo del perfil de corriente.
Estos conjuntos fueron segmentados en 6 y 5 intervalos, respectivamente; y se utilizé un factor
de olvido de @ = 0.8 en ambos casos. Los tests estadisticos fueron desarrollados con un nivel de
significancia ag = 0.05, y se us6 valores para t = 0.075 y p* = 0.02. Sea P la matriz de probabi-
lidades de transicion y S un vector conformado por los valores de los estados de la cadena obtenida.

Para el Set #1, se obtuvo una cadena de primer orden conformada por 3 estados. Los parametros
de dicha cadena corresponden a:

0.9656 0.0250 0.0094
P = 10.0198 0.9703 0.0099] . (3.17)
0.0170 0.0227 0.9602

S = (1.9720, 2.2152, 2.5402). (3.18)

El valor-p para el test de hipotesis en qué se aceptd los parametros de esta cadena de Markov
corresponde a aproximadamente 0.16.

La Figura 3.7 muestra al perfil de corriente correspondiente a este conjunto de datos, en color
negro; y la trayectoria asociada a una cadena de Markov que se obtuvo gracias a la metodologia,
en color rojo. Se aprecia como el valor de los estados de esta trayectoria cambia entre los diferentes
6 intervalos en que se segment6 el conjunto.

Para el Set #2, se obtuvo una cadena de primer orden conformada por 2 estados, cuyos para-
metros corresponden a:

p_ {0.5709 0.4291} | (3.19)

0.5577 0.4423
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Perfil de Corriente del Set #1 y su Cadena de Markov
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Figura 3.7: Perfil de corriente correspondientes al Set #1 y su trayectoria asociada a una cadena de
Markov.

S = (1, 3). (3.20)
Para este caso, el valor-p corresponde a 0.25.

La Figura 3.8 muestra un acercamiento del perfil de corriente correspondiente a este conjunto,
en color negro; y su respectiva trayectoria asociada a una cadena de Markov, mediante puntos de
color rojo.
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Perfil de Corriente del Set #2 y su Cadena de Markov
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Figura 3.8: Acercamiento del perfil de corriente correspondientes al Set #2 y su trayectoria asociada a
una cadena de Markov.
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Capitulo 4

Validacién de la Metodologia

4.1. Modelo de Estado-Espacio para Estimaciéon y Pronoéstico
del SOC Utilizando Caracterizacion Estadistica de su
Perfil de Uso Futuro

El objetivo principal de este trabajo corresponde al desarrollo de una metodologia que permita
obtener una caracterizacion estadistica del perfil de corriente utilizado en el proceso de descarga
de un ESD. El motivo de interés por el que se requiere esta caracterizacion, es poder desarrollar un
esquema de pronostico el linea para el SOC. Para poder llevar a cabo esto, es necesario disponer
de un modelo que represente el proceso de descarga del ESD; el cual debe ser capaz de caracterizar
el impacto que producen diferentes perfiles de corrientes de descarga en el voltaje en bornes de
la bateria, condicional a un valor dado del SOC. Adicionalmente, este modelo debe ser capaz de
permitir trabajar en linea; es decir, tanto sus entradas como salidas deben ser variable que puedan
ser adquiridas, y posteriormente, procesadas en tiempo real. También el ntimero de dichas variables
debe ser acotado, con el objetivo de garantizar un bajo costo computacional. De esta forma, se ha
elegido trabajar con los datos de las senales de corriente y voltaje correspondientes al proceso de
descarga de una bateria.

El modelo que se ha decidido utilizar corresponde a un modelo empirico de espacio-estado
inspirado en los circuitos eléctricos equivalentes de la bateria. Este modelo, presentado en (4.1),
(4.2) y (4.3), intenta explicar la caida de tension en los bornes de la bateria durante su proceso de
descarga.

Modelo de Transicion de Estados

To(k+1) = xo(k) —v(k)-i(k) - At - E_} + wa(k).
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Ecuacién de Observacion
v(k) = Vi 4+ (Vo — Vi) - @00 o Vo (a9(k) — 1) + ... (4.3)
(l—a) V- (efﬁ - efﬁ-\/fw(k)) —i(k) - 2 (k) + k).

En donde, el perfil de utilizacion i(k) [A]| y el tiempo de muestreo At [seg| son variables de
entrada, y el voltaje en bornes de la bateria V (k) [V] corresponde a la salida del sistema. Los
estados son definidos como x;(k) (pardmetro desconocido del modelo) y xo(k) (SOC, energia re-
manente de la bateria normalizada por E..;), Ee corresponde a la energia total que se espera
obtener del ESD (la cual puede ser inferida de su capacidad nominal o curvas de descarga presen-
tes en sus datasheets). Para este trabajo se considera que estado zy corresponde a una variable
adimensional, valor esta comprendido entre 1 6 100 % (bateria completamente cargada) y 0 6 0%
(bateria completamente descargada). Los ruidos de proceso (wi(k) y wy(k)) y observacion (n(k))
son asumidos Gaussianos. Cabe destacar que el ruido de proceso wsy esta correlacionado con el
ruido de observacién 7, ya que la evolucion temporal del estado zo depende del voltaje medido.

La ecuacion de observacion representa el comportamiento no lineal tipico presente en las curvas
OCV vs SOC para baterias de Ion-Litio. Adicionalmente, esta ecuacién incorpora el hecho de
que al presentarse una corriente a través de la bateria, su voltaje en bornes decae debido a la
presencia de la impedancia interna propia de la ella. De esta forma, es posible resumir la ecuacién
de observacion puede como:

(k) = Voc(k) —i(k) - [2; (4.4)

en donde, |z,| corresponde al modulo de impedancia interna de la baterfa. Mientras que v,.(k) es
el voltaje en bornes de circuito abierto en el instante k. La curva paramétrica que describe a este
voltaje, presente en la ecuacion (4.3), ha sido determinada empiricamente.

Adicionalmente a la incorporacién de la impedancia interna, otro aspecto fenomenologico que
considera el modelo corresponde a la ley de conservacion de energia representada en la ecuaciéon
(4.2). En esta ecuacion se incorpora el hecho de que el SOC del ESD disminuye a medida que se
extrae corriente de él.

Los parametros Vj, V1, «, By 7y corresponden a constantes propias de cada bateria. Estos valores
son calculados off-line, mediante un procedimiento cuyo objetivo es disminuir el error cuadratico
medio entre la curva de voltaje obtenida al descargar la bateria (completamente cargada) a su
corriente nominal y la ecuacion de observacion presentada en (4.3). La Tabla 4.1 presenta los

parametros obtenidos para la baterias asociadas a los conjuntos de datos presentados en el Capitulo
3.

El valor z, presentado en la Tabla 4.1 corresponde a una aproximacién del valor absoluto de la
impedancia interna de la bateria. Para determinar dicha aproximacion; en la prueba de descarga
a corriente constante, realizada para determinar los parametros de la ecuacién de observaciéon, se
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Bateria &) B v Vo Vi e || L
Set #1 | 0.0776 | 16 | 19.6445 | 4.12 | 3.9773 | 20127 | 0.3
Set #2 | 0.1500 | 12 | 6.6061 | 4.00 | 3.8126 | 19865 | 0.2

Tabla 4.1: Pardmetros del modelo para las baterias asociadas a los conjuntos de datos Set #1 y Set #2.

agregan dos pulso en la corriente de descarga. De esta forma, es posible estimar el valor de dicho
parametro mediante |z,| = |%]. En donde, AT representa la diferencia de corriente empleada para
realizar el pulso en la prueba. Mientras que AV corresponde a la diferencia de voltaje en bornes
de la bateria producida al aplicar dicho pulso de corriente.

Esta prueba de descarga también es utilizada para obtener una estimacion a prior: del compor-
tamiento del SOC, mediante la utilizacion de la ley de conservacion de energia. Esta estimacion es
utilizada para calcular el ancho de los intervalos temporales, con los que se segmenta el perfil de
corriente, mencionados en el Capitulo 3. En este trabajo se ha escogido un ancho para cada inter-
valo dado por el ancho de los intervalos donde el SOC disminuye 10 % en la estimacién mencionada.

El modelo propuesto tiene la capacidad de realizar la estimacion de parametros cuyo valor exac-
to es desconocido. Este es el caso del valor absoluto instantaneo de la impedancia interna de la
bateria, representada por el estado 1. La ecuacion (4.1) corresponde a la realizacion de un proceso
de evolucion artificial [43], con el objetivo de realizar una correcta estimacion de este estado. La
realizacion de este proceso ayuda a compensar errores debidos a una inadecuada eleccion de la
condicion inicial para el estado, dada por z,. Por otro lado, esta estrategia de estimacion tiene la
ventaja de poder incorporar la incidencia de factores externos, cuyo efecto no esta contemplado
en la formulacion del modelo de espacio-estado. Un ejemplo de tales factores es la temperatura
ambiental, ya que el valor de la impedancia interna se ve afectada por ella.

La varianza del ruido de observacion 7 se determin6é mediante un procesamiento estadistico off-
line, el cual consiste en aplicar un filtro pasa bajo a la senal de voltaje medido, y posteriormente
calcular el valor absoluto de la diferencia entre la senal original y la filtrada. La varianza empirica
de dicha diferencia se utilizdé como la varianza de este ruido, ya corresponde a un estimador de
ella. Por otra parte, la varianza de w, fue determinada mediante ajustes empiricos a través de un
analisis de sensibilidad realizada a la adaptabilidad del filtro en la etapa de estimacion, incorpo-
rando el efecto del ruido de observacion. De forma analoga se determiné la varianza de w;.

Dada la no linealidad del modelo de espacio-estado presentado, no se cuenta con una herramien-
ta que permita calcular la solucién al problema de filtrado 6ptimo. Es por esto que se considera la
utilizacion de una solucion sub-6ptima, la cual permita trabajar en linea. Especificamente se decide
trabajar con el algoritmo de Filtro de Particulas, tanto para desarrollar la etapa de estimacion y
su posterior etapa de pronéstico. Esta herramienta posee la capacidad de ser utilizada en sistemas
no lineales y no Gaussianos, siendo atractiva para el modelo fenomenoléogico utilizado.
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Al comienzo de la etapa de estimacion, es comidn que no se tenga conocimiento certero sobre la
cantidad de energia almacenada en la bateria. FEsto se traduce en un desconocimiento de la condi-
cion inicial del SOC, y por lo tanto del estado x5. Es critico poder corregir errores que se generan
de asumir una cierta condicion inicial para dicho estado; ya que para realizar una adecuada etapa
de pronéstico del SOC, se requiere que la etapa previa de estimaciéon para dicha variable haya
sido desarrollada correctamente. Es por esto que se ha adoptado en este trabajo una estrategia
de aprendizaje adaptativo, o adaptive learning strategy, [44] para dicho estado; la cual es factible
de ser realizada dentro de un modulo de estimacion basado en Filtro de Particulas. Esta estra-
tegia consiste en aumentar la incertidumbre asociada al estado x5 en (4.2) (representada por la
varianza del ruido ws), asumiendo que cambios en el valor de la impedancia interna, y por lo tanto
en el estado z1, son despreciables para una ciclo especifico de descarga [45]. A pesar de que esta
estrategia ayuda a reducir el error asociado a la condicién inicial errénea de este estado, y por
lo tanto a su convergencia; incorpora fuentes de incertidumbre adicionales, la cual son anadidas
de forma artificial, al modulo de estimacion si se mantienen invariantes en el tiempo. Es por esto
que, una vez que se han adquirido una pequena cantidad de mediciones secuenciales de corriente y
voltaje, la varianza del ruido es reducida exponencialmente hasta alcanzar cierta cota inferior (la
cual corresponde a la varianza para ws explicada anteriormente en este capitulo).

Una vez realizada la etapa de estimacion de los estados, se utiliza dicha informacion como
condiciones iniciales de la etapa de pronostico. Para esto, se consider6 un modulo de prondstico
basado en Filtro de Particulas, el cual hace uso de la distribucién a priori de la prediccion de
la trayectoria de los estados a lo largo del horizonte de prediccion, junto con una caracterizaciéon
estadistica del perfil de utilizacion de la bateria; con el objetivo de caracterizar la incertidumbre del
perfil de descarga futuro de la baterfa. Esta caracterizacion estadistica corresponde a representar
dichos perfiles de corriente como una cadena de Markov homogénea, tal como se describi6 en el
Capitulo 3. Una de las principales ventajas de la utilizacion de este enfoque para la etapa de
prondstico es que permite realizar la estimacion de la pdf del EOD, mediante (2.66), en tiempo
real.

4.2. Medidas de Desempeno para Modulos de Pronoéstico Ba-
sados en Filtro de Particulas

Una vez estimada la distribucion del EOD, es posible obtener medidas de desempeno para la
etapa de prediccion. Dentro de estas medidas, la mas comin corresponde al valor esperado del
EOD, el cual corresponde al valor medio del instante de tiempo en donde ocurre el evento critico,
y se presenta en la ecuacion (4.5). Sin embargo, esta métrica no incorpora el concepto de riesgo,
va que considera una gran probabilidad de que el evento critico se presente antes de dicho valor.
Para incorporar este concepto se incluyen otras medidas de desempeno, tales como intervalos de
confianza, varianza del EOD y JIPT,y, (Just-in-Time Point, por sus siglas en inglés) [46]. Esta
altima métrica, presentada en la ecuacion (4.6), corresponde al instante de tiempo en que la
probabilidad de falla alcanza un umbral v % predefinido.

EOD = E{EOD} = E{k|E{z(k)} = 0}. (4.5)
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JITP, o = argmin {P(EOD < eod) > v %} . (4.6)

eod

4.3. Determinacion de los Parametros del Algoritmo de Fil-
tro de Particulas Utilizado

Diversos estudios han utilizado algoritmos de prondstico basados en Filtro de Particulas ([5],
[7], |15], [21], [44], [47]). Sin embargo, los parametros del algoritmo deben ser fijados dependiendo
del problema en especifico en el que se desea trabajar. Estos parametros dependen del grado de
no linealidad presentado por el modelo, su ntmero de estados, entre otros. Para el caso de estudio
de este trabajo, para realizar una correcta estimacion de la pdf del EOD es critico determinar los
siguientes parametros del algoritmo de pronoéstico: (i) el nimero de particulas que son necesarias
para representar la pdf de los estados en cada iteracion del modelo predictivo estocastico, (i7) el
ntimero de iteraciones del algoritmo de prondstico necesarias para asegurar estandares determina-
dos a cuanto a la exactitud de la prediccion de la pdf del EOD, y (éi7) el nimero de realizaciones de
la cadena de Markov necesarias para caracterizar adecuadamente los diversos perfiles de utilizacién
futura a los que puede ser sometido el ESD, en donde cada una de estas realizaciones corresponde
a un posible perfil de uso representado por una secuencia de estados del valor de la corriente.

En [48] se realizo un estudio para determinar el valor apropiado de estos parametros para el
caso de la estimacion de la pdf del EOD de una bateria de Ton-Litio. En especifico, se realizaron
diversos experimentos basados en Filtro de Particulas para el caso de un modelo simplificado, los
cuales consistian en hacer variar tanto el namero de particulas como el namero de realizaciones de
la cadena de Markov que son necesarias para caracterizar de forma adecuada la incertidumbre del
perfil de descarga futuro de la bateria. El modelo simplificado utilizado corresponde a un modelo
en espacio-estado lineal y Gaussiano, por lo que la soluciéon 6ptima para la estimacion de la pdf
del EOD es posible de obtener analiticamente. El resultado de los experimentos fue comparado
con esta solucion analitica, mediante las medidas de desempeno (4.5) y (4.6).

El JITP, ¢ es critico para la determinacion del ntimero de particulas que son necesarias para la
representacion de la incertidumbre del sistema, ya que entrega informacion sobre las colas de las
distribuciones. También, como se explica en [48], la precision de la esperanza del EOD depende
fuertemente, tanto del nimero de realizaciones del algoritmo de pronéstico, como del nimero de
realizaciones de la cadena de Markov.

En especifico, mediante un analisis de los resultados obtenidos mediante el Filtro de Particulas
y la soluciéon optima analitica, en [48] se concluyd que un nimero de 40 particulas es apropiado
para la implementacion del algoritmo, teniendo en cuenta que también se considera el costo compu-
tacional asociado la dicha implementaciéon. En cuanto al nimero de realizaciones del algoritmo de

pronoéstico, un ntmero de 25 es suficiente para obtener estimaciones adecuadas para el JITP5o,
JITP1go v JITP5o9.
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Cabe mencionar que debido al alto costo computacional de realizar distintas iteraciones del
algoritmo de pronoéstico y realizaciones de la cadena de Markov e inspirado en el trabajo realizado
en [22], se considero la simplificacion de considerar s6lo una iteracion del algoritmo para cada
una de dichas realizaciones. Asi al menos 25 de estas realizaciones deben ser consideradas. Sin
embargo, s6lo fueron necesarias 25 realizaciones de la cadena de Markov para proveer una confiable
estimacion del EOD.

4.4. Resultados del M6dulo de Prondstico Basado en Filtro
de Particulas y Caracterizacion Estadistica del Perfil de
Uso Futuro

Con el objetivo de validar la metodologia presentada para obtener una caracterizaciéon estadisti-
ca del perfil de uso de una bateria, se utiliza el modelo en espacio-estado descrito por las ecuaciones
(4.1), (4.2) v (4.3) en un modulo de pronostico basado en Filtro de Particulas. Este modulo de
pronoéstico considera dicha caracterizacion estadistica para el perfil de corriente de descarga futuro
de la bateria. Para evaluar los resultados obtenidos de la etapa de prondstico, se utilizan las me-
didas de desempefio (4.5) y (4.6).

Los parametros del algoritmo empleado; nimero de particulas, iteraciones de la etapa de pre-
diccion y realizaciones de la cadena de Markov, corresponden a los descritos en la seccion anterior.
Es decir; 40 particulas, 25 iteraciones y 25 realizaciones. Mientras que los datos de validacion co-
rresponden a los conjuntos Set #1 y Set #2.

El instante de tiempo real en que ocurre la descarga completa de la bateria, también conocido
como ground truth, para los conjuntos Set #1 y Set #2 corresponde a 2738 [seg| y 3381 [seg]
respectivamente. Mientras que la condicion inicial para el estado x5 fue elegida arbitrariamente
mediante la generacion de una variable aleatoria en el intervalo [0.8;0.9] para ambos conjuntos, a
pesar del conocimiento previo que se tenia que ambas pruebas de descarga fueron realizadas con
la bateria completamente cargada. El motivo de esta eleccion aleatoria para el SOC inicial de la
bateria corresponde a poder observar cémo es el desempeno de la etapa de filtrado cuando se tiene
incertidumbre en la condicién de dicho estado.

Dada la naturaleza estocastica del Filtro de Particulas, la validacion de la metodologia propuesta
se lleva a cabo mediante varias realizaciones, aleatorias e independientes, del algoritmo. Cada
realizacion consiste en una iteracion del algoritmo de estimaciéon y 25 iteraciones del moédulo
de pronostico (cada una asociada a una realizacion independiente de cadena de Markov). Para
ambos conjuntos de datos, la etapa de pronostico se desarrolla una vez trascurridas las primeras
1800 muestras de datos; y sus condiciones iniciales vienen dadas por el resultado del proceso de
estimacion. Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 corresponden sélo a una de dichas realizaciones para el
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conjunto de datos Set #1. De igual forma, las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 ilustran una realizacion en
particular para el conjunto Set #2. Mientras que las Tablas 4.2 y 4.3 muestran los resultados de
todas las realizaciones hechas para los conjuntos Set #1 y Set #2 respectivamente.

Particle Filters: Battery SOC
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Figura 4.1: Pronoéstico del SOC utilizando un médulo basado en Filtro de Particulas (Conjunto de datos
Set #1): SOC estimado (linea negra), SOC pronosticado (linea punteada magenta), e intervalo de confianza
del 95 % para la prediccion del SOC (linea punteada verde).

N° | E{EOD} [seg| | Intervalo de Confianza - 95% [seg| | JITP5q [seg| | JITPy59 [seg]
1 2574 [2447; 2736] 2474 2502

2 2741 [2708; 2773] 2705 2717

3 2690 [2480; 2900] 2498 2556

4 2704 [2619; 2788] 2631 2654

d 2733 [2630; 2838] 2638 2672

Tabla 4.2: Resultados de diferentes realizaciones del modulo de prondstico para el SOC (Conjunto de
datos Set #1). Ground Truth del EOD: 2738 [seg].

Es posible apreciar en las Figuras 4.1 y 4.4 que el proceso de estimacion realizado para el estado
X9 es capaz de corregir errores asociados a una condicién inicial errénea mediante la aplicacion de
la estrategia de aprendizaje adaptativa anteriormente descrita. Esta correcciéon es hecha de forma
rapida, ya que transcurridas pocos instantes de tiempo, el valor estimado de x5 converge a su
valor real. Esto muestra que el médulo de estimacion propuesto es capaz de entregar estimaciones
confiables para el SOC. Por otro lado, en las Figuras 4.2 y 4.5 se observa que la curva de vol-
taje pronosticado efectivamente incorpora la caida abrupta presente en el tipo de ESD utilizados
cuando el SOC cae por debajo del 10%. Se aprecia que en esta zona del proceso de descarga
hay un sesgo entre el voltaje observado y el pronosticado. Sin embargo, este hecho no deberia ser
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Figura 4.2: Pronostico del SOC utilizando un médulo basado en Filtro de Particulas (Conjunto de datos
Set #1): a) Evolucion del estado x1, en funcion del SOC, durante la etapa de estimacion (linea roja)
y prediccion (linea punteada magenta). b) Voltaje medido (linea azul), voltaje estimado (linea cyan), y
voltaje predicho (linea punteada magenta).

N° | E{EOD} [seg] | Intervalo de Confianza - 95% [seg| | JITP5¢[seg] | JITP5¢[seg]
1 3289 [3233; 3345 3237 3256

2 3311 [3262; 3360] 3260 3279

3 3284 [3242; 3326] 3237 3255

4 3343 [3252; 3434] 3259 3289

5 3336 [3283; 3388] 3278 3300

Tabla 4.3: Resultados de diferentes realizaciones del médulo de pronéstico para el SOC (Conjunto de
datos Set #2). Ground Truth del EOD: 3381 [seg].

preocupante para el caso de estudio presentado en este trabajo. Esto se debe a que en aplicaciones
reales la bateria no es descargada hasta tales extremos (debido a especificaciones del fabricante,
requerimientos de potencia del equipo energizado, protocolos de seguridad, entre otros), sino que
se utiliza so6lo hasta el principio de la zona donde se origina dicha caida abrupta.

La Figura 4.7 ilustra el perfil de corriente correspondiente al Set #1 consumido durante la
etapa de estimacion, en color negro; y la trayectoria asociada a una cadena de Markov utilizada
para la caracterizacion de dicho perfil, en color rojo. Las lineas punteadas en color azul indican los
intervalos en que se segmento6 la etapa de estimacion, mientras que la linea punteada verde indica
el instante en que se realiza la etapa de pronostico. Posterior a dicho instante, la senal en color
rojo ilustra una de las realizaciones de la cadena de Markov utilizada en esta etapa y obtenida con
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Figura 4.3: Pronostico del SOC utilizando un médulo basado en Filtro de Particulas (Conjunto de datos
Set #1): Estimacion de la pdf del EOD (normalizada). Lineas verticales punteadas indican los limites del
intervalo de confianza del 95 % (lineas exteriores) y la esperanza (linea interior)para esta pdf.

la metodologia propuesta.

Por otro lado, la Figura 4.8 ilustra un acercamiento del perfil de corriente correspondiente al
Set #2 consumido durante la etapa de estimacion, en color negro; y la trayectoria asociada a una
cadena de Markov utilizada para la caracterizacion de dicho perfil, mediante puntos de color rojo.
La linea punteada verde indica el instante en que se realiza la etapa de pronéstico. Posterior a dicho
instante, la senal en color rojo ilustra una de las realizaciones de la cadena de Markov utilizada en
esta etapa y obtenida con la metodologia propuesta.

Mediante los resultados presentados en las Tablas 4.2 y 4.2 es posible analizar cuantitativamente
el desempeno del modulo de pronoéstico para el SOC de un ESD, el cual utiliza la metodologia para
la caracterizacion del perfil de uso futuro propuesta en este trabajo.

Es posible apreciar en la Tabla 4.2 que el valor esperado del EOD varia en cada realizacién
del algoritmo, por lo que corresponde a una variable aleatoria. Mas atin, los resultados obtenidos
para las realizaciones de dicha variable aleatoria muestran que su valor puede subestimar o sobre
estimar el valor del ground truth. Sin embargo, se observa que los valores obtenidos tienden a
subestimar dicho valor; siendo el mayor error de sobrestimacion obtenido de 3 [seg|, en una hori-
zonte de prediccion de 938 [seg|. Bajo el supuesto de una enfoque conservador, esto corresponde
a un resultado deseable; ya que en aplicaciones reales es mucho més critico la obtencién de una
sobrestimacion. Esto se debe a que la toma de decisiones basada en dicha sobrestimacion puede
llevar a la planificaciéon de una misiéon de uso del equipo conectado al ESD que es imposible de
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Figura 4.4: Pronostico del SOC utilizando un médulo basado en Filtro de Particulas (Conjunto de datos
Set #2): SOC estimado (linea negra), SOC pronosticado (linea punteada magenta), e intervalo de confianza
del 95% para la prediccion del SOC (linea punteada verde).

llevar a cabo. Por otro lado, todos los valores obtenidos para el JITP5¢ v JITP159 son menores al
ground truth, por lo que una toma de decisiones basada en este indicador garantiza una utilizaciéon
seguro del ESD. La méaxima diferencia entre el ground truth y los valores del JITP5¢ - JITP 59
corresponden a 264 - 236 [seg| respectivamente (representando un 28.1 - 25.2% del horizonte de
prediccion). La Figura 4.3 ilustra la pdf estimada del EOD para una de las realizaciones del modulo
de pronoéstico.

De igual forma, los resultados presentados en la Tabla 4.2 indican que el valor esperado del EOD
corresponde a una variable aleatoria. Sin embargo, los resultados obtenidos para las realizaciones
de dicha variable muestran que su valor siempre subestima el valor del ground truth. El mayor
valor obtenido para dicha subestimacion corresponde a 97 [seg|, en un horizonte de prediccion de
1581 [seg]. Como fue comentado anteriormente, esta subestimacion es deseable desde el punto de
vista de un enfoque conservador, ya impide una decision errénea con respecto a la autonomia del
dispositivo. Al igual que el caso anterior, los resultados de esta tabla indican que los valores para
el JITP5o v JITP 59 son siempre menores al valor del ground truth. La méaxima diferencia entre
el ground truth y los valores del JITP5¢ - JITP;5¢ corresponden a 144 - 126 [seg| respectivamente
(representando un 9.1 - 8.0 % del horizonte de prediccion). La Figura 4.6 ilustra la pdf estimada
del EOD para una de las realizaciones del médulo de prondstico.

Asi, tomar una decision respecto a la autonomia del ESD, basada en los indicadores del JITP, ¢,
garantiza que no se sobrestime dicha autonomia y que el error con respecto al ground truth esta
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acotado en un porcentaje del horizonte de prediccion.
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Figura 4.6: Pronostico del SOC utilizando un médulo basado en Filtro de Particulas (Conjunto de datos
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Figura 4.7: Perfil de corriente correspondiente al Set #1 y la trayectoria asociada a una cadena de Markov
(etapa de estimacion); junto con una realizacion de la cadena de Markov (etapa de pronostico).
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Figura 4.8: Acercamiento del perfil de corriente correspondiente al Set #2 y la trayectoria asociada a
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presenta una metodologia para realizar una caracterizaciéon estadistica del
perfil de uso de una bateria. Esta metodologia permite obtener los mejores parametros necesarios
para modelar el perfil de descarga (senial de corriente) de una ESD mediante una cadena de Markov
homogénea. Estos pardmetros corresponden al valor de los estados, las probabilidades de transiciéon
y el orden de la cadena. La determinacion de cada uno de ellos es justificada mediante herramientas
matematicas, por lo que se dejan de lado los enfoques heuristicos; los cuales si bien pueden dar
buenos resultados en la practica, carecen de un fundamento tedrico que garantice un buen compor-
tamiento. Los fundamentos con que se diseno la metodologia corresponden a herramientas clasicas
de teoria de probabilidades y estadistica, por lo que no presenta inconvenientes de una complejidad
teorica sofisticada. Mas aun, la metodologia es lo suficientemente general para poder ser utilizada
en muchas areas de la ingenierfa, no restringiéndose s6lo a su uso para la caracterizacion de perfiles
de corriente.

Esta metodologia corresponde a una solucién novedosa al problema de caracterizacion estadisti-
ca de los perfiles de uso, no habiéndose encontrado trabajos similares durante el proceso de revision
bibliografica. Esto conlleva a que lo presentado en este trabajo pueda contribuir a enriquecer los
conocimientos de esta disciplina, llegando a ser un aporte al estado del arte. Cabe mencionar que
la solucién entregada por esta metodologia en caso que se rechacen todos los test de hipotesis
utilizados, entrega la solucion clasica para el problema de caracterizacion (valor medio del perfil).
En este sentido, lo propuesto aqui puede ser considerado una generalizaciéon para dicha solucién
clasica, y no un enfoque alternativo o desligado de ella.

Dado que el objetivo final de realizar dicha caracterizacion es realizar su aplicacion al prondstico
del Estado-de-Carga y estimaciéon de la pdf del EOD, en este trabajo se presenté un modulo de
estimacion y prondéstico para este parametro basado en Filtro de Particulas. Este médulo utiliza
en la etapa de prondstico la metodologia presentada, con el fin de poder evaluar su desempeno y
poder validarla.

Dos conjuntos de datos, correspondientes al proceso de descarga de dos baterias diferentes,
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fueron utilizados para la validaciéon. El primero de estos conjuntos corresponde a un perfil de des-
carga consistente en cambios aleatorios de diversos puntos de operacién. Mientras que el segundo
corresponde a la realizacion de una cadena de Markov homogénea de dos estados. Al aplicar la
metodologia para estos dos conjuntos, se logré obtener una cadena homogénea de primer orden
que los representara. Més aun, para el segundo caso la cadena obtenida corresponde exactamente
al mismo perfil de corriente utilizado. Esto muestra que la metodologia cumple su objetivo de
obtener los parametros adecuados de una cadena de Markov que representa un perfil de uso.

Para la evaluacion de los resultados obtenidos en la etapa de prondstico se utilizaron medidas
de desempefio ad-hoc. Estas indicaron, para ambos conjuntos de datos de validacion, que mediante
la utilizacion de la metodologia presentada, es posible obtener resultados aceptables en términos
de exactitud y precision para el pronoéstico del SOC y estimacion de la pdf del EOD. Pudiendo de
esta forma ser factible de ser incorporada dentro de un BMS para aplicaciones reales.

Como trabajo futuro se plantea realizar un andlisis comparativo entre esta metodologia y los
métodos presentes en la literatura, comparando los resultados obtenidos en la etapa de pronostico
v los recursos computacionales utilizados para la obtenciéon de la caracterizacion estadistica. Por
otro lado, si bien la metodologia propuesta tiene consistencia teérica, su validacion soélo se realizo
con dos conjuntos de datos. Es por esto que se plantea también estudiar su desempeno con un gama
méas amplia de ellos, no necesariamente correspondientes a descargas de baterias de Ion-Litio.

a7



Bibliografia

[1] C. Chen W. He, N. Williard and M Pecht. State of charge estimation for electric vehicle
batteries using unscented kalman filtering. Microelectronics Reliability, 53:840-847, 2013.

|2] The Consumer Electronics Association. Electric vehicles: the future of driving, 2010.

|3] C.Sankavaram B. Pattipati and K. Pattipati. System identification and estimation framework
for pivotal automotive battery management system characteristics. Transactions on Systems,
Man, and Cybernetics - Part C: Applications and Reviews, 41:869-884, 2011.

[4] A. Khoobroo A. Ranjbar, A. Banaei and B. Fahimi. Online estimation of state of charge in
li-ion batteries using impulse response concept. Smart Grid, IEEE Transactions on, 3(1):360—
367, March 2012.

[5] B. Saha and K. Goebel. Modeling li-ion battery capacity depletion in a particle filtering
framework. In Annual Conference of the Prognostics and Health Management Society, San
Diego, CA, 2009.

|6] P. Singh T. Atwater A. J. Salkind, C. Fennie and D. Reisner. Determination of state-of-

charge and state-of-health of batteries by fuzzy logic methodology. Journal of Power Sources,
80:293-300, 1999.

[7] M. Orchard and G. Vachtsevanos. A particle-filtering approach for on-line fault diagnosis and
failure prognosis. Transactions of the Institute of Measurement and Control 2009, 31:221-246,
20009.

[8] D. Petreus D. Cadar and C. Orian. A method of determining a lithium-ion battery s state of
charge. In 15th International Symposium for Design and Technology of Electronics Packages
(SIITME) 2009, pages 257-260, September 2009.

[9] C. Naxin S. Qingsheng, Z. Chenghui and Z. Xiaoping. Battery state-of-charge estimation
in electric vehicle using elman neural network method. In 29th Chinese Control Conference
(CCC) 2010, pages 5999-6003, July 2010.

[10] M. Yan Z. Di and B. Qing-Wen. Estimation of lithium-ion battery state of charge. In 30th
Chinese Control Conference, 2011.

[11] J. Lin X. Tang, X. Mao and B. Koch. Li-ion battery parameter estimation for state of charge.
In American Control Conference (ACC) 2011, pages 941-946, June-July 2011.

28



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

B. Cao J. Xu, C. Mi and J. Cao. A new method to estimate the state of charge of lithium-ion
batteries based on the battery impedance model. Journal of Power Sources, 233:277-284,
July 2013.

M. Charkhgard and M. Farrokhi. State-of-charge estimation for lithium-ion batteries using
neural networks and ekf. IFEE Transactions on Industrial Electronics, 57(12):4178-4187,
December 2010.

W. Haiying L. Ran, W. Junfeng and L. Gechen. Prediction of state of charge of lithium-
ion rechargeable battery with electrochemical impedance spectroscopy theory. In Industrial
Flectronics and Applications (ICIEA) 2010 the 5th IEEE Conference on, pages 684688, June
2010.

J. Ma M. Dalal and D. He. Lithium-ion battery life prognostic health management system
using particle filtering framework. Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers,
Part O: Journal of Risk and Reliability, 225:81-90, 2011.

B. Blunier N. Watrin and A. Miraoui. Review of adaptive systems for lithium batteries state-
of-charge and state-of-health estimation. In Transportation Electrification Conference and
Ezpo (ITEC), 2012 IEEE, 2012.

Y. Hu and S. Yurkovich. Battery cell state-of-charge estimation using linear parameter varying
system techniques. Journal of Power Sources 198, pages 338-350, 2012.

C. Blanco Viejo J. Alvarez Anton, P. Garcia Nieto and J. Vilan Vilan. Support vector machines
used to estimate the battery state of charge. IEEFE Transactions on Power Electronics, 28(12),
December 2013.

B. Youn C. Hu and J. Chung. A multiscale framework with extended kalman filter for lithium-
ion battery soc and capacity estimation. Applied Energy, 92:694-704, 2012.

S. Poll B. Saha, K. Goebel and J. Christophersen. Prognostics methods for battery health
monitoring using a bayesian framework. IEEFE Transactions on Instrumentation and Measu-
rement, 58(2):291-296, 2009.

B. Saha K. Goebel M. Orchard, L. Tang and G. Vachtsevanos. Risk-sensitive particle-filtering-
based prognosis framework for estimation of remaining useful life in energy storage devices.
Studies in Informatics and Control, 19:209-218, September 2010.

M. Cerda. Estimacion en linea del tiempo de descarga de baterias de ion-litio utilizando

caracterizacion del perfil de utilizacion y metodos secuenciales de monte carlo. M.s thesis,
Universidad de Chile, Santiago, Chile, 2012.

I. Roychoudhury S. Saha B. Saha A. Saxena, J. R. Celaya and K. Goebel. Designing data-
driven battery prognostic approaches for variable loading profiles: Some lessons learned. In
European Conference of Prognostics and Health Management Society 2012, 2012.

B. E. Olivares M. E. Orchard, M. A. Cerda and J. F. Silva. Sequential monte carlo methods
for discharge time prognosis. International Journal of Prognostics and Health Management,

29



[25]

[26]

27]

28]

[29]

30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

36]

37]

38

[39]

[40]

010:2153-2648, 2012.

S.H. Chung K.T. Chui, K.F. Tsang and L.F. Yeung. Appliance signature identification solu-
tion using k-means clustering. In Industrial Electronics Society, IECON 2013 - 39th Annual
Conference of the IEEE, pages 8420 — 8425, November 2013.

R. Xu and D. C. Wunsch II. Clustering, chapter Partitional Clustering, pages 63 — 69. John
Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey, 2009.

M. H. DeGroot and M. J. Schervish. Probability and Statistics. Pearson Education, Inc,
Boston, 4 edition, 2010.

S. M. Kay. Fundamentals of Statistical Signal Processing, Volume I: Estimation Theory,
chapter Maximum Likelihood Estimation, pages 157-173. Prentice Hall, Inc, New Jersey,
2010.

Todd K. Moon and Wynn C. Stirling. Mathematical Methods and Algorithms, chapter Esti-
mation Theory, pages 542-590. Prentice Hall, Inc, 2000.

S. L. Myers R. E. Walpole, R. H. Myers and K. Ye. Probability € Statistics for Enginners &
Scientists. Pearson Education, Inc, Boston, 2012.

A. M. Mood. Intoduction to the Theory of Statistics, chapter Test of Hyphoteses, pages
401-418. McGraw Hill, Inc., 1974.

G. Lugosi S. Boucheron and O. Bousquet. Concentration inequalities. Advanced Lectures on
Machine Learning, Lecture Notes in Computer Science, 3176:208-240, 2004.

W. Hoeffding. Probability inequalities for sums of bounded random variables. Journal of the
American Statistical Association, 58(301):13-30, March 1963.

S. M. Ross. Stochastic Processes, chapter Markov Chains, pages 163 — 230. John Wiley &
Sons, Inc, Boston, 2nd edition, 1996.

J. Norris. Markov Chains, chapter Discrete-time Markov chains, pages 1-59. Cambridge
University Press, Nueva York.

M. Muhlich. Particle filters an overview, 2003.

S. Godsill A. Doucet and C. Andrieu. On sequential monte carlo sampling methods for
bayesian filtering. Statistics and Computing, 10:197-208, 2000.

N. Gordon M. Sanjeev Arulampalam, S. Maskell and T. Clapp. A tutorial on particle filters
for online nonlinear /non-gaussian bayesian tracking. IEEE Transactions on Signal Processing,
50(2):174-188, 2002.

N. Bergman. Recursive Bayesian FEstimation, Navigation and Tracking Aplications. PhD
thesis, Sweden, 1999.

T. A. a. L. Goodman. Statistical inference about markov chains. Ann. Math. Statist, 28(1):89—

60



[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

110, 1957.

T. W. Anderson. Probability models for analyzing time changes in attitudes. Mathematical
Thinking in the Social Sciences, edited by Paul F. Lazarsfeld, The Free Press, Glencoe, Illinois,
1954.

J. S. Hunter. The exponentially weighted moving average. J. Qual. Technol., 18:203-209,
1986.

J. Liu and M. West. Sequential Monte Carlo Methods in Practice, chapter Combined Para-
meter and State Estimation in Simulation-Based Filtering, pages 197-223. Springer, 2001.

F. Tobar M. Orchard and G. Vachtsevanos. Outer feedback correction loops in particle
filtering-based prognostic algorithms: Statistical performance comparison. Studies in Infor-
matics and Control, 18:295-304, December 2009.

M. Chen and G. Rincon-Mora. Accurate electrical battery model capable of predicting runtime
and i-v performance. IEEE Transactions on Energy Conversion, 21(2):504-511, 2006.

K. Bongort S. Engel, B. Gilmartin and A. Hess. Prognostics, the real issues involved with
predicting life remaining. In Aerospace Conference Proceedings, 2000 IEEE, volume 6, pages
457-469, 2000.

G. Vachtsevanos C. Chen and M. Orchard. Machine condition prediction based on adaptive
neuro-fuzzy and high-order particle filtering. IEFEE Transactions on Industrial Electronics,
58(9):4353-4364, September 2011.

M. Orchard B. Olivares, M. Cerda and J. Silva. Particle-filtering-based porgnosis framework
for energy storage devices with a statistical characterization of state-of-health regeneration
phenomena. IEEE Transactions on Instrumentation and Measurement, 62(2), February 2013.

61



	Introducción
	Objetivos Generales de este Trabajo
	Objetivos Específicos de este Trabajo

	Marco Teórico
	Antecedentes
	K-means
	Estimador de Máxima Verosimilitud
	Test de Hipótesis
	Test de Bondad de Ajuste
	Tablas de Contingencia

	Desigualdades de Concentración
	Cadenas de Markov
	Inferencia Bayesiana y Métodos de Monte Carlo
	Inferencia Bayesiana
	Métodos Secuenciales de Monte Carlos: Filtro de Partículas
	Esquema de Pronóstico Basado en Filtro de Partículas para Sistemas Dinámicos No-Lineales


	Desarrollo Metodológico
	Inferencia Estadística sobre Cadenas de Markov
	Estimación de las Probabilidades de Transición
	Test de Hipótesis de que la Cadena es de un Orden Determinado

	Conjunto de Datos Utilizados
	Elección de los Parámetros de la Cadena de Markov
	Determinación del Valor de los Estados
	Determinación de las Probabilidades de Transición
	Determinación de la Cantidad de Estados

	Elección del Orden de la Cadena de Markov

	Validación de la Metodología
	Modelo de Estado-Espacio para Estimación y Pronóstico del SOC Utilizando Caracterización Estadística de su Perfil de Uso Futuro
	Medidas de Desempeño para Módulos de Pronóstico Basados en Filtro de Partículas
	Determinación de los Parámetros del Algoritmo de Filtro de Partículas Utilizado
	Resultados del Módulo de Pronóstico Basado en Filtro de Partículas y Caracterización Estadística del Perfil de Uso Futuro

	Conclusiones
	Bibliografía

