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Capitulo 1

Movimiento y Coordenadas

1.1.

Posicion y movimiento

[Los primeros movimientos que fueron descritos por

medio de ecuaciones, fueron los que se refieren al movimientos de cuerpos en el
cielo: el movimiento del Sol y la Luna, el movimiento de las estrellas y—en un

momento culminante—el movimiento de
los planetas que nos dieron Copérnico, Ga-
lileo, Kepler y Newton en tres etapas de la
historia.

Todas estas primeras descripciones cuanti-
tativas de movimiento se hicieron como si
los cuerpos fuesen simples puntos en movi-
miento ya que, en efecto, de este modo lo
esencial queda descrito por el movimiento
del centro del cuerpo.

Normalmente, el movimiento descrito abar-
ca una trayectoria que es muchisimas ve-
ces mas grande que el tamafio del cuerpo
en cuestion. Por ejemplo, el didmetro de la

Tolomeo (siglo 11) describe con mucho in-
genio el movimiento de los planetas colo-
cando a la Tierra casi al centro. Copérni-
co (contemporaneo de Coldn) expone en
1512 que el Sol estd al centro y los plane-
tas tienen orbitas perfectamente circunfe-
renciales alrededor del Sol. Casi un siglo
después Kepler descubre que las drbitas
de los planetas son elipticas. Su “Nueva
Astronomia” es publicada en 1607.

Cuando en 1632 Galileo publicé su libro
“Didlogos sobre los dos sistemas del mun-
do” (el de Tolomeo y el de Copérnico),
fue acusado y enjuiciado por la Inquisi-
cion.

Tierra es unas cien mil veces mds chico que el didametro de su érbita alrededor

del Sol.

Otro de los muchos aportes de Galileo fue descubrir que el movimiento de cuerpos

11
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en caida libre y el movimiento de proyectiles en lanzamiento balistico depende
de la llamada aceleracion de gravedad, g. Al nivel del mar aproximadamente es

g=2928 3.

La atencidn en el estudio de MECANICA en una buena parte estard dirigida a

describir puntos en movimiento.

1<

Figura 1.1: El vector posicién ¥ de un
punto descrita con respecto a un sistema
de referencia XYZ.

Para describir el movimiento de un punto
es necesario establecer un sistema de refe-
rencia con respecto a la cual se define po-
siciones y velocidades.

Por definicién el sistema de referencia
estd inmdvil con respecto a si mismo. Pa-
ra describir el movimiento en tres dimen-
siones y—a veces en un plano, es decir, en
dos dimensiones—se asocia a la posicion del
punto en estudio un vector ¥ (t). El vector
posicion T (t) siempre se define en relacién
a un sistema de referencia particular: debe
estar definido un punto O que es el origen
de coordenadas.

El vector posicién ¥ (t) define, en su evolu-
cién, una curva que se denomina trayecto-

ria. El itinerario agrega a la trayectoria la informacién del valor de tiempo t en
el cual el punto en movimiento pasa por cada posicién en la trayectoria.

>> Una trayectoria puede ser definida como una relacion entre las coordenadas.
Por ejemplo, un objeto en un plano, con coordenadas cartesianas (x,y) puede

tener una trayectoria dada por

X

y2

e =!
Otro ejemplo,
4zmn
z=— (xm —x) x
XTTL

representa una trayectoria parabdlica en el plano vertical XZ tal que si x = 0
y también si x = x., se obtiene z = 0 mientras que cuando x = x;/2 la
coordenada z alcanza un valor maximo z = z,.

La velocidad es la variacion de la posicién en el tiempo, y la aceleracién es la

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO
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variacién de la velocidad en el tiempo. Ambas son cantidades vectoriales:

dv(t) ﬁ
dt  dt2’

(1.1.1)

>> Al definir al vector velocidad como la derivada del vector posicién se estd de-
finiendo a la velocidad como el limite:

dar ., Flt+e)—7(t)
dt T e=0 €
Para ilustrar este punto compruebe, mediante un dibujo, que el vector velocidad

en un instante t, asociado a un movimiento sobre una curva, necesariamente es
paralelo a la tangente a la curva en el punto que define T(t).

Las expresiones anteriores pueden
ser invertidas. Por ejemplo, la de- Unidades: En este texto se utilizard el sistema MKS
finicién de velocidad recién da- de unidades: longitud se expresa en metros, tiempo

da puede ser integrada, utilizando " segundos y masa en kilégramos.

como variable de integracién t/, caminata nOffm' . 1
definida desde un tiempo inicial maxima velocidad en ciudad 18
th . bi ot Vmax €n caida libre 50
o hasta un tiempo arbitrario t, avién comercial 275
¢ velocidad del sonido en Valparaiso 340
T(t) — 7(tg) = J v(t') dat’
to Valor aproximado de algunas velocida-
des comunes expresadas en metros por
que es mas conveniente escribir segundo.
como
t
T(t) = 7(ty) +J v(t') dt’ (1.1.2)
to

Asi, por ejemplo, si t = ty el término integral es nulo—porque el dominio de
integracion es nulo—y resulta una identidad. Si se deriva a ambos lados en
(1.1.2) se recupera la primera de las relaciones dadas en (1.1.1).

En forma similar se puede invertir la definicién de aceleracién obteniéndose

t

v(t) = v(ty) +J a’)dt’ (1.1.3)
t

EJEMPLO: Problema de lanzamiento de un objeto desde una posicién inicial ¥(ty) = T

con una velocidad V(tg) = Viy sabiendo que la aceleracién tiene un valor fijo: d(t) = g.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Primero se usa (1.1.3) obteniénose

t
V(t) = *0+gJ dt' =vVo+ (t—t9) g (1.1.4)

to

Luego se usa esta Ultima expresién en (1.1.2) y puede comprobarse que arroja

Sy L (t—t)?
T(t):To—f—(t—to)Vo—FTg < (115)
P
r Si el movimiento de un punto P es descrito desde dos origenes
Oy O, los vectores posicién Ty ¥/ se relacionan por
) o N

T(t) =00 +7 (1)

Figura 1.2: Vecto- _. ., . . 7
res posicion a partir Ol 1a posicion relativa de estos puntos permanece fija, 00" no

de dos origenes dis- depende del tiempo y tanto la velocidad como la aceleracién
tintos. respecto a ambos origenes son iguales.

& A qué velocidad le crece el pelo? jCudl es el récord en carreras de 100 metros?
(En carreras olimpicas de 60 metros los atletas alcanzan velocidades algo menores a 8,6 metros
por segundo.) ;A qué velocidad remacha un buen tenista?

&  Siun automdvil va a 18 metros por segundo y frena con una aceleracion nega-
tiva de magnitud 2g, jen qué distancia se detiene? ;jCudnto vale su “peso” en ese
momento? Esta pregunta se refiere a la fuerza asociada a la aceleracion total.

& Suponga que un vehiculo que iba a 18 metros por segundo en el momento de
chocar contra un obstdculo duro, es detenido en una décima de segundo, a través de
un proceso con aceleracion uniforme. jCudl es el valor de la aceleracion durante este
proceso?

& Calcule la velocidad con que llega al suelo un cuerpo que es soltado en reposo
desde una altura h. jAproximadamente desde qué altura se atreveria usted a saltar
al suelo? jA qué velocidad golpean sus pies el suelo? Desde el momento tg en que
sus pies tocan el suelo hasta que su tronco se detiene, t1, los miisculos de las piernas
actian como freno. Para simplificar, suponga que esa “frenada” es una aceleracién
negativa constante ag en el lapso (tg,t1). Dé algiin valor realista al cambio de altura

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



versién de junio 2013 Mecé n ica 15

del su tronco en ese lapso y deduzca un valor numérico para ag. Compare ese valor
con la aceleracion de gravedad.

& Sise sabe que la velocidad de un punto como funcién del tiempo es
V(t) = w Ry [—isin wt +j cos wt] + kvs

y que la posicion en t = 0 es ¥(0) = 1Ry, determine la posicién del punto en todo
instante t > 0 y también la aceleracion d(t). Haga un dibujo 3D del movimiento del
punto y dibuje la direccion en que apunta @(t) en distintas partes de esa trayectoria.

1.2. Velocidad angular

1.2.1. La deduccidon basica

El area entre dos radios que forman un dngulo «, de una circunferencia de radio
R es

1
area = §R20c (1.2.1)

Consideremos la evolucién de un punto P descrita por su vector posicién ¥(t). La
diferencia de posicién entre un instante t y otro muy poco después, en t+ dt =
t+ € es

Flt+ e) = 7(t) + eV(t) + O(e?) (1.2.2)

En general los vectores ¥(t) y ¥(t + €) no son paralelos, sino que difieren por un
pequeno angulo d«, de modo que el vector posicién barre—durante el intervalo
€—un area dS que se puede expresar como el producto cruz

as = lm) X F(t+€) &

: (t) x e V(t) (1.2.3)

| —

De acuerdo a (1.2.1) el valor numérico del drea barrida también puede ser ex-
presada aproximadamente igual a

1
dS ~ 5r(t)2 do (1.2.4)

De las dos lltimas expresiones se desprende que

doc _[[[F(e) x 9|

= = (1.2.5)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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A esta expresion escalar se la llama “la magnitud de la velocidad angular”. El
vector de velocidad angular @ se define por

(t) x (t)

@ = 1.2.6
20 (1.2.6)
1.2.2. Ejemplo sencillo < — -
Un movimiento uniforme y rectilineo paralelo al eje
X'y a distancia b de él es descrito por
= bj+ (xo—vot)l
= V= —v1 (1.2.7)
y se ilustra en la Fig. 1.3,
= xo—Vot, y=>o, Figura 1.3: Un movimiento rec-
b tilineo y uniforme. La distancia b
¢ = arctan r oot (1.2.8) y la velocidad vy son datos.

De los datos dados en (1.2.7) y de la definicién de @ se obtiene que

bVof(

D= 1.2.9
@ b2 + (xg — vot)2 ( )
Por otro lado, se puede calcular d) directamente de observar que
b H bVo
t = = =w = 1.2.10
an ¢ X0 — Vot b=w b2 4 (xp — vot)? ( )

que es coherente con la expresién para la forma vectorial de la velocidad angular,
(1.2.9). Nétese que si se hubiera escogido el origen sobre la recta, se tendria que
b =0y se habria obtenido velocidad angular nula. <«

De lo anterior debiera quedar claro que, en efecto, la velocidad angular depende
del origen O respecto al cual se define. Ademas, la velocidad angular estricta-
mente es un vector cuya magnitud es d¢/dt y que apunta en la direccién del
eje respecto al cual el punto en movimiento gira visto desde ese origen usando
la regla de la mano derecha. En el ejemplo anterior la velocidad angular apunta
en la direccién k, y la velocidad angular vectorial en ese ejemplo es @ = wk.

& Considere una circunferencia de radio R en el plano XY centrada en un punto del eje
X a distancia a del origen. Suponga un punto P que se mueve con rapidez uniforme v
sobre esa circunferencia y determine la velocidad angular de P con respecto al origen.

1.2. VELOCIDAD ANGULAR Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.2.3. Efecto de una rotacion sobre una funcion vectorial

Si paso a paso se rehace la deduccién para obtener §1.2.1 pero, en lugar de partir
del vector posicién ¥(t), se parte de una funcién vectorial cualquiera D(t), se
obtiene—comparar con (1.2.5)—que ahora el resultado es

D Xdﬁ
ID|2 ~ dt

Dp = (1.2.11)

Si se hace el producto cruz de cada miembro de esta igualdad con D se obtiene

OpxD="o——4dtp (1.2.12)

Pero si D es una funcién vectorial que, aun cuando cambia de orientacién en el
tiempo, su magnitud permanece constante, esto es D-D = constante, entonces

D- % = 0. En tal caso la ultima ecuacidn se reduce a
D . Lo
ar = P x D = D - D = constante (1.2.13)

1.3. Coordenadas y movimiento

El movimiento se puede describir con diversos tipos de coordenadas. En lo que
sigue se define tres sistemas de coordenadas que se usardn en MECANICA: coor-
denadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Para cada uno de estos sistemas
de coordenadas tridimensionales se define tres coordenadas escalares que son
(x,y,z) en cartesianas; (p, ¢, z) en cilindricas y (1,0, ) en esféricas y ademas
se define vectores unitarios asociados a esas coordenadas espaciales: (i,i,ﬁ),
(p, b, k) y (+,0, d) respectivamente. Estos vectores unitarios apuntan en una
direccidén que, en general, depende del punto que se estd describiendo. Sélo en
coordenadas cartesianas ellos son siempre los mismos.

1.3.1. Coordenadas cartesianas

Las coordenadas cartesianas se basan en los ejes mutuamente perpendiculares X,
Yy Z, ver la Fig.1.1. Estos ejes tienen asociados los vectores unitarios (1,7, k).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Los ejes y los vectores unitarios asociados estan fijos al sistema de referencia en el
cual se describe el movimiento. Los vectores de posicidn, velocidad y aceleracion
son

F(t) = x(t)i+yt)j+zt)k
V) = x(Oi+yt)j+z(t)k (1.3.1)
alt) x(t)1+yt))+2zZ(t) k
coordenadas vectores
X, Y,z 1,7, k

Las coordenadas (x(t), y(t), z(t)) de un punto mévil dependen del tiempo pero
los vectores unitarios son constantes.

1.3.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P
con coordenadas car-
tesianas (x,y,z) se
dibuja un cilindro
cuyo eje coincide
con el ee Z vy
su radio es p =
Vvx2+y?, de tal
modo que P estd en
el manto del cilin-
dro de radio p. La
proyeccion al plano  Figura 1.4: A la izquierda las coordenadas cilindricas de un punto
XY del vector po- P son:p, ladistancia de P al eje Z, ¢ que es el angulo que forma el
sicion 7 del punto plano que pasa por el eje Z 'y por OP con el plano XZ. A la derecha

el eje Z es perpendicular al plano de la figura, y se puede apreciar la
relacion entre las coordenadas (p, ®) y los vectores unitarios p y ¢.

P es un verctor que
tiene longitud p vy
forma un dngulo ¢ con el eje X. Las coordenadas cilindricas de P son las canti-
dades (p, ¢, z). La relacién con las coordenadas cartesianas es

X = pcosd
= psing (1.3.2)
z = Z
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~

A este sistema de coordenadas se le asocia vectores unitarios (9, ¢, k) los cuales
se relacionan a (1,7, k) a través de

p = 1cosd+)sind
G = —isind+jcosd (1.3.3)
k = k

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién en
que una sola de las coordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimal-
mente cercano a P que comparte con P el mismo valor /Z‘\
de p y de z, pero no tiene la misma coordgnada &b, \
sino que ¢ = Ppp + dd entonces el vector ¢ apunta
en la direccién de P a Q, esto es, la direccidn en que
r
N

sélo ¢ cambia.

coordenadas vectores
p' d)l Z’ pl d)y k
A diferencia del sistema cartesiano de coordenadas, /—
aca la direccién de los vectores unitarios bdsicos de- \xf\/
pende del punto P que se esté considerando, esto es,
al describir un movimiento los vectores base p y ¢ en
general cambian de orientacidn. Las derivadas tempo-

NS

Figura 1.5: EI vector po-

rales de ellos son proporcionales a cl) sicion T puede ser expresado
. A A _— como combinacidn lineal de
p=dd, d=—0bp (1.34) 54k

como puede verse directamente de (1.3.3). En el caso de un punto mévil las
coordenadas dependen por lo general del tiempo: (p(t), d(t),z(t)). De los tres
vectores unitarios, dos son variables y ellos dependen del dngulo ¢ que es una

coordenada que en general depende del tiempo, es decir: (()((I)(t)), d(Pp(t)), ]2)

A esto se debe a que al derivar con respecto al tiempo los vectores unitarios se
derivan utilizando la regla de la cadena. Por ejemplo,

, . de dp _ dd dp

P= 4t pero dt  dt dé

Con todo lo anterior los vectores de posicidn, velocidad y aceleracién en coorde-
nadas cilindricas son

F = pp+zk

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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~

¥V = pp+pdd+zk (1.3.5)
@ = (p-0d?) p+ (200 +0b) b+2k
= (p—mb) %%(p%)d)ﬂk

Todas las cantidades, excepto K, dependen en general del tiempo, sin embargo,
para que la notacién no aparezca tan pesada se ha omitido colocar “(t)” en cada
factor.

Volviendo al significado de la frase que dice que los “vectores unitarios apuntan,
en cada punto P escogido, en la direccion en que una sola de las coordenadas
dar

Ci/fndricas varia’ se observa que si se deriva ¥, dado en (1.3.5), se obtiene G =

p + ng (51? + %E pero (‘fg = d) por lo que se obtiene
dr _ dp 5 dd)

dat at’ ¢+_

Cada uno de los tres sumandos anteriores contiene la derivada de una de las tres
coordenadas cilindricas. Si se varia una sola coordenada, esa es la Unica derivada
no nula, y d¥/dt apunta, como se ha dicho, en la direccién del correspondiente
vector unitario.

& Estudie el movimiento de un punto P para el cual las coordenadas cilindricas en
todo momento son: p = pg, ¢(t) = % oo t?, z(t) = A d(t). Obtenga los vectores de
velocidad y aceleracion y describa la geometria de la trayectoria en detalle.

1.3.3. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P son: la distancia r de P al origen, el
angulo © que forma 7 con el eje Z y el dngulo ¢ que ya fue definido para coor-
denadas cilindricas: (1,0, ¢). Estas coordenadas se relacionan a las coordenadas
cartesianas por

= T1sin0 cosP
T sin O sin ¢ (1.3.6)

z = rcosb
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A estas coordenadas se asocia vectores unita-
rios y ellos son

= (Acosd+jsind)sind+k cosd
(i cosd 47 sind) cos® —k sin 0
= —isind+]J cosd

'e‘> D> =3
I

Se destaca que

A

T cosO—0sinb
1cosd+)sind
= OcosO++sind

o A
I

Figura 1.6: La figura representa las
coordenadas esféricas y los vectores
unitarios asociados

coordenadas  vectores
rv ey cl) f‘y ey cl)

Tal como en el caso anterior, los vectores unitarios basicos dependen del punto
que se esté considerando y por tanto ellos, en general, varian con el tiempo. Sus
derivadas son

Fo= G sind+00
0 = pdcosd—0r (1.3.7)
c]) = —¢ (é cosO + 1 sine)

Con lo anterior se puede obtener expresiones para la posicién, la velocidad y la
aceleracién en coordenadas esféricas,

Fo= 1t V =it 4+ rddsin 6 + 60 (1.3.8)

(f — 0% —rdp?sin?0) F + (TG + 210 — rp? sin O cos 9) 0
(rzci) sin? 9>. .

Tsin 0

QL
I

& Compruebe que
ar . dr .~ d0 . . _do
E—Ta+era+¢rslnea
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& Considere un cono con vértice en el origen y eje que coincide con el eje Z y cuyo
dngulo de apertura es 0 (es decir, las rectas sobre el manto forman dngulo © con el
eje Z). Describa en coordenadas esféricas el movimientos de un punto que baja por
el manto de este cono si se sabe que pierde altura a velocidad constante (es decir,
la coordenada z(t) satisface z = —v3) y que ademds d) = wqg. Tome como condicién
inicial que el punto estd sobre el manto con r(0) = Rg y ¢(0) =

1.3.4. La velocidad angular en coordenadas esféricas

De las expresiones para el vector posicién y velocidad en coordenadas esféricas
visto en (1.3.8)

F=1t, V=1F+rddsind + 160 (1.3.9)

se desprende que en estas coordenadas la expresién genérica para la velocidad
angular es
W =—psin00+0¢ general (1.3.10)

Si el eje Z coincide con el eje de rotacién el angulo © se mantiene constante
(06=m/2)yla expresion para la velocidad angular se reduce a @ = —$O donde,
en este caso particular, 0 apunta en el sentido —k de modo que

@ = pk particular

1.3.5. Elementos de superficie y volumen

Pdedp

En coordenadas cilindricas un elemento de super-
ficie sobre el manto cilindrico de radio p es

dS =pdddz (1.3.11)

Mientras que el elemento de superficie en un plano
perpendicular al eje Z es

dS =pdpdd (1.3.12)
Figura 1.7: Elementos de
superficie en coordenadas El elemento de volumen es
cilindricas.

dV=pdpdddz (1.3.13)
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El coordenadas esféricas un elemento de superficie sobre un manto esférico

de radio T es

ds = 12sin 0 dO do

y el elemento de volumen es

dV =1*sin0drd6 dg

1.4.

La trayectoria de un punto mévil P es una
curva C que normalmente supondremos
diferenciable. Si se toma un punto arbi-
trario K de esa curva como “origen”, se
define la funcién arco s(t) como la lon-
gitud de la curva C entre K y la posicién
P(t). Estas longitudes tienen signo porque
se debe definir—arbitrariamente—un sen-
tido positivo de recorrer C. Si para llegar
de K a P se debe hacer un recorrido posi-
tivo entonces s(t) > 0, de lo contrario el
arco s(t) es negativo.

La curva C tiene en cada punto P un vec-
tor tangencial t, un radio de curvatura
pc y un vector n—el vector normal—que
apunta desde P hacia el centro de curva-
tura asociado. Estos conceptos permiten
otra descripcién del movimiento.

1.4.1. Velocidad y rapidez

Considere la trayectoria de un punto en

(1.3.14)

(1.3.15)

Rapidez, aceleracion centripeta y tangencial

A As B

Figura 1.8: Cada punto A de una tra-
yectoria (curva diferenciable) tiene asocia-
do un centro de curvatura C y un radio
de curvatura pc. El arco de trayectoria As
que describe un punto mévil en un pequeno
intervalo At es As = pc Ax donde Ax
es el dngulo que subtiende tal arco desde
C. La cuerda asociada tiene una longitud
que coincide con la magnitud del vector
AT (t) = F(t + At) — ¥ (t). El dngulo en-
tre la tangente en A a la trayectoria y AT
es %Aoc. En el limite At — 0 la tangente
al arco en A apunta en la misma direccion
que la cuerda.

movimiento y sean A y B las posiciones del punto sobre su trayectoria en ins-
tantes t y t + At. Si se denota As al largo del arco de trayectoria desde A a B,
se define la rapidez del punto mévil sobre su trayectoria como

As B
At—0 At dt

v = lim

ds (1.4.1)

Universidad de Chile
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que es una cantidad escalar. A continuacién se vera la relacién que existe entre
el concepto de velocidad V(t) y el de rapidez v(t). Para definir rapidez se debe
dar un sentido (arbitrario) a la forma de recorrer la curva. Por ejemplo, si en la
figura se escoge el sentido positivo hacia la derecha, un desplazamiento hacia la
derecha se describe con un As > 0 y un desplazamiento hacia la izquierda tiene
asociado un As < 0.

Se define radianes de modo que el largo S de un arco de circunferencia, de radio
R que tiene asociado un angulo «, sea

S=R«x (1.4.2)

Un pequeiio arco AB de una curva se puede aproximar a un arco de circunferencia
centrada en un punto C con algun radio pc, tal que el arco subtiende un pequefio
angulo Acx. La longitud As de un arco se relaciona al elemento de angulo por

As = pc Ax (1.4.3)

El signo de A« es, por definicio’n igual al signo de As. La longitud de /a cuerda
asociada es AB = 2p¢ sin &% y, puesto que en el limite de dngulo muy pequefio,
el seno de un angulo es aproxmadamente igual al angulo mismo (si ¢ < 1 =
sind = ) se tiene que en ese limite la longitud de la cuerda sea pc Ax y
coincide con la longitud del arco. Este resultado sirve, en el parrafo que sigue,
para relacionar la magnitud de la velocidad con la rapidez.

Con la diferencia entre los vectores posicién en dos instantes muy cercanos t y
t + At se puede escribir
AY(t)  T(t+ At) -7 (1)

At = At ~ V(1)

Tomando el limite At — 0 se obtiene que d¥(t)/dt = V/(t). Pero en el parrafo

anterior se vio que la cuerda, que en este caso tiene longitud ||AT (t)]|, coincide

en el limite en que At es infinitesimal, con el arco As:
A T At—0 At

= [v(t)]

es decir,
[Vl = vl (1.4.4)

De (1.4.3) también se sabe que el radio de curvatura de una trayectoria estd dado

por
ds

Pc = 75—

o (1.4.5)
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Sea t el vector unitario, tangente a la trayectoria de un punto, que apunta en la
misma direccidén que dr, es decir, en la misma direccién que V, pero no apuntan
necesariamente en el mismo sentido. Se escoge como definicién que el vector

unitario t apunte en el sentido en el cual crece la funcién arco s(t), de tal modo
que

F(t) =v(t) i (1.4.6)

En resumen, la velocidad es siempre tan- t(t+€)
gencial a la trayectoria y la magnitud de la
velocidad coincide con el valor absoluto de
la rapidez.

1.4.2. Coordenadas intrinsecas:
los vectores t y n

I
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
l
'
|
|
|
'
|
l
'
1
|
|
|
NI

Puesto que el vector t es unitario

Figura 1.9: El vector dt = t(t+e)—t(t)

o R donde € es un tiempo muy pequefo, es
t-t=1 implica t-— =0 (1.4.7) un vector que, en el limite € — 0, apun-
dt ta hacia el centro de curvatura C. En la

. figura el vector t(t + €) ha sido trasla-

se deduce que el vector dt/dt es ortogonal dado al punto correspondiente al tiempo

at. La Fig. 1.9 debiera ayudar a ver que este t para poder hacer la diferencia geomé-
vector apunta hacia el centro de curvatura. frcamente.

Se denominard n—vector normal—al vec-

tor unitario que apunta hacia el centro de curvatura. Ya se argumentd que la
magnitud de cuerda y arco, en el caso en que estos sean muy pequenos, coin-
cide y ademds se vio en (1.4.3) que ese arco es igual al radio multiplicado por
el elemento de dngulo. Puesto que t es unitario, al rotar describe un arco de
radio unitario y por tanto la cuerda asociada, que tiene la magnitud de t, es 1

multiplicado por el elemento de angulo, es decir, ||dt| = d«. Usando (1.4.5) se
obtiene que

- ds . . at 1
di =ida= —+ equivalentemente — =—n (1.4.8)
Pc ds  pc
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1.4.3. Aceleracion centripeta y tangencial

La aceleracidon es la derivada de la velocidad,

at) = 5 =&
dt  dv(t) -
= v(t)a—I— d(t)t (1.4.9)

El dltimo término en esta expresion es la parte de la aceleracion que es tangencial
a la trayectoria y se la llama aceleracion tangencial. El primer término a la derecha

es R N
dt ds dt

pero ds/dt =v(t) y dt/ds = i/pc por lo que la aceleracién se puede escribir

) = v2(t)ﬁ+dv(t)

(1.4.10)

t

(1.4.11)
= dn(t) + dc(t)

El primer término es un vector que apunta hacia el centro de curvatura y se lo
conoce como aceleracion centripeta. El segundo es la aceleracion tangencial.

& Demuestre que el radio de curvatura es igual a

2 3

e (1.4.12)

Cltxal vxal

EJEMPLO: Se tiene un punto en movimiento en un plano cuya trayectoria es
descrita por una circunferencia:

=Ry (lcosd+)singd), b =o(t) (1.4.13)
Diferenciando se obtiene
dF¥ . . d¢
Fr =Ry (—1sin ¢ + 7 cos d) Ty (1.4.14)
cuya magnitud es
dar dp ds
|47y, ta1
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En este caso el vector tangencial es
t=—ising +jcosd (1.4.16)

De aqui se puede calcular dt/ds porque de (1.4.5) ya se sabe que dd/ds =
1/pc, y en el presente caso es pc = Rg, y se obtiene

n=-—-cosd —)sind (1.4.17)

Para poder calcular la velocidad y la aceleraciéon es necesario dar la dependencia
del vector posicién en el tiempo. Supongamos el caso particular en que el dngulo
varia linealmente con el tiempo, ¢ = wt, es decir, hay una velocidad angular
de magnitud constante: c]) = w. En tal caso, tal como ya se sabe de (1.4.6), la
velocidad es tangente a la trayectoria y

V=wRyt (1.4.18)

de donde la rapidez resulta constante: v = w Ry.

Se puede ver también que en este caso particular la aceleracién tangencial es
nula debido a que la rapidez es constante. La aceleracién centripeta es

an(t) = Rg (—1cos wt —jsin wt) (1.4.19)
0

que apunta siempre hacia el centro. «

>> Pilotos entrenados pueden soportar aceleraciones de hasta 4g por periodos
cortos. En una maniobra de menos de un segundo pueden soportar hasta 9g. Si
se somete a una persona a aceleraciones de entre 4g y 9g por un periodo de
varios segundos el resultado puede ser muy grave, con pérdida de conciencia e
incluso la muerte

& Si un automovil toma una curva de 50 metros de radio (aproximadamente media
cuadra) a 24 metros por segundo, jcudnto vale la aceleracion centripeta? jEs una
fraccién de g o es mayor que g7

& Siun avidén va a dos veces la velocidad del sonido y gira describiendo un arco
de circunferencia, jcudl es el valor minimo que puede tener ese radio si la aceleracién
maxima que soporta el piloto es 5g7?
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& Considere el movimiento de un punto que describe la trayectoria plana

T=po (icosd +jsind) +1B (1.4.20)

con & = wt. Tanto pg como [3 son constantes conocidas. Determine ds/d¢, y por
tanto ds/dt; calcule el vector tangente unitario t(t) en funcion del tiempo; obtenga el
vector velocidad en cualquier instante t y también calcule la aceleracion d(t) e indique
los valores de las partes centripeta y tangencial.

& Un disco de radio R rueda sin resbalar por un suelo horizontal (el eje de rotacion
de la rueda es horizontal). Su centro O tiene aceleracion constante d = ag 1. Encuentre
la magnitud de la velocidad angular en torno a O y obtenga la aceleracion de cualquier
punto P sobre el borde del disco, relativa al suelo. Encuentre los vectores t y i de la
trayectoria de P como funcién del dngulo ¢ que OP forma con la vertical. Obtenga la
magnitud de la aceleracion centripeta y el radio de curvatura de la trayectoria de P.

& Un hilo de grosor nulo estd enrollado en una circunferen-
cia de radio R manteniendo tensa la punta libre M. La parte
no enrollada siempre es tangente a la circunferencia y el pun-
to T de tangencia esta totalmente determinado por el angulo
polar &. El hilo esta siendo desenrollado por medio de un me-
canismo que hace que & cambie en el tiempo en la forma:
b=7 t2, donde « es un niimero dado. Calcular la ecuacién
paramétrica de la trayectoria del extremo M libre del hilo sa-

biendo que inicialmente la parte libre era de largo L y colgaba
verticalmente. Obtenga las componentes de la velocidad y la
aceleracion expresada con los vectores unitarios ¢ y p. Obten-

Figura 1.10: Un hilo
ideal es desenrollado de

un cilindro de radio R . N i
ga los vectores tangente t y normal . de la trayectoria que

describe M cuando ¢ crece. También obtenga, para cada punto de la trayectoria el
radio de curvatura.

Indicaciones: La posicién de T siempre es g1 = R y la posicién de M puede escribirse
como pam = Pt — L(t) &, donde L(t) es el largo variable de T a M. También hay que
tomar en cuenta que si en un intervalo el punto T recorre una distancia s, en ese
intervalo la longitud L(t) crece en esa misma cantidad s.
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1.5. Movimientos particulares

A continuacién se presentan algunos movimientos particulares ¥ (t) que se pueden
obtener a partir de datos especificos.

1.5.1. Movimiento uniforme

Un caso muy sencillo es el del movimiento uniforme, en el cual la velocidad es
uniforme y por tanto la aceleracién es nula, @ = 0. Si se dan como datos la
posicién t =ty y que para todo instante

se puede invertir la definicién de velocidad y obtener que

t t

v(t)dt =7, +\70J dt’' =7y + (t — to) Vo (1.5.1)

to

ﬂﬂ:%+J

to

1.5.2. Movimiento con aceleracidon constante

Esta vez se da como dato que la aceleracién es constante

at)=g
y ademds que la posicién en un instante t; es ¥y y que la velocidad en un instante
t, es \7’1.

Integrando la definicién de aceleracion se obtiene que
V() =Vi+(t—t)g (1.5.2)

Una vez conocida la velocidad se calcula la posiciéon en un instante arbitrario
integrando una vez mds

t
T(t) = ?O+J v(t') dt’
to
t
= 1_"0‘|‘J (Vi+ g (t' —t,)) dat’
to
[
2

= T+ (t—ty) Vi + ( — (t—to)tl) g (1.5.3)
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Si tanto ty como t; son nulos la expresién anterior se reduce a

T(t) :T0+tV1+§9 (154)
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1.5.3. Movimiento circunferencial

YA A El movimiento circunferencial general de un
[0) punto P estad caracterizado por el radio fijo
po de la circunferencia descrita por el punto
y por la velocidad angular w(t) = ¢ de P.
En este caso los vectores posicidn, veloci-
dad y aceleracién en coordenadas cilindricas
(coordenadas polares en este caso) son

o>

VX<

() = pop(t)
() = pyw(t) (1 (1.5.5)

A

a(t) = po |a(t)b(t) — w?(t) p(t)
Figura 1.11: Un movimiento circunfe-

rencial de radio py se describe por la ve- la velocidad angular es w(t) y o(t) es la
locidad angular w(t) = ¢ (t). aceleracion angular

w(t) = ¢(t) x(t) = (t) (1.5.6)

La expresidon para @ dada arriba queda naturalmente separada en un término ra-
dial de aceleracién centripeta, —po w? P, y un término de aceleracién tangencial,

~

Poc(t) d(t).

1.6. Problemas

1.1 Considere una particula rebotando contra el suelo. Si llega al suelo con velocidad
—V  (negativa para indicar que apunta hacia abajo; V > 0), despega con
velocidad V' dada por V' =1V con 0 < v < 1 donde v es el coeficiente de
restitucion.

De este modo si inicialmente golpea el suelo y despega, cuando t = 0 con veloci-
dad Vy luego siguen botes en que la particula despega del suelo con velocidades
Vi, Vs .

a) En qué instante t,, ocurre el n-ésimo bote?

b) Exprese este tiempo en términos de Vjy, v, n y la aceleracion de gravedad g.
Demuestre que si n tiende a infinito en valor de t,, tiende a un valor finito, que
llamaremos t..
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1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

¢) Despeje n de la expresion para t* — t,, y haga un grafico In(n) versus ty, lo
que debe mostrar como aumenta el logaritmo del nimero de botes en el tiempo.

Por la orilla se una mesa rueda sin deslizar una rueda de radio Ry con velocidad
angular constante w. Esta rueda tiene pegada en forma radial una varilla de
largo Ry (Ry > Ry). Describa el movimiento de la punta de la varilla (distancia
Ry del centro de la rueda) a medida que la rueda avanza. Dibuje la curva (x-z)
que describe la trayectoria de este punto. Dibuje la componente horizontal, vy
de la velocidad de la punta de la varilla como funcion del tiempo, en particular
incluya el caso en que Ry = R;.

Un globo asciende desde la superficie terrestre con velocidad vertical uniforme
v, = Vvg. Debido al viento, el globo adquiere una componente horizontal de
velocidad que crece con la altura: vy = az, donde & es una constante conocida
y z es la altura sobre el terreno. Escogiendo el origen de coordenadas en el punto
de partida determine: a) La trayectoria del globo; b) la componente tangencial
y normal de la aceleracién en funcién de la altura z.

El punto de unién P entre un pistén y
una biela de largo D se mueve a lo lar- 9 A

go del eje X debido a que el cigiiefal M
(disco) de radio R y centro en un pun- c/8 ) P\_l
to fijo C, rota a velocidad angular w piston
constante. En el instantet = 0 la bie-

la estd horizontal (8 =0, x = D+R).

a) Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre P y C como funcidn
de t.  b) Encuentre la velocidad v(t) de P.  c) En la expresion para v(t)
considere el caso R < D y de ahi encuentre una expresion aproximada para la
aceleracion de P. ;Cémo se compara la magnitud de la aceleracion maxima del
pistén con la aceleracién del punto A7

Un punto se mueve ascendiendo por el manto de un cono de eje vertical, y
vértice abajo, de tal modo que asciende a medida que gira en torno al eje:
z = A ®. El cono mismo se caracteriza por que las rectas sobre su manto que
contienen al vértice forman un dngulo fijo © con el eje. Describa el movimiento
(los vectores ¥(t), V(t) y d@(t)) suponiendo que d(t) es una funcion arbitraria.
Calcule también la curvatura de la trayectoria como funcion de z y de 6.

Un hilo es desenrollado de un carrete de radio R.
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Esto hace que la punta P del hilo describa una
curva espiral que nace en el punto Q de la circun-
ferencia que estd a la misma altura que el centro
O. El dngulo que forma la recta OQ con la rec-
ta OT—donde T es el punto de tangencia T del
hilo—se denota ¢. (a) Encuentre 7 (), V (d, ).
(b) Demuestre que la velocidad angular de P es

¢*P
1+ ¢2

@ = k
(c) Si la velocidad angular se expresa en la forma @ = &k, encuentre «
(d) Dibuje la trayectoria espiral.

1.7 Considere una particula rebotando contra el suelo. Si llega al suelo con velocidad
v (v < 0), despega con velocidad v/ > 0 dada por

v =—rv con 0<r<l1

donde 1 es el coeficiente de resitucion.

De este modo si inicialmente golpea el suelo y despega, cuandot = 0 con veloci-
dad vy luego siguen botes en que la particula despega del suelo con velocidades
Vi, Vo ...

a) ¢En qué instante t,, ocurre el n-ésimo bote?

b) Exprese este tiempo en términos de vy, T, N y la aceleracién de gravedad g.
Demuestre que si n tiende a infinito en valor de t,, tiende a un valor finito, que
llamaremos t..

c¢) Despeje n de la expresion para t* —ty y haga un grdfico log(n) versus ty,, lo
que debe mostrar como aumenta el logaritmo del niimero de botes en el tiempo.
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Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

2.1.1. De Galileo a Newton

Ga | I |eO observé—a fines del siglo XVI—que cuerpos inicialmente en repo-
s0, soltados desde la misma altura caen con movimiento uniformemente acelerado
y esa aceleracién es comin a todos los cuerpos. Tal aceleracidon se denomina ace-
leracion de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad inicial nula desde
una altura zq sobre el suelo su altura posterior, como funcién del tiempo, es

z(t) = z9 — th

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior resulta que la aceleraciéon
es z = —¢. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z = —/2 z; g donde
el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es hacia abajo. Lo anterior
es cierto mientras la friccidn con el aire sea despreciable.

Se define la cantidad de movimiento o momentum lineal P de una particula de
masa m y velocidad V por medio de la expresién

Ft) =mv(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilégramos
y, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra que la masa de un
cuerpo es constante.
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> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy tipico
es el de un cohete que estd expulsando parte de su masa, en forma de

gases, para poder impulsarse.

. KERLER NEWTON
BRAHE | LEIBNITZ
. GALLEO
—— | DESCARTES
| BRUNG—
EL GRECO
e
BOTTICELLI REMBRANDT JSBACH
+—T=
CEONARDO CERVANTES ™ | grmMEER <F———
+—T =
coLON VIVALDI
VALDIVIA
150  XV| 1600 XVII 1700

Figura 2.1: Los arios en que vivieron algunos de los fundadores de la Mecdnica y algunos

personajes destacados en otras dreas.

Para percibir la cantidad de movi-
miento se puede experimentar de-
jando caer desde el reposo dos
cuerpo desde la misma altura. Al
recibirlos en nuestras manos y tra-
tar de detenerlos es necesario un
“mayor esfuerzo” cuando la masa
del cuerpo es mayor. La razén de
este mayor esfuerzo reside en que
para detener el cuerpo, es decir,
para hacer variar su momentum li-
neal desde el valor que tiene hasta
cero, es necesario aplicar una fuer-
za.

Newton establecié que la relacién

Luego de hacer una serie de experimentos, el italia-
no Galileo Galilei determiné que cuerpos de distinto
peso y forma caen con la misma aceleracién. (Antes
que Galileo, el fraile dominico Domingo de Soto en
Espana, s. XVI habia afirmado lo mismo, pero no
estd establecido si fue una hipdtesis filoséfica o si
se basé en evidencia experimental.) Esto eché por
tierra la creencia establecida por Aristételes (384 BC
- 322BC) de que los cuerpos mds livianos caen mds
lentamente. La ley de Galileo es estrictamente vélida
en ausencia de aire y es aproximadamente valida para
cuerpos que tienen la forma o el peso que permiten
despreciar la fuerza viscosa del aire.

Puesto que la aceleracién de gravedad es muy gran-
de, es decir, un cuerpo alcanza una velocidad muy
alta en un corto tiempo, Galileo hizo experimentos
con cuerpos rodando por un plano inclinado.

general entre la variacién del momentum (esto es, dp/dt) y la fuerza total

2.1. MOMENTUM LINEAL, FUERZA Y LEYES DE NEWTON
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aplicada es

dﬁ (t) _ ﬁtotal

n (2.1.2)

que se conoce como la /I ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso dp/dt =0 lo
que implica que el momentum permanece constante en el tiempo. Esto implica,
si la masa es constante, que la velocidad del cuerpo no cambia y por tanto la
trayectoria es rectilinea. Esta es la / ley de Newton. Un caso aun mas especial es
el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante necesariamente debe cum-
plirse que la fuerza total sobre ese cuerpo es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar actuando
muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2) es la suma vectorial
de todas las fuerzas que estan actuando sobre el cuerpo.

La /I ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un cuerpo
B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza peso

F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo. Segiin la Ill ley de
Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza, llamada normal, sobre
el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta verticalmente hacia

arriba. Puesto que sobre el cuerpo estd ademds la atraccién que le ejerce
la Tierra (el peso), entonces la fuerza total sobre este cuerpo es nula, lo
que permite entender porqué esta en reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia llamados
sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de referencia no inercial
es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado en reposo respecto al
vehiculo tiende a moverse alejdndose del centro de curvatura. Mds adelante se
dird que en sistemas de referencia no inerciales aparecen fuerzas especiales como
es la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis. Genéricamente se denominara seu-
dofuerzas a estas fuerzas propias de los sistemas no inerciales. En un sistema de
referencia inercial no se presentan tales fuerzas.
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2.1.2. Pequena historia

En 1687 Newton publicé su “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica’
(“Principios matematicos de la filosofia natural”). En este libro Newton pre-
senta las bases de practicamente toda la mecdnica. Plantea sus tres leyes de
movimiento y también la “ley universal de gravitacién”, bases que perdurarian
sin contrapeso por tres siglos. Esta gran obra no habria sido posible sin los logros
previos de Kepler, Galileo y otros.

Como parte de este trabajo Newton se vio forzado a desarrollar el calculo diferen-
cial e integral, que simultaneamente desarrollé Leibnitz. Logré demostrar que para
que una fuerza atractiva dé origen a drbitas elipticas—como lo establecié Kepler
en su primera ley—Ila fuerza debe decrecer con el cuadrado de la distancia.

2.1.3. Ejemplos de fuerzas

A continuacién se hara menciéon de algunas fuerzas que se utilizan en el presente
capitulo y en los que siguen. Las fuerzas que se describen a continuacién seran
explicadas con mds detalle mas adelante.

o Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra acttia
una fuerza cuya magnitud es mg y apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La ley universal de gravitacién describe la fuerza de atrac-
cién gravitacional entre cuerpos masivos.

o Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segtin la ley de Coulomb,
dependiendo del signo relativo entre las cargas.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos A y B estdn en contacto
sélido-sélido aparece una fuerza ]?AB sobre A debido al contacto con B (y
lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al contacto,
la fuerza Fag puede ser descompuesta en forma Unica en la suma de dos
fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra paralela a él. Estas
dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza de roce.

e Normal. Si un cuerpo estd apoyado sobre una superficie, la superficie
ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la reaccién debido
a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la superficie. La normal es una
fuerza perpendicular a la superficie de contacto.
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e Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer una
fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad relativa
entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza de roce estatico
y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la superficie no es nula se
tiene una fuerza de roce dindmico.

Microscépicamente las fuerzas de contacto se deben a las fuerzas atdmicas entra
las dos superficies en contacto y son, por eso, de naturaleza electromagnética.

Otras fuerzas seran introducidas mas adelante. Por el momento se subraya que
si un cuerpo esta apoyado en una superficie y no hay roce entre ambos, entonces
la tnica fuerza sobre el cuerpo debido a este contacto es la fuerza normal.

2.1.4. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Consideremos el caso de una argolla que
puede deslizar, libre de roce, a lo largo de |

una vara y esta vara gira barriendo un plano k
horizontal con velocidad angular ¢ = w \g/, - -- =

\
constante. . . <

-

El problema serd descrito con coordenadas |
cilindricas y los vectores base asociados son ‘
(p, &, k) de tal forma que k da la direccidn

i ., Figura 2.2: Una argolla que puede desli-
del eje de rotacidn. g gora giep

zar libremente, sin roce, a lo largo de una

Tal como cualquier vector, la fuerza total de varilla y la varilla gira barriendo con velo-

contacto sobre la argolla, puede expresarse ¢idad angular uniforme ¢ = w un plano
horizontal. argolia

con los vectores base:

_’cont f1 P + f2 d) + f3

pero la componente en la direccién p representaria roce—ya que es la direccion
en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir que f; = 0. Lo
que resta, N = fod + 3k es normal a la vara y por lo tanto es la llamada
fuerza normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso P= —mg k y la
fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. Para hacer mas evidente el
significado de las componentes de N las renombramos: fo = Ny, y f3 = Ny de
modo que se escribe

N=Ngk+Ngd (2.1.3)
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Puesto que la argolla no tiene movimiento vertical, la fuerza total en esa direccién
debe ser nula, es decir, Nk + P = 0, que implica: N, = mg.

Las condiciones que definen el movimiento son

b(t) = w, p(0) =po, p(0) =0 (2.1.4)

donde w es constante y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal,
la aceleracién—uver (1.3.5)—tiene la forma,

= (b’ - p<i>2> b+ (2p<i> + pcf)) b (2.1.5)

Para este caso la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas es una ecuacién
vectorial que se puede separar en una componente radial y otra en la direccidn
de & lo que da lugar a dos ecuaciones escalares

m(2pw) = Ny (2.1.6)
p—w?p = 0

Al integrar la segunda ecuacién se obtiene
p(t) = pp cosh(wt) (2.1.8)

que da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resultado
dice que p cambia con el tiempo y su variacidén estd relacionada a un coseno
hiperbdlico. Esto implica, de (2.1.6), que Ny no es nulo.

Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expresién
para N,
Ny = 2m w? py sinh(wt) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizdndose a lo largo de
la varilla alejandose del eje de rotacién. Su distancia al centro de giro, p(t),
aumenta exponencialmente con el tiempo. En efecto, para tiempos muy grandes
cosh(wt) =~ %exp[wt].

Si se intenta reproducir la situacién descrita en un experimento se debe tomar una
argolla y una vara tal que haya roce insignificante entre ambos. Con un motor
controlado automdticamente se mantendria uniforme la velocidad angular w.
Descubririamos, sin embargo, que llegaria un momento en que el motor no seria
capaz de mantener contante la velocidad angular, porque la fuerza normal que
la vara debe ejercer sobre la argolla es demasiado grande ya que la componente
Ng crece exponencialmente. En algiin momento se sobrepasa la capacidad del
motor.
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2.1.5. Ecuaciones lineales

En algunos casos la ecuacion de movimiento toma la forma de una ecuacién
lineal inhomogénea con coeficientes constantes,

X+ Px+yx+8=0 (2.1.10)

La solucién general—antes de imponer condiciones iniciales—implica dos cons-
tantes de integracién que acd se han denotado A y B y es

A sinh (%\/[32—4y)+Bcosh <%\/m> , B2 > 4y
x(t) = _2 B2
Y Asin<§\/m)+8cos (ng) , Ly > B2

(2.1.11)
e Caso especial 1: Si v = 0 la solucién general adopta la forma
1
x(t) = 3 (Ae Pt—5t) +B (2.1.12)
e Caso especial 2: Si 4y = 32 la solucién es
_ _ 44
x(t) =Ae P2 1 Bte BW—ﬁ (2.1.13)
Se hace notar que el segundo término tiene un factor t.
2.2. Muchas particulas
2.2.1. Caso discreto
Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas my, a =1,2,..., N,

de posiciones T, velocidades V, y aceleraciones d,. La suma de las masas se
denotara M

N
M=> m, (2.2.1)
a=1

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posicién y la velocidad de
G son

N N
RG == M ag—l maTa VG == ﬂ aE—l mava (222)
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El momentum del sistema de particulas es

P=Y mala=MVg (2.2.3)

Cada particula satisface una ecuacién de Newton

dv; -
m — = F
L 1
dv, -
my,— = F
2 1t 2
m dvn =
N © ™
Al sumar todas estas ecuaciones se obtiene
dV .
d—tG — Frotal donde (2.2.4)
N
Fol = 3 F, (2.2.5)
k=1

es decir, la variaciéon del momentum total del sistema estd dada por la fuerza
total que actlia sobre el sistema. Un poco mas abajo se vera que esta fuerza total
se debe exclusivamente a las fuerzas externas al sistema.

La ecuacidon del centro de masa del sistema puede también escribirse
P = protal (2.2.6)

La fuerza que ha sido llamada Fo es la fuerza total sobre la a-particula y puede
descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras particulas del
sistema, que llamaremos '™ més la suma de las fuerzas externas o que acttian
sobre la particula a,

-

Fo = o 4 fint (2.2.7)

a

— = .
A su vez f'™ estd compuesta de las fuerzas F,y, que cada particula b ejerce sobre
a,

z

it =3 Fap (2.2.8)
b=1
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donde debe entenderse que la fuerza que una particula ejerce sobre si misma es

nula,
Fop =0 para todo b (2.2.9)

Siempre se va a suponer que la fuerza F,y entre dos particulas puntuales es
paralela a la linea que une ambas particulas.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.5), que las fuerzas internas no
contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucién de las fuerzas
internas a la fuerza total se obtiene

N N N
D it = Z D Fap (2.2.10)
a=1 a=1b=1

pero por cada sumando Fab hay otro que es Foa y el principio de accién y reaccién
establece que Fba = Fab, lo que determina que la suma anterior sea nula. En

resumen,
Frotal — Z foxt (2.2.11)
y por tanto la ecuacién de movimiento para el centro de masa G del sistema es

dVg " "
-6 _ fext — Pext 2.2.12
i =L (22.12)

Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas externas,
el centro de masa se mueve con velocidad uniforme, lo que es la primera ley de
Newton aplicada a un sistema de particulas.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos particulas
masivas unidas por un hilo tenso, que rotan en torno a su centro de masa y estan en
vuelo libre en presencia de gravedad §.

2.2.2. Caso continuo

Es posible generalizar la descripcidon de sistemas de muchas particulas al caso de
sistemas continuos. Esta idea se ilustra a continuacién.

Se considera un alambre semicircunferencial de radio R y densidad lineal A = T[—Né

centrado en el origen como lo muestra la figura 2.3. En un caso continuo se
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reemplaza la suma sobre el indice a por una integral. Asi, entonces, en lugar de
M =) _mq se debe escribir

MzJ?\ds

donde ds = Rdx es el elemento de arco. Puesto
que en este ejemplo la densidad A es una cons-
tante, la integral sobre « desde 0 a 7t es sencilla
y da el resultado correcto. La expresién (2.2.2)
para determinar la posicién del centro de masa se
generaliza en la forma

Figura 2.3: Un alambre semicir-

1
cunferencial con densidad lineal de G = M
masa A = M

miR*
donde dm = Ads = W—Tvé Rda = % d. Por otro
lado, el vector ¥ que recorre la semicircunferencia
es ¥ = R (1cosx +jsin«). Al integrar en o €
[0, 7], el término cos & da cero y el término sin & da 2, por lo cual

- 2R | .
Rg=—7)~0,64R)
T

73l

J? dm

& Haga un cdlculo similar pero para el caso de una ldmina semicircular de radio R.
Ayuda: ahora la densidad es masa por unidad de superficie, c = 2M/(7R?) y se debe
integrar un elemento de drea: dS = p dp d«, integrando tanto en p € [0,R] como en
o € [0, .

2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento de
traslacién, el momento angular, E@, es—en cierto modo—Ia cantidad de movi-
miento de rotacion en torno a un punto O. Formalmente se define como la suma
de los productos cruz entre los vectores de posicidn y sus respectivos momentos
lineales

lo(t) =) Ta(t) x Palt) (2.3.1)
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Por ejemplo, en el caso de la figura 1.3 (caso de una sola particula), ¥ = bj+1vg t
y el momentum es P = mvy1, por lo que el momento angular de aquel ejemplo
es ﬂo =—mbvy k.

& Calcule el momento angular Eo de una particula que gira con velocidad angular
uniforme en torno al punto O describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definiciéon el momento angular de una sola particula “1" apunta en
una direccién que es perpendicular al plano que definen ¥; y Pp;. Esta direccidn
esta relacionada al eje de giro del punto mévil con respecto al punto O en un
instante determinado. En general la direccidon de ese eje va cambiando con el
tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas sobre
ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una rueda
normal mientras que la otra no tiene aire sino plomo. Al tratar de dete-
nerlas se notard que se requiere de mas esfuerzo para detener a la rueda
con plomo. Esto se debe a que es mds dificil llevar hasta cero el mo-
mento angular de un objeto que actualmente tiene momento angular mas
grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se supone
que las masas son constantes, se obtiene

de, d(Fo X Ba) dra
RPN A RS

a

(2.3.2)

El primer término del lado derecho es cero porque los sumandos son proporciona-
les a Vo X Viq y el tltimo término se puede escribir sencillamente ¥, x (dp./dt),
es decir,

e
dlo(t) Z o (1) x Flowl (2.3.3)

Para escribir esta dltima expresidn se hizo uso de la segunda ley de Newton, (2.1.2).
El lado derecho de la expresidon anterior es lo que se conoce como torque total
To que producen las fuerzas F sobre el sistema de particulas,

T total Z ra % Ftotal (234)
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y por tanto

dz@ (t) total
—— =T 2.3.5
28 = % (23.5)
que quiere decir que la variacién del momento angular se debe a la accién del

torque total que actuia sobre el sistema.

Para estudiar la dindmica del momento angular se debe ver el valor del torque
total y la forma de descomponerlo. El torque total Ty es la suma del torque de
las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos que este Gltimo es
nulo. Como la suma no depende del nombre de los indices, se la puede escribir
intercambiando el papel de a y b. Luego se suma ambas sumatorias y se divide
por dos,

a,b
1 - 1 -
- = 1_A’aXFab‘}_i 1_A’bXFba
a,b a,b
1 N _ -
= 5 (fa —To) X Fap
a,b
= 0 =  Fgl|Fa—T (2.3.6)
es decir
To =) Tqx (2.3.7)
a

El torque total depende tan solo de las fuerzas que son externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el motor
también.

Si el torque total sobre un sistema es nulo necesariamente el momento angular
tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.

Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes es nula
todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del momento angular
es constante.
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2.3.1.1. Del péndulo esférico al péndulo cénico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R, cuyo
otro extremo esta fijo se tiene, en general, un péndu-
lo esférico. Bajo condiciones iniciales particulares pue-
de comportarse como un péndulo plano (el hilo barre
siempre un mismo plano vertical) o puede comportar-
se como un péndulo cénico cuando la masa describe
una circunferencia con coordenada cilindrica z fija o,
equivalentemente, con coordenada esférica O fija. En
la figura adjunta se ha escogido coordenadas esféricas "' > a
con el polo norte abajo para lograr asi que 0 describa bir un péndulo esférico es
) Rl conveniente escoger el eje Z
directamente la desviacion del péndulo con respecto a  ,,untando en el mismo sen-

Figura 2.4: Para descri-

su posicién vertical en reposo. tido que §.

La fuerza total sobre la masa es la suma de su peso y de la tensién del hilo. En
coordenadas esféricas T = —T7 y la aceleracién de gravedad, de acuerdo a la
figura, es

N
—

g= (T cos®—0sin0O)g
Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de ®, lo que quiere
decir que la componente de la aceleracién dada en (1.3.8) debe ser nula, esto es,

m— (R2 b sin? e) —0

que implica que existe una constante, que se denotara {3, de modo que

b=

S — (2.3.8)
mR2 sin? 0

Si £3 no es nulo, esta relacién implica que 0 no puede anularse porque eso daria
que ¢ — oo. Lo que si se puede afirmar es que la rapidez es mayor cuando el
péndulo pasa por puntos en que el angulo 0 es muy chico. La ecuacién de movi-
miento es reductible entonces a solo dos ecuaciones escalares: las componentes
Ty6:

—mR (92+d)2 sin? 9) =mgcos® —T

S (2.3.9)
mR (9 — ¢? sin@cosG) = —mgsin 0
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Un péndulo coénico, tal como se
aprecia en la figura adjunta 2.5, es
tal cuando el punto masivo gira des-
cribiendo una circunferencia de modo
que el angulo O entre la vertical y el
hilo mantiene fijo su dngulo con la ve-
rical: 0.

Se quiere responder a la pregunta
ibajo qué condiciones un péndulo
esférico tiene movimiento cénico? De
(2.3.8) se obtiene que en el caso ac-
Figura 2.5: Un punto material en el extremo tual d¢/dt es constante, y se deno-
de un hilo de largo R gira en una trayectoria minard w porque es la velocidad an-

circunferencial de radio p. El otro extremo del gular del péndulo que gira en torno
hilo esta fijo.

al eje vertical. Dados Ry g puede
tenerse un péndulo cénico para cual-
quier valor de w?

La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a

Rw? cos By = g = cos 0y = (2.3.10)

Rw?
Puesto que un coseno debe tener médulo menor que la unidad, se debe cumplir
que

w42 (2.3.11)

R

No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta cota.
Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe ser lanzado
formando un dngulo con la vertical exactamente como el que se da en (2.3.10).
Esto implica que

92
&:m(Ww—aa (2.3.12)

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo cdénico tan solo si la ve-

locidad angular se relaciona con el angulo 8 que el hilo forma con la vertical

por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p = 1/R? — 3)—24 y la

componente vertical del momento angular estd dada por (2.3.12).
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2.3.1.2. El péndulo simple

Consideremos un péndulo plano como el de la figura 2.6.
Este consiste en una particula puntual de masa m, unida al
extremo de un hilo cuyo otro extremo esta fijo a punto O. Por
definicién el movimiento ocurre en un plano. En este ejemplo
el torque se debe a la fuerza peso, § = ¢ (() cos© — O sin O

y T=Rp,

o =Fx(mg)=—-mRgsinfk (2.3.13)

donde R es el largo del hilo. El momento angular es sencilla-  Figura 2.6: Un
mente €o =FxV=mR20k porque V. =R 006. De aqui que péndulo plano.
(2.3.5) implique

b= —% sin 0 (2.3.14)

Esta es la ecuacién de movimiento de un péndulo de largo R. El movimiento no
depende de la masa de la particula que hay en el extremo del hilo. Esta ecuacién
supone que el hilo esta siempre tenso, lo que podria no ocurrir si el movimiento
excede 0 = 71/2.

Si las oscilaciones son pequenas, 0 < 1, se puede hacer la aproximacién sin 0 ~ 0

y la ecuacién queda

0=—=0 2.3.15
: (23.15)

2.3.1.3. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en superficie cénica

Consideremos una superficie cdnica con eje vertical y vértice abajo como en la
Fig. 2.7. El vértice se escoge como origen. Una particula P de masa m desliza
sin roce por la superficie interior del cono bajo los efectos de la gravedad.

Se desea plantear: o las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféricas,
o las propiedades del momento angular y o reducir el problema a uno para la
coordenada esférica r(t). La coordenada 0 es constante ya que ella es el dngulo
entre el eje y cualquier generatriz del cono.

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:
mg = mg (—f cos O + O sin 9)
N = —N§@ (2.3.16)
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En este caso particular la aceleracién en coordenadas esféricas es

- - A

a= (i;—rcl)Zsin2 6) F—rdp?sinOcos00 + " sinf P (2.3.17)
T

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo

largo de ¢, esa componente de la aceleracién debe

ser nula, lo qu_e se _reduce a %(rQq)) = 0, es decir, lo

que hay en el interior del paréntesis es una constante

lo

er):cte o bien d):T
mr? sin 0

(2.3.18)
donde {; es la magnitud del momento angular. En
efecto, si se calcula el momento angular se obtiene

{ = mrt x (ff‘ + prd sin 6) = -—mr’psin00
(2.3.19)
que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud
Figura 2.7: Un punto se mue- constante:

ve apoyado en el interior de una (= Eoé
superficie cénica de eje vertical

y vértice abajo. La ecuacién de movimiento a lo largo de T es
t—1¢?sin?0 = —gcosO (2.3.20)
Reemplazando en ella la expresién para ¢ se obtiene
€
P= s gcos 0 (2.3.21)

que es una ecuacion dificil aunque se puede demostrar que una primera integral

arroja
2
1o 4
2 2m?2r2
Hay un caso sencillo e interesante que corresponde a orbitas circunferenciales
horizontales de radio 1. Para estas soluciones 1 es contante, por lo cual ¥ = 0,

esto es, el lado derecho de (2.3.21) es nulo, implicando que
0

m2g cos 6

— g1 cosO 4+ cte

3
Ty =
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2.3.2. El centro de masa y el momento angular

Se define las posiciones p, desde el centro de
masa,

Pa =Ta—Rg. (2.3.22)

La velocidad con respecto al sistema CM es

W =Va— Vg (2.3.23)

o
[l

& Demuestre que

(2.3.24)

de una particula k se puede des-
componer en la suma del vector
posicion del centro de masa, Rg,
y el vector posicion de k desde el A \eces también es dtil la derivada temporal de
centro de masa, . ., .

la relacién anterior,

Figura 2.8: El vector posicién 7 N .
Z Mmqpa =0
k=1

N .
D> map, =0 (2.3.25)
k=1

En §2.2 también se definié el momento angular total del sistema y se vio que
satisface la ecuacién ~
% =) Fax (2.3.26)
a
El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. El momento angular del sistema con respecto a su propio centro de
masa es

lc=Y Mafa X Va (2.3.27)

M 2

o)
Il
—

Sin embargo, si en la udltima expresién se hace el reemplazo Vv, = \7(; + 5(1,
la forma de EG se puede simplificar porque \7(; queda fuera de la sumatoria
(no depende de a) y (2.3.25) asegura que ese término no contribuye a {g,
concluyéndose que

N
lg = Z Mqa Pa X Pg (2.3.28)
a=1
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El momento angular {» también se puede escribir
N .
lo = ) ma (RG+5a> X (VG + 5a>
a=1

N
= MRg x Vg + ) mafa x fq (2.3.29)

a=1

Para obtener la dltima expresién se hizo uso de (2.3.24) y de (2.3.25). El primer
término del lado derecho es el momento angular del sistema como un todo con
respecto al punto O, y serd denotado £y ©

U ¢ =MRg x Vg (2.3.30)
mientras que el Gltimo término es {s. De aqui que

lo =00 S+ 105 (2.3.31)

La ecuacidén de movimiento para cada masa my, del sistema es
My Pp = Fo — MpRG
Derivando (2.3.28) con respecto al tiempo se obtiene

lc=) pbx (Fb - mbﬁG)

La dltima suma contiene ) myPp = 0 por lo que el resultado es
dls .
— = op X F
dat ; Po b
= Tg (2.3.32)

También se cumple que

= T +1Tg (2.3.33)
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La dltima linea define la notacidn.

Puesto que (a) f?o =T, (b) FG =7Tg, (c)lo=1L5+{cyque (d)To=
’?8 + Tg, se obtiene que

o~
o
I
A
S
Y
I
U
—
[N}
(UV)
o
~
S—

El torque del peso respecto a G se calcula como
To = ) Mafaxgd
a
=0 (2.3.35)

La suma anterior se anula debido a (2.3.24). Ya que Tg = 0 entonces {g es
constante si el peso es la Unica fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablén a una
piscina para, después de algunas volteretas, clavarse en el agua en forma per-
fecta. Un vez que estd en vuelo su momento angular {G no puede cambiar. Tan
solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos puede controlar su
velocidad angular, pero llega al agua con el mismo s que se dio en el momento
de despegar del tablén. Los gatos hacen algo parecido para caer siempre de pié.

2.3.3. Momento angular y torque asociado a sistema con-
tinuo

2.3.3.1. Una barra masiva

Se idealiza una barra como una recta masiva de largo R. Cada punto de la barra
tiene asociado un valor de la coordenada p, ¥ = pp y una velocidad pd)(f) Un
segmento de largo dp de la barra tiene masa A dp por lo que el momento angular
del sistema es o
lo =J".“p0x (pbd) Adp
= kA (R? - 3Ra + 3a?)

Ya que el peso de un elemento dp de la barra es (()coscl) — ci)sin cl)) Ag dp, el
torque es

R—a
To = J PP X (@COS(I)—(I)Sin))?\g dp

—a

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



o4

Patricio Cordero S.

. R
= —kAgsin d)§ (R—2a)

De aqui que la ecuacién dindmica sea

39 R —2a
—— s
2 R? —3Ra + 3a?

$ = in ¢ (2.3.36)
Si R > 2a debiera ser claro que este péndulo oscila en
torno a ¢ = 0. En cambio si R < 2a ese punto es

inestable. Analice (2.3.36) en los casos a =0y a = R.

2.3.3.2. Alambre semicircunferencial

Se tiene un péndulo formado, como lo muestra la figura
2.10, por un arco de radio R y densidad uniforme A =
ﬂ—rvé. Un punto arbitrario P del arco se puede definir con
respecto al angulo ¢ con el eje fijo X o bien con el
dngulo B = 7 + ¢ — « que subtiende el arco AP.
Estando P fijo al arco, el angulo 3 es una constante
y el movimiento pendular implica ¢ = &. El vector
posicién de un punto P cualquiera del arco es ¥ = Rp
y la velocidad de P es V = Rbb, pero & = &.

De aqui que la contribucién dl al momento angular de
un arco ds = Rdf3 es

2

dl = (Rp) x (Raci)) A Rdp = MTR &dp k

La velocidad angular & es comin a todo el arco, esto
es, no depende de [3, por lo que la integral en 3 arroja

simplemente 7t y se obtiene R
{ = MR*« k

Figura 2.9: . Una barra de
largo R densidad uniforme
A = M/R puede girar en un
plano vertical en torno a un
punto que divide a la barra
en una parte de largo a y
otra de largo R — a.

Figura 2.10: Un alambre
semicircunferencial de radio
R y masa total M oscila
como péndulo en torno al
punto O.

La contribucién al torque del arco ds en torno a P debida al peso de ese elemento

de arco es

a7 = (Rp) x ((dm)gi) = (- dB)gRsin bk

debido a que 1 = pcosP — ci)sin ¢®. Para integrar se debe tomar en cuenta
que sin ¢ = sin 3 sin & — cos 3 cos & por lo que fg sin  df = 2sin «. De esto
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resulta que al integrar sobre [3 se obtiene

2MgR

T=— sino k

La ecuacién { = T para este péndulo extendido se reduce a

. 2g
= ——si 2.3.37
& g Sinx ( )
que tiene la misma forma que la ecuacién (2.3.14) del péndulo simple.

& Demuestre que para el problema del péndulo hecho con un alambre semicircunfe-
rencial, se tiene que g = P R% & k.

2.4. Sistemas de dos particulas

2.4.1. Masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede escribir

d?v - o

—— = F f 2.4.1
my T 12 + 11 ( )

d?v, - o

— = —F f 2.4.2
ms e 12 + 12 ( )

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dindmica del centro de masa,
ecuacién (2.2.12).

Si se define el vector de posicién relativa y la masa reducida p por

my Mo

= < 2.4.3
2, |23 m, n o ( )

1!

P=T1—T2=pP1—

o

entonces la ecuacién (2.4.1) multiplicada por my/(my + my) queda

Lo m = g
v (p + Tg) =2 <F12 + f1> (2.4.4)
mp + My
si a esta ecuacién se le suma (2.4.2) multiplicada por —m, /(1m; +m5) se obtiene
- - my — my —
= Fio + fi1— f 2.4.5
e P miemy o omibmy ( )

Esta ultima ecuacién es equivalente a la ecuacién de una sola particula de masa
Ly posicién p.
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> El problema de dos particulas se reduce al problema del movimiento
del centro de masa y a la ecuacién (2.4.5) para el movimiento relativo.

En el caso usual en que f, = m, g la ecuacién anterior se simplifica:
wp =F caso especial (2.4.6)

Es una ecuacién en la que no interviene sino las fuerza entre las particulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando oy
la masa reducida . Para lograrlo se debe observar primero que P, p; y P2 son
paralelos y satisfacen

M

1= P, —P2 =

§ (2.4.7)
my my

=

Entonces

EG = mypp X 61 + Mg Ps X 62 = upxgp (2.4.8)

2.5. Fuerzas centrales

2.5.1. Laidea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto O, si el valor de esta fuerza
en un punto T es

F=f®+ (2.5.1)

donde T es el vector posicion desde O, y éste es el punto desde donde se define
la fuerza, r = ||7|| y T = ¥/r. La magnitud f(¥) = f(r,0, ¢) de la fuerza es una
funcidon escalar cualquiera que, en los casos mds importantes, solo depende del
escalar .

Como pronto se verd, importantes fuerzas de la naturaleza son centrales, tales
como la que describe la Ley de Gravitacion y también la Ley de Coulomb entre
cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de T (no depende ni de 0 ni
de &), en cambio en el ejemplo del péndulo recién descrito, la tensién del hilo es
una fuerza con centro en el punto fijo O que también depende del angulo .
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El torque T¢, en el caso en que la fuerza total sobre una particula es una fuerza
central, es nulo, porque T9 =T x (f(r)¥) = 0 ya que se trata del producto cruz
entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye que en un caso asi

de
— = 92.5.2
il (2.5.2)

es decir, el momento angular permanece constante, {(t) = {j.

Pero si £ es constante, y puesto que { = ¥ x P, el plano que definen los vectores ¥
y P permanece fijo, es decir, el movimiento transcurre en un plano fijo. Se trata
de movimiento plano.

2.5.2. Corolario: segunda ley de Kepler.

Se demostrara que si se conserva el momento angular la linea que une al punto
O con el punto que define el vector posicién ¥(t) barre areas iguales en tiempos
iguales. Para demostrarlo hay que recordar que si se tiene dos vectores d y b
definidos a partir de O, la magnitud del producto a x b es igual al area del
paralelégramo que definen @y b. Si la posicién de la particula en un instante t
es T(t), en un pequefio instante posterior t + € es ¥(t +€) = ¥(t) + € % =
T(t)+evi(t).
El drea barrida en este lapso infinitesimal
€ es la mitad del drea del paralelégramo
(porque es el drea de un tridngulo), es
decir, esta area infinitesimal vale d§ =
ST (1) x [F(t) + eV (t)] || que resulta ser

— — F
ds = ST (t) x V(t)]| que es d§ = e%.
El infinitesimal € es un elemento de tiempo
Figura 2.11: Si el momento angular dt, y de aqui que la conclusién sea que

se conserva, entonces dreas barridas en

tiempos iguales son iguales. ds ||E |

T om velocidad areolar (2.5.3)

(0]

En palabras, la expresién anterior dice que el drea barrida por ¥(t)—a medida
que la particula se mueve en su érbita—es proporcional a t y es proporcional a
la magnitud del momento angular, esto es, la veocidad areolar es una constante.
Si la expresidn anterior se integra entre dos instantes arbitrarios t; y ty de la
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historia de la particula, el resultado es

7]
Sip = % (ta —ty) (2.5.4)

Es decir, el tiempos iguales (ty — t;) se barren dreas iguales Sis.

2.6. Problemas

2.1 Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x = 0, y = 0) con
velocidad inicial V. = (1cos© + jsin0) vy y aceleracién de gravedad g = —gj.
a) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento y el vector
tangente unitario t. b) Si el proyectil ha sido lanzado desde la base de un plano
inclinado (dngulo o« y o« < 0), determine el angulo © dptimo para que el proyectil
golpee al plano lo mds lejos posible.

2.2 Por un riel circunferencial en posicién ho-
rizontal de radio R avanza un cuerpo C; F 1
de masa my arrastrando a un cuerpo Co
de masa my con un hilo de largo RvV/2. El
cuerpo C1 es movido por una fuerza de 2
magnitud F conocida y fija que es

siempre tangencial a la circunferencia. En el instante t = 0 los cuerpos parten
desde el reposo y en ty completan una vuelta. a) Calcule la tension del hilo en
ese intervalo. b) En el instante t( se corta el hilo y sobre C; continua actuando
la misma fuerza. Obtenga el instante t en el cual C alcanza a Cs.

2.3 En una vara horizontal de largo D hay un
anillo de masa m; que puede deslizar por

la vara sin roce alguno. De este anillo sale
un hilo en cuyo extremo pende un punto
de masa my, es decir, se tiene un péndulo
simple que no tiene un punto fijo, sino
que éste desliza en una vara horizontal.

Encontrar una expresién para la tension
del hilo en funcion del dangulo ¢ y de ¢.

2.6. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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2.4 Elsistema de la figura representa una rue-

da de masa total M y radio Ry enfrentan-
do un peldano de altura a. Determine la
minima fuerza horizontal F que se debe
aplicar para que la rueda supere al pel-

29

dafio.

2.5 Una particula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono de eje

2.7

2.8

vertical, dngulo © y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que, expresada en

coordenadas esféricas, es F = —yrt, determine las ecuaciones de movimiento
de P en coordenadas esféricas y obtenga una expresion para su velocidad. Datos

iniciales: v(0) = Ry, $(0) = w, 7(0) = 0.

2.6 Resuelva el caso de una argolla de masa m en

una varilla que gira con velocidad angular unifor-
me: ¢ = w siempre formando un dngulo © con
la vertical. No hay roce entre ambos. Tome como
condiciones iniciales que z(0) = zg y que z(0) = 0.
Si la varilla gira muy lentamente la argolla cae
hacia O. Describa todas las situaciones posibles,
desde velocidad angular muy pequefa hasta muy
grande y escriba el valor de la velocidad angular

critica para decidir si cae o sube.

Hay un hilo enrollado alrededor de un ci-
lindro. El eje del cilindro es horizontal, su
radio es R y la altura desde el suelo al
eje es L. En el instante inicial estd des-
enrollada una parte del hilo, de longitud
D, la que se mantiene tirante y horizon-

tal, & = 0. En esa punta del hilo hay un -

cuerpo de masa m. Este cuerpo se suel-
ta desde el reposo y a medida que cae el
hilo se va enrollando. a) Determine la ten-
sién del hilo como funcién del dngulo ¢.
b) Dé la forma de la aceleracion y deter-
mine el radio de curvatura. Interprete.

Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo cénico descrito

en la seccion 2.3.1.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el origen O para

definir el momento angular y el torque estd al centro de la circunferencia que
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29

2.10

2.11

describe la particula y (b) cuando O se escoge en el punto en que el hilo se une
al techo. En ambos casos escriba el vector posicion de la masa m usando los
vectores unitarios asociados a coordenadas conica, obtenga la velocidad, calcule
el momento angular y el torque y compruebe que (2.3.5) se satisface.

Considere un alambre semicircunferencial,

de radio R y densidad uniforme, que >
oscila—debido a su peso—en su propio r =3
plano, en torno a su punto medio O. Pue- Re

de ser conveniente describir la posicion ¥ .-
de cada punto P del arco como la suma | | Nzl Mo .
del vector R que va desde O hasta el cen- Il

tro de curvatura C, mds un vector queva 5 VX B
desde C hasta un punto P.

Un péndulo plano de largo R y masa m es liberado desde su punto mds bajo
(b =0) con una velocidad angular wq. No alcanza a llegar a la cispide (altura
2R medida desde el punto mds bajo) porque cuando & toma el valor bz el
movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresion para cos Gy en
funcién de m, g, wg y R.

Sobre un plano horizontal estd apoyada

una cuna de masa M y sobre la cuna resorte (k,Do)
hay un cuerpo de masa m. Desprecian-
do todos los roces, determine el movi-

miento de este sistema si inicialmente

ambos cuerpos estdn en reposo.

2.6. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Fuerzas especificas y movimiento

3.1. Ley de Gravitaciéon Universal
3.1.1. Laley

La tercel’a |ey de Kepler establece que el cubo de la

distancia media, R, de un planeta dividida por el cuadrado de su periodo, T, es
la misma constante para todos los planetas, es decir para cualquier planeta a el
cuociente

T2
da un valor k que no depende del planeta. Kepler observé que las érbitas son elip-
ses. También establecié la ley (2.5.3) que sabemos que significa que el momento
angular se conserva.

Esto dltimo sugiere que la dinamica de los planetas esta gobernada por una fuerza
central. Si la fuerza es central de la forma f(r) T, la Unica aceleracidén que tiene
cada planeta es la centripeta, descrita en (1.4.11). ; Qué forma tiene tal ley de
fuerza?

Aun cuando los planetas se mueven en drbitas elipticas, éstas son muy poco
excéntricas, es decir, son casi circunferenciales. La velocidad media del planeta a
es practicamente su velocidad real todo el tiempo, y se puede estimar dividiendo
el camino recorrido en una 6rbita: 2R, por el tiempo T, que tarda, es decir,
V, = 21R,/T,. Se sabe, ver (1.4.11), que la aceleracién centripeta a(ca) es de
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magnitud V2 /Ry,

N <271Ra)2 4R, 4An?RY

¢ Ra \ Tq T2 R2 T2
Con la dltima expresion a la derecha se
ha podido escribir la aceleracién centripe-
ta en términos tan solo de la constante
47%k y de la distancia al centro de fuerza

(distancia al Sol). Por tanto, la magnitud

4%k

a

(3.1.1)

Kepler enuncié sus dos primeras leyes en
1609, mientras que la tercera es de diez afios
después, 1619. Isaac Newton se basé en la
tercera ley de Kepler para afirmar en 1666
que existe una fuerza de atraccién gravi-

de la fuerza sobre el planeta a tiene que
estar dada por esta aceleracién multipli-
cada por la masa del planeta y tiene que

tacional que es proporcional al inverso del
cuadrado de la distancia entre los dos cuer-
pos.

apuntar hacia el centro,
— A’k M, .
Fo=———=—71
R%

Newton pudo tan solo estimar los valores de
GM pero no de la constante G por si so-
la. Fue Henry Cavendish quien comunicé en
1798 la medicién de G usando una deli-
cada balanza de torsién. La medicién de
Cavendish arrojé resultados que implicaban
G =6,754 x 1071 (Nm?/(K?).

a= (3.1.2)
El planeta Jipiter tiene muchas lunas y
ese sistema se comporta como un sistema
solar auténomo. Cuando se estudid si la
ley de Kepler (3.1.1) se cumplia para ese sistema se obtuvo que se cumple, pero
la constante k que resulta es otra. Hoy sabemos, gracias a la ley de gravitacién
universal de Newton, que esa constante k es proporcional a la masa del objeto
masivo que crea la fuerza central (el Sol en un caso y Jipiter en el otro).

El argumento dado al comienzo, en torno a (3.1.1), tiene sentido tan solo si la
drbita es circunferencial o muy préxima a serlo. Pero la conclusién de ese caso
particular, ayuda a entender cémo se puede llegar a concebir la ley de validez
universal que ahora se introduce.

La ley universal de gravitacién enunciada por Newton dice que la fuerza de

atraccién que ejerce un punto material de masa ma sobre un punto material de
masa mg es

= ma Mg

——T

Fsobre B — -G (313)

2
TAB
donde T es el vector unitario que apunta desde el centro A de fuerza hacia B.

La constante universal de gravitacién G vale

Nm
_ 11
G =6,67428 x 10 e

(3.1.4)
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Esta misma ley se puede también escribir utilizando
vectores posicidon T5 y Tg respecto a cualquier origen
O. La fuerza sobre B debido a A es

= ma Mg

Fpa=—G ——=—= (B —T 3.1.5
BA EEENE (Ts —Ta) ( )

El movimiento que se deduce con esta fuerza, en parti- ©O
cular el movimiento planetario, serad discutido mas ade-

Figura 3.1: La fuerza de
lante.

atraccion gravitacional que
A ejerce sobre B es paralela
a FB — ?A-

3.1.2. Aceleracion de gravedad

De acuerdo a (3.1.3) la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre un

cuerpo de masa m es
Mm
F=G———— 3.1.6
(R+h)? ( )
donde M es la masa de la Tierra, R es su radio al nivel del mar y h es la altura
sobre el nivel del mar que estd el cuerpo de masa m. Siempre se identifica esta

fuerza con el producto m gy, por tanto, la aceleracién de gravedad resulta valer

GM GM GM 1 GM 2h
~ = (1 - ?) (3.1.7)

que depende de la altura h. En el calculo anterior se ha supuesto que la altura
h es mucho menor que el radio de la Tierra, h < R. El radio de la Tierra es
R =6,3710°m lo que garantiza que la aproximacién hecha es excelente aun si
h es la altura del monte Everest (hgyerest ~ 8,8 10°m).

Se llamara gq a la aceleracién de gravedad al nivel del mar. Puesto que la masa
de la Tierraes M =5,9810**Kg, resulta

GM m
¥ =98 —

Jo = (3.1.8)

2
El semieje mayor de la érbita terrestre vale a ~ 1,5 x 10'*Km.

& Demuestre que la aceleracion de gravedad en Santiago difiere en menos del 1 %
de gg.
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3.2. Fuerza elastica ideal

3.2.1. Generalidades

A
El tipo de problemas que se va a abor-

dar en esta seccién tiene un grado de

K aplicabilidad que va mucho mds alla de lo

N D(t) que podria aparentar. Superficialmente es-

ta seccion trata de una particula de masa

m en el extremo de un resorte cuyo otro

extremo esta fijo en un punto que se ha de-

signado A en la figura 3.2. Si bien lo que se

estudia a continuacién es cémo oscila este

sistema, los resultados son generalizables a
todo tipo de sistemas eldsticos.

r P

Figura 3.2: Un resorte con un extremo
en A tiene en su otro extremo P una ma-
sam.

La fuerza que ejerce un resorte ideal de largo natural Dy sobre un cuerpo P
depende linealmente de la deformacién (alargamiento o acortamiento) que sufre
el resorte y es proporcional a la constante eldstica k del resorte,

Fe = —k (D(t) — Dy) # (3.2.1)

donde, D(t) = |[F—Ta|| es el largo actual del resorte y T es el vector unitario en
la direccidn del resorte,

S

. T—Ta
T=-—"- (3.2.2)
[7—Tall
En particular si A es el origen (esto es, ¥ = 0) se tiene que ¥ = %. La

]

|
diferencia D(t) — Dy se suele denominar la elongacién del resorte.

Un resorte es “duro” si su constante k es grande y blando en el otro extremo.

La /ey de Hooke se refiere a sistemas en los que, al ser sacados de su posicién
de reposo (o posicién de equilibrio), aparece una fuerza que es proporcional a
la deformacién, tal como en (3.2.1). Esta ley es aplicada en los mds variados
contextos. Cuando una cuerda de guitarra es sacada de su posicién de equilibrio
(es pulsada) aparece una fuerza que, de alguna manera, puede ser asimilada
a (3.2.1). Al deformar levemente cualquier cuerpo sélido aparece una fuerza
eldstica para restituirlo a su posicién original. Como se verd, (3.2.1) conduce a
una dinamica tipicamente oscilante, aunque no siempre lo es.
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Un sistema oscilante normalmente pierde energia vy, si estd libre de influencias
que mantengan sus oscilaciones, regresa al reposo. La ley que rige esta pérdida
de energia se verd mas adelante cuando se trate al oscilador amortiguado.

Otra variante de los osciladores se refiere al caso real en que el sistema no es
sacado levemente de su posicién de equilibrio, sino que se aleja bastante de ella.
En tales casos es muy tipico que la ley (3.2.1) deje de ser vélida. Puede ocurrir
que la ley sea mas complicada, como es el caso del péndulo, (2.3.14) versus el
péndulo de pequefias oscilaciones descrito por la ecuacién (2.3.15). También esto
ocurre, por ejemplo, cuando el sistema ya no sufre una deformacién elastica sino
una deformacién pléstica. Plastica es la deformacién que cambia la naturaleza
del material, como es el caso de un resorte que es estirado mas alld de un cierto
limite y se deforma irreversiblemente.

3.2.2. Caso unidimensional sencillo

En el caso unidimensional, en que la
particula P en el extremo del resorte—cuyo
otro extremo estd en el origen— se mue-
ve siempre con x(t) > 0, no es necesario
usar vectores y la fuerza se puede escribir
como F = —k (x—Dy) lo que conduce a la
ecuacion

X(t)

t

Figura 3.3: La posicion x(t) oscila en mx(t) = —k (x(t) — Do) (3.2.3)

torno a x = Dy.

Se puede comprobar que la ecuacién ante-
rior tiene como solucidn particular trivial x(t) = Dy. Ella corresponde al caso
en que el oscilador esta en reposo en una posicidn especial llamada posicion de
equilibrio. La solucidon general del problema se puede integrar facilmente si se
hace el cambio de funcién: x(t) = x(t) + Dy, porque la ecuacién queda

mx(t) = —kx(t) (3.2.4)

Se define la frecuencia angular caracteristica del sistema por

wo = \/E (3.2.5)
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La frecuencia propiamente tal se denota v y se relaciona a wq por wy = 27v.

El periodo de tales oscilaciones es T = 22 = 1.
wo %

Se puede comprobar que la solucién mas general de la ecuacién es x(t) =
A sin(wgpt) + B cos(wpt). Volviendo a la funcidn original x(t) esta solucién
es

x(t) = Do+ A sin(wgt) + B cos(wy t) (3.2.6)

Las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales. Por ejemplo, si
x(0) =x¢ y x(0) = vq la solucién se convierte en

x(t) = Doy + % sin(wot) + (xo — Do) cos(wot) (3.2.7)
0

& Escriba la solucién anterior en la forma
x(t) = Dy + Csin(wqg t + o) (3.2.8)
y encuentre la relacion entre (C, yo) y (%0, Vo)

La funcién x(t) que ha quedado definida oscila en el tiempo en forma sinusoidal,
tomando iguales valores en tiempos separados por un multiplo entero de T = i—i‘)
(T es el periodo de la funcién x(t)), ver la figura 3.3.

& Demuestre, a partir de (3.2.6), que (x(t) — Do) es una funcién cuyos valores
maximo y minimo son

[x(t) — Doliax min = VA2 + B2 (3.2.9)

El maximo es la amplitud de las oscilaciones y describen cudnto se aleja la
particula oscilante de su posicidn de reposo.

La solucién que se ha visto estd caracterizada por una frecuencia wy, = /k/m.
Si el resorte es duro (k grande) la frecuencia es mdas grande, pero si se aumenta
el valor de la masa la frecuencia baja.

Este comportamiento se puede apreciar de la siguiente forma. Un vehiculo di-
sefiado para acarrear grandes cargas tiene resortes (sus amortiguadores) muy
duros, de tal modo que cuando va bien cargado las vibraciones que le provoca las
irregularidades del camino se convierten en frecuencias bajas (suaves se diria en
lenguaje coloquial), pero si ese mismo vehiculo va vacio (masa chica) vibrard a
alta frecuencia y se sentira dspero.
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En la notacién de (3.2.6) la funcién x toma valores extremos cuando x = 0, lo
que ocurre en t = t; si A cos wyt; = B sin wgty lo que ocurre si

A
tan wot; = g (3210)

Al reemplazar este valor en (3.2.7) se obtiene

2

N
x4 =Dy + w—g + (xo — Dy)? (3.2.11)
0

Con signo + se tiene el valor mdximo de x y con el signo menos se tiene el valor
minimo. Esta expresién es equivalente a (3.2.9).

3.3. Fuerza de roce estatico y dinamico

Ya se ha dicho que si dos cuerpos estan en
contacto, sobre cada uno de ellos acttia una
fuerza llamada de contacto. Esta fuerza tie-
ne una descomposicidn Unica en una com-
ponente perpendicular a la superficie tan-

) gente al contacto, que se denomina normal,
na sobre un cuerpo que esta apoyado so-

] ; N, y una componente paralela al contacto,
bre una superficie puede ocurrir que este
cuerpo no se mueva. que es la fuerza de roce.

Fuerza aplicade
externamente

Figura 3.4: Al aplicar una fuerza exter-

Si no hay movimiento relativo entre las dos
superficies en contacto la fuerza paralela al contacto, que actlia sobre cada uno
de los dos cuerpos, se llama fuerza de roce estatico, I?RE, mientras que si hay
movimiento relativo, se llama fuerza de roce dindmico, ?RD.

3.3.1. Roce estatico

Al aplicar una fuerza F sobre un cuerpo A apoyado en una superficie, puede ocu-
rrir que A no se mueva. Esto se debe a que en la regidn de contacto entre A y la
superficie aparece la fuerza, llamada de roce estatico, que se opone al movimien-
to. Esta fuerza de roce estatico anula la componente F, paralela al contacto,
de la fuerza F. Si F|| sobrepasa un cierto valor, el cuerpo ya no podrd permane-

cer en reposo. El valor maximo alcanzado por Fre obedece la siguiente ley, que
depende del valor de la magnitud de la fuerza normal, N presente en el contacto,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



68 Patricio Cordero S.

||?RE|| < He ||N|| (3.3.1) Normal

donde N es la fuerza normal mencionada
mas arriba y L. es el llamado coeficiente
de roce estatico.

Este coeficiente depende de la naturaleza
de los materiales en contacto y de la cali-
dad, por ejemplo la rugosidad, de las super-
ficies.

Ejemplo: Las fuerzas sobre un vaso apoya-
do en una supericie inclinada son: su peso,
mg, que apunta vertical hacia abajo, la nor-
mal N que apunta perpendicular a la mesa

Figura 3.5: Un vaso en reposo sobre una
mesa inclinada. La suma de la normal y
el roce estdtico cancelan exactamente al
(direccién k, ver la figura 3.5) y la fuerza peso.

de roce estdtico, Frg que apunta en una

direccién paralela a la mesa.

Puesto que el vaso estad inmévil la aceleraciéon es nula y por tanto la fuerza total
es cero, es decir, N + Frg + mg = 0. Las fuerzas se pueden escribir:

N =Nk, mg = —mg (k cos & +1 sin ) (3.3.2)

Ya que estas dos fuerzas mds la fuerza de roce deben sumar cero, y la fuerza
de roce por definicién no tiene componente en la direccién k, necesariamente se
cumple que la fuerza de roce es paralela aly

—

ﬁREmeg sin o, Nzﬁmg COS & (3.3.3)

Como se puede apreciar, la magnitud de la fuerza de roce estdtico queda de-
terminada por el valor de otras fuerzas a través de la condicién de que la suma
total garantice (en este ejemplo) el reposo. La condicién (3.3.1) implica que
tan o < He. 4

Ejemplo: Una cinta en forma de manto cilindrico de radio R tiene eje vertical y
gira con velocidad angular uniforme w. En el interior de la cinta estd apoyado
un cuerpo de masa m como lo muestra la figura 3.6. Si se conoce el coeficiente
de roce estdtico entre este cuerpo y la cinta, se vera que se puede determinar el
minimo valor que debe tener w para que el cuerpo de masa m no caiga.
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Usando coordenadas cilindricas, la fuerza
normal, que actla sobre el cuerpo tiene
que apuntar perpendicular a la superficie

de la cinta: N = —N p, pero el valor del
escalar N aun no se conoce. El peso es
mg = —mgXk. Se puede adivinar que la

fuerza de roce Frg apunta en la direccidn
k: ]?RE — Fk. Esta vez la suma de todas |
las fuerzas debe ser igual al producto de la
masa por la aceleracion del cuerpo que tie- Figura 3.6: Una superficie cilindrica gi-
ne movimiento circular con velocidad angu- ra con velocidad angular uniforme w en
lar uniforme. Esta aceleracidn, de acuerdo torno a un eje vertical. En el interior de
a (1.3.5), en este caso es —R w2-(). Todo I:l i'oncfesset;,:?c”;’e”e fijo un objeto gracias
esto conduce entonces a dos relaciones es-

calares:

F=mg y N=mRw?’ (3.3.4)

Pero la ley (3.3.1) de roce estético exige que F < pe mR w?, con lo que final-
mente se obtiene que

w> - (3.3.5)

He R

Si la velocidad angular tuviera un valor menor que éste, el cuerpo no podria tener
roce estatico y cae. «

& Resuelva el problema de la cinta que aparece en el texto principal, pero esta vez
la velocidad angular de la cinta no es uniforme sino que w = Q — ayt. La velocidad
angular inicial Q) satisface la desigualdad (3.3.5).

& Sobre una superficie que corresponde al interior de un cono vertical con vértice
abajo estd apoyado un cuerpo de masa m. Cuerpo y superficie giran con velocidad
angular w constante, en torno al eje vertical, sin que el cuerpo deslice. Encuentre
las condiciones para que esto ocurra. Al analizar este problema debe cuidadosamente
analizar diversos casos. Por ejemplo, se debe separar los casos en que (g cos0 —
pw? sin 0) es positivo o negativo. Aqui 0 es el dngulo entre la vertical y una generatriz
del cono, g es la aceleracion de gravedad y p es la distancia entre el cuerpo y el gje
de rotacion.
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3.3.2. Roce dinamico

El roce dinamico existe cuando hay movimiento relativo entre las superficies en
contacto. La fuerza de roce en este caso depende de la velocidad relativa entre el
cuerpo que se estudia y la superficie con la que estd en contacto: V.o =V — Vs,
donde V es la velocidad del cuerpo y Vs es la velocidad de la superficie. La ley
de roce dindmico es

ﬁRD = —Ha NV (3-3-6)

donde g4 es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies en
contacto, N = ||N|| es la magnitud de la fuerza normal sobre el cuerpo que
desliza y Vi) = Vil /|| Vel || €5 €l vector unitario que apunta en la direccién de la
velocidad relativa del cuerpo en estudio con respecto a la superficie del contacto.
Es muy notable que esta fuerza no depende de la magnitud de la superficie de
contacto.

El contacto entre dos cuerpos, entonces, esta caracterizado en general por dos
coeficientes de roce, el coeficiente de roce estatico y el coeficiente de roce dindmi-
co. Siempre se cumple que

Me > Ha (3.3.7)

Ejemplo: Consideremos un péndulo de largo R apoyado en un plano inclinado.
El plano forma un angulo o« con el plano horizontal. Se escoge coordenadas

Figura 3.7: Un péndulo apoyado en un plano que produce roce. El eje Y apunta en la
direccion de mdzxima pendiente. A la derecha una vista lateral del sistema.

cilindricas con eje que pasa por el punto fijo del hilo y con eje Z perpendicular
al plano inclinado.
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En este caso la coordenada p siempre vale R y la coordenada z siempre es nula.
Para describir el movimiento del péndulo basta con encontrar el angulo d—que se
indica en la figura 3.7—como funcién del tiempo. El vector posicién es ¥ = R p.
Se da como condiciones iniciales ¢(0) = 0y ¢(0) = 0. Ademds se sabe que
se detiene en ¢ = ¢ sin haber retrocedido nunca. Veremos que estos datos
determinan el valor del coeficiente de roce 4. La fuerza normal es N =Nk, la
tension del hilo es T = —T p, la fuerza de roce es Fpp = —Ha N ®, el peso es
mg =mg(— —kcoso +jsino) = mg(— k cos & + sin & (P cos p + psin ).
La fuerza total entonces vale

F=(mgsinasing —T) p+ (mgsinaxcosd —pga N) ¢+ (N —mg cos«) k

(3.3.8)
pero como no hay movimiento en la direccién k la correspondiente componente
de la fuerza tiene que ser nula, lo que implica que

N =mg cos x (3.3.9)
El torque es T = Rp X F, por tanto el torque tiene sélo componente a lo largo
de k.

De (1.3.5) se obtiene que la velocidad y la aceleracién estan dadas, en el caso
actual, por

V=R i=-RP*p+RP (3.3.10)

por lo que el momento angular vale

{=m(Rp) x (RdP) =mR3pk (3.3.11)
y de aqui
ar )
= 3.12
4 =MR $ k (3.3.12)

que es consistente con que el torque también apunta en la direccién k. La ecua-
cién dindmica que resulta es

R =g sinxcosd — pq g cos « (3.3.13)

Si esta ecuacién es multiplicada por ¢ se puede integrar facilmente y se obtiene

1 .
) R$p? = (sinasind — pq ¢ cosa) g (3.3.14)
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Si en este resultado se usa ¢ = ¢y, para el cual el péndulo se detiene, se debe
tener que el lado izquierdo sea nulo y entonces

0 = (sin acsin gy — g Py cosx) g (3.3.15)
que implica
TP U (3.3.16)
Ol
Si conoce . decida si el péndulo reiniciard su movimiento. |

& Considere el sistema que se muestra en la fi-
gura 3.8. Se trata de un bloque de masa m sobre

una cinta sin fin que se mueve con rapidez unifor- {—mmm\ﬂ

me vy. El bloque estd ademas unido a un resorte
de constante elastica k y largo natural Dy. El blo-
que tiene coeficientes de roce estatico y dindmico
e Y 1a con la cinta. Haga un anélisis exhaustivo : - - a
del tipo de movimiento que tiene el bloque segtn en una cinta sin fin estd también
unido a un resorte. Puede haber
el valor de vy cuando los demds pardmetros estan  omentos en que haya roce estati-
fijos. Puede darse las condiciones iniciales que es- co.
time conveniente.

Figura 3.8: Un bloque apoyado

3.4. Roce viscoso

3.4.1. Generalidades

Cualquiera que haya tratado de correr con el agua

hasta la cintura sabe que el paso de un cuerpo a | e |
través de un medio fluido encuentra una resistencia

al movimiento. A esta fuerza la llamaremos fuerza

de roce viscoso.

Este fendmeno es complejo porque depende de mu- Figura 3.9: E/ roce viscoso
chos pardmetros. Por ejemplo importa la forma del depende de la forma del objeto
sélido, pero ademas—dada una forma—depende del ¥ también del angulo entre esa
, | | f | fluido. de | forma y la velocidad relativa al
angulo con que el cuerpo en renta/ al fluido, de la . fuido.

naturaleza de la superficie (suave, dspera ..) y de la

forma especifica como el fluido se relaciona con la superficie sélida (por ejemplo,
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importa si un liquido moja o no moja a ese sélido), depende de la temperatura
etc.

Simplificando mucho el fenémeno se puede decir que hay dos regimenes: el fluido
rodea al sélido en forma suave (se dice, flujo laminar), o bien el fluido forma
turbulencias. En el primer caso la ley de roce queda bien descrita por una ley
lineal (ver mds abajo en la sec.§3.4.2) o, si es turbulento, por una ley cuadritica,
descrita en la sec. §3.4.3.

3.4.2. Roce viscoso lineal

La ley de roce viscoso lineal establece que

s esta fuerza es proporcional a la velocidad
g ] relativa entre el sélido y el fluido y el coe-
N ] ficiente de proporcionalidad es negativo

=

— Fu——c¥  (341)

donde ¢ > 0, y ¢, como ya se ha dicho
depende de una gran cantidad de parame-
tros particulares a cada caso. Por ejemplo,
en el caso de una esfera en movimiento
lento se puede establecer que

Proyectil y viscosidad

altura

c = 67mER

donde ¢ es la viscosidad del fluido y R es
el radio de la esfera.

X

Figura 3.10: Arriba: cualquiera que sea a Ejemplo: Consideremos el lanzamiento de

condicién inicial para v, esta componente un proyectil tomando en cuenta el roce
de la velocidad, con el transcurso del tiem- viscoso del aire, el cual supondremos que

povz(t) se acerca siempre a un mismo valor 5 de tipo lineal. La ecuacién de movi-
asintotico. Abajo: Trayectoria de un proyec- .

til para el cual la viscosidad del aire tiene un miento es

efecto apreciable. Esta curva corresponde a 42y dar

la funcién z(x) dada en (3.4.9). m@ =—C 1t +mg (3.4.2)

En coordenadas cartesianas con eje Z vertical, y escogiendo la orientacidn del eje
X tal que la velocidad inicial conocida sea Vy = 1v,g + kv,q, todo el movimiento
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transcurre en el plano XZ y la ecuacién se puede escribir por componentes en la
forma

m dv, c
= —cv
dt *
m dv. _ cv, —m
dat = 9

que son dos ecuaciones independientes.

La segunda ecuacién se puede escribir en la forma

dv,

z c
dv, c

C

Recordando que la primitiva asociada a integrar sobre v, al lado izquierdo es

In (vz + w)
c

y la primitiva al integra sobre t al lado derecho es t mismo entonces, integrando
entre t = 0 y t a la derecha y, correspondientemente, entre v, y v,(t) a la
izquierda, se obtiene

_ m _
v (t) =vgpe et/m— 8 (] gmet/m) (3.4.5)
c
En particular, se puede ver que cuando t — oo, v, — —™2. En la figura 3.10
se muestra la evolucion de v, con diversos valores iniciales v.

Puesto que la velocidad asintdtica en este ejemplo, es negativa se puede observar
que si el valor inicial es positivo, en algin momento se anula. Esto quiere decir
que el proyectil estd inicialmente subiendo v,(0) > 0, en algiin momento t* su
velocidad vertical se anula v,(t*) = 0 para finalmente comenzar a descender,
v, (t) < 0.

& Demuestre que la funcion z(t) que surge de lo anterior es
2

m m m/m
2(t) =20+ (vao — 9t) + ng - (?9 +vz) eTem (3.4.6)
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Una trayectoria balistica con este tipo de viscosidad se obtiene usando (3.4.6) y
una expresion similar para x(t). La dnica diferencia es que en la direccién X se
debe eliminar los términos que contienen g,

m m

X(t) = Xo + ?VXO - ?Vx(] ei(:t/m (347)

Combinando (3.4.6) y (3.4.7) se obtiene trayectorias como la que se muestra en
la figura 3.10.

Marginalmente se hace notar que de (3.4.7) se puede despejar t para utilizar esa forma
en (3.4.6) lo que da a z como funcién de x. En efecto

t=""In [1 - M} (3.4.8)
Cc mMVyxo
y entonces
mg = Vi m?g c(x —xp)
z(x) = zg + + — (x —xo) + — I |l——— (3.4.9)
CVx0 V0 c mMVxo

es la trayectoria del lanzamiento balistico con roce viscoso lineal.

& Se sabe que en lanzamiento balistico sin roce viscoso desde un punto a otro a
igual altura, el alcance maximo se obtiene cuando la velocidad inicial forma un dngulo
de 7 con respecto a la vertical. Obtenga la expresion para el alcance maximo en una
situacién similar pero cuando el roce viscoso lineal es tomado en cuenta.

Tanto la solucién (3.4.5) y (3.4.6) parecen ser singulares para ¢ = 0, ya que ¢
aparece en denominadores. Esto, sin embargo, es solo aparente. Si se analiza,
por ejemplo, el caso de (3.4.5), el primer término sencillamente tiende a v,
mientras que el paréntesis en el dltimo término contiene (1 — exp[—ct/m]) =
1—1+ % — gi’l‘z + ... Si esta expresion se multiplica por mg/c y se hace el
limite ¢ — 0 se obtiene gt y el resultado neto es v, (t;c = 0) = v, — gt que
es la solucién conocida en el caso sin roce viscoso.

3.4.3. Roce viscoso cuadratico
En el caso del roce viscoso cuadratico la fuerza de roce es
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donde 1 depende del fluido de que se trate. En el caso en que el fluido sea un
gas una expresién aproximada para 1 es

1
=-pAC
n 20 d

p es la densidad del fluido, A es un area del orden de la que se obtiene de la
proyeccién del proyectil al plano perpendicular a la velocidad relativa y Cq4 es el
coeficiente de arrastre. Si el proyectil es una esfera, A ~ 7R

3.4.3.1. Sin gravedad:

Como primer ejemplo resolvamos el sencillo caso en que ésta es la (nica fuerza y
el movimiento es en una sola direccién. Supondremos que v > 0 todo el tiempo,
entonces

mv = -nv

que se resuelve primero escribiendo la ecuacién anterior en la forma

dv
% m
Si el lado derecho se integra entre t = 0 y un valor arbitrario de t, el lado
derecho debe integrase entre el valor de v en t = 0, que se denotard vy y un
valor arbitrario v(t). Se obtiene entonces
1 I nt

— ()=
v(t)  wo m L+t

(3.4.11)
Se puede notar que la velocidad inicial es realmente vy y que la velocidad decrece
mondtonamente con el tiempo acercdndose cada vez mds a cero.

3.4.3.2. Con gravedad:

Ahora se analizard un caso en que ademds hay gravedad. Este caso es intrinse-
camente mucho mds complicado que el caso de viscosidad lineal y solo se estu-
diard el movimiento rectilineo. Se supondrd que el eje Z es vertical hacia arriba
y que hay una fuerza constante —mg.
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La fuerza de roce viscoso apunta hacia arriba si la particula desciende y apunta
hacia abajo si va ascendiendo, es decir,

mi(t) = —n2(t)]z—mg (3.4.12)

Como siempre, la aceleracién es Zz =V y la velocidad es z =v.

e El descenso, v(t) < 0. En este caso |z| = —v por lo que la ecuacién es
mv=nv’—mg (3.4.13)

Existe una solucién en que la velocidad va-
le v.=—4/mg/n todo el tiempo, ya que °
con ella el lado derecho de la ecuacién an- 25}
terior es nulo. A esta velocidad (negativa)
tan particular la llamaremos —v¢, con

m
ve = | 22 (3.4.14)
n
que es una cantidad positiva. e 4 s 2 s

Para hacer mas transparente el método Figura 3.11: Se puede apreciar el com-

de solucién se hard el cambio de funcién PortamientodeV(t) dado en (3.4.18) pa-
ra diversas veIOC\(}ades dnni_/a/es un.ygc
v(t) = —V(t) y como se trata del caso v < () entonces V > (. La ecuacion

dindmica con esta nueva variable es

mV=-nV?>+mg o bien V:—%(Vz—v%) (3.4.15)

y se puede escribir como una relacién diferencial,

dav n

Que, al lado izquierdo, se integra desde V; que es el valor inicial (t = 0) de V(t)
V(t) dv t
J 77—72—1de=—1t (3.4.17)
v, VZ—vg m Jo m

La integral del lado izquierdo solo tiene sentido si el denominador en el integrando
no se anula en el rango de la integracién. Veremos que este denominador nunca
se anula.
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La primitiva de la integral a la izquierda es
1 Vc — V(t)
In
2VC vc + V(t)
y del lado derecho es —m t/m. Al integrar se obtiene entonces

1 n VC—V(t) ve +Vi B nt
2VC \Ye + V(t) Vc — V1

m

Si para algin instante finito ocurriera que V(t) = vc el argumento del logaritmo
se anularia lo que implicaria un lado izquierdo igual a —oo que contradice que se
trate de un instante finito. Por tanto V(t) # v, para todo t finito.

El lado izquierdo se anula cuando V(t) = V; que es lo que se debe esperar ya
que V; es la velocidad cuando t = 0. La solucién explicita es

V; cosh (g—;) + vc sinh (g—ct)
V(t) =
vc cosh (g—;) + V; sinh (\g)—ct)

ve (3.4.18)

Cuando t — oo la fraccidn tiende a 1 y se obtiene vc como debe ser mientras
que si se toma t = 0 los senos hiperbdlicos se anulan mientras los cosenos
hiperbdlicos se hacen 1y se obtiene V(0) = V;. Esta funcién es monétona entre
t=0yt=o0.

En el caso especial V; = 0 el resultado es

V(t; Vi =0) =vctanh <\g)_t> (3.4.19)
C

Otro caso especial de (3.4.18) es aquel en que no hay gravedad. Lo més sencillo

es resolver la ecuacién desde el comienzo con velocidad inicial Vi y g = 0. Pero

si se toma el limite de (3.4.18) cuando vc — 0. Se obtiene
Vi

m

que es el resultado ya visto (3.4.11).

Ahora se deducird la velocidad v¢ que tiene un cuerpo, que comienza a caer
desde el reposo y altura z = h, al llegar al punto z = 0. Cuando no hay roce un
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cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba, regresa al punto de partida con una
velocidad igual a la de partida excepto por el signo. Con viscosidad se vera que
€so no es cierto.

La forma mds cémoda de llegar a este resultado se consigue desde (3.4.16)
retomando que V = —v y por tanto dV = —dv

dv  gdt
vZ—vZ o V2

(3.4.21)

Al multiplicar esta relacién por v, en el numerador
de la izquierda aparece vdv = % dv? y al derecho

- vdt =dz
§ 1V dv? 0 gdz
: J S J ‘ (3.4.22)

Lo que se acaba de escribir es que la velocidad
varia desde cero a v¢ mientras la posicién va desde
z = h hasta z = 0. Al integrar se obtiene

tiempo

Figura 3.12: Forma como de-
crece v(t) en un movimiento as-

cendente por efecto del peso y de V2C V%

una viscosidad cuadrdtica segiin h= g In|1—— (3.4.23)
(3.4.28). g Ve

o bien,

2gh
Vf = \/1 — exp [— 32 } ve (3.4.24)

C

e El ascenso, v > 0. La ecuacién es

mv(t) =-nvi—mg  obien V(t)= —% (Vv +v) (3.4.25)

& Haga el limite de (3.4.24) cuando el coeficiente de roce viscoso 1 se anula.

Puesto que v > 0 (3.4.25) representa una particula P moviéndose en direccién
opuesta a la fuerza constante —m g, lo que permite adivinar que P acabard por
detenerse. Seguidamente comenzara a moverse en la direccién opuesta pero ese
es el otro caso ya estudiado v < 0.

De (3.4.25) se obtiene que

Jv(t] dv n
vy VZAHVE m
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que conduce a

1 t
— {arctan (m) — arctan (E)} S (3.4.27)
V¢ V¢ V¢ m

que puede ser reescrito como

v(t) = v, tan (arctan (E) — g_t) (3.4.28)

V¢ V¢

Esta expresion que tiene una apariencia algo complicada esta representada en la
figura 3.12, vale vy cuando t = 0 y luego decrece monétonamente hasta anularse
en un tiempo finito t;. Si se toma el limite g — 0 da el limite correcto descrito
por (3.4.11).

La soluciéon se hace cero cuando el argumento de la funcién tangente se anula,
lo que ocurre en el instante t; tal que

% %

t; = — arctan (—0) (3.4.29)
g V¢

La distancia h que recorre desde la posicidn inicial hasta la posiciéon de maxima

altura en el instante t; en que el cuerpo se detiene se puede obtener a partir de

multiplicar los integrandos de la ecuacién inicial (3.4.25) por v(t)

0 h
d
vo V2 T VE m J,
que lleva a
2
h= 23 In ("—g + 1) (3.4.31)
T Ve

Si esta expresion se iguala con la que se obtuvo en (3.4.23) se despeja

2 2
Vo Vo

Vi = (3.4.32)

5 = n 5
14 Y 14 —=v5
+ V2c mg
que claramente muestra que v < v3. La igualdad se da tan solo sin = 0.

& Deduzca que el viaje de regreso tarda un tiempo A,

A% Vo

A= < arctan | ——
\/VE + V&
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3.5. Problemas

3.1 Sobre una superficie horizontal hay un cuerpo de masa m unido a un resorte
horizontal de contante eldstica k y longitud natural Dy. El coeficiente de roce
dindmico entre el cuerpo y la superficie es w. Si desde el reposo el cuerpo
es liberado cuando el resorte estd estirado un largo D(0) = Do + d discuta
cuantas veces el cuerpo alcanza a oscilar antes de detenerse. Analice distintas
situaciones.

3.2 Un anillo desliza, en ausencia de gravedad y con cogﬁciente de roce 1 en un riel
circunferencial de radioR. Sient =0, $(0) =0 y $(0) = wq, determine P(t).

3.3 Un cilindro de radio R y eje horizontal rota sobre su
eje a velocidad angular constante w. En el instan-
te t = 0 estdn moviéndose solidariamente con el
cilindro dos cuerpos de masa m, el primero estd a
la misma altura que el eje, en la zona descendiente
y el segundo estd en el punto mds bajo. Determi-
ne los valores posibles para el coeficiente de roce
estatico para que estos cuerpos no deslicen en ese
instante. Analice qué puede ocurrir en momentos
posteriores.

3.4 Un cuerpo en reposo se deja caer al agua desde una altura hy por sobre la
superficie. Desprecie las fuerzas de roce que pudiera haber con el aire. Cuando
el cuerpo penetra el agua aparecen dos fuerzas, la de

=

roce viscoso, Fry1 = —cV y una fuerza lla-

hy mada empuje, vertical hacia arriba de mag-
— nitud Am g. Determine el valor maximo que
puede tomar hy para que el cuerpo no to-
que el fondo, que estd a distancia ho de la
superficie.

3.5 Un cuerpo A de masa m estd sobre una

mesa, unido a la pared por un resorte de

resorte A constante eldstica k y largo natura Dg. De

A sale un hilo tirante horizontal que pasa

E por un apoyo ideal (sin roce) y luego de

este hilo cuelga un cuerpo B que también
tiene masa M.
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Se conoce los coeficientes e < 1 y nq de A con la mesa y el sistema se
suelta desde el reposo en el momento en que el resorte tiene su largo natural.
a) Determine el largo maximo que alcanza el resorte; b) encuentre el valor
maximo que toma la rapidez desde el instante inicial hasta el momento del
estiramiento maximo; c) jcudl es el valor minimo de \q para que los bloques
queden en reposo en el momento del estiramiento maximo?

3.6 Se tiene una superficie conica que gira con
velocidad angular contante w en torno a su
propio eje de simetria, que se mantiene ver-
tical. El angulo entre el eje y una generatriz
es 7. En la superficie interna estd apoyado w
un cuerpo de masa m, a distancia pg del eje,
el cual, debido al roce con coeficiente (e, no
desliza a pesar de su peso. a) Obtenga la ve-
locidad angular w = w. necesaria para que % 9
tal fuerza sea exactamente nula. b) Supon-
ga que ahora w > w. y obtenga el maximo

valor que puede tener w para que el cuerpo
no deslice.

3.7 Considere un punto material de masa m que se mueve, libre de gravedad, a lo
largo de una recta sometido a tan solo dos fuerzas: una fuerza de roce viscoso
lineal y a una fuerza externa oscilante del tipo ag sin(wt). Se da como dato el
coeficiente ¢ de roce lineal, los dos pardmetros (ag, w) de la fuerza oscilante,
la posicion inicial x(0) = 0 y la velocidad inicial v(0) = vy. Obtenga tanto
v(t) como x(t). Demuestre, en particular, que el punto nunca se aleja mds del
origen que una cierta cota x1 y que asintéticamente el movimiento es puramente
oscilante.

3.8 Un esquiador esta bajando una ladera que es un plano inclinado que forma
un angulo o con la horizontal. Dos roces intervienen: el roce con la nieve,
caracterizado por un coeficiente | y el roce con el aire, —cV. Inicialmente el
esquiador tiene una velocidad Vg paralela al plano inclinado y apuntando en la
direccion de la pendiente maxima. Analice las condiciones bajo las cuales: (i)
se detiene en un tiempo finito ti, determine t,; (ii) desciende cada vez mds
rapido; (iii) desciende cada vez mds lento pero nunca se detiene; (iv) baja todo
el tiempo con la velocidad inicial.
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Capitulo 4

Trabajo y energia

4.1. Trabajo y energia cinética

El trabaJO dW que efectia una fuerza aplicada F sobre un
cuerpo P que se desplaza una distancia dr es

dW =F . d¥ (4.1.1) b
Si no hay desplazamiento no hay trabajo. ¢

Si la fuerza varia de punto en punto, esto es, la

fuerza depende de 7 F(F) y el cuerpo P se mueve -

desde el P h ( )ly bp o | del fuerza F cuando el cuerpo se des-
€es .e el punto a hasta e pun.to , a lo largo de plaza desde un punto a a un pun-

camino C, entonces el trabajo efectuado por la o b a lo largo de un camino C.

Figura 4.1: El trabajo de una

fuerza es Sélo en casos especiales la inte-
a gral (4.1.2) no depende del ca-
W, _q(C) = J F.dr (4.1.2) mino C seguido al hacer la inte-

P (C) gral.

El trabajo se mide en Joule, que es una unidad
de energia.

Ejemplo: Considérese un cuerpo que se mueve en el plano XY debido a una fuerza

dada por la expresién
4

j (4.1.3)

szy‘r’{ Bx3y
5 3

Se hard la integral de trabajo asociada a esta fuerza, entre los puntos (0,0) y
(X,y) siguiendo dos caminos: C; es el camino que primero va en forma recta

Fo
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desde el origen hasta (X,0) y luego en forma recta desde este dltimo punto a
(x,y) y Cy es el camino recto entre los dos puntos extremos.

La integral de trabajo por C; es

x U R
YY) W(C,) = JF-idx+J F-jdy
0 0 x=%(y=0)
_ (_XBY
3 5
X __B¥Y’
(x,0 15

Figura 4.2 En el Para poder hacer la integral por Cy se debe tener claro
ejemplo se definen dos que (a) la recta Cy es descrita por la ecuacién Xy = y x,
caminos, Ci y C2 pa- entonces se puede, por ejemplo, integrar con respecto a
;i’a‘;)‘zl?”’ar la integral de  x ysando un integrando donde se ha reemplazado y =
Jo- yx/x; (b) se debe usar dF =1dx+jdy = (147 ) dx.
(c) Ahora es trivial hacer el producto punto F-dF e integrar

con respecto a x lo que da:

A B
w — _ (= _ >3 =5
(Ca) <40+24)xy
que no coincide con W(C;) salvo que A = B. «

& Obtenga la forma de d¥ en el ejemplo anterior con x =y para el caso en que se
desee hacer la integral a lo largo de una semicircunferencia que parte del origen hacia
arriba y tiene su centro en (x,0). Calcule la integral de camino en el caso A = B.

En la definicién (4.1.2) no se ha dicho que F sea la tnica causa del movimiento.
Cuando sobre el cuerpo P estan actuando varias fuerzas Fy, se puede definir un

trabajo W((lklb(C) asociado a cada una de ellas usando el camino C de p a q,
(k) b=
w, =, (C) :J Fy - d¥ (4.1.4)
P (C)

Si el desplazamiento es perpendicular a la fuerza considerada, esa fuerza no ejerce
trabajo.
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El trabajo total es el que efectia la fuerza total,

b
Vvtotal (C) _ J ]_ftotal . d¥

a—b
a(C)
(4 v
= m — - d7¥
up(c)dt
@y
vtp(c) t
rVp
= m V- dv
JVa (C)
m (v
= 5‘[ d\)2
Vi (C)
_om s, Mmoo,
= qu — ?Vp (415)

Puesto que la energia cinética K de un punto material de masa m y velocidad V
es )
K=3 mv? (4.1.6)

se obtiene que el trabajo total puede expresarse como la diferencia entre la energia
cinética final y la energia cinética inicial.
|
W (C) =Kq — K, (4.1.7)
El signo de W™ indica si el sistema ha ganado (W > 0) o perdido (W < 0)
energia cinética. Por ejemplo, si una particula es lanzada verticalmente hacia
arriba con rapidez inicial vy y en algiin momento se detiene, el trabajo efectuado

por la fuerza total a lo largo de la trayectoria, sobre esa particula, desde que fue
lanzada hasta que se detiene, es —% mvg.

El trabajo de la fuerza total, en el caso de un cuerpo que se mueve con roce
sobre una superficie a rapidez constante, es nulo. Pero, para comprender bien los
conceptos es preferible separar el trabajo efectuado por la fuerza f que arrastra
al cuerpo, W4, del trabajo W, asociado a la fuerza de roce. El trabajo Wy es
positivo porque el desplazamiento apunta en la misma direccién que la fuerza,
mientras que W, es negativo y se cumple que Wy + W, = 0.
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>>> En un movimiento circunferencial con velocidad angular constante la
fuerza total no efectua trabajo, por dos razones: ella es perpendicular al
desplazamiento y la rapidez no cambia.

Si un cuerpo desliza con roce sobre una superficie en reposo, la fuerza
normal N no efectda trabajo, porque es perpendicular al desplazamiento.

Ejemplo: Se ilustra una forma como se puede utilizar la relacién (4.1.7) para re-
solver un problema. Se considerara el ejemplo visto en §3.3.2 de un péndulo de lar-
go R apoyado en un plano inclinado, con el cual tiene roce, figura 3.7. El desplaza-
miento es A7 = c]) R ddo. De las fuerzas, tanto la tension T del hilo, como la normal
N son perpendiculares al desplazamiento, por tanto no efecttian trabajo. Las fuer-
zas que si contribuyen son la fuerza de roce Frp = —uN o, (con N = mg cos )
y la componente del peso a lo largo de cf) que es cf)mg sin «x cos ¢. El trabajo
de la fuerza total, entonces, es el trabajo que efectlian estas dos fuerzas:

b1
\/Vt°toﬁ¢ I L (mgsin occos d — pumgcos ) Rdd (4.1.8)

donde ¢ es el dngulo en el cual el péndulo se detiene. Como ha partido del
reposo el trabajo total tiene que ser cero y por ello la integral anterior debe ser
nula

mgsin acsin ¢, — pmgcosx p; =0 (4.1.9)
que implica la relaciéon  p = Slj)cbl tano  que es (3.3.16).
1

4.2. Potencia

Se define la potencia como la variacién del trabajo con el tiempo

dw
P=— 4.2.1
m (4.2.1)
Si esta potencia es positiva se trata de potencia entregada al sistema vy, si es
negativa, es potencia que el sistema pierde. Cuando se trata de la potencia
asociada a la fuerza total, P es energia cinética por unidad de tiempo que el
sistema gana (P > 0) o pierde (P < 0).
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Si una de las fuerzas actuando sobre un cuerpo es F y en ese instante su velocidad

en V entonces
dW =F.d¥ =F-vdt (4.2.2)

y la potencia asociada a esta fuerza es
P=F.v (4.2.3)

Si la dependencia de P en el tiempo es conocida, el trabajo puede calcularse
como

W = Jt P(t') dt’

to
> Un cuerpo en caida libre tiene velocidad V = —gtf< y la fuerza que
estd actuando es el peso F = —m gk. La potencia que el peso le estd en-

tregando al cuerpo que cae es P = (—mgk) - (—gtf<) =mg’t.

Pero si el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, entonces V.= (vg —gt) k
y, mientras t < vg/g, se estd perdiendo energia cinética porque el trabajo
de la fuerza peso en ese lapso es negativo: P = —(vg—gt)mgt,

> La fuerza efectiva que mantiene constante la velocidad de un automévil
es opuesta al roce viscoso cuadratico, y es F =1 v2. La potencia entonces

es P =nV3, lo que muestra lo rdpido que aumenta la potencia consumida
a medida que aumenta la velocidad.

4.3. La energia cinética de un sistema

Recordando que ¥y = Rg + P4 se puede demostrar que la energia cinética puede
ser separada en la energia cinética del sistema en su conjunto y la energia cinética
total con respecto al centro de masa:

1 N
Kot — QZmGVQQ
a=1
N
1 — AN 2
- ézma (VG +pa>
a=1

N
1 . N —
= 3 Y ma (V& +pi+26. Vo)
a=1
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pero el tltimo término en el paréntesis es nulo debido a que ), m4,p, = 0. De
aqui que

N
1 1 :
Kot = 5 MV + 3 > mapl (4.3.1)
a=1

La energia cinética total se separa en la energia cinética asociada a la masa total
con la velocidad del centro de masa y la energia cinética con respecto al sistema
de referencia G.

4.4. Fuerzas conservativas y energia potencial

4.4.1. Energia mecanica

Se dice que una fuerza es conservativa cuando la in-
tegral de trabajo (4.1.2) que se le asocia no depen-
de del camino C escogido. Si se integra—por diversos
caminos—entre un punto 7y, que se fija arbitrariamen-
te, y un punto T, se obtiene siempre el mismo valor G
W(F). 3

Resulta natural, entonces, definir la funcién asociada a
la integral trabajo.

Supongamos que se escoge un punto arbitrario Ty y
se hace la integral de trabajo desde este punto a un
punto cualquiera T. En general esta integral depende del  Figura 4.3: Por definicion
camino escogido. Si la fuerza que se estad considerando el trabajo de una fuerza
es tal que el trabajo que se le asocia no depende del conservativa que se calcula
camino de integracidn, sino que da el mismo valor cada €27 <2193 C1, G etc. en-
. N N . . tre puntos Ty y T es siempre
vez que se integra desde T hasta T, adquiere sentido _; icmo
definir una funcién

o

U(F) = —Jr F.dr (4.4.1)

a la que se llama energia potencial asociada a la fuerza F. Estrictamente debiera
decirse que U depende tanto de ¥ como de T, pero ya se verd que Ty siempre es
dejado fijo mientras que el otro punto es variable y juega un papel interesante.
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> En el parrafo anterior se ha dicho que existen fuerzas, llamadas con-
servativas, para las cuales la integral de trabajo no depende del camino
de integracion y para estas fuerza se puede definir una funcién escalar
U(¥) llamada energia potencial.

Si la fuerza total F*°*®! actuando sobre un cuerpo, es una fuerza conservativa,
entonces el trabajo que esta fuerza efectiia cuando el cuerpo se desplaza de p a
qg es

T_:q
Wpq = J Feowl. ar
p

o ~ 7q ~
— J Ftotal . dF—}_J Ftotal . dF
™o
P, Tq .
Ftotal . dF—}_J Ftotal . d1—;

I
|
St

= U(¥,) — U(¥,) O (4.4.2)
pero como ya se sabe que también es
W, _q =Kq—Kp (4.4.3)
se obtiene que
Kq + U(7¥q) = K, + U(T,) (4.4.4)

Puesto que los puntos p y g son arbitrarios se puede afirmar que la energia
mecanica total

1 .
Ewr =5 mv’ + U(F) (4.4.5)

permanece constante durante la evolucién del movimiento.

> Conclusién: fuerza total conservativa implica que la energia mecanica
total, (4.4.5) es una cantidad conservada, es decir, mantiene un mismo
valor durante la evolucién del sistema.

De EyT, dado en (4.4.5), se puede calcular dEyr/dt

dEmT
dt

MV VA VU - F=- (mmvu) —0
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donde se ha hecho uso de

du du dr
dt ~ dF dt
Arriba dl;.l debe interpretarse como VU de modo que
ou dx, .
vi= Zaxs Y Zaxs at ~ VY

donde 1; =1, 1, =3, 13 = k son los vectores unitarios asociados a las
coordenadas cartesianas.

Mas arriba se ha dicho que si F es conservativa su integral de trabajo no depende
del camino de integracién. Equivalentemente una fuerza es conservativa si y solo
si ella puede ser escrita como menos el gradiente de la funcion U de energia
potencial,

F=—-VU(F) — (4.4.6)

La expresion anterior, escrita en componentes cartesianas, es

ou ou 611
F,=—— F,=— 4.4.7

Fo=—o y

ox ’

Si se toma cualesquiera dos de estas componentes de F y se las deriva una vez
mds, pero con respecto a otra coordenada, se obtiene, por ejemplo,

oFx 0*u oFy o*u

oy  oxdy’ Ox  0xdy

Teorema que no serd demostrado: Una fuerza es conservativa si y solo si

oF, OF oF oF, oF, O0F,
—x=_Y ~ Y _ , = (4.4.8)
oy 0x 0z oy 0x 0z
que puede ser descrito en forma mds compacta como la condicién
VxF=0 (4.4.9)
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Nota: La muy utilizada energia potencial debida al peso y que, desde la for-
mulacién mds elemental de la mecdnica, se escribe Uy = mgh, serd a veces
recomendable representar en la forma

upeso = —mr- g (4410)
En el caso de un sistema de particulas se obtiene

Upeso = —MRG - § (4.4.11)

Ejemplo: Si se usa (4.4.8) en el ejemplo visto inmediatamente después de (4.1.2),
se obtiene 0F, /0y = Ax*y* mientras que 9F,/0x = Bx?y*, es decir, la
fuerza de ese ejemplo es conservativa si y solo si A = B lo que antes se pudo
meramente sospechar después de hacer dos integrales. Si A = B se concluye que
U(x,y) =x3y°/15. «

4.4.2. Energia mecanica de un sistema

Para un sistema de N particulas de masas m, (a = 1,2...N) en el que sélo
hay fuerzas conservativas entre las particulas y también externas (conservativas)
al sistema, la energia mecdnica total es

N
1
EMT: E 51’11&\)‘21—}— E Uab(?a—Fb)—i— E Ua(?a) (4412)
a=1 a

a<b

El primer término es la energia cinética total, el segundo es la suma de las energias
potenciales asociadas a las fuerzas internas y el dltimo es la suma de las energias
potenciales asociadas a las fuerzas externas conservativas.

Un ejemplo interesante de pensar es el sistema Tierra-Luna con la fuerza externa
debida al Sol. Para simplificar se ignora el resto de las fuerzas planetarias. La
energia cinética es K = Kjerra+Kiuna. La fuerza interna al sistema es la atraccién
gravitacional Tierra-Luna y su energia potencial es Ur; = —Gmymy /r%. El
tltimo término en este caso es la suma de energia potencial de la Tierra debido
al Sol y de la Luna debida al Sol. No consideramos mds contribuciones a la energia
mecanica total porque las que faltan son muy pequeiias. Pero eso no es todo.
Existen también las mareas: parte de la energia del sistema Tierra-Luna se gasta
en deformar los océanos. Tal energia mecdnica se pierde porque se convierte en
un ligero aumento de la temperatura del agua. También la Luna, cuyo interior no
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es enteramente sélido, se deformaba en un remoto pasado y habia pérdida debido
a esto. Este (ltimo proceso de pérdida de energia se optimizé (minimizando la
pérdida de energia) en miles de millones de afios haciendo que la Luna siempre
muestre la misma cara a la Tierra.

Comprobacién de que en el caso conservativo Eyt dada por (4.4.12) se
conserva: Parte del calculo es saber hacer Za<b dUgp/dt y aun antes se
debe notar que Vi, Ugqp = Vr,_#,Ugp = — Vi, Ugp.

% Za<b Ugp = Za<b VabUap - (Va — V)
=2 a<b VicUab Va+ 2 poq Vi, Uab - Vb
= Za,b Vi Uab - Va

De aqui que

dE . =
dTT = ;Va : (mava + % vﬁluab + v?aua>

y el paréntesis redondo es cero porque al producto masa por aceleracién de cada
particula a se le resta la fuerza total (conservativa) proveniente de los potenciales.

4.4.3. Energia de un péndulo extendido

Se considerard un péndulo extendido como en la figura 4.4. Se trata de una
lamica que tiene la forma de un sector de circulo, con angulo 2y. Su movimiento
es en su propio plano. Si el péndulo esta inclinado en un dngulo « y se considera
un punto arbitrario P del sector cuyo vector posicién ¥ = pp forma un angulo ¢
con la vertical, entonces de define 3 tal que & = « + 3. El dngulo 3 tiene el
rango [—Y,v] que define la apertura del sector. El punto P tiene una velocidad
que depende del movimiento del péndulo:

V= pécci) [3 no depende del tiempo

La energia cinética es

K

= &

donde el elemento de area es dS = pdp df3 y el elemento de masa es ¢ d3.
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Tomando la energia potencial del elemento de su-
perficie dS como dU = —oghds, se usa que
h =pcosd = pcos(x+ ). Integrando resulta

209 R3 sin
u= _ 2097 Sy COS &
3
que, naturalmente, tiene un minimo en torno a
x = 0.

Al exigir que la energia total: K+ U no varie en Figura 4.4: Un sector de circu-
el tiempo se obtiene lo, de apertura 2y y radio R tiene
densidad (masa por unidad de su-
4gsiny . perficie) uniforme o. Este oscila en
= _3_R Y no« el plano XY en torno al origen (y

centro de curvatura del sector). El
angulo « que forma la vertical con
la bisectriz del angulo 2y define to-
talmente la posicion del péndulo.

que es, una vez mas, una ecuacion de péndulo.

4.4.4. Fuerzas centrales y energia potencial
4.4.4.1. Energia potencial de fuerzas centrales
Se verd a continuaciéon que toda fuerza central de la forma
F=f(r)¥, con t=|F]=vx2+vy2+2 (4.4.13)

es conservativa. Para verlo primero se nota que

or_x Oor_y Oz
ox T oy r 0z 1
y de aqui
oF, 0 of of or Xy
= — (f =—x=——x=—1 4.4.14
dy "oy (X =gex=aia X = (4.4.1)

que es simétrica en x e y y por tanto se satisfacen las condiciones (4.4.8).

Una vez que se sabe que estas fuerzas son conservativas se puede determinar la
funcién energia potencial escogiendo un camino de integracidn conveniente entre
dos puntos cualesquiera defindos por sus posiciones Ty y T. Llamaremos 1 a la
distancia entre T y el centro O asociado a la fuerza central y r a la distancia de
Oart
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Ya que se tiene tres puntos especiales: Ty, Ty
r O, ellos definen un plano (el plano de la figura
4.5). El camino se puede construir avanzan-
do desde T, por un arco de circunferencia con
centro en O hasta un punto p (definido por
T,) que estd en la recta que une a O con
Ty desde p se sigue en linea recta hasta 7.
La integral de camino tiene dos partes: (a)
la integral J"l? dr desde T hasta T, es nula
Pi= porque mientras la fuerza es en la direccién T,
el elemento de camino dr es en la direccidn
'1 tangente a la curva, que es ortogonal a 7; (b)
! r la integral desde T, hasta T que es una inte-

| - gral a lo largo de una linea radial (pasa por
O el centro de fuerza) como muestra la figura
Figura 4.5 Para integrar desde T 4.5. Siendo asi, el desplazamiento a lo largo

hasta ¥ conviene tomar un camino que de este camino es radial: d¥ = 1dr lo que
primero es un arco de circunferencia lleva a

hasta el punto P que se muestra en

la figura y luego seguir por un camino JT

T

f(r)?~fdr:—J f(r)rdr

To

(4.4.15)
Es inmediato ver, de lo anterior, que la funcién de energia potencial depende tan
solo de la coordenada radial .

recto y radial hasta . U(r) =
™o

El gradiente de una funcién que solo depende de 1, escrito en coordenadas esféri-
cas, se reduce a VU(r) = rdU/dr es decir,

F=—"7+ (4.4.16)

lo que muestra que la fuerza que implica una funcién de energia potencial U(r)
que solo depende de la coordenada radial T es una fuerza central del tipo restrin-
gido descrito en (4.4.13). Lo que se ha expresado en la férmula de arriba se puede

decir en forma mds bdsica: si U(r) entonces F, = —24 = a4 or _ _q|/x
N ox or 0x T
Pero como T es el vector (x,y,z) entonces F = —% W+ =—Urt. La funcién

f(r) es —1 L.
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4.4.4.2. La energia potencial asociada a la fuerza de gravitacién uni-
versal

La ley de gravitacién universal

- Mm
FeG T (4.4.17)

ya fue mencionada en §3.1. Para determinar la funcién energia potencial basta
con hacer la integral a lo largo de un radio tal como se explicé en §4.4.4.1, es
decir, d¥ = rdr. En tal caso

T

U:GMmJ

To

P " 11
r—;dr:GMmJ I eMmm (——+—) (4.4.18)
T Tor T To

Lo normal es escoger 1o = oo de donde

U(r) = — (4.4.19)

4.4.4.3. La energia potencial del oscilador arménico tridimensional

El potencial
k
Ur) =3 r? (4.4.20)
implica una fuerza,
F= —VUu(r) = —k7 (4.4.21)

que corresponde a la de un oscilador arménico tridimensional de largo natural
nulo.

Casos mas generales son

U(F) = 5 (r—Dy)? (4.4.22)

o incluso

) = =D+ 2y D2+ B (2 - Dy (4.4.23)
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4.5. Energia mecanica total no conservada

4.5.1. Dos formas de ver el asunto

En general la fuerza total que actlia sobre un sistema de particulas puede ser
separada en una suma de fuerzas conservativas mas una suma de fuerzas no

conservativas,
Fo? = Fe + Fue (4.5.1)

1.- Se sabe que a la fuerza conservativa total Fc se le puede asociar una
fucnién de energia potencial U(¥) tal que Fc = —VU.

Este sistema tiene, en general, una fuerza mecanica total, Eyt = K+ U que no
es contante. En el caso de una sola particula se tiene Eyt = %m\)2 +Uy

dE S L o .
d"\t/lT :\7 (mV—FC> :\7 (Ftot_FC> ZV'FNC

que finalmente establece que la tasa de variacién de la energia mecanica total
esta dada por la potencia asociada a la suma de las fuerzas no conservativas

dEmr
dt

= Fne - V (4.5.2)

que se reconoce como la potencia de las fuerzas no conservativas (4.2.3).

Si se trata de un sistema de muchas particulas puntuales el resultado involucra
separadamente a las fuerzas no conservativas F;j yc sobre cada particula j del
sistema y la variacién de la Eyt es

N
dEmT -
= F ne -V (4.5.3)
dt —
2.-  Otra forma de ver esto mismo es la siguiente. El trabajo total efectuado

desde a hasta b puede ser separado,

To o, o
VVtOtal(aHb) = J chF—f—J FNC'dF

= =

= Wc+ Whic
1
= gm (vi —v2) (4.5.4)
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pero
We =Ug, — Uy (4.5.5)
por lo cual
Ky —Kog = Uy — Uy + Wic (4.5.6)
de donde resulta que
Whie = (Kp + Up) — (Kq + Uyg) (4.5.7)

que se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual
a la diferencia: energia mecanica total final, By, = EmT final, menos la energia
mecanica total inicial, Eq = EMT inicial,

Whiic = EMT final — EMT inicial (4.5.8)

Si se considera el limite en que el tiempo transcurrido entre el momento inicial
y el final es infinitesimal se observa que el trabajo infinitesimal de las fuerzas no

conservativas es dWyc = dﬁ"t’” dt de donde se ve que la potencia asociada es
dWne  dEmt
Pne = T -t (4.5.9)

La potencia asociada a las fuerzas no conservativas es igual a la derivada de
la energia mecdnica total, Eyt(t). Por otro lado, ya se vio en (4.2.3) que la
potencia asociada a una fuerza se puede calcular como el producto punto entre
esa fuerza y la velocidad del punto material. En el caso actual interesa resaltar

que
dEmT

dt

= Pne = Fne - (4.5.10)

4.5.2. Sistema unidimensional desde dos sistemas de refe-
rencia

Este resultado se puede ilustrar con el sistema unidimensional descrito en la
Fig. 4.6. Es un sistema de dos particulas Q y P unidas por un resorte. La particula
P oscila libremente, mientras que Q es mantenida a velocidad uniforme debido
a una fuerza externa. En el sistema de referencia en que la particula Q esta fija
la energia mecanica es constante
mv?  k 5
)

Eo=—+-(y—D)

5 5 con v=y
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Q k.D =) En este sistema de referencia la fuerza externa
__W"_ no hace trabajo porque Q no se desplaza. Pero
en el sistema de referencia en que Q se mueve

y con velocidad uniforme v el trabajo de la fuerza

externa es Wy = fFextema vo dt. La energia en

Figura 4.6: La particula P oscila . .
el sistema de referencia en que Q se mueve con

debido al resorte. La particula Q es
mantenida con velocidad uniforme Vo €S
por efecto de una fuerza externa

no conservativa. EO _ % (\) +V0)2 + g (y . D)2

2
mvy

= EQ + T + mvv,
Al calcular dEp/dt el Gnico término no constante es mvv, cuya derivada es
mavy = Fvg, donde F = —k(y — D) es la fuerza que el resorte ejerce sobre
P (que es la misma en ambos sistemas de referencia). Pero si el resorte ejerce
sobre P una fuerza F, P ejerce sobre Q (via el resorte) una fuerza —F. Sobre Q
actla esta fuerza —F y ademas la fuerza Feyierna y—COmo se mueve a velocidad
uniforme—Ila fuerza total sobre Q tiene que ser nula, es decir

dEo
dt

Fextelrna =F — Fextelrna Vo

que es lo que dice (4.5.9). Esta fuerza depende del estado de movimiento del
cuerpo por lo que no puede ser escrita como funcién de punto (distancia entre
O y P) independiente de las condiciones iniciales del problema. Puede ser vista
como una fuerza “normal” actuando en O.

4.6. Problemas

4.1 Una argolla de masa m puede deslizar libremente a lo largo de una vara y
esta vara gira, en torno a un punto fijo O, barriendo un plano horizontal con
velocidad angular ¢ = w constante. Inicialmente es liberada a distancia
po del origen con p = 0. Determine el trabajo que efectiia la normal desde
el instante inicial hasta un tiempo t. Se conocen py, my w.

4.2 Si se lanza una particula de masa m verticalmente hacia arriba con veloci-
dad inicial Viy y hay roce viscoso F = —n ||Vi|| V, determine el trabajo total
efectuado por F hasta que la particula vuelve a su punto de partida.
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4.3

4.4

Un ascensor cargado tiene masa total M; vy
esta conectado a través de una polea A a un
motor y por otra polea a un contrapeso de ma-
sa My (My < M,;). Las poleas tienen roce
despreciable pero el ascensor tiene roce visco-
so lineal. Para simplificar el problema suponga
que los dos cables nacen del mismo punto del
techo del ascensor, que no hay dngulo entre
ellos y que la inercia de las poleas es desprecia-
ble, de modo que el trabajo que se busca es el
que hace la tension del cable de la izquierda.

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascensor suba
una altura h a velocidad constante vy.

b) Lo mismo que antes pero para que el ascensor suba con aceleracién
constante entre una posicién y otra h metros mds arriba si v(t) = agt,
con gy < g entre esas dos posiciones.

Datos: las masas, g, vo, ag, el coeficiente de roce lineal, la altura h.

Dos bloques de masas m, y my estan apoyados en una superficie horizontal
con la que ambos tienen coeficientes de roce estético y dindmico e y Hq.

Los bloques estdn
ademds unidos por un
resorte de constante
eldstica k 'y largo
natural D.

En el instante inicial el resorte no estd deformado, el bloque de masa mj;
estd en reposo y el bloque de la izquierda tiene rapidez v;. (a) Determine la
compresion maxima del resorte para que el bloque 2 no alcance a moverse.
(b) Determine el valor maximo de v; para que 2 no deslice si my = 2my

Y Ha = He/2.
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Vo

4.5 Una particula de masa m puede

deslizar sobre una superficie hori-
zontal con la que tiene coeficien-
te de roce dindmico . La masa
estd unida a una cuerda, la cual pa-
sa por una polea en Q y su extremo
es recogido con rapidez V, = cte.
La polea tiene un radio desprecia-
ble y se encuentra a una altura h
del suelo.

a) Determine la tensién como funcién de la posicién

b) Determine en qué posicién la particula se despega del suelo.

c) Determine el trabajo hecho por la fuerza de roce desde que la particula
estaba a una distancia x( del punto O hasta la posicién en que se despega
de la superficie.

4.6 Una particula P de masa m, suje-

ta por un hilo—cuyo otro extremo
es un punto fijo Q sobre el eje de
la geometria (ver figura)—describe
una circunferencia de radio R sobre
una mesa horizontal. La velocidad
angular inicial de P, w(t = 0), es
tal que la normal N que la mesa
ejerce sobre P es nula.

Ademds sobre P actua una fuerza de roce viscoso lineal —cV.

a) Determine la velocidad angular w(t) como funcién del tiempo.

b) Obtenga el dngulo total ¢y que barre P desde el momento inicial hasta

que se detiene.

4.6. PROBLEMAS
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Capitulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energia potencial y equilibrio

5.1.1. Punto de equilibrio

La energia mecanica totalde un punto masivo de masam, Eyr, cuya fuerza total
es conservativa tiene la forma

1
Eut = 3 mv? + U(F) (5.1.1)

y esta cantidad es fija durante toda la evolucidn del sistema, es decir, si se
la calcula en cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor. En
particular, la energia Eyt queda determinada por las condiciones iniciales.

En general el movimiento no puede extenderse en cualquier direccién arbitraria-
mente. Al despejar la magnitud de la velocidad:

9]l = \/% VEur —U(F) (5.1.2)

que obviamente es real y positiva—se observa que en ninglin momento la energia
potencial U puede ser mayor que Eyt. A partir de ahora se usara E para querer
decir Ey1. Si la particula alcanza un punto en el cual se cumple que E = U,
este es un punto con velocidad nula pero la fuerza en general no es nula en ese

punto:
F=—-VU(F) (5.1.3)
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Esto hace que el movimiento se reinicie hacia puntos donde E > .

> El gradiente de una funcidn escalar cualquiera h(¥) siempre apunta en
la direccién en que la funcién h crece mas rapido, esto es, en la direccién
en que su derivada es mas grande y positiva. Por ejemplo si h(x,y) es
la funcién altura sobre el nivel del mar de la descripciéon de una zona
de nuestra geografia en un mapa (plano XY), entonces Vh apunta en la
direccién en que la altura crece mas rapido.

El gradiente de la funcidn energia potencial apunta en la direccién en que crece la
energia potencial con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay un signo menos,
la fuerza apunta en la direccién opuesta, en la direccién en que U decrece con
mayor derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posicién 7. en la cual la fuerza total es cero:
VU(¥.) = 0. Para que el equilibrio sea estable se debe cumplir que al colocar
en reposo a la particula en un punto suficientemente cercano a 7., la particula
adquiera un movimiento oscilatorio en torno a ese punto.

5.1.2. Analisis unidimensional

En un caso unidimensional la energia potencial
es una simple funcién U(x) y la fuerza es F =
—dU/dx. La fuerza apunta hacia la izquierda en
los puntos en que U es creciente y apunta hacia
la derecha en los puntos donde es decreciente.

Xe En particular, en la vecindad de un minimo x.
la fuerza que hay a la izquierda de este punto
apunta hacia la derecha (también hacia x.) y la

Figura 5.1: La energia poten- fuerza que hay a la derecha de x. apunta hacia la
cial en un problema unidimensio- izquierda (o sea hacia x.). Esto permite entender

nal puede presentar puntos de in- porqué un minimo de U es un punto de equilibrio.
terés como minimos y maximos.

Si una particula estd sometida a una fuerza total
conservativa, se llama punto de equilibrio estable
a un punto T, para el cual se cumple que:
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(i) si la particula es dejada en reposo en ese punto permanece en reposo en él;
(i) si se la deja en ¥, con una velocidad suficientemente pequefia, la particula
oscila en torno a ese punto.

Como la fuerza total es conservati-
va, existe una energia potencial U(x)
y la fuerza total es F = —dU/dx.
En las zonas donde U es creciente F %
es negativo (es decir, la fuerza apun-

ta hacia la izquierda) y en las zonas Figura 5.2: Ejemplo de funcion U(x) con dos

donde U es decreciente, F es posi- minimos. Las lineas a trazos representan algu-
. " nos valores posibles de la energia mecanica total.
tivo. Esto muestra que si x. es un

s Puesto que (5.1.1) asegura que esta energia es
minimo de U la fuerza en una zo- siempre mayor (a lo sumo igual) a U entonces
na en torno a X. apunta hacia X, para los valores indicados de E el movimiento no

y es nula justo en Xx.. Esto quiere deRifdqisstaideesedadedmits eustieliRicn eineial
x(0) = x y una velocidad suficientemente pequefia, entonces la particula va
a ser frenada por la fuerza hasta que invierta el sentido de su movimiento.
Debido a (5.1.1), en el punto x; en el cual la velocidad se hace cero se cumple que
E = U(xq). En la figura 5.2 se puede ver graficamente en qué puntos la particula
soltada desde x. con la energia total indicada por linea de trazos, llega un punto
en que su velocidad se hace cero—los puntos de retorno—y se devuelve. Para
los tres valores de E indicados en la figura 5.2 el movimiento ocurre en una zona
limitada del eje X. También se puede adivinar que si la energia es suficientemente
alta el movimiento puede ser no acotado.

Ejemplo: La energia potencial debida a la fuerza peso es
m g z. Una pelota ideal rebotando ad infinitum contra el
suelo puede modelarse con el potencial mgz para z > z;
y con ¥(z 4 zy)? para z < z; donde zg = mg/(2Kk)
representado en la figura 5.3. Dada una energia cinética o
inicial, la particula tiene una energia total E fija para \ /

siempre y, como se ve en el diagrama, el movimiento es | © F & i E
acotado entre un z.,;, y una altura maxima.

w Ao o~
AN

Figura 5.3: La energia

. . . p otencial asociada a una
Ejemplo: Un caso muy ilustrativo es el del péndulo plano P
particula rebotando en un

formado por una vara rigida sin masa de largo R en cuyo ,0/o se modela con U —

extremo hay una masa puntual m. mgz para z > zy y con
U=X(z+2)? paraz <

La energia cinética como siempre es K = 1mv? pero en
& P 2 P zg donde zg = mg/(2k).

este caso v = R¢. La energia potencial esencialmente es
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mgh y, como se ve de la figura 5.4, h =R (1 — cos ¢).
El cero de energia potencial se ha escogido en el punto mds bajo que tiene el
recorrido de la masa m.

De aqui que la ecuacién para la energia total con-
servada sea

Enr = % R%p% + mgR (1 —cosd) (5.1.4)

que muestra que la energia potencial en este caso
es mgR (1 —cos ) y cuya forma se puede apre-
ciar en la figura 5.5.

Se puede comprobar que derivando (5.1.4) una
Figura 5.4: Un péndulo simple vez con respecto al tiempo, se obtiene la conocida

tiene la energia mecanica total ecyacién para el péndulo.
dada en (5.1.4).

R (L-cos ) Ejemplo: Consideremos un caso con energia po-
: tencial U dado por
6
s a b
4 U(x) =——+ = (5.1.5)
3 X X
2
1 . o . / .
0 y x siempre positivo. Esta energia potencial, repre-
-3 -2 -1 0 1 2 3

sentada en la figura 5.6 es divergente en el origen,
Figura 5.5: La energia poten- tieneun nico minimo en x, = 2b/a y tiende a ce-
cial asociada al péndulo tiene un ro cuando x crece indefinidamente. Para cualquier
minimo en ¢ = 0 y un maximo yalor negativo de la energfa total el movimiento
end =m. p

estd acotado entre dos valores Xmin Y Xmax, (pun-
tos de retorno)

a 4|E|b
Xmin = 75 1— 1— | ’
2|E| a?
a 4|E|b
X = — [144/1— 5.1.6
max 2 ’E| a2 ( )
Flagurab5.6_2 La energia POt,e'_’Cial Cuando la particula alcanza uno de estos valores
—5 + 5 tiene un solo minimo,

en'x — xo — 2b/a, y tiende extremos. la velocidad se hace cero pero /cIU/d?c #*
cero cuando x — oo. 0, es decir, la fuerza es no nula y la particula tiene
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una aceleracidon que apunta alejandose del valor extremo. En una situacién asi,
el movimiento consiste en ir y volver entre estos dos valores extremos de x. El
movimiento es periddico pero en general es diferente a un movimiento arménico
simple.

En cambio, para cualquier valor positivo de la energia el movimiento tiene una
cota inferior x,;, pero no tiene cota superior: una vez que la particula adquiere
velocidad hacia la derecha no cambiard mas la direccién de su movimiento.

Si se escoge un punto cualquiera x = xy como posicién inicial, jcual es la minima
velocidad inicial para que la particula logre tener un movimiento no acotado
hacia la derecha? La respuesta se obtiene exigiendo que en el momento inicial (y
siempre) la energia sea no negativa, es decir, %mv% + U(xg) > 0, es decir,

2
Vo > -~ U(xg) . (5.1.7)

En las zona en que U(xg) es positivo esta relacidon no es restriccién alguna y la
particula escapa a infinito siempre; en cambio en la gran zona en que U(xg) es
negativo (5.1.7) da una cota a la rapidez inicial. Esta cota inferior se denomina
velocidad de escape. 4

> Completamente en general la velocidad de escape—que depende de
la posicidn inicial ¥y—es la minima velocidad inicial necesaria para que la
particula pueda tener movimiento no acotado.

Para una funcién de energia potencial arbitraria U(x), que tiende a un valor
constante U, cuando x — oo, la velocidad de escape en un punto x cualquiera
estd dada por

Vese(X) = \/% v/ Ug — U(x) (5.1.8)

& Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de la
atraccion gravitacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar. En esta pregunta
no se espera que tome en cuenta el recoe viscoso con el aire, lo que hace que la
respuesta no sea realista.
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5.1.2.1. Integraciéon de caso conservativo unidimensional

La ecuacién (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es
dx 2
— =1/ —VvE-Ux
dt m ()

puede ser llevada a la forma integral

(5.1.9)

m JX(” dx
2

t=4/— —
X0 E—U(X)

vélida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta es una
solucién formal de cualquier problema unidimensional.

5.1.2.2. Caso sencillo en que la energia no se conserva

En lo anterior se ha explotado el anélisis en el que las fuerzas son todas conser-
vativas. Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza contante no
conservativa como es el caso del roce dinamico, también se tiene un grafico de
energia suficientemente sencillo para poder hacer un anélisis facil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal: mx = —kx al que
se agrega la fuerza de roce dinamico. Este roce apunta hacia la izquierda cuando
el movimiento es hacia la derecha (x > 0) y viceversa, es decir, Fioce = —€ pmg

donde ¢ es el signo de x. Mientras el desplazamiento es hacia la derecha, la fuerza
es negativa y el trabajo que esta fuerza no conservativa efecttia es proporcional

a x. En efecto, de la ecuacién de movimiento completa: mx = —kx — e umg se
puede integrar una vez para obtener

1, k ,

—mx” = ——Xx"—¢eumgx

5 5 Hmg

que se puede escribir como
Evr(t) = Eyr — e pmgx(t)

St . . , , . .. 0
Esta dltima relacidn describe la forma como la energia mecanica total inicial E,(\A]T
va disminuyendo a medida que el sistema evoluciona.

& Resuelva un caso especifico para el cual pueda hacer un grdfico que ilustre la
evolucion EpT(t).
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5.1.3. Discusién avanzada: Tiempos de frenado en puntos
de retorno

Lo que sigue aqui en §5.1.3 no es necesario para la comprension de los capitulos
posteriores, pero pueden aportar a la compresion de ciertos temas avanzados de
este capitulo.

Cuando se analiza la dindmica de una particula usando diagramas de energia en
casos unidimensionales o en tres dimensiones con conservacién de momentum
angular, surge el concepto de punto de retorno. Si la particula tiene una energia
constante E, los puntos de retorno son aquellos donde la energia potencial (o
la energia potencial efectiva) se iguala a la energia U(x*) = E. Al acercarse a
un punto de retorno, la rapidez de la particula se hace cada vez mas pequena
hasta anularse en x*. Una pregunta que surge es cuanto tiempo tarda la particula
en frenarse para luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito. La respuesta
depende de las propiedades del punto de retorno.

5.1.3.1. Primer caso: El punto de retorno no corresponde a un maximo
de la energia potencial

U

Se considera el caso representado en la figu- /
ra 5.7, donde la particula viaja hacia la dere- .

cha. Si xq es la posicién inicial de la particu-
la, se puede determinar el tiempo que tarda
en llegar a x* utilizando la ecuacién de la
energia, donde se despeja la velocidad

X

dx 2
d_: —(E—U(x)) : :
t m Figura 5.7: Cuando la posicion de la
particula alcanza un punto en el cual la
que también se puede escribir como energia total coincide con la energia po-
1 ae)gcia/,lse tiene un punto x* de retorno.
dt
Z(E—U(x))

Integrando la dltima expresién entre t = 0 y t*, el instante de detencién, y
usando el teorema del cambio de variable, se tiene

*

JX dx .
=t
xo /2 [E—U(x)]
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Para calcular esta dltima integral se necesita conocer la forma explicita de la
energia potencial. Sin embargo, es posible decir si es finita o no. Como x* no
corresponde a un maximo de la energia potencial, localmente U(x) se puede
aproximar por una linea recta U(x) ~ E+4+ W (x*)(x —x*). Luego, si se considera
una distancia d pequena, se tiene que

. J**‘é dx JX* dx
to= +
W JEE-UR] R 2 W) (x—x)

Haciendo el cambio de variable y = x* — x en la segunda integral se obtiene

) x5 dx Js 1
t* = + dy
bo  JZE-UR] o /2ueny

(* =0 dx N [ 2mbd
Jxo /% [E—U(X)] u/(X*)7

que es un valor finito.

Luego, en el caso analizado, el tiempo que tarda la particula en frenarse es finito.

5.1.3.2. Segundo caso: El punto de retorno es un maximo de la energia
potencial

Al igual que en el caso anterior, hacemos una aproximacion para la energia po-
tencial cerca del punto de retorno. Como es un méaximo, la aproximacién corres-
pondiente (serie de Taylor) da una pardbola: U(x) ~ E + U”(x*)(x — x*)?/2,
con U”(x*) < 0. De esta forma se tiene

. Jx*é dx Jx* dx
t = +
W JRE-URD Sees \J2 W) (x—x)2/2

dx m J % dy
+ 12 * o
JEE-u] VW) lov

La dltima integral diverge, lo que muestra que en esta condicién la particula tarda
un tiempo infinitamente grande en detenerse completamente.
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Un ejemplo de esta dltima situacién corresponde a un péndulo (barra rigida y
masa en el extremo) que es soltado desde el reposo con la particula en la altura
maxima. Demuestre que la particula tarda un tiempo infinito en volver a la
posicion vertical superior. También tarda un tiempo infinito en despegarse de la
cuspide.

5.2. Pequenas oscilaciones en torno
a un punto de equilibrio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Consideremos el caso de una energia potencial U(x) que tiene un minimo en
X = X.. No tendra importancia si U tiene ademas otros minimos. Puesto que se
trata de un minimo, esta garantizado que (dU/dx)x—x, = 0. Supondremos que
el movimiento tiene una energia total levemente superior a U(x.), es decir, la
energia cinética es siempre muy pequeia y la particula permanece todo el tiempo
muy cerca de X = X.. El punto x. tiene a ambos lados puntos de retorno muy
cercanos. En tal caso, la expansién de U(x) en torno a x. que solo llega hasta
la segunda derivada de la funcién puede ser una excelente aproximacién para U,

2
U(x) ~ U(xe) + L (d u

! W) ey (5.2.1)

Esta energia potencial aproximada da como fuerza aproximada

F(x) = —k (x — x¢) con k= (%)X_xe (5.2.2)

que es la fuerza de un resorte de largo natural x. y constante elastica dada por
la segunda derivada de U evaluada en el minimo.

Se ha obtenido que un sistema mecanico cualquiera, cuando estad cerca de una
posicion de equilibrio puede ser descrito como el movimiento de una masa unida
a un resorte ideal. Esta aproximacion es valida cuando el desplazamiento respecto
a la posicién de equilibrio es pequeno. El estudio en detalle del movimiento de
una particula unida a un resorte describe, entonces, el movimiento de cualquier
sistema mecanico cerca del equilibrio.
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La ecuacion de movimiento de la particula cerca del punto de equilibrio es en-
tonces
mx = —k (x —Xe), donde x = x(t) (5.2.3)

ecuacién que fue estudiada en el capitulo 3. El movimiento que resulta es una
oscilacién armédnica en torno a x. con una frecuencia caracteristica dada por

k
wO:“H'

Luego, cuando una particula se mueve sin alejarse mucho de un punto de equi-
librio, la fuerza puede ser aproximada por la de un resorte ideal y el movimiento
que resulta es arménico simple. La frecuencia angular de oscilacién en torno al
punto de equilibrio estable esta dada por

Wo = 1/ % (5.2.4)

que se llama la frecuencia de las pequefias oscilaciones. Hay que notar que—
como X, es un minimo de la energia potencial (equilibrio estable)—la segunda
derivada de U es positiva, lo que garantiza que la raiz es real.

En algunas situaciones la derivada U” en el punto de equilibrio es nula, resultando
en oscilaciones no armdnicas; por ejemplo, en el movimiento en torno al origen
en el caso U = ax*. Este caso, sin embargo, no se estudiard en este curso.

> Cuando una particula se mueve muy cerca del punto en que U tiene un
minimo, U = Uyi,, v la energia total es levemente superior a este valor
Wmin, €l movimiento de la particula es aproximadamente un movimiento
armédnico simple en torno al punto de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se denomina
pequenas oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.

5.2.1.1. Cuando la coordenada relevante no es una longitud

Si la energia de un sistema se expresa en términos de una coordenada que no es
una longitud, como en,

X -
E= 5c1>2 + U(d) (5.2.5)
la ecuacién dindmica, dE/dt = 0, aqui resulta ser ¢ = —LU’. Si ¢ = . es un

X

punto de equilibrio estable, se cumple que W' (d.) =0y U’ (de) > 0 (condicién
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de minimo). La ecuacién dindmica en una pequefia vecindad del minimo en ¢,
aproximadamente es ¢ ~ _iu"(q)e) (¢ — Ppe), que se reconoce como una
ecuacién de movimiento arménico simple con frecuencia

_JU"(de)
O (5.2.6)

. . . i
En este caso la prima indica A

5.2.1.2. Ejemplo de energia y pequenas oscilaciones

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se analizara el
caso de un péndulo que tiene dos masas en varas que forman
un dngulo recto, como muestra la figura 5.8. Veremos cudl
es el angulo maximo si el sistema se suelta del reposo con
¢ = 0y también veremos cudnto vale la velocidad angular
cuando ¢ = 7/2. Finalmente se obtiene la frecuencia en
el caso de pequeiias oscilaciones en torno al angulo ¢. de
equilibrio estatico.

La energia del sistema es la suma K de las energias cinéticas Figura 5.8: Dos

mas la suma U de las energias potenciales: particulas de masa
m unidas por varas

E _ %L (a(i)>2 n % (\/md))Z — mgasind ideales (masa despre-

ciable) de largos a y

—mg (asin¢$ + b cos ) Zn;u/gizctgrman un

e Si se suelta desde el reposo (esto es, ¢ = 0) con & = 0 la energfa inicial es
Ein = —mgb

y este es el valor que tendra durante todo el movimiento.

El angulo maximo lo alcanza en otro punto en el cual ¢ = 0. Se debe exigir que
la energia es ese momento sea

—mg (2asin$ 4+ bcos ) = —mgb
que tiene dos soluciones, una es la condicién inicial @ = 0 y la otra es para el
maximo valor posible ¢pp para el dngulo

4ab

SIOM = J o
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Para saber la velocidad angular cuando ¢ = 71/2 se vuelve a aplicar conservacion
de energia:
m

5 (2a® 4+ b%) $? — mg2a = —mgb

bo-D) - Y

Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a > b. Esto se debe a que si
tal desigualdad no se cumple el péndulo nunca llega a ¢ = 7/2 a partir de la
condicién inicial escogida.

que implica

e Veamos ahora cuanto vale la energia si el sistema esta en
equilibrio estable. En tal situacién ¢ = 0 y el sistema estd en
un minimo de energia potencial. La derivada de la energia
potencial con respecto a ¢ es

U = —mg(2acos ¢ — bsin ) R

que se anula cuando

2a
t €:_
an ¢ 5 m

y se comprueba que para este valor del dngulo la energia Figura 5.9: Péndu-
potencial, que es la energia total en el caso estdtico, vale lo simple.

Emin = —mgv4a? + b2

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy facil determinar que en el presente ejemplo
la frecuencia al cuadrado es

w? — gv4a? + b2
2a? 4 b?

5.2.2. Otra vez el péndulo simple

Ya se obtuvo en (2.3.14) que la ecuacién del péndulo simple, como en la figura
5.9, es

b=-3 sin ¢ (5.2.7)
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Si esta ecuacién se multiplica por ¢, ambos lados de la ecuacién son derivadas
perfectas y se puede integrar desde un tiempo inicial t = 0 hasta t arbitrario. Si
se escoge ®(0) = bg, ¢(0) = 0 se obtiene

2

2 (t) = ?g (cos d(t) — cos o) (5.2.8)

Se ha obtenido la velocidad angular ¢ como funcién del angulo &. El péndulo
comienza desde el reposo con amplitud ¢ = ¢y y se mueve disminuyendo @,
pasando por el punto mas bajo que corresponde a ¢ = 0y luego llega a ¢ = —y.
En ese recorrido se cumple la mitad del periodo T.

En ese lapso % la velocidad angular ¢ es
negativa por lo que se debe escribir

. 2
q):_,/fg\/m con 0<

t
(5.

El mismo pendulo con amplitud diferente

.
< —

2
2.9)

angulo phi

Para obtener la dependencia de ¢ en t es
s necesario integrar una vez mas. Se integra
°© 5 10 15 20 25 30 3% 4  desde t =0 hasta un valor t menor a % en

tiempo
el que ¢ toma el valor ¢p(t)

Figura 5.10: E/ péndulo tiene periodo

diferente para diferentes amplitudes. La bo do 29
figura da ¢ (t) del mismo péndulo lanzado J =3/ =t
tres veces con velocidad inicial nula desde b (t) Vcos b — cos o R
dngulos iniciales ¢(0) = &g diferentes.

La integral al lado izquierdo pertenece a
una clases de integrales llamadas elipticas y el resultado no puede expresarse
en término de funciones elementales.

Si en la expresidn anterior se escoge t = % la integral angular es desde —dg
hasta ¢ y se tiene una relacién entre el periodo T y la amplitud de la oscilacién.

En la figura 5.10 se muestra graficamente el resultado de integrar numéricamente
., , . : 3
la ecuacién del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor para \/%, y que

parten del reposo. Difieren en el valor de ¢(0).
x % %

En general sinp = ¢ — éd)?’ 4 ..., pero si el péndulo tiene oscilaciones de
amplitud pequefia, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por sin ¢ ~ ¢
y la ecuacién aproximada de movimiento es
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. g (
b=—=0d 5.2.10)
R
que es la ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia angular wy = /3.

La solucién de esta ecuaciéon entonces es muy facil de escribir.

5.2.3. Equilibrio y pequeiias oscilaciones en 2D

5.2.3.1. Generalidades

Q’...

\Q:#:...,iiii’l',",",",",'i.....,.. En dos o tres dimensiones la situa-
‘.'.",',",’,;.'.'.;.'..:;:.'i..',". 117 cién es mas compleja que en una di-
& gs:\%;::“gg’:#i’."ﬂ[ mensiér? pues hay mds casos posibles.
\\:\\\‘\“ En la figura 5.11 se representa una

AR energia potencial U(x,y) que tiene

Y dos minimos, es decir, dos puntos de
x - equilibrio estable, un minimo mds pro-
fundo que el otro. Si esta superficie
se cortara por un plano horizontal a
alguna altura E se tendria la zona
en la cual el movimiento puede darse
(E > U). En la base de esta figu-
ra se puede ver las curvas de nivel las cuales representan precisamente curvas
U =constante. Considérese, por ejemplo, la curva cerrada en torno al minimo
izquierdo que aparece en la base de la figura. Ella corresponde a un cierto va-
lor U = Ey. La zona interior a esa curva cumple con Ey > U(¥). Es decir, si
la particula tiene energia total Eq y su posicién inicial fue dada dentro de esta
zona, el movimiento serd todo el tiempo dentro de esta zona.

Figura 5.11: Ejemplo de la forma de una
energia potencial U(x,y) con dos puntos de equi-
librio estable.

Hay otro punto interesante de esta energia potencial: es un punto entre los dos
minimos y él es un maximo en la direccién X y un minimo en la direccién Y. A
tales puntos se les llama punto silla y son puntos de equilibrio inestables.

No veremos en general la forma del movimiento armdnico simple en el caso de
una energia potencial U(x,y) y tan solo se dice a modo de complementacién
cultural que es necesario considerar la matriz de valores M, = 02U/0%o0xyp,
se debe diagonalizar y estudiar sus autovalores.

Sin embargo, un caso simple ocurre en el movimiento en dos o tres dimensiones

5.2. PEQUENAS OSCILACIONES EN TORNO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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de una particula unida a un resorte ideal. En este caso, la energia potencial
tiene un sélo minimo que es igual en todas las direcciones. Se tiene, entonces el
oscilador arménico tridimensional.

La ecuacién para un oscilador arménico tridimensional de largo natural nulo
ubicado en el origen es )
mr(t) = —k7(t) (5.2.11)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento angu-
lar respecto al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano, como se
discutié en la seccién 2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre en un plano, el
que queda determinado por las condiciones iniciales. Conviene escoger al plano
XY coincidiendo con el plano del movimiento. En tal caso la ecuacién anterior
se separa en dos ecuaciones independientes,

mx(t) = —kx(t)
my(t) = —ky(t) (5.2.12)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solucién del tipo (3.2.6) con constantes
determinadas por las condiciones iniciales,

x(t) = Ay sin(wgt) + By cos(wyt)

y(t) = Ay sin(wgt) + By cos(wyt) (5.2.13)

Si se da una posicién inicial Ty = (xg, o) y una velocidad inicial Viy = (vyq, Vyo),
entonces se tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro constantes
A; .. Bo.

& Demuestre que (5.2.13) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre una
elipse con centro en el origen.

5.2.3.2. Un sistema oscilante doble y simétrico

Normalmente una ecuacién con resorte se escribe en la forma x = —w?(x — d)
donde d es el largo natural del resorte. Pero esta expresidn se refiere al caso en
que el origen coincide con el extremo fijo del resorte. Sin embargo si el origen se
desplaza, la ecuacién queda X = —w?(x — A) y A sencillamente es la posicién
de equilibrio estable de la particula.

A continuacidn se vera el caso de dos particulas que estdn unidas como lo muestra
la figura 5.12: hay un resorte entre ellas y ademds resortes a cada lado unidos a
una particula y una pared.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



116 Patricio Cordero S.

Se vera el caso simétrico: las dos masas son igua-
les y los dos resortes laterales son iguales. Si se
toma el origen al centro, se denomina las posi-
ciones de las particulas x; y x5 y la frecuencia
angular asociada a los resortes laterales es wyq y

Figura 5.12: Dos masas unidas
por un resorte y unidas a sendos
resortes unidos a paredes laterales

fijas la del resorte central es w1, entonces las ecuacio-
nes son
721 = —wg(xl + L) + w%(XQ — X1 — d)
~ 9 ! (5.2.14)
Xo = —wg(xe — L) —wi(x2 —x; —d)

Si el resorte central desaparece (w; = 0), las ecuaciones son independientes y
sefalan que el valor de equilibrio de x; es x; = —L y el de otro es x, = L y cada
una de ellas oscila con frecuencia angular w respecto a su posicién de equilibrio.

Si los resortes laterales desaparecen (wo = 0), la diferencia de las dos ecuaciones
da una ecuacién para x = x;—x; de la forma X = —2w?(x—d), que indica que la
configuracién de equilibrio corresponde a que las particulas estén a distancia d y
las oscilaciones en torno a esa distancia sea v/2w. El factor v/2 se origina en que la
masa reducida del sistema doble sea up = m/2 y por tanto w? = k;/u = 2k;/m,
esto es, w = \/§w1.

Para tratar en forma mds limpia el problema planteado en (5.2.14) conviene

desplazar las variables de modo que el sistema sea homogeneo. Un poco de
algebra muestra que conviene usar

_ d wi+L w

X1 =Y — w3+2w

- _ d wi+L wd
X2 =Yzt w3+2w

(5.2.15)

con lo que el sistema toma la forma

d> [ Y1

—-— =—-M 0.2.16

dt? ( Yo ) ( Yo ( )
(ndtese el signo menos), con

w2+ w? —w?
M — < S i, (5.2.17)

El primer vector propio es €; = (1,1) con autovalor

2
= Wy
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y el segundo autovector es €, = (1, —1) con autovalor
w? = wj + 2w?

Las letras s y a se refieren a las palabras simétrica y antisimétrica. En el primer
caso las dos particulas se mueven en fase a la izquierda y derecha mientras que
en el segundo se mueven siempre con velocidades de igual valor pero de signo
opuesto (contrafase).

La solucién general tiene la forma
Y(t) = (cysinwgt + cocos wt) €5+ (czsinwqt + cycoswqat) €4 (5.2.18)

donde, como ya se dijo,

g, = ( | ) g, = ( . ) (5.2.19)

5.2.3.3. Otro caso de doble oscilador

Un sistema de dos osciladores acoplados reducido a su minima expresién
usa particulas de igual masa, resortes de largo natural nulo y no se pone
peso. Ver la figura que sigue. Las ecuaciones son

X1 —w?x; + w3 (x2 — x1)

.. 5.2.20
Xg = —wé(XQ —X1) ( )

Se puede usar una notacién vectorial/matricial

X=—-—Mx

donde X = (x1,%2) y

M — w? + w3 —w?
= 2 2
—Ww; w3

Los autovalores de M son

2

w
A :w§+—2;+% 4wi + wi
2wt 1 1 1
Ay = w; + S — 5V/4w; + wi
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y los respectivos autovectores son

oL
I
7 N
|
vlE,
|
N[
NN N
S
[\
+
€
—
N———

Si se toma resortes iguales: w; = wy = w la solucién se ve un poco menos fea:
w?
Ma=(35V5) 5

y los respectivos autovectores son

12:(%(1?\/5))“)2

)

Este ejemplo se puede extender agregdndole largo natural a los resortes y la fuerza
peso. En tal caso hay que hacer algo parecido a lo hecho en (5.2.15) (trasladar
las viariables de posicién) para volver a ecuaciones como las de (5.2.20).

La solucién, como se ha visto, es un tanto fea.

5.2.3.4. \Visién general del oscilador doble

Una vez que se hace el traslado de las dos variables dindmicas la ecuacién toma

la forma )
d_ Y ) _ -M Y1
dt? Yo Yo

donde la matriz M es constante (no depende ni de las coordanadas ni del tiempo).

Si se resuelve el problema de los dos valores y los dos vectores propios de la matriz
M de 2 x 2,

(A, €a), (us, €8)
se puede escribir la solucién general en la forma
gt =) ultg (5:2.21)
j—A,B

La dependencia temporal estd solamente en las funciones escalares y;(t); los
vectores €4 y €p son linealmente independientes.
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Reemplazando (5.2.21) en la ecuacién inicial haciendo uso de que los €; son
autovectores de M, se obtiene que

D G =—) ylthwe
j=A,B j=A,B
y, puesto que los €; son linealmente independientes, se tiene que cumplir que

Ual(t) = —uayal(t) yque Ug(t) = —upysg(t) que son ecuaciones que se
sabe resolver y cuya solucién general es

y;(t) = o4 sin /15 t + B5 cos /1 t conj =A,B
La solucién final del problema es
y(t) = Z (o sin /15 t+ Bj cos /i t) & (5.2.22)
i=A,B

que tiene la misma estructura que (5.2.18) con cuatro constantes arbitrarias que
fijan las cuatro condiciones iniciales.

5.2.3.5. Variaciones

Habiendo visto los casos anteriores se puede abor-
dar ejemplos que resulten ser osciladores dobles resorte

tan solo en la aproximacién de pequenas oscila- \ \ Y
ciones. \g

Por ejemplo se puede considerar un sistema de
dos particulas de igual masa que se mueven en
un riel circunferencial de radio R en un plano ver-
tical en ausencia de roce. La bisectriz de los dos
vectores posicién forma un angulo « con la ver-

tical, y estos dos vectores forman un angulo 23 Figura 5.13: Dos particulas de
entre si. igual masa deslizan en un riel cir-
cunferencial

5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuacion del oscilador forzado

En variadas ocasiones una particula que se encuentra cerca de un punto de equi-
librio estable es forzada externamente. El movimiento que resulta es en general
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complejo, dependiendo del tipo de fuerza externa que actiia y de la amplitud
de ésta. Si la amplitud de la fuerza no es muy grande, entonces la particula se
alejard poco del punto de equilibrio estable, pudiéndose aplicar el formalismo de
pequeiias oscilaciones. La fuerza externa puede ser de muchos tipos, pero un caso
particularmente interesante corresponde al caso en que ésta depende explicita-
mente del tiempo. Un ejemplo cotidiano se da con un temblor que hace vibrar a
los edificios en torno a su posicién de equilibrio.

Consideremos una particula de masa m en una dimensién que se mueve bajo
la accién de una fuerza conservativa que viene de una energia potencial U el
cual tiene un punto de equilibrio estable en x., mds una fuerza que depende del
tiempo pero no de la posicién F.(t). Cerca del punto de equilibrio estable, la
ecuaciéon de movimiento es

mx = —k(x —x¢) + Fe(t)

d?u
k=(—
( dx? )X_XE

Como el movimiento natural (sin forzamiento) de la particula es arménico, resulta
natural estudiar el caso en que la fuerza externa también es armédnica (sinusoidal).
Diremos que la fuerza externa se puede escribir como F.(t) = kQ sin(wt), donde
Q mide la amplitud de la fuerza y w es la frecuencia angular de la misma, que no
necesariamente coincide con la frecuencia angular de las pequenas oscilaciones.

donde

La ecuaciéon de movimiento que resulta es
mx = —k [x(t) — Qsin(wt)] (5.3.1)

donde por simplicidad se puso x. = 0. Si x # 0, basta con hacer el cambio de
variables y(t) = x(t) — x. y para obtener la ecuacién anterior.

5.3.2. Solucién, resonancia y batido

Este tipo de ecuacién lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad. Si dos
funciones X(t) y x(t) la satisfacen, entonces su diferencia,

y(t) = x(t) — x(t) (5.3.2)
satisface la correspondiente ecuacién homogénea

my(t) = —ky(t) (5.3.3)
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2 ‘ ‘ ‘ ‘ cuya solucién, como ya sabemos, es de la
15 1 forma y(t) = A sin(wgt) + B cos(wg t)

! A 1 donde wg = v/k/m.
| A/\ ™

A continuacién se vera que existe una so-

° V V
05! \/ \)v v | lucién de (5.3.1), que se denominard x(t),

al que tiene la forma

-15

PR b AR (t) = D sin wt (5.3.4)

0 20 40 60 80 100

F_igura 5.14: Un oscilador de frecuen- Siempre y cuando D tenga un valor muy
cia natural wq forzado por una fuerza pe- preciso. Puesto que X = —w?D sin wt, al

riédica con frecuencia w cercana a la fre- .. tiof (5 3 1) ded
cuencia Wy muestra un comportamiento EXIgIr que Se satistaga (9.3.1) S€ deduce que

temporal en “paquetes” como se aprecia 9 0
en la figura. Wy
D=—2" (5.3.5)

y la solucién x(t) general es x =y + X,

w5 Q

x(t) = 5 sinwt + A sin(wg t) + B cos(wq t) (5.3.6)

Y

El primer término de la solucién tiene frecuencia angular w asociada a la forzante
y tiene coeficiente fijo, mientras que el resto tiene la frecuencia w, asociada al
sistema masa-resorte (m, k). Se tiene un resonancia cuando la frecuencia w es
muy cercana a la frecuencia wy.

La superposicién de dos dependencias temporales con distinta frecuencia puede
producir el fenémeno de batido que se ilustra en la figura 5.14: las funciones se
suman y restan sucesivamente, produciendo una funcién con una envolvente de
periodo mucho mas largo que las funciones que lo componen.

Esta solucidn tiene una propiedad muy especial. El punto oscilante puede llegar a
alejarse bastante de su posicién de reposo debido al primer término en (5.3.6). Si

se comienza a variar lentamente la frecuencia angular w de la forzante acercando
2
wg Q

W a Wy, el coeficiente —52—=;
(UO—(,U

crece indefinidamente, permitiendo que la amplitud
2
de las oscilaciones también crezca sin limite. La amplitud ww%?uz del término
0
resonante cambia de signo cuando se pasa de w < Wy a W > Wy.

En un sistema real este proceso tiene un limite porque, si bien para pequeias
oscilaciones (amplitud pequefia) un sistema puede comportarse como aquel que
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hemos estado describiendo, para amplitudes mas grandes la ley de fuerza se hace
notoriamente diferente y el sistema deja de comportarse en forma puramente
eldstica.

En particular, si a la solucién (5.3.6) se le impone las condiciones genéricas:
x(0) =% y x(0) = vg, las constantes A y B se determinan y toman la forma

2 2 2

wi(vo — Qw) — wvy . w )
0(vo Q2 ) 5 051nw0t+Q270251nwt
wo(wi — w?) wi — w

X = Xg cos Wyt +
Si se toma el limite w — w, se obtiene

= xg cos wot + Y sin wot + Q (sin wot — wot cos wot) (5.3.7)

Wy 2
que es idéntica a la solucién que se obtiene de resolver la ecuacién inicial re-
emplazando primero w por wy. La solucién (5.3.7) muestra en detalle la forma
como la solucién es a la larga dominada por el término (Q/2) wot cos wgt que
diverge en el tiempo.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenémeno de
enorme importancia préactica llamado resonancia. Cuando la frecuencia de una
forzante w coincide (o es muy parecida) a la frecuencia natural wy del sistema, se
produce una resonancia. Desde el punto de vista meramente matematico (5.3.6)
es divergente si w — wyp. En la prictica, como se discutird mas adelante, el
sistema oscila mucho mds fuertemente.

5.3.3. Ejemplos en la practica
Este fenémeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.

o Cuando el ruido de un motor acelerando llega a una ventana, el vidrio suele,
en un determinado momento, vibrar fuertemente. Esto se debe a que el
panel de vidrio de esa ventana tiene una frecuencia natural de vibracién
y el ruido que llega a través del aire (ondas de compresidn) actia como
forzante. La frecuencia del motor va variando, porque estd acelerando, y
en algin momento coincide con la frecuencia del panel.

o El movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural de
oscilacién. Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que tiene la
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misma frecuencia, puede llegar a cabecear tan fuerte que podria hundirse.
Hundimiento en dia claro y tranquilo.

Por lo compleja que es la estructura de un edificio, esta tiene varias frecuen-
cias naturales de vibracién. Si ocurriera que la frecuencia de un temblor
coincide con alguna de las frecuencias naturales del edificio este se puede
llegar a romper. Técnicas actuales permiten que esto no ocurra.

En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automdviles rebotan y
luego golpean fuertemente al camino. La repeticién de este proceso termina
haciendo una superficie ondulada bastante regular que se conoce como
calamina. Los vehiculos que transitan sobre un camino calaminado pueden
entrar en resonancia y deben cambiar de velocidad para evitarla.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecanico simple que presenta forza-

miento ocurre en un sistema como el que ilus-
tra la Fig. 5.15: un resorte unidimensional de lar-

y X

go natural nulo y en ausencia de gravedad, cu-

0 Ix/.\(t) Xo X(t) yo extremo A extremo oscila en torno al origen:

xa(t) = Q sin(wt) con frecuencia angular w,

Figura 5.15: E/ punto A se mue- en general, distinta a wg = /k/m.

ve oscilando en torno al origen:
xa = Qsin(wt).

El resultado efectivo es que aparece un nuevo
término de fuerza en la ecuacién de movimien-

to, y es una fuerza oscilante que llamaremos forzante.

La ecuacién de movimiento es mx = —k (x(t) — xa(t)). Al reemplazar el mo-
vimiento del extremo se obtiene

mx = —k (x(t) — Qsin(wt))

que es la ecuacidn ya vista del oscilador arménico forzado.

5.4.

Como
de eq

Oscilador amortiguado

se vio en las secciones anteriores, cualquier particula cerca de un punto
uilibrio estable presenta oscilaciones armdnicas con una frecuencia bien
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caracteristica. En muchas ocasiones, ademas de las fuerzas conservativas que
dan lugar a la energia potencial que presenta el punto de equilibrio estable, hay
roce viscoso. Como sabemos, el roce viscoso tiende a frenar a las particulas y por
lo tanto a disminuirles su energia. Si una particula comienza su movimiento cerca
de un punto de equilibrio estable x. y ademds hay roce viscoso, parece natural
esperar que haya oscilaciones en torno a x. y al mismo tiempo que disminuya su
energia, manteniéndose siempre cerca del punto de equilibrio. La situacién real
es mas compleja pudiendo no haber oscilaciones del todo, pero como se vera, la
particula se mantiene cerca del punto de equilibrio.

De esta forma, la ecuacién de movimiento que describe a una particula cerca de
un punto de equilibrio estable en presencia de roce viscoso es

mx(t) = —kx(t) —cx(t) (5.4.1)

o equivalentemente

(1) + — x(t) + w?x(t) =0 (5.4.2)
m

2
K d-u
dX2 x=%Xe=0

y se ha escogido el origen en la posicién de equilibrio (x, = 0). Nuevamente, si
no fuese asi, un cambio de variable permite obtener la ecuacién anterior.

donde

Para resolver este tipo de ecuaciones primero se plantea la ecuacién algebraica

/ 2
2 C 2 e [o [ 2 H
z°+ = z+w0, Cuyas raices son ~om + (—2 ) — wo, que pueden ser complejas.

En efecto, la naturaleza de las soluciones de (5.4.2) depende del signo de

(¢

A= (—)2 — w? (5.4.3)

2m

Caso A > 0: Este caso, denominado caso sobreamortiguado, la solucidn se puede
escribir en general en la forma

() = (Al BT ot (%)Zw%) cEt (544)
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El factor exponencial que estd fuera del parénte-
sis domina y la funcién x(t) decrece exponencial-

mente cuando el tiempo crece. Las constantes A,
= y Ay se determinan cuando se conoce las condi-
\/ v ciones iniciales. Compruebe que se cumple que
A — X0 CXpo Vo
tiempo 1 2 + 4m\/z + 2\/Z
_ (5.4.5)
Figura 5.16: Las oscilaciones de A, — X0 _ _Cxo Vg
. . 2 — T AmvA 2/A
un oscilador amortiguado van de- m

creciendo con el tiempo, mante-
niendo su frecuencia tal como se A pesar de su nombre, este sistema no oscila por-

describe en (5.4.6). que el efecto de la amortiguacién es muy fuerte.

Caso A < 0: En este caso los efectos de la amor-
tigacion son menos intensos y el sistema oscila.
La solucién podria escribirse practicamente en la misma forma que antes

x(t) = (Al eitm+A2 e*it w%(ﬁf) e_ﬁt

pero como la solucién debe ser real para que tenga sentido, entonces las cons-
tantes A1 y A, deben ser complejas. Al exigir que x = x* para todo t se deduce
que A; = A3. Para hacer explicita esta propiedad se cambia de notacién,

y entonces

x(t) =De 2n* cos |t/ w3 — (ﬁ)Q + B (5.4.6)

solucién que esta representada en la figura 5.16.

Se aprecia que la frecuencia angular de oscilacién en este sistema es

2 C\?
wo = Jai— () 547
¢ o \2m ( )
que es una frecuencia menor que wy. Si el coeficiente de viscosidad ¢ aumenta
la frecuencia w. disminuye aun mds, es decir el periodo de oscilaciéon T = i—"
Cc

aumenta sI ¢ aumenta.
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En este caso las dos constantes que deben ser fijadas una vez que se tiene las
condiciones iniciales son D y 3. Se logra demostrar que

1 ct
X = (xo cosh(we t) + — (ﬁ 4+ &0 ) sinh(wct)) e i (5.4.8)
We \We  2Mmw,

que en el limite en que w. = 0 deviene

CXo _ct
Xiim = (xo + (vo + —) t) e 2m
2m

5.5. Oscilador forzado y amortiguado

Finalmente, consideramos el caso general
de una particula que se mueve en proximi-
dad de un punto de equilibrio estable, donde
ademds hay roce viscoso y una fuerza exter-
na periddica. La ecuacién que describe este
movimiento es

mx(t) = —kx(t) —cx(t) + kQ sinwt

o os 1 15 2 25 3 as a4 que se escribe equivalentemente como

Figura 5.17: La amplitud A(w), dada  %(t) + s x(t) + ng(t) — (Ug Q sin wt
en (5.5.6) de un oscilador de frecuencia m

natural wg, amortiguado y forzado por (5-5-1)
una fuerza periédica con frecuencia w El dltimo término es el que describe a la

(la forzante) muestra para diversos valo- forzante periddica.

res del pardmetro de amortiguacién q un Tal t5 | i6n 5.3 est
maximo (resonancia) enw =w, (defini— al COMO s€ comento €n la Seccion J.5 estas

do en (5.5.7)). La amplitud es presentada €cuaciones lineales inhomogéneas tiene una
como funcién de w/w. solucién general que se obtiene de la solu-

cién general de la correspondiente ecuacién
homogénea (en este caso la del oscilador amortiguado sin forzar) mas una solu-
cién particular de la ecuacién inhomogénea.

Puesto que ya se conoce la solucién general del oscilador amortiguado sin for-
zar solo resta calcular una solucién de la ecuacién inhomogénea (5.5.1). Esta
sera obtenida a partir de suponer que existe una solucién x(t) de la forma

x(t) = Asin(wt—29)
= A (sinwtcosd — cos wtsind) (5.5.2)
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De donde es directo obtener que

x(t) = Aw (coswtcosd + sin wtsind)
X(t) = —Aw? (sin wtcosd — cos wtsind) (5.5.3)

En lo que sigue se va a usar un parametro q para describir el amortiguamiento,
en lugar de c. La relacién, por definicién es

_cw
S m

Al reemplazar estas expresiones en (5.5.1) se obtiene una ecuacién que se fac-
toriza en dos partes, una proporcional a cos wt y otra proporcional a sin wt.
Puesto que esta ecuacién debe ser valida para todo tiempo, cada una de estas
dos partes debe ser nula independientemente y se obtiene

s — (2 — 2)
oms = (uhowtsms oo
wiQ =A [(w— w?) cosd+ q sind]
De la primera de estas ecuaciones se despeja inmediatamente que
tand = —; q 5
y por lo tanto
2 2
ws— w
sin & = d ) cosd = 0 (5.5.5)
N N

Si el coeficiente de roce viscoso ¢ se anula, es decir, @ = 0, entonces el seno se
anula y el coseno vale 1.

De (5.5.4) resulta (comparar con (5.3.5))

wg Q
— w?) cosd+ g sind
2
_ w; Q
= 0 . (5.5.6)
V(Wi —w?)?+q

y ahora se ve que el primer término en el denominador es siempre positivo tal co-
mo el segundo término. Mientras menor el amortiguamiento mayor es la amplitud
A.

A:(w
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De aqui que la amplitud A nunca es di-

vergente. Su forma, como funcién de w,
se muestra en la figura 5.17. La funcién A
tiene un maximo cuando M
c ) UMMMU!\V!\UHVAVA /\VAV(\V/\VAVAv AARMAAAAAAAAAARAAAAN,
2 2 2
W? = w? = w?—2 (—) 5.5.7 UU

Esto contrasta con lo que ocurre con el os-
cilador forzado sin amortiguacién donde la
amplitud que resulta matemdticamente es
divergente en la resonancia.

Figura 5.18: La funcién x(t) de un os-
cilador de frecuencia natural wg, amorti-
guado y forzado por una fuerza periodi-
El valor de A en el punto w = w, es ca con frecuencia w (la forzante) mues-
tra un comportamiento inicial transito-

weQm Wy rio donde las dos frecuencias compiten,
A= C 5 2 (5-5-8) pudiendo haber batido en esta etapa. A
Wy — Am2 tiempos largos el comportamiento es os-

cilatorio simple con la frecuencia w de la
que diverge en el caso de un oscilador for- forzante como se desprende de (5.5.9).
zado y no amortiguado, es decir, cuando ¢ — 0.
La solucién general de la ecuacién del oscilador forzado y amortiguado se expresa
como la solucién general de la ecuacién homogénea mas la solucién particular
recién obtenida. Suponiendo que no hay sobreamortiguacién esta solucién es

c \?2 c
t) = Decos|t 2—(—) [——t}
x(t) cos w§ 5 + 3| exp 5
ng

V0wd— w2+ ()’

La primera parte de esta expresién, que proviene de la ecuacién lineal homogénea
(oscilador no forzado), decrece con el tiempo en forma exponencial. A tiempos
largos, entonces, la solucién que domina sin competencia es la parte proporcional
a sin(wt—9). A largo plazo la forzante impone totalmente la frecuencia de
oscilacién.

+ sin(wt—d) (5.5.9)
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5.6.

5.1

5.2

5.3

54

55

Problemas

Una particula P de masa m que puede moverse
solo a lo largo de la recta L esta sometida a
la fuerza de dos resortes, uno fijo al punto A
y el otro al punto B. Los puntos A y B estan
a ambos lados de la recta L sobre una misma
recta perpendicular a L y a distancia d como
indica la figura. Estos dos resortes de constan-
tes eldsticas ka = 2k y kg = k tienen largos
naturales 3d y 2d respectivamente.

El sistema de poleas sin roce que describe la
figura tiene una masa colgante m; a la izquier-
da y la masa total al centro es my. Dé a este
sistema una geometria sencilla para la situacién
de equilibrio. Encuentre la frecuencia de las pe-
quenas oscilaciones en torno a ese punto.

Un cubo de arista de largo b estd apoyada en
la parte mas alta de un cilindro horizontal fi-
jo de radio R (ver figura). El contacto es per-
fectamente rugoso (no hay deslizamiento). De-
terminar la relacién entre R y b para que el
cubo esté en equilibrio estable a pequenas osci-
laciones. Considere que toda la masa del cubo
esta concentrada en su centro geométrico.

2k,3d

k,2d

(a) Calcule el valor de la funcién de energia potencial U definido en (5.1.5)
en el punto de equilibrio x.; (b) Calcule los puntos de retorno cuando la

energia total es E = (1 — €?) U(x.); haga una
de las posiciones de retorno al mas bajo orden

expansion de estos valores
no trivial en €. Determine

el periodo T de estas oscilaciones en la aproximacién ya usada.

Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve bajo

la accién de la fuerza

Fop (x(y2+z2)i+y(x2+z2)5

+z(x+y?) k)

Universidad de Chile
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a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia po-
tencial U(x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vy, determine la
rapidez en un punto cualquiera (x1,Y1,21).

5.6 Se tiene un péndulo plano que consta de un
hilo de largo D que tiene una particula pun-
tual de masa m en su extremo inferior. Pero
no es un péndulo comdn porque su origen
superior estd en el punto de contacto en-
tre dos circunferencias de radio R, como lo
muestra la figura. Cuando el péndulo oscila
se enrolla un poco en forma alternada en las
dos circunferencias, de modo que su largo
instantaneo no es D sino (D — R¢) y su
centro instantaneo de giro es el punto P de
tangencia (ver figura).

a) Obtenga las ecuaciones escalares de mo-
vimiento, una de ellas sirve para determinar
la tensién del hilo y la otra es la interesan-
te. b) Escriba la energia cinética, K(¢, $) y
la energia gravitacional U(¢). c) Demues- k lo g
tre que la exigencia de conservacion de la

energia mecanica, dE/dt = 0, conduce a la

ecuacion interesante de movimiento. d) Es- % BE
criba la ecuacidén asociada a pequeias osci-

laciones.

5.7 Considere una particula de masa m que esta apoyada sobre un resorte de
constante k y largo natural 1y, bajo la accién de la gravedad. El punto B

de donde se sostiene el resorte se encuentra en t = 0 al nivel de la mesa.
a) Encuentre la altura de equilibrio de la masa. b) En t = 0, cuando

la masa estd quieta y en la posicién de equilibrio, el punto B comienza a
oscilar verticalmente. El movimiento de B puede ser descrito como 75 (t) =
Ag sin(wt)j. Encuentre la ecuacién que describe el movimiento de la masa.
c) Resuelva la ecuacién de movimiento para las condiciones iniciales dadas.
d) Manteniendo la amplitud Ay fija, considere que la frecuencia w es menor
que la frecuencia de resonancia.  ;Cudl es la frecuencia maxima para que la
masa nunca choque con la mesa?
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Capitulo 6

Fuerzas centrales y planetas

6.1. Barrera centrifuga y la energia potencial efec-
tiva U*

6.1.1. La nocion

Ba Frera Centl’llfuga es una nocion que puede ser comprendida

a partir de la conservacién del momento angular. Aparece naturalmente cuando
la fuerza total es central con centro en O. En forma poco precisa se puede decir
que el momento angular £y es proporcional a la distancia R de la particula al
centro O y también es proporcional a la velocidad angular, £y ~ R . Puesto
que {o es constante, si R esta decreciendo, d) tiene que ir creciendo en la misma
proporcién. La aceleracién centripeta, por otro lado es a, ~ v?/R ~ Rd)Q, es
decir, a, crece también. En otras palabras, para disminuir R se necesita cada
vez una mayor fuerza hacia el centro (centripeta), lo que se siente como si se
estuviera contrarrestando una barrera que expulsa del centro: es centrifuga.

Cuando la fuerza total es central, proveniente de una energia potencial U(r),
F=-VU=——1% (6.1.1)

el momento angular se conserva y el movimiento es plano. En tal caso se puede
describir todo el movimiento con las coordenadas polares (1, ¢)
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¥ = rt
V = it+rdpd (6.1.2)
g = (f—rd>2)f+(2fci>+rd'>)ci>

= d, + dy (6.1.3)

El momento angular con respecto al centro de fuerzas, que sabemos que se
conserva en el caso de fuerza central, es

[=mFxv=mridk (6.1.4)

Se denominara { al coeficiente que multiplica a k,

t=mr’d (6.1.5)

Figura 6.1: A la izquierda el potencial del oscilador armdnico U = k (r — Dg)?/2 que se
anula en v = Dy y la energia potencial efectiva U* asociada al problema unidimensional. A la
derecha se compara la funcion U con U* en el caso del potencial gravitacional. El potencial
gravitacional U es infinitamente negativo en el origen y crece asintdticamente a cero. La
energia potencial efectiva U* diverge a +o0 en el origen, para cierto v se anula, pasa a valores
negativos, llega a un minimo y luego crece acercandose cada vez mds a U.

Siendo central la fuerza total, la aceleracién d, tiene que ser cero, lo que equi-
vale a

0=2rdp+1d = %% (mr%i))

que es cierto porque el momento angular es constante. Usando la definicién de

{ dada mds arriba se puede hacer el reemplazo
Y

mr?

$ = (6.1.6)
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Esta es la velocidad angular expresada como funcién del radio.

La energia mecdnica total del sistema es E = K+ U donde K = m (1"2 + rzci)2>
que ahora se puede escribir, gracias a (6.1.6), en la forma
m., 2

Emr = —
MT 2T+2mr2

+U(r) (6.1.7)

El primer término es la contribucién a la energia cinética del movimiento radial y
el segundo es la contribucidn a la energia cinética debida a la velocidad angular ¢.

La componente radial de la ecuacién de movimiento en el caso actual puede
escribirse en la forma ma, = —dU/dr:

m <¥— ¢ ) :_%1 (6.1.8)

que se reescribe como

mi = d<u+ c ): 4 () (6.1.9)

Cdr 2mr? S dr

que puede ser deducida directamente de (6.1.7) sencillamente calculando dEp7/dt =
0. En (6.1.9) se ha usado
eQ
2mr?

La ecuacién que define el problema es (6.1.9) para 7(t) recordando que la de-
pendencia de ¢ en 1 en (6.1.6).

Lo notable es que esta ecuaciéon de movimiento es equivalente a la ecuacién de
movimiento de una particula en el eje X con energia potencial U* = % + U(x),
siempre que en ambos casos se tome la misma funcién Uy A = (2/(2m) y se
utilice que x > 0.

us=u+ (6.1.10)

Se ha demostrado las siguientes propiedades del movimiento de un cuerpo de
masa m bajo el efecto de una fuerza total central de la forma (4.4.13):

du(r)
dr

e La fuerza es conservativa y es — T, donde U(r) es la funcién energia

potencial.

e Hay momento angular conservado implicando que el movimiento es plano.
Queda ligada la velocidad angular con el radio r por medio de (6.1.6).
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e La ecuacién de movimiento, que es en un plano, se reduce a la ecuacién tan
solo para 7(t), es decir, se convierte en el problema unidimensional (6.1.9).

e Esta ecuacidon es matematicamente equivalente a la ecuacién de un movimiento
unidimensional, solo que en lugar de tener a U(r) como energia potencial, juega

este papel la funcién energia potencial efectiva U*,
€2
— 6.1.11
2mr? ( )

barrera centrifuga

Al dltimo término en U* se le conoce como barrera centrifuga.

Para el importante caso gravitacional definido con (4.4.19) la energia potencial
efectiva tiene un minimo. Mas precisamente, si U* = —% + r% entonces U* es
minimo en 19 = 2b/a.

6.1.2. Ejemplo sencillo

Una particula libre es un caso trivial de “fuerza central”: F=0 y puede tomarse
U = 0. Sin embargo U* no es nulo. Nada malo hay en ilustrar este caso con el
movimiento descrito en la figura en §1.2, T =bj) +1tvy.

Este movimiento también puede ser descrito utilizando coordenadas (r(t), ¢(t)):
x = vt =rsindbyy =b = rcosd. Mirando la figura en §1.2 debiera
resultar obvio que si la particula inicia su movimiento desde una posicién bien a
la izquierda, la variable r(t) ird disminuyendo con el tiempo, alcanzard un minimo
r =D y luego r(t) comenzard a crecer, de modo que si el movimiento es visto
solamente desde el punto de la variable r pareciera que ha habido un bote a
distancia b en una barrera centrifuga para comenzar a alejarse.

De la definicidn de las coordenadas usadas se deduce que

. : Vo cos §
T =V sin¢ b =——
T
de donde es inmediato calcular que
. . mvicos?p  mvib? 02 d
mt=mvyPcosP = = g = s =—— -
T T mr dr2mr

Es decir, el simple movimiento con velocidad uniforme vy1 de una particula libre
puede ser visto como un movimiento bajo los efectos de una barrera centrifuga. <«
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6.1.3. Orbitas circunferenciales

La energia cinética expresada con las coordenadas polares (r,d) es

%VQ = %(1’”2—%1”2&)2)
me, b
2

7+

6.1.12
2mr2 ( )

En el segundo paso se reemplazé la velocidad angular ¢ por la expresién (6.1.6)
ya encontrada en términos de {.

Una 6rbita es circunferencial cuando su velocidad radial es constantemente nu-
la, es decir, cuando tanto ¥ = 0 como T = 0. Esto dltimo implica que debe
encontrarse un radio v = 1. tal que dU*/dr =0

au~
— = 1.1
I 0 (6.1.13)

Si se resuelve (6.1.13) se deduce un valor particular 1 = 7. el que depende
paramétricamente del valor £. Este es el radio de la érbita circunferencial.

La energia cinética en el caso de la drbita circunferencial se reduce a

eQ
2m 2

Korbita circunf — (6114)
Puede verse que esta Ultima expresidn coincide con la expresién del término que
se agrega a U para formar U*, es decir, la barrera centrifuga.

Conociendo el valor de la energia cinética y de la energia potencial, la energia
mecdnica total, en el caso de una érbita circunferencial de radio ., es K+ Uy

estd dada por
22
E—

+ U(re) (6.1.15)

C

Cuando se conoce el valor del momento angular £, ella esta totalmente determi-
nada por el radio r..

EJEMPLO: Si se toma el caso gravitacional U = —GMm/r la solucién de
(6.1.13) arroja

2t 6.1.16

Te = GMm2 (6.1.16)
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Aqui se puede apreciar que las oOrbitas planetarias circunferenciales tienen un
radio que estd dado por su momento angular £. Pero tal vez una forma mas
satisfactoria de decir lo mismo se logra recordando que éste es un movimiento
circunferencial con velocidad angular uniforme w = ¢ = ¢/(mr?) de donde

1/3
Te = ((iu—’\f) (6.1.17)

que no depende de la masa m del planeta sino tan solo de su velocidad angular.
Con este valor la energia total es
GZM?m3

E=
2102

(6.1.18)
Los satélites geocéntricos son satélites alrededor de la Tierra, en el plano ecua-
torial, que tienen una velocidad angular igual a la velocidad angular de la Tierra.
Para un observador en la Tierra el satélite parece estar detenido. Estas son las
orbitas que usan los satélites de comunicaciones. <«

Las pequenas oscilaciones de 7(t) en torno a una drbita circunferencial con un
momento angular £ fijo se obtiene de (5.2.4) usando como energia potencial
efectiva del caso gravitacional,

M 2
U — ~ GMm {
T 2mr?
Su segunda derivada con respecto a r es U*’' = —2GMm/r3 + 302/mrt. Si

se reemplaza { = mr?w (donde w = cl) es la velocidad angular del satélite), el
Gltimo término ya no depende de 1. Si, seguidamente, se reemplaza 1 por su valor
dado en (6.1.17), se obtiene que la frecuencia de estas pequefas oscilaciones de
T en torno al valor 1. es

Wpeq. osc. = W
Esto significa que el tiempo que tarda el valor de r en tomar dos veces conse-

cutivas su valor minimo coincide con el tiempo que tarda el satélite en dar una
vuelta, lo que implica que la 6rbita r(¢) es cerrada.

& Calcule a qué distancia del centro de la Tierra debe estar un satélite para que sea
geoestacionario. Compruebe que estdn a decenas de miles de kilometros. Los satélites
mds usuales estan a pocos cientos de kilémetros sobre la superficie.

& Sila fuerza total sobre un cuerpo es F = kvt + oV x ¥, ;Cémo varia la energia
mecanica total con el tiempo? (k, a y « son constantes conocidas).
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6.1.4. Integraciéon numérica a la Verlet

A continuacién se muestra la forma de integrar numéricamente ecuaciones de
movimiento usando el algoritmo de Verlet.

6.1.4.1. Integrancion de la ecuacion radial

Si se tiene una funcién continua y diferenciable r(t) se la puede desarrollar en
serie

dr h? d?r h? d3r h* d*r

T(t+h) = T(t)—f—ha(t)—f—?@(t)‘f—gﬁ(t)‘f—ﬂ@(t)‘f—...
dr h? d%r h3 d*r h* d*r
t—h) = t)—h—(t — = t)— ===t — — (t
7( ) rt)—h Wt o W g O+ o g (B
Si ambas expresiones se suman y se les resta 2r(t) se obtiene
o d?r 4
r(t+h)—2r(t)+r(t—h)=h © + O(h*) (6.1.19)
por lo cual
2 t+h)—2r(t t—h
LS L) ks 9 s G2 + O(h?) (6.1.20)

dt2 h2

de modo que la ecuacién (6.1.9) se puede escribir en forma aproximada como

r(t+h)—2r(t)+r(t—h) du 9
=— — .1.21
m T ar |, + O(h%) (6 )
0, equivalentemente,
h? /du
r(t+h)=2r(t)—r(t—h)— — <—) + O(hY) (6.1.22)
m dr r=r(t)

Esta es una forma de tener el valor de r en t + h si se conoce los dos valores
anteriores.

Si el eje tiempo se divide en pequenos intervalos At = h, t = 0,t = h,t =
2h,...,t =kh,...y se usa la notacién

e = v(kh) (6.1.23)
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entonces (6.1.22) se puede reescribir

h? du
Tk+1 = 2Tk — Tk—1+ H E (6.1.24)
k

que se puede iterar, por ejemplo, dando cono datos iniciales (1(0), v(0)) con los
que se define
o =1(0), r1 =71(0) + hv(0) (6.1.25)

6.1.4.2. Integrancion de las ecuaciones para x(t) e y(t))

Puesto que el movimiento con fuerza central es plano, la ecuacién de movimiento
escrita con las coordenadas cartesianas del plano es

md2 (x1+1yj)) = {6U+A8U
ae y)) = " ) "
que se reduce a dos ecuaciones escalares,

ou . ou

=% oy

Puesto que el potencial es tan solo funcién de 1, las derivadas

ou/ox = (ou/ar)(or/ox) = (x/r) U’ ou/oy = (y/m)
por lo cual
mi = — U my =2 W
T T

En forma discreta estas ecuaciones aproximadas son

x(t+h)—2x(t) +x(t—h)  x(t) /dU

= - (%)
ylt+h)—2y(t)+ylt—h)  ylt) <@)

h2 () \dr r—r(t)

Se ha omitido escribir O(h*) al lado derecho de estas expresiones.

Resulta conveniente refererir a las cantidades evaluadas en los instante discretos
t = 0,h,2h,3h,..kh,.. con el subindice respectivo, Por ejemplo, en lugar de
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void Inicializa()//se define el "a" del potencial y las condic. iniciales
{double vx,vy; // es crucial escoger condiciones iniciales apropiadas
cont = 0; // su valor es dos veces el numero de vueltas

epsilon= 0.01; // Si epsilon=0 se tiene orbita circunferencial

a = 2.3;// el potencial es r elevado a la potencia a (a>-2)

Ba2 = Bxa*a;

x[0] = 1.0;// PONER VALOR A GUSTO: particula comienza sobre eje X

VX = 0.0;// componente Vx = 0

y[0] = 0.0;// coordenada Y nula

vy = (1.0+epsilon)*sqrt(Ba2)*x[0];//epsilon=0 ==> orb.circunferencial
x[1] = x[0] + h*vx;

y[11 = y[0] + hx*vy;

}

void Verlet() // aqui se define la fuerza
{double xx,yy,r,rq,ax,ay;

XX = x[1];

vy = yl1]l;

r = sqrt(xx*xx + yy*yy);

rq = Ba2*exp((a-2.0)*log(r)); // = (a"2)*Bxr~(a-2)
ax = —XX*rq;

ay = Tyy*rq;

x[2] = 2.0*xx - x[0] + h2x*ax;

y[21 = 2.0%yy - y[0] + h2xay;

if ( y[11/y[2]1<0) cont++;
}

void Itera()
{int k; double r;
k = 0;
do // la instruccion fprintf escribe en el archivo
{fprintf (archivo,"%9.6f %9.6f %9.6f %9.6f\n",
hxk,x[1],y[1],atan(y [1]/x[1]));
Verlet(); // ejecuta rutina Verlet

k++;

x[0] = =x[1];
y[0] = yl[1];
x[1] = x[2];
y[l] = yl[2];

= sqrt(x[l]*x[1]+y[1]*y[1]) //calcula r
}Whlle(k<largo && r<8.0 && cont<22);// r<8 para evitar orbitas
muy excentricas
if (k>=largo)
{ printf("\nYa se hicieron %d iteraciones: r(final) = %f.\n",k,r);
printf ("Se espera que pase por un rMin %f

veces por vuelta.\n",sqrt(a+2.0));

}

else if (r>8) printf("\nSe fue demasiado lejos: r=Jf

(con %d iteraciomnes)\n\n",r,k);
printf ("\n\nLa particula alcanzo a dar %d vueltas",cont/2);

Figura 6.2: Lo central del algoritmo de Verlet para U = aBr® escrito en lenguaje C.
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escribir x(kh) se usard xi. Con esta notacidn las dos ecuaciones se pueden

escribir
Xipr — 2%t X Xk
h2 Tk
Ykl —2Yk Y1 Yk
h2 Tk

du
(ar), +o0

au )
(ar), -0

Esta vez se usa separadamente el algoritmo de Verlet para cada una de las dos
coordenadas

X du
Xk+1 — 2Xk — Xk—1 — hZT_: (E) . (6126)
du
Yt = 2y — g — REE (S (6.1.27)
e \dr /

Nétese que el error, que no se ha escrito, es O(h*). El uso del algoritmo de Verlet
en esta forma da directamente las coordenadas (xi, yx) que permiten dibujar
la érbita que resulta de las condiciones iniciales que se escoja. El uso de este
algoritmo en la practica se muestra en la figura (6.2).

6.1.5. Ecuaciéon de Binet
Si se considera la ecuacién genérica con fuerza central
m¥ = F(r)
y se la escribe en coordenadas polares, reemplazando ¢ = merg, se obtiene
€2
mi = — +F(r) (6.1.28)
mr

El método de Binet consiste en reemplazar esta ecuacién para r(t) por una
ecuacion que considera tan solo la dependencia de 1 en el dngulo, r(¢). La razén
para hacer esto es que es mas facil resolver la ecuacidn resultante que la ecuacién
original. Para obtener la dependencia en ¢ se hace uso de la regla de la cadena

(% = % g—g = g’). En lo que sigue la prima indica derivada con respecto al
angulo polar @,
d
—=(
d¢
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con lo cual ¢ v
Fo=¢r = _r_2
mr
6.1.29
. e ¢ /Y 2 (v 2 ( )
T =——— (= =—= |-
mmr2 \ r2 m2rz \r2 13
A continuacién se define la funcién
1
w(d) = —=
()
de modo que
, w’ g w’ 2w
TT T HT R
Si se hace estos reemplazos en (6.1.28) se obtiene
mF(1/w
w'=-w-— = (V\{2 ) (6.1.30)

que es la ecuacion de Binet.

6.2. Planetas y todo eso

6.2.1. La ecuacion de la érbita y su integral

Ya se sabe que la ecuacién de movimiento reducida a la ecuacién sélo para r(t)

es
GMm {2
mr = — 6.2.1
T2 i mr3 ( )
Al reemplazar lo anterior lo obtenido en §6.1.5 en (6.2.1) resulta la ecuacién de
Binet para el caso gravitacional

GMm?
w4+ w = —& (6.2.2)
que es un tipo de ecuacién que ya se conoce, como por ejemplo: mx = —kx +
mg. Su solucién general es,
GMm?
w(p)=Acos(p+06)+—— (6.2.3)

€2
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donde A y 0 son las dos constantes de integracién. Siempre se puede escoger el
eje a partir del cual se mide ¢ de tal modo que 6 = 0 que es lo que se hace a
partir de ahora. Tal eleccién corresponde a cdnicas orientadas en forma simétrica
con respecto al cambio y — —y.

Puesto que el inverso de w es 1, (6.2.3) implica que

€2
() = CMm (6.2.4)

o A 02
1+ Shmz cosd

Antes de continuar se hace un repaso de la forma como se puede escribir una
cdnica.

6.2.2. Conicas

A continuacién se va a demostrar que 1(¢) dado por

R

r(®) = 1+ecosd

(6.2.5)

define diversas cénicas segln el valor de la excentricidad e. El parametro R define
la escala de longitud de la cénica.

Si (6.2.5) se escribe como r+ercosd = R o equivalentemente como x? +y? =
(R — ex)? donde se ha usado
X =T cos y=rsind (6.2.6)
se obtiene
(1—e*)x*+2eRx+y*=R? (6.2.7)

que es una de las formas conocidas que describe cénicas. Sabido es que todo
polinomio cuadrético Poli(x,y) = 0 representa una cénica en el plano XY.

Si en (6.2.7) se hace el desplazamiento, vélido tan solo si e? # 1,

eR
X =X— 6.2.8
1—e? ( )
la ecuacidén puede ser reescrita como
22 y?
e T =1 (6.2.9)
(1—e2)2 1—e2

6.2. PLANETAS Y TODO ESO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



versién de junio 2013 Mecé n ica 143

Esta forma describe elipses e hipérbolas centradas en el origen. Si e? < 1 esta
es facilmente reconocible como la ecuacién de una elipse. En particular, si e =0
se obtiene una circunferencia. El caso €2 > 1 corresponde a una hipérbola. La
ecuacién (6.2.7) en cambio deja a uno de los focos de la cdnica en el origen.

. \ 2b
max mi

6.2.2.1. Elipses: e < 1

Una elipse es una curva que se caracteriza
porque la suma L; 4 Ly de las distancia de
cualquier punto P de la elipse a dos puntos
especiales llamados focos, vale siempre lo %a
mismo. Estos dos focos estan en el interior
de la elipse sobre su eje mayor. El caso par-
ticular en que los dos focos se funden en un
solo punto produce una circunferencia.

Figura 6.3: Una elipse tiene dos focos,
un didmetro mayor y uno menor.

En la forma original descrita en (6.2.7) esta es una elipse con uno de sus focos
en el origen y tiene sus radios minimo y maximo sobre el eje X. Se tomara el
caso e > 0.

El drea A de la elipse planetaria se calcula de

ol

donde v = ——. Se sabe que A = mab donde a es el semieje mayor y b es
. cos & . ;
el semieje menor. Para ¢ = 0 se obtiene 1,,;, y para ¢ = 7t se tiene Ty
R R

—_— Thax — ——— 6.2.11
1+e 1—e ( )

T R2
L P dp) dd = ﬁ (6.2.10)

Tmin =

El semieje mayor es sencillamente a = %(rmin + Tmax). Conocido a y el area es
trivial obtener b. Los semiejes mayor y menor resultan ser
R R

a
6.2.2.2. Hipérbolas: e? > 1

Una hipérbola es una cénica disconexa, constando de dos ramas. Al igual que
en el caso de una elipse, hay dos puntos especiales llamados focos. Esta vez la
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diferencia de las distancias: |L; — Ly| entre cualquier punto P de la hipérbola y
los dos focos es una constante. Las hipérbolas son curvas infinitas que tienden, a
grandes distancia, a coincidir con dos rectas llamadas las asintotas. La distancia
entre ambos focos es 2e R/(e? — 1). La menor distancia entre las dos ramas de
una hipérbola es 2R/(e? —1).

6.2.2.3. Paradbola: e2 =1

Una parabola tiene un solo punto llamado foco, el cual estd sobre el tinico eje de
simetria de la curva. La distancia entre el punto de maxima curvatura y el foco
es R.

Si en un punto P de la pardbola se traza la recta hasta el foco y la paralela al
eje de simetria, la bisectriz es perpendicular a la tangente a la pardbola. Esta
propiedad es la que hace tan tiles los espejos parabdlicos para hacer desde focos
de linterna hasta telescopios y antenas.

El caso e? = 1 debe ser analizado antes de dividir por e — 1. Por ejemplo de
(6.2.7) se tiene con e = +1
y> =R*+£2Rx (6.2.13)

que son ecuaciones para dos parabolas.

6.2.3. EIl caso planetario

Puesto que se sabe la forma de describir las cénicas, se puede identificar

2 A?

R=GEMme’ c T oMm2

(6.2.14)

A continuacién se vera como relacionar A con la energia total E y el momento
angular £.

La energia esta dada por
E:%&+udﬂ (6.2.15)

pero de (6.1.2) y luego de (6.1.29)

. 02
V=t gt = — (12 4) (6.2.16)
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entonces
E o— (2 (r2+r/2>—GMm
2mrt T
2
- <w2 +w’2) —~GMmw (6.2.17)
2m
excentri- radio medio de la
cidad e 6rbita [108xKm)]
Mercurio 0.206 0.58
Venus 0.007 1.08
Tierra 0.017 1.50
Marte 0.093 2.28
Jupiter 0.048 7.78
Saturno 0.056 14.27
Urano 0.047 28.89
Neptuno 0.008 44.98
Pluton 0.249 59.00 ya no es planeta
Cometa Halley 0.967 ~26.00 vuelve cada 75.3 afios

préoxima vez el ano 2061

Cuadro 6.1: Los planetas y otros objetos, las excentricidades de sus drbitas y el radio medio
de las respectivas drbitas. Las dos ultimas apariciones del cometa Halley fueron el 20 de abril
de 1910 y el 9 de febrero de 1986. La proxima, el 20 de agosto de 2061, sera mucho mejor
visto. La primera vista segura registrada es del afio 240AC.

Al reemplazar la forma explicita de la funcién w se obtiene

A2 m (GMm)?
E=——— | —— 2.1
2m 2 ( ¢ ) (6.2.18)
lo que permite establecer que A depende de E y { en la forma
GMm? 2E 02
A=—r— |14+ ————— 6.2.19
(2 \/ + (GMm)?2m ( )

No es de interés considerar la raiz negativa.
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De todo lo anterior se reconoce que

2 2E (2
R= oo e \/1 e A (6.2.20)

Si se reemplaza el valor (6.1.18) de la energia de una érbita circunferencial se
comprueba que e = (. Los demds casos:

para elipses, e <1 yentonces E <O.
para pardbolas, e=1 1y entonces E = 0.
para hipérbola, e >1 vy entonces E > 0.

Coviene tener presente las siguientes relaciones

R R
= = 6.2.21
r(é) 1+ecosd T+ l1Fe ( )
ademas
2 —T_
R LR {=mrivy =mr_v_ (6.2.22)

~ GMm? e:r++r,

EJEMPLO: Desde una distancia 1y del centro de fuerza se lanza un satélite con
velocidad Vi, perpendicular al vector posicién inicial 7.

La energia es E = T3 — SMm
To

El caso limite es el de la parabola, es decir, el caso con E = 0,

2 __ 2..2,,2
y £=m*rjvy.

Vi =Vvh =2GM/7g.

Si vo < vp la drbita es una elipse. Para el caso particular vp = /GM/1 se
obtiene una circunferencia. Para vy > vp la érbita que resulta es una hipérbola. «

6.2.4. La tercera ley de Kepler

De la segunda ley de Kepler, (2.5.4), se desprende que el periodo T del movi-
miento planetario se relaciona al drea de la elipse, S = mab,

2mS  2mmab  2mm R?

=== = (1— e2)3/2
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pero se sabe que (> = GMm?R. Calculando T? se puede reemplazar £? por la
relacidn recién escrita, resultando

4ma’
T2
GM

que es la tercera ley de Kepler expresada con el semieje mayor, a.

6.2.5. Sobre materia oscura

Si una érbita es circunfenrencial, esto es, e = 0 las ecuaciones (6.2.11) establecen
que el radio T = T¢reunf €S R, que seglin (6.2.14) es

02 T2 cuntVarcunf GM
Tei f = == ant_cirenn — Vi f = — 6.2.23
circun GMm GM circun Teireunt ( )

Los planetas, que tienen drbitas muy cercanas a ser circunferencias—ver el cuadro
6.1—obedecen esta ley: el cuadrado de la velocidad decrece como el inverso de

: - 2 1
la distancia al centro de fuerza: vZ, ¢

Tcircunf

Se esperaba que las estrellas ubicadas en las regiones mas externas de una galaxia
girasen alrededor de su centro con velocidades que obedecieran esta sencilla ley.
Sin embargo estas velocidades no decrecen. Las observaciones actuales tienden
a mostrar que estas estrellas externas tienen aproximadamente todas la misma
velocidad en torno al centro, sin importar su distancia al centro.

Esto llevé en la década de 1970 a establecer que la materia que conocemos
no es toda la materia que hay en la galaxia: hay materia de naturaleza muy
diferente y que se ha dado en llamar “materia oscura” . Ya algunas décadas antes
se discutia que habia mucha mas materia que aquella que es visible. Lo notable
de la materia oscura es que, contrario a la materia atémica que conocemos, no
tiene interaccién con las ondas electromagnéticas: no emite luz ni la detiene.
Hoy en dia hay mucha mas evidencia sobre materia oscura que la ofrecida por
los datos de velocidades de rotaciéon de las estrellas.

Estimaciones modernas de la composicién del universo afirman que las propor-
siones son aproximadamente las siguientes
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elementos pesados 0.03%
neutrinos 0.3%
estrellas 0.5%
hidrégeno y helio libre en el espacio 4.0%
materia oscura 25.0%
energia oscura 70.0 %

La tabla anterior muestra que una gran parte de lo que se estima que compone
el universo es un gran misterio. La materia oscura, como se ha dicho, es un
concepto que se hizo necesario para explicar que en las galaxias la velocidad de
rotacién de las estrellas es muy lejano al que describe (6.2.23).

Una posibilidad que no ha alcanzado igual impacto en la comunidad cientifica
es que la ley universal de gravitacién no es vdlida a las gigantezcas distancias
implicadas en estos casos.

El Gltimo concepto que aparece en la tabla anterior es el de “energia oscura”.
Este es otro concepto misterioso que se ha hecho necesario para dar cuenta de
la expansidn del universo a la tasa observada.

6.3. Problemas

6.1 Reestudie el problema de la argolla sin roce en una vara horizontal resuelto
en §2.1.4. Obtenga la forma de la trayectoria, es decir, p(¢$) y calcule el
trabajo que la normal ejerce sobre la argolla cuando ésta da una vuelta
completa.

6.2 Determine la fuerza F que implica la funcién de energia potencial

k
U=—=(r—B)r
2
donde B es una constante positiva. jEn qué situacién realista se puede

tener una fuerza como esta?

6.3 Considere una particula que se mueve en la regién x > 0 bajo la influencia
de la fuerza que proviene de la energia potencial U(x) = % (1+ ax?)
con Uy > 0. Encuentre puntos de equilibrio y discuta la estabilidad de
ellos.
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

Una particula se mueve sin roce por la superficie interior de un cono de
eje vertical, vértice abajo y dngulo o entre una generatriz y la vertical.
Demuestre que la energia potencial efectiva U* es

€2 sin? &

mp? + mg p cotanax

donde p es la coordenada radial de coordenadas cilindricas. Encuentre la
frecuencia de las pequenas oscilaciones cuando p oscila levemente en torno
a un valor py.

Se tiene en orbita geoestacionaria una gran esfera hueca. Al centro de esa
esfera flota una pequena masa. Si se le da un pequefio impulso, jcual es
su frecuencia de oscilacién en torno al centro de la gran esfera?

Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve bajo
la accién de la fuerza

F=b (x(y2+z2)i+y(x2+22)i+z(x2+y2)f<)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia po-
tencial U(x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vy, determine la
rapidez en un punto cualquiera (x1,yY1,21).

Un satélite artificial tiene una distancia maxima y minima a la superficie
terrestre de R y 3R, siendo R el radio de la Tierra. Determine el periodo
de rotacién en funcién de la masa de la Tierra y de su radio. Suponga
que en el momento en que el satélite esta en su punto mas bajo se activa
su sistema de propulsién que lo deja en érbita circunferencial. j Cudl es el
periodo de esta nueva 6rbita?

Una particula P estd sometida a la fuerza central dada por

6 12
F(r) = —12B (% _ %) 7

donde B y a son constantes positivas conocidas. Si ésta es la unica fuerza

sobre P determine, a) cudl es la rapidez minima que debe tener Penr = a

para que la particula pueda escapar sin retorno; b) cudl es la distancia

méxima (o minima) entre P y el centro de fuerzas si P se estd moviendo

radialmente de tal modo que pasa por r = a con una rapidez que es la
mitad de la encontrada en la pregunta anterior.
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6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

Un satélite esta describiendo una érbita circular de radio R alrededor de la
Tierra. En cierto momento los cohetes del satélite se encienden brevemente
dandole una aceleracién puramente tangencial. Si el periodo de la nueva
orbita es % del periodo que tenia antes, determine la rapidez de la nave
cuando pasa por el punto en que se encuentra mas alejada de la Tierra

(apogeo).

Un satélite es colocado en érbita alrededor de la Tierra desde una altura de
600 Km sobre la superficie con una velocidad inicial de 30 mil kilémetros
por hora, paralela a la superficie terrestre. Suponiendo que el radio de la
Tierra es de 6378 kilémetros y su masa es de 5,976x10%* Kg, determine
la excentricidad de la érbita y la velocidad del satélite en su apogeo.

Desde muy lejos y con rapidez v se dispara una particula de masa m contra
un blanco que estd definido como un campo de fuerza central repulsiva de
magnitud A m/r%. La recta en la que la particula inicia su movimiento
pasa a distancia b del centro de fuerza. Calcule la distancia ™ minima que
logra tener la particula con el centro de fuerza.

Sea Ry el radio de la Tierra. Una nave espacial gira en torno a la Tierra
en 6rbita eliptica de radio minimo 8R, y radio maximo 16R,. Para regresar
a la Tierra procede como sigue: en t = ( se encuentra en su apogeo
(ra = 16Rg). Al llegar a su perigeo (rg = 8Rp) enciende sus cohetes por
un instante para frenar tangencialmente quedando en una érbita eliptica
con radios maximo y minimo: 8Ry y 4Ry. Tan pronto alcanza por primera
vez 7 = 4Ry nuevamente frena de igual manera quedando en una tercera
orbita eliptica caracterizada por 4Ry y 2R. Finalmente, la primera vez que
se encuentra en 1 = 2R frena para estar el una 6rbita [2Rg, Ro] con lo que
logra terminar su misién. Obtenga las variaciones de energia cinética cada
vez que frena y obtenga el tiempo que tarda en llegar a la Tierra.

Un satélite esta en drbita circunferencial de radio 1y sometida a una fuerza
central que implica la funcién de energia potencial U(r) = —k/r. En un
instante recibe un impacto que produce un cambio en la direccién de la
velocidad, sin cambiar su magnitud. El cambio de direccién es en un angulo
7/3. Determine las distancias minima y maxima que el satélite pasa del
centro de fuerzas en su nueva 6rbita.
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Capitulo 7

Movimiento relativo

7.1. Cinematica relativa

7.1.1. Fuerzas y seudofuerzas

Las fuerzas que se han estudiado hasta ahora son: las de contacto—

que abarcan normal, roce estatico, roce dinamico, roce viscoso, tensién—, elasti-
cas y gravitacional. Y se podria agregar fuerzas eléctricas, magnéticas, nucleares
y unas pocas mas.

Se conocen pocas fuerzas independientes en la naturaleza y de ellas sélo tenemos
acceso directo a las fuerzas gravitacionales y electromagnéticas. Se deja afuera
las fuerzas nucleares y subnucleares que sélo se pueden observar en laboratorios
muy especializados.

Casi todas las fuerzas mencionadas en el primer parrafo son consecuencias de las
interacciones electromagnéticas entre las moléculas que componen la materia.
Tan sélo la gravitacidon es una fuerza aparte. Todas las fuerzas de contacto se
deben a las fuerzas intermoleculares que ocurren en el contacto. La tensién en
una cuerda, por ejemplo, es una fuerza se debe a la cohesién electromagnética
entre las moléculas que constituyen la cuerda. Otro ejemplo es la fuerza elastica
que ejerce un resorte: se debe a estas fuerzas intermoleculares que tratan de
mantener el orden en que estan las moléculas en el sélido.

No hay mds fuerzas en los sistema de referencias que se denominen inerciales. Sin
embargo, la experiencia en un vehiculo que aumenta o disminuye rapidamente su
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velocidad permite percibir una fuerza que no estd entre las anteriores. El pasajero
también siente una fuerza cuando el vehiculo toma una curva a cierta velocidad.
Estas fuerzas son propias de los sistemas de referencias no inerciales. Ellas no
se deben a fuerzas moleculares o gravitacionales, sino a que nuestro sistema de
referencia no tiene una velocidad uniforme.

En un sistema de referencia no inercial ya no vale la ley

=,

— _ Ttot
ma = Fplropias de sistemas inerciales

La aceleracion definida con respecto a un sistema de referencia no inercial obedece
una ley mas complicada y este capitulo describe esta nueva ley y sus usos.

7.1.2. Sistemas de referencia y su relacion

Siempre un sistema de referencia sera descrito por su origen de coor-
denadas y por ejes cartesianos asociados a él.

No importa qué sistema de coorde-
nadas se use (cartesianas, cilindricas,
esféricas. .. ), un sistema de referen-
cia esta definido por su origen O y sus
ejes cartesianos X, Y, Z. Los ejes car-
tesianos X, Y, Z son fijos en el sistema
de referencia en el cual se definen. Lo
mismo se puede decir de los vectores
unitarios asociados (1,7, k).

Si los ejes X', Y, Z' de un sistema de
referencia S’ estan rotando con res-

pecto a los ejes X, Y, Z de un sistema _. ) _
Figura 7.1: Dos sistemas de referencia cuyos

S, entonces, por ejemplo, el vector k’ S
. ! , , ] origenes de coordenadas se conectan por el vec-
asociado al eje Z' de S’ cambia en el 4, (1),

tiempo con respecto al sistema S pero, como ya se dijo, no cambia con respecto
a S’. Formalmente esto se expresa

dk’ dk’
—_— 0 ero, por definicion, — =0
at | 70 peorp dt
S S’
[lustrandose asi que las derivadas temporales calculadas en sistemas de referencia
distintos pueden ser diferentes.
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Para definir la relacién entre un sistema de referencia S y otro S’ se utilizan dos
vectores:

- el vector R(t) que va desde el origen de S al origen de S’y

- el vector ﬁ(t) que describe cdmo giran los ejes de S’ con respecto a los ejes
de S.

Una buena forma de comprender el significado de Q se logra considerando una
réplica de los ejes {X',Y’, Z'} que se obtiene por traslacién paralela de los ejes
de S’ hasta O, El vector O es la velocidad angular de estos ejes—representados
con lineas a trazos en la figura 7.2—con respecto a los ejes de S.

EJEMPLO: Se puede tener ejes fijos a una mesa (sistema S). El sistema S’ puede
ser un libro que es movido en circulos sobre la mesa, manteniendo sus aristas siempre
paralelas a las de la mesa. En tal caso Q=0 porque los ejes de S’ no rotan con
respecto a los ejes de S. El movimiento circular del libro es descrito por R(t).

Una notacién compacta es
(S,S7) ~ [R(t), Q(t)] (7.1.1)

Los vectores R y O estan definidos en S. Por otro lado, desde S’ los ejes de S
rotan en —Q)(t) y la posicién de O con respecto a O’ es —R(t). Entonces

(S',S) ~ [-R(t), —Q(t)]

7.1.3. Derivadas temporales en distintos sistemas de refe-
rencia

En esta seccién se define movimiento entre sistemas de referencia que tiene
movimiento relativo muy general.

Se hace notar que la derivada con respecto al tiempo depende del sistema de
referencia. Un caso obvio en que se aprecia esta afirmacién es el caso de dos
sistemas de referencia que difieren tan solo en que S’ se mueve con velocidad
V = vy 1 con respecto a S. Un cuerpo que estd en reposo en S’ se mueve con
velocidad V con respecto a S, es decir, mientras (dx’/dt)s: = 0, se tiene que
(dX/dt)s =Vp.

La aplicacién mas sencilla de la ley (1.2.13) es la de variacién de los vectores
cartesianos (1’,j’,k’) propios de S’ con respecto al sistema de referencia S. El
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resultado es
av’ =Q(t) x1’ (7.1.2)
at /¢ o

y relaciones similares para los otros vectores base en S”.

Una vez que se tiene esta relacién resulta facil obtener la derivada de una funcién
vectorial cualquiera

B(t) = by (1)1’ + by(t)j’ + bs(t) K’

Al hacer la derivada de este vector hay dos tipos
de términos: aquellos en que aparecen las deri-
vadas de los coeficientes b(t) y otros en que
aparece la derivada de los vectores unitarios. Al
agruparlos se obtiene

dB\ _ [db,, < o1
<dt>s_(dtl +...)+Q><(b11 +...)

(7.1.3)
Figura 7.2: Un vector visto des- PE€ro el primer paréntesis a la derecha es la deriva-
de dos sistemas de referencia que da de B en S’ ya que en S’ los vectores unitarios
comparten el mismo origen. prima son fijos. De aqui que el resultado final sea

dB dB L
=) == 14
<dt>5 (dt>5/+QXB <7 )

—
Considérse, por ejemplo, el vector CD que describe la posicidn relativa entre
dos particulas unidas por un resorte que se mueve en el plano XY de S. Este

—
vector tiene orientacién variable y también longitud variable h(t). Pero CD tam-
bién puede ser descrito con respecto a un sistema de referencia S’ que tiene el
mismo origen que S pero cuyo eje X' se mantiene paralelo al vector, es decir,
R — _— .
CD = h(t)1’. En S’ solo su longitud cambia en el tiempo, (dCD/dt)s, = hi/,
mientras que en S también cambia su orientacién.

AFIRMACION: Si (50,81) ~ [ﬁl,ﬁol] V% (51,52) ~ [ﬁg,ﬁlg] se puede afirmar
que (Sp, S2) ~ [R; + Ry, Qgo = Qg1 + Q5] En palabras: si la velocidad angular
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de S; es gy con respecto a Sy y la velocidad angular de S, es (Q15 con respecto
a S; entonces la velocidad angular de S, con respecto a Sy es

Qo2 = Qo1 + O (7.1.5)

Lo anterior se puede resumir diciendo que las velocidades angulares relativas se
suman vectorialmente.

Para demostrar esto se hace uso de (7.1.4) con B un vector variable cualquiera

dB dB . ,
SO Sl

dB - .
= | = Qg x B 7.1.6
<dt>5 ! = ( )

2

pero también es cierto que

dB dB . .
(E)S = (a)s +Q12 x B (717)

Si esta Ultima relacion se reemplaza en la primera y el resultado se compara con
la segunda relacién se concluye (7.1.5).

7.2. Velocidad y aceleracion en un sistema no
inercial

La férmula general (7.1.4) serd utilizada para relacionar la cinematica descrita
desde dos sistemas de referencia diferentes.

Consideremos la descripcién del movimiento de un punto P visto desde los siste-
mas de referencia S y S’ que tienen una velocidad angular relativa Q. La posicion
de P es T(t) con respecto a S y es T¥/(t) con respecto a S’ y la relacién entre
ambos vectores posicidn es

F(t) =R (1) +7'(1) (7.2.1)

El vector R es el que va desde O a O'.
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P Directamente de (7.1.4) se obtiene que

(dmt)) _ () 4+ O() x () (7.2.2)
S

r(t P (t) dt
Combinando las dos tltimas relaciones se de-
R(t O’  duce que

o

— _ = —/ = =/
Figura 7.3: El punto mévil P es visto V() =R+V(t) + Q@) x T(t)  (7:2.3)

desde un sistema de referencia S con . ., )
origen en O y desde un sistema de re- Al tomar la derivada de la relacién anterior

ferencia S’ con origen en O’ tal que el con respecto al tiempo en el sistema S se debe
vector posicion R de O'. Los ejes de S”  calcular primero
rotan con respecto a S con velocidad

lar Q. v’ v’ 9
angular Q di - di +Q x v’ (7.2.4)
dt /¢ dt /g,

El primer término de la derecha es la aceleracion @’ en S’. La derivada del
segundo término en (7.2.3) es

dQ x 7/ aa L, = [dF
— = | =] x¥T+0Ox|—
dt dt dt /¢
S ‘ S
Entonces la aceleracion es
i (®

o \at/q

_ R (W L (a8 xr

B dt / dt

S

—

= R+ +0Ox¥V +0Ox7 +0x7 + 0 x (ﬁx?/)
que se puede ordenar para obtener finalmente

a’za—i‘é’—ﬁx(ﬁx?')—zﬁxv’—éx?’ (7.2.6)

De los cinco términos del lado derecho, el tercero, —Q x (Q_ X ?’), se llama

aceleracién centrifuga y el cuarto, —2 Q x V', se llama aceleracién de Coriolis.
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7.3. La ecuacion de movimiento en un sistema
no inercial

La ecuacién de Newton m d = F, vélida en el sistema de referencia inercial S,
toma en el sistema de referencia arbitrario S’, la forma

mﬁ/:f—mﬁ—mﬁx(ﬁx?’)—QmﬁxV’—mﬁx?’ (7.3.1)

El primer término a la derecha es la fuerza total que se tiene en el sistema de
referencia inercial S. A cada uno de los cuatro términos restantes a la derecha
se les suele llamar seudofuerzas. De ellos, aquel que es cuadratico en Q es la
seudofuerza centrifuga y el que sigue es la seudofuerza de Coriolis. El dltimo
término se denomina seudofuerza trasversal.

La designacién “seudofuerzas” no es universal. También se usa las
expresiones “fuerzas ficticias”, “fuerzas de d’ Alembert” o “fuerzas
inerciales” .

En un sentido estricto la Tierra no es un sistema inercial y se verd algunos
ejemplos que muestran los efectos asociados a las seudofuerzas. Sin embargo para
muchos otros fendmenos los efectos noinerciales de la Tierra son tan pequefios
que es razonable despreciarlos.

EJEMPLO: El sistema de referencia S’ de un ascensor al que se le acaban de

cortar los cables es no inercial. Cae a lo largo del eje Z con aceleracién R = gd.
Respecto al edificio S no hay rotacién, esto es, Q=0 por lo que la ecuaciéon de
movimiento de un objeto P soltado dentro del ascensor S’ que cae es mad’ =
mg—mg = 0, es decir, P se mueve con velocidad V' uniforme. En S’ el cuerpo

flota libremente. «
a

—

EJEMPLO: Normalmente una plomada es un
péndulo en reposo y sirve para determinar la
direccidn vertical: la direccién de la tension—
péndulo en reposo—define la vertical.

O Q O Q

En el caso de un vehiculo S’ con aceleraciéon Figura 7.4: En el interior de un carro

horizontal constante dQR/dTQ = @ = ai, @on aceleracion constante d hay un pén-
dulo en reposo con respecto al carro.
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con respecto a un suelo S inercial, la masa en el extremo del hilo de un péndulo
en reposo—con respecto al vehiculo—estd sometida a las fuerzas: tension T del
hilo y a su propio peso, m § = —mg k. La ecuacién (7.3.1), tomando en cuenta
que @’ = 0 se reduce a T=-m (g — d). Es decir, la plomada determina una
“vertical” que apunta en diagonal hacia atrds si a > 0. Si alguien camina hacia
adelante dentro del vehiculo tendra la sensacién de estar subiendo por un plano
inclinado caracterizado por una pendiente « tal que tanx = a/g. <

EJEMPLO: Consideremos un sistema S’ de ejes
coordenados con origen en el centro del Sol y tal
que un satélite (puede ser la Tierra) estd siempre
sobre el eje X'.

Este sistema S esta rotando a la velocidad angu-
lar ¢ del satélite. Esta vez O = ¢ k mientras que !
R = 0 todo el tiempo. Entonces ¥/ = x'1’, pero
es natural llamar v a x/, por lo cual ¥/ = r1/,
V' =11y d’ =71’, es decir, por eleccién de las
coordenadas en el sistema S’ la aceleracién sélo
apunta en la direccién del eje X, . Figura 7.5: Se puede describir el
movimiento de un planeta desde
dos sistemas de referencias centra-
dos en el Sol. Uno de ellos es iner-

. md /. . cial y el otro gira de modo que

ISP A o 2.1 2\ s/ z .
mri’ =k +t MmO T — — N ((I)T ) j el planeta estd siempre sobre el
T .
(7.3.2) gje X'.

Al igualar separadamente los coeficientes de los

dos vectores unitarios se obtiene que % (cl) T2> = 0, es decir, mci)r2 ={ es

constante y la ecuacién de movimiento en S’ se reduce a

Trabajando la ecuacién (7.3.1) se obtiene que

GMm 2 d GMm 2
mr = — + =— |- 7.3.3
2 mr3 dr T 2mr? ( )
Asi se ha obtenido la ecuacién de movimiento unidimensional de una particula
. , . 2 . , .
sometida a una energia potencial —GM%—FQ £ que contiene la energia potencial
mr

gravitacional y al energia potencial asociada a la seudofuerza centrifuga. «
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7.4. Nave espacial que rota

Para hacer largos viajes espaciales parece conveniente que los astronautas vivan
en un ambiente que simule la gravedad terrestre. Esto se logra con una nave que
esté rotando. Consideremos una nave que se mueve en el espacio interestelar con

velocidad uniforme, esto es con R = 0, que tiene forma de un gran anillo de radio
To como la que se describe en la figura adjunta.

Se considerara ejes cartesianos X Y para el sistema inercial y ejes X" Y’ fijos a la
nave. Ambos sistemas de ejes tienen su origen en el centro de giro de la nave.
La velocidad angular de la nave, con respecto a un sistema de referencia inercial,
esQ=0k. A

oy

Sobre un cuerpo soltado muy
cerca del suelo no esta actuan-
do fuerza real alguna. La ecua-
cién de movimiento (7.3.1) pa-
ra este caso es

X' = Q% (7.4.1)

y numéricamente se desea que
esta sea precisamente la acele-
racion de gravedad terrestre, es
decir, el disefio tiene la condi-
cién

Q2T0 =4 (7.4.2) suelo
Figura 7.6: Nave espacial en la forma de un gran anillo
que rota. El radio desde el centro al suelo esrq y hay un
) ) “techo” a altura h del suelo, como lo muestra la figura.
la nave debe girar aproximada- |5 nave gira con velocidad angular Q perpendicular al
mente dando una vuelta por mi- plano de la figura. Los ejes (X', Y') estan fijos a la nave.

nuto.

Puede verse que si 1 es de alre-
dedor de un kildmetro entonces

Un cuerpo que se mueve por el “corredor central” de la nave mantiene p = 1
constante (p = 0) y tanto la seudofuerza centrifuga como la de Coriolis apuntan
radialmente:

= =

Fcentrof + FC0|riolis - Tnng'O (2(]) + Q) ﬁ

y puede hacerse cero. La ecuaciéon de movimiento completa tiene aceleracién y
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fuerzas solo en la direccién p, incluyendo la normal N=-N P,y es
—m (Toci)Q) = N+mQry (26 +Q) = N=mry(b+Q)?

de donde se ve que la normal se anula cuando ¢ = —Q.

Sin embargo, si se deja caer un cuerpo desde el “techo” de la nave, se puede
deducir que la caida no es vertical (radial).

7.5. Efectos de la rotacion de la Tierra

7.5.1. Cuestiones generales

La Tierra tiene un movimiento bastante complejo: (a) gira en torno al Sol—
movimiento que se suele llamar “de traslacién”—, (b) gira sobre si misma; (c)
su eje de rotacidn tiene un movimiento de precesiéon con un periodo de aproxi-
madamente 27 767 afios (el eje barre un cono de apertura de 47°) y (d) el eje
también tiene un movimiento de nutacién con periodo de 18, 6 afos. Este ultimo
es un movimiento del eje definiendo un movimiento cénico que a su vez oscila.

Si nos imaginamos un plano alejado de la Tierra, paralelo al plano de su 6rbita
eliptica, el eje de rotacién de la Tierra forma un angulo de 23° con la normal a
ese plano y el movimento de precesion dibujaria una circunferencia es ese plano.
El movimiento de nutacién determina que sea una “circunferencia ondulada”.

El efecto que tienen esos movimientos en la ca-
lidad de sistema no inercial de la Tierra en ex-
perimentos que se hacen a escala humana son
despreciables excepto por el movimiento de rota-
cién de la Tierra en torno a su propio eje. El lo
que sigue, por tanto, se supondrd que existe un
sistema inercial S fijo al centro de la Tierra y un
sistema no inercial, también fijo al centro de la
Tierra, tan solo que este dltimo tiene ejes fijos a

la Tierra, girando con ella.
Asi el sistema S’ ={0O, (X', Y, Z)}, fijo a la Tie-

rra, rota con velocidad angular Q constante con Figura 7.7: Coordenadas esféri-
respecto al sistema inercial S = {0, (X,Y,Z)}, y € sobre la superficie de la Tierra.
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R=0y Z = Z, entonces Q = Q k. Los vectores
posicidn, velocidad y aceleracion de un cuerpo P en la Tierra son, como siempre,

"= zk+pp
"= ik+pptedd (7.5.1)

~

a = ik+(p —pd?) b+ (20h+0b) &

<l =

donde p es la distancia desde el eje de rotacién de la Tierra al punto mévil P
y el dngulo ¢ define el meridiano en el cual esta P, es decir, es la coordenada
cilindrica ¢ de P con respecto al eje X’ fijo al sistema noinercial S”.

Se considerard a la Tierra como un sistema con velocidad angular ) constante
con respecto a un eje fijo—que une al polo norte con el polo sur, la velocidad
angular de la Tierra es aproximadamente

Qp ~ 7 x 107° = 0,00007 [radianes/segundos]

El radio de la Tierra es Ry ~ 6,37 x 10°m.

Las dnicas seudofuerzas en S’ (descritas en coordenadas cilindricas) son

}_fcentrif - TTLQ2 P @ ) ?Coriolis =2mQ (p(b @ - p(i)) (752)

_m_
seg? *

La aceleracién centrifuga en el ecuador es RTQ% = 0,03
La velocidad angular de la Tierra alrededor del Sol es Qts ~ 2 x 10~7 [radia-
nes/segundo].

Todo el andlisis se hard como si la Tierra estuviese aislada de toda influencia
externa y su centro puede ser considerado fijo en un sistema de referencia inercial.
En particular se despreciara los efectos que pudieran provenir de la rotacién de
la Tierra alrededor del Sol, los que son muy pequeios.

El vector radial desde el centro de la Tierra y el vector unitario, tangencial a la
superficie esférica y hacia el Sur, expresados en la base de vectores asociados a
coordenadas cilindricas son

zk + pp é_z()—plz
VZ2+p?’ V22t p?

El vector ¢ comin a coordenadas cilindricas y esféricas apunta en direccién Este.

= (7.5.3)
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Se analizard los efectos de la rotacion de la Tierra sobre un cuerpo que se mueve
cerca de la superficie de ella, es decir, se toma g con valor fijo. La fuerza total
sobre este cuerpo, entonces, es

Frotal — £ 4 m g (7.5.4)

donde f es la suma de las fuerzas reales: de resorte, de roce, de viscosidad etc
excepto el peso que se ha escrito aparte.

La ecuacién de movimiento del cuerpo es
m&’:ﬁ—mg—mﬁx(ﬁx?’>—2mﬁ><\7’ (7.5.5)

La fuerza centrifuga: Si se analiza el término centrifugo se vera que es una
fuerza perpendicular al eje de la Tierra, apunta hacia afuera y depende de la
latitud, es decir, depende del angulo © de coordenadas esféricas. Esta fuerza solo
depende de la posicién en la Tierra del objeto y resulta natural sumarla con el
término de peso produciendo:

(fl X F’)

~ 0 x
= §+Q%p

gz ¢ g 2) -
= ———— k- [————-0 7.5.6
V22 + p? <\/22+92 ) PP 720

que define la aceleracion de gravedad que efectivamente actla en ese lugar.
Nétese que Jioca NO apunta hacia el centro de la Tierra debido a la aceleracién
centrifuga. En particular, por tanto, una plomada apunta hacia el centro de la
Tierra sélo en el Ecuador y en los Polos. A la aceleracién de gravedad se le agrega
un vector en la direccién p que es perpendicular al eje de rotacién de la Tierra. El
denominador /2% + p2 puede ser aproximado al valor R del radio de la Tierra.

Q|

Olocal =

& De lo anterior justifique que la desembocadura del rio Mississippi estd mds distante
del centro de la Tierra que su superficie varios kilémetros “rio arriba”.

& Calcule, para un punto a nivel del mar, la razén entre el valor de la aceleracion
centrifuga en el ecuador, debido a la rotacién de la Tierra sobre su eje, y la aceleracién
de gravedad.

& Compruebe que al comparar numéricamente los dos términos que hay en el gran
paréntesis redondo en (7.5.6), el primero es mds de 200 veces mds grande que el
segundo.
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Figura 7.8: La fuerza de Coriolis es la responsable principal del sentido de las corrientes
marinas dominantes en los grandes océanos.

La fuerza de Coriolis: La fuerza de Coriolis es Fooriolis = —2mQ x V', La
Tierra gira hacia el Este, por lo que la regla de la mano derecha da que Q apunta
del polo Sur al polo Norte. La expresidn para esta fuerza en coordenadas esféricas
es

Feoriolis = 2MQ (?r’d) sin?0 +07/dpsinOcosd — {f’sine +1'8 cosG})

Los vectores unitarios apuntan: T hacia arriba, 0 hacia el Sur y ¢ hacia el Este.

Cuerpo que sube: Este es un caso en el cual 7 > 0, 6=0 y cl) =0y la fuerza
de Coriolis se reduce a
$ (—2mQ7’ sin 0)

que es una fuerza que apunta hacia el Oeste. Por ejemplo, el aire que se calienta
en contacto con el suelo caliente en las zonas tropicales sube y la fuerza de
Coriolis hace que se desvie hacia el Oeste. En todo el globo, los vientos que
dominan en el Ecuador van hacia el Oeste. Si, por el contrario, se deja caer un
cuerpo desde el reposo, la fuerza de Coriolis lo desvia hacia el Este.

Combinada con el efecto sobre los aires que en latitudes polares se enfrian y
bajan se obtiene el efecto neto que los vientos y océanos en zonas de tamaho
continental tienden a tener un movimiento rotatorio que es (mirado en un mapa)
tipo punteros de un reloj en el hemisferio Norte y en el sentido contrario en el
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hemisferio Sur. Ejemplo, la corriente de Humbolt. El efecto sobre costas Oeste es
que acercandose al trépico los aires son cada vez mas secos y de ahi la existencia
del desierto de Atacama, el de California y el de Namibia.

Cuerpo que se mueve hacia el Sur: Este es un caso en el cual T =0, 8 > 0
y & =0y la fuerza de Coriolis se reduce a

¢ (—QmQr ’0 cos 9)

que apunta hacia el Oeste en el hemisferio Norte (6 < 7t/2) y apunta hacia el
Este en el hemisferio Sur (7/2 < 6 < 7). En torno a una maxima de presién
los vientos en el hemisferio Sur tienden a girar contra los punteros del reloj.
Esto refuerza el efecto ya dicho en torno a los aires que suben o bajan y que
determinan los vientos y corrientes marinas dominantes.

Por ejemplo, el tren que va de Santiago a Concepcidn se apoya mas en el riel Este. Las aguas
del Nilo, que en el hemisferio Norte fluyen hacia el Norte (8 < 0) sienten una fuerza hacia el

Este las aguas en esa rivera estan un poco mas altas.

Cuerpo que se mueve hacia el Este: Este esuncasoenelcualt=0,0=0
y ¢ > 0y la fuerza de Coriolis se reduce a una expresidn que se escribe en forma
muy sencilla en coordenadas cilindricas

2chi)p )

Esta fuerza es paralela a la fuerza centrifuga y aumenta o disminuye el efecto de
la centrifuga segin el signo de ¢. En efecto, un cuerpo que se mueve horizon-
talmente de Oeste a Este experimenta una fuerza de Coriolis paralela a la fuerza
centrifuga. Si se mueve de Este a Oeste estas dos fuerzas son antiparalelas.

> De todo lo anterior se puede comprender que Buenos Aires tiene clima
himedo y Santiago tiene clima seco.

& TJmese un sistema de referencia S’ con origen en el centro O de la Tierra y que
gira solidariamente con ella, y otro sistema S con el mismo origen pero que no gira.
Si un cuerpo, en reposo con respecto a la Tierra S’, es soltado desde una altura h
del suelo, tiene un momento angular en S que es £ = (Rg + h)?2Q donde Ry es la
distancia desde O hasta el suelo. Se sabe que { se conserva porque solo estd actuando
una fuerza central, pero h va cambiando a medida que el cuerpo cae, por tanto la
velocidad angular del cuerpo, visto desde S, también va a ir cambiando para poder
conservar el valor de {. Analice desde este punto de vista en qué direccion se desvia
de la vertical el movimiento a media que cae (norte, sur, este, oeste).
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7.6.

7.1

7.2

> PENDULO DE FOUCAULT: El siguiente problema es sélo para quienes
les atrae hacer andlisis prolijos y complejos. Ya se sabe que un péndulo
plano es un péndulo que oscila en un plano fijo. Este resultado, sin em-
bargo, es vélido tan solo en un sistema de referencia inercial. La Tierra al
girar, sin embargo, hace que el movimiento sea diferente. Un caso trivial
de analizar es el de un péndulo oscilando justo en el polo Sur. El péndulo
mantiene su plano fijo mientras el terreno bajo el péndulo gira en torno al
eje que pasa justo por el punto fijo en el extremo superior del hilo. Para
alguien parado junto al péndulo le va a parecer que el plano del péndulo
va girando (es la Tierra y no el péndulo quien gira) y completa una vuel-
ta completa en 24 horas. Analice el caso de un péndulo en Santiago y
compruebe que el plano del péndulo hace un giro completo en un tiempo
T =27/(Q cos 0) donde Q) es la velocidad angular de la Tierray 5 — 0
expresado en grados es la latitud de Santiago. Un péndulo suficientemen-
te estable que permita observar este fendmeno se denomina péndulo de
Foucault.

Problemas

alambre rigido de masa despreciable y largo R,
pueden moverse a lo largo del interior de un
tubo. El tubo esta girando barriendo un plano
horizontal con velocidad angular constante w.

Dos particulas de masa m, unidas por un e

a) Decida si la posicién simétrica (las particulas en reposo y a igual distancia
del centro de giro) es estable o no. b) Si el punto medio del alambre ahora
es colocado a una pequeiia distancia d del centro de giro ; Qué rapidez,
con respecto del tubo, tiene el sistema cuando esa distancia crece hasta
el valor R? c) Compare la energia inicial y final del movimiento anterior y
comente.

En dos dimensiones la posicién de O’ siempre puede escribirse como R =
R(t) (icosd + jsin ) donde ¢ = p(t). Se escoge j’ en la direccién de
R, es decir, por definicion R = Ri’ Es tal caso la velocidad angular Q,
apunta en la direccién perpendicular al plano y su magnitud es & donde
cosx = j - j’. Determine Q en general. Luego especialice su resultado al
caso ¢ = wtyR =Ry exp[B wt], donde B es una constante cualquiera.
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7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

Un anillo de masa m se puede mover solo a lo largo de un vara que tiene
un extremo fijo O y gira en el plano XY del sistema inercial S. El anillo
estd unido a un resorte (enrollado a lo largo de la vara), de largo natural
Po Yy constante eldstica k. Escriba la ecuacién de movimiento del anillo en
el sistema S’ que gira junto a la vara (la vara es el eje X'), obtenga su
punto de equilibrio y las pequefias oscilaciones en torno a él.

Desde un punto B en el techo se suelta un cuerpo en reposo con respecto a
la nave y cae sobre en el punto A’ del suelo. Luego se coloca una plomada
en B y se determina el punto A del suelo justo bajo B. jQué distancia
hay entre A y A’? Calcule todo numéricamente suponiendo que el techo
estd 5 metros sobre el suelo, 7o = 1000 metros, que la “aceleracion de
gravedad” en el suelo es g. jCuanto tarda el cuerpo en golpear el suelo?

Una vara gira horizontalmente a velocidad angular Q constante. Una cuen-
ta de collar puede deslizar a lo largo de la vara. El contacto tiene asociados
los coeficientes de roce e y Lq. Si la cuenta es soltada desde una distan-
cia po del eje de giro con velocidad relativa nula con respecto a la vara,
determine el movimiento.

Una vara gira en un plano con velocidad angular constante A = Qk
barriendo un plano fijo. Una cuenta de collar de masa m puede deslizar
por la vara. El contacto cuenta-vara se caracteriza por los coeficientes de
roce He y Kg. No hay gravedad. Si S es un sistema de referencia inercial
fijo al plano de giro y S’ es un sistema de referencia noinercial cuyo eje
X' coincide todo el tiempo con la vara, determine (a) la fuerza centrifuga
y de Coriolis que actiian sobre la cuenta en el sistema de referencia S’.
(b) Obtenga la ecuacién de movimiento de la cuenta y la ecuacién que
determina la fuerza normal. Decida bajo qué condiciones (si es que hay
alguna) la cuenta podria estar estdtica con respecto a la vara. (c) Resuelva
la ecuaciéon de movimiento suponiendo que en el instante t = 0 la cuenta
parte del centro de giro con rapidez vy, con respecto a la vara.

Se tiene una cufa de dngulo «, oscilando horizontalmente tal que 00 =
x = A sin wt. Sobre la cara inclinada de la cuia, a altura h sobre el eje
X, hay un cuerpo de masa m que tiene, con la superficie inclinada, un
coeficiente de roce estdtico p. Se da como dato que si la cuiia no oscilara
el cuerpo no deslizaria. Si se conoce A, se pide una condicidn sobre w para
que el cuerpo no se mueva con respecto a la cufa.
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Capitulo 8

Dinamica de sistemas de
particulas y sélido rigido

8.1. Repaso

En §2.2 se presenté una serie de conceptos para el caso de un sistemas de
particulas, el momento angular de estos sistemas fue presentado en §2.3.1 vy la
energia cinética de sistemas fue vista en §4.3. Un sistema de dos particulas fue
visto especialmente en §2.4.

8.1.1. Centro de masa G y posiciones con respecto a G

En la seccién §2.2 se dio algunas de las definiciones basicas necesarias para
describir sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total del sistema y
la posicion y velocidad del centro de masa,

N N N

M:Zma, Rg =M Zmara, Vg =M Zmava (8.1.1)
k=1 a=1 a=1

El centro de masa tiene como ecuacién de movimiento

dVg

M
dt

N
—Fotal  donde  Ftt = Z fo (8.1.2)
a=1
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G y se demostré que la fuerza a la derecha es la suma de

N las fuerzas externas sobre el sistema.
a

La posiciéon de de la particula a se puede descomponer
seglin

7o = Rg + Pa (8.1.3)

Figura 8.1: G es el centro 8.1.2
de masa, Rg es la posicidn e
de G y ¢ es el vector po- » o
sicién de la particula a des- EN §2.2 también se definié el momento angular total

de G. del sistema y se vié que obedece a la ecuacién

Momento angular

{
‘z—t@ = Faxf (8.1.4)

Hasta aqui se ha trabajado sélo con un sistema inercial S.

También se define

—

eG - E MaPa X Va
a

= ) Mafa X Pa (8.1.5)

y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa
(S = MRg x Vg (8.1.6)

de modo que se cumple que
lo =105 + g (8.1.7)

La dindmica de EG se obtiene a partir de tomar la derivada EG =) MyPq X 5a

y hacer uso de que mqap, = MyTq — MqRg. El primer término es la fuerza
total F, sobre la particula a mientras que el segundo, al sumar sobre a, se anula

porque queda ()_, MqyPq) X R por lo cual

I =T = Z Fa X Fu (8.1.8)
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Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vié que

To = R’GXZ-F?;t—i_ZﬁaszXt
= T +17g (8.1.9)

de modo que también ‘
LS =5 (8.1.10)

8.2. Momento angular y matriz de inercia

8.2.1. Generalidades

Por el momento se supondra que se tiene
un sistema rigido que consta de N masas
puntuales, m, con posiciones ¥, con res-
pecto al sistema inercial S y posiciones 7, ’
en el sistema S’. El sistema es rigido en el
sentido que las distancias entre las particu-
las se mantienen fijas.

Si se designa R al vector que va desde O al

origen O’ se tiene que _
Figura 8.2: Se tiene un sistema inercial

= = S con origen en O y dos sistemas con ori-
— . -/ — . -/
Ta=R+Tq = Va=R+0Q X7, gen en el punto O fijo al sistema mdvil:

(8.2.1) s y S". El primero, S’, tiene ejes que
debido a que Vi, = 0 porque las a estdn se mueven solidariamente con el sistema
en reposo en S’. extendido mientras que S” mantiene sus

., . . . ejes paralelos a los de S.
También se define el sistema de referencia

S’ que tiene el origen en el mismo punto O’ que S’, pero que mantiene sus ejes
paralelos a los del sistema inercial S, es decir Q" = 0.

Relaciones similares pero usando S’ en lugar de S’ son
Fo=R+4+7," = V,=R+v," (8.2.2)

ya que la velocidad angular asociada a S” es cero. Comparando (8.2.1) con
(8.2.2) es claro que Vi, " = Q x 7.
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De (8.2.1) se desprende que

lo = Z maﬁxﬁ—i—z maRx (ﬁ X Tq ’) +Z MaTa ’xﬁ+Z MTq X (ﬁ X Tq ’)
a a a a
(8.2.3)
En el segundo y tercer término del lado derecho hay factores que no dependen
del indice a, por lo que pueden ser factorizados fuera de la suma y las sumas

quedan reducidas a ), mqT,’ que no es sino MR ’, donde R’ es la posicion
del centro de masa del sistema en el sistema S’, de modo que

lo = Zmaﬁxﬁ—kMﬁx (fl x Rg ’>+MﬁG’xﬁ+Zmaﬁ1’ X (fl X Fa’>

"

(*)
(8.2.4)

El dltimo término puede ser reducido a una forma de gran interés.
Se comienza haciendo uso de la identidad vecto-
rialdx (bx¢)=d-cb—a-bc.

(*) :Z Mg (TaIQQ_Fa/ 'ﬁ?a/>

a

Tomando la i-ésima componente de la expresion
anterior y usando que
3
?a/ -Q = E Ta]'Qj

j=1

Figura 8.3: Relacidn entre los
distintos vectores que se usa. se tiene

N 3
2 o
(\)i=) Y ma (ra’ 81y — r’air’a]) 0;=Y 17 o (8.2.5)
a=1 j=1 j
donde la matriz de inercia Igl del sistema con respecto al origen O’ se define por
N
o’ 2
I5 = Zma (T/a 0 j _r/air/aj> (8.2.6)
a=1

Con esto el momento angular del sistema con respecto al origen O de S es

FO:Mﬁxﬁ+Mﬁx(ﬁxﬁg/>+MﬁG/xﬁ+lolﬁ (8.2.7)
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El formalismo estd disefiado para que la matriz de inercia siempre sea calculada
en el sistema S’ fijo al cuerpo. De este modo, ya que el cuerpo es rigido, la matriz
de inercia no depende del tiempo.

8.2.2. Elcaso O =G

En el caso O’ = G el vector Rg’ = 0 mientras que ¥, " = pq y el vector R = Rg.
El momento angular se escribe

E@ = Mﬁ@ X VG + EG (828)
donde . .
lc=1°0 (8.2.9)

Puesto que {9 = T se tiene que

5

8.2.3. Sistema rigido con punto P fijo en S

En este caso es conveniente escoger P = O = O’ por lo que R=0 y (8.2.7) se
simplifica a

lp=1"0 (8.2.11)
La expresiéon (8.2.11) permite ver que en general el momento angular no es
paralelo a la velocidad angular. En el caso particular en que la veIoudad angular
es proporcional a uno de los autovectores de 17 los vectores Up y Q si son
paralelos. En este caso

PG = (8.2.12)

8.3. La estructura de una matriz de inercia

8.3.1. Su forma matricial

Las matrices de inercia en el caso de sistemas de muchos puntos masivos tiene
la forma tipica

N
Ii]' = Z Mg (ra26ij — rairaj) (831)
a=1
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Por ejemplo

Ly = Z mg (1 —x3) = Zma(yﬁ +27)

y los tres elementos diagonales son:

I, =)  ma(y?+22)
Iy =)  ma(z2 +%2) (8.3.2)
I3 =) oMalx) +2)
La matriz de inercia en forma matricial es
ya2 + Z'a2 _Xaya —XaZa
| = Z My “XaVYa  Za®+Xa®  —VYaZa (8.3.3)
a —XaZa —YaZa Xa2 + ya2

que es real y simétrica. Se verd también que sus autovalores son nonegativos.
Los tres autovalores de | se denominan los momentos de inercia principales del
sistema mientras que los autovectores definen los ejes principales.

Si se trata de una distribucidon continua de masa la matriz de inercia se define
como sigue

Ly = [AF) (1?84 —xix;) ds caso lineal
Iy = [oFf) (r?0y —xix;) d8 caso laminar (8.3.4)
Ly = [p(F) (1?8 —xix;) dV caso volumétrico

o0 mas econdmicamente
Iy = J (r* 8y — xi%;) dm (8.3.5)

donde el elemento de masa dm es producto de la densidad de masa por el
elemento de linea, superificie o volumen seglin lo que corresponda,

Ads
dm=/{ ods (8.3.6)
pdV
El caso de IS es
pr + 922 —PxPy —PxPz
I :J —pxPy P2 PP —pyP: dm (8.3.7)
—PxPz _py Pz px2 + py2

8.3. LA ESTRUCTURA DE UNA MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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El centro de masa en estos casos continuos es una integral de ﬁ? multiplicado
por la densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo,

c= JF dm (8.3.8)

7L

M

La matriz de inercia es aditiva: La definicién de matriz de inercia, (8.3.1),
contiene N sumandos, uno por cada particula del sistema En algunos casos puede
ser (til separar a un sistema rigido en dos sistemas con N; y Ny particulas cada
uno, N = N;+ Ny y en tal caso la matriz de inercia se puede separar en dos, una
con indices a que toma N; valores y la otra que toma el resto de los valores. La
matriz de inercia del sistema completo no es mas que la suma de las dos matrices
de inercia parciales,

P )P 2P
De la misma manera, la matriz de inercia de un sistema sistema continuo puede
definirse integrando separadamente voliimenes escogidos del cuerpo en cuestidn.
8.3.2. Teorema de Steiner
Consideremos la matriz de inercia I9 con respecto a ciertos ejes con origen en un
punto Q y veamos su relacién con la matriz de inercia con respecto al centro de

masa G y ejes paralelos a los anteriores. La relacidn entre los vectores posicién
es

1_A’CL:]_Q’G—}_F_)’a

Y mar® = ) mg (pi +RE +20a - ﬁe)
a
= ) mapl + MR
a
mientras que
2 o MaXaiXaj =2 o Ma(PaiPaj + RGiPaj + PaiRsj + RgiRej)

=2 o MaPaiPaj + MRGiRg;
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lo que determina, al reemplazar en la definicién de las matrices de inercia (todas
de la forma (8.3.1)) que

I3 =I5 + M (R84 — RaiRg;) teorema de Steiner  (8.3.10)
donde
I§ =Y ma (pl 84 — PaiPaj) (8.3.11)
y R es el vector QAG.
Si se usa la notacién Rg = (X,Y, Z) el teorema de Steiner toma la forma

pay2 + paz2 —PaxPay —PaxPaz
1% = Za Mq —PaxPay pa22 + pax2 —PayPaz

—PaxPaz _pay Paz pax2 + pay2
Y2+ 72 —XY —XZ
+M XYy Z2+X? -YzZ

—XZ -YZ X?2+4Y?

(8.3.12)

EJERCICIO: Escriba la relacién (8.3.10) para dos puntos Q; y Qs y reste ambas
relaciones. Vea que obtiene una relacién entre 12 e 192.

8.4. Ejemplos de matrices de inercia

8.4.1. Ejemplo 1: triangulo
: YA
Tres masas puntuales m forman un triangu-
lo equildtero de lado a en el plano Y'Z'
centrado en G, y con vértices en los pun-
tos 51 = (Oa_%uﬁ)v 52 = (07%7%) y
(p3 = 0,0,—%) tal como lo indica la figu-

ra adjunta. Se comprueba 2que Y o Pax’=0y
Zq pay2 - Za paz2 - % Tamb'én se com-
prueba que ) PayPaz = 0.

Con todo esto y las expresiones generales da- Figura 8.4: Matriz de inercia de un
triangulo equildtero de lado a con res-

pecto-a-su—centroG:
8.4. EJEMPLOS DE MATRICES DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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das mas arriba, la matriz de inercia resulta ser

o= O
o= O O

Si se trata de una ldmina triangular de densidad uniforme o = 4M/(v/3a?), se
debe hacer la integral (8.3.7) con p, = 0 (ya que la ldmina estd en el plano
Y'Z"), (para simplificar la notacién se usara x = p,, etc.)

G aM (/28 [assezva (WP HZE 000

_ A

: T VB& ) a3 J/B/ﬁ 0 z yz dy | dz
J—a a z 0 —yz Y
100

MZ

= 1; 0 3 0 (8.4.1)

00 %

8.4.2. Ejemplo 2: rectangulo con vértice fijo
Los vectores posicién, de acuerdo a la fig. 8.5 son

— a1 - a7 — At N
T,=al, T,=0b)", Ty =al' +b)
mientras que la velocidad angular es QO = Qk.
Las velocidades de estos puntos son Viq = Q X ¥,

lo que da

=/ ~/ =/ ~
Vv, =Qa) Vv, =—Qb1",

=/ / ~ .
V3 =—0b1 +Qa) Figura 8.5: Un péndulo rectan-
gular con masas iguales en tres de

Con lo anterior se obtiene los momentos angulares e o
sus vértices. El cuarto vétice es el

El _ QCIQ]A( EQ — Op? ]2 punto fijo P.
U; =0Q(a®>+ bk
Usando la definicién se tiene ademads que
— 2 ’ / 7 2 ~ a1
Rgzg(al +b3') — nggﬂ(bl—a))
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por lo cual
— — — — 4 I
(3m)Rg x Vg = M Rg x Vg = —gn (a®>+b*) k
Haciendo ahora uso de Ii; = 3~ (11,284 — xly; Xj,;) se obtiene
I7, = 2b?, I}, = 2a?, I}, = —ab (8.4.2)
que permite obtener
2b%2 —ab 0

I"=m| —ab 2a? 0 (8.4.3)
0 0 2a®+2b?

8.4.3. Ejemplo 3: cilindro

A continuacién se calcula la matriz de inercia de un cilindro de masa M con res-
pecto a su centro de masa. El cilindro tiene radio R, altura h, los ejes cartesianos
de S’ se escogen de modo que el eje de simetria es el eje Z'. La densidad p, del
cilindro se toma uniforme,

M
P0 = TRen
El elemento de volumen y el rango de las variables son dV =pdpdd dz, 0<
pP<R, 0<d<2m, —5<z<§ porloque
dm = dpddd
m= o pdedddz

El vector posicién de un punto interior cualquiera del cilindro es

F=xV+yj +2zk’ conx =pcosd yy = psin . De aqui que

M p’sin®p +2z2 —p?sindpcosdp —zpcosd
IG — o J —p?sinpcosd p?cos’Pp +2z2 —zpsing | pdpddpdz
m —zp cos ¢ —zpsin ¢ p
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Usando que
r h3
2
d = — dz =h
d z¢dz P [dz
r R4
p’dp = Jdp =R
J Xl
sinpdd =m [dp =2n
J Figura 8.6: La matriz de inercia
de un cilindro es ficil de calcular.
se obtiene
R2 h?
. - T 1z . 0 g 0
Icilindro - M 0 4 ‘|‘ 12 0 (844)
0 0 R?

En el limite R — 0 se obtiene la matriz de una vara de largo h y en el limite
h — 0 resulta la matriz de un disco de radio R. En ambos limites la expresidn
para la densidad ya no es aplicable.

El sistema es una vara si se toma R =0,

1 0
Mh?
1S = 5010 (8.4.5)
0 0
y es un disco si se toma h =0,
1 00
MR?
1S, = 7 010 (8.4.6)
0 0 2

Usando el teorema de Steiner se puede calcular la matriz de inercia 1Y, a partir

de 1€, con respecto a un punto P con tan solo saber el vector Rg que va desde
P hasta G.
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8.4.4. Dos ejemplos para hacer

P (@) En el primero caso se trata de una vara de largo
Y X h, (0 < z < h) con densidad variable dens=3Mz?/h?.
La matriz de inercia de esta vara, con respecto a su
extremo P resulta ser
3h?

P _ K 3h?
| =M 0 == (8.4.7)
0

vara inhom. 5

o O O

(b) Demuestre que la matriz de inercia del cono de

Z la figura 8.7 es
Figura 8.7: Un cono con % + % 0 0
vértice en P, altura h y ra- =M 0 3R? | 3h? (8.4.8)
dio basal R. El dngulo de 20 > aRe
apertura del cono es 60 = 0 0 10
arctan%. L d . . . . .
OS A0S primeros terminos dlagonales son Iguales por-

que las direcciones X e Y pueden ser rotadas sin que nada cambie.
El el limite R — 0 se recupera la matriz de inercia de una vara dada en (8.4.7)
porque, efectivamente, el cono tiene, a altura z una masa

_ 3Mz?

dm = 3 dz

8.5. Energia cinética y la matriz de inercia

8.5.1. General

Utilizando la descomposicién (8.2.1) ¥, = R+, la energia cinética del sistema
se puede escribir

1
K = 5 mavi
a
1

1 . Lo - 2
— §Zma <R2—|—2R-(Qx?a’>+(ﬂx?a/) )
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En el segundo término se puede aislar )}  mqT,’ =
la posicién del centro de masa en el sistema S’. El

MR’ donde Rg’ es
altimo término puede ser

reescrito:
dltimo = — Zma (ﬁ X Ty ’)2
1 R R
= 3 Z MgVe -0 X T,
= % a maQ - Ty' X Vg’
- %Q Ty
:%ﬁwwﬁ (8.5.1)
Se usé que
lo =10 (8.5.2)
Con lo anterior
K:%MW+Mﬁﬁxﬁg %ﬁw“ﬁ (8.5.3)
Dos casos especiales:
a) Si O’ = G se tiene que ﬁG/zoyﬁ:ﬁG por lo que
K:%NW%+%QJGQ:%NW%+%QQE (8.5.4)

b) Si el sistema tiene punto fijo P en S se escoge P = O = O’ con lo cual

ﬁzOy
1

K=-0-1"Q =
2

QT
9 P

(8.5.5)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular Q
que se le dé al sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz I es
positiva semidefinida. Como ademds es simétrica esto implica que 1" es
diagonalizable y sus autovalores son nonegativos. Ellos se denominan los
momentos de inercia principales del sistema rigido.

Los ejes X" Y’ Z' del sistema solidario S” tal que I” es diagonal, se llaman
los ejes principales del sistenma de particulas. Los vectores a lo largo de
tales ejes son autovectores de lp.
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8.6. Dinamica y ejemplos

8.6.1. Las ecuaciones basicas

Las leyes necesarias para resolver la dindmica de cuerpos rigidos son las del
movimiento del centro de masa y la dindmica de {¢ y de {g:

E@ :MﬁG XVG —f—EG EG :lGﬁ )
dgo . N ext dE»G _ = ext
A S Texf a T2 P e
M 2 15 GR d2ﬁG o
_ 20 -1 — =G _ Frot
K =2Ve+,4-1°0 M= J

En algunos casos conviene utilizar conservacion de energia mecénica.

8.6.2. Cilindro rodando pendiente abajo

Un cilindro de radio R rueda sin deslizar por un plano inclinado que forma un
angulo o con la horizontal. Si bien este problema se puede resolver razonando
en forma elemental, acd se usara los conceptos recién definidos. Este ejemplo

es materia de ler afo.

En el problema hay tres fuerzas: el peso M g(1sin x—Kk cos «), la normal N = Nk

y el roce estatico que impide
que el cilindro deslice: F=—F.
La posicién del centro de masa
es Rg = xi + Rk, por lo que
Rg = ¥i. La velocidad angular
es Q = $j, pero como el cilin-
dro rueda sin deslizar se cumple
que x = R, lo que permite es-
cribir

0
0
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mientras que la matriz 1€ es esencialmente aquella dada en (8.4.4) pero tomando
en cuenta que ahora el eje es en la direccién Y:

R+ 0 0

IC|I|ndro =M 0 %2 0
R? h?
o 0 R4m

3 = IMR?%j = IMRX).
El torque Tg se calcula sumando los productos cruz del vector posicién (desde
G) del punto de aplicacién de cada fuerza con la fuerza que corresponda. El peso

y la normal no producen torque, de modo que solo se debe hacer el producto cruz
entre el vector posicién de C donde actia la fuerza de roce cruz dicha fuerza:

por lo que {g = 1Ginqr0

~

Tg = (—Rk) x (—F1) = RF)

La ecuacién dinamica que se obtiene es

. 1 M
Ip=RF = _MRZ=RF = F=_% (8.6.2)

La componente 1 de la ecuacién Ml%@ — Ftot
Mx = —F+ Mgsina = ——- % + Mg sin (8.6.3)

de donde se concluye que

X =—sinx (8.6.4)

Otra forma de analizar el mismo problema: La energia cinética del cilindro es
(ver (8.5.4)) K = Mx2/2 4 1$2/2, pero como ¢ = x/R, se tiene que K =
(MR? + I)x2/(2R?). Por otro lado la energia potencial es U = —mgxsin «.
Puesto que K+ U es constante, su derivada es nula. Tal ecuacién permite despejar
X reobteniéndose (8.6.4).
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8.6.3. Una semicircunferencia con densidad lineal uniforme

La densidad de masa lineal es uniforme, A = R—T‘fT donde
R es el radio de la semicircunferencia. Se toma como P
el centro de curvatura por lo que el vector que senala

los puntos de la curva es ¥ = R (K’ cos ¢ + 1’ sin cb)
donde ¢ = —m/2...d/2.
El elemento de arco es Rdd, por lo que dm = Ads = Figura 8.9: Semicircunfe-

M _ M rencia de radio R y masa M.
roRdd ="Tdd

- 1M N 2R - R

Rg = M?JR (k/cosd)+i/sind)> d¢ = ?k’ ~ 0,64 Rk

Puesto que ¥ = R (]Ad cos ¢ + 1 sin cl)) entonces x = Rsinp, y =0y z =
Rcos . La matriz [r?8;; — xi%;] es
R2 cos? ¢ 0 —RZsin ¢ cos P
0 R? 0
—R%sinpcosdp 0 RZsin? ¢

por lo que
R? cos? ¢ 0 —RZ%sindcosd 1 00
M MR?
|P:J 0 R? 0 —do = 5 020
—R?sinpcosdp 0 RZsin? ¢ T 0 01

Si este sistema es un péndulo que oscila en torno al eje Y/ =Y estonces Q= &)’
donde « es el angulo que forma Z’ con el eje vertical Z (que en este ejemplo
apunta hacia abajo. El momento angular en tal caso es
Ip =1”Q = MR?&j
Por otro lado el torque es
2MgR
T

— 2RA A
T:MRGxgzM?k’xg(k’cosoc—i’>:— sin o)

lo que conduce a
.. 2g .
& = —sin «
7R
Con todo lo anterior también puede resolverse en forma semejante el caso en que
el arco oscila en torno al eje X’ = X, lo que lleva a un resultado parecido pero

no indéntico.
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8.6.4. Sistema oscilante sin punto fijo

Se plantea estudiar el movimiento oscilato-
rio de un arco como el de la figura 8.10, de
densidad lineal de masa uniforme, masa to-
tal M y radio Rqy. En la figura el arco tiene
contacto con la horizontal en el punto B y
estd inclinado en un dngulo ¢ con respecto
a su posicién de equilibrio estatico. En el
equilibrio estatico ¢ = 0, y C coincide tan-
to con O como con B. Ya se ha visto que
la matriz de inercia del arco es

Figura 8.10: Un alambre semicircular se MR2
. . . o’ 0

mantiene en un plano vertical oscilando |

de tal modo que su punto central C se 2

levanta (como en esta figura), descien-

de, haciendo contacto en O y luego le-

vantandose por el otro lado.

1
0
0

S NN O
_ o O

cuando se escribe con respecto a las direc-
ciones X'Y'Z'. En su oscilacién el arco rota
con velocidad angular

A=¢j, j=j

El vector posicién de O’ desde el sistema inercial con ejes (1,k) y origen en O es

—

R=00"=—Ry(di+k)

Por otro lado la posicién del centro de masa desde O es

— — 2R ~ 2R ~
Rg'=0'G = 70k/ = 70 (kcoscl) —I—isincl)>

En (8.5.3) se vio cémo escribir la energia cinética en un caso como el actual,

en términos de R, R, Rg’, O y de 1. A los tres sumandos en (8.5.3) los
denominaremos Ky, Ky y K3 respectivamente. Es facil determinarlos

K, Mg
Ky = —2MR8 32 (8.6.5)
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Por otro lado, la energia potencial gravitacional depende de la masa, la posicién
de G y de g,

o .~ MgR
)-k: 9 0(7‘[—2@05(]))

U=—-Mg (1’2’ R
T
Se debe exigir que la energia total: E = K+ U sea constante, es decir dE/dt = 0,
lo que conduce a

gsin ¢
Ro

(t—2cosd) d + + ¢p?sing =0
Para oscilaciones pequeinas tanto ¢ como cl) son chicos y la ecuacién puede

aproximarse a
g

(7t —2)Ro

que implica pequenas oscilaciones con frecuencia

b~ — )

g
(7t —2)Rg

€
I

8.6.5. Disco que rota en circulo sobre un plano

Se tiene un eje perpendicular a un
plano horizontal. De este eje nace, a
altura R sobre el plano, un brazo ho-
rizontal de largo L—en la direccién
del eje Z'—y en cuyo extremo hay un
disco de radio R. El disco tiene den-
sidad uniforme, masa total M y gira
en torno a su eje Z' con una veloci-
dad angular dada @;. Puesto que no

Figura 8.11: Una rueda gira sobre un plano sin desliza Sobre el Plano' adema; gira en
resbalar. Su eje mantiene un punto fijo sobre el torno al eje vertical con velocidad an-
gieldr 0y, totalmente determinada por la anterior. Se desea determinar el mo-

mento angular del disco.

Se escoge coordenadas polares, con lo cual

— ./ — oY
w; =kKw;, Wy = —) Wy
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lo que determina que la velocidad angular total del disco sea
A 0
Q=¥Xw;—Jwy=| —wy (8.6.6)
w1

El punto material C del disco que en el instante actual estd apoyado sobre el
plano tiene velocidad nula en ese instante, pero, porque es parte de un sistema
rigido con punto fijo, tiene que valer Vvc = Q x T, esto es,

=2 - . A . R
0=0 x7c = (Kw; —)wsy) x (LK —Rj) = Wwp=rw
Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco, Iff;sco
a la que hay que agregar la matriz [R?6;; — R;{R;]. donde R = (0,0, L),
1 00 1 00
MR?
1 = T 010 |+ML2[ 010
00 2 000
M [ AR 0 0
= 7 0 412+ R2 0 (8.6.7)
0 0 2R?

y se la va a multiplicar por (O y como matriz de inercia se va a usar directamente
8.6.7). Entonces { = lgi.o () se escribe
disco

w (AR 0 0 0
t= 7 0 AL2+R? 0 —Xw,
0 0 92R? W
0
M
— Z —(4L2+R2)%W1
2R2(U1
MRw; (- AL 4 R
- 4‘”1 (k’2R—j’+) (8.6.8)

8.6.6. Trompo en movimiento conico

Se considera un trompo que consiste en un brazo de largo L = PG que nace de
un punto P en cuyo extremo hay un disco de densidad uniforme, radio R y masa
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M que rota en torno al eje Z’' de la figura con velocidad angular da magnitud
w;. Esto es Rg = —L kK’ usando la base asociada al sistema {P, X',Y’,Z'} de la
figura 8.12. Excepcionalmente se estd considerando un sistema S’ que no rota
con el cuerpo (el disco). Esto es posible debido a la simetria del disco.

El brazo mantendrd un dngulo fijo 8 con la vertical. W,
En cada instante el disco estd girando con velocidad
angular @; con respecto a un sistema fijo al brazo, Z’
pero el brazo mismo estd girando con una velocidad
angular @, en torno al eje vertical. Estas velocidades
se expresan en la forma

@1 = w K, (52:w2<]2/COS6+§/SiD6> =

Q =¥ (w; 4+ wycos0) + 7 wysind
Figura 8.12: Un disco gi-
Este movimiento es posible tan solo si w; y wy satis- ra en torno a un eje de lar-
facen una condicién que se deduce mds adelante. En go L. El otro extremo del
general el dngulo © no es constante y el movimiento e estd fijo al punto P. El

, . sistema S’ tiene eje 7' que
del trompo es mas complicado. .
coincide con el brazo de lar-

La matriz de inercia I” = [[28:; — RiR;] + 1€ hace uso go L yelejeY’ estd en el
de 16 dado en (8.4.6) y de R = (0,0, —L). Expresada P/2no de 2’y la vertical.
con respecto al sistema S’ = (P: X", Y, Z') es

M 412 + R? 0 0
1" = - 0 4124 R%2 0
0 0 2R2

por lo que el momento angular {p = 1" Q es

lp = % [(4L2 +R?) wysind i’ 4+ 2R? (wq + wo cos B) 12’]

En esta expresion todas las cantidades son constantes en el sistema de referencia

inercial excepto por dos vectores unitarios asociados a S’, de modo que {p se
calcula sencillamente usando producto cruz con la velocidad angular del sistema
S’, esto es, Wo:

— (412 + R?) w?sin B cos 0 + 2R? (w; + wycosB) wysin O] 1
2

2 . M
lp = (BQXEP = Z
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que debe igualarse al torque que produce el peso

T = MRgxg
= M(=LK) x (—g) (]2’ cos @ + ' sin 9)
= —MgLsin67 (8.6.9)

por lo que finalmente puede escribirse que

M
— [—(4L2 + R?)w3 sin 0 cos 0 + 2R?(w; + wy cos B)ws sin 9] = —MgLsin 0

4
(8.6.10)
que es la relacién que deben satisfacer w; y wy para que el trompo tenga un
movimiento cénico. Nétese que si se cambia el signo de w; y de w- la ecuacién
no cambia. Esta ecuacién implica que el caso wy = 0 es posible tan solo si 8 = 0,
lo que es intuitivo.

Suponieneo que 6 # 0 la ecuacién anterior se puede reescribir en la forma

R? 1
(Z — L2) w3 cos 0 + 5R2w1w2 +gL=0 (8.6.11)

A continuacién un par de casos especiales.

El caso 0 = %:

2L
Wi =~
Elcaso L =0 :
2
cos 0 = _zh
Wo

Nétese que para pasar de (8.6.10) a (8.6.11) se elimind un factor global sin ,
lo que supone que O # 0. Sin embargo si en (8.6.10) se impone que w, = 0 se
desprende que necesariamente 6 = 0.

El caso w; = 0: En este caso el disco no gira sobre su propio eje y el problema
se reduce al de un péndulo cénico estdndar. Se puede comprobar que se obtiene
un resultado equivalente al visto en (2.3.10).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



188 Patricio Cordero S.

8.7. Nocioén del momento de inercia Ip; y apli-
caciones

8.7.1. EIl concepto

Si se define 1 como el vector unitario que en cada instante apunta en la direccién
de Q, es decir,

O=0n
entonces
Loz, |Pﬁ=11pﬁn2 (8.7.1)
2 2
donde el escalar Ip 4 es
ra=n-1"1 (8.7.2)

y es el momento de inercia relativo al eje que pasa por P
y tiene direccién 1, (P, ). Por componentes es

Ipa =) mq(rh—(Fa-0)?) (8.7.3)

Es dtil notar que

(Fxi) (Fxh) = 7 (A x (Fxn)
¥ -(f—n-rn)
2 — (¥ -n)? (8.7.4) Figura 8.13: Se pue-

de establecer una senci-
lla relacion entre el mo-

lo que permite ver que otra forma de escribir el momento N
mento de inercia con

de inercia Ip 4 es respecto al punto fijo P
y con respecto al centro
Ipa =) Mq(fa x A):(Fo x A1) (8.7.5) degravedad G.
a

8.7.2. Nuevamente el teorema de Steiner

Si G es el centro de masa, el que suponemos que no estd en el eje (P,n), se
puede relacionar los momentos de inercia Ip 4 y I« donde el segundo se define
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relativo a un eje (G, n) con la misma direccién n. Si se denota por ¥ la posicién
de m, desde Py 0, la posicién desde G, y Rg es el vector de P a G

a — ﬁG + 6(1
A partir de (8.7.5) se obtiene que
Ipan = Zma(Fa X Tl)2
= ) Ma(fa x 1)’ (8.7.6)

La dltima de las sumatorias se anula debido a (2.3.24) lo que finalmente conduce a
. 2
o =Tlosn+M(Rg x ) (8.7.7)

Si G estuviese sobre el eje (P, 1), entonces Rg x 1 = 0 y ambos momentos de
inercia resultarian iguales.

EJERCICIO: Escriba la relacién (8.7.7) para dos puntos Q; y Q2 (ejes paralelos)
y reste ambas relaciones. Vea que obtiene una relacién entre lg, 4 € lg, a.

8.7.3. Ejemplos

De la expresién (8.4.4) para la matriz de inercia del

- G
cilindro con respecto a su centro de masa, 13,4, S€ o
obtiene directamente que

AZ

1

Igi = 5MR2 (8.7.8)
R?  h?

Igi = Igj=M|—+— 8.7.9

© © (4+12) (8.7.9)

donde R es el radio del cilindro y h su altura.

Para calcular la matriz con respecto a un eje paraIeIo al

eje X’ que pasa por el punto P se debe calcular Rg x 1 Figura 8.14: La matriz

., con respecto a un eje pa-
_ / _ / )
conn=1"y RG = —1Kk/, con lo cual RG xn=-0" .5 al eje X' que para por

por lo cual el punto P

R?2 h?
Ipo =Igy +ML2=M — 412
Pir=leu+ <4+12jL )
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En el limite de un disco resulta

2
g5 =Ig + ML =M (RZ + L2>

8.7.3.1. Algunos péndulos con cilindros

En el caso en que el eje que pasa por P es en la direccién j, . =j y Rg xj = Lk

por lo que
R?  h?
Ips/ =M | —+ —+12
= <4+12jL )

Un caso particular es un disco que gira en torno a un tangente horizontal tangente
al disco (L = R) en que resulta

- 3
I%‘}Cf’ = ZMRQ eje horizontal tangente al disco (8.7.10)

Figura 8.15: Se considera también un cilindro cuyo eje es horizontal y un punto P que
estd a distancia L sobre G. Se estudia el caso en que el eje de rotacion es paralelo al eje
Y’ (perpendicular al eje del cilindro y caricaturizado en el dibujo izquierdo) y el caso en
que el eje de rotacion sea paralelo al eje del cilindro y caricaturizado en la figura de la
derecha. En ambos casos el vector que va de P a G es R=-1i".

8.7.3.2. Caso especial

En el caso i = k se obtiene
R2
Ly =M <? + I_Q)
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de donde puede verse el caso particular de un disco oscilando en su propio plano
en torno a un punto en su perimetro (R = L) que arroja

3

I?}‘SE? = ZI\/[R2 punto fijo en el perimetro del disco

8.7.3.3. Un circulo como péndulo

La dindmica en casos como los anteriores, en los cuales la direccion del eje 1. de

rotacion esta fija se obtiene una ecuacién escalar a partir de {p = Tp. Primero

1

€p7ﬁ =n- Ep
=n-1"A Q
=IpaQ)
por lo cual
lpa=Tpa=Tp N (8.7.11)
P Y
z 5%&5@'\
.
7
G
X
<

Figura 8.16: Ldmina circular que se mueve como un péndulo en torno a un punto P en
su perimetro. Los ejes X' e Y' de S’ son solidarios al circulo y este gira en torno a Y'.

En el caso representado en la figura 8.16 ya se vio algo més arriba, en (8.7.10),
que I%ifj“ = %MR2 de modo que el momento angular es

5 .
lp; = ZMR2 )

Por otro lado el torque del peso es
Tp; =1 x (Mg)(i’cos ¢ + k’sind) -j = —MgRsin ¢

por lo cual
. 4
b= —5—2 sin ¢
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8.8. Problemas

8.1 Una placa cuadrada de lado a y masa total
M puede girar libremente en torno a un eje
perpendicular al plano de la figura y que pa-
sa por su vértice P (ver figura). Inicialmente
el cuadrado esta sujeto por un hilo horizontal
como indica la figura. (a) Obtenga la tensién
del hilo. (b) Si el hilo se corta obtenga la ve-
locidad angular maxima que puede alcanzar p
el sistema. (c) Obtenga la frecuencia de pe-
quenas oscilaciones en torno a su posicién de
equilibrio.

hilo a

8.2 (a) Considere una barra rigida de masa des-
preciable que tiene N masas m a distancia a
entre ellas. La barra estd apoyada en el suelo
e inicialmente en posicién vertical. Estudie el
movimiento de la barra cuando ella es leve-
mente desviada de esa posicidn. Suponga que
el roce estatico con el suelo es suficiente para
que el punto de apoyo nunca deslice. jExiste
algin momento en que

el punto de apoyo se despega del suelo? Estudie ademas el limite simultaneo
N — o0, a — 0, m — 0 tal que permanecen fijas las cantidades R = N a
y M=Nm.

(b) Resuelva ahora el caso anterior con una sola variante: el sistema tiene
dos masas diferentes m; y ms en los extremos de la barra. Responda las
mismas preguntas que antes excepto, naturalmente, la del limite.

8.3 Una escalera de masa M y largo L estd apoyada en el suelo y en una pared
vertical formado un angulo « con la pared. El coeficiente de roce estdtico
entre la escalera y las superficies de apoyo es , lo que permite que la
escalera esté estdtica. Si una persona (puntual) de masa m comienza a
subir la escalera muy lentamente, calcule hasta qué posicidon puede llegar
antes que la escalera comience a deslizar.
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8.4

8.5

8.6

8.7

Una placa rectangular de masa M, lados ay b

y espesor despreciable se hace girar con veloci-

dad angular constante Q) por un eje que pasa

por la diagonal del rectangulo. El movimien- )
to ocurre en ausencia de gravedad. Determine

las fuerzas que ejercen los soportes en cada

extremo del eje. Comente.

Sistema: un disco de densidad uniforme, radio
R y masa M y un eje de masa despreciable
que une un punto fijo de un plano horizontal
con el centro del disco. El disco gira apoyado
en el plano horizontal. (a) Determine el mo-
mento angular. (b) Determine el torque total
que actla sobre el disco.

Una barra de largo L y masa M y densidad

lineal uniforme, puede girar libremente sobre g
un eje horizontal colocado en uno de sus ex- ~N m M
tremos. En el punto medio de la barra se en- J

cuentra un anillo de masa m que tiene un coe-

ficiente de roce estatico 1 con la barra.

Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicién horizontal,
se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra forma un
angulo 7t/4 con la horizontal. Determine (a) el momento de inercia del
sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la velocidad angular y
aceleraciéon angular de la barra en el instante en que el anillo va a comenzar
a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre la barra el punto de apoyo.

Sobre una plataforma horizontal estd apoyado un aro de radio R y masa
despreciable. El aro tiene soldada una barra de masa m y largo R en la
forma que muestra la figura. El sistema se libera desde el reposo con la
barra en posicién horizontal.

(a) Determine la magnitud minima que debe tener el coeficiente de roce
estatico entre el aro y la plataforma para que el aro ruede sin resbalar desde
la posicién inicial; (b) estudie el movimiento en el caso en que el roce con
el suelo es nulo. Describa cualitativamente el movimiento del centro de
masa del sistema y calcule la velocidad angular maxima que experimenta
el sistema.
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8.8 Se tiene una especie de péndulo que consta
de una vara de masa despreciable y largo L g
que solo puede girar en un plano vertical en L
torno a un punto fijo P. En su extremo libre
la vara tiene un disco de densidad uniforme,
radio R y masa M en forma perpendicular a
la vara. El disco gira, con respecto a la vara
(ella como eje), con velocidad angular unifor-
me @. (a) Determine el momento angular del
sistema. (b) Si el sistema se suelta cuando la
vara estd vertical apuntando hacia arriba, una
ecuacion para la velocidad angular de la vara m
con respecto al angulo que ella forma con la
vertical.
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Capitulo 9

Ecuaciones de Euler-Lagrange

9.1. Principio de Hamilton

Este principio establece, en forma muy general, que la evolucién de un sistema
fisico se determina por medio de un principio variacional, el cual se basa en una
funcion—el lagrangeano—apropiada a cada sistema. Esta funciéon L contiene
informacidn sobre las variables del sistema y las fuerzas que acttan sobre él.

Para ser descrito, un sistema de N particulas que evoluciona tridimensional-
mente se necesita en principio un conjunto de 3N coordenadas x4;(t), con a =
1,2,...Nyi=1,2,3. Sin embargo se puede requerir menos. Por ejemplo, en
el caso de un péndulo de largo R, se tiene N = 1, se necesita sélo los angulos
esféricos O(t) y ¢(t). Aunque el movimiento es tridimensional, esto es, hay tres
coordenadas (x,y, z), existe una condicién

x2+y?+22—R=0 (9.1.1)

que reduce el niimero de coordenadas necesarias de tres a dos.

En lo que sigue se quiere describir un sistema de N particulas puntuales para
las cuales se necesita, en lugar de las 3N coordenadas x4, tan solo de n coor-
denadas ;. A estas dltimas se las llama coordenadas generalizadas y no tienen
porqué describir longitudes—por ejemplo pueden ser angulos. El niimero n es lo
que se denomina numero de grados de libertad del sistema. Asi, en el caso del
péndulo de mds arriba, existen solo dos coordenadas generalizada que normal-
mente se escoge que sean (i(t) = ¢(t) y g2(t) = 0(t). En este ejemplo hay,
entonces, sélo dos grado de libertad.

195
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Por lo dicho, la evolucién de un sistema de N particulas se describe por un
conjunto de n coordenadas generalizadas q¢(t) cons =1,2,...n, conn < 3N.
Suele denotarse d (t) al conjunto ordenado q1(t), qa2(t),..., gn(t),

q(t) = (ai(t), g2(t), ..., qn(t)) (9.1.2)

El principio de Hamilton establece que la evolucién dindmica—de un sistema con
n coordenadas generalizadas—desde un estado inicial d;(t;) y un estado final
qr(ty) corresponde a un extremo (minimo, maximo o punto estacionario) del
funcional de accién S [q].

La condicién de extremo se expresa matematicamente en la forma

oS
— =0 9.1.3
530 913
que, en mas detalle, significa que se deben satisfacer las n condiciones
dS oS dS
=0, =0, e =0
541 (t) 5q2(t) 5qn(t)

Genéricamente se define el funcional de accién por medio de la integral

S[q] = r L (a(t), a(t),t) dt (9.1.4)

t
de la funcién L (ﬁ, ﬁ(t),t), llamada lagrangeano.

Mas adelante se verd la forma de construir la funcién L (ﬁ(t), ﬁ(t),t) asocia-

da al sistema que se desee estudiar. Por el momento baste decir que interesa
saber para qué {(t) especifico el funcional de accién S [q] es extremo. Ese (t)
particular es “la trayectoria” del sistema en el tiempo.

A continuacién se verd las condiciones que debe cumplir el lagrangeano L para
que la integral de accién S sea extrema y se adelanta que tales condiciones se
denominan ecuaciones de Euler-Lagrange.

Sea q(t) la solucidén que se busca, es decir, S[G] es un valor extremo. Usemos
como argumento en (9.1.4) un G’(t) = q(t) + €(t) donde €(t) es una pequefia
perturbacion que se anula en los extremos:

€(t1) =&(t2) =0 (9.1.5)
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A continuacidn se usa S = S[q+&]—S [d ] que, en mas detalle, se puede escribir
en la forma

§S = Jtz [L(c‘f+§, q+¢, t)—L(q’, q. t)] dt

t

I A i o
= J [e 6J+£ aa} dt 4+ O(g7) (9.1.6)

t

Como se indica, se ha hecho una expansién hasta primer orden en € = 6q.

Pero, puesto que

i[g %]_g %_,_g i{%}
dt 0q 0q dt [aq] "’

el dltimo término en el integrando que aparece en (9.1.6) puede ser reemplazado
por una derivada total y otro término. La integral del término con la derivada

-

total < |g.2L uede calcularse trivialmente y es cero debido a (9.1.5), por
dt JF p y p

lo que se concluye que

ta
55:J g [@_ia_p} dt (9.1.7)

t

El principio de Hamilton consiste en exigir que 8S sea cero para cualquier per-
turbacién €(t) que cumpla (9.1.5), esto es, se exige que {(t) sea un punto
estacionario de la integral de accién S, lo que sélo se satisface si

aot ot (9.1.8)

Las anteriores son las ecuaciones de Euler-Lagrange En forma mdas bdsica se
escribe una ecuaciéon por cada valor del indice s.

doL oL
dtdg, 0q;’

con s=1,2,...n (9.1.9)

En la ecuacién (9.1.7) los ¢4(t) son los 6qs(t)
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Pequeio ejemplo:

Témese el caso de la clase de funciones q(t) continuas y diferenciales
tales que q(a) = c y q(b) = d. Se plantea encontrar la funcién q(t)
particular de esta clase, tal que el funcional S(q) que describe el largo—
en el plano (g, t)—desde el punto (a,c) hasta (b, d) sea minimo. En un
arco infinitesimal el arco es la hipotenusa del tridngulo con cateto paralelo
al eje X =t de largo dt y cateto paralelo al eje Y = g da largo ¢(t) dt,
esto es

b
—J V14 42(t) dt

esto es, L = \/1 + §2(t), por lo que 0L/0q = 0 mientras que 0L/0q =
q/\/1+q por Io que la ecuacién de Euler-Lagrange se reduce a
dtq 0, esto es, el largo total se minimiza cuando ¢ es constante

lo que, da

ad—bc+(c—d)t

glt) = le—d)
a—b>b

cuando se impone las condiciones de los extremos.

9.2. Lagrangeano para las ecuaciones de Newton

Para un sistema 3D de N particulas el lagrangeano para las ecuaciones de Newton

es de la forma
L=K-U (9.2.1)

donde |
=3 Y mafe, oy U=U(F) (9.2.2)

y los T en principio representan 3N coordenadas cartesianas reales. Los términos
de (9.1.9) separadamente resultan ser

doL _dok aL_ au
dtor, dtor, ¢ y -

y las ecuaciones (9.1.8) implican las ecuaciones de Newton

a _’a - T A= 2.
mg T or. (9.2.3)
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Pero si existen restricciones de la forma
fe(,...,Tan) =0, f=1,...3N—n (9.2.4)

se debe cuidar de resolver las ecuaciones respetando tales restricciones. En este
caso el sistema tiene solo n variables dindmicas independientes: Hay 3N variables
y sobre ellas hay 3N — n condiciones (9.2.4), lo que implica que hay tan solo n
grados de libertad.

Formalmente lo que suele hacerse es incorporar 3N —n nuevas variables Ag con
lo cual

L=K—U+) Agfg (9.2.5)
B
Puesto que no hay términos 7\[5 las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los
Ap son las mismas condiciones (9.2.4).
Se supondra que estas restricciones son tales que se pueden expresar en la forma

=

Ta =Talqu,..., dn;t) (9.2.6)

Tales restricciones se denominan holonémicas.

A menudo es mucho mds conveniente plantear un nuevo Lagrangeano que surge
del L original eliminando las variables originales ¥, en favor de las variables g
con lo cual se obtiene un Lagrangeano

l
l

}: g2 —u(q) (9.2.7)

wl»—‘

sin restricciones. Las ecuaciones ahora son

d oL oL

9.2.8
dtdq,  0gs ( )

En esta formulacién, el término que aparece a la derecha se denomina la “fuerza
generalizada”.

Ejemplo: El caso del péndulo plano plano se plantea originalmente con K =
™ (%x* 4+ U?) y la energia potencial es U = —mgy y la restriccién x* +y? = R?,
esto es

1
L= om (7'(2 + 92) + mgy, con la restriccién x> +y>=R? (9.2.9)
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Sin embargo resulta mejor hacer el reemplazo x = Rsinq, y = Rcosq, con lo
que se garantiza que la restriccion se satisface y se tiene

1
L= 5mR%I2 —mgRecosq (9.2.10)

la Unica ecuacién de Euler-Lagrange es

2..

mR%j = —mgRsing = §= —% sin q. | (9.2.11)
Obsérvese que la fuerza generalizada en este ejemplo es

F = “3q (—mgRcos q) = —mgRsin g

que no tiene dimensiones de fuerza. La razén es que g no tiene dimensiones de
longitud.

Una forma sencilla de obtener las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido
consiste en obtener primero su energia cinética y potencial para luego hacer uso
de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

9.2.1. Ejemplo sencillo con cuerpo rigido

El movimiento de un cuerpo rigido, ya descrito en B

el capitulo 8, tiene a lo mas seis grados de liber- . lg \
tad: tres se refieren a traslacién y pueden estar g O >
indicados por el movim_iento del centro de masa, A . PR L2 Y
esto es, descrito por Rg y otros tres que pue- Kgf p

den asociarse a la velocidad angular instantdnea
Q del cuerpo. Pero en los casos en que el cuer-
po tiene un punto fijo a un sistema inercial no X
hay dindmica de traslacién no trivial y tan solo v

interesa estudiar la rotacién del cuerpo.

Figura 9.1: Alambre semicircun-
Consideremos el caso ya visto en §2.3.3.2. de un ferencial que oscila debido a su
alambre semicircunferencial que puede oscilar en P"OP'? PE¢-

torno a su centro de curvatura. Para obtener la energia cinética se ve que la
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velocidad tangencial de cualquier elemento de masa dm es v = R&, mientras
que dm = d¢, de modo que

1 /24 M MR2
K:—J (R&)? —dp = —— &>
2 —7t/24 s 2
mientras que
/24 M 29MaR
U:gj Rcosp—ddp = 9 COoS &
—7t/24 o s 7t

esto es,
MR? 2 2MgR
2 T

L= COS &

Se puede ver que la ecuacién de Euler-Lagrange en este caso es (2.3.37).

9.2.2. Particula cargada en presencia de campo electro-
magnético

Consideremos el lagrangeano de particula de carga eléctrica e y masa m en
presencia de un campos eléctrico y magnético,

1 g
L= 5mv2 —eV(F,t)+ev-A(F t) (9.2.12)

donde V es el portencial eléctrico y A es una cantidad llamada el potenc:a/
vectorial. Estas cantidades se relacionan a los campos eléctrico E y magnético B
por medio de

a/i .

Se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange en este caso son
mr=eE+evVxB

En el caso particular en que hay tan solo campo magnético—por lo cual V es
nulo, quedando solo A—Ia ecuacién de movimiento se reduce a

=

mr=evxB
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que tiene la peculiaridad de tener al lado derecho una fuerza que depende de la
velocidad y sin embargo la energia cinética del sistema se conserva. En efecto,
si la dltima ecuacidon es multiplicada por V = 7 el lado derecho se anula y queda
que

La energia cinética se conserva. Si el campo magnético es uniforme, B = By la
trayectoria de la particula es una hélice de paso y radio constantes que se apoya
en una superficie cilindrica cuyo eje es paralelo a B,.

9.3. Problemas

9.1 Se tiene una polea (que se modela aqui como una rueda ideal sin masa ni
roces con eje horizontal fijo) en cuyo perimetro se apoya un hilo. En los
extremos del hilo cuelgan sendas particulas de masas m; y my. Determine
el lagrangeano L del sistema teniendo como datos las dos masas y la acele-
racion de gravedad, obtenga las ecuaciones de movimiento y la aceleracién
con que cae la masa mayor.

9.2 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un péndulo esférico.

9.3 Ecuaciones para el péndulo doble plano: una particula de masa m, pende
de un hilo de largo R;. El otro extremo de este hilo estd fijo a un punto
P. De la particula nace otro hilo de largo Ry en cuyo extremo hay una
particula de masa m,. Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange en el caso
en que el movimiento ocurre en un plano fijo.

9.4 Escriba el lagrangeano de un sistema vertical suelo-resorte (kq, d;)-particu-
la (m,)-resorte (kq, ds)- particula (my) en presencia de gravedad.

9.5 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un cilidro de radio R, largo
h que rueda sin deslizar por un plano inclinado (angulo «).
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