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SINTESIS

En este trabajo se propone e ilustra un método de valoracién en el caso de los bonos.
El concepio generador de precios se vincula con precios normalizados por medio de
una operacién exponencial. La derivacién de la solucién general para la ecuacion de
precios se da primero en el caso de tiempo discreto a manera de introduccidn para luego
ampliaria al caso del tiempo continuo. En la dltima seccion, se analiza ¢l no arbitraje
de oportunidades. La nola se basa en una reciente investigacién conjunta del autor
llevada a cabo con Eckhard Platen, la que generaliza la mayoria de los modelos de
valoracién vigentes en los mercados financieros (vedse Platen y Rebolledo, 1993 ¥
1994).

ABSTRACT

In this article a general method for pricing is proposed and illustrated in the case of
bonds. The concepl of price generator is connecled with normalized prices by means
of an exponential operation. The derivation of the general solution o the price equation
is given first in the case of discrete time as an introduction and then extended to the case
of continuous lime. In the last section, the no arbitrage of opportunitics is analyzed.
The note is based on a recent joint research of the author with Eckhard Platen which
generalizes most of current models of pricing in financial markets (see Platen y
Rebolledo, 1993, 1994).
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UN MODELO ESTOCASTICO PARA ASIGNAR PRECIOS DE BONOS®

Rolando Rebolledo

En este trabajo se construye un modelo general para determinar precios de
bonos, siguiendo la teoria desarrollada en Platen y Rebolledo (1993, 1994). En este
enfoque se aprovecha el formalismo de las ecuaciones diferenciales propias de la
mecdnica estocdstica, basado en seis supuestos bdsicos inspirados de la préictica y
que detallamos a continuacion.

1. LOS SUPUESTOS BASICOS

Sea P(T) = (P(T); 0 <t < T) el proceso estocdstico que nos da el precio
de un bono cuya madurez se alcanza en el tiempo 7. Vale decir, al llegar a T el
precio del bono alcanza el valor final 1. Para describir su evolucién introducimos
la tasa de retorno esperado u(T) = (1(T); 0 = t = T) y la volatilidad debida
al mercado o(7T) = (0(7), 0 =t < T).

Se acostumbra modelar la dindmica de P(7) por métodos similares a los
introducidos por Black y Scholes (1973). Sin embargo, los modelos construidos de
esta forma hasta ahora, adolecen de muiltiples fallas. Ellas tienen diversas causas.
Una, muy frecuente, consiste en suponer que tanto u(7) como o(7) son
deterministas (funciones del tiempo no aleatorias). Sin embargo, un andlisis
estadfstico de los precios reales muestra que dicha suposicion no tiene fundamento.

Otra dificultad al construir el modelo proviene del hecho de que P(T) debe
alcanzar un valor final dado. Pero, cuando se plantea una ecuacion en el estilo de
Black y Scholes (1973), es necesario fijar un valor inicial. Esto ha motivado que
varios autores intenten aproximaciones al problema mediante ecuaciones con
valores de frontera que se introducen de manera muy artificial. Este es el caso de
Ball y Torous (1983). Cabe hacer notar que la varianza del precio del bono debe
anularse al llegar a madurez, sin embargo en el modelo de los autores recién
citados ella permanece constante,

*Estudios de Economia, publicacién del Deparimento de Economia de la Facultad de Ciencias Econdmicas y
Administrativas de la Universidad de Chile, vol. 21, n" 1, junio 1994,
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Digamos entonces que los primeros supuestos bésicos en la modelacién del
precios de bonos son:

(i) La tasa de retorno esperado y la volatilidad son procesos estocasticos.

(ii) El precio del bono es estrictamente positivo y aproxima su valor final al
llegar a la madurez.

(iii) La varianza del precio se hace cero cuando se llega a la madurez.

Los tres supuestos anteriores son los que permiten establecer la ecuacion
fundamental que describe la dindmica de los precios. Enseguida, es importante
estudiar relaciones de equilibrio conectadas con otros activos. Existen diversas
nociones de equilibrio conectadas con la dindmica de los diferentes activos.
Interesa, entre otras, la expresién de no arbitraje de oportunidades. Para tal
efecto, proveemos de conceptos matematicos adaptados a la formulacion de
conceptos de no arbitraje e ilustramos su utilizacién tomando algunas definiciones
posibles de tal concepto financiero.

Asf por ejemplo, para que no haya arbitraje de oportunidades, un precio de
bono realista debiera satisfacer:

(iv) El retorno asociado a un bono que llega a madurez es igual al retorno
esperado de una cuenta de ahorro que paga continuamente l1a tasa de interés
instantdneo.

Pero ademds, bajo condiciones de no arbitraje, un modelo realista de bono
debiera dar cuenta de cambios que sobrevengan en el riesgo de la operacién. Vale
decir:

(v) Un precio de bono realista debiera considerar una medida de los cambios que
puedan sobrevenir en el riesgo. Por dltimo,

(vi) Al descontar por un bono un activo cuya tasa de retorno esperado sea igual
a la tasa de interés, debiera obtenerse un proceso con crecimiento esperado
nulo

2. LA ECUACION FUNDAMENTAL Y SU SOLUCION EXPLICITA
Para construir un modelo de precios que satisfaga los postulados (i) a (vi)
anteriores, comenzaremos por introducir algunas notaciones y convenciones usuales

en la Teorfa de Procesos Estocisticos. El precio de madurez 7 es un proceso
estocdstico P(T) = P,T); t = 0) definido sobre un espacio de probabilidad (Q, F,
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IP). Para entender el mecanismo de generacion de la ecuacion fundamental,
supongamos primero que ¢l tiempo ¢ se mueve sobre los enteros.

2.1. Deduccién de la ecuacién fundamental en el caso del tiempo discreto

Suponemos entonces que P(T) = (P(T); t € IN). La idea bdsica es que si
observamos 1o que ocurrird entre un instante dado ¢ y el tiempo de madurez 7, el
precio debe poder calcularse como su valor al alcanzar la madurez (vale decir 1)
menos el retorno esperado y menos la volatilidad que afecta el retorno por efecto
de la interaccion del mercado. En consecuencia,

T T
P,(D=1- % p(DPMD - L oDPDE,, (1)

&£ =1 & =1

donde u(7) es la tasa de retorno esperado y o(7) es el coeficiente de volatilidad.
Los términos £, suponemos que son gaussianos, independientes, de media O y
varianza 1.

Llamemos F, la familia de los sucesos que se conocen hasta el tiempo 7 (el
flujo de informacién) y por [E(./F,) la correspondiente media o esperanza
condicional, entonces p(T) y o,(T) tienen las siguientes interpretaciones:

p(T) = fE( P / F;] » (2)
P .. D - P(DY

%D = IE| [ : F|, 3

ﬂ;(T) [ P;(T) ] / 1 (3)

puesto que £, es independiente de F, y tiene media 0 y varianza 1.

La relacién (2) traduce el hecho que u(7) es la tasa de retorno esperado y (3),
que ¢°(T) es su varianza condicional.

La ecuacién fundamental (1) presenta varias particularidades importantes de
destacar. En primer lugar, si ¢+ = 7, tenemos obviamente PT) = 1, cumpliendo
el modelo con asignar al bono su valor final al llegar a la madurez. Pero la
ecuacién involucra en el tiempo ¢ < T valores que se sitian en el fituro mds alld
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de . Decimos que la ecuacién contiene términos anticipativos. Para salvar esta
dificultad, normalizamos el precio descontdndolo por su valor inicial:

P
zgn-%,a:n (4)

El precio normalizado Z(T) satisface una relacién que es mas f4cil de manejar
como veremos a continuacion.

En efecto, escribamos la ecuacién (1) parat = O:

T T
= i =

y ahora despejemos el valor 1 que aparece en (5) para reemplazarlo en (1):

T

T
P(D) = PD + T w(DPMD + T oD PDE,

T T
- pMPM - T oD PMDE,,

4=t a=y

de donde, cancelando términos en las sumas y dividiendo por P,(T), se llega
facilmente a la ecuacién que Z (7) debe satisfacer:

rP-1 =1

z,=1+ Z pMZMD+ L oMDZMDE,EsD ©)
F =

g=0

Esta vez, la ecuacién no involucra términos anticipativos. Es mds, ella puede
ser resuelta secuencialmente como sigue:

i

& = WD + o DE,, S, = T L, 65D,

F o=

Entonces la ecuacién (6) se escribe:

t-1

Zm =1+ T ZMC,, ¢ <D . @)



El proceso § lo llamaremos generador de precios. La razon de este nombre
quedar4 clara en el procedimiento de construccién de Z(T), el precio normalizado,
que ahora veremos. En primer lugar, debemos tener ZyT) = 1, luego:

Z(T) = 1
Z,(D) = 1+ ZM Hh=1+5%
Z(1 = 1+ZM &L+ 45
= (1 +&d+5)
Z,fT) - (1 + HXl + &l + o e U - & -1)-

De modo que

r-1

Zm=0 1+{),Q=<t<D, (&)

=0

es la solucién (6) y la expresion de P(7) puede ser deducida de ella, recordando
que ZJT) = LIP|(T) y Z(T) = P(T)! Py(T) parat < T.

T
PD =T (1+¢),@sD. 9)

& =1

Estudiemos un poco més la estructura de Z(T). Dado un proceso X = (X;; ¢
€ IN), introduzcamos las notaciones

r=1

AX, =X, - X,_,;e(0,= T (1+A4X),¢sD.
o

Se puede observar entonces que &(X) resuelve la ecuacién

e, =1+ T e(XAX,, (10)

&£=0

que se puede comparar con (6). Veremos que la operacin que consiste en calcular
£(X) se la podemos aplicar a cualquier proceso con tiempo discreto. Se tiene que
Z(T) = &(S), donde S es el generador de precios y § > &(5) es el mecanismo que
permite fijar los precios.
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A continuacién, veremos como se puede extender lo anterior al caso del
tiempo continuo.

2.2. La ecuacién fundamental para tiempo continuo
La principal diferencia con el caso del tiempo discreto es que las variables
¢, deben ahora ser reemplazadas por incrementos de un proceso Wiener.

Evidentemente, nuestras sumas anteriores devienen integrales y el mismo
razonamiento que nos llevé a escribir (1) nos permite deducir que

PD = 1 - [T u P s - [T o DPDAW, , (11)

donde W representa el proceso de Wiener (movimiento Browniano) que permite
modelar la aleatoriedad debido a la interaccién del mercado.

Los coeficientes u(7) y o(T) siguen teniendo la misma interpretacion que en
el caso anterior, salvo que su expresién matemdtica s un poco mds compleja:

P, , D) - PLT)
%) J'F.] , (0 20), (12)

|
= — IE
B Lo [
es la tasa de retorno esperado y su segundo momento es la volatilidad

(‘Ft-rh(n “P.(T)]’IF
PAT) ;

u,z(n = Hm IE

1
aio h

, (22 0), (13)

donde los Ifmites deben ser interpretados en probabilidad.
Asimismo, el precio normalizado debe satisfacer la ecuacién
ZM =1+ fﬂ‘ p(NZ(Dds + fn' o (NZ(NdW, , @t <D . (14)

El proceso generador de precios es en este caso

S, = [ winds + [ o DdW,, ¢ s D . (15)

Las integrales con respecto a W que aparecen en las expresiones anteriores,
son integrales estocdsticas con respecto al proceso de Wiener, cuya teorfa puede
ser consultada en Protter (1990), por ejemplo. Para no recargar el texto con
tecnicismos, supondremos que los procesos u(T) y o(T) son suficientemente
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regulares para aplicarles el cdlculo estocdstico usual (en realidad basta suponerlos
continuos y adaptados). La expresion que nos da el generador de precios también
se puede escribir en un lenguaje de diferenciales:

ds, = p(Ddt + o(DdW,,

vale decir, dS, juega el papel de ¢ del caso anterior, de la misma manera que dW,
la generalizacién de nuestro £, en el caso del tiempo discreto. Y (14) se escribe
también

Z(n =1+ fn' Z(Nyds, , @ <= T (16)

Para encontrar la solucién de esta ecuacién es necesario generalizar la
operacién ¢. En este caso corresponde a (véase por ejemplo, Planten y Rebolledo
(1994)):

o), = exp ( [ wimds + [} o maw, - 3 [ oinds ) @20 . (17)
Y se tiene
ZT) =e®, @ =z0 (18)

como en el caso del tiempo discreto.

También se acostumbra designar por [§, §] la variacién cuadrdtica del
generador de precios, 0 varianza condicional de la volatilidad acumulada, que
corresponde a la expresion

S, 81, = [ oiDas ,
de modo que ¢ también se escribe
(S) ==xp(3—%[S,S]]-

La solucién explfcita de la ecuacién fundamental para los precios (no
normalizados) es entonces

P(T) = exp ( L" p(Nds - % f" o (T)ds + f" a,(ndw,] , @20 . (19)
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Resumiendo, el resultado fundamental de esta seccion es

Teorema 1. El precio normalizado Z(T) se calcula mediante la expresion

Zn = e(5) ,

donde S es el generador de precios y &(S) se calcula segun (8) en el caso del

tiempo discreto, respectivamenie Segun (17) en el caso del tiempo continuo.

Z(T) es asf la solucion de la ecuacién (6) (resp. (14)) en el caso del tiempo
discreto (resp. en el caso del tiempo continuo).

Los precios P(T) se calculan entonces segiin (9) (tiempo discreto), 0 (19) (tiempo
continuo).

3. NO ARBITRAJE

Para discutir los conceptos de no arbitraje se introduce la noci6n de tasa de
crecimiento esperado de un proceso V = (V, ; t = 0) en la forma

D;y..um.pr_,“,,,%fz(v”,-V,;F,}. (20)

cuando el Ifmite (en probabilidad) existe.

Se acostumbra a decir que un proceso cuya tasa de retorno esperado es nula
constituye una martingala.

El concepto de no arbitraje que se introduce a tftulo de ejemplo se refiere

a un activo A4 descontado por un bono de precio normalizado Z. Diremos que no
hay arbitraje si A/Z tiene una tasa de crecimiento esperado nula, vale decir:

D;(%]=O,pamtodot, (21)

(equivalentemente, si A/Z es una martingala).
Las consecuencias que esta definicién tiene seran analizadas a continuacién.

Se verd en particular la forma que debe asumir el proceso generador de precios
funcién de determinados activos, para que no exista arbitraje de oportunidades.
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Supongamos que tenemos un activo 4 que satisface una ecuacién de la forma

dA, = wAds + o AAW, @2)

donde W’ es otro proceso de Wiener, u’ y o’ son procesos adaptados a las familias
de sucesos F,. Suponemos gue A, es un valor constante no nulo.

La ecuacién (22) es lineal y tiene por solucién
A, = AgeS), , (23)

donde S: = I; u: ds + f; u: dW. .Vale decir, A posee también un generador
como en el caso del precio Z(7).

A puede ser, por ejemplo, una cuenta de ahorros, un stock, o bien otro bono.

El siguiente resultado es una consecuencia de un resultado mds general
probado en Platen y Rebolledo (1993).

Teorema 2. Bajo las condiciones precedentes se tiene

Caso 1. Si W es independienste de W’, entonces no hay arbitraje de oportunidades
si y solo si

J: (I-'-:r - () + a,(T)z] ds =0, (24)

Caso 2. Si W = W’, entonces no hay arbitraje de oportunidades si y sélo si

[l -u @+ o, )ds+ oo, (Dds=0. @)
En el caso 1, en particular, se verificard la condicién de no arbitraje si se

tiene

u(D = u, + o7V, para todo s ,
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memmraﬁamﬁquehmadermrmmwadojmm“mjuﬂdm
A posee una tasa de retorno positiva (que es una suposicion razonable en la
préctica).

llustremos este resultado con un ejemplo importante.

Supongamos queAaunamentadeahorrmdamda interés 7
A =exp ([, d).

Entonces i/ = 7, y o, = 0, de modo que las condiciones del caso 1 del
teorema se satisfacen en particular si

B (M =1, +0, (T, 26)
y se puede ver que el término g, (TP representa una prima de retorno.
Corresponde en cierto modo a una medida de la incertidumbre asociada al retorno

que el bono produce. Con esta eleccién de la tasa de retorno esperado y si ademds
se supone que el precio inicial Py(7) es F,-mediable, se obtiene que

et (12 (o [ 1) a

que es una expresién que otros autores han obtenido con diferentes técnicas y
supuestos bésicos, para este caso particular (ver por ejemplo Platen (1993)).
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