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EXTRACTO 

El presenle trab~jo tiene dos propósitos en mente; en primer lugar, el de 
entregarle al lector no especializado en el lema una visión panorámica de lo 
que hay detrás de la teoría de catástrofe! -manteniendo d nivel matemático 
a un ni"el minimo--, y 115 consecuencias qne ha tenido 50bre la ciencia en 
general, y en scgundo lugar, mo,Jtrar cómo puede ser ntilizada cIta teoría, 
al tratar un tópico como e. el de reguladón en el sector financiero, y de 
paso, examinar cómo se podrían grnerar algunas singuLnmades. 

ABSTRACT 

Tite pregcnlo:: papa has a double purpose in ruind, on Ihe one hand, to givC' 
the non specialized reader a brief and comprehensive survey or what ca­
Ialtrophe theory really is -trying to keep malhemalics al a minimnm leve!-, 
and the consequenccs it hu had on acienee in general, and on the other hand, 
to 8how how the theory can be handled, when trealing a topie 8uch n regula­
lion in the banking lector, and thu, making evidenl how língularitiu might 
oecur. 
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F.conr,micu y AdmininnliY¡u dr la Univnllid,,/i de O>ik. 



ALGUNOS ELEMENTOS DE TEORIA DE CATASTROFES
 
UNA APLICACION*
 

Miguel Basch H. 

l. INTRüDUCCION 

Hasta la fecha, las matemallcas moderna:. eran principalmente de in­
terés para especialistas en materias abstrusas. tales como teoría de nudos o 
nrupos mondrómicos, que poco o nada dicen a un lego y, a la vez, dirigidas 
a un público bastante restringido. Aparentemente, la teoría de catástrofes 
sería una excepción. Las matemáticas, que sustentan a esta lean"a, estudian 
las singularidades que pueden tener ciertas funciones y, llegan a su culmina­
ción con el elegante teorema de clasificación de catástrofes de Thom[ l} que 
ha atraído en orden de popularidad descendente a físicos, sociólogos, estu­
diantes de asuntos urbanos y hasta a periodistas diletantcs. 

La teoría de catástrofc~ evolucionó por ctapas. CUI:"iosamcnte, Thom 
comenzó sus divagaciones entre biólogos, a quienes advirtió que, estarían 
analizando en forma incompleta y errónea, sus principales temas de interés, 
por ejemplo: embriología, morfología y biología molnular. e.H. Wadding­
ton presentó al mundo las ideas de Thom, diciendo que sólo su propia falta 
de preparación técnica, le impedía de~rrollar la teoría, en la cual el lenguaje 
de variedades diferenciales sería la forma idónea para describir la fenomeno­
logía de la biología de la evolución. 

Antes de haber descifrado el código genético usando métodos puramen­
te bioqUl'micos, numerosos matemálicos hablan tratado de resolver el pro­
blema con escaso o ningún éxito. Induso el mismo Thom había desdeñado, 
con soberbia, los esfuerz.os de muchos cientificos, cuyo campo de acción no 
incluyera expresamente el estudio de las funciones continuas: "tenemos que 
dejar a los biólogos realizar sus experimentos, si bien muy concretos, son 
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intrascendentes; ¿cómo podrían pretender resolver un problema, si ni siquie~ 

ra saben funnuhnlo?" (Tholll[2f). 

En 19721as ideas dc Thorn lograron impactar a la comunidad cÍcntlfica. 
Sus colegas matemáticos quedaron impresionados por la originalidad e imagi~ 

nación desplegadas en su libro, "ESfalJilidad Estructural y Morfogénesis"lll. 
A pesar de algunas fallas, su salida al mundo fue considerada una especie de 
revelación. Para nomhrar un <:..so, C. Zcemall estaba anonadado con la obra 
dc Thum. 'Lmto fUe su entusiasmo, que aplicl" inmediatamente esta nueva 
teoría a e.ampus tales C(lnlO la biulogÍa, snciologia, psicología y ciencias 1'0­

líricas; colocaba la teoría de catástrofes a la par con el an¡í1jsis chísico. 

Sin embargo, la recepciim de las ideas de Thom no estaba exenta de 
obstáculos. Virtualmente, ningún científico sin un int<-'rés espedfico en sin­
gularidades de funciunes continuas, había leído d libro con aJ~ún cuidado. 
El propio Zeeman era un topólogo competente de lar.l:a trayectoria. Las 
ideas presentadas en el libro estahan más allá del alcance de un matcmáLÍcn 
I.:urriente. Tan nOl/edosJ.s y revolucionarias resultaron ser estas idcas. que 
g-ran parle de la comunidad maLemátiea desconfió de la solidez de sus argu­
mentos_ Quedó entonces, en manos de los especialist'ls, la tarea de examinar 
con ojo crítico la obra de Thom. Por ejunplu.]. Gu{;kenl1eimer ohs("rvó 4ue 
la teon'a no escapaba a ciertas asperezas y problemas técnicos. Por su W.lfte, 
H.J. Sussmann y R. Zahler (1978)[3] estudiaron las aplicaciones de la tt'oría 
a la biologia y a las ciencias sociales. Sus cn"icas fueron ásperas y duras: 
en Naturc, ". >. ning-ún modelo de cat;is1rofes que hemos estudiado es 
correcto cuanrilalivamente, y las conL!usiones cualitativas frecuentemente 
son erróncas o tautol(lgicas". Sin embargo, se cuidaron mudlO de no ~ltacar 

a Thom en forma directa, al menos en el terreno matem;Í(Íco, dondc su repu­
tación era inta{;hablc. Hay que cunsider.:tr que Thl)m se hizo mej"(:Ct~dor de la 
"f\.1edalla Fidds", máximo premio qlle puede aspirar obtentr un matelll,üico; 
además. fue admitido con honores, a la Academia Francesa. 

En esta controversia, que surgió en torno a la teoría de catástrofes, hubo 
lantl)S detractorcs I.:<lmo defensores. ~'1uchlls matcln,ítieos vieron una excnsa 
en esta pulémica para no seguir inteliorizándose en la teoría. Algunos que 
no habl'an participado ,tcLivamente en la disputa rccollocieron que su silencio 
había evidenciado un sutil semido de aulvconscrvaciún. Los m<.Ís apenados, 
al parecer, fueron los eienlÍstas sueiales, que habian visto en I;¡ tcorÍa de ca· 
tástrofes una g-ran 0plHtunidad para cuantificar sus teorías. 

2. ASPECTOS MATEMATICOS[4] 

La teorla de catástrofes está íntimamente lig¡HIa a la fallla de las mate­
máticas denominada topología diferelKial. Por topología, en Lerminos h'TUC­



sos, se entiende una especie de geometría de las formas. En ella. predominan 
las transformaciones continuas. En topologia diferencial, tal como en geo· 
metría diferencial,juega un rol importante el cálculo diferencial. 

En topolog:la se estudian funciones de varias variables definidas en es· 
pacios más abstractos que el plano usual. Gran parte del análisis toma lugar 
en lo que se llaman variedades (manifolds). Estas, son an<ÍJo~as a una super­
ficie corriente pero de más dimensiones; por ejemplo, una curva diferencia­
ble es una variedad unidimensional. Las propieclades de estas variedades se 
describen, más que nada, localmentc. Para cualquier punto sobre una varie· 
dad de dimensión n, existe una vecindad de éste que es homeomórfica al in­
terior de una esfera euclidiana de n dimensiones. En general, entre dos varie­
dades existen muchas transformaciones (funciones) continuas; si, en parti­
cular, para una detenninaria función y su inverso ambas son diferenciablcs, 
entonces tenemos un difeomorfismo. El tema central de topología diferen· 
eial es la relación entre variedades y difeomorfismos. El meollo de la teoría, 
corresponde a aquellas propiedades que permanecen invariantes ante un di­
fcomorfismo. 

A pesar de lo abstracto que parece ser la topología diferencial, ésta uti­
liza conceptos que están ya presentes en la teoria de las ecuaciones diferen­
ciales ordinarias. En esta última, dada una ecuacibn dx/dt = F(x, t), la in­
cógnita es una función _x_o de L Para la gran mayoría de ecuaciones, no 
hay soluciones que se deriven analúicamentc. Casi siempre el matemático 
tendrá que recurrir a una computadora. La teoría culmina con la demostra· 
ción clásica en donde se muestra que existen su luciones a tales ecuaciones y, 
que éstas 50n únicas. 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias también son objetos geo­
métricos. Este fue el descubrimiento de Poincaré y Lyapunov. Se en· 
tiende, por estado de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
dXi/dt = Fi(xi' t), i = 1,2 .... , n, al menor conjunto de números que se re· 
quiere en to, para predecir en forma un (vaca la trayectoria del sistema más 
allá de tOo Para esto se precisan n+ 1 números. Por lo tanto, cl espacio de 
fases rara este sistem,l es Rn+ 1; Y al definir un campo vectorial f sobre 
Rn+ ,tenemos que éSle,junto a su espacio de fases forman un sistema diná· 
mIco. 

La íntcrrelación que existe, entre la topología diferencial y los aspectos 
cualitativos de la teoría de ccuacioues diferenciales ordinarias, sólo reciente­
mente ha quedado clara. Poincaré hab:la concebido las eeuaciones difereu· 
ciales en términos de flujos y trayectorias. Sin embargo, no clarificó ciertos 
aspeetos Reométricos de la teon'a; por ejemplo. ¿qué estructura topológica, 
induce sobre su espacio de fases, ulla familia de ecuaciones diferenciales or­



dinarias? La introducción de estructuras topológicas en la teoría de ecuacio~ 

nes diferenciales ordinarias, correspondió a un esfuerzo colectivo, en el que 
participarvn notables matemáticos tales como: Morse, Whitllq', Milnor, el 
propio Thom, Smale, Peixoto, recientemente Kupka, WiIliams, Anosov y 
Arnul'd, 

Como teoría matemática, la lcorla de catástl"Ofes esta llltim.uncnte li­
~,Ida al estudio de las singularidades de lransformaciolles continuas (suaves). 
También puede ser concebida en forma menos ri~uro;;a, Colllo un conjunto 
de conceplos matemáticos sueltos; para un filúsofo de la cicncia, correspon· 
de a un cierto punlO de vista que aparece en modelos de biologí,( leÍlrica, por 
ejemplo. El teorema de Thum nos provee con una elegantc cJasificaóún de 
singularidades de ciertas transformaciones "suaves", hasta el punto en que ya 
no es posible seguir haciendo más clasificaciones. Dicho esLO, hay que agre­
¡;:ar que el teorema es profundo y sutil, comparable al leorem¡1 índice de 
Aliyah-Sin¡;:er en análisis. A pesar que se asocia el nomhre de Thom con el 
leorerml en forma honorífica, la primera demostraciÍJn rigurosa fuc d'.1Ja por 
J. Mathn, basándose en ellrabajo de ~lalgran,~e. 

El contexto más general en 4ue se desarrolla la leon'a, está dado por el 

espacio de todas las transformaciones suaves entre yariedaJes. El problema de 
clasificación de singularidades es demasiado complejo para ser analizado en 
espacios de tal maRIlitud. La" patolo/-,'úls locales son muchas como para no 
dificultar este estudio. Como estrategia g:eneral. los topúlogos prclrndcll es, 
tudiar sólo las funciones genéricas. El conceplu dc ~el\eric¡dad,es tú asocia­
do a "la gran mayoria de los casos". 

E.I caso mas sencillo lo cl)nstituye la teoría de r-lorse. Se dice qlle un 
punlo singular de una función f: R n .,. R es no degener:¡do si la ma lriz th: las 
derivadas parciales segundas (Hessiano) de r evaluada en eSlc punto, es inver· 
tibIe. Sobre variedades compactas, la teoría oc Morse pron:e un análisis de 
a4uellas funciones cuyos puntos singulares son no de~cnerados" Todo el 
análisis es de carácter loca!. Si los puntos singulares de una cierta función 
dada f, son no degenerados, entonccs, los puntos singulares de cualquier run­
ciún g cercana a f, también serán no degenerados. De esta m,lllen, la estruc­
tura de tales funciones, en lo que a singularidades respecta, cslará completa. 
mente determinada por bs condiciunes de de¡;:eneraciún ele cualquiera de 
est~¡s funciones. Todo esto determina un conjunto sobre variedades comparo 
l,(S que es abierto y denso y, por tanto, genérico, El problellla de clasifica· 
ción, para transformaciones suaves sobre variedades nllnpactas, ("drl'ce de in· 
terés si sólo se considera este conjunto de funciones ,l{cnrricas. 

El caso general es eonsidcmblcmente más nllllplicaJo. El (>bjeto" cslu­
diar sigue siendo el espacio de transformaciones suaves, F¡: U -+ R, dO)lde U y 



R son variedades cualesquiera_ Mather (1973)[ 41 ha estudiado este caso con 
mucho éxito. Aparccen ciertas consideraciones de estabilidad v las funciones 
genéricas quedan relaciunadas cun problemas de ciimensionaiidad. En esta 
teorla, las funciones genéricas son aquellas que son estables en el sentido Ca::. 
Para estabilidad CO. las transformaciones eswblcs sun Kcnéricas parJ. vuieda" 
dc.\ arbitrarias U y R, eu donde ti es compacto_ Esto se parece a la teoria 
de J'lJorse, F.n el caso Ca::, ha-,"' una interrelaei{JIl entre estabilidad y condicio­
nes de no dcgencracion. Como uno podría esperar, las transformaciones 
estahlt:s son tales que sus puntos singulares son diferentes y no de~ene. 

radas. 

Le COITDpOIU.1iú a Sussmann formalizar la relación t'xistente entre las 
teurlas de Morsc y Malher. Las singularidades de transformaciones waves. 
estarian determinadas por dos entes abstractos: por una parte, un sistema di· 
námico (N, V). en donde N es una variedad que conforma d espacio de fases 
y V un campo vectorial, y por otra, una transformación F : N + P, en que P 
es una variedad. Esta me'l,da de transformaciones sobre variedades y siste" 
mas dinámicos, deja entrCVlT las relaciones qu~ tiene b teoría de catáslrofes, 
tanto con topologÍi.l difcrenciJ..1 como con la leorla abstracta de ecuaciones 
d ifcrcndales ordinariasl fi J. 

Se intuye la presencia de cat:btrofes al considerar sin¡{ularídades 
degeneradas. Sea nuevamente f una transformación suave con vJ..1ores reales, 
Una catástrofe en f, en términos gruesos, es una especie de ¡!;r:.ln singularidad 
que hace su aparición cuando f forma parte de una f::amili::a de funciones 
próximas a ésta -sea ésta H-. La sin¡{ularidad irrumpe, cuando el número de 
pu~to, extremos ~e H c~mbi:l abrupl;lflIClllC, al variar cie~t:)s parámetros 'jrle 
defmen a H. ASJ, por eJcmplo, clllumero dc puntos mIn¡rTlOS de fa == X' -­

ax cambia bruscamente al variar el par,ímetro a desde 1 a -1. Las funcio­
nes dI.' Morse sobre ... ariedadcs compactas .\OlJll laks que, cualquier función 
suficientemente cercana a unJ. funóón de Morsc f, cxhibirá singularidades no 
degeneradas. si f también las exhibe. Dicho en oLras palahras, cualquier fun· 
<.:iún cercana a f, tiene la misma cantidad de PUIILlJS mínimos que f. Funcio­
nes con singularidades no degeneradas. 110 tendrán por lo tanlo una catás­
trofe. 

Para una funei¡'ln dada r, con puntos c[{ticos degenerados, la inmersión 
de f en una f;)milia de funciones F ' definida por algún parámetro e, es un c 
concepto muy importante. Es esl .. inmersión. la que hace qUl' tales funcin· 
nes inestahlcs s('an tratables maLemáticamente, La inmersión también le da 
una connotaó('ll1 física al modelo, por cuanlo, la familia de funciones se ori­
gina bajo la influencia de un campo vectorial sobre una variedad. Al filial, 
los campos vectoriales se traducen en ecuaciOfi(.'S diferenciales y son estas 
ecuaciones ti íferenciales las que le dan una estructura ma temática a al¡{ún fenó­



meno físico. Las inmersiones más conspicuas en la teoría de ClllOlll SOl\ aquellas 
denominadas desdoblamientos o pliegues. Ademas se denomina germen de f, 
a todas aquellas funeiones g que coinciden localmente con una función f 
dada, cerca de un punto x. Siguiendo a CaHahan (7], [81. podemos decir que 
las catástrofes están fijadas por: (i) el germen de una [unción real suave f. 
en un punto singular degenerado y (ii) el desdoblamiento de r. 

Tomado estrictamente como una crl'ación malcmá.tiea, la teoria de ca· 
tástrofes coincide con el teorema de Thom y éstc se refiere a la clasificación 
de singularidades de transformaciones suaves. La eomplejid<.Ld dd leo rema 
radica en que las singularidades ocurren en familias de funciones, par<LlIIelri­
zadas por variables exógenas. 

El teorema de Thom queda mejor ilustrado al considerar Un'.l dimensio­
nalidad pequeña. Considérese una función suave f, definid;) en un espacio 
unidimensional X, y que esté paramelriLada por dos parámetros a y b, pene­
nr-cientes a un espacio bidimensioual C. Sea M una superficie fijada por los 
valores de equilibrio de e, dados por aflax = 0, en qUl' x es coodenarlade 
X. De aquí Ouye que M es una superficie suave sobre C x X. Las únicas sin· 
gularidades posibles en la proyección de M sobre C, se¡'¡;Ítn Thom, son las ca· 
tástrofes elementales llamadas dobleces y cúspides. 

Zeeman llama a C el espacio de control y, X el espacio conduetual. 
Olros prefieren hablar de variables internas y externas. Como sea, al lnlnl­
ducir el teorema de Thum, el ejemplo nos muestra a R 3 tal como se vería 
desde lo alto: el espacio de control queda proyectado en la base, y la varie· 
dad M hace las veces de carpa circense sobre la parte central de C, que queda 
dividida en capas por medio de un pliegue. 

3. UN POCO DE FILOSOFIA CATASTROFICA 

Vista desde afuera, la teoría de catástrofes nos parCl"e algo nebuloso c 
incierto. Por un lado, esta todo el aparataje matemático, que llega a su cul­
minación con el teorema de Thom y, desde otra perspectiva, l:xisle la teoría 
de catástrofes aplicada que tanta controversia ha cau~~Hlo en biología, física 
y al¡"'l..Illas ciencias sociales. 

Tham comienza su trabajo en teorla de catástrofes como un biólogo, 
preocupado por los misterios que conllevan las fomlas. Según él, I;¡ visión 
del mundo que tiene una persona moderna ya sufre de un sesgo inevitable 
que conduce a una corrupción intelel.:lual. Los conceptos poderosos y ahs­
tractos de la física contempóranea se han encargado de llevar los esquemas 
reduccjonistas a un extremo. Tan inmersas están las personas en estos plan­
teamientos que, ahora, frente ,1 procesos reales y tangibles, es necesario reali­



zar un acto de percepción ereatíva para aprehenderlos en toda su dimensión, 
Para Thom, los sistemas biológicos no son solamente bioquímica dísfrazada; 
tanto el yak como una lombriz existen como formas geométricas. Sus vidds 
pueden ser descritas como la suma de sus propios curtes transvt':rsaies en el 
ticmpo. Tales arcos evidentemente presentan discontinuidades, siendo las 
más notorias aquellas que se producen al nacer y morir. 

El objetivo de Thom es el de generar una teoría de morfologÍa o de la 

(arma. El cambio dt': las estructuras biológicas aparece en lal teoría como un 
aspecto geométrico. El conceplo de forma aparece relacionado a la idea de 
estabilidad; lo que tiene (onna necesariamente es estable. Las inestabilida­
des aparecen cuando colapsan las simetrías; sin embargo, las inestabilidades 
pueden ser estables también, de tal manera que el colapso de estructuras es­
tables reaparece en [a naturaleza como cambios en la morfología. Adem~is, 

las formas mismas están dominadas por sus singularidades, ya r¡ue la es­
tructura de la singularidad es la que marca el comportamiento de aquell:ts. 
Esto sugiere claramente la inOuencia de Riemann, para quien lo importante 
de Una fundón son sus puntos sinRulares. 

Para los fúieos, las leon'as fenomenológit:as súlo escudriña.n la superfi­
cie de las cosas; además han tenido connotaciones pryorativas para referirse 
a teorías que sólo apelan a la evidencia empírica siu tener un marco eoncep­
lual teórico que la desarrolle. Thom[ 2) no sólo acepta la pL,.spectiva fenome­
nológica, sino que además la avala como un principio filo5t·,fico. "El hecho 
de <"jue' podamos construir una teorÍa puramente geométrica de morr(l~éne· 

.'lis, que sea independiente del substrato de formas y de las fuerzas que las 
LTeaWn, parece difícil de creer". Tal es la teoría que crea Thom, con una 
línea de pensamiento que nos hace recordar a HerJdito. 

Una pelota de fúthol y una naranja tienen formas similares, amhas snn 
esféricas. Al notar que ambas son redondas y lienen superficies rugosas, un 
matcmatíco interesado sól() en la cstrUcllJfa geométrica, podría conduir que 
ambas son nutritivas. Esto sugiere para Sussmann <"jue las clasiFicaciones fe­
nomenológicas adol~c:cn de un error, para él " .. _la ciencia comienza cuando 
es desechado cualquier parecido superFicial como principal LTiterio de clasi­
ficación de fenómenos y, toma en su lugar, el análisis de la estructura del me­
canismo'·. Este es c11.lUlIlo de vista ortodoxo, ¿pero quién detcTTIlina lo que 
es superficial? Si Ltnto las pelotas de fútbol como las naranjas tienen es­
tructuras radicalmente direrentes entre sí, ¿cómo es que tiem:n formas tan 
parecidas? Esta no es una pregunta de fácil respuesta, nos responde T!JulIl. 

El objetivo último de Thnm, es el de construir una teoría que sintetice 
todo tipo de información puramente local en un modelo glollal, y que éSle 
provea una descripción del espacio de objetivos obsenlablcs, el campo vecto­



rial que Jo gobierna y el conjunto de catástrofes. Lo que está su~iriendo 

Thom, es que la diferencia entre estados microscópicos y macroscópicos 
de un sistema, puede ser reemplazado eventualmente por la distinción entre 
propiedades locales y globales de un sistema. El físico enfatiza un análisis 
hacia lo pequeño; Thom hacia la totalidad. 

Un punto medular de la teoría de Thom es el eoncepto de estabilidad 
estructural. El lo introduce para clarificar qué significa ser un objeto, desde 
un punto de vista científico. Después de todo, éste es el fin que busca 
Thom. De alguna manera, al leerlo, aparecen reminiscencias kantianas, o 
berkelianas, en el sentido de que los objetos fisicos no podTl'an ser percibi­
dos por nosotros (los observadores) si es que no fuesen estables. No hay 
nadie más apropiado que el propio maestroll] para trdnsmitir este concepto: 

"Retomemos a la idea fundamental, la de estabilidad estructural; como 
dijimos anteriormente, el universo no es un caos y, por lo tanto, podemos 
observar una secnencia de formas típicas a las que damos nombres. Sin em­
bargo, debemos tomar en consideración las condiciones en que toma lugar 
la observación científica. El experimentador no puede observar todo el uni­
verso a la vez; está obligado por sus experimentos y observaciones a aislar 
un subsistema S, que es relativamente independiente del rcsto del universo. 
En la práctica, él aisla y observa a S en una cierta caja B, cuyas caracteristi­
cas geométricas e instrumentos de medición adheridos a ella, están determi­
nados por él. Luego, se pone a S en un cierto estado a, que está definido por 
un cierto proceso de preparación, es decir, la modalidad con que se comple­
ta la caja B está descrita de la forma más precisa posible. Luego de haher 
especificado el estado a, el experimentador observa o testca el contenido de 
B, después de un cierto tiempo de la preparación de a. Cada experimentador 
espera que, si se realiza el mismo experimento, en otro lugar yen otro mo­
mento, con una caja B' que se obtiene de B a partir del grupo de Galileo G y, 
con la misma preparación que se usó para el estado a, se nhserva:rán los mis­
mos fenómenos dentro de un cierto margen de error experimental; sin esta 
esperanza todo sería en vano. Sin embargo, cualquier tipo de medidas que 
se tome para aislar a S, serán insuficientes para eliminar completamente las 
interacciones entre S y el medio que lo rodea; además, las condiciones que 
describen el proceso de preparación no pueden ser llevadas a cabo con abso­
lula exactitud. Inevitablemente, estas diferencia::; iniciales no pueden sino 
perturbar la evolución ideal del sistema. Por ende, se pueden esperar resul­
tados aproximadamente parecidos -eqnivalentes bajo G -, después de supo­
ner implícitamente que la evolución de S desde el estado a, es estable en tér­
minos cualitativos, por lo menos, en lo que se reClere a perturbaciones del 
estado inicial e interacciones con el medio externo. De esta manera, la hi­
pótesis de estabilidad estructural en los procesos científicos aislados, está 
implícita en toda observación científica", 



4. UNA APLlCACION 

La aplicación que se dará de la teoría de catástrofes será a la leoria mo­
derna de finanzas, en particular al problema concerniente a la falencia de 
instituciones financier~s. Se puede mustrar que, efectivamente. bajo dertas 
condiciones, existen interacciones entre reguladores del sistema financie­
ro, la administración de éste y los depositantes que resultan en un compor­
tamiento catastrófico en el sentido de la teoría de Thom. 

En el modelo quc se desarrollará, se considera un sistema que consiste 
de los siguientes grupos de agentes económicos: administración de la entidad 
financiera, agcntes reguladores y los depositantes. La variable dependiente 
que se desea explicar es la probabilidad de falencia o de quiebra de la institu­
ción. Para desarrollar el modelo, suponemos que existen ciertas imperfec­
ciones de mercado, tales que existe un costo creciente al endeudamiento, 
para una empresa que desee financiarse vía emisión de dCtlda. De esta mane­
ra, si C represcnta los costos por imperfecciones de mercado para una cierta 
empu.'sa, por peso de deuda emitida, entom:es: 

c ~ C(B); aC¡aB > O, 

en que B es el valor de mercado de la dcuda de la empresa. 

El otro par<imetro que usará el modelo, está definido a través de la va­
rianza de los dcpósitos que enfrenta la institución financiera. Suponemos 
que éste atrae a una detenninada clientela de depositantes que están identifi­
cados por una determinada desviación estandar o de sus depósitos. El 
banco o enLidad fmanciera no tiene control sobre o, pues éste está afectado 
por el nivel de confianza 1], que tiene el público de la institución. Por tanto, 
o = o{1]). Este efecto clientela, afectará al banco identificándolo en una 
cierta clase de riesgo 0'; asi finalmente, la relación entre O' y o será del tipo 
a = ala) = atar,)). 

La posibilidad de una catástrofe, surge como consecuencia de un con­
flicto entrc los agentcs reguladores dcl sistema financiero y el grupo de depo­
sitantes. Se supone[9j que, los reguladores consideran que los costos socia­
les, que involucra una falencia financiera, son superiores a los costos en que 
incurre el sector privado, de allí que exista un sistema regulador. Conse­
cuentemente, las reWIlaciones tienden a imponer ciertas restricciones, en la 
forma de enca.ies y/o seguros de dep(lsitos, con el rin de minimizar la proba­
bilidad de quiebra y por lo tanto también los costos sociales. A pesar que los 
deposilantes prefieren tener regulación a no tenerla, para así evitar su posi­
ble quiebra personal, lIeg-a un momento en que el subsidio hacia los deposi­
tantes disminuye mi~ntras mayor sea la regulación. Esto ocurre, pues parte 



del peso de la reguhlt::i(')n es ahsorhido ahora por los depositantes, en la forma 
de mayores comisiones por servicios prestados y/o menores tasas de capta­
ción. El conOicto surfle cada vez quc los costos privados de quiebra son me, 
nares que los sociales, Como los reW-1ladores actúan para disminuir estos cos­
tos. habrá un incentivo para que los depositantes retiren sus fondos y los in­
\'iertan en otros instrumentos financieros más rentables. 

Para implementar el modelo que conducirá a una quiebra catastrófica, 
definimos las sig-uientes variables estocásticas: 

D = depósitos netos, como ingTesos al banco. 

F. C. ~-= flujos de caja netos, que ingresan por concep1o de intereses y liqui­
dación de ac1i\'os. 

x ~ F. e + D 

Supongamos que el l:,l,'Teso de depélsitos ne10s e_s mayor que el flujo de 
caja que ingresa a la institucÍl',n financiera; es decir X ~ O. Para impedir la 
quiehra, el banco h;.¡rá uso de sus reservas de capital K. Hahrá falencia sólo 

-X>K 

De esta relación se desprende que a menor K, m;.¡yor es la probabilidad 
de faJencia financiera para un nivel cualquiera de X. Así, si definimos la ra· 
z,',n de capital-depósito como k = -K/D, esta probabilidad de quiebra queda 
expresada por: 

probabilidad de quiebra = Prob(x ...;;; k) 

cn que x = X/D 

En el modelo se supone que el banco posee dos variables de control que 
le permiten determinar el nivel deseado de quiehra 'n'". Estos son, por una par­
te, la ciase de riesgo a que elige la entidad y. por otra, la razém k. Por lo 
tanto, 

'n'" = r(o:. k) con. 

arraa> o. arrak > O. 

Por el momento, no hemos considerado en nuestro modelo. la influen­
Cia que tiene el medio regulador en el sistema rinanciero. Es1e interviene con 



el objetivo de facilitar el rol de intermediación en el mercado. Como tal, se 
preocupa de la probabilidad de quiebra 11" como también de la calidad de los 
activos que posee un determinado banco. Así, parece razonable en primera 
instancia, pensar que la función reguladora R depende de Q' y 11'. Aún más, se 
supondrá que para un a dado, a mayor 11' percibido, mayor es la probabilidad 
de regulación. Asismismo, para cualquier nivel de 11', mientras mayor sea la 
clase de riesgo a a que está sujeta el banco, también habrá más regulación. 
De esta manera, aparecen interactuando simultáneamente, dos grupos de in­
fluencia diferentes: la administración del banco y los agentes reguladores. 

Hasta este momento, tenemos una interacción dinámica en que la ad­
ministraci6n elige, de acuerdo a sus propias preferencias, una cierta combi­
nación de a y k, basada en consideraciones de rentabilidad privada, que tiene 
asociada una cierta probabilidad de quiebra. Mientras mayor sea este 11', ma­
yor será la regulación cuyo fin será reducir 11', a un nivel que sea aceptable so· 
cialmente. De esta manera, se llegará a nuevos valores de k y a. El nivel de 
equilibrio dependerá de la forma funcional de f y R: 

11' = f(a,k) -- R(a,1I'), con 

aR/aa> O, aR/ao > O 

Para completar el cuadro, se introducirá en el modelo, el efecto que tic· 
ne una variación en el nivel de confianza hacia la banca, por parte de los de­
positantes. Es razonable suponer que éstos, pasarán por una crisis de con­
fianza hacia las instituciones financieras, mientras mayor sea la clase de ries· 
go a las que pertenecen. También es válido suponer que, a mayor prubahili­
dad de quil'bra percibida (1I'l'), mayor Sl'rd esta crisis. Por lo tanto, si defini· 
mas una funci6n D que representa la crisis de confianza de los depositantes 
hacia la banca, ésta dependerá en primera instancia de a y 11' (ver nota 1). 

Así tenemos, 

D = D(a,1I') con, 

3D/aa > O, aD/ao > O 

Supondremos además que la interacción final de los tres agentes está da­
da por: 

o ~ [(a,k) - R(a,o) + D(a,o) (1) , 

J En <esuicto rigllr R dt::penM d~ ,/ -probabiliuad de quiebra <'Jperada por d grupo rqrJIadm. En pri 
me"" aproltima<-;ón, suporw:1r..m"s qU~ "r rS n¡imado por Ir. bajo la hipOte.i. de comportamienlo eS­

tacionario de Ju ~ariabl"5 m jurl':o. 
l~:J moddo ha .ido cun'lruid" e-,-profrso ...n furma aditiva, .lilo atendirndo ... motivo. dr rimplidd..d. 



El pró.l(lmo paso, es averiguar bajo qué nmuicioncs se prouuce un como 
portamiento catastrófico. Thom demostró que para el caso de dos variables 
de control (a y k) Y una variable de estado (1f), sólo se produce una catástro­
re en el sistema desnilo por (1), si éste es el resultado de una función poten­
cial cuártica en 71": 

en donde A, [J, e, D y E sun funciones suaves de a y k, 

El equilibrio del sistema está dado por: 

(2) 

yel conjunto de valores a, k y 11" que satisfacen (2), está dado por la rebción 
( I ). 

Para simplificar el tratamiento matemático del problema, supont.:mos 
que en cllímitc de 1f .... 0, cetcris paribus, bs funciones de re~lación y crisis 
de confianza son nulas, lo mismo quc sus deri~'adas parciales, cs decir: 

R(a, O) ~ D(a,O) ~ aR(a,O)/a~ ~ aIl(a,O)/a~ ~ O 

Como (1) cs una relaci"1Il cúbica en 1f, Y usando el teorema de prepara­
ción de \Veierstrass-Malgrange, podemos expresar a R y D de la siguiente ma­
nera: 

R (0',71") '=' r l (O')1f2 + r2(a)1f 3 

D (0',71") = el I (a)1f2 -1- d2(O')7I"3 

Si adcmás sUpollemo.s que r1' r2' d I Y d 2 son lineales en a, enlonces: 

R (0',71") '=' r]m¡"2 + r2m¡"3 

D (0',71") '=' d l a1f2 + d2O'1f 3, en qlll" 

r 1, r2' d! y d 2 son consLantes positivas, ya que requerimos que aR¡a7l" y 
aD¡a7l" sean positivos. Finalmente. la relación (1) queda: 

Podemos simplirit.:ar esta relación, definiendo: 



a=1"2- d2 y b=dl-rl 

As! (1) se transforma en: 

b 3 ab2 b b 
aa(~ ~. -) + (1 - --)(~ - -) ~ f(a, k) - - + 

301. 301. 301. 301. 

~ h(a, k) (3 ) 

Podemos sintetizar aún más esta expresióJ'l, transformando linealmentt: 
la probabilidad de quiebra 1r: 

11"' = 1'1" - b/3a 

Finalmente llegamos a: 

1 ab2 b(a,k,a,b) 
-(1--~)~'~ ~ j(a, k) 
na 301. 

y si además definimos: 

1 ab2 
c= - - (1 - ---), queda:
 

aa 3a
 

(4 ) 

La expresión (4), es [a que obtiene Thom para su catástrofe elemental, 
denominada cúspide. Ahora bien, el conjunto de catástrofes en el espacio de 
parámetros a, k se obtiene derivando (4): 

(5) 

Por lantu, una de las condiciones para que ocurra una catástrofe de cús­
pide es que, c > O. Reemplazando (5) en (4) obtencmoii, 

Se puedc estudiar el fenómeno catastrÍlfico en el ¡Hano cr,k como tam­
bién en el plano j, c que es más simple. El origen de la cúspide esL:Í. en el 
punto o: = 3a/b2; de aqu{ fluye que a> O para asegurar que lI" > Oya> o. 
Además para que haya una catástrofe en el punto j = c oc-:: O es necesariu 
que b> O (este punto se ohlicllc derivando (5) r exigiendo que 'Ir > O). 



Entonces, en el plano j, c, podemos expresar el conjunto de catástrofes K, a 
través de la relación, 

(6) 

Esta rdaóón se obtiene, despejando 71' de (4) y (5) 

Podemos sintetizar lo obtenido hastiJ ahora. Las relaóones de catástro· 
fes dadas por (6), que corresponden a una cierta dinámica, en algún sentido 
crítica, entre agentes reguladores, depositantes e instiLul-jones financieras, 
Ouyen de los puntos de equilibrio de una función de po tendal V(o:, k; 7J). 
Esta se obLiene intebrrando (2); en [unción de los parámetros j y c, la [unción 
potencial tiene la sig-uiente l'epresenL].eibn: 

(7) 

Los puntos de equilibrio, dados por (2), corresponden a lo que llamó 
Thom la variedad eonductual (behaviour mamfold), que es justamente la re­
lación (4): 

eü, c, 71') -= (7J,)3 - j . - e71' = O 

En la figum 1 aparecen las furmas que puede tomar la función poten­
cial de distintas regiones del plano j, c. En la zona III hay tres puntos 7J' para 
los cuales hay pendiente ccro, con dos mínimos estables y un máximo inesta­
ble. Esto indica qoe en esta región, dentro de la cUIva K,la variedad conduc­
tual M (que es un suhconjunto de R 3) tiene tres ramas topológicamente di­
rcrentes, dos aLrayentcs y una rama repelente enlre ellas. 

Por sobre la curva K, los puntos correspondientes en la variedad con­
riuctual M, eSLán sobre el pliegue F, dado por: 

F ~ (ü, e, .') , ~("12 - e ~ O) (8) 

Comparando con (6), vernos que bajo la proyección, 

~u, e, .') ~ U, e) 

la jma~en de la CUfva de desdoblamienl0 F, esjustamenle el conjunto de ca­
tíÍstrofes K: ¡J;(F) = K. 

En la figura 2, podemos vislumhrar las catástrofes, imaginando trayec­
tenias en el espacio de parámetros j, c que cruzan K. Por ejemplo T l' cruza 
K y cntra en la región interior que tiene tres ramas subrl- ella, siendo la tra­



yectoria correspondiente sobre M, la OJIVa TI. Esta permanece en la rama 
a.trayente inferior, hasta que llega al pliegue F, donde por la dinámica del sis­
lema salta bruscamente a la rama superior. Es aquí cuando ocurre un evento 
catastrófico; ha habido una discontinuidad en el comportamiento de equili­
brio del sistema. En forma análoga, la trayectoria T 2 sobre e da ori~en a 
T~ sobre M, que comienza a partir de un único punto mínimo en la rama 
superior. Al atravesar K, el punto correspondiente sobre T~ liega a F donde 
abruptamente cae a la rama. inferior; nuevamente ha ocurrido una catástrofe. 

Un aspecto que es importante recalcar es que las trayectorias sobre M 
están basadas, en última instancia, en la relación (2). Es decir, la dinámica in­
terna del sistema no aparece en la figura 2¡ lo que sí aparece es el equilibrio 
móvil controlado por un punto también móvil, que corresponde a la dinámi­
ca externa en el espacio de parámetros (la terminología es de Thom). Sin 
embargo, debe quedar claro que la. dinámica interna, dada por (2), explic.d 
el movimiento del punto de equilibrio. En términos rigurosos, el punto 
1f(t) permanece siempre cerca de la rama atrayente, sobre una trayectoria que 
es perturbada sin cesar por el movimiento del parámetro en cUestión. 

A continuación, se dará una breve reseña de los aspectos relevantes de la 
dinámic.d externa del sistema financiero con sus interacciones (la discusión 
sigue la de T. Ho y A. Saunders[lOJ). Comencemos discutiendo sobre las 
funciones de regulación financiera y de crisis de confianza de los depositan­
tes. Ha.bíamos visto que una condiciún necesaria para la existencia de catás­
trofes, era que a, b > O. Esto implica que los efectos de confianza de los de­
positautes dominan a las de regulaci¡m, para valores bajos de 1f; pero para ni­
veles ahos de probabilidad de quiebra sucede lo conlrario (R > D). Esto es 
razonable, ya que los agentes reguladores no mucstran mayor interés por los 
bancos si es que no muestran señales de falencia financiera; en todo caso, pa­
rece que su interés es menor qne el de los depositantes para 1f bajo. Lo que 
es importante, es que añn OJando los agentes reguladores muestran mayor 
preocupación por una posible quiebra que los depositantes. es factible que 
ocurra una falencía catastrófica en la institución. Del modelo surge una im­
plicación clara, y es que no basta la rcgulación per se para impedir una quic­
bra, sino la efectividad de ésta, cuando se la compara con los patrones ue 
confianza de los depositantes a In l¡¡rgo ue todo el rango de 1f. Por ejemplo, 
si se diera que R > D para todn valor de 1f, no habría una falencia cataslr[,­
fica. Es decir, el sólo hecho que un a~ente re~ulador identifique un banco con 
una alta probabilidad de quiebra, y lue¡.¡o intervenga correspondientemente, 
no es suficiente para impedir una crisis. 

Si volvemos a la fi~ura 2, y considera~os a nn banco perteneciente a 
una clase de rieslilu alta en la posíción 1, podemos pemar que de repente el 
banco se propone disminuir su razón capital-depúsilo (aumentar k). Si se 



decide hacer es tu a lo largu de la trayectoria TI en forma continua, llegará un 
punto tal que, se producirá un aumentu sustancial y discontinuo en 1r, esto ocu· 
rr<' en la posición 2 y $e salta al puntu 3. Esto indica que para bancos en esta 
dase de riesgo 0', existe un valor Clúico de k, más allá del cual basta sólo una 
perturbación marginal para que se produzca la falencia catastrófica. Sin 
embargo, de la misma figura, sc infiere que el banro puede llegar a la posi­
ciún 3 por un camino alternativo (indicadu por la J¡'uea de puntos en el grá­
ficu). Es justamente este salto abrupto y repentino, lo que podría ser muy 
difícil de impedir para los agentes reguladores, a menos que identifiquen ex ante 
este valor crítico de k p,lTa cada clase de ries~o. Otro aspectu interesanre cs 
la asimetría de la interacción. Si se desca revertir el proceso a partir del pun­
to 3, disminuyendo k, no se vuelve al punto de origen sino al punto 5. 
También se concluye de la misma figma que, las únicas instituciones finan­
ciera para quienes existe un peli~ro real de quiebra catastrófica, son aquellas 
perlenecientes a una clase de riesgo alta. Un banco en la posición 6, con un 
O' bajo, está más allá del pliegue F, y por lo tanto, aumenta o disminuye su 
probabiliuad de quiebra en forma IcnLa y continua. 
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