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EXTRACTO

F} presente trabajo tiene dos propdsitos en mente; cn primer lugar, el de
entregarle al lector no especializado en el tema una visién panoramica de lo
que hay detras de la teorifa de catdstrofes —manteniendo el nivel matemdtico
a un nivel minime--, y las consecuencias qne ha temido sobre la cicncia en
general, y en segundo lugar, mostrar como puede ser ntilizada edta teoria,
al tratar un tdpico como et ¢l de regulacion en ¢l sector linanciero, y de
paso, examinar como sc podrian generar aigunas singularidades,

ABSTRACT

The prescate paper has a double purpose in miind, on the one¢ hand, to give
the non specialized reader a brief and comprehensive survey of what ca-
1astrophe theory really is —trying to keep mathematics a1 a minimom level—,
and the consequences it has had on science in gencral, and on the other hand,
to show how the theory can be handled, when treating a topic such as regula-
ton in the banking sector, and thus making evident how simgularities might
oceur,
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ALGUNOS ELEMENTOS DE TEORIA DE CATASTROFES
UNA APLICACION*

Miguel Basch H.

1. INTRODUCCION

Hasta la fecha, las matematicas modernas eran principalmente de in-
tercs para especialistas en materias abstrusas, tales como teoria de nudos o
grupos mondromicos, que poco o nada dicen a un lego y, a la vez, dirigidas
a un publico bastante restringido. Aparentemente, la tcoria de catastrofes
seria una exccpcidon, Las matewnaticas, que sustentan a esta teoria, estudian
las singularidades que pueden tener ciertas funciones y, llegan a su culmina-
cion con ¢l elegante teorcma de clasificacion de catdstrofes de Thom[ 1] que
ha atraido en orden de popularidad descendente a fisicos, sociologos, estu-
diantes dc asuntos urbanos y hasta a periodistas diletantes.

La teoria de catastrofes evoluciond por etapas. Curniosamente, Thom
comenzd sus divagaciones entre bidlogos, a quicnes advirtié que, estarian
analizando en forma incompleta y crronea, sus principales temas de interés,
por ¢jemplo: cmbriologia, morfologia y biologia molecular. C.H. Wadding-
ton presentS al mundo las ideas de Thom, diciendo que sélo su propia falta
de preparacion técnica, le impedia desarrollar la tcoria, en Ja cual el lenguaje
de variedadces diferenciales seria la forma idonea para describir la fenomeno-
logra dc la biologra de la cvolucién.

Antes de haber descifrado ¢l cédigo genético usando métodos puramen-
te bioquimicos, numerosos matemalicos habran tratado de resolver el pro-
blema con e¢scaso o ningin éxito. Incluso el mismo Thom habia desdenado,
con soberbia, los esfucrzos de muchos cientificos, cuyo campo de accién no
incluyera expresamente ¢l estudio de las funciones continuas: ‘“‘tencmos que
dejar a los bidlogos realizar sus cxperimentos, si bien muy concretos, san
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intrascendentes; écomo podrian pretender resolver un problema, si ni siquie-
ra saben fornularlo?” (Thom[2]}).

En 1572 las ideas dc Thom legraron impactar a la comunidad cientifica.
Sus culegas matematicos quedaron impresionados por la originalidad e imagi-
nacion desplegadas en su libro, “Estabilidad Fstructural y Morfogénesis™ 1].
A pesar de algunas [allas, su salida ul mundo fue considerada una cspecic de
revelacion. Para nomhrar un caso, C. Zeeman estaba anonadado con la obra
dc Thom. Tanto [ue su entusiasmo, que aplied inmediatamente esta nucva
teoria a campos tales como la bivlogia, sociologia, psicologia y ciencias po-
liticas; colocabala teorfa de catdstrofes a la par con ¢l andlisis cldsico,

Sin cmbargo, la recepcton de las ideas de Thom no cstaba cxenta de
obstdculos. Virtualment e, ningtn cientiTico sin un interés especrfico cn sin-
guluridades de funciones continuas, habia lerdo el libro con algan cuidado.
Il propia Zeeman era un topodlego competente de larga traycectoria, Las
ideas prescentadas en ol libro estahan mas alld del alcance de un matematico
corriente.  Tan novedosas y revolucionarias resultaron ser cstas ideas, que
gean parte de la comunidad malemidtica desconfio de Ja solidez de sus argu-
mentos. Quedd entonces, en manos de los cspecialistas, la tarca de examinar
con ojo cnitica la obra de Thom. Por ¢jemplo, J. Guckenheimer ohservo tjue
la teoria no escapaba a cicrtas asperezas y problemas téenicos. Por su parte,
H.J. Sussmann y R. Zahler {1978)] 3] estudiaren las aplicaciones de la teoria
a la biologia y a las ciencias sociales. Sus criticas fueron dsperas y duras:
en Ngture, *. .. ningan modeclo de catastrofes que hemos estudado es
correcto cuanritativamente, v las conclusiones cualitativas Irecuentemente
son erréncas o tautelogicas”. Sin embargo, se cuidaron mucho de no atacar
a Thom en forma dirccta, al menos en ¢l teyreno matem:itico, donde su repu-
tacion era intachable. liay que considerar que Thont se hizo merccedor de la
“Medalla Fields”, maximo premio que puede aspirar obtener un matemnatico;
ademas. [ue admitido con honores, a Ia Academia Francesa.

En esta controversia, quc surgld cn torno a la teorra de catasirofes, hubo
tantos detraciores como delensores. Muchos mateinilicos vieron una excusa
en esta polémica para no seguir interiorizdndose en fa teoria. Algunos que
no habran participado aclivamente en la disputa reconocieron que su silencio
habia evidenciade un sutil sentido de autoconservacion. Los mis apenados,
al parecer, [ucron los cientistas sociales, que habian visto en la tcoria de ca-
tastrofles una gran oportunidad para cuantilicar sus teorras.

2. ASPECTOS MATEMATICOS[4)

La tcoria de catastroles estd intimamente higada a la rama de las mate-
matieas denominada topologia diferencial. Por topologla, en lerminos grue-



sos, se entiende una especie de geometria de las formas. En ella, predominan
las transformaciones continuas. En topologia diferencial, tal como en geo-
metnia diferencial, juega un rol importante el cileulo diferencial.

En topologia se estudian funciones de varias variables definidas en es-
pacios mas abistractos que el plano usual. Gran parte del andlisis toma lugar
en lo gue se llaman variedades (manifolds). Estas, son anilogas a una super-
ficie corriente pero de mas dimensioncs; por ejemplo, una curva diferencia-
ble es una variedad unidimensional. Las propiedades de estas variedades se
describen, mas que nada, localmente. Para cualquier punto sobre una varie-
dad de dimensidn n, cxiste una vecindad de éste que es homeomorfica al in-
Lerior de una cslera euclidiana de n dimensiones. En general, entre dos varie-
dades existen muchas transformaciones (funciones) continuas; si, en parti-
cular, para una determinacda funcién y su inverso ambas son diferenciables,
cntonces tenemos un dilcomorfisino. El tcma central de topologia diferen-
cial es la relacién entre variedades v difeomorfismos. El meollo de la teoria,
corresponde a aqucllas propicdades que permanecen invariantes ante un di-
feomorlismo.

A pesar de lo absLracto que parece ser la topologia difcrencial, ésta uti-
liza conceptos que estdn ya prescntes cn la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. En esta dltima, dada una ecuacion dx/dt = F(x, t), la in-
cognita es una funcion —x-- de t. Para la gran mayoria de ecuaciones, no
hay soluciones quc se deriven analiticamente. Casi siempre el matemitico
tendra que recurrir a una computadora. La teoria culmina con la demostra-
cion cldsica en donde se muestra que exislen soluciones a tales ecuaciones vy,
que ¢stas son Unicas.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias tamnbién son objelos geo-
metricos. FEstc fue el descubrimiento de Poincaré y Lyapunov. Sc en-
tiende, por cstado de un sistema dc ecuaciones diferenciales ordinarias
dx;fdt = Fi(x;, t},1=1,2,...,n, al menor conjunto de nimcros que se re-
quierc cn ty, para predecir cn forma univoca la trayectoria del sistemna mds
alld de t. Para esto se precisan n+ 1 nimeros. Por lo tanto, cl espacio de
fases para cste sistema es ROT1; y al definir un campo vectorial [ sobre
R , tenemos que éste, junto a su espacio de fascs forman un sistena dmna-
mico.

La intcrrelacion que cxiste, entre Ia topologta diferencial y los aspectos
cualitativos de la teoria de ecuacioues diferenciales ordinarias, s6lo reciente-
mente ha quedado clara. Poincaré habia concebido las ccuaciones difereu-
ciales en términos de flujos y trayectorias. Sin ecmbargo, no clarificd ciertos
aspectos geométricos de la teorra; por cjempla, équé estructura topologica,
induce sobre su espacio de fases, una familia de ecuaciones difcrenciales or-



dinarias? La introduccion de estructuras topologicas en la tecorfa de ccuacio-
nes diferenciales ordinarias, correspondio a un esfucrzo colectivo, en el que
participaron notables matemiticos tales comno: Morse, Whitney, Milnor, el
propio Thom, Smale, Peixoto, recientemente Kupka, Williams, Anosov y
Armol’d.

Como tearia matcmatica, la tcoria de catdstroles csta intimamcnte li-
gada al estudio dc las singularidades de transforinaciones continuas (suaves),
También puedc ser concebida en forma menos rigurosi, como un conjunto
de conceplos matematicos sucltos; para un [ildsofo de Ia ciencia, correspon-
de a un cierto punto de vista que aparece en inadelos de biologiu teorica, por
cjemplo, El teorema de Thom nos provee con una clegante clasificucion de
singularidades de ciertas transformaciones **suaves’™, hastu ¢l punto e¢n que ya
no ¢s posiblc seguir haciendo mas clasificaciones. Dicho esto, hay quc agre-
gar que ¢l teorema es profundo y sutil, comparable al (corema indice de
Atiyah-Singer en andlisis, A pesar que se asocia el nomhre de Thown con el
tcorema ¢n forma honorilica, la primera demostractin rigurosa fue dada por
J- Mather, basindose en ef trabajo de Malgrange.

El contexto mas gencral en gue se desarrolla la tcorta, esta dadao por el
espacio de todas las transformaciones suavcs cntre variedades, El problema de
clasilicacién de singularidades e¢s demasiado complejo para scr analizado en
espacios de tal magnitud. Las patologias Jocales son muchas como para no
dilicultar este cstudio. Como estrategia general, los topologos pretenden es-
tudiar solo las lunciones genéricas. El conceplo de genericidad, esta asocia-
do a *“la gran mayorra de los casos”.

Ll caso mas sencillo lo constituye la teoria de Morse. Se dice que un
punto singular de una funcién f: R™ * R es nodegenerado si la matriz de las
derivadas parciales segundas (Hessiano) de f evaluada en este punto, es nver-
tible. Sobrc variedades compactas, la teoria de Morse provee un analisis de
aquellas [unciones cuyos puntos singulares son no degenerados. Todo el
analisis ¢s dc caracter local, Silos puntos singulares de¢ una cierta [uncion
dada [, son no degenerados, entonces, los puntos singulares de cualquier fun-
cion g cercana a f, también seran no degenerados. e esta manera, la estruc-
tura de tales [unciones, en o que a singularidades respecta, cstara complcta-
mente determinada por las condiciones de degeneracion de cualquiera de
estas Tuncioncs. Todo csto determina un conjunto sobre variedades compac-
s que es abierto y denso v, por tanto, genénco. FEl problemna de clasifica-
ciGin, para translormaciones suaves sobre variedades conpactas, carcee de in-
teres si salo se considera cste conjunto de [unciones gendéricas.

El caso general es considemblemente mas complicado. Ll objeto a cstu-
diar sigue siendo ¢l espacio de transtormaciones suaves, 2 U> R, donde U y



R son variedades cualesquiera. Mather (1973)[4] ha estudiado este caso con
mucho éxito. Aparccen cicrtas consideraciones de estabilidad v las funciones
genéricas quedan relacionadas con problemas de climensionalidad. En esta
tcoria, las funciones genéricas son aquellas que son establesen el sentido Cox.
Para estabilidad CU, las translormaciones estables son genéricas pam varieda-
des arbitrarias U y R, eu donde U ¢s compacto. FEsto se parece 2 la teoria
de Morse, En ¢l caso Ca, hav una interrelacion entre estabilidad y condicio-
nes de no degencracion. Como uno podria esperar, las transformaciones
¢stables son tales quc sus puntos singulares son difercntes y no degene-

rados.

Le corrcspondio a Sussmann fornmnalizar la relacién existente entre las
teorias de Marse v Mather. Las singularidades de transflormacioncs suaves,
estarfan determinadas por dos entes abstractos: por una partc, un sistema di-
namico (N, V), en donde N es una variedad que conforma el espacio de {ases
vy V un campo vectorial, y por otra, una transformacion F : N+ P, en que P
es uny variedad. Fsta mezciu de transformaciones sobre variedadces y siste-
mas dindmicos, deja entrever las relaciones gque tiene la teor1a de eatasirofcs,
tanto con topologia diferencial como con la leorra abstracta dec ecuaciones
diferenciales ordinarias{6].

Sc intuye [a presencia de catistrofes al considerar singularidades
degeneradas, Sea nucvamente f una transformacion suave con valores reales,
Una catastrofc en {, en términos grucsos, €s una cspecie de gran singularidad
quc hace su aparicién cuando f forma parte de una fomilia de funciones
proximas a ésta —sea ésta H—. Lasingularidad irrumpe, cuando el namero de
puntos extremos de H cambia abruptamenite, al variar ciertos parametros :%uc
definen a H. Asi, por ¢jemplo, ¢l nimero dc puntos minimos de {, = x* -
ax cambia bruscamenie al variar el parametro a desde I a —1. Las [uncio-
ncs de Morse sobre varicdades compactas son tales que, cualquier funcion
suflicientemente cercana a unz funcion de Morse 1, exhibira singularidades no
degeneradas, si [ también las cxhibe. Dicho en olras palabras, cualguicr fun-
cion cercana a f, ticne la misma cantidad de puntus minimos que f. Funcio-
nes con singularidades no degeneradas, no tendrin por lo tanto una catas-
trofe.

Para unu funcion dada [, con puntos criticos degenerados, la inmersion
de f en una familia de funciones F_. definmida por algun parametro ¢, €s un
concepto muy importante. Ls esta mmersion, la que hace que tales funcio-
nes inestahles scan tralables malematicamente. La inmersion tambicn le da
tna connotacion [Isica al modelo, par cuanto, la familia de funciones se ori-
gina bajo la influcncia de un campo veclorial sobre una variedad. Al final,
las campos vectoriales se traducen en ecuaciones diferenciales y son estas
ecuacioncs diferenciales las que le dun una estructura matemdtica a algin fend-




meno [isico. Las inmersiones mas conspicuas en la teoria de Thom son aquellas
denominadas desdoblamientos o pliegues. Ademas se denomina germen de 1,
a todas aquellas [uneiones g que coinciden localmente con una [uncion
dada, cerca de un punto x. Siguiendo a Callahan (7], [8], podemas decir que
las catastroles estan fijadas por: (i} el germen d¢ una [uncion real suave [,
en un punto singular degenerado y {ii) cl desdoblamicnto de {.

Tomado estrictamente colno una creacion maictnitica, [a teorra de ca-
tastrofes coincide con el teorema de Thom vy éste se reliere a la clasificacion
de singularidades de transformaciones suaves. La complejidad del teorema
radica en que las singularidades ocurren en familias de funcioncs, parimerri-
zadas por variables exdgenas.

EI tcorema de Thom queda mcjor ilustrado al considerar una dimensio-
nulidad pequefa. Considérese una funcion suave {, deflinida en un espacio
unidimensional X, y que esté paramcirizada por dos parimetrosa y b, perte-
necientes a un espacio bidimensioual C. Sca M una superlicic [jjada por los
valores de equilibrio dc f, dados por 9[/8x = 0, ¢n que x es coodenadade
X. Dc aqui (luye que M e5 una superlicic suave sobre C x X, Las (inicas sm-
gularidades posibles en la proyecciéon de M sobre C, segiin Thom, son las ca-
tastroles elementales llamadas dobleces y chspides.

Zeeman llama a € el espacio de control y, X el espacio conductual.
Otros prefieren hablar de variables intemas y externas. Como seu, al intro-
ducir el teorema de Thom, el ejemplo nos muestra a R tal como se veria
desde lo alto: el espacio de control queda proycctado en la base, y la varie-
dad M hace Jas veces de carpa circense sobre la parte central de C, que queda
dividida en capas por medio de un pliegue.

3. UN POCO DE FILOSOFIA CATASTROFICA

Vista desde alucra, la teoria de catistrofes nos parcee algo nebuloso ¢
incierto. Por un lado, estd todo el aparataje matemilico, que flega a su cul-
minacidon con el teorema de Thom vy, desde otra perspectiva, existe la teoria
dc catdstrofes aplicada que tanta controversia ba causado en biologia, fisica
y algunas ciencias sociales.

Thom comienza su trabajo en teoria de calistrofes como un hidlogo,
preacupado por los misterios que conllevan las formas. Segun él, la visién
del mundo que tiene una persona moderna ya sufre de un sesgo inevitable
que conduce a una corrupcién intelectual. Los conceptos poderosos y abs-
tractos de la fisica contemporanes se han encargado de levar los esquemnas
reduccionistas a2 un extremo. Tan inmersas estdn las personas en estos plan-
tcamientos que, ahora, {rente a procesos rcales v tangibles, es necesario reali-



zar un acto de percepcion creativa para aprehenderlos en toda su dimension.
Para Thom, los sistemas biolégicos no son solamente bioquimica disfrazada;
tanto el yak como una lombriz cxisten como [ormas geométricas. Sus vidas
pucden ser descritas como la suma de sus propios cortes transversales en cf
ticinpo, Tales arcos evidentemente presentan discontinuidades, siendo las
mas notorias aquclias que se producen al nacer y morir.

El objetivo de Thom es ¢l de gencrar una teorfa de morlologia o dela
forma. El cambio de las estructuras biologicas aparcce cn tal teorfa como un
aspecto geométrico, El conceplo de lorma aparece relacionado a laidca de
cstabilidad; lo que tiene forna necesariamente es estable. lias inestabilida-
des aparecen cuando colapsan las simetrias; sin cmbargo, las inestabilidades
pucden ser cstables también, de tal manera que el colapso de estructuras es-
tables reaparcce cn la naturaleza como cambios en la morlologia. Ademis,
las lTormas mismas cstan dominadas por sus singularidades, ya que la es-
tructura de la singularidad es la que marca ¢l comportamicnto de aquellas.
Esto sugicre claramente 1a influencla de Riemann, para quien lo importante
de vna luncién son sus puntos singulares,

Para los sicos, las teorias Tenomenologicas solo escudriian la superli-
cie de las cosas; ademnds han tenido connotaciones peyorativas para relerirse
a teorias que solo apelan a la evidencia cmpiTica siu tencr un marco concep-
(ual teorico que lu desarrolle, Thom[ 2] no s6lo acepta la perspectiva lenome-
noldgica, sino que ademis la avala como un principio lilosGfico. “El hecho
dec que podamos construir una teona puramentc geométrica de morfogéne-
sis, que sea indepcndiente del substrato de [ormas y de las fuerzas que las
crcaron, parece dificil de creer”. Tal es la teora que crea Thom, con una
linca de pensamicnto que nos hace recordar a Herddito.

Una pelota de fathol y una naranja tienen formas similares, ambas son
esféricas. Al notar que ambas son redondas y ticnen superflicies rugosas, un
malcmatico interesado solo en la cstructura geamétrica, podria concluir que
ambas son nuiritivas. Esto sugiere para Sussmann que las clasilicacioncs fe-
nomenolégicas adolecen de un error, para €l ““. . _la ciencia comienza cuando
es descchado cualquicr parecide superficial como principal criterio de clasi-
licacion de lendmenos y, toma en su lugar, €l anilisis de la estructura del me-
canismo”™, Fste es ¢l puniw de vista ortodoxo, épero quién determinalo que
cs superficial? 5i tanto las pelotas de [Gthol como las naranjas ticnen cs-
tructuras radicalmente dilerentes entre si, écoémo ¢s que tienen Tormas tan
parecidas? Fsta no es una pregunta de [4cil respuesta, nos responde Thom,

Ei objetivo altimo de Thom, es el de construir una teoria que sintelice
tode tipo de inlormacién purainente local en un modclo global, y que éste
provea vna descripcion del espacio de objelivos observables, €] campo vecto-




rial que lo gobierna y ¢l conjunto de catdstrofes. Lo que esta sugiriendo
Thom, es que la dilerencia entre estados microscopicos y macroscopicos
de un sistema, puede ser reemplazado eventualmente por la distincton entre
propiedades locales v globales de un sistema. El fisico enfatiza un andlisis
hacia lo pequeno; Thom hacia la totalidad.

Un punto medular de la teoria de Thom es el eoncepto dc cstabilidad
estructural, El Jo introduce para clarificar qué significa ser un objeto, desde
un punto de vista cientifico. Después de todo, éste es el fin que busca
Thom. De alguna manera, al leerlo, aparecen reminiscencias kantianas, o
berkelianas, en el sentido de que los objetos fisicos no podrran ser percibi-
dos por nosotros (los observadores) si es que no [uesen estables. No hay
nadie mas apropiado que el propio maestro[ 1] para transmitir cste concepto:

“Retornemos a la idea fundamental, la de estabilidad estructural; como
dijimos anteriormente, ¢l universo no €s un caos y, por lo tanto, podemos
observar una secnencia de formas tipicas a las que damos nombres. Sin em-
bargo, debemos tomar en consideracion las condiciones en que toma lugar
la observacion cientifica. El experimentador no puede observar todo el uni-
verso a la vez; estd obligado por sus experimentos y observaciones a aislar
un subsistema S, que es relativamente independiente del resto del universo.
En la prictica, él aisla y observa a2 § en una cierta caja B, cuyas caracteristi-
cas geométricas ¢ instrumentos de medicién adheridos a ella, estan determi-
nados por €él. Luego, se pone a8 en un cierto cstado a, que estd definido por
un cierto proceso de preparacion, es decir, la modalidad con que se comple-
ta la caja B esti descrita de la forma mas precisa posible. Lucgo de haber
cspecificado el estado a, ¢l experimentador observa o testea el contenido de
B, después de un cierto ticmpo de la preparacion de a. Cada cxperimentador
espera que, si sc realiza el mismo experimento, en otro lugar y en otro mo-
mento, con una caja B' quc se obticne de B a partir del grupo de Galileo Gy,
con la misma preparacién que se usé para cl estado a, se obscrvaran Ios mis-
inus fenomenos dentro de un cierto margen de error experimental; sin esta
espcranza todo serfa en vano. Sin embargo, cualquier tipo de medidas que
se tome para aislar a §, seran insuficientes para climinar completamente las
interacciones entre S y el medio que lo rodea; ademas, las condiciones que
describen el proceso de preparacion no pueden ser llevadas a cabo con abso-
luta cxactitud. Inevitablemente, estas diferencias iniciales no puedcen sino
perturbar la evolucion ideal del sistema. Por ende, se pueden esperar resul-
tados aproximadamente parecidos —egnivalentes bajo G—, después de supo-
ner implicitamente que la evolucién de § desde el estado a, es estable cn tér-
minos cualitativos, por lo menos, en lo que se refiere a perturbaciones del
estado inicial ¢ interacciones con el medio extcrno. De esta manera, la hi-
potesis de cstabilidad estructural en los procesos cientificos aislados, estd
implicita en toda observacion cientifica”.



4. UNA APLICAGION

La aplicacion que sc dard de la teorfa de catastrofes serd a la teorfa mo-
derna de [inanzas, en particular al problema concerniente a la falencia de
instituciones financieras, Se puede mustrar que, clectivamente, bajo ciertas
condiciones, existen interaccioncs entre reguladores del sistema financie-
ro, la administracién dce éste y los depositantes que resultan en un compor-
tamiento catastrofico en cl sentido de la teoria dec Thom.

En el modelo quc se desarrollara, sc considera un sistema que consiste
de los siguientes grupos de agentes econémicos: administracién de la entidad
financiera, agcntes reguladores y los depositantes. La variable dependicnte
que se desca explicar ¢s la probabilidad de falencia o de quiebra de la institu-
cion, Para desarrollar €l modelo, suponemos que cxisten ciertas imperfcc-
cones de mercadu, tales que existe un costo creciente al endeudamiento,
para una empresa que desee [inanciarse via emisiéon de deuda. De esta mane-
ra, si C represcnta los costos por imperfecciones de mercado para una cierta
empresa, por peso de deuda emitida, entonces:

C = C(B); 3C/dB > 0,
en que B es el valor de mercado de la deuda de la empresa.

El otro parametro que usard el modelo, cstd definido a través de la va.
rianza de los dcpdsitos que enfrenta la institucidon financiera. Suponemos
que éste alrae a una determinada clientela de depositantes que estan ideatifi-
cados por una detcrminada desviacion estindar o de sus depositos. El
banco o enlidad [inanciera no tienc control sobre g, pues éste esta alectado
por el mvel de confianza 1, que tiene el publico de la institucion. Por tanto,
o = o{n). Este efecto clientela, afectard al banco identificindolo en una
clerta clase de riesgo «; asi finalmentc, la relacion entre & v o sera del tipo

o = a(o) = a(a(n)).

La posibilidad de una catastrofc, surge come consccuencia de un con-
flicto entrc los agentcs reguladores dcl sistema financicro y el grupo de depo-
sitantes. Se supone[9] que, los reguladores consideran que los costos socia-
les, que involucra una falcneia financicra, son superiores a los costos en que
incurre el sector privado, dc alli que exista un sistema regulador. Consc-
cuentemente, las regulacioncs tienden a imponer ciertas restricciones, en la
ferma de encajes y/o seguros de depisitos, con el fin de minimizar la proba-
bilidad de quicbra y por lo tanto también los costos sociales. A pesar que los
depositantes prefieren tener regulacion a no tenerla, para asi evitar su posi-
ble quiebra personal, llega un momento en que el subsidio hacia los deposi-
tantes disminuye tnientras mayor sea la regulacidon. Eslo ocurre, pues parte



del peso de la regulacion es absorbido ahora por los depositantes, ¢n la forma
de mayores comisiones por servicios prestudos yfo menores tasas de capla-
cion, El conflicio surge cada vez quc los costos privados de quiebra son me-
nores que los sociales. Como los reguladores actdan para disminuir estos cos-
tos, habrd un incentivo para que los depositantcs retiren sus [ondos y los in-
viertan en otros instrumentos financieros mds rentables.

Para implcmentar el modelo que conducird a una quiebra catastréfica,
delinimos las siguientes variables estocasticas:

D = depdsitos netos, como ingresos al banco.

F.C.= flujos de caja netos, que ingresan por concepto dc interescs y liqui-
dacién de activos.

Supongamos quc ¢l cgreso de depdsitos nelos s mayor que el flujo de
caja que ingresa a Ja institucion financiera; es decir X << 0. Para impedir la
quiebra, el banco hara uso de sus reservas de capital K. Habrd falencia sélo
si,

_X>K

De ¢sta relacidn se desprende que a menor K, mayor es la probabilidad
de falencia financiera para un nivel cualquiera de X. Asi,si deflinimos la ra-
zon de capital-depésito como k = —K/D, esta probabilidad de quiebra queda
expresada por:

m = probabilidad dc quiebra = Prob(x < k)
cn que X = }-{/D

En el modclo se supone que el banco posee dos variables de control que
le permiten determinar el nivel descado de quiebra 7. Estas son, por una par-
te, la clase de riesgo o que elige la entidad y, por otra, la razon k. Por lo
lanto,

7 = [{a, k} con,

Afjda> 0. 31/3k > 0.

Por el momento, no hemos considerado en nuestro modelo, Ia influen-
cia que tiene el medio regulador cn el sistema financiero. Este interviene con



el objetivo de facitar el rol de intermediacion en el mercado. Como tal, se
preocupa de la probabilidad de quiebra 7! comao también de la calidad de los
activos que posce un determinado banco. Asi, parece razonable en primera
instancia, pensar que la funcion reguladora R depende de oy 7. AQin mas, se
supondra que para un « dado, a mayor 7 percibido, mayor ¢s la probabilidad
de regulacion. Asismismo, para cualquier nivel de 7, mientras mayor sca la
clase de ricsgo & a que estd sujeta el bancn, también habra mds regulacion.
De esta manera, apareccn intcractuando simultineamente, dos grupos de in-
fluencia diferentes: la administracién del banco y los agentes reguladores.

Hasta este momento, tenemos una interaccion dindmica en que la ad-
ministracion elige, de acuerdo a sus propias prelerencias, una cicrta combi-
nacion de a y k, basada ¢n consideraciones de rentabilidad privada, que tiene
asociada una cierta probabilidad dc quiebra. Micntras mayor sea este 7, ma-
yor sera la regulacién cuyo fin serd reducir 7, a un nivel que sea aceptable so-
cialmente. Dec esta manera, se llegara a nuevos valores de k y . El nivel de
equilibrio dependera de la forma funcional de f y R:

7 = f{a,k) -- R{a,7), con
aR/da >0, dRJom >0

Para completar ¢! cuadro, sc introducird cn el modelo, cl efccto que tie-
ne una varacion cn el nivel de confianza hacia la banca, por parte de los de-
positantes. Es razonable suponer quc éstos, pasaran por una crisis de con-
fianza hacia las instituciones financieras, mientras mayor sea Iz clase de ries-
go a las que pertenecen. También es vilido suponer que, a mayor probahili-
dad de quicbra percibida (7%), mayor serd esta crisis. Por lo tanto, si defini-
mos una funcién D que representa la crisis de confianza de los depositantes
hacia la banca, ésta dependera en primera instancia de o y 7 (ver nota 1),

Asl tenemos,
D = D(a,m) con,
oD/da > 0, aD/3x > 0

Supondremos ademas que la interaccion final de los tres agentes esta da-
da por:

r = f(a k) — R{a,m) + D{a.7) (1)?

Tea esuicto riger R depende de n° —probabilidad dc quicbma esperada por el grupo reguladar. Ln pri-
mera aproximacion, supondremos yur n es estimado par x, bajo 12 hipdtesis de comportamientn es-
tacionario de las vafables en jurgo.

2} modelo ha sida cunstruido exprofeso en furma aditiva, sala atendicnde a motivos de ximplicidad.



El préximo paso, es averiguar bajo qué condiciones se produce un comn-
portamiento catastrofico. Thom demostré que para el caso de dos variables
de control {a y k) v una variable de estado (m}), s6lo se produce una catastro-
[e en el sistema descrito por (1), si éste cs el resultudo de una funcion poten-
cial cudrtica en m:

V=V kim=Art+ Brd + el + Dr + K
en donde A, B, C, Dy Ll son [unciones suaves de a v k,

El equilibrio del sistema esta dado por:

drfdi = —dV/am =0 (2)

y el conjunto de valores a, k y ® que satisfacen (2), esta dado por la relucion

(1).

Para simplilicar el tratamiento matcmatico del problema, supontmos
que en cl linutc de 7 + 0, ceteris paribus, las funciones de regulacion y crisis
de confianza son nulas, lo mismo quc sus derivadas parciales, es decir:

Ra, 0) = D{a ) = aR(,0)/37m = aD{ax,0)/dm = 0

Como (1) cs una relacivn cdbica en &, y usando ¢l 1ecorema de prepara-
cion dc Weiersirass-Malgrange, pudemos expresar a R y D de la siguiente ma-
nera:

- 2 3

R (a7) =1 {e)7° + ro(ogm

— 2. 3

D (ar) = d {a)r< + daofa)w

St adcmis suponcmos quer), rg,d) v dg son lineales en &, cntonces:

R {a,m) = r]mr2 + 1‘2('!173

D{am) = d]mr‘? + d20m3, cn que

Iy, fp, d; v dy son constantes positivas, ya que reguerimos que dR/om y
aD/or scan positivos. Finalmente, la relacion (1) queda:

(e, k) + a(dg — ro)m”® + afd) —ry)m? 1 =0

Podemos simplilicar esta relacion, definiendao:
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Asi (1) sc translorma en:

b b2 b b b3
oafm - Bt 2y )= k) — ——+ 2""9
9a Ja 3a 3a 27a~
= h(a, k) (3)

Podemos sintetizar atin mas esta expresién, transformando linealmente
la probabilidad de quiebra w:

m=mr—Dbf3a

Finalinente llegamos a:

2
1 ab hia, k,a, b) .
@3+ — - yut= ( — = (e k)
oA 3a oa

y si ademas definimos:

1 ab2
c=E—— (1 —- ), queda:
aa 3a
(1) — 1’ = j(e, k) (4)

La expresion (4), ¢s [a que ubtiene Thom para su catastrofe clemental,
denominada cispide. Ahora bien, el conjunto de catastrofes en el espacio de
pardmetros «, k se obticne derivando (4):

32 —c=0 (5)

Por tanto, una dc las condiciones para que ocurra una catastrofe de cds-
pide es que, ¢ > 0. Reemplazando (5) en {4) obtenemos,

j= -2’

Se puede estudiar ¢l fendmeno catastrofico en el plano ek como tam-
bién cn el plano j, c que es mas simple. El origen de la caspide esti en cl
punto ¢ = Sa/bz; de aquy fluyc que a > 0 para asegurarquex > 0y a > 0.

Ademds para que haya una catastrofe en ¢l punto j = ¢ = 0 es nccesario
que b > 0 (este punto se ohticne derivando (5) y exigiendo gque w > 0).



Entonces, en el plano j, ¢, pedemos expresar ¢l conjunto de catastrofes K, a
través de la relacion,

K = ((j,c): 27j2 = 4c%} (6)
Esta relacidn se obtiene, despejando n” de (4) y (5)

Podemns sintetizar lo obtenido hasta ahora. Las relaciones de catdstro-
fes dadas por (6), que corresponden a una cierta dinamica, ¢n algan sentido
critica, entre agentcs rcguladores, depositantes e instiluriones [inancieras,
fluyen dec los puntos de equilibrio de una funcién de potencial Ve, ki 7).
Esta se obliene integrando (2); cn [uncidén de los pardmetros j y ¢, la funcién
potencial ticne la siguicnte representacion:

V(j,e;m) = (17’)4/4- T c(n’}2}‘2 (7)

Los puntos de equilibrio, dados por (2), corresponden a lo quc llamo
Thom la variedad conductual {behaviour manifold), que cs justamente la re-
lacion (4):

e, c,m) =(m) —j - =0

En la figuma 1 aparecen las formus que pucde tomar la funcion puoten-
cial dc distintas regiones del plano j, c. En la zona III hay tres puntos ' para
los cuales hay pendiente cecro, con dos minimos estables y un maximo incsta-
ble. FEsto indica que cn csta region, dentro de la curva K, Ia varicdad conduc-
tual M {(que es un suhconjunto de R~) tiene tres ramas topolégicamente di-
lerentes, dos alrayentcs y una rama repelente entre cllas.

Por sobre la curva K, los puntos correspondientes ¢n lu varicdad con-
ductual M, estan sobre ¢l plieguc F, dado por:

F={(cn):3nm2 -c=0} (8)
Comparando con (6), vemos que bajo la proycccidn,
w(j! CI ﬂ‘) = (.].? c)

In imagen de la curva de desdoblamiento I, ¢s justamenic el conjunts de ca-
tastrofes K: $(F) =K,

En la figura 2, podemos vislumhrar las catastrofcs, imaginando trayec-
torias en ¢l espacio de pardinctros J, ¢ que cruzan K. Por gjemplo T, cruza
K y cntra cn la region interior que ticne tres ramas sobre clla, siendo la tra-



yectoria correspondiente sobre M, la curva T{. Esta permanece en la rama
atrayente inferior, hasta que llega al pliegue F, donde por la dinamica del sis-
tema saita bruscamentc a la rama superior. Es aqui cuando ocurre un evento
catastrofico; ha habido una discontinuidad en el comportamicnto de equili-
brio del sistema. En forma andlogu, la trayectoria To sobre C da origen a
T3 sobre M, quc comienza a partir de un Unico punto minimo en la rama
superior. Al atravesar K, el punto comrespondicnte sobre T§ lega a F donde
abruptamente cae a la rama inlerior; nuevamente ha ocurrido una catastrole,

Un aspecto que es importante recalcar es que las trayectorias sobre M
estan basadas, en dltima instancia,en la relacién {2). Es decir, la dindmica in-
tcrpa del sistema no aparece en la figura 2; lo que si aparece es el equilibrio
movil controlado por un punto también movil, que corresponde a la dinami-
ca externa en el espacio de parametros (la terminologia ¢s de Thom). Sin
embargo, debe quedar claro que la dindmica intcma, dada por (2}, explica
el movimiento del punto de equilibrio. En términos rigurosos, el punto
7t} permanece siempre cerca de la rama atrayente, sobre una trayectoria que
cs perturbada sin cesar por el movimiento del parimetro en cucstion,

A continuacion, se dara una breve reseia de los aspectos refevantes de la
dinimica cxterna del sistema [inanciero con sus interacciones (la discusion
sigue la de T. Ho y A. Saunders[10]). Comencemos discutiendo sobre las
Tunciones de regulacidon fnanciera y de crisis de conlianza de los depositan-
tes. Habhiamos visto que una condicion necesaria para la existencia de catas-
trofes, era que a, b > 0. Esto implica que los electos de conlianza de los de-
positautes dominan a las de rcgulacion, para valores bajos de m; pero para ni-
veles altos de probabilidad de quiebra sucede lo contrario (R > D). Esto cs
razonable, ya que los agentes reguladores no mucstran mayor interés por los
bancos si es que no muestran schales de [alencia [inanciera; en todo caso, pa-
rece que su interés es menor qne el de los depositantes para 7 bajo. Lo que
es importante, es que ann cuando los agentes reguladores muestran mayor
preocupacioén por una pasible quiebra que los depositantes, es factible que
ocurra una falencia catastréfica en la institucion. Del modclo surge una im-
plicacion clara, y cs que no basta la rcgulacion per se para impedir una quic-
bra, sino la elcctividad de ¢sta, cuando sc la compara con los patrones de
confianza de¢ los depositantes a lo largo de todo cl rango de w. Por ejemplo,
si se diera que R 2> D para todo valor de w, no habria una lalencia catastro-
lica. Es dccir, el sélo hecho que un agente regulador identilique un banco con
una alta probabilidad de quicbra, y luego intervenga comrespondientemente,
no es suliciente para impedir una crisis.

Si volvemos a la [igura 2, y consideramos a nn banco pertenccicnte a
una clase de riesgo alta en la posicién 1, podemnos pensar que de repente el
banco se proponc disminuir su razén capital-depisito {(aumcntar k). Si se



decide hacer esto a lo largo de la trayectoria TY en [orma continua, llegard un
punto tal que, se producird un aumento sustancial y discontinuo en @, esto ocu-
rre en la posicion 2 y se salta al punto 3. Esto indica que para bancos en esta
clase de riesgo o, existe un valor critico de k, mas alld del cual basta sélo una
perturbacién marginal para que se produzca la falencia catastréfica. Sin
embargo, de la misma figura, sc infiere que el banm puede llegar a la posi-
ciom 3 por un camino alternativo (indicado por la lluca de puntos cn el gra-
fico). Es justamente este sallo abrupto y repentino, lo que podria ser muy
dilicil de impedir para los agentes reguladores, a menos ue identifiquen ex ante
cste valor critico de k para cada clase de riesgo. Otro aspecto interesante cs
la asimetria de la interaccién.  $i se desca revertir ¢l proceso a partir del pun-
to 3, disminuyendo k, no sc vuelve al punto de origen sino al punto 5.
Tambi¢n se concluye de la misma figura que, las Gnicas instituciones finan-
cicra para quicnes existe un peligro real de quicbra catastréfica, son aquellas
perienedcentes a una clase de riesgo alta. Un banco en la posicidon 6, con un
« bajo, estd mas alla del plicgue I, y por lo tanto, aumenta o disminuye su
probabilidad de quicbra en forma lenta y continua.
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