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JOSÉ SOTO SAN MARTÍN
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Resumen

En la presente memoria se considera la relación entre coloreamiento de vértices y la noción
de inmersión. Espećıficamente, se estudia una conjetura propuesta por Abu-Khzam y Langs-
ton, la cual dice que el grafo completo de tamaño t está inmerso en todo grafo t-cromático.

En primer lugar, se ven algunos resultados generales de inmersiones y se prueba que la
conjetura se cumple para los grafos cuyo complemento no contiene ciclos inducidos de largo
cuatro y también para los grafos tales que todo conjunto de cinco vértices induce un subgrafo
con al menos seis aristas. Luego, se da una breve mirada a una nueva relación definida, en
un intento de generalizar la relación de inmersión.

Finalmente, se estudia en detalle una clase especial de grafos, aquella de los grafos sin
conjunto independiente de tamaño tres. Se presentan condiciones suficientes para que se
cumpla la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Luego, se introduce una nueva conjetura,
implicada por la conjetura de Abu-Khzam y Langston y se demuestra una versión un tanto
más débil que ésta. Se prueba además, que ambas conjeturas son equivalentes. Por último,
se exhiben una serie de propiedades que debeŕıa cumplir un contraejemplo mı́nimo, en caso
de existir alguno.
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Introducción

La presente memoria está motivada por dos famosas conjeturas que relacionan el número
cromático de un grafo y la presencia de un completo como menor y como menor topológico,
las conjeturas de Hadwiger y Hajós, respectivamente.

Un grafo G contiene a un grafo H como menor si H se puede obtener a partir de G,
mediante contracciones de aristas y borrando vértices y/o aristas. Contraer una arista consiste
en identificar sus dos vértices, eliminando loops y posibles aristas múltiples resultantes. Por
otro lado, un grafo H es menor topológico de un grafo G si G contiene como subgrafo a una
subdivisión de H. Subdividir una arista significa reemplazarla por un camino de largo dos y
una subdivisión de H es un grafo que se obtiene a partir de H, siguiendo alguna secuencia
de subdivisiones de aristas. Es directo notar que si H es menor topológico de G, entonces G
contiene a H como menor, pues la subdivisión de H se puede contraer para obtener H.

El coloreamiento de vértices es un tema muy importante en la teoŕıa de grafos. El objetivo
usual, y el que es considerado aqúı, consiste en colorear todos los vértices de un grafo de
manera que vértices adyacentes obtengan colores distintos. Una asignación de colores a los
vértices de un grafo G que cumple dicha restricción es llamada coloración de (los vértices de)
G. El número cromático de G, denotado χ(G), es el mı́nimo número de colores necesarios que
debe tener una coloración de G. Y una coloración se dice mı́nima si el número de colores es
igual a χ(G). Además, si χ(G) = t, entonces se dice que G es t-cromático. La relación entre
coloración y contener de alguna forma un grafo completo ha sido estudiada intensivamente.
Después de todo, si Kt es subgrafo de G, entonces los vértices de G no pueden colorearse con
menos de t colores. Para ver que la presencia de Kt no es necesaria, basta con considerar el
ciclo de tamaño 5, el cual no tiene a K3 como subgrafo, sin embargo necesita 3 colores.

En algún momento de los años 40 Hajós [23] conjeturó que si un grafo requiere t colores
para colorear sus vértices, entonces aquel grafo contiene a Kt como menor topológico. Para
t = 1 y t = 2 la conjetura es trivialmente cierta. El caso t = 3 tampoco es dif́ıcil, notando
que si son necesarios tres colores, entonces el grafo debe contener un ciclo de tamaño impar,
el cual es una subdivisión de K3. En 1952 Dirac [13] probó que la conjetura es cierta para
t = 4. Sin embargo, aquel caso fue la última esperanza para la conjetura de Hajós, pues en
1979 Catlin [6] la refutó, mostrando una familia de contraejemplos para cada t ≥ 7. Más
aún, Erdös y Fajtlowicz [14] probaron en 1981 el bastante sorprendente resultado siguiente:
casi todos los grafos son contraejemplos. La conjetura de Hajós permanece aún abierta para
t ∈ {5, 6}.

En 1943 Hadwiger [22] sugirió una conjetura un tanto más débil. Él propuso que si el
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número cromático de un grafo es al menos t, entonces el grafo debe contener a Kt como
menor. El hecho de que la conjetura de Hajós sea cierta para t ≤ 4 implica directamente
que la conjetura de Hadwiger también es cierta para t ≤ 4. Más de veinte años tuvieron que
pasar para obtener la veracidad de la conjetura para otros valores de t. En 1964 Wagner [33]
logró demostrar la conjetura para t = 5, probando que dicho caso es equivalente al Teorema de
los Cuatro Colores. Y no fue hasta 1993 que se resolvió el caso t = 6, y positivamente, gracias
a Robertson, Seymour y Thomas [29]. Ellos mostraron que todo contraejemplo minimal de
la conjetura de Hadwiger con t = 6 debeŕıa consistir en un grafo planar más un vértice
adicional. Luego, debiera poder colorearse con 5 colores. Es decir, el caso t = 6 también
es implicado por el Teorema de los Cuatro Colores. Un avance importante fue logrado por
Bollobás, Catlin y Erdös [4], quienes probaron que la conjetura se cumple para casi todos los
grafos. La conjetura de Hadwiger permanece incierta, hasta el d́ıa de hoy, para t ≥ 7 y es
considerada uno de los problemas abiertos más importantes dentro de la teoŕıa de grafos.

En este trabajo estudiamos una noción distinta, la noción de lift de dos aristas adyacentes.
Un lift de dos aristas uv y vw consiste en borrar uv y vw, y agregar uw. Además, diremos
que un grafo H está inmerso en un grafo G si H se puede obtener a partir de G mediante
lifts de aristas adyacentes y eliminación de vértices y aristas. Esta definición es equivalente a
la existencia de una función inyectiva φ : V (H)→ V (G), tal que para cada arista uv ∈ E(H)
existe un camino Puv en G y tal que los caminos son arista-disjuntos de a pares. Claramente,
el hecho de contener un grafo como menor topológico implica contenerlo como inmersión. Sin
embargo, las relaciones de inmersión y menor no son comparables. Esto último se puede ver en
las demostraciones de los Lemas 2.7 y 2.8. La relación de inmersión ha sido comparativamente
mucho menos estudiada que las de menor y menor topológico. Aún aśı, en los últimos años
ha despertado un gran interés. Primero, desde un punto de vista netamente algoŕıtmico
[5, 15, 16, 17, 25], pero también desde el enfoque estructural [19, 34]. De hecho, Robertson
y Seymour extendieron su demostración de la famosa conjetura de Wagner [27] para probar
que la relación de inmersión es un buen-cuasi-orden [28]. Cabe destacar además, que si bien
no estudió el concepto de inmersión propiamente tal, Mader en los años 70 trabajó con la
noción de lift de aristas (ver [3, p.29]).

Siguiendo la ĺınea de Hajós y Hadwiger, Abu-Khzam y Langston [1] conjeturaron lo si-
guiente.

Conjetura 1 Si χ(G) ≥ t, entonces Kt está inmerso en G.

Es dicha conjetura la que finalmente motivó esta memoria y es la que estudiamos aqúı. El
trabajo realizado se organiza como sigue. En el primer caṕıtulo se presentan las definiciones
necesarias que permitirán la comprensión del trabajo, aśı como también algunos resultados
previos. El segundo caṕıtulo contiene ejemplos de inmersiones y dos resultados sobre clases
de grafos en las cuales se cumple la conjetura, los que se exponen a continuación. Diremos que
una inmersión es estricta si los caminos {Puv : uv ∈ E(H)} no utilizan vértices en φ(V (H))
como vértices internos. Y llamaremos a un grafo (k, s)-denso si todo conjunto de k vértices
induce un subgrafo con al menos s aristas.

Teorema 2.4 Todo grafo G (5,6)-denso contiene una inmersión estricta de Kχ(G).
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Teorema 2.5 Todo grafo G cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro,
contiene una inmersión estricta de Kχ(G).

Ambos teoremas se pueden encontrar en la Sección 2.1. Luego, la Sección 2.2 contiene una
breve mirada a una nueva relación definida, en un intento de generalizar las relaciones de
inmersión y de menor.

Finalmente, el último caṕıtulo está dedicado a un estudio detallado de una clase especial
de grafos, aquella de los grafos sin conjunto independiente de tamaño tres. Esta clase de
grafos podŕıa hacer más abordable el estudio de la conjetura de Abu-Khzam y Langston,
puesto que se trata de grafos muy densos. Y dado que cuando buscamos inmersiones, estamos
buscando caminos arista-disjuntos, los grafos con muchas aristas pueden ser un buen lugar
para desarrollar nuevas técnicas de demostración. Se estudia la conjetura de Abu-Khzam
y Langston restringida a los grafos sin conjunto independiente de tamaño tres. Denotamos
α(G) al tamaño del conjunto independiente más grande de G.

Conjetura 2 Todo grafo G con α(G) ≤ 2, contiene una inmersión de Kχ(G).

Se ve además, que al restringirse a estos grafos, la conjetura de Abu-Khzam y Langston
implica una tercera conjetura. Usualmente, cuando no haya confusión, escribiremos n para
referirnos al número de vértices de un grafo.

Conjetura 3 Todo grafo G con α(G) ≤ 2, contiene una inmersión de Kdn
2
e.

Chudnovsky [7] demostró que si α(G) ≤ 2, entonces G contiene como menor a Kdn
3
e, lo

cual originó que nos preguntáramos si se cumpĺıa el resultado análogo para inmersiones. En el
teorema enunciado a continuación mostramos que esto efectivamente es cierto. Cabe destacar
que nuestro argumento es totalmente distinto a aquél utilizado en [7].

Teorema 3.1 Si G es un grafo con α(G) ≤ 2, entonces G contiene una inmersión estricta
de Kdn

3
e.

Luego, en la Sección 3.1, se ven resultados que muestran cómo relajar la hipótesis de que
no hayan ciclos inducidos de largo cuatro en el complemento, para encontrar una inmersión
de Kχ(G) en G. Se muestra que restringiéndose a los grafos sin conjuntos independientes de
tamaño tres, es suficiente pedir que si hay ciclos inducidos de largo cuatro en el comple-
mento del grafo, entonces que sean arista-disjuntos. O bien que puedan compartir alguna
arista, mientras mantengan cierta estructura. También se demuestra que al prohibir caminos
inducidos de largo tres, igualmente podemos encontrar una inmersión de Kχ(G) en el grafo.

En la Sección 3.2 se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.9 Las Conjeturas 2 y 3 son equivalentes.

Adicionalmente, en la Sección 3.3 se exponen una serie de propiedades que debiera cumplir
un contraejemplo mı́nimo, en el caso de existir alguno. Y por último, se verá durante la me-
moria, que en casi todas las demostraciones, las inmersiones encontradas están estrechamente
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ligadas a la coloración del grafo. En la Sección 3.4 se exhibe un ejemplo cuya coloración no
permite encontrar una inmersión de Kχ(G) de la manera usual.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y algunas observaciones

Comenzamos esta sección con un poco de notación. Aqúı, todos los grafos son finitos, no-
dirigidos, sin loops y sin aristas múltiples, al menos que expĺıcitamente se exprese lo contrario.
Denotamos, para un grafo G, V (G) a su conjunto de vértices y E(G) a sus aristas. Para un
vértice v, N(v) corresponde al conjunto de vecinos de v y d(v) a su grado. Si d(v) = r para
todo vértice v de G, entonces decimos que G es r-regular. Denotamos por δ(G) al grado
mı́nimo encontrado entre los vértices de G y ∆(G) al grado máximo. Llamamos largo de un
camino P al número de aristas de P . Y para dos vértices u y v, denotamos por d(u, v) a la
distancia entre u y v, es decir, al largo del camino más corto que los une.

Nos referimos como ω(G) al tamaño máximo entre los conjuntos de vértices que inducen
grafos completos en G. Para un subconjunto de vértices U , denotamos por G[U ] al subgrafo
inducido por U y por G − U al grafo G[V (G) \ U ]. Para un subconjunto de aristas F ,
denotaremos G − F al grafo (V (G), E(G) \ F ). Usualmente utilizaremos la notación G − s
para referirnos a G− {s}, donde s puede ser un vértice o bien una arista. Para un grafo H,
denotamos H ⊆ G si H es subgrafo de G y H v G si es subgrafo inducido. Y llamamos G al

grafo complemento de G, es decir, G =
(
V (G),

(
V (G)
2

)
\ E(G)

)
.

Llamaremos arista-coloración de G a una asignación de colores a las aristas de G de manera
que aristas adyacentes reciban colores distintos. Y el ı́ndice cromático de G, denotado χ′(G),
es el mı́nimo número de colores necesarios que debe tener una arista-coloración de G.

A continuación se presentan las nociones más importantes que serán utilizadas a lo largo
del trabajo.

Definición 1.1 Un lift de dos aristas adyacentes uv y vw, con uw /∈ E(G), consiste en
borrar uv y vw, y agregar la arista uw.

Definición 1.2 Un grafo H está inmerso en un grafo G si H se puede obtener a partir de
G realizando lifts de aristas y borrando vértices y/o aristas. Lo denotamos H 4i G. También
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K1 + C4

lift

lift

subgrafo

K4

Figura 1.1: Inmersión de K4 en K1 + C4.

diremos que G contiene una inmersión de H.

La Figura 1.1 ilustra la noción de inmersión, mostrando que K4 está inmerso en K1 +C4,
donde H +G se construye con una copia de H, una copia de G y haciendo adyacente a todo
vértice de H con todo vértice de G.

Si bien la definición tradicional de inmersión es mediante lifts de aristas, una definición
equivalente que resultará muy conveniente utilizar es la siguiente.

Definición 1.3 Un grafo H está inmerso en un grafo G si existe una función φ : V (H) →
V (G) inyectiva, tal que:

1. Para cada uv ∈ E(H) existe un camino en G, que denotamos Puv, el cual une φ(u) y
φ(v).

2. Los caminos {Puv : uv ∈ E(H)} son arista-disjuntos de a pares.

Diremos que la inmersión es estricta si el conjunto de vértices internos de los caminos
{Puv : uv ∈ E(H)} es disjunto de φ(V (H)).

Y llamaremos vértices corner a aquellos vértices en φ(V (H)).

Notemos que el ejemplo de la Figura 1.1 corresponde a una inmersión estricta. Un ejemplo
de inmersión no-estricta se ilustra en la Figura 1.2, donde se muestra que C5 está inmerso
en K2,4. La inmersión no es estricta, puesto que algunos de los vértices corner son utilizados
como vértices internos de algún camino entre otros dos vértices corner.
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K2,4

lift

lift

lift

subgrafo

C5

Figura 1.2: Inmersión no-estricta de C5 en K2,4.
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De la definición se deduce que si H está inmerso en G, entonces el grado de cualquier
vértice v de H es menor o igual al grado de φ(v) en G, por lo que para que un grafo contenga
a Kt como inmersión, una condición necesaria es que tenga al menos t vértices de grado
mayor o igual a t− 1. Además, es directo notar que la relación de menor topológico implica,
en realidad, la relación de inmersión estricta.

Definición 1.4 Diremos que un grafo H está propiamente inmerso en un grafo G, si H 4i G
y H 6= G.

Definición 1.5 Dada una coloración c : V (G) → {1, ..., k}, denotaremos ci = {u ∈ V (G) :
c(u) = i} y por cij al subgrafo inducido por el conjunto de vértices {u ∈ V (G) : c(u) ∈ {i, j}}.

Llamaremos cadena a un camino en cij, y para cada u ∈ V (cij), denotaremos por cij(u) a
la componente conexa de cij que contiene a u.

Observación Si {i, j} 6= {k, l}, entonces cij y ckl son grafos arista-disjuntos.

La observación anterior resulta de particular importancia para encontrar inmersiones en
grafos, considerando la segunda definición de inmersión. Es por esta razón que el uso de
cadenas será de gran utilidad.

Definición 1.6 Diremos que un grafo G es t-cŕıtico si χ(G) = t y χ(H) < t para todo H
subgrafo propio de G.

Definición 1.7 Diremos que G es t-inmersión-cŕıtico si χ(G) = t y χ(H) < t para todo H
propiamente inmerso en G.

Definición 1.8 Sea c : V (G) → {1, ..., k} una coloración de los vértices de G y sea i ∈
{1, ..., k}. Diremos que u ∈ V (G) es un vértice dominante para el color i, si c(u) = i y si
para todo color j 6= i, existe un vértice v tal que c(v) = j y uv ∈ E(G).

Observación Si c es una coloración mı́nima de G, entonces todo i ∈ {1, ..., χ(G)} tiene un
vértice dominante. En efecto, si i es tal que para cada u ∈ ci, existe ju 6= i, tal que para todo
v ∈ cju , uv /∈ E(G), entonces podemos asignar el color ju a cada u, eliminando aśı el color i
y obtener una coloración más pequeña. Esto se ilustra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Ejemplo de color sin vértices dominantes. Los vértices unidos mediante ĺıneas
discontinuas representan vértices que no son adyacentes. Se ilustra cómo eliminar un color y
obtener una coloración más pequeña.
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1.2. Resultados previos y estado del arte

1.2.1. Conjetura de Abu-Khzam y Langston

Siguiendo la ĺınea de las conjeturas de Hadwiger y Hajós, Abu-Khzam y Langston conje-
turaron en [1]:

Conjetura 1 Si χ(G) ≥ t, entonces Kt está inmerso en G.

Puesto que la conjetura de Hajós vale para t ≤ 4, la conjetura de Abu-Khzam y Langston
es cierta para t ≤ 4, ya que la relación de menor topológico es sólo un caso particular de
inmersión.

Dentro de la evidencia que Abu-Khzam y Langston mostraron para apoyar la conjetura,
están los siguientes resultados (t ≥ 5).

Teorema 1.9 ([1]) Para cada t fijo, el número de grafos t-inmersión-cŕıticos es finito.

Dado que χ(Kt) = t, todo grafo t-inmersión-cŕıtico distinto de Kt será un contraejemplo
para la Conjetura 1. Además, cualquier contraejemplo debe o bien ser t-inmersión-cŕıtico, o
bien tener propiamente inmerso otro contraejemplo t-inmersión-cŕıtico. En cierto sentido, los
grafos t-inmersión-cŕıticos distintos de Kt son contraejemplos minimales para cada t. Aśı, la
conjetura de Abu-Khzam y Langston es equivalente a que Kt sea el único grafo t-inmersión-
cŕıtico para cada t, por lo que el resultado anterior efectivamente apoya la conjetura.

El grafo Kt es (t − 1)-conexo y (t − 1)-arista-conexo. Luego, si algún grafo t-inmersión-
cŕıtico no tuviera tal conexidad, entonces la Conjetura 1 no seŕıa cierta.

Teorema 1.10 ([1]) Todo grafo t-inmersión-cŕıtico es 4-conexo.

Teorema 1.11 ([1]) Todo grafo t-inmersión-cŕıtico distinto de Kt es t-arista-conexo.

Corolario 1.12 ([1]) Si G es t-inmersión-cŕıtico y distinto de Kt, entonces δ(G) ≥ t.

Los resultados anteriores restringen el conjunto de contraejemplos minimales, razón por
la cual representan evidencia que respalda la conjetura.

Cada grafo G con χ(G) = t debe contener un subgrafo (posiblemente el mismo G) t-cŕıtico.
Además, es fácil ver que todo grafo t-cŕıtico debe tener grado mı́nimo al menos t − 1. En
efecto, en caso contrario, basta con remover el vértice de grado menor o igual a t−2, colorear
los vértices restantes con t− 1 colores y luego asignar al vértice removido alguno de los t− 1
colores no utilizado entre sus vecinos. Aśı, el grafo puede ser coloreado en su totalidad con
t− 1 colores, contradiciendo el hecho de que sea t-cromático.

DeVos, Kawarabayashi, Mohar y Okamura [11], utilizando esto último, resolvieron la con-
jetura de Abu-Khzam y Langston para valores de t pequeños. Su resultado es el siguiente
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teorema, el cual prueba la conjetura para t ≤ 7. Es importante notar que este teorema no se
puede generalizar para valores de t más grandes. Esto último se discutirá más adelante, en
la Subsección 1.2.2.

Teorema 1.13 ([11]) Sea f(k) el número entero más pequeño tal que todo grafo de grado
mı́nimo al menos f(k) contiene una inmersión de Kk. Entonces f(k) = k − 1 para k ∈
{5, 6, 7}.

De hecho, dado que la demostración se basa en un proceso inductivo, probaron una afir-
mación un tanto más fuerte. El siguiente teorema considera multigrafos, los cuales pueden
tener más de una arista entre dos vértices. Cuando ésto ocurre, se denomina clase paralela
propia al conjunto de aristas entre el mismo par de vértices. La relación de inmersión se
extiende naturalmente a multigrafos, utilizando la Definición 1.3.

Teorema 1.14 ([11]) Sea d ∈ {4, 5, 6}, sea G = (V,E) un multigrafo sin loops y sea u ∈ V .
Asumamos además que G satisface las siguientes propiedades:

• |V | ≥ d.

• d(v) ≥ d para todo v ∈ V \ {u}.

• Hay a lo más d − 2 clases paralelas propias, y cada arista en tal clase paralela es
incidente a u.

Entonces hay una inmersión de Kd+1 en G.

Aśı, el Teorema 1.13 se concluye, notando que cualquier grafo con grado mı́nimo al menos
d cumple las hipótesis, considerando cualquiera de sus vértices como u.

Corolario 1.15 ([11]) La conjetura de Abu-Khzam y Langston es cierta para t ≤ 7.

Collins y Heenehan demostraron en [9] que existe una clase infinita de grafos que satisface
la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Ellas utilizaron la construcción de Hajós [23]: El
siguiente conjunto de operaciones produce grafos que no son t-coloreables a partir de grafos
que no son t-coloreables.

(♠) Agregar aristas y/o vértices al grafo.

(♦) Identificar dos vértices no-adyacentes y borrar las posibles aristas múltiples resultantes.

(♣) Para dos grafos G1 y G2 y xiyi ∈ E(Gi), borrar x1y1 y x2y2, agregar la arista y1y2 e
identificar los vértices x1 y x2.

De hecho, cada grafo que no se puede colorear con t colores, se puede construir a partir
de Kt+1 y mediante alguna secuencia de estas operaciones.

Lema 1.16 ([9]) Las inmersiones de Kt se preservan al aplicar las operaciones (♠) y (♣).
En el caso de (♣), esto quiere decir que si tanto G1 como G2 contienen una inmersión de Kt,
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entonces el nuevo grafo que resulta de aplicar (♣) a G1 y G2 también contiene una inmersión
de Kt.

Tenemos entonces que la clase de grafos obtenidos a partir de Kt+1 y aplicándoles las
operaciones (♠) y (♣) cumplen la conjetura de Abu-Khzam y Langston, la cual, para cada
t, es una clase infinita de grafos.

1.2.2. Problema relacionado

Como todo grafo t-cromático contiene un subgrafo de grado mı́nimo al menos t − 1, el
siguiente problema se relaciona directamente con la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

Problema Sea t un número entero positivo. ¿Cuál es el número entero f(t) más pequeño,
tal que todo grafo de grado mı́nimo al menos f(t) contiene una inmersión de Kt?

Dado que en cualquier inmersión de Kt, los vértices corner deben tener grado al menos
t − 1, es fácil ver que f(t) ≥ t − 1. En efecto, basta con considerar el grafo Kt−1, el cual
tiene grado mı́nimo t− 2 < t− 1, pero no contiene a Kt como inmersión, puesto que no tiene
vértices de grado t − 1. Además, gracias al Teorema 1.13, sabemos que f(t) = t − 1 para
t ≤ 7. Y si f(t) fuera igual a t− 1 para todo t, entonces la Conjetura 1 seŕıa cierta.

Un ejemplo de Paul Seymour (ver [11]) muestra que f(t) ≥ t para t = 10. El ejemplo
consiste en comenzar con el grafo K12 y remover las aristas de cuatro triángulos disjuntos.
Este grafo tiene grado mı́nimo 9, pero no es dif́ıcil notar que no contiene aK10 como inmersión.
En efecto, si tuviera una inmersión de K10, dado que el grafo es 9-regular, cualquier vértice
que sea corner debeŕıa utilizar todas sus aristas incidentes para sus caminos hacia los otros
vértices corner. Es decir que los vértices corner que son adyacentes utilizaŕıan la arista que los
une como su camino en la inmersión. Esto último se justifica de manera más formal, gracias al
Lema 1.24, que se verá más adelante en la Subsección 1.2.3. Además, dado que son 10 vértices
corner, quedaŕıan solamente dos vértices para utilizar como vértices internos de los caminos
en la inmersión. Y necesariamente, uno de los triángulos a los cuales se le removieron las
aristas, debeŕıa contener tres vértices corner. Luego, existiŕıa un par de aquellos vértices que
no podŕıa ser conectado mediante algún camino, manteniendo la condición de que sean arista-
disjuntos. Esto se entiende mejor en la Figura 1.4. Cabe destacar que el número cromático
del grafo es cuatro y que contiene a K4 como subgrafo, por lo que no corresponde a un
contraejemplo para la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

El siguiente teorema generaliza el ejemplo de Seymour.

Teorema 1.17 ([10]) Supongamos que H1, ..., Hs son grafos D-regulares, cada uno con ı́ndice
cromático D + 1, donde s > 1

2
D(D + 1). Sea G el complemento del grafo que se forma al

tomar la unión disjunta de H1, ..., Hs. Si denotamos n al número de vértices de G, entonces
el grado mı́nimo de G es n − 1 − D, sin embargo G no contiene una inmersión del grafo
completo de n−D vértices.
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Figura 1.4: Ejemplo de Paul Seymour. Los vértices negros corresponden a vértices corner. Se
muestran los dos casos posibles, salvo simetŕıas. Es claro que en cualquier triángulo con 3
vértices corner, siempre existirá un par que no podrá ser conectado.

El teorema anterior entrega ejemplos de grafos que tienen grado mı́nimo t−1, pero que no
contienen una inmersión de Kt, para t = 10 y t ≥ 12. En efecto, basta considerar D = 2, s = 4
si t es par y s = 5 si t es impar, y cada Hi algún ciclo de largo impar. Para t = 10, tomando
cada Hi como un ciclo de largo tres, se recupera el ejemplo de Seymour. Aśı, tenemos que
f(t) ≥ t, para t = 10 y t ≥ 12.

Para t = 11, sin embargo, no es posible construir un ejemplo de grafo con grado mı́nimo
t − 1 y sin inmersión de Kt, del tipo descrito en el Teorema 1.17. Otra desventaja de este
teorema es que entrega un número finito de ejemplos para cada t fijo. Ambos resultados
fueron demostrados en [9]. Adicionalmente, las autoras de [9] fueron capaces de probar que
f(t) ≥ t para t ≥ 8. Sus ejemplos consisten en familias infinitas de grafos con grado mı́nimo
t − 1 y sin inmersión de Kt, para cada t. La descripción general de sus ejemplos es como
sigue.

Definición 1.18 Para cada d ≥ 8 constrúımos Pd de la manera siguiente. Comenzamos con
Kd+1. Removemos las aristas de tres caminos disjuntos de largo 2. Removemos un matching
máximo entre los vértices que no están en estos caminos.

En la Figura 1.5 se ilustra el grafo Pd, para d = 8.

K6

Figura 1.5: El grafo P8. Las ĺıneas discontinuas representan aristas removidas.

Definición 1.19 Para cada d ≥ 8, constrúımos el grafo Gd de la manera siguiente. Comen-
zamos con Kd−3, y luego añadimos suficientes copias de Pd de manera que, agregando una
arista desde cada vértice de grado d − 2 de Pd hacia algún vértice de Kd−3, los vértices de
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P8

P8

P8 P8

P8

Figura 1.6: Ejemplo del grafo G8.

Kd−3 tengan grado al menos d− 1.

En la Figura 1.6 se presenta un posible ejemplo del grafo Gd para d = 8. Notemos que en
este caso, los vértices de grado d − 2 = 6 de cada P8 se han hecho adyacentes a un mismo
vértice de K5, lo que resulta en un grafo 1-conexo. Si los vértices de grado 6 de los grafos
P8 se hicieran adyacentes a distintos vértices de K5, entonces se podŕıa obtener un grafo 2 o
3-conexo.

Teorema 1.20 ([9]) El grafo Gd tiene grado mı́nimo d − 1, pero no contiene inmersión
alguna de Kd, para cada d ≥ 8.

Cabe notar que para d ∈ {8, 9}, χ(Gd) = d− 2 y Gd contiene como subgrafo a Kd−2. Para
d ≥ 10, χ(Gd) = d − 3 y Gd contiene como subgrafo a Kd−3 y como inmersión a Kd−1. Por
lo tanto, Gd no es un contraejemplo para la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Además,
dada la definición de Gd, se puede construir un grafo 1, 2 o 3-conexo. Sin embargo, todos los
ejemplos resultan ser grafos 3-arista-conexos. El hecho de que se puedan agregar más copias
de Pd al grafo, manteniendo las condiciones de la Definición 1.19, implica que el ejemplo es
en realidad una familia infinita de grafos.

La idea de la demostración de que Gd no contiene a Kd como inmersión, se basa en el
siguiente resultado. Éste implica que todos los vértices corner debeŕıan estar o bien en algún
Pd, o bien en el subgrafo Kd−3, con lo que se llega a una contradicción.

Lema 1.21 ([9]) Sea G un grafo y M un subgrafo tal que existe un corte de aristas C en
G, |C| ≤ d− 2, y M es una componente conexa de G−C. Si G tiene una inmersión de Kd,
entonces todos los vértices corner están en V (M) o bien todos los vértices corner están en
V (G−M).

Se obtuvieron también otro tipo de ejemplos, reemplazando el subgrafo Kd−3 por otro tipo
de estructura, a saber, varias copias de Kd−2 dispuestas en ćırculo, con un número limitado
de aristas entre copias adyacentes. Estos ejemplos resultaron tener número cromático d− 2,
para cada d ≥ 8, y de igual manera constituyen una familia infinita de grafos.

El hecho de que en Pd hayan tres vértices de grado d−2 (aquellos que son vértices internos
de los caminos a los cuales se les removieron las aristas), implica que el grafo resultante es
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3-arista-conexo, puesto que hay exactamente tres aristas desde cada Pd hacia el resto del
grafo. Las autoras de [9] fueron capaces de encontrar ejemplos hasta (d− 2)-arista-conexos,
modificando los grafos Pd, de manera que tuvieran k vértices de grado d−2, con 7 ≤ k ≤ d−2.
El número cromático de aquellos ejemplos es también d−2 y corresponden igualmente a una
familia infinita de grafos.

Es importante notar que los ejemplos constrúıdos en [9] tienen número cromático d− 3 o
d−2, lo que evidencia la necesidad de una cota inferior en el número cromático para asegurar
una inmersión de Kd. En efecto, sus ejemplos muestran que un número cromático igual a
d− 2 no es lo suficientemente grande para garantizar una inmersión de Kd.

Para resumir entonces, tenemos que,

f(t) = t− 1, para t ≤ 7

f(t) ≥ t, para t ≥ 8.

Con respecto a alguna cota superior para f , lo mejor que se conoce hasta ahora es gracias
a DeVos et al., cuyo resultado prueba que f(t) ≤ 200t para todo t.

Teorema 1.22 ([10]) Todo grafo con grado mı́nimo al menos 200t contiene una inmersión
estricta de Kt.

La demostración utiliza el siguiente resultado.

Lema 1.23 ([10]) Sea G un grafo de grado mı́nimo 4k. Entonces G contiene un subgrafo
Euleriano de grado mı́nimo al menos 2k.

Aśı, gracias al Lema 1.23, se puede considerar un grafo Euleriano de grado mı́nimo al
menos 100t. La idea general de la demostración consiste en tomar un vértice u y realizar lifts
de todas sus aristas incidentes, para luego borrarlo. Como el grado de u debe ser par, esta
operación es realizable. Si el complemento de la vecindad de u tiene un matching perfecto,
entonces los lifts se pueden realizar de manera que el resultado sea aún un grafo y con grado
mı́nimo al menos 100t. Sin embargo, si ésto no es aśı, cualquier secuencia de lifts de todas las
aristas de u genera aristas múltiples. Se prueba que casi todas las aristas múltiples se pueden
mantener en un conjunto A pequeño de vértices, totalmente conectado a otro conjunto B,
relativamente grande. Haciendo ésto, o bien se encuentra una inmersión de Kt, o bien algún
parámetro “mejora” (en un sentido más bien técnico), donde los parámetros son los tamaños
de A y B, y la densidad de aristas de B.

1.2.3. Otros

Lema 1.24 ([10]) Supongamos que G contiene una inmersión de Kt con conjunto de vértices
corner J . Entonces G contiene una inmersión de Kt con conjunto de vértices corner J , en
la cual las aristas entre vértices adyacentes en J se usan como los caminos entre aquellos
vértices.
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La idea de la demostración es simple. Basta con notar que cada vez que Puv sea distinto de
uv para dos vértices corner adyacentes u, v, y la arista uv sea utilizada en otro Pwx, se puede
intercambiar Puv con uv, y mantener los caminos arista-disjuntos. Esto último se ilustra en
la Figura 1.7.

x

w
u

v
x

w
u

v

Figura 1.7: Intercambio de caminos arista-disjuntos. Se muestra el caso en que Puv 6= uv, Pwx
utiliza la arista uv y la forma en que se realiza el intercambio.

Aśı, siempre que estemos buscando inmersiones de grafos completos, si dos vértices corner
son adyacentes, entonces asumiremos que la arista que los une es el camino en la inmersión,
al menos que expĺıcitamente se diga lo contrario.
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Caṕıtulo 2

Resultados generales

2.1. Inmersiones

En esta sección presentamos algunos ejemplos de inmersiones de grafos completos, aśı como
también dos clases de grafos en las cuales se cumple la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

Veamos primero, que en un grafo multipartito completo podemos encontrar la inmersión
de un grafo completo de tamaño relativamente grande.

Teorema 2.1 Sea G un grafo multipartito completo de k clases con s vértices cada una.
Entonces G contiene una inmersión estricta de H, donde,

H =


K(k−1)s+1 si s es par

K(k−1)s si s 6= 1 y s es impar

Kk si s = 1

Demostración. El caso s = 1 es trivial, por lo que asumimos s > 1. Elegimos los vértices
de k − 1 clases como vértices corner (en el caso que s sea par, se agregará un vértice corner
adicional más adelante), y los vértices de la clase restante, llamémosla U , se ocuparán para
los caminos arista-disjuntos. Los caminos entre dos vértices de distinta clase ya existen (son
las aristas entre ellos), por lo que sólo debemos preocuparnos de aquellos vértices que están
en la misma clase. Sabemos que χ′(Ks) = s− 1 si s es par, y χ′(Ks) = s si s es impar mayor
o igual a tres ([31, p.133]).

Para cada clase de s vértices corner, consideramos una χ′(Ks)-arista-coloración de las
aristas que faltan (todas). Como |U | ≥ χ′(Ks), podemos asignar cada uno de los colores de
las aristas de Ks a algún vértice de U . Digamos que el vértice ui ∈ U recibe el color i. Luego,
para dos vértices corner v y w en la misma clase, asignamos Pvw = vuiw, donde el color de
vw es i.

Notemos que dichos caminos resultan arista-disjuntos. En efecto, si dos caminos Pvw y
Pxy compartieran alguna arista, entonces vw tendŕıa que ser adyacente a xy. Pero además,
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se tendŕıa que Pvw = vuiw,Pxy = xuiy para algún i ≤ χ′(G). Es decir, tanto vw como xy
tendŕıan asignado el color i, lo cual es una contradicción.

Notemos que si s es par, entonces en U hay un vértice que no es utilizado en los caminos
arista-disjuntos, por lo que podemos agregarlo como vértice corner de la inmersión, ya que
es adyacente a todos los otros vértices corner. Aśı, encontramos la inmersión buscada, la
cual es estricta puesto que ningún vértice corner es utilizado como vértice interno de algún
camino.

Teorema 2.2 Sea G un grafo χ(G)-inmersión-cŕıtico. Entonces K2χ(G)−δ(G)−1 está estricta-
mente inmerso en G.

Demostración. Gracias al Corolario 1.12, podemos asumir que δ(G) ≥ χ(G). Luego, δ(G) =
χ(G) + h, con h ≥ 0. Sea u tal que d(u) = δ(G). Entonces existe una coloración c mı́nima de
G, tal que c(u) = 1 y c(v) 6= c(u), para todo v 6= u. En efecto, como χ(G− u) < χ(G) (pues
G− u está propiamente inmerso en G), podemos colorear los vértices de G− u con χ(G)− 1
colores. Luego, al asignar un color extra al vértice u, obtenemos una coloración mı́nima de
G en la cual el color de u es distinto al color de todos los otros vértices. Notemos que para
dicha coloración, entre los vecinos de u deben estar presentes todos los otros colores distintos
de c(u) (si falta alguno, asignamos ese color a u y obtenemos una coloración más pequeña de
G).

Consideremos

N̂(u) = {v ∈ N(u) : c(v) 6= c(w),∀w ∈ N(u), w 6= v}.

Tenemos que |N̂(u)| ≥ χ(G)−h−2. Esto último pues d(u) = χ(G)−1 +h+ 1, hay χ(G)−1
colores disponibles y en el peor de los casos h+ 1 de ellos están repetidos.

Sean entonces, v, w ∈ N̂(u) con c(v) = i, c(w) = j. Si w /∈ cij(v), podemos intercambiar
los colores en cij(w), con lo que en la nueva coloración, ningún vértice en N(u) tiene el color
j. Podemos asignar entonces, el color j a u y obtener aśı una coloración más pequeña de
G, lo que nos lleva a una contradicción. Por lo tanto, v y w están en la misma componente
conexa de cij y entonces existe una cadena que los une.

Consideramos como vértices corner de la inmersión a {u} ∪ N̂(u). El camino de u hacia

algún vértice en N̂(u) es la arista que los conecta y el camino entre dos vértices en N̂(u) es la
cadena que los une. Todos estos caminos corresponden a cadenas entre vértices de distintos
colores, las cuales sabemos, son arista-disjuntas. El hecho de que los caminos sean cadenas
implica también que ningún vértice corner se utiliza como vértice interno de otro camino,
luego, la inmersión es estricta. Tenemos entonces, un grafo completo inmerso de tamaño al
menos:

χ(G)− h− 2 + 1 = χ(G)− (δ(G)− χ(G))− 1 = 2χ(G)− δ(G)− 1.

Veamos ahora dos clases de grafos en las cuales se cumple la conjetura de Abu-Khzam y
Langston.
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Definición 2.3 Diremos que un grafo G es (k,s)-denso si para todo X ⊆ V (G), con |X| = k,
tenemos que |E(G[X])| ≥ s.

Teorema 2.4 Todo grafo G (5,6)-denso contiene una inmersión estricta de Kχ(G).

Demostración. Supongamos primero que G tiene menos de cinco vértices. Si χ(G) = 1,
entonces obviamente K1 ⊆ G, lo que corresponde a una inmersión estricta de Kχ(G) en G.
Si χ(G) = 2, entonces debe haber una arista en G, luego, K2 ⊆ G. Si χ(G) = 3, G debe
contener un ciclo de largo impar, el cual necesariamente es de largo tres, luego, K3 ⊆ G. Y
si χ(G) = 4, es fácil chequear que la única opción es que G = K4. Es decir, en cualquier caso
tenemos una inmersión estricta de Kχ(G) en G, por lo que podemos asumir |V (G)| ≥ 5.

Sea c una coloración mı́nima de V (G) y sea k = χ(G). Notemos que |ci| ≤ 3, para
1 ≤ i ≤ k, ya que no pueden haber conjuntos independientes de tamaño cuatro. Ésto, pues si
hubiese alguno, agregándole cualquier otro vértice, tendŕıamos un conjunto de cinco vértices,
cuyo grafo inducido tendŕıa menos de seis aristas. Elegimos un vértice dominante de cada
color para ser los vértices corner de la inmersión.

Sean i, j dos colores tales que ci = {u, x}, cj = {v, y}. En el caso de que cij no sea conexo,
entonces escogemos un par de vértices dominantes que sean adyacentes, como vértices corner.
Notemos que esta elección es posible, ya que si u y v son dominantes y uv /∈ E(G), entonces
tenemos que uy ∈ E(G), vx ∈ E(G), pues u y v son dominantes. Como cij no es conexo,
entonces xy /∈ E(G). Luego, cualquier otro vértice debe ser adyacente a u, v, x e y, por la
densidad de G. Esto nos asegura que podemos elegir, por ejemplo, x y v como vértices corner,
los cuales son adyacentes entre ellos y son adyacentes también a cualquier otro vértice (en
particular a cualquier otro vértice corner).

Llamemos entonces ui al vértice dominante del color i elegido como corner. Sean ahora,
i, j dos colores cualesquiera y veamos que entre sus vértices corner respectivos existe una
cadena que los une.

• Si |ci| = 1, entonces uiuj ∈ E(G), pues uj es dominante. La arista uiuj es la cadena
que buscamos.

• Si |ci| = 2, |cj| = 3, entonces uiuj ∈ E(G), gracias a la densidad del grafo.

• Si |ci| = 3, |cj| = 3, entonces considerando el conjunto de los vértices de ci más uj y
otro vértice de cj, tenemos que el grafo inducido debe ser necesariamente un bipartito
completo, por la densidad de G. Luego, uiuj ∈ E(G).

• Si |ci| = 2, |cj| = 2, entonces hay dos opciones. Si cij es conexo, siempre podemos
encontrar una cadena que une ui con uj. Y si cij no es conexo, entonces por la elección
de los vértices corner, tenemos que uiuj ∈ E(G).

Por simetŕıa, los anteriores son todos los casos posibles, y aśı, entre cada par de vértices
corner existe una cadena que los une. Por lo tanto, tenemos una inmersión de Kχ(G). La
inmersión resulta estricta, ya que al ser los caminos cadenas entre vértices corner de distintos
colores, ninguno ocupa a otro vértice corner como vértice interno.
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Otra clase que cumple la conjetura de Abu-Khzam y Langston es aquella de los grafos
cuyo complemento no contiene ciclos inducidos de largo cuatro.

Teorema 2.5 Todo grafo G cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro,
contiene una inmersión estricta de Kχ(G).

Demostración. Sea c una coloración mı́nima de G y elijamos un vértice dominante de cada
color como conjunto de vértices corner. Consideremos dos vértices corner, u y v, con c(u) = i,
c(v) = j y veamos que existe una cadena que los une (aśı aseguramos que los caminos serán
arista-disjuntos).

Si uv ∈ E(G), entonces la arista uv es el camino que buscamos. Si uv /∈ E(G), existen
vértices x ∈ cj, y ∈ ci, tales que ux, vy ∈ E(G), pues u y v son dominantes. Además, como
C4 6v G, necesariamente xy ∈ E(G). Aśı, uxyv es la cadena que buscamos. Luego, tenemos
una inmersión de Kχ(G), la cual es estricta pues al ser los caminos cadenas entre vértices de
distintos colores, no utilizan a otro vértice corner como vértice interno.

Observación En un principio, la condición de que no hayan ciclos inducidos de largo cuatro
en el complemento del grafo podŕıa parecer demasiado restrictiva. Sin embargo, a diferencia de
los grafos (5, 6)-densos, las clases de colores pueden ser relativamente grandes. En efecto, los
autores de [20] probaron que si G es un grafo tal que C4 6v G, con n vértices y grado medio a,
entonces ω(G) ≥ a2n−1/10. Esto implica que si C4 6v G, entonces α(G) ≥ (n−1−a)2n−1/10.
Es decir, podŕıan existir coloraciones con clases de tamaño (n− 1− a)2n−1/10.

2.2. Otra relación

Definimos una nueva relación, en un intento de generalizar las relaciones de orden inmer-
sión y menor.

Definición 2.6 Denotaremos H - G si existe φ : V (H)→ 2V (G), tal que:

1. Para cada u ∈ V (H), φ(u) induce un grafo conexo y φ(u) ∩ φ(v) = ∅, si u 6= v.

2. Para cada uv ∈ E(H), existe Puv camino entre φ(u) y φ(v). Además, los caminos
{Puv : uv ∈ E(H)} son arista-disjuntos de a pares.

De ahora en adelante, denotaremos H 4 G si G contiene a H como menor.

Observación Si H 4 G, entonces H - G y si H 4i G, entonces H - G.

Lema 2.7 H - G no implica H 4i G.

Demostración. Consideremos H̃ como el conocido grafo de Petersen. Sabemos que K5 4 H̃,
por lo que K5 - H̃. Sin embargo, K5 no puede estar inmerso en H̃, pues H̃ es 3-regular y
los vértices corner de cualquier inmersión de K5 deben tener grado al menos 4.
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Lema 2.8 H - G no implica H 4 G.

Demostración. Consideremos el grafo K1,4. Realizando dos lifts desde el vértice en la clase
de tamaño 1 y borrándolo, se obtiene una inmersión de 2K2, por lo que 2K2 - K1,4. Sin
embargo, es fácil ver que 2K2 64 K1,4.

Teorema 2.9 H - G no implica H 4i G ó H 4 G.

Demostración. Dibujamos el grafo de Petersen en el plano y agregamos un vértice en cada
cruce de aristas, tal como se muestra en la Figura 2.1. Llamemos a este grafo Ĥ. Entonces
K5 64 Ĥ, pues Ĥ es planar. Además,K5 64i Ĥ, pues los únicos vértices que podŕıan ser vértices
corner son aquellos pintados de negro y tendŕıan que utilizar todas sus aristas incidentes para
los caminos. Sin embargo, cada par adyacente de estos vértices comparte un vecino con sólo
una arista incidente extra, por lo que los caminos no resultaŕıan arista-disjuntos.

No obstante, es fácil ver que K5 - Ĥ. Basta identificar los vértices de K5 con cada par
adyacente de vértices blanco y gris.

Figura 2.1: Grafo de Petersen con vértices en las intersecciones de aristas.

Por lo tanto, la nueva relación definida corresponde a una generalización no trivial de las
relaciones menor e inmersión.
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Caṕıtulo 3

Caso especial: α(G) ≤ 2

Una clase de grafos muy interesante a considerar es aquella de los grafos sin conjunto
independiente de tamaño tres. Ha sido ampliamente estudiada en un intento de resolver la
conjetura de Hadwiger [2, 7, 8, 26]. Es por esta razón que nos interesamos en la conjetura
de Abu-Khzam y Langston restringida a dichos grafos. El objetivo principal es ver qué tan
lejos podemos llegar en un intento de resolver la conjetura cuando α(G) ≤ 2.

Conjetura 2 (C2) Todo grafo G con α(G) ≤ 2, contiene una inmersión de Kχ(G).

Si α(G) ≤ 2, entonces en cualquier coloración de los vértices de G, cada clase de color,
al ser un conjunto independiente, no puede tener más de dos vértices, lo cual implica que
χ(G) ≥ n

2
. La conjetura de Abu-Khzam y Langston nos diŕıa entonces que G debe contener

una inmersión de Kdn
2
e. Esto último da lugar a una nueva conjetura.

Conjetura 3 (C3) Todo grafo G con α(G) ≤ 2, contiene una inmersión de Kdn
2
e.

En un principio, la Conjetura 3 podŕıa parecer más débil que la Conjetura 2. Sin embargo,
como veremos más adelante, en el Teorema 3.9, ambas conjeturas son en realidad equivalentes.

Observación Si G es un grafo con α(G) ≤ 2, u, v, w ∈ V (G) y v, w /∈ N(u), entonces
vw ∈ E(G). Esta simple observación nos dice que la no-vecindad de cualquier vértice de G
debe inducir un grafo completo.

Notación De aqúı en adelante utilizaremos la siguiente notación para v ∈ V (G) y U ⊆
V (G).

1. N(v) = V (G) \ ({v} ∪N(v)), es decir, los no-vecinos de v.

2. NU(v) = N(v) ∩ U .

3. NU(v) = N(v) ∩ U .

Notemos que si cambiáramos Kdn
2
e por Kdn

3
e en la Conjetura 3, la afirmación resulta ser
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cierta. Más aún, o G contiene a Kdn
3
e como subgrafo, o bien prácticamente cualquier conjunto

de vértices sirve como vértices corner. Además, la inmersión es estricta.

Teorema 3.1 Si G es un grafo con α(G) ≤ 2, entonces G contiene una inmersión estricta
de Kdn

3
e.

Demostración. Podemos asumir δ(G) ≥ b2n
3
c. En efecto, si existe un vértice v con d(v) <

b2n
3
c, entonces su no-vecindad es de tamaño al menos dn

3
e, y como induce un grafo completo,

tendŕıamos que G contiene como subgrafo a Kdn
3
e.

Separamos entonces V (G) en dos conjuntos disjuntos U y W , tales que |U | = dn
3
e y

|W | = b2n
3
c. Los vértices del conjunto U serán los vértices corner y como siempre, Puv es el

camino entre u y v en la inmersión. Ordenamos los pares {u, v} con u, v ∈ U arbitrariamente y
vamos asignando los caminos de la inmersión de la siguiente manera. Si uv ∈ E(G), entonces
Puv = uv. Si uv /∈ E(G), entonces Puv = uzv, con z ∈ NW (u) ∩ NW (v) y tal que z no
ha sido utilizado en algún Pux, con x ∈ U o en algún Pvx, con x ∈ U . Notemos que dada
esta última condición, los caminos resultarán arista-disjuntos. Además, ningún vértice corner
es usado como vértice interno de algún camino, por lo que la inmersión es efectivamente
estricta. Veamos que esta asignación es posible (solamente hay que verificar los casos en que
uv /∈ E(G)). Notemos lo siguiente.

|NW (u) ∪NW (v)| = |NW (u)|+ |NW (v)| − |NW (u) ∩NW (v)|
= |N(u)| − |NU(u)|+ |N(v)| − |NU(v)| − |NW (u) ∩NW (v)|

≥
⌊

2n

3

⌋
− |NU(u)|+

⌊
2n

3

⌋
− |NU(v)| − |NW (u) ∩NW (v)|.

Como uv /∈ E(G) y α(G) ≤ 2, entonces tenemos que para todo w ∈ W,uw ∈ E(G) o
vw ∈ E(G). Esto implica que NW (u) ∪ NW (v) = W . Luego, de la desigualdad anterior se
obtiene lo siguiente.

|NU(u)|+ |NU(v)| ≥ 2

⌊
2n

3

⌋
− |W | − |NW (u) ∩NW (v)|

=

⌊
2n

3

⌋
− |NW (u) ∩NW (v)|.

Notemos que los vértices en U que necesitan un camino hacia u de largo mayor que 1 son
sus no-vecinos, es decir dn

3
e − 1− |NU(u)|. De igual manera, los vértices en U que necesitan

un camino hacia v de largo mayor que 1 son dn
3
e − 1 − |NU(v)|. Aśı, el total de caminos de

largo mayor que 1 que necesitan ocupar un vértice en NW (u) ∩NW (v) son:

2
⌈n

3

⌉
− 2− (|NU(u)|+ |NU(v)|) ≤ 2

⌈n
3

⌉
− 2−

(⌊
2n

3

⌋
− |NW (u) ∩NW (v)|

)
≤ |NW (u) ∩NW (v)|.

Es decir, hay suficientes vértices disponibles para construir los caminos necesarios desde
u y desde v, manteniendo la condición que sean arista-disjuntos. Por lo tanto, existe z ∈
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NW (u)∩NW (v) que no ha sido utilizado aún en otros caminos Pux o Pvx y entonces podemos
asignar Puv = uzv. Aśı, hemos conseguido una inmersión de Kdn

3
e en G.

Observación Consideremos c una coloración mı́nima de G con α(G) ≤ 2. Notemos que para
cada par de colores i, j, con |ci| = |cj| = 2, o bien cij es conexo, en cuyo caso existe una
cadena para cada u ∈ ci y cada v ∈ cj, o bien cij = C4.

3.1. Sub-clases que cumplen la conjetura

Ya vimos que si C4 no es subgrafo inducido de G, entonces G contiene una inmersión de
Kχ(G). Veamos que al restringirnos a los grafos sin conjunto independiente de tamaño tres,
podemos relajar tal hipótesis. Necesitaremos hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.2 Sea G con α(G) ≤ 2, c una coloración mı́nima de sus vértices, y ci, cj dos clases
de colores de tamaño 2, con ui, uj vértices dominantes para i, j, respectivamente. Entonces,
si ui /∈ cij(uj), al menos uno de los dos colores, i o j, tiene otro vértice dominante. Más aún,
siempre que cij no es conexo, existe un par de vértices dominantes para i y j, los cuales son
adyacentes.

Demostración. Sean vi, vj vértices tales que ci = {ui, vi}, cj = {uj, vj}. Dado que uiuj /∈
E(G), necesariamente uivj ∈ E(G) y ujvi ∈ E(G). Luego, como cij no es conexo, podemos
intercambiar los colores de los vértices uj y vi. Aśı, obtenemos una nueva coloración mı́nima
de los vértices de G, en la cual los vértices vi y vj tienen asignado el mismo color. Por lo
tanto, al menos uno de los dos, vi o vj, necesariamente debe ser dominante. Notemos que
también debe ser dominante en la coloración original.

Ahora, sean ci = {ui, vi}, cj = {uj, vj}, tales que cij no es conexo y ui, uj son vértices
dominantes para i, j, respectivamente. Si uiuj /∈ E(G), entonces gracias a lo anterior, vi o vj
también debe ser dominante. Si vi (respectivamente vj) es dominante, como es adyacente al
vértice dominante uj (respectivamente ui), se tiene la segunda afirmación.

Teorema 3.3 Sea G con α(G) ≤ 2 y supongamos además que si es que hay C4’s inducidos
en G, son arista-disjuntos de a pares. Entonces G contiene una inmersión estricta de Kχ(G).

Demostración. Sea c una coloración mı́nima de G y elijamos un vértice dominante de cada
color como conjunto de vértices corner de la inmersión. En el caso de que algún cij no sea
conexo para dos colores i, j, tales que |ci| = |cj| = 2, es decir que cij = C4, entonces elegimos
como vértices corner a un par de vértices dominantes que sean adyacentes. Notemos que
dicha elección es posible, gracias al Lema 3.2. Además, debido a que los C4’s inducidos en G
son arista-disjuntos, tenemos que tanto i como j cumplen que cik y cjk son grafos conexos,
para todo k distinto de i y de j, tal que |ck| = 2. Por lo tanto, la condición de elegir vértices
dominantes adyacentes sucederá máximo una vez por cada color. Llamemos ui al vértice
dominante escogido como vértice corner para el color i.
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Consideremos ahora dos colores cualesquiera i, j y veamos que siempre existe una cadena
entre sus vértices dominantes corner respectivos.

• Si ci = {ui}, cj = {uj}, entonces uiuj ∈ E(G), pues ambos vértices son dominantes.

• Si ci = {ui, x}, cj = {uj}, entonces uiuj ∈ E(G), pues ui es dominante.

• Si ci = {ui, x}, cj = {uj, y}, entonces hay dos opciones. Si cij es conexo, tenemos que
ui y uj están conectados mediante una cadena. Si cij no es conexo, entonces gracias a
la elección de los vértices corner en este caso, tenemos que uiuj ∈ E(G). Es decir, en
cualquiera de los dos casos, existe una cadena que une ui con uj.

Dado que α(G) ≤ 2, los anteriores son los únicos casos posibles (salvo simetŕıa). Aśı,
tenemos una cadena que une cada par de vértices corner, las cuales sabemos, son arista-
disjuntas. Y ningún vértice corner es utilizado como vértice interno de algún camino, por lo
que la inmersión es estricta.

Veamos que en la presencia de varios C4’s inducidos en G, compartiendo alguna arista, aún
podemos encontrar una inmersión de Kχ(G) en G, siempre y cuando las adyacencias cumplan
cierta estructura.

Definición 3.4 Sea G un grafo con α(G) ≤ 2 y sea c una coloración de los vértices de G.
Definimos el grafo Gc de la siguiente forma.

1. El conjunto de vértices de Gc son las clases de tamaño dos de c.

2. Existe una arista entre ci y cj si cij no es conexo.

Teorema 3.5 Sea G un grafo con α(G) ≤ 2 y tal que |V (G)| 6= 2χ(G) − 1. Si existe una
coloración c mı́nima de los vértices de G tal que el grafo Gc consiste solamente en caminos
disjuntos de a pares, entonces Kχ(G) 4i G.

Demostración. Sea c : V (G) → {1, . . . , k} la coloración descrita en el teorema. Elegiremos,
como siempre, un vértice dominante de cada color como conjunto de vértices corner. Veamos
la forma de elección de éstos.

Consideremos i, j ∈ {1, . . . , k}. Si alguna de las clases de colores i o j es de tamaño uno,
entonces cualquier par de vértices dominantes que elijamos serán adyacentes. Si las dos clases
son de tamaño dos y cij es conexo, entonces siempre encontraremos una cadena entre todo
vértice dominante de i y todo vértice dominante de j. Debemos ver entonces, cómo se elige el
vértice corner de los colores i, tales que cij no es conexo para algún j, es decir que cij = C4.

Consideremos un camino maximal P = ci1 . . . cit en Gc. Es decir que en G, cilil+1
no es

conexo, para 1 ≤ l ≤ t− 1, tal como se ilustra en la Figura 3.1. De acuerdo a la hipótesis en
Gc, cada color i presente en P es tal que cij es conexo para todo j, cuando ci no es adyacente
a cj en el camino P . Además, recordemos que gracias al Lema 3.2, para cada par i, j que
tienen vértices dominantes que no están en la misma componente conexa de cij, se cumple
que al menos uno de los dos colores, i o j, tiene otro vértice dominante.

26



Figura 3.1: Representación en G de camino maximal en Gc. Cada ci está representado con
sus dos vértices dispuestos horizontalmente.

Sigamos el siguiente procedimiento. Definimos:

S = {ci ∈ V (P ) : i tiene dos vértices dominantes}

T = {ci ∈ V (P ) : i tiene sólo un vértice dominante}

y llamemos bloque de S (respectivamente de T ) a un sub-camino en P , con vértices en S
(respectivamente en T ). Particionamos los vértices de P en bloques maximales de S y en los
bloques restantes de T . Esto queda más claro en la Figura 3.2.

Llamemos xi, yi a los vértices de ci para cada color i, de manera que en P , xilyil+1
∈ E(G)

y xil+1
yil ∈ E(G), para 1 ≤ l ≤ t − 1. Luego, el procedimiento para escoger los vértices

corner es el siguiente. Debemos distinguir entre dos casos. Si la coloración c no posee clases
de colores con tan sólo un vértice, entonces no hay bloques de T , puesto que todos los vértices
son dominantes en este caso, gracias a que α(G) ≤ 2. Luego, en P podemos elegir xi1 , yi2 ,
xi3 , yi4 , . . . , como vértices corner. Notemos que en este caso, para cil y cil+1

adyacentes en
P , sus vértices corner respectivos son adyacentes.

En el caso de que la coloración tenga clases de colores con un solo vértice, entonces
procedemos de la siguiente manera. Elegimos uno de los extremos de P como el inicio y
vamos asignando, en el orden del camino, un vértice corner para cada color como se detalla
a continuación.

• En un bloque de T , elegir al único vértice dominante como vértice corner.

• En un bloque maximal de S, alternar entre xi’s e yi’s para ser vértices corner, salvo que
el último vértice a elegir no sea adyacente al vértice dominante del siguiente color en el
bloque de T . En aquel caso, escoger para el último color de S, al vértice no-adyacente
al penúltimo vértice elegido como corner.

Veamos que dicha elección permite encontrar la inmersión que queremos. Como ya dijimos,
sólo debemos verificar aquellos pares de colores i, j tales que cij no es conexo, es decir, los pares
de colores adyacentes en P . Para dos colores il, il+1 en un bloque de S, sus vértices corner
respectivos son adyacentes, salvo en el caso que se eligen al final dos vértices no-adyacentes.
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Figura 3.2: Bloques maximales de S delimitados en rojo. Los vértices amarillos son vértices
dominantes. Se ha omitido la coloración del grafo para mayor claridad.

Veamos cómo construir el camino entre ellos dos en este caso. Digamos que hemos elegido
xil , xil+1

como vértices corner. Entonces, podemos considerar una clase de color de tamaño
uno y llamar u a tal vértice. Luego, como tanto yil como yil+1

son dominantes, se tiene que
uyil , uyil+1

∈ E(G). Aśı, podemos asignar xilyil+1
uyilxil+1

, como el camino entre los vértices
corner xil , xil+1

. Esta asignación mantiene los caminos arista-disjuntos y no interfiere con los
caminos entre u y los vértices corner xil y xil+1

, ya que éstos son uxil y uxil+1
, respectivamente.

Esto último se ilustra en la Figura 3.3.

Si cil , cil+1
∈ T , entonces, gracias al Lema 3.2, sus vértices corner respectivos son adyacen-

tes, ya que de otro modo, uno de los dos colores debeŕıa tener otro vértice dominante.

Ahora, si cil ∈ S, cil+1
∈ T , entonces sus vértices corner correspondientes serán adyacentes,

salvo quizás cuando el bloque maximal de S sea de tamaño uno, en cuyo caso la elección
del vértice corner de cil está determinada por el único vértice dominante de cil−1

, digamos
xil−1

. Luego, siguiendo el procedimiento, eligiŕıamos a yil como vértice corner para el color
il. Y el problema aparece si es que yil+1

es el vértice dominante de il+1. Como xil−1
xil /∈

E(G) y xilxil+1
/∈ E(G), entonces gracias a que α(G) ≤ 2, xil−1

xil+1
∈ E(G). De igual

manera, yil−1
yil+1

∈ E(G). Aqúı es necesario distinguir entre dos casos. Si xil−1
yil+1

∈ E(G) y
xil+1

yil−1
∈ E(G), entonces podemos asignar los caminos tal y como se detalla en la Figura 3.4.

Notemos que dichos caminos son efectivamente arista-disjuntos y que además no interfieren
con los caminos de los vértices corner fuera de este subgrafo.
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xil

xil+1

yil

yil+1

u

Figura 3.3: Camino para dos vértices corner no-adyacentes en un bloque de S. Las dos
primeras clases están en un bloque maximal de S y la última en un bloque de T . Los vértices
corner están marcados con amarillo. El camino entre los vértices corner xil y xil+1

es el camino
azul.

xil−1

xil

xil+1

yil−1

yil

yil+1

Figura 3.4: Camino para dos vértices corner no-adyacentes en bloques distintos. Los caminos
entre los tres vértices corner se representan en azul, rojo y verde.

Ahora, como cil−1il+1
es conexo, sólo una de las aristas xil−1

yil+1
o yil−1

xil+1
puede faltar. Si

faltara la arista que une los vértices no-dominantes yil−1
y xil+1

, entonces podemos re-colorear
el grafo de la manera que se muestra en la Figura 3.5, en cuyo caso uno de los colores no
tiene vértices dominantes, lo que es una contradicción.

Podemos asumir entonces que la arista que falta es aquella que conecta los vértices domi-
nantes xil−1

e yil+1
. Como yil−1

y xil+1
son los vértices no-dominantes, entonces cada uno es

no-adyacente a algún vértice en una clase de color de tamaño uno. Si xil+1
fuera no-adyacente

a al menos dos de estos vértices, entonces existiŕıan vértices v, z en clases de colores de ta-
maño uno, tales que yil−1

v /∈ E(G), xil+1
z /∈ E(G). Esto quiere decir que podemos re-colorear

el grafo, tal como se muestra en la Figura 3.6, y obtener aśı una coloración más pequeña, lo
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Figura 3.5: Re-coloreo que genera una clase de color sin vértices dominantes. La clase de
color negro queda sin dominantes.

cual es una contradicción.

v

z

v

z

Figura 3.6: Re-coloreo que genera una coloración más pequeña del grafo.

Luego, podemos asumir que xil+1
es no-adyacente a sólo un vértice de las clases de colores

de tamaño uno, digamos z. Como |V (G)| 6= 2χ(G) − 1, entonces deben existir al menos
dos clases de tamaño uno. Es decir, xil+1

es adyacente a algún vértice w de una clase de
color de tamaño uno. Y como xil es dominante, entonces xilw ∈ E(G). Aśı, podemos asignar
yilxil+1

wxilyil+1
como el camino entre los vértices corner yil e yil+1

, tal como se ilustra en la
Figura 3.7. Dicho camino no interfiere con los caminos desde los vértices corner yil+1

e yil
hacia w, ya que éstos son yil+1

w e yilw, respectivamente.

Es importante recordar que gracias a que los caminos en Gc son disjuntos de a pares,
cada clase de color pertenece a lo más a un camino en Gc. Luego, las restricciones para
elegir vértices corner aparecerán máximo una vez por cada color. Además, cualesquiera sean
los vértices elegidos como corner en P , éstos están conectados mediante una cadena con los
vértices corner fuera de P .

Realizando el procedimiento anterior para cada camino maximal en Gc, obtenemos la
inmersión buscada.

Notemos que cuando existe una clase de color de tamaño uno, la inmersión puede no ser
estricta, ya que el vértice u o el vértice w pueden ser utilizados tanto como vértices corner
como vértices internos de algunos caminos en la inmersión.

El Teorema 3.5 corresponde a una generalización del Teorema 3.3, pues éste trata el caso
especial en que los caminos de Gc son únicamente de largo uno, es decir cuando el grafo Gc
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xil−1

xil

xil+1

yil−1

yil

yil+1

w

Figura 3.7: Asignación de camino entre yil e yil+1
. Los vértices corner se marcan en amarillo.

El camino desde yil hacia yil+1
en la inmersión se marca en azul.

es un matching de aristas.

Definición 3.6 Si G es un grafo tal que P3 6v G, donde P3 es el camino de largo tres,
entonces G se dice cografo.

La clase de los cografos ha sido estudiada significativamente por diferentes autores desde
los años 70 [21, 24, 30, 32]. Demostraremos que la clase de los cografos con la restricción
adicional que no hayan conjuntos independientes de tamaño tres, cumple la conjetura de
Abu-Khzam y Langston. Necesitaremos la siguiente definición.

Definición 3.7 Sea G un grafo. Una inflación de G consiste en reemplazar cada vértice
v de G por un grafo completo Kv, y por cada par de vértices u, v adyacentes en G, hacer
adyacentes a todos los vértices de Ku con todos los vértices de Kv.

Teorema 3.8 Si G es un cografo y α(G) ≤ 2, entonces Kχ(G) está estrictamente inmerso
en G.

Demostración. Procedemos por inducción en el número de vértices. Sea n = |V (G)| y supon-
gamos que el teorema se cumple para todo n′ < n. Podemos asumir que K2 ⊆ G, ya que de
otro modo G es un grafo completo y en aquel caso la demostración es directa. Consideremos
entonces, una inflación de K2 de tamaño máximo en G y llamémosla H. Es decir, H consiste
en dos grafos completos, H1 y H2, sin ninguna arista entre ellos. Afirmamos que todo vértice
en G− V (H) es adyacente a todo vértice de H.

En efecto, supongamos que algún vértice u deG−V (H) no es adyacente a algún w ∈ V (H).
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que w ∈ V (H1). Como α(G) ≤ 2, u debe ser
adyacente a todo vértice de H2. También debe ser adyacente a algún vértice v de H1, ya que
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de otro modo, H no seŕıa una inflación de tamaño máximo. Pero entonces wvux es un camino
inducido de largo tres en G, con x cualquier vértice de H2, lo que es una contradicción.

Luego, por inducción, usando que V (H) es distinto de vaćıo, podemos encontrar una
inmersión estricta de Kχ(G−V (H)) en G−V (H). Y como cada vértice corner de dicha inmersión
será adyacente a cada vértice de la componente más grande de H, tendremos que,

Kχ(G) = Kχ(G−V (H))+χ(H) 4i G.

La desigualdad χ(G) ≤ χ(G − V (H)) + χ(H) viene de que como los vértices de H y de
G−V (H) corresponden a una partición de los vértices de G, entonces G puede ser coloreado
con χ(G−V (H)) +χ(H) colores. Y la desigualdad χ(G) ≥ χ(G−V (H)) +χ(H) se justifica
notando que ningún vértice de G − V (H) puede ser coloreado con el mismo color que un
vértice de H, puesto que son adyacentes.

3.2. Equivalencia de las conjeturas

En esta sección demostramos el siguiente teorema.

Teorema 3.9 Las Conjeturas 2 y 3 son equivalentes.

Necesitaremos hacer uso de algunos resultados previos. Supongamos que la Conjetura 2
es falsa y sea G un contraejemplo que minimiza el número de vértices. Probaremos algunas
propiedades que debeŕıa cumplir G. Claramente α(G) = 2 y tenemos la desigualdad |V (G)| ≤
2χ(G).

Lema 3.10 Para todo v ∈ V (G), χ(G− v) < χ(G).

Demostración. En efecto, si existiera algún v ∈ V (G), tal que χ(G − v) = χ(G), entonces
como G− v tiene menos vértices que G y α(G− v) ≤ 2, tendŕıamos que,

Kχ(G) = Kχ(G−v) 4i G− v 4i G,

lo que contradice el hecho de que G sea un contraejemplo para C2.

Además,

Lema 3.11 G es conexo.

Demostración. Si no es aśı, G consiste en dos subgrafos disjuntos G1 y G2, tales que para
todo u ∈ V (G1) y para todo v ∈ V (G2), uv ∈ E(G). Luego, como tanto G1 como G2 tienen
menos vértices que G, se tiene que Kχ(G1) 4i G1 y Kχ(G2) 4i G2, y entonces,

Kχ(G) = Kχ(G1)+χ(G2) 4i G,

lo que nos lleva a una contradicción.
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Para la siguiente propiedad haremos uso de un conocido teorema de Gallai.

Teorema 3.12 ([18]) Si G es un grafo tal que G es conexo, χ(G) = k y χ(G− v) < k, para
todo v ∈ V (G), entonces G tiene al menos 2k − 1 vértices.

Lema 3.13 |V (G)| = 2χ(G)− 1.

Demostración. Sabemos que |V (G)| ≤ 2χ(G). Si |V (G)| fuera igual a 2χ(G), entonces para
cada v ∈ V (G) tendŕıamos que,

2χ(G)− 1 = |V (G)| − 1 = |V (G− v)| ≤ 2χ(G− v) ≤ 2χ(G).

Es decir,

χ(G)− 1

2
≤ χ(G− v) ≤ χ(G).

Luego, χ(G− v) = χ(G), lo que contradice el Lema 3.10. Por lo tanto, |V (G)| ≤ 2χ(G)− 1.

Para la otra desigualdad, basta con utilizar los Lemas 3.10 y 3.11, junto con el Teore-
ma 3.12, para obtener que |V (G)| ≥ 2χ(G)− 1, por lo que |V (G)| = 2χ(G)− 1.

Ahora podemos probar el teorema.

Demostración Teorema 3.9. Tenemos que
⌈
|V (G)|

2

⌉
= |V (G)|+1

2
= χ(G). Luego, Kdn

2
e 64i G y

por lo tanto, G es también un contraejemplo para la Conjetura 3. Es decir, si es que no se
cumple la Conjetura 2, entonces tampoco se cumple la Conjetura 3.

Observación Notemos además que G resulta ser un contraejemplo mı́nimo para la Conje-
tura 3.

3.3. Contraejemplo mı́nimo

Sigamos llamando G a un contraejemplo para la Conjetura 2, que minimiza el número de
vértices. En esta sección probaremos una serie de propiedades que debeŕıa cumplir G, además
de las ya mencionadas por los Lemas 3.10, 3.11 y 3.13.

Lema 3.14 G es un contraejemplo para la Conjetura 2 que minimiza el número cromático.

Demostración. Sea G̃ un contraejemplo para la Conjetura 2 con número cromático mı́nimo.
Entonces,

2χ(G)− 1 = |V (G)| ≤ |V (G̃)| ≤ 2χ(G̃) ≤ 2χ(G).

Por lo tanto, χ(G) = χ(G̃).

Lema 3.15 Para todo v ∈ V (G), G− v tiene un matching perfecto.
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Demostración. En efecto, sabemos por el Lema 3.10, que χ(G−v) ≤ χ(G)−1, y la desigual-
dad χ(G− v) ≥ χ(G)− 1 siempre se cumple. Luego,

2χ(G− v) = 2χ(G)− 2 = |V (G)| − 1 = |V (G− v)|.

Es decir, G−v tiene una (χ(G)−1)-coloración, en la cual cada clase de color tiene exactamente
dos vértices. Esto corresponde a un matching perfecto en G− v.

Supongamos ahora que G, entre los contraejemplos de C2 que minimizan el número de
vértices, es aquél que minimiza el número de aristas.

Si existiera una arista e ∈ E(G), tal que α(G− e) ≤ α(G) = 2, entonces,

Kχ(G−e) 4i G− e 4i G.

Luego, χ(G − e) ≤ χ(G) − 1. Aśı, G − e tiene |V (G)| = 2χ(G) − 1 vértices y puede ser
coloreado con χ(G)− 1 colores. Necesariamente una clase de color tiene al menos 3 vértices,
lo que es una contradicción. Esto prueba lo siguiente.

Lema 3.16 Para toda arista e ∈ E(G), se tiene que α(G − e) > α(G), es decir, G es
α-cŕıtico.

Otra propiedad interesante es la que se enuncia a continuación.

Lema 3.17 Para todo par x, y ∈ V (G), tal que xy /∈ E(G), se tiene que |N(x)∩N(y)| ≤ n−1
2

.

Demostración. Si no fuera aśı, sean x e y, xy /∈ E(G), tales que |N(x) ∩ N(y)| ≥ n−1
2

+ 1.
Gracias a que G es un contraejemplo mı́nimo para C3, sabemos que,

Kn−1
2

= Kdn−2
2
e 4i G− {x, y}.

Sea U el conjunto de los vértices corner de dicha inmersión y W = V (G − {x, y}) \ U .
Como α(G) ≤ 2 y xy /∈ E(G), tenemos que para todo u ∈ U , ux ∈ E(G) o uy ∈ E(G). Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir entonces que x es vecino de al menos la mitad de
los vértices en U (y que x tiene más vecinos que y en U). Notemos que cada no-vecino de x
debe ser vecino de y.

Veamos que x está conectado a cada vértice u de U , mediante caminos Pxu arista-
disjuntos. Si xu ∈ E(G), entonces Pxu = xu. Si xu /∈ E(G), entonces Pxu = xzyu, don-
de z ∈ NW (x) ∩ NW (y). Notemos que para que esta asignación resulte en caminos arista-
disjuntos, necesitamos que |NW (x) ∩NW (y)| ≥ |NU(x)|.

Sabemos que |NU(x)| ≤ n−1
4

, por lo que,

|NU(x)| =
⌊
n− 1

4

⌋
− i con i ∈

{
0, ...,

⌊
n− 1

4

⌋}
.

Además,

|NW (x) ∩NW (y)| = |N(x) ∩N(y)| − |NU(x) ∩NU(y)| ≥ |N(x) ∩N(y)| − (2i+ 1).
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La última desigualdad se obtiene al asumir que |NU(x)| ≥ |NU(y)|, por lo que el número de
vecinos que x e y comparten en U está acotado. En efecto, NU(y) = NU(x)∪(NU(x)∩NU(y))
y como asumimos que |NU(y)| ≤ |NU(x)|, tenemos que,

|NU(x)|+ |NU(x) ∩NU(y)| ≤ |NU(x)|.

Luego,

|NU(x) ∩NU(y)| ≤ |NU(x)| − |NU(x)|

=

(⌈
n− 1

4

⌉
+ i

)
−
(⌊

n− 1

4

⌋
− i
)

≤ 2i+ 1.

Entonces, como |N(x) ∩N(y)| ≥ n−1
2

+ 1, tenemos que,

|NU(x)| =
⌊
n− 1

4

⌋
− i ≤ |N(x) ∩N(y)| − (2i+ 1) ≤ |NW (x) ∩NW (y)|.

Es importante notar que los caminos Pxu, desde x hacia u ∈ U , no interfieren con los
caminos ya existentes entre dos vértices corner de U . Ésto, pues los nuevos caminos utilizan
solamente aristas incidentes a x e y. Aśı, obtenemos una inmersión de Kdn−2

2 e+1 = Kdn2 e en

G, lo cual es una contradicción.

De aqúı se deduce lo siguiente.

Lema 3.18 ω(G) ≥ n+1
4

.

Demostración. Sean x, y dos vértices cualesquiera tales que xy /∈ E(G) y separemos el resto
de los vértices en A = N(x)\N(y), B = N(x)∩N(y) y C = N(y)\N(x). Notemos que tanto
A como C inducen grafos completos. Además, por el Lema 3.17, se tiene que |B| ≤ n−1

2
, por

lo que al menos uno de los otros dos conjuntos, digamos A, cumple que |A ∪ {x}| ≥ n+1
4

. Y
como ω(G) ≥ |A ∪ {x}|, se concluye.

Lema 3.19 G es conexo.

Demostración. En efecto, si no fuera aśı, G seŕıa un grafo con al menos dos componentes
conexas. De hecho, gracias a que α(G) ≤ 2, son exactamente dos componentes conexas y
cada componente seŕıa un grafo completo. Luego, Kχ(G) ⊆ G, lo cual contradice que G sea
un contraejemplo para C2.

Esta última propiedad más el hecho de que G es α-cŕıtico (por el Lema 3.16), junto con
el siguiente teorema, implican el Lema 3.21.

Teorema 3.20 ([26]) Sea G un grafo conexo con α(G) ≤ 2 y supongamos que G es α-cŕıtico.
Entonces, si x e y son dos vértices en G, se tiene que d(x, y) ≤ 2.
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Lema 3.21 Para todo x, y ∈ V (G), se cumple que d(x, y) ≤ 2.

Demostración. Directo del Teorema 3.20.

Lema 3.22 δ(G) ≥ dn
2
e.

Demostración. Notemos primero que es directo probar que δ(G) ≥ bn
2
c, ya que la no-vecindad

de cualquier vértice induce un grafo completo, por lo que se tendŕıa que Kdn
2
e ⊆ G, una

contradicción.

Supongamos entonces que δ(G) = bn
2
c y sea v tal que d(v) = δ(G). Separemos V (G)− v

en los vecinos y los no-vecinos de v (N(v) y N(v), respectivamente). Sabemos, gracias al
Lema 3.15, que G − v tiene un matching perfecto, y dado que N(v) es un completo en G,
cada vértice de N(v) está emparejado con un vértice de N(v). Además, como |N(v)| = bn

2
c,

entonces |N(v)| = bn
2
c. Este matching perfecto representa una coloración del grafo, en la cual

cada clase tiene exactamente dos vértices. Afirmamos que Kχ(G) 4i G, donde los vértices
corner son {v} ∪N(v).

En efecto, vu ∈ E(G), para todo u ∈ N(v), luego, podemos tomar Pvu = vu. Consideremos
ahora u,w ∈ N(v). Si uw ∈ E(G), entonces Puw = uw. Si uw /∈ E(G), entonces, como
α(G) ≤ 2, se tiene que uxw, wxu ∈ E(G), donde xw, xu son los vértices que están emparejados
con w y con u, respectivamente. Además, xuxw ∈ E(G), ya que xu, xw ∈ N(v), completo de
G. Luego, podemos asignar Puw = uxwxuw. Los caminos resultan ser arista-disjuntos, puesto
que al ver el matching en G − v como una coloración en G − v, los caminos elegidos son
justamente cadenas entre vértices corner de distintos colores.

El Lema 3.22 junto con el conocido teorema de Dirac, permiten concluir lo siguiente.

Lema 3.23 G es Hamiltoniano.

Y a la vez, de los Lemas 3.23 y 3.13, se deduce,

Lema 3.24 Para todo v ∈ V (G), G− v tiene un matching perfecto.

La siguiente propiedad se concluye del Teorema 1.13.

Lema 3.25 χ(G) ≥ 8.

3.3.1. Completo de tamaño máximo

Consideremos ahora un completo K de tamaño ω(G) en G y definamos A = V (K). Gracias
al Lema 3.21, podemos separar el resto de los vértices en B (los vecinos de K) y en C (los
vecinos de los vecinos de K). Notemos que como α(G) ≤ 2, C induce un grafo completo.
Además, cada u ∈ B debe tener un no-vecino xu en A, ya que de otro modo, hay un completo
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de tamaño mayor que ω(G). Luego, uw ∈ E(G), para todo u ∈ B y para todo w ∈ C, ya que
xuw /∈ E(G), para cada w ∈ C.

Consideremos el grafo bipartito con partición de vértices A∪̇B, tomemos M un matching
máximo de no-aristas y llamemos A′, B′ a los conjuntos emparejados por M de A y B,
respectivamente, y A′′ = A \ A′, B′′ = B \ B′. Notemos que xy ∈ E(G), para todo x ∈ A′′ y
para todo y ∈ B′′. Se tiene entonces, lo siguiente.

• |B′|+ |C| = |A′|+ |C| < dn
2
e

Demostración. Podemos encontrar una inmersión de un grafo completo, tal que sus
vértices corner son B′ ∪ C. En efecto, si u, v ∈ C, entonces Puv = uv, ya que C es
completo. Si u ∈ B′, v ∈ C, entonces Puv = uv (ya vimos que uv ∈ E(G)). Por último,
veamos el caso en que tanto u como v están en B′. Si uv ∈ E(G), entonces Puv = uv.
Si no, uxv, vxu ∈ E(G), donde uxu, vxv ∈M y xu, xv ∈ A. Además, xuxv ∈ E(G), pues
A induce un grafo completo. Luego, Puv = uxvxuv. Gracias a que M es un matching,
los caminos asignados resultan ser arista-disjuntos.

Aśı, si |B′|+ |C| ≥ dn
2
e, entonces Kdn

2
e 4i G, lo cual es una contradicción.

• |A|+ |B| ≥ dn
2
e+ 1.

Demostración. Sea v ∈ A. Notemos que N(v) ⊆ A ∪ B. Luego, |A| + |B| ≥ |{v} ∪
N(v)| = 1+|N(v)| ≥ 1+dn

2
e, donde la última desigualdad se tiene por el Lema 3.22.

• Si C 6= ∅, entonces |C|+ |B| ≥ dn
2
e+ 1.

Demostración. Para v ∈ C, |B|+ |C| ≥ |N(v)|+ 1 ≥ dn
2
e+ 1.

• |A′′|+ mı́n{|B′′|, |C|} < dn
2
e.

Demostración. Supongamos que no es cierto y consideremos B∗ ⊆ B′′, C∗ ⊆ C, tales
que |B∗| = |C∗| = mı́n{|B′′|, |C|}. Notemos que G[B∗ ∪ C∗] contiene como subgrafo
al grafo bipartito completo, con partición de vértices B∗∪̇C∗, el cual sabemos por
el Teorema 2.1, tiene inmerso a K|B∗|, usando como vértices corner a B∗. Como A′′

induce un grafo completo y como cada vértice de B∗ es adyacente a cada vértice de A′′,
encontramos una inmersión en G de K|A′′|+|B∗| ⊇ Kdn

2
e, lo que contradice que G sea un

contraejemplo para C3.

• |C|+ mı́n{|A′′|, |B′′|} < dn
2
e.

Demostración. Supongamos que no es cierto y sean A∗ ⊆ A′′, B∗ ⊆ B′′, tales que
|A∗| = |B∗| = mı́n{|A′′|, |B′′|}. Usando el Teorema 2.1 encontramos una inmersión de
K|B∗| en G[A∗∪B∗], con B∗ como vértices corner. Como B∗ está totalmente conectado
a C y C induce un grafo completo, obtenemos una inmersión de Kdn

2
e en G, lo cual es

una contradicción.

• mı́n{|A′′|, |B′′|}+ mı́n{|B′′|, |C|} < dn
2
e.
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Demostración. Basta con encontrar la inmersión de un grafo completo de tamaño
mı́n{|A′′|, |B′′|} + mı́n{|B′′|, |C|}. Sean A∗ ⊆ A′′, C∗ ⊆ C, de manera que |A∗| =
mı́n{|A′′|, |B′′|} y |C∗| = mı́n{|B′′|, |C|}. Veamos que existe la inmersión que busca-
mos, con conjunto de vértices corner A∗ ∪ C∗. Dado que tanto A∗ como C∗ inducen
grafos completos, basta ver que existen caminos arista-disjuntos para los pares {u, v},
con u ∈ A∗, v ∈ C∗.

Consideremos el grafo G[A∗ ∪ C∗], es decir, el complemento del grafo inducido por
A∗ ∪C∗, el cual es un grafo bipartito completo. Sabemos, gracias al Teorema de König
([12, p.119]), que las aristas de dicho grafo pueden ser coloreadas con k = ∆(G[A∗ ∪
C∗]) = máx{|A∗|, |C∗|} colores. Sea c : E(G[A∗∪C∗])→ {1, . . . , k} tal arista-coloración.
Notemos que k ≤ |B′′|, luego, podemos asignar cada uno de los k colores a algún vértice
de B′′. Digamos que el vértice vi ∈ B′′ recibe el color i ∈ {1, . . . , k}.

Aśı, si u ∈ A∗, w ∈ C∗ y c(uw) = i, entonces Puw = uviw. Veamos que dichos caminos
son efectivamente arista-disjuntos. Supongamos que Puw y Pxy, caminos entre u y w y
entre x e y respectivamente, comparten una arista. Luego, uw y xy deben ser aristas
adyacentes, y Puw = uviw,Pxy = xviy, para algún i ∈ {1, . . . , k}. Pero entonces c(uw) =
c(xy) = i, lo cual es una contradicción, pues c es una arista-coloración.

3.4. Dificultad en la elección de la coloración.

Sea ahora G un grafo cualquiera tal que α(G) ≤ 2. Observando las demostraciones reali-
zadas aqúı, resulta natural intentar encontrar una inmersión de Kχ(G) utilizando un vértice
dominante de cada color como conjunto de vértices corner y cadenas como caminos arista-
disjuntos. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que la coloración elegida para ésto no
puede ser arbitraria.

x1

x2

x3x4

x5

x6

x7

x8 x9

x10

Figura 3.8: Grafo con contraejemplo de coloración.

El grafo de la Figura 3.8 cumple que α(G) ≤ 2 y más aún, es α-cŕıtico. Pero notemos
que el color � cumple que para los colores �, � y �, los respectivos cij’s no son conexos.
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Luego, si por ejemplo, elegimos x3 como corner, entonces x1, x2 y x4 deben ser vértices corner
también. Además, el color � cumple que para los colores � y �, los respectivos cij’s no son
conexos, por lo que si elegimos x5 como corner, no existirá una cadena que una x5 con x1. Y
si elegimos x10 como corner, no existirá una cadena que una x10 con x4. De la misma manera,
si elegimos x8 como corner, tampoco obtendremos una inmersión con un vértice de cada color
y cadenas como caminos entre ellos. A modo de observación, se detalla el correspondiente
grafo Gc en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Grafo Gc correspondiente.

Cabe destacar, sin embargo, que si intercambiamos los colores de x9 y x10, obtenemos una
inmersión de Kχ(G), utilizando como vértices corner x6, x7, x8, x9 y x10.
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Conclusión

Se demostró que la conjetura de Abu-Khzam y Langston es cierta para la clase de grafos
cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro, aśı como también para
aquellos grafos tales que todo conjunto de cinco vértices induce un subgrafo con al menos
seis aristas. Además, se realizó un avance importante para una tercera clase, aquella de los
grafos sin conjunto independiente de tamaño tres. Se demostró que para probar la conjetura
restringida a dicha clase, se puede demostrar una versión aparentemente más débil, que en
un principio podŕıa ser más sencillo demostrar. Adicionalmente, se estudió la estructura de
un contraejemplo mı́nimo en términos de número de vértices, y se exhibieron una serie de
propiedades que debiera cumplir dicho contraejemplo, lo cual corresponde a evidencia que
respalda la conjetura.

La clase de grafos sin conjunto independiente de tamaño tres podŕıa inicialmente parecer
demasiado restrictiva, sin embargo, notando que aquella restricción es equivalente a pedir
que en el complemento del grafo no hayan triángulos y recordando la gran variedad de grafos
que existen sin triángulos, resulta razonable considerar dicha clase.

Para un trabajo futuro, resta resolver la conjetura de Abu-Khzam y Langston, en el caso
general. Para el caso especial en que se prohiben los conjuntos independientes de tamaño
tres, un posible camino seŕıa seguir estudiando el contraejemplo mı́nimo, con el fin de llegar
a una contradicción.

Como es bien sabido, la conjetura de Hadwiger lleva más de 70 años sin poder resolverse,
esto, a pesar de intensa investigación, extensa evidencia que la respalda y una gran cantidad
de resultados en muchas de sus variantes y restricciones. Si la experiencia nos puede decir
algo, una resolución del caso general de la conjetura de Abu-Khzam y Langston se ve lejana
y dif́ıcil.
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