AL

UNIVERSIDAD DE CHILE )
FACULTAD DE CIENCIAS FISICA,S Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

INMERSIONES DE GRAFOS COMPLETOS EN GRAFOS DENSOS Y
COLOREAMIENTO DE VERTICES

MEMORIA PARA OPTAR AL TiTULO DE INGENIERA CIVIL MATEMATICA

SYLVIA ALEJANDRA VERGARA SOTO

PROFESORA GUIA:
MAYA JAKOBINE STEIN

MIEMBROS DE LA COMISION:
IVAN RAPAPORT ZIMERMANN
JOSE SOTO SAN MARTIN

SANTIAGO DE CHILE
2014



il



Resumen

En la presente memoria se considera la relacién entre coloreamiento de vértices y la nocién
de inmersién. Especificamente, se estudia una conjetura propuesta por Abu-Khzam y Langs-
ton, la cual dice que el grafo completo de tamafio t estd inmerso en todo grafo t-cromatico.

En primer lugar, se ven algunos resultados generales de inmersiones y se prueba que la
conjetura se cumple para los grafos cuyo complemento no contiene ciclos inducidos de largo
cuatro y también para los grafos tales que todo conjunto de cinco vértices induce un subgrafo
con al menos seis aristas. Luego, se da una breve mirada a una nueva relacién definida, en
un intento de generalizar la relaciéon de inmersion.

Finalmente, se estudia en detalle una clase especial de grafos, aquella de los grafos sin
conjunto independiente de tamano tres. Se presentan condiciones suficientes para que se
cumpla la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Luego, se introduce una nueva conjetura,
implicada por la conjetura de Abu-Khzam y Langston y se demuestra una version un tanto
mas débil que ésta. Se prueba ademads, que ambas conjeturas son equivalentes. Por tltimo,
se exhiben una serie de propiedades que deberia cumplir un contraejemplo minimo, en caso
de existir alguno.
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Introduccion

La presente memoria esta motivada por dos famosas conjeturas que relacionan el nimero
cromatico de un grafo y la presencia de un completo como menor y como menor topologico,
las conjeturas de Hadwiger y Hajos, respectivamente.

Un grafo G contiene a un grafo H como menor si H se puede obtener a partir de G,
mediante contracciones de aristas y borrando vértices y/o aristas. Contraer una arista consiste
en identificar sus dos vértices, eliminando loops y posibles aristas multiples resultantes. Por
otro lado, un grafo H es menor topoldgico de un grafo GG si GG contiene como subgrafo a una
subdivisién de H. Subdividir una arista significa reemplazarla por un camino de largo dos y
una subdivision de H es un grafo que se obtiene a partir de H, siguiendo alguna secuencia
de subdivisiones de aristas. Es directo notar que si H es menor topoldgico de GG, entonces G
contiene a H como menor, pues la subdivisiéon de H se puede contraer para obtener H.

El coloreamiento de vértices es un tema muy importante en la teoria de grafos. El objetivo
usual, y el que es considerado aqui, consiste en colorear todos los vértices de un grafo de
manera que vértices adyacentes obtengan colores distintos. Una asignacién de colores a los
vértices de un grafo G que cumple dicha restriccion es llamada coloracién de (los vértices de)
G. El nimero cromético de G, denotado x(G), es el minimo nimero de colores necesarios que
debe tener una coloracién de G. Y una coloracién se dice minima si el nimero de colores es
igual a x(G). Ademas, si x(G) = t, entonces se dice que G es t-cromdtico. La relacién entre
coloracién y contener de alguna forma un grafo completo ha sido estudiada intensivamente.
Después de todo, si K; es subgrafo de GG, entonces los vértices de G no pueden colorearse con
menos de t colores. Para ver que la presencia de K; no es necesaria, basta con considerar el
ciclo de tamano 5, el cual no tiene a K3 como subgrafo, sin embargo necesita 3 colores.

En algiin momento de los anos 40 Hajés [23] conjeturé que si un grafo requiere ¢ colores
para colorear sus vértices, entonces aquel grafo contiene a K; como menor topolégico. Para
t =1y t=2la conjetura es trivialmente cierta. El caso ¢ = 3 tampoco es dificil, notando
que si son necesarios tres colores, entonces el grafo debe contener un ciclo de tamano impar,
el cual es una subdivisién de K3. En 1952 Dirac [I3] probd que la conjetura es cierta para
t = 4. Sin embargo, aquel caso fue la ultima esperanza para la conjetura de Hajos, pues en
1979 Catlin [6] la refutd, mostrando una familia de contraejemplos para cada ¢t > 7. Més
aun, Erdos y Fajtlowicz [I4] probaron en 1981 el bastante sorprendente resultado siguiente:
casi todos los grafos son contraejemplos. La conjetura de Hajés permanece ain abierta para

t € {5,6}.

En 1943 Hadwiger [22] sugirié una conjetura un tanto mas débil. El propuso que si el



nimero cromatico de un grafo es al menos ¢, entonces el grafo debe contener a K; como
menor. El hecho de que la conjetura de Hajos sea cierta para t < 4 implica directamente
que la conjetura de Hadwiger también es cierta para ¢t < 4. Mas de veinte anos tuvieron que
pasar para obtener la veracidad de la conjetura para otros valores de t. En 1964 Wagner [33]
logré demostrar la conjetura para t = 5, probando que dicho caso es equivalente al Teorema de
los Cuatro Colores. Y no fue hasta 1993 que se resolvio el caso t = 6, y positivamente, gracias
a Robertson, Seymour y Thomas [29]. Ellos mostraron que todo contraejemplo minimal de
la conjetura de Hadwiger con ¢t = 6 deberia consistir en un grafo planar mas un vértice
adicional. Luego, debiera poder colorearse con 5 colores. Es decir, el caso t = 6 también
es implicado por el Teorema de los Cuatro Colores. Un avance importante fue logrado por
Bollobas, Catlin y Erdés [4], quienes probaron que la conjetura se cumple para casi todos los
grafos. La conjetura de Hadwiger permanece incierta, hasta el dia de hoy, parat > 7 y es
considerada uno de los problemas abiertos mas importantes dentro de la teoria de grafos.

En este trabajo estudiamos una nocion distinta, la nocién de lift de dos aristas adyacentes.
Un lift de dos aristas uv y vw consiste en borrar uv y vw, y agregar uw. Ademads, diremos
que un grafo H esta inmerso en un grafo G si H se puede obtener a partir de G mediante
lifts de aristas adyacentes y eliminacion de vértices y aristas. Esta definicién es equivalente a
la existencia de una funcién inyectiva ¢ : V(H) — V(G), tal que para cada arista uv € E(H)
existe un camino P,, en G y tal que los caminos son arista-disjuntos de a pares. Claramente,
el hecho de contener un grafo como menor topolégico implica contenerlo como inmersién. Sin
embargo, las relaciones de inmersion y menor no son comparables. Esto tltimo se puede ver en
las demostraciones de los Lemas 2.7y La relacién de inmersién ha sido comparativamente
mucho menos estudiada que las de menor y menor topoldgico. Aun asi, en los tltimos anos
ha despertado un gran interés. Primero, desde un punto de vista netamente algoritmico
[5, 5], 16, 17, 25], pero también desde el enfoque estructural [19, [34]. De hecho, Robertson
y Seymour extendieron su demostracién de la famosa conjetura de Wagner [27] para probar
que la relacién de inmersién es un buen-cuasi-orden [28]. Cabe destacar ademads, que si bien
no estudié el concepto de inmersion propiamente tal, Mader en los anos 70 trabajé con la
nocién de lift de aristas (ver [3, p.29]).

Siguiendo la linea de Haj6s y Hadwiger, Abu-Khzam y Langston [I] conjeturaron lo si-
guiente.

Conjetura (1| Si x(G) > t, entonces K; estd inmerso en G.

Es dicha conjetura la que finalmente motivé esta memoria y es la que estudiamos aqui. El
trabajo realizado se organiza como sigue. En el primer capitulo se presentan las definiciones
necesarias que permitiran la comprension del trabajo, asi como también algunos resultados
previos. El segundo capitulo contiene ejemplos de inmersiones y dos resultados sobre clases
de grafos en las cuales se cumple la conjetura, los que se exponen a continuacion. Diremos que
una inmersion es estricta si los caminos {P,, : uv € E(H)} no utilizan vértices en ¢(V(H))
como vértices internos. Y llamaremos a un grafo (k, s)-denso si todo conjunto de k vértices
induce un subgrafo con al menos s aristas.

Teorema Todo grafo G (5,6)-denso contiene una inmersion estricta de K.



Teorema [2.5] Todo grafo G cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro,
contiene una immersion estricta de K (q).

Ambos teoremas se pueden encontrar en la Seccién [2.1] Luego, la Seccién [2.2] contiene una
breve mirada a una nueva relaciéon definida, en un intento de generalizar las relaciones de
inmersion y de menor.

Finalmente, el tltimo capitulo estd dedicado a un estudio detallado de una clase especial
de grafos, aquella de los grafos sin conjunto independiente de tamano tres. Esta clase de
grafos podria hacer mas abordable el estudio de la conjetura de Abu-Khzam y Langston,
puesto que se trata de grafos muy densos. Y dado que cuando buscamos inmersiones, estamos
buscando caminos arista-disjuntos, los grafos con muchas aristas pueden ser un buen lugar
para desarrollar nuevas técnicas de demostracién. Se estudia la conjetura de Abu-Khzam
y Langston restringida a los grafos sin conjunto independiente de tamafio tres. Denotamos
a(@) al tamano del conjunto independiente mas grande de G.

Conjetura [2| Todo grafo G con a(G) < 2, contiene una inmersion de K.

Se ve ademads, que al restringirse a estos grafos, la conjetura de Abu-Khzam y Langston
implica una tercera conjetura. Usualmente, cuando no haya confusion, escribiremos n para
referirnos al nimero de vértices de un grafo.

Conjetura [3| Todo grafo G con a(G) < 2, contiene una inmersion de Kin.

Chudnovsky [7] demostré que si a(G) < 2, entonces G contiene como menor a Krzj, lo
cual originé que nos preguntaramos si se cumplia el resultado andlogo para inmersiones. En el
teorema enunciado a continuacién mostramos que esto efectivamente es cierto. Cabe destacar
que nuestro argumento es totalmente distinto a aquél utilizado en [7].

Teorema Si G es un grafo con a(G) < 2, entonces G contiene una inmersion estricta
de K"ﬂ] .
3

Luego, en la Seccién (3.1} se ven resultados que muestran cémo relajar la hipétesis de que
no hayan ciclos inducidos de largo cuatro en el complemento, para encontrar una inmersion
de K,(g) en G. Se muestra que restringiéndose a los grafos sin conjuntos independientes de
tamano tres, es suficiente pedir que si hay ciclos inducidos de largo cuatro en el comple-
mento del grafo, entonces que sean arista-disjuntos. O bien que puedan compartir alguna
arista, mientras mantengan cierta estructura. También se demuestra que al prohibir caminos
inducidos de largo tres, igualmente podemos encontrar una inmersién de K, en el grafo.

En la Seccion se demuestra el siguiente resultado.
Teorema Las Conjeturas 2 y 3 son equivalentes.
Adicionalmente, en la Seccién se exponen una serie de propiedades que debiera cumplir

un contraejemplo minimo, en el caso de existir alguno. Y por ultimo, se vera durante la me-
moria, que en casi todas las demostraciones, las inmersiones encontradas estan estrechamente



ligadas a la coloracién del grafo. En la Seccién se exhibe un ejemplo cuya coloracion no
permite encontrar una inmersiéon de K, () de la manera usual.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y algunas observaciones

Comenzamos esta seccion con un poco de notacién. Aqui, todos los grafos son finitos, no-
dirigidos, sin loops y sin aristas multiples, al menos que explicitamente se exprese lo contrario.
Denotamos, para un grafo G, V(G) a su conjunto de vértices y F(G) a sus aristas. Para un
vértice v, N(v) corresponde al conjunto de vecinos de v y d(v) a su grado. Si d(v) = r para
todo vértice v de G, entonces decimos que G es r-regular. Denotamos por 6(G) al grado
minimo encontrado entre los vértices de G y A(G) al grado maximo. Llamamos largo de un
camino P al ntimero de aristas de P. Y para dos vértices u y v, denotamos por d(u,v) a la
distancia entre u y v, es decir, al largo del camino mas corto que los une.

Nos referimos como w(G) al tamano méaximo entre los conjuntos de vértices que inducen
grafos completos en G. Para un subconjunto de vértices U, denotamos por G[U] al subgrafo
inducido por U y por G — U al grafo G[V(G) \ U]. Para un subconjunto de aristas F,
denotaremos G — F' al grafo (V(G), E(G) \ F). Usualmente utilizaremos la notacién G — s
para referirnos a G — {s}, donde s puede ser un vértice o bien una arista. Para un grafo H,
denotamos H C G si H es subgrafo de G y H C G si es subgrafo inducido. Y llamamos G al

grafo complemento de G, es decir, G = (V(G), (V(QG)) \ E(G))

Llamaremos arista-coloracién de G a una asignacion de colores a las aristas de G' de manera
. . o . , . /e /
que aristas adyacentes reciban colores distintos. Y el indice cromético de G, denotado x/'(G),
es el minimo numero de colores necesarios que debe tener una arista-coloracion de G.

A continuacién se presentan las nociones mas importantes que seran utilizadas a lo largo
del trabajo.

Definicién 1.1 Un lift de dos aristas adyacentes uv y vw, con vw ¢ E(G), consiste en
borrar uv y vw, y agregar la arista uw.

Definicién 1.2 Un grafo H estd inmerso en un grafo G si H se puede obtener a partir de
G realizando lifts de aristas y borrando vértices y/o aristas. Lo denotamos H <; G. También

5
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Figura 1.1: Inmersion de K, en K; 4+ Cjy.

diremos que G contiene una inmersion de H.

La Figura[l.T]ilustra la nocién de inmersién, mostrando que K, estd inmerso en K7 + Cy,
donde H + G se construye con una copia de H, una copia de G y haciendo adyacente a todo
vértice de H con todo vértice de G.

Si bien la definicién tradicional de inmersion es mediante lifts de aristas, una definicién
equivalente que resultard muy conveniente utilizar es la siguiente.

Definicién 1.3 Un grafo H estd inmerso en un grafo G si existe una funcion ¢ : V(H) —
V(G) inyectiva, tal que:

1. Para cada wv € E(H) existe un camino en G, que denotamos Py, el cual une ¢(u) y

¢(v).
2. Los caminos { Py, : uv € E(H)} son arista-disjuntos de a pares.

Diremos que la inmersion es estricta st el conjunto de vértices internos de los caminos

{P,, :uwv € E(H)} es disjunto de ¢p(V(H)).
Y llamaremos vértices corner a aquellos vértices en ¢p(V (H)).

Notemos que el ejemplo de la Figura|l.1|corresponde a una inmersion estricta. Un ejemplo
de inmersién no-estricta se ilustra en la Figura [1.2] donde se muestra que C5 estd inmerso
en Ky 4. La inmersion no es estricta, puesto que algunos de los vértices corner son utilizados
como vértices internos de algin camino entre otros dos vértices corner.
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Figura 1.2: Inmersién no-estricta de C5 en K 4.



De la definicién se deduce que si H estd inmerso en G, entonces el grado de cualquier
vértice v de H es menor o igual al grado de ¢(v) en G, por lo que para que un grafo contenga
a K; como inmersion, una condicion necesaria es que tenga al menos ¢t vértices de grado
mayor o igual a t — 1. Ademas, es directo notar que la relacién de menor topoldégico implica,
en realidad, la relacion de inmersion estricta.

Definicién 1.4 Diremos que un grafo H estd propiamente inmerso en un grafo G, si H <; G
y H#G.

Definicién 1.5 Dada una coloracion ¢ : V(G) — {1,...,k}, denotaremos ¢; = {u € V(G) :
c(u) =1} y por ¢;; al subgrafo inducido por el conjunto de vértices {u € V(G) : c(u) € {i,j}}.

Llamaremos cadena a un camino en ¢;;, y para cada v € V(c;;), denotaremos por c¢;j(u) a
la componente conexa de c;; que contiene a u.

Observacién Si {i,j} # {k, 1}, entonces ¢;; y ¢y son grafos arista-disjuntos.

La observacién anterior resulta de particular importancia para encontrar inmersiones en
grafos, considerando la segunda definicién de inmersién. Es por esta razon que el uso de
cadenas sera de gran utilidad.

Definicién 1.6 Diremos que un grafo G es t-critico si x(G) =t y x(H) < t para todo H
subgrafo propio de G.

Definicién 1.7 Diremos que G es t-inmersion-critico si x(G) =t y x(H) < t para todo H
propiamente inmerso en G.

Definicién 1.8 Sea ¢ : V(G) — {1,...,k} una coloracion de los vértices de G y sea i €
{1,...,k}. Diremos que u € V(G) es un vértice dominante para el color i, si c(u) =i y si
para todo color j # i, existe un vértice v tal que c(v) = j y uv € E(G).

Observacién Si ¢ es una coloracién minima de G, entonces todo i € {1, ..., x(G)} tiene un
vértice dominante. En efecto, si ¢ es tal que para cada u € ¢;, existe j, # 7, tal que para todo
v € ¢j,, uv ¢ E(G), entonces podemos asignar el color j, a cada u, eliminando asf el color ¢
y obtener una coloracién mds pequena. Esto se ilustra en la Figura [1.3

Figura 1.3: Ejemplo de color sin vértices dominantes. Los vértices unidos mediante lineas
discontinuas representan vértices que no son adyacentes. Se ilustra cémo eliminar un color y
obtener una coloracion mas pequena.



1.2. Resultados previos y estado del arte

1.2.1. Conjetura de Abu-Khzam y Langston

Siguiendo la linea de las conjeturas de Hadwiger y Hajés, Abu-Khzam y Langston conje-
turaron en [I]:

Conjetura 1 Si x(G) > t, entonces K, estd inmerso en G.

Puesto que la conjetura de Hajés vale para t < 4, la conjetura de Abu-Khzam y Langston
es cierta para t < 4, ya que la relacion de menor topoldgico es sélo un caso particular de
inmersion.

Dentro de la evidencia que Abu-Khzam y Langston mostraron para apoyar la conjetura,
estan los siguientes resultados (t > 5).

Teorema 1.9 ([I]) Para cada t fijo, el nimero de grafos t-inmersion-criticos es finito.

Dado que x(K;) = t, todo grafo t-inmersién-critico distinto de K; serd un contraejemplo
para la Conjetura [I] Ademads, cualquier contraejemplo debe o bien ser ¢-inmersién-critico, o
bien tener propiamente inmerso otro contraejemplo t-inmersion-critico. En cierto sentido, los
grafos t-inmersion-criticos distintos de K; son contraejemplos minimales para cada t. Asi, la
conjetura de Abu-Khzam y Langston es equivalente a que K; sea el tnico grafo t-inmersion-
critico para cada t, por lo que el resultado anterior efectivamente apoya la conjetura.

El grafo K; es (t — 1)-conexo y (t — 1)-arista-conexo. Luego, si algun grafo t-inmersién-
critico no tuviera tal conexidad, entonces la Conjetura [I| no serfa cierta.

Teorema 1.10 ([1]) Todo grafo t-inmersion-critico es 4-conezo.
Teorema 1.11 ([I]) Todo grafo t-inmersion-critico distinto de K, es t-arista-conexo.
Corolario 1.12 ([1]) Si G es t-inmersion-critico y distinto de Ky, entonces 6(G) > t.

Los resultados anteriores restringen el conjunto de contraejemplos minimales, razén por
la cual representan evidencia que respalda la conjetura.

Cada grafo G con x(G) = t debe contener un subgrafo (posiblemente el mismo G) t-critico.
Ademas, es facil ver que todo grafo t-critico debe tener grado minimo al menos t — 1. En
efecto, en caso contrario, basta con remover el vértice de grado menor o igual a t — 2, colorear
los vértices restantes con t — 1 colores y luego asignar al vértice removido alguno de los t — 1
colores no utilizado entre sus vecinos. Asi, el grafo puede ser coloreado en su totalidad con
t — 1 colores, contradiciendo el hecho de que sea t-cromatico.

DeVos, Kawarabayashi, Mohar y Okamura [11], utilizando esto ltimo, resolvieron la con-
jetura de Abu-Khzam y Langston para valores de ¢t pequenos. Su resultado es el siguiente



teorema, el cual prueba la conjetura para t < 7. Es importante notar que este teorema no se

puede generalizar para valores de t mas grandes. Esto tltimo se discutird mas adelante, en
la Subseccién [1.2.2

Teorema 1.13 ([11]) Sea f(k) el nimero entero mas pequeno tal que todo grafo de grado

)
minimo al menos f(k) contiene una inmersion de Kj. Entonces f(k) = k — 1 para k €
{5,6,7}.

De hecho, dado que la demostracién se basa en un proceso inductivo, probaron una afir-
macién un tanto mas fuerte. El siguiente teorema considera multigrafos, los cuales pueden
tener més de una arista entre dos vértices. Cuando ésto ocurre, se denomina clase paralela
propia al conjunto de aristas entre el mismo par de vértices. La relacion de inmersién se
extiende naturalmente a multigrafos, utilizando la Definicién [1.3]

Teorema 1.14 ([11]) Sea d € {4,5,6}, sea G = (V, E) un multigrafo sin loops y sea u € V.
Asumamos ademds que G satisface las siguientes propiedades:

o |V|>d.
e d(v) > d para todo v € V \ {u}.

e Hay a lo mds d — 2 clases paralelas propias, y cada arista en tal clase paralela es
incidente a u.

Entonces hay una inmersion de K411 en G.

Asi, el Teorema[1.13]se concluye, notando que cualquier grafo con grado minimo al menos
d cumple las hipotesis, considerando cualquiera de sus vértices como wu.

Corolario 1.15 ([11]) La conjetura de Abu-Khzam y Langston es cierta para t < 7.

Collins y Heenehan demostraron en [9] que existe una clase infinita de grafos que satisface
la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Ellas utilizaron la construccién de Hajés [23]: El
siguiente conjunto de operaciones produce grafos que no son t-coloreables a partir de grafos
que no son t-coloreables.

(&) Agregar aristas y/o vértices al grafo.
() Identificar dos vértices no-adyacentes y borrar las posibles aristas multiples resultantes.

(&) Para dos grafos G; y Go v x;y; € E(G;), borrar 1y, y Tays, agregar la arista y,y- e
identificar los vértices x1 y xs.

De hecho, cada grafo que no se puede colorear con t colores, se puede construir a partir
de K11 y mediante alguna secuencia de estas operaciones.

Lema 1.16 ([9]) Las inmersiones de K, se preservan al aplicar las operaciones (@) y ().
En el caso de (&), esto quiere decir que si tanto G1 como Go contienen una inmersion de K,
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entonces el nuevo grafo que resulta de aplicar (&) a G1 y Gy también contiene una inmersion
de Kt.

Tenemos entonces que la clase de grafos obtenidos a partir de K, y aplicindoles las
operaciones (#) y () cumplen la conjetura de Abu-Khzam y Langston, la cual, para cada
t, es una clase infinita de grafos.

1.2.2. Problema relacionado

Como todo grafo t-cromatico contiene un subgrafo de grado minimo al menos t — 1, el
siguiente problema se relaciona directamente con la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

Problema Sea t un nimero entero positivo. ;Cuél es el nimero entero f(t) més pequeno,
tal que todo grafo de grado minimo al menos f(t) contiene una inmersiéon de K;?

Dado que en cualquier inmersion de K, los vértices corner deben tener grado al menos
t — 1, es facil ver que f(t) > t — 1. En efecto, basta con considerar el grafo K; i, el cual
tiene grado minimo ¢t —2 < t — 1, pero no contiene a K; como inmersién, puesto que no tiene
vértices de grado t — 1. Ademads, gracias al Teorema m sabemos que f(t) =t — 1 para
t <7.Y si f(t) fuera igual a t — 1 para todo t, entonces la Conjetura |1| seria cierta.

Un ejemplo de Paul Seymour (ver [11]) muestra que f(t) > t para t = 10. El ejemplo
consiste en comenzar con el grafo K5 y remover las aristas de cuatro triangulos disjuntos.
Este grafo tiene grado minimo 9, pero no es dificil notar que no contiene a K7y como inmersién.
En efecto, si tuviera una inmersiéon de Ko, dado que el grafo es 9-regular, cualquier vértice
que sea corner deberia utilizar todas sus aristas incidentes para sus caminos hacia los otros
vértices corner. Es decir que los vértices corner que son adyacentes utilizarian la arista que los
une como su camino en la inmersién. Esto iltimo se justifica de manera mas formal, gracias al
Lemal[l.24] que se verd mds adelante en la Subseccién [[.2.3] Ademads, dado que son 10 vértices
corner, quedarian solamente dos vértices para utilizar como vértices internos de los caminos
en la inmersion. Y necesariamente, uno de los triangulos a los cuales se le removieron las
aristas, deberia contener tres vértices corner. Luego, existiria un par de aquellos vértices que
no podria ser conectado mediante algiin camino, manteniendo la condicion de que sean arista-
disjuntos. Esto se entiende mejor en la Figura Cabe destacar que el nimero cromatico
del grafo es cuatro y que contiene a K, como subgrafo, por lo que no corresponde a un
contraejemplo para la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

El siguiente teorema generaliza el ejemplo de Seymour.

Teorema 1.17 ([10]) Supongamos que Hy, ..., Hy son grafos D-regulares, cada uno con indice
cromdtico D + 1, donde s > %D(D +1). Sea G el complemento del grafo que se forma al
tomar la union disjunta de Hy, ..., Hs. Si denotamos n al numero de vértices de G, entonces
el grado minimo de G es n — 1 — D, sin embargo G no contiene una inmersion del grafo
completo de n — D wvértices.
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Figura 1.4: Ejemplo de Paul Seymour. Los vértices negros corresponden a vértices corner. Se
muestran los dos casos posibles, salvo simetrias. Es claro que en cualquier tridngulo con 3
vértices corner, siempre existird un par que no podra ser conectado.

El teorema anterior entrega ejemplos de grafos que tienen grado minimo ¢t — 1, pero que no
contienen una inmersion de K;, parat = 10 y ¢t > 12. En efecto, basta considerar D = 2, s = 4
sitespary s =>5sitesimpar,y cada H; algin ciclo de largo impar. Para ¢ = 10, tomando
cada H; como un ciclo de largo tres, se recupera el ejemplo de Seymour. Asi, tenemos que
f(t) >t, parat =10y t > 12.

Para t = 11, sin embargo, no es posible construir un ejemplo de grafo con grado minimo
t — 1y sin inmersién de K3, del tipo descrito en el Teorema [[.17] Otra desventaja de este
teorema es que entrega un numero finito de ejemplos para cada t fijo. Ambos resultados
fueron demostrados en [9]. Adicionalmente, las autoras de [9] fueron capaces de probar que
f(t) >t para t > 8. Sus ejemplos consisten en familias infinitas de grafos con grado minimo
t — 1 y sin inmersién de K, para cada t. La descripcion general de sus ejemplos es como
sigue.

Definicién 1.18 Para cada d > 8 construimos Py de la manera siguiente. Comenzamos con
Kg.1. Removemos las aristas de tres caminos disjuntos de largo 2. Removemos un matching

mdximo entre los vértices que no estdn en estos caminos.

En la Figura[l.5|se ilustra el grafo P, para d = 8.

Figura 1.5: El grafo Ps. Las lineas discontinuas representan aristas removidas.

Definicién 1.19 Para cada d > 8, construimos el grafo G4 de la manera siguiente. Comen-
zamos con K4 3, y luego anadimos suficientes copias de Py de manera que, agregando una
arista desde cada vértice de grado d — 2 de Py hacia algiun vértice de K4_3, los vértices de
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Figura 1.6: Ejemplo del grafo Gfs.

Ky4_3 tengan grado al menos d — 1.

En la Figura [1.6| se presenta un posible ejemplo del grafo G4 para d = 8. Notemos que en
este caso, los vértices de grado d — 2 = 6 de cada Ps se han hecho adyacentes a un mismo
vértice de K3, lo que resulta en un grafo 1-conexo. Si los vértices de grado 6 de los grafos
Py se hicieran adyacentes a distintos vértices de K5, entonces se podria obtener un grafo 2 o
3-conexo.

Teorema 1.20 ([9]) El grafo G4 tiene grado minimo d — 1, pero no contiene inmersion
alguna de Ky, para cada d > 8.

Cabe notar que para d € {8,9}, x(G4) = d—2 y G4 contiene como subgrafo a K;_o. Para
d > 10, x(G4) = d — 3 y G4 contiene como subgrafo a K; 3 y como inmersién a K, 1. Por
lo tanto, G4 no es un contraejemplo para la conjetura de Abu-Khzam y Langston. Ademas,
dada la definicion de Gy, se puede construir un grafo 1, 2 o 3-conexo. Sin embargo, todos los
ejemplos resultan ser grafos 3-arista-conexos. El hecho de que se puedan agregar mas copias
de P, al grafo, manteniendo las condiciones de la Definicién [1.19] implica que el ejemplo es
en realidad una familia infinita de grafos.

La idea de la demostracién de que G4 no contiene a K, como inmersién, se basa en el
siguiente resultado. Este implica que todos los vértices corner deberian estar o bien en algtiin
Py, o bien en el subgrafo K;_3, con lo que se llega a una contradiccion.

Lema 1.21 ([9]) Sea G un grafo y M un subgrafo tal que existe un corte de aristas C' en
G, |C| <d—2, y M es una componente conexa de G — C. Si G tiene una inmersion de Ky,
entonces todos los vértices corner estdn en V(M) o bien todos los vértices corner estdin en
V(G- M).

Se obtuvieron también otro tipo de ejemplos, reemplazando el subgrafo K, 3 por otro tipo
de estructura, a saber, varias copias de K, o dispuestas en circulo, con un nimero limitado
de aristas entre copias adyacentes. Estos ejemplos resultaron tener niimero cromatico d — 2,
para cada d > 8, y de igual manera constituyen una familia infinita de grafos.

El hecho de que en P, hayan tres vértices de grado d—2 (aquellos que son vértices internos
de los caminos a los cuales se les removieron las aristas), implica que el grafo resultante es
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3-arista-conexo, puesto que hay exactamente tres aristas desde cada P; hacia el resto del
grafo. Las autoras de [9] fueron capaces de encontrar ejemplos hasta (d — 2)-arista-conexos,
modificando los grafos P, de manera que tuvieran k vértices de grado d—2, con 7 < k < d—2.
El niimero cromético de aquellos ejemplos es también d — 2 y corresponden igualmente a una
familia infinita de grafos.

Es importante notar que los ejemplos construidos en [9] tienen nimero croméatico d — 3 o
d—2, lo que evidencia la necesidad de una cota inferior en el niimero cromatico para asegurar
una inmersion de K,;. En efecto, sus ejemplos muestran que un niimero cromatico igual a
d — 2 no es lo suficientemente grande para garantizar una inmersién de K.

Para resumir entonces, tenemos que,
f(t)=t—1, parat <7

f(t) >t, parat > 8.

Con respecto a alguna cota superior para f, lo mejor que se conoce hasta ahora es gracias
a DeVos et al., cuyo resultado prueba que f(t) < 200t para todo t.

Teorema 1.22 ([I0]) Todo grafo con grado minimo al menos 200t contiene una inmersion
estricta de K.

La demostracion utiliza el siguiente resultado.

Lema 1.23 ([I0]) Sea G un grafo de grado minimo 4k. Entonces G contiene un subgrafo
Fuleriano de grado minimo al menos 2k.

Asi, gracias al Lema [I.23] se puede considerar un grafo Euleriano de grado minimo al
menos 100¢. La idea general de la demostracién consiste en tomar un vértice u y realizar lifts
de todas sus aristas incidentes, para luego borrarlo. Como el grado de u debe ser par, esta
operacién es realizable. Si el complemento de la vecindad de u tiene un matching perfecto,
entonces los lifts se pueden realizar de manera que el resultado sea atin un grafo y con grado
minimo al menos 100¢. Sin embargo, si ésto no es asi, cualquier secuencia de lifts de todas las
aristas de u genera aristas multiples. Se prueba que casi todas las aristas multiples se pueden
mantener en un conjunto A pequeno de vértices, totalmente conectado a otro conjunto B,
relativamente grande. Haciendo ésto, o bien se encuentra una inmersién de Ky, o bien algtin
pardmetro “mejora” (en un sentido méas bien técnico), donde los pardmetros son los tamanos
de Ay B,y la densidad de aristas de B.

1.2.3. Otros

Lema 1.24 ([10]) Supongamos que G contiene una inmersion de Ky con conjunto de vértices
corner J. Entonces G contiene una inmersion de K; con conjunto de vértices corner J, en
la cual las aristas entre vértices adyacentes en J se usan como los caminos entre aquellos
vértices.
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La idea de la demostracién es simple. Basta con notar que cada vez que P,, sea distinto de
uv para dos vértices corner adyacentes u, v, y la arista uv sea utilizada en otro P,,, se puede
intercambiar P,, con uv, y mantener los caminos arista-disjuntos. Esto ultimo se ilustra en
la Figura|1.7]

w w
® u ® u
° °
SN
® ®
° v ° v
x x

Figura 1.7: Intercambio de caminos arista-disjuntos. Se muestra el caso en que P,, # uv, Py,
utiliza la arista uv y la forma en que se realiza el intercambio.

Asi, siempre que estemos buscando inmersiones de grafos completos, si dos vértices corner

son adyacentes, entonces asumiremos que la arista que los une es el camino en la inmersion,
al menos que explicitamente se diga lo contrario.
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Capitulo 2

Resultados generales

2.1. Inmersiones

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de inmersiones de grafos completos, asi como
también dos clases de grafos en las cuales se cumple la conjetura de Abu-Khzam y Langston.

Veamos primero, que en un grafo multipartito completo podemos encontrar la inmersion
de un grafo completo de tamano relativamente grande.

Teorema 2.1 Sea G un grafo multipartito completo de k clases con s vértices cada una.
Entonces G contiene una inmersion estricta de H, donde,

K(i—1)s+1 St s es par
H = Kg-1s sis#1ys esimpar
K, sts=1

DEMOSTRACION. El caso s = 1 es trivial, por lo que asumimos s > 1. Elegimos los vértices
de k — 1 clases como vértices corner (en el caso que s sea par, se agregara un vértice corner
adicional mas adelante), y los vértices de la clase restante, llamémosla U, se ocuparan para
los caminos arista-disjuntos. Los caminos entre dos vértices de distinta clase ya existen (son
las aristas entre ellos), por lo que sélo debemos preocuparnos de aquellos vértices que estan
en la misma clase. Sabemos que x'(K;) = s —1si s es par, y X' (K;) = s si s es impar mayor
o igual a tres ([31), p.133]).

Para cada clase de s vértices corner, consideramos una x'(K;)-arista-coloraciéon de las
aristas que faltan (todas). Como |U| > x/(K;), podemos asignar cada uno de los colores de
las aristas de K a algin vértice de U. Digamos que el vértice u; € U recibe el color i. Luego,
para dos vértices corner v y w en la misma clase, asignamos P,,, = vu;w, donde el color de
vw es 1.

Notemos que dichos caminos resultan arista-disjuntos. En efecto, si dos caminos P, y
P,, compartieran alguna arista, entonces vw tendria que ser adyacente a zy. Pero ademaés,
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se tendria que P,, = vww, P, = zw;y para algin ¢ < x/(G). Es decir, tanto vw como zy
tendrian asignado el color i, lo cual es una contradiccion.

Notemos que si s es par, entonces en U hay un vértice que no es utilizado en los caminos
arista-disjuntos, por lo que podemos agregarlo como vértice corner de la inmersién, ya que
es adyacente a todos los otros vértices corner. Asi, encontramos la inmersién buscada, la
cual es estricta puesto que ningun vértice corner es utilizado como vértice interno de algin
camino. 0

Teorema 2.2 Sea G un grafo x(G)-inmersion-critico. Entonces Koy a)-s(c)—1 estd estricta-
mente inmerso en G.

DEMosTRACION. Gracias al Corolario [1.12] podemos asumir que §(G) > x(G). Luego, §(G) =
X(G) + h, con h > 0. Sea u tal que d(u) = 6(G). Entonces existe una coloracién ¢ minima de
G, tal que c(u) = 1y ¢(v) # c(u), para todo v # u. En efecto, como x(G — u) < x(G) (pues
G — u estd propiamente inmerso en G), podemos colorear los vértices de G —u con x(G) — 1
colores. Luego, al asignar un color extra al vértice u, obtenemos una coloracién minima de
G en la cual el color de u es distinto al color de todos los otros vértices. Notemos que para
dicha coloracién, entre los vecinos de u deben estar presentes todos los otros colores distintos
de c(u) (si falta alguno, asignamos ese color a u y obtenemos una coloracién mas pequena de

G).
Consideremos
N(u) = {v e N) : c(v) # c(w),Yw € N(u),w # v}.

Tenemos que |N(u)| > x(G) — h —2. Esto tdltimo pues d(u) = x(G) —1+h+1, hay y(G)—1
colores disponibles y en el peor de los casos h + 1 de ellos estan repetidos.

Sean entonces, v, w € N(u) con ¢(v) = i,c(w) = j. Si w ¢ ¢;j(v), podemos intercambiar
los colores en ¢;j(w), con lo que en la nueva coloracién, ningtin vértice en N (u) tiene el color
j. Podemos asignar entonces, el color j a u y obtener asi una coloracion mas pequena de
G, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, v y w estan en la misma componente
conexa de ¢;; y entonces existe una cadena que los une.

Consideramos como vértices corner de la inmersién a {u} U N(u). El camino de u hacia
algtn vértice en N (u) es la arista que los conecta y el camino entre dos vértices en N (u) es la
cadena que los une. Todos estos caminos corresponden a cadenas entre vértices de distintos
colores, las cuales sabemos, son arista-disjuntas. El hecho de que los caminos sean cadenas
implica también que ningin vértice corner se utiliza como vértice interno de otro camino,
luego, la inmersion es estricta. Tenemos entonces, un grafo completo inmerso de tamano al
menos:

X(G) —h=2+1=x(G) - (6(G) — x(G)) =1 =2x(G) = 4(G) — 1.
O

Veamos ahora dos clases de grafos en las cuales se cumple la conjetura de Abu-Khzam y
Langston.
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Definicién 2.3 Diremos que un grafo G es (k,s)-denso si para todo X C V(G), con | X| =k,
tenemos que |E(G[X])| > s.

Teorema 2.4 Todo grafo G (5,6)-denso contiene una inmersion estricta de Kc).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que G tiene menos de cinco vértices. Si x(G) = 1,
entonces obviamente K; C G, lo que corresponde a una inmersién estricta de Ky ) en G.
Si x(G) = 2, entonces debe haber una arista en G, luego, Ky C G. Si x(G) = 3, G debe
contener un ciclo de largo impar, el cual necesariamente es de largo tres, luego, K3 C G. Y
si x(G) = 4, es facil chequear que la tinica opcion es que G = K. Es decir, en cualquier caso
tenemos una inmersioén estricta de K, (¢ en G, por lo que podemos asumir [V (G)| > 5.

Sea ¢ una coloracién minima de V(G) y sea k = x(G). Notemos que |¢;| < 3, para
1 <1 <k, ya que no pueden haber conjuntos independientes de tamano cuatro. Esto, pues si
hubiese alguno, agregandole cualquier otro vértice, tendriamos un conjunto de cinco vértices,
cuyo grafo inducido tendria menos de seis aristas. Elegimos un vértice dominante de cada
color para ser los vértices corner de la inmersion.

Sean i, j dos colores tales que ¢; = {u, z}, ¢; = {v,y}. En el caso de que ¢;; no sea conexo,
entonces escogemos un par de vértices dominantes que sean adyacentes, como vértices corner.
Notemos que esta eleccion es posible, ya que si u y v son dominantes y uv ¢ E(G), entonces
tenemos que uy € E(G), vx € E(G), pues u y v son dominantes. Como ¢;; no es conexo,
entonces zy ¢ E(G). Luego, cualquier otro vértice debe ser adyacente a u, v, z e y, por la
densidad de G. Esto nos asegura que podemos elegir, por ejemplo, x y v como vértices corner,
los cuales son adyacentes entre ellos y son adyacentes también a cualquier otro vértice (en
particular a cualquier otro vértice corner).

Llamemos entonces u; al vértice dominante del color ¢ elegido como corner. Sean ahora,
1, j dos colores cualesquiera y veamos que entre sus vértices corner respectivos existe una
cadena que los une.

e Si |¢;| = 1, entonces w;u; € E(G), pues u; es dominante. La arista u;u; es la cadena
que buscamos.

e Si|¢| =2,]|c¢j| =3, entonces u;u; € E(G), gracias a la densidad del grafo.

e Si|¢;| = 3,|c;] = 3, entonces considerando el conjunto de los vértices de ¢; més u; y
otro vértice de ¢;, tenemos que el grafo inducido debe ser necesariamente un bipartito
completo, por la densidad de G. Luego, u;u; € E(G).

e Si|¢i| = 2,|¢;| = 2, entonces hay dos opciones. Si ¢;; es conexo, siempre podemos
encontrar una cadena que une u; con u;. Y si ¢;; no es conexo, entonces por la eleccién
de los vértices corner, tenemos que u;u; € E(G).

Por simetria, los anteriores son todos los casos posibles, y asi, entre cada par de vértices
corner existe una cadena que los une. Por lo tanto, tenemos una inmersiéon de K, (). La
inmersion resulta estricta, ya que al ser los caminos cadenas entre vértices corner de distintos
colores, ninguno ocupa a otro vértice corner como vértice interno. L]
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Otra clase que cumple la conjetura de Abu-Khzam y Langston es aquella de los grafos
cuyo complemento no contiene ciclos inducidos de largo cuatro.

Teorema 2.5 Todo grafo G cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro,
contiene una immersion estricta de Kyq).

DEMOSTRACION. Sea ¢ una coloracion minima de G y elijamos un vértice dominante de cada
color como conjunto de vértices corner. Consideremos dos vértices corner, u y v, con c¢(u) = 1,
c(v) = j y veamos que existe una cadena que los une (asi aseguramos que los caminos seran
arista-disjuntos).

Si wv € E(G), entonces la arista uv es el camino que buscamos. Si uv ¢ E(G), existen
vértices x € ¢,y € ¢, tales que uz,vy € E(G), pues u y v son dominantes. Ademds, como
Cy Z G, necesariamente vy € E(G). Asi, uryv es la cadena que buscamos. Luego, tenemos
una inmersion de K, q), la cual es estricta pues al ser los caminos cadenas entre vértices de
distintos colores, no utilizan a otro vértice corner como vértice interno. O

Observaciéon En un principio, la condicién de que no hayan ciclos inducidos de largo cuatro
en el complemento del grafo podria parecer demasiado restrictiva. Sin embargo, a diferencia de
los grafos (5, 6)-densos, las clases de colores pueden ser relativamente grandes. En efecto, los
autores de [20] probaron que si G es un grafo tal que Cy Z G, con n vértices y grado medio a,
entonces w(G) > a*n~1/10. Esto implica que si Cy Z G, entonces a(G) > (n—1—a)?n~1/10.
Es decir, podrian existir coloraciones con clases de tamartio (n — 1 — a)?n~1/10.

2.2. Otra relacion

Definimos una nueva relacién, en un intento de generalizar las relaciones de orden inmer-
sién y menor.
Definicién 2.6 Denotaremos H 3 G si existe ¢ : V(H) — 2V | tal que:

1. Para cada v € V(H), ¢(u) induce un grafo conexo y ¢(u) No(v) =0, siu #v.

2. Para cada wo € E(H), existe P,, camino entre ¢p(u) y ¢(v). Ademds, los caminos
{P,, : wv € E(H)} son arista-disjuntos de a pares.

De ahora en adelante, denotaremos H < G si G contiene a H como menor.
Observacion Si H < G, entonces H 3 G y si H <; G, entonces H 3 G.

Lema 2.7 H = G no implica H %; G.

DeMosTRACION. Consideremos H como el conocido grafo de Petersen. Sabemos que K5 < < H ,
por lo que K5 = H. Sin embargo, K5 no puede estar inmerso en H pues H es 3 regular y
los vértices corner de cualquier inmersion de K5 deben tener grado al menos 4. O]
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Lema 2.8 H 2 G no implica H X G.

DEMOSTRACION. Consideremos el grafo K 4. Realizando dos lifts desde el vértice en la clase
de tamano 1 y borrandolo, se obtiene una inmersién de 2K,, por lo que 2K, 3 K 4. Sin
embargo, es facil ver que 2Ky & K 4. O

Teorema 2.9 H = G no implica H <; G 6 H X G.

DEMOSTRACION. Dibujamos el grafo de Petersen en el plano y agregamos un vértice en cada
cruce de aristas, tal como se muestra en la Figura 2.1} Llamemos a este grafo H. Entonces
K5 & H pues H es planar. Ademas, K5 #; H pues los unicos vértices que podrian ser vértices
corner son aquellos pintados de negro y tendrian que utilizar todas sus aristas incidentes para
los caminos. Sin embargo, cada par adyacente de estos vértices comparte un vecino con sélo
una arista incidente extra, por lo que los caminos no resultarian arista-disjuntos.

No obstante, es facil ver que K5 3 H. Basta identificar los vértices de K 5 con cada par
adyacente de vértices blanco y gris.

]

Figura 2.1: Grafo de Petersen con vértices en las intersecciones de aristas.

Por lo tanto, la nueva relacion definida corresponde a una generalizacion no trivial de las
relaciones menor e inmersion.
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Capitulo 3

Caso especial: o(G) < 2

Una clase de grafos muy interesante a considerar es aquella de los grafos sin conjunto
independiente de tamano tres. Ha sido ampliamente estudiada en un intento de resolver la
conjetura de Hadwiger [2] [7, 8, 26]. Es por esta razén que nos interesamos en la conjetura
de Abu-Khzam y Langston restringida a dichos grafos. El objetivo principal es ver qué tan
lejos podemos llegar en un intento de resolver la conjetura cuando a(G) < 2.

Conjetura 2 (C2) Todo grafo G con o(G) < 2, contiene una inmersion de K, q).

Si a(G) < 2, entonces en cualquier coloracién de los vértices de GG, cada clase de color,
al ser un conjunto independiente, no puede tener mas de dos vértices, lo cual implica que
X(G) > 5. La conjetura de Abu-Khzam y Langston nos dirfa entonces que G debe contener
una inmersion de Krzq. Esto iltimo da lugar a una nueva conjetura.

Conjetura 3 (C3) Todo grafo G con o(G) < 2, contiene una inmersion de Kyny.

En un principio, la Conjetura [3| podria parecer mas débil que la Conjeturaf2] Sin embargo,
como veremos mas adelante, en el Teoremal3.9 ambas conjeturas son en realidad equivalentes.

Observacién Si G es un grafo con a(G) < 2, u,v,w € V(G) y v,w ¢ N(u), entonces
vw € E(G). Esta simple observacién nos dice que la no-vecindad de cualquier vértice de G
debe inducir un grafo completo.

Notaciéon De aqui en adelante utilizaremos la siguiente notacién para v € V(G) y U C

V(G).
1. N(v) =V(G)\ ({v} U N(v)), es decir, los no-vecinos de v.
2. Ny(v)=N(v)NU.
3. Ny(v) = N(w)nU.

Notemos que si cambidramos Ktz por Kz en la Conjetura , la afirmacion resulta ser
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cierta. Més atn, o G contiene a K7z como subgrafo, o bien practicamente cualquier conjunto
de vértices sirve como vértices corner. Ademads, la inmersion es estricta.

Teorema 3.1 Si G es un grafo con a(G) < 2, entonces G contiene una inmersion estricta
de K[ﬂ] .
3

DEMOSTRACION. Podemos asumir 6(G) > [#]. En efecto, si existe un vértice v con d(v) <
| %], entonces su no-vecindad es de tamaro al menos [%], y como induce un grafo completo,
tendriamos que G contiene como subgrafo a Kryzy.

Separamos entonces V(G) en dos conjuntos disjuntos U y W, tales que |U| = [%] vy
[W| = [%]. Los vértices del conjunto U serdn los vértices corner y como siempre, P,, es el
camino entre u y v en la inmersién. Ordenamos los pares {u, v} con u,v € U arbitrariamente y
vamos asignando los caminos de la inmersién de la siguiente manera. Si uv € F(G), entonces
P,, = uv. Si wv ¢ E(G), entonces P, = uzv, con z € Ny (u) N Ny (v) y tal que z no
ha sido utilizado en algin P,,, con x € U o en algin P,,, con x € U. Notemos que dada
esta ultima condicién, los caminos resultaran arista-disjuntos. Ademas, ningun vértice corner
es usado como vértice interno de algin camino, por lo que la inmersién es efectivamente
estricta. Veamos que esta asignacion es posible (solamente hay que verificar los casos en que
wv ¢ E(G)). Notemos lo siguiente.

N () U N )] = [N )] Mo ()] — [N ) ) Vi )
= IN()| ~ No)] + [N )| - [N (0)] ~ Vi) 1 Mo (0)
> |3 - ol + |3 - 8ol - v 0 vl

Como uv ¢ E(G) y a(G) < 2, entonces tenemos que para todo w € Wyuw € E(G) o
vw € E(G). Esto implica que Ny (u) U Ny (v) = W. Luego, de la desigualdad anterior se
obtiene lo siguiente.

No(wl + V(0] 2 2|5 | =1 = |w) 0 i)

_ %”J Ny () O Ny (0)].

Notemos que los vértices en U que necesitan un camino hacia v de largo mayor que 1 son

sus no-vecinos, es decir [5] — 1 — [Ny (u)|. De igual manera, los vértices en U que necesitan
un camino hacia v de largo mayor que 1 son [§] —1 — [Ny (v)|. Asi, el total de caminos de

largo mayor que 1 que necesitan ocupar un vértice en Ny (u) N Ny (v) son:

2 [5] -2 - el + o) < 2[5] -2 (| 2] - it 0 v

< |Nw(u) N Ny (v)].

Es decir, hay suficientes vértices disponibles para construir los caminos necesarios desde
u y desde v, manteniendo la condicién que sean arista-disjuntos. Por lo tanto, existe z €
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Nw (u) N Ny (v) que no ha sido utilizado atin en otros caminos P,, o P,, y entonces podemos
asignar P,, = uzv. Asi, hemos conseguido una inmersion de K [z en G. n

Observacién Consideremos ¢ una coloracién minima de G con a(G) < 2. Notemos que para
cada par de colores i, j, con |¢;| = |¢j| = 2, o bien ¢;; es conexo, en cuyo caso existe una
cadena para cada u € ¢; y cada v € ¢;, o bien ¢;; = Cy.

3.1. Sub-clases que cumplen la conjetura

v i, . . . : .,
Ya vimos que si Cy no es subgrafo inducido de G, entonces GG contiene una inmersion de
K, (). Veamos que al restringirnos a los grafos sin conjunto independiente de tamano tres,
podemos relajar tal hipotesis. Necesitaremos hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.2 Sea G con o(G) < 2, ¢ una coloracion minima de sus vértices, y ¢;, ¢; dos clases
de colores de tamano 2, con u;, u; vértices dominantes para i, j, respectivamente. Entonces,
siu; & ci;(uj), al menos uno de los dos colores, i o j, tiene otro vértice dominante. Mds ain,
siempre que c;; no es conexo, existe un par de vértices dominantes para i y j, los cuales son
adyacentes.

DEMOSTRACION. Sean v;, v; vértices tales que ¢; = {u;,v;}, ¢; = {u;,v;}. Dado que wu; ¢
E(G), necesariamente u;v; € E(G) y ujv; € E(G). Luego, como ¢;; no es conexo, podemos
intercambiar los colores de los vértices u; y v;. Asi, obtenemos una nueva coloraciéon minima
de los vértices de G, en la cual los vértices v; y v; tienen asignado el mismo color. Por lo
tanto, al menos uno de los dos, v; o vj, necesariamente debe ser dominante. Notemos que
también debe ser dominante en la coloracion original.

Ahora, sean ¢; = {u;,v;}, ¢; = {u;,v;}, tales que ¢;; no es conexo y u;, u; son vértices
dominantes para i, j, respectivamente. Si u;u; ¢ E(G), entonces gracias a lo anterior, v; o v;
también debe ser dominante. Si v; (respectivamente v;) es dominante, como es adyacente al
vértice dominante u; (respectivamente wu;), se tiene la segunda afirmacién. ]

Teorema 3.3 Sea G con o(G) < 2 y supongamos ademds que si es que hay Cy’s inducidos
en G, son arista-disjuntos de a pares. Entonces G contiene una inmersion estricta de Ky (q).

DEMOSTRACION. Sea ¢ una coloracion minima de G y elijamos un vértice dominante de cada
color como conjunto de vértices corner de la inmersién. En el caso de que algin ¢;; no sea
conexo para dos colores i, j, tales que |¢;| = |¢;| = 2, es decir que ¢;; = Cy, entonces elegimos
como vértices corner a un par de vértices dominantes que sean adyacentes. Notemos que
dicha eleccién es posible, gracias al Lema . Ademdés, debido a que los Cy’s inducidos en G
son arista-disjuntos, tenemos que tanto ¢ como j cumplen que c¢;; y ¢;, son grafos conexos,
para todo k distinto de i y de j, tal que |cx| = 2. Por lo tanto, la condicién de elegir vértices
dominantes adyacentes sucedera maximo una vez por cada color. Llamemos u; al vértice
dominante escogido como vértice corner para el color 7.
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Consideremos ahora dos colores cualesquiera i, j y veamos que siempre existe una cadena
entre sus vértices dominantes corner respectivos.

e Sic; ={u;},c; = {u;}, entonces u;u; € E(G), pues ambos vértices son dominantes.
o Sic; ={u;,x},c; = {u;}, entonces u;u; € E(G), pues u; es dominante.

e Sic = {u;,x},¢; = {u;,y}, entonces hay dos opciones. Si ¢;; es conexo, tenemos que
u; y u; estan conectados mediante una cadena. Si ¢;; no es conexo, entonces gracias a
la eleccién de los vértices corner en este caso, tenemos que w;u; € E(G). Es decir, en
cualquiera de los dos casos, existe una cadena que une u; con u,.

Dado que a(G) < 2, los anteriores son los tnicos casos posibles (salvo simetria). Asi,
tenemos una cadena que une cada par de vértices corner, las cuales sabemos, son arista-
disjuntas. Y ningun vértice corner es utilizado como vértice interno de algin camino, por lo
que la inmersién es estricta. O

Veamos que en la presencia de varios C’s inducidos en G, compartiendo alguna arista, aun
podemos encontrar una inmersion de K, (g) en G, siempre y cuando las adyacencias cumplan
cierta estructura.

Definicién 3.4 Sea G un grafo con o(G) < 2 y sea ¢ una coloracién de los vértices de G.
Definimos el grafo G¢ de la siguiente forma.

1. El conjunto de vértices de G¢ son las clases de tamano dos de c.

2. Eziste una arista entre ¢; y ¢; i ¢;; no €s conexo.

Teorema 3.5 Sea G un grafo con o(G) < 2 y tal que |V (G)| # 2x(G) — 1. Si existe una
coloracion ¢ minima de los vértices de G tal que el grafo G¢ consiste solamente en caminos
disjuntos de a pares, entonces K,y <i G.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : V(G) — {1,...,k} la coloracién descrita en el teorema. Elegiremos,
como siempre, un vértice dominante de cada color como conjunto de vértices corner. Veamos
la forma de eleccion de éstos.

Consideremos i,j € {1,...,k}. Si alguna de las clases de colores i o j es de tamano uno,
entonces cualquier par de vértices dominantes que elijamos seran adyacentes. Si las dos clases
son de tamano dos y ¢;; es conexo, entonces siempre encontraremos una cadena entre todo
vértice dominante de ¢ y todo vértice dominante de j. Debemos ver entonces, cémo se elige el
vértice corner de los colores 4, tales que ¢;; no es conexo para algtin j, es decir que ¢;; = Cy.

Consideremos un camino maximal P = ¢;, ...¢;, en G° Es decir que en G, ¢;;,, no es
conexo, para 1 <[ <t —1, tal como se ilustra en la Figura[3.1} De acuerdo a la hipdtesis en
G*, cada color 7 presente en P es tal que ¢;; es conexo para todo j, cuando ¢; no es adyacente
a c¢; en el camino P. Ademds, recordemos que gracias al Lema , para cada par z,] que
tienen vértices dominantes que no estan en la misma componente conexa de ¢;;, se cumple
que al menos uno de los dos colores, i o j, tiene otro vértice dominante.
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Figura 3.1: Representacion en G de camino maximal en G¢. Cada ¢; esta representado con
sus dos vértices dispuestos horizontalmente.

Sigamos el siguiente procedimiento. Definimos:
S ={c; € V(P) : i tiene dos vértices dominantes}

T ={c; € V(P) : i tiene sélo un vértice dominante}

y llamemos bloque de S (respectivamente de T') a un sub-camino en P, con vértices en S
(respectivamente en 7). Particionamos los vértices de P en bloques maximales de S y en los
bloques restantes de T'. Esto queda mas claro en la Figura (3.2

Llamemos x;, y; a los vértices de ¢; para cada color ¢, de manera que en P, x;y;,,, € E(G)
Y %y, € E(G), para 1 <1 <t — 1. Luego, el procedimiento para escoger los vértices
corner es el siguiente. Debemos distinguir entre dos casos. Si la coloraciéon ¢ no posee clases
de colores con tan s6lo un vértice, entonces no hay bloques de T', puesto que todos los vértices
son dominantes en este caso, gracias a que a(G) < 2. Luego, en P podemos elegir z;,, vi,,
Tiy, Yiy, - -, cOmo vértices corner. Notemos que en este caso, para ¢; y ¢;,, adyacentes en
P, sus vértices corner respectivos son adyacentes.

En el caso de que la coloracién tenga clases de colores con un solo vértice, entonces
procedemos de la siguiente manera. Elegimos uno de los extremos de P como el inicio y
vamos asignando, en el orden del camino, un vértice corner para cada color como se detalla
a continuacion.

e En un bloque de T, elegir al tinico vértice dominante como vértice corner.

e En un bloque maximal de .S, alternar entre x;’s e y;’s para ser vértices corner, salvo que
el dltimo vértice a elegir no sea adyacente al vértice dominante del siguiente color en el
bloque de T'. En aquel caso, escoger para el ultimo color de .S, al vértice no-adyacente
al penultimo vértice elegido como corner.

Veamos que dicha eleccion permite encontrar la inmersion que queremos. Como ya dijimos,
sélo debemos verificar aquellos pares de colores ¢, j tales que ¢;; no es conexo, es decir, los pares
de colores adyacentes en P. Para dos colores 7;,7;,1 en un bloque de S, sus vértices corner
respectivos son adyacentes, salvo en el caso que se eligen al final dos vértices no-adyacentes.
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Figura 3.2: Bloques maximales de S delimitados en rojo. Los vértices amarillos son vértices
dominantes. Se ha omitido la coloracién del grafo para mayor claridad.

Veamos como construir el camino entre ellos dos en este caso. Digamos que hemos elegido
T, Ty, como vértices corner. Entonces, podemos considerar una clase de color de tamaro
uno y llamar u a tal vértice. Luego, como tanto y; como y;_ , son dominantes, se tiene que
uyi,, wyi,,, € E(G). Asi, podemos asignar x;y;,,,u¥;, %, ,, como el camino entre los vértices
corner z;, ¥;,, . Esta asignacién mantiene los caminos arista-disjuntos y no interfiere con los
caminos entre u y los vértices corner x;, y x;,, |, ya que éstos son uz;, y ux;,_, respectivamente.
Esto tltimo se ilustra en la Figura [3.3]

Si ¢y, ¢y, €T, entonces, gracias al Lema sus vértices corner respectivos son adyacen-
tes, ya que de otro modo, uno de los dos colores deberia tener otro vértice dominante.

Ahora, sic;, € S, ¢;,, €T, entonces sus vértices corner correspondientes serdn adyacentes,
salvo quizas cuando el bloque maximal de S sea de tamano uno, en cuyo caso la eleccion
del vértice corner de ¢;, estd determinada por el tnico vértice dominante de ¢;,_,, digamos
x;,_,. Luego, siguiendo el procedimiento, eligiriamos a y;, como vértice corner para el color
i;. Y el problema aparece si es que y;_, es el vértice dominante de 4;4,. Como x;_, ¢
E(G) vy »yx;,, ¢ E(G), entonces gracias a que o(G) < 2, x;,_ 7, € E(G). De igual
manera, ¥;, ¥, € E(G). Aqui es necesario distinguir entre dos casos. Si z;,_,v;,,, € E(G)y
T, Yi,_, € E(G), entonces podemos asignar los caminos tal y como se detalla en la Figura
Notemos que dichos caminos son efectivamente arista-disjuntos y que ademas no interfieren
con los caminos de los vértices corner fuera de este subgrafo.
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Figura 3.3: Camino para dos vértices corner no-adyacentes en un bloque de S. Las dos
primeras clases estdn en un bloque maximal de S y la dltima en un bloque de T'. Los vértices
corner estdn marcados con amarillo. El camino entre los vértices corner z;, y x;,,, es el camino
azul.

QO Yi_q

@ Yia

Lipq

Figura 3.4: Camino para dos vértices corner no-adyacentes en bloques distintos. Los caminos
entre los tres vértices corner se representan en azul, rojo y verde.

Ahora, como ¢;,_;,,, es conexo, s6lo una de las aristas x;,_,¥;,,, 0 ¥;,_, 7, puede faltar. Si
faltara la arista que une los vértices no-dominantes y;, , v x;,,,, entonces podemos re-colorear
el grafo de la manera que se muestra en la Figura [3.5] en cuyo caso uno de los colores no
tiene vértices dominantes, lo que es una contradiccion.

Podemos asumir entonces que la arista que falta es aquella que conecta los vértices domi-
nantes x;_, e y;,,. Como y;_, y x;,, son los vértices no-dominantes, entonces cada uno es
no-adyacente a algiin vértice en una clase de color de tamatio uno. Si z;,,, fuera no-adyacente
a al menos dos de estos vértices, entonces existirian vértices v, z en clases de colores de ta-
mano uno, tales que y;, v ¢ E(G), 7,2 ¢ E(G). Esto quiere decir que podemos re-colorear
el grafo, tal como se muestra en la Figura [3.6] y obtener asi una coloracion mas pequena, lo
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Figura 3.5: Re-coloreo que genera una clase de color sin vértices dominantes. La clase de
color negro queda sin dominantes.

cual es una contradiccion.

Figura 3.6: Re-coloreo que genera una coloracion mas pequena del grafo.

Luego, podemos asumir que x;,,, es no-adyacente a s6lo un vértice de las clases de colores
de tamano uno, digamos z. Como |V (G)| # 2x(G) — 1, entonces deben existir al menos
dos clases de tamano uno. Es decir, z;,, es adyacente a algun vértice w de una clase de
color de tamafio uno. Y como x;, es dominante, entonces z;,w € E(G). Asi, podemos asignar
YiyTip,, W43, como el camino entre los vértices corner y;, e ¥, ,, tal como se ilustra en la
Figura [3.7, Dicho camino no interfiere con los caminos desde los vértices corner y;, , e ¥
hacia w, ya que éstos son y;, LW e y;,w, respectivamente.

Es importante recordar que gracias a que los caminos en G¢ son disjuntos de a pares,
cada clase de color pertenece a lo mas a un camino en G°. Luego, las restricciones para
elegir vértices corner apareceran maximo una vez por cada color. Ademas, cualesquiera sean
los vértices elegidos como corner en P, éstos estan conectados mediante una cadena con los
vértices corner fuera de P.

Realizando el procedimiento anterior para cada camino maximal en G¢ obtenemos la
inmersién buscada.

Notemos que cuando existe una clase de color de tamano uno, la inmersiéon puede no ser
estricta, ya que el vértice u o el vértice w pueden ser utilizados tanto como vértices corner
como vértices internos de algunos caminos en la inmersion. O]

El Teorema [3.5| corresponde a una generalizacion del Teorema [3.3] pues éste trata el caso
especial en que los caminos de GG son tinicamente de largo uno, es decir cuando el grafo G¢
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Figura 3.7: Asignacién de camino entre y;, e ;. Los vértices corner se marcan en amarillo.
El camino desde y;, hacia y;_, en la inmersion se marca en azul.

es un matching de aristas.

Definiciéon 3.6 Si G es un grafo tal que Py £ G, donde P3 es el camino de largo tres,
entonces G se dice cografo.

La clase de los cografos ha sido estudiada significativamente por diferentes autores desde
los anos 70 [21, 24] 30, B2]. Demostraremos que la clase de los cografos con la restriccién
adicional que no hayan conjuntos independientes de tamano tres, cumple la conjetura de
Abu-Khzam y Langston. Necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.7 Sea G un grafo. Una inflacion de G consiste en reemplazar cada vértice
v de G por un grafo completo K, y por cada par de vértices u, v adyacentes en G, hacer
adyacentes a todos los vértices de K* con todos los vértices de K.

Teorema 3.8 Si G es un cografo y o(G) < 2, entonces K, (o) estd estrictamente inmerso
en G.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccion en el niimero de vértices. Sea n = |V(G)| y supon-
gamos que el teorema se cumple para todo n’ < n. Podemos asumir que K, C G, ya que de
otro modo G es un grafo completo y en aquel caso la demostracién es directa. Consideremos
entonces, una inflacién de K, de tamafio maximo en G y llamémosla H. Es decir, H consiste
en dos grafos completos, H; y H», sin ninguna arista entre ellos. Afirmamos que todo vértice
en G — V(H) es adyacente a todo vértice de H.

En efecto, supongamos que algin vértice u de G—V (H) no es adyacente a algin w € V(H).
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que w € V(H;). Como a(G) < 2, u debe ser
adyacente a todo vértice de Hy. También debe ser adyacente a algin vértice v de Hy, ya que
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de otro modo, H no seria una inflacién de tamano maximo. Pero entonces wvux es un camino
inducido de largo tres en GG, con x cualquier vértice de H», lo que es una contradiccion.

Luego, por induccién, usando que V(H) es distinto de vacio, podemos encontrar una
inmersién estricta de Ky G-y ) en G—V (H). Y como cada vértice corner de dicha inmersién
serd adyacente a cada vértice de la componente mas grande de H, tendremos que,

Kye) = Ex@c-vm)+xm) i G.

La desigualdad x(G) < x(G — V(H)) + x(H) viene de que como los vértices de H y de
G — V(H) corresponden a una particién de los vértices de G, entonces G puede ser coloreado
con x(G—=V(H))+ x(H) colores. Y la desigualdad x(G) > x(G —V(H)) + x(H) se justifica
notando que ningun vértice de G — V(H) puede ser coloreado con el mismo color que un
vértice de H, puesto que son adyacentes. O

3.2. Equivalencia de las conjeturas

En esta seccion demostramos el siguiente teorema.
Teorema 3.9 Las Conjeturas[3 y[J son equivalentes.

Necesitaremos hacer uso de algunos resultados previos. Supongamos que la Conjetura
es falsa y sea GG un contraejemplo que minimiza el nimero de vértices. Probaremos algunas
propiedades que deberfa cumplir G. Claramente a(G) = 2 y tenemos la desigualdad |V (G)| <

2x(G).

Lema 3.10 Para todo v € V(G), x(G —v) < x(G).

DeMOSTRACION. En efecto, si existiera algin v € V(G), tal que x(G — v) = x(G), entonces
como G — v tiene menos vértices que Gy a(G — v) < 2, tendriamos que,

Ky = Kyg-v) i G —v <, G,

lo que contradice el hecho de que G sea un contraejemplo para C2. O

Ademas,

Lema 3.11 G es conezo.

DEMOSTRACION. Si no es asi, G consiste en dos subgrafos disjuntos G; y Gs, tales que para
todo u € V(G,) y para todo v € V(G3), uv € E(G). Luego, como tanto G; como G2 tienen
menos vértices que G, se tiene que Ky q,) <i G1 v Ky, <i G2, y entonces,

Kye) = Kx@)+x(cz) i G,

lo que nos lleva a una contradiccion. O]
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Para la siguiente propiedad haremos uso de un conocido teorema de Gallai.

Teorema 3.12 ([I8]) Si G es un grafo tal que G es conexo, x(G) =k y x(G —v) < k, para
todo v € V(Q), entonces G tiene al menos 2k — 1 vértices.

Lema 3.13 |[V(G)| = 2x(G) — 1.

DEMOSTRACION. Sabemos que |V (G)| < 2x(G). Si |[V(G)| fuera igual a 2x(G), entonces para
cada v € V(@) tendriamos que,

2x(G) = 1= [V(G)]| = 1= [V(G = v)| < 2x(CG —v) < 2x(G).
Es decir,
X(G) - % < X(G —v) < x(G).
Luego, x(G — v) = x(G), lo que contradice el Lema [3.10} Por lo tanto, [V(G)| < 2x(G) — 1.
Para la otra desigualdad, basta con utilizar los Lemas y [3-11] junto con el Teore-
ma [3.12] para obtener que |V(G)| > 2x(G) — 1, por lo que |V(G)| = 2x(G) — 1. O

Ahora podemos probar el teorema.

DEMOSTRACION TEOREMA [3.91 Tenemos que {@—‘ = % = x(G). Luego, K 4 Gy
por lo tanto, G es también un contraejemplo para la Conjetura [3| Es decir, si es que no se
cumple la Conjetura [2] entonces tampoco se cumple la Conjetura [3] O

Observacion Notemos ademds que G resulta ser un contraejemplo minimo para la Conje-
tura (3l

3.3. Contraejemplo minimo

Sigamos llamando G a un contraejemplo para la Conjetura [2, que minimiza el nimero de
vértices. En esta seccién probaremos una serie de propiedades que deberia cumplir G, ademés
de las ya mencionadas por los Lemas [3.10} [3.11| y [3.13|

Lema 3.14 G es un contraejemplo para la Conjetura[d que minimiza el nimero cromdtico.

DEMOSTRACION. Sea GG un contraejemplo para la Conjetura [2| con niimero cromatico minimo.
Entonces,

2X(G) = 1= |V(G)| < [V(G)| < 2x(G) < 2x(Q).
Por lo tanto, y(G) = x(G). O

Lema 3.15 Para todo v € V(G), G — v tiene un matching perfecto.
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DEMOSTRACION. En efecto, sabemos por el Lema|3.10, que x(G —v) < x(G) — 1, y la desigual-
dad x(G —v) > x(G) — 1 siempre se cumple. Luego,

2x(G =) =2x(G) =2 = [V(G)| =1 = [V(G = v)].

Es decir, G—v tiene una (x(G)—1)-coloracién, en la cual cada clase de color tiene exactamente
dos vértices. Esto corresponde a un matching perfecto en G — v. O]

Supongamos ahora que G, entre los contraejemplos de C2 que minimizan el ntimero de
vértices, es aquél que minimiza el nimero de aristas.

Si existiera una arista e € F(G), tal que a(G — e) < a(G) = 2, entonces,
Kx(Gfe) < G-e < G.

Luego, x(G —e) < x(G) — 1. Asi, G — e tiene |V(G)| = 2x(G) — 1 vértices y puede ser
coloreado con x(G) — 1 colores. Necesariamente una clase de color tiene al menos 3 vértices,
lo que es una contradiccién. Esto prueba lo siguiente.

Lema 3.16 Para toda arista e € E(G), se tiene que a(G — e) > «o(G), es decir, G es
a-critico.

Otra propiedad interesante es la que se enuncia a continuacion.

Lema 3.17 Para todo par z,y € V(G), tal que zy ¢ E(G), se tiene que |[N(z)NN(y)| < 25+

DEMOSTRACION. Si no fuera asi, sean z e y, zy ¢ E(G), tales que |N(z) N N(y)| > %=+ + 1.
Gracias a que GG es un contraejemplo minimo para C3, sabemos que,

Kanl = K[an?] <i G — {xuy}‘

Sea U el conjunto de los vértices corner de dicha inmersién y W = V(G — {z,y}) \ U.
Como a(G) <2y xy ¢ E(G), tenemos que para todo u € U, ux € E(G) o uy € E(G). Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir entonces que x es vecino de al menos la mitad de
los vértices en U (y que x tiene més vecinos que y en U). Notemos que cada no-vecino de z
debe ser vecino de y.

Veamos que x estda conectado a cada vértice u de U, mediante caminos P,, arista-
disjuntos. Si zu € E(G), entonces Py, = zu. Si zu ¢ E(G), entonces P,, = zxzyu, don-
de z € Nw(z) N Ny (y). Notemos que para que esta asignacién resulte en caminos arista-
disjuntos, necesitamos que | Ny (z) N Ny (y)| > [Ny (2)).

Sabemos que [Ny (z)| < 2L, por lo que,
_ 1 1
|NU($)\:VL4 J—iconiE{O,..., {nll J}

[Nw(z) N Nw (y)| = [N (z) " N(y)| = [Nu(z) N Nu(y)| = [N(z) 0 N(y)| — (20 + 1).

Ademas,
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La tltima desigualdad se obtiene al asumir que [Ny (x)| > [Ny (y)|, por lo que el nimero de
vecinos que z e y comparten en U esté acotado. En efecto, Ny (y) = Ny(x)U(Ny(z) NNy (y))
y como asumimos que |Ny(y)| < |Ny(z)|, tenemos que,

[Nu(2)| +[Nu(2) N Nu(y)| < [No()].
Luego,
[Nu(z) N Nu(y)l < |Ny(z)| - [Ny(2)|

= ([ - ("))

< 21+ 1.

Entonces, como |N(z) N N(y)| > ”T_l + 1, tenemos que,

n—1

Folw)l = | 72| =i <IN NG - @i+ 1) < Nirle) 0 )l

Es importante notar que los caminos P,,, desde x hacia u € U, no interfieren con los
caminos ya existentes entre dos vértices corner de U. Esto, pues los nuevos caminos utilizan
solamente aristas incidentes a x e y. Asi, obtenemos una inmersién de K [n52]41 = K B en

2 2

G, lo cual es una contradiccion.

De aqui se deduce lo siguiente.

Lema 3.18 w(G) > .

DEMOSTRACION. Sean z, y dos vértices cualesquiera tales que xy ¢ F(G) y separemos el resto
de los vérticesen A = N(z)\ N(y), B= N(z)NN(y) y C = N(y)\ N(x). Notemos que tanto
A como C inducen grafos completos. Ademas, por el Lema se tiene que |B| < ”T’l, por
lo que al menos uno de los otros dos conjuntos, digamos A, cumple que |A U {z}| > ”T“. Y
como w(G) > |AU {x}|, se concluye. O

Lema 3.19 G es conexo.

DEMOSTRACION. En efecto, si no fuera asi, GG seria un grafo con al menos dos componentes
conexas. De hecho, gracias a que a(G) < 2, son exactamente dos componentes conexas y
cada componente seria un grafo completo. Luego, K,z C G, lo cual contradice que G sea
un contraejemplo para C2. O

Esta ultima propiedad més el hecho de que G es a-critico (por el Lema [3.16)), junto con
el siguiente teorema, implican el Lema |3.21]

Teorema 3.20 ([26]) Sea G un grafo conexo con a(G) < 2 y supongamos que G es a-critico.
Entonces, si x ey son dos vértices en G, se tiene que d(z,y) < 2.
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Lema 3.21 Para todo x,y € V(G), se cumple que d(z,y) < 2.

DEMOSTRACION. Directo del Teorema [3.201 m

Lema 3.22 6(G) > [3].

DEMOSTRACION. Notemos primero que es directo probar que 6(G) > [ 5], ya que la no-vecindad
de cualquier vértice induce un grafo completo, por lo que se tendria que K21 C G, una
contradiccion.

Supongamos entonces que §(G) = [ 5] y sea v tal que d(v) = 6(G). Separemos V(G) — v
en los vecinos y los no-vecinos de v (N(v) y N(v), respectivamente). Sabemos, gracias al
Lema que G — v tiene un matching perfecto, y dado que N(v) es un completo en G,
cada vértice de N(v) estd emparejado con un vértice de N(v). Ademds, como |N(v)| = |2],
entonces |N(v)| = [ %]. Este matching perfecto representa una coloracién del grafo, en la cual
cada clase tiene exactamente dos vértices. Afirmamos que Ky < G, donde los vértices
corner son {v} U N(v).

En efecto, vu € E(G), para todo u € N(v), luego, podemos tomar P,,, = vu. Consideremos
ahora u,w € N(v). Si uvw € E(G), entonces P,, = uw. Si uw ¢ E(G), entonces, como
a(G) < 2, se tiene que ux,, wr, € F(G), donde z,,, x, son los vértices que estan emparejados
con w y con u, respectivamente. Ademds, z,7,, € F(G), ya que x,, 7, € N(v), completo de
G. Luego, podemos asignar P,,, = ux,x,w. Los caminos resultan ser arista-disjuntos, puesto
que al ver el matching en G — v como una coloracién en G — v, los caminos elegidos son
justamente cadenas entre vértices corner de distintos colores. O]

El Lema junto con el conocido teorema de Dirac, permiten concluir lo siguiente.
Lema 3.23 G es Hamiltoniano.

Y a la vez, de los Lemas v [3:13], se deduce,
Lema 3.24 Para todo v € V(G), G — v tiene un matching perfecto.

La siguiente propiedad se concluye del Teorema [1.13]

Lema 3.25 x(G) > 8.

3.3.1. Completo de tamano maximo

Consideremos ahora un completo K de tamafno w(G) en G y definamos A = V(K). Gracias
al Lema [3.21] podemos separar el resto de los vértices en B (los vecinos de K) y en C (los
vecinos de los vecinos de K). Notemos que como a(G) < 2, C induce un grafo completo.
Ademas, cada u € B debe tener un no-vecino x, en A, ya que de otro modo, hay un completo
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de tamano mayor que w(G). Luego, uw € F(G), para todo u € By para todo w € C, ya que
r,w ¢ E(G), para cada w € C.

Consideremos el grafo bipartito con particién de vértices AUB, tomemos M un matching
maximo de no-aristas y llamemos A’, B’ a los conjuntos emparejados por M de A y B,
respectivamente, y A” = A\ A’, B” = B\ B’. Notemos que zy € E(G), para todo x € A" y
para todo y € B”. Se tiene entonces, lo siguiente.

o |B+C]=|AT+|C] < [5]

DEMOSTRACION. Podemos encontrar una inmersién de un grafo completo, tal que sus
vértices corner son B’ U C. En efecto, si u,v € C, entonces P,, = uv, ya que C es
completo. Si u € B',v € C, entonces P, = uv (ya vimos que wv € E(G)). Por tltimo,
veamos el caso en que tanto u como v estan en B’. Si wv € E(G), entonces P,, = uv.
Si no, ux,,vx, € E(G), donde uzx,,vx, € M y x,,z, € A. Ademas, z,x, € F(G), pues
A induce un grafo completo. Luego, P,, = uzr,x,v. Gracias a que M es un matching,
los caminos asignados resultan ser arista-disjuntos.

Asf, st |B'| +|C] > [3], entonces Krny <; G, lo cual es una contradiccién. O
o |Al+[Bl=[51+1,

DEMOSTRACION. Sea v € A. Notemos que N(v) C AU B. Luego, |A| + |B| > |{v} U
N(v)| = 1+|N(v)| > 1+[%], donde la tltima desigualdad se tiene por el Lema|3.22, [J

o Si C'# 0, entonces |C| + |B| > [5] + 1.
DEMOSTRACION. Para v € C, |B|+ |C| > |[N(v)| +1 > [5] + 1. O
o [A"|+min{[B"[,[C]} < [5].

DEMOSTRACION. Supongamos que no es cierto y consideremos B* C B”,C* C C, tales
que |B*| = |C*| = min{|B"|,|C|}. Notemos que G[B* U C*] contiene como subgrafo
al grafo bipartito completo, con particién de vértices B*UC*, el cual sabemos por
el Teorema , tiene inmerso a K|p-|, usando como vértices corner a B*. Como A”
induce un grafo completo y como cada vértice de B* es adyacente a cada vértice de A”,
encontramos una inmersion en G' de K414 ps| 2 K re1, lo que contradice que G sea un
contraejemplo para C3. O

e |C]+min{[A"],|B"[} < [3].

DEMOSTRACION. Supongamos que no es cierto y sean A* C A", B* C B”, tales que
|A*| = |B*| = min{|A"|,|B"|}. Usando el Teorema [2.1] encontramos una inmersién de
K\p+| en G[A*U B*], con B* como vértices corner. Como B* esta totalmente conectado
a C'y C induce un grafo completo, obtenemos una inmersion de Kz en G, lo cual es
una contradiccion. O

o min{|A"[,|B"|} + min{|B"|,[C]} < [5].
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DeMOSTRACION. Basta con encontrar la inmersiéon de un grafo completo de tamano
min{|A”|,|B"|} + min{|B"|,|C|}. Sean A* C A", C* C C, de manera que |[A*| =
min{|A”|,|B"|} v |C*| = min{|B"|,|C|}. Veamos que existe la inmersién que busca-
mos, con conjunto de vértices corner A* U C*. Dado que tanto A* como C* inducen
grafos completos, basta ver que existen caminos arista-disjuntos para los pares {u, v},
conu € A*, v e C*.

Consideremos el grafo G[A* U C*], es decir, el complemento del grafo inducido por
A*UC*, el cual es un grafo bipartito completo. Sabemos, gracias al Teorema de Konig

([2, p.119]), que las aristas de dicho grafo pueden ser coloreadas con k = A(G[A* U
C*]) = max{|A*|, |C*|} colores. Sea ¢ : E(G[A*"UC*]) — {1,..., k} tal arista-coloracién.
Notemos que k < |B”|, luego, podemos asignar cada uno de los k colores a algtin vértice

de B”. Digamos que el vértice v; € B” recibe el color i € {1,..., k}.

Asi, siu € A*,w € C* y c(uw) = 1, entonces P, = uv;w. Veamos que dichos caminos
son efectivamente arista-disjuntos. Supongamos que P, y F,,, caminos entre u y w y
entre z e y respectivamente, comparten una arista. Luego, uw y xy deben ser aristas
adyacentes, y Py, = uv;w, Py, = zv;y, paraalgini € {1,..., k}. Pero entonces c¢(uw) =
c(xy) =1, lo cual es una contradiccién, pues ¢ es una arista-coloracion. ]

3.4. Dificultad en la eleccion de la coloracion.

Sea ahora G un grafo cualquiera tal que a(G) < 2. Observando las demostraciones reali-
zadas aqui, resulta natural intentar encontrar una inmersiéon de K, (q) utilizando un vértice
dominante de cada color como conjunto de vértices corner y cadenas como caminos arista-
disjuntos. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que la coloracién elegida para ésto no
puede ser arbitraria.

Figura 3.8: Grafo con contraejemplo de coloracion.

El grafo de la Figura cumple que «(G) < 2 y més atn, es a-critico. Pero notemos
que el color M cumple que para los colores M, M y M, los respectivos ¢;;’s no son conexos.
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Luego, si por ejemplo, elegimos x3 como corner, entonces x1, £ v x4 deben ser vértices corner
también. Ademas, el color © cumple que para los colores B y M, los respectivos ¢;;’s no son
conexos, por lo que si elegimos x5 como corner, no existird una cadena que una x5 con xy. Y
si elegimos 1y como corner, no existird una cadena que una x19 con z4. De la misma manera,
si elegimos xg como corner, tampoco obtendremos una inmersién con un vértice de cada color
y cadenas como caminos entre ellos. A modo de observacion, se detalla el correspondiente
grafo G¢ en la Figura 3.9,

Figura 3.9: Grafo G¢ correspondiente.

Cabe destacar, sin embargo, que si intercambiamos los colores de xg v 219, obtenemos una
inmersion de K, (q), utilizando como vértices corner wg, 7, s, Tg ¥ T1o-

39



40



Conclusion

Se demostro que la conjetura de Abu-Khzam y Langston es cierta para la clase de grafos
cuyo complemento no contiene un ciclo inducido de largo cuatro, asi como también para
aquellos grafos tales que todo conjunto de cinco vértices induce un subgrafo con al menos
seis aristas. Ademas, se realizé un avance importante para una tercera clase, aquella de los
grafos sin conjunto independiente de tamano tres. Se demostré que para probar la conjetura
restringida a dicha clase, se puede demostrar una versién aparentemente méas débil, que en
un principio podria ser méas sencillo demostrar. Adicionalmente, se estudié la estructura de
un contraejemplo minimo en términos de nimero de vértices, y se exhibieron una serie de
propiedades que debiera cumplir dicho contraejemplo, lo cual corresponde a evidencia que
respalda la conjetura.

La clase de grafos sin conjunto independiente de tamano tres podria inicialmente parecer
demasiado restrictiva, sin embargo, notando que aquella restriccion es equivalente a pedir
que en el complemento del grafo no hayan tridngulos y recordando la gran variedad de grafos
que existen sin tridngulos, resulta razonable considerar dicha clase.

Para un trabajo futuro, resta resolver la conjetura de Abu-Khzam y Langston, en el caso
general. Para el caso especial en que se prohiben los conjuntos independientes de tamano
tres, un posible camino seria seguir estudiando el contraejemplo minimo, con el fin de llegar
a una contradiccion.

Como es bien sabido, la conjetura de Hadwiger lleva mas de 70 anos sin poder resolverse,
esto, a pesar de intensa investigacion, extensa evidencia que la respalda y una gran cantidad
de resultados en muchas de sus variantes y restricciones. Si la experiencia nos puede decir
algo, una resolucion del caso general de la conjetura de Abu-Khzam y Langston se ve lejana
y dificil.
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