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ESTUDIO EXPERIMENTAL DE INESTABILIDADES DE TAYLOR-COUETTE EN
SUSPENSIONES NO COLOIDALES A CONCENTRACIONES MEDIAS

Los ensayos realizados en un redmetro rotacional tienen como limite superior de medicién la
velocidad angular critica para asegurar un flujo axisimétrico. Para velocidades mayores a ésta, el
flujo deja de ser concéntrico y comienza la transicion hacia un flujo helicoidal. Este fenémeno
fue estudiado para fluidos newtonianos en 1923 por Geoffrey I. Taylor, quien pudo determinar
analiticamente la velocidad critica de estabilidad para el flujo rotacional. Los supuestos realizados
en este estudio no permiten extender sus resultados a fluidos no newtonianos, en particulas fluidos
con particulas. Las mezclas con particulas tienen ciertas caracteristicas que los diferencian de los
fluidos newtonianos homogéneos; como interacciones entre las fases sélidas y liquidas, migraciéon
de particulas, sus efectos sobre los perfiles de velocidad y viscosidad.

En el presente trabajo, se estudié el comienzo de inestabilidades de Taylor-Couette para una
mezcla no coloidal, con concentracién hasta 50 % y relaciones de radio interior y exterior r; /1,
entre 0.71 y 0.88. Se desarrollé una instalacién experimental de Taylor-Couette, con rotacién del
cilindro interior, capaz de controlar la velocidad de giro y medir el torque en el cilindro interior,
identificando de esta manera la velocidad critica de transicion. Este estudio es complementado
con un andlisis de estabilidad lineal que considera las particularidades de este tipo de mezclas.
Finalmente, se compararon los resultados de ambas etapas del estudio con el caso base de un fluido
newtoniano homogéneo, determinando asi el efecto de las particulas sobre la estabilidad de flujo.

il



Para mi papd Jorge y mi mamd Sara, gracias por todo el apoyo, paciencia y ensenanzas.
A mis hermanas Catalina y Liza, por ser el gran ejemplo y preocuparse siempre.

Para Claudia, ayudarme en todo, se incondicional y ser mi amor.

A los profesores Christian Ihle y Aldo Tamburrino por la paciencia y confianza.

También a la buena gente que conoci: Fepo, Feria, Jano, Oss, Pauli, Fran, Balbo, Jaqueline, Tito,
Viki, Pollo, Jaime, Tomas, Chalo, Bolis, José, Sergio, Hugo, Pelao, Lara, Andrade, Francisco y
muchos mas. Agradecimiento especial a Guz, por su ayuda importantisima en momentos criticos.

il



Tabla de contenido

[ Introducciénl

[Objetivo General| . . . . .. ...

[Objetivos especificos| . . . . . ..

[Organizacion de la tesis| . . . . . .

(1. Revision bibliografical

(1.1. Flujos en una geometria de Taylor-Couette| . . . . . . . .. .. ... ... .. ...

(1.1.2. Mezclas solido-liquidas no coloidales| . . . . .. ... .. ... ... ...

[1.2. Inestabilidades de Taylor-Couette] . . . . . .. .. ... ... ... ........

M2.1.

Criterio de Rayleigh para flujos de Taylor-Couette| . . . . . ... ... ..

1223

Meétodo de energial .

(1.2.4.  Crterio de gradiente de energia] . . . . . . . .. ... ... ... .....

2. Diseno experimental y metodologial

[2.1. Diseno experimentall . . . .

[2.2. Calibracion experimental| . .

[2.3. Preparacion de muestras| . .

[2.4. Metodologia del ensayo reologicol . . . . ... ... ... ... .. ... ...,

2 Pr

mien

B Analisis d bilidad Tineal

[3.1. Formulacion del problema| .

[3.2. Esquema Numeérico| . . . . .

4. Analisis y presentacion de resultados|

“4.1. Resultados experimentales| .

A2

Numero de Reynolds critico| . . . .. ... ... ... ... ... .

4.2.2.  Numero de onda y velocidad de perturbacion criticos| . . . . . . . .. . ..

[5. Discusion y Conclusiones|

51T,

v

12
12
14
15
17
19

20
20
22

28
28
28
28
31
31
31



[5.1.3. Comparacion de resultados| . . . . . . . .. ... .. ... Lo

0.2. Conclusionesl . . . . . . . . . L
[Anexos|
|A. Resultados!

B. Desarrollo algebraico de analisis de estabilidad lineal|

Publicacion

D. XX Congreso latinoamericado de hidraulical

37

41

42

53

60

71



Indice de tablas

[1.1. Concentraciones de empaquetamiento de esferas de distintos autores| . . . . . . . . 7
[2.1. Radios y razones de radio de las geometrias| . . . . . . .. .. ... ... ..., 14
[2.2. Coeficientes de calibracion para cada geometrial . . . . . . . . . .. .. ... ... 15
2.3. Pardmetros de [aresina anidnical . . . . . . . ... ... L 17

vi



Indice de figuras

(1.1. Comparacion de modelos de viscosidad| . . . . . .. ... .. ... ... ..... 7
(1.2. Numeros de Reynolds criticos segun modelo de estabilidad lineal y criterio de [
| Rayleigh{. . . . . . . . . 10
[2.1." Dimensiones de los cilindros interior y exterior] . . . . . . . . ... ... L. 13
[2.2. Esquema de instalacion experimental|. . . . . . ... ... L L oL 14
[2.3. Instalacion experimental| . . . . . . . .. ... Lo o o 15
[2.4. Calibracion de experimentos| . . . . . . . . . . . .. oL e 16
[2.5. Ejemplo de ensayoreologico| . . . . . . ... Lo Lo 18
[2.6. Numero de Reynolds critico en funcion de la relacion de radios r; /| . . . . . . . . 19

[3.1.  Variacion marginal del numero de Reynolds en funcion del largo de la grilla L del [

[ modelonumericol . . . ... L 24
[3.2. Esquema de la metodologia para obtener el valor del numero de Reynolds critico [
[ en un problema de valores prop1os.| . . . . . ... Lo Lo 26
[3.3. Comparacion de metodologias para encontrar el numero de Reynolds critico| . . . . 27
4.1. Resul las medicion iscosidad| . ... oo 29
4.2. Resultados experimentales de todos los experimentos| . . . . . . . . ... ... .. 30
4.3, Resultados del modelo de estabilidad lineall . . . . . ... .. ... ... ... .. 32
[A.1. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria |
| 1 de radio interno r; = 5,35cm y radio externor, = 6,41cm| . . . . ... ... .. 43
[A.2. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
| 2 de radio mterno r; = 5,35cm y radio externor, =6,86cm| . . . . ... ... .. 44
|A.3. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
| 3 de radio interno r; = 5,35cm y radio externor, = 7,53cm| . . . . ... ... .. 45
|A.4. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
| 4 de radio interno r; = 5,95cm y radio externor, = 6,86cm| . . . ... ... ... 46
[A.5. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
| 5 de radio mterno r; = 5,95cm y radio externor, = 7,53cm| . . ... ... .. .. 47
[A.6. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
| 6 de radio interno r; = 6,45cm y radio externor, = 7,53cm| . . . .. ... .. .. 48
|A.7. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
[ '/ de radio mterno r; = 6,45cm y radio externor. =8,5cm| . . . .. ... ... L. 49
|A.8. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
[ 8 de radio 1nterno r; = 6,6bcm y radio externor. = 7,53cm . . . . ... ... L. 50

vii



[A.9. Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria

9 de radio mterno r; = 6,65cm y radio externor, =85cm| . . . .. ... ... .. 51
|A.10.Resultados de velocidad angular € versus torque del sistema M para la geometria [
10 de radio interno r; = 7,4cm y radio externor., =8,5cm| . . . . ... ... ... 52

viii



Introduccion

La geometria de Taylor-Couette debe su nombre a dos investigadores, pioneros en sus areas,
que trabajaron en este tipo de geometrias; Maurice Couette, en 1890, present6 una geometria de un
cilindro exterior en rotacién y una fibra de torsion fija en el centro, lo que se convertié en uno de los
primeros viscosimetros rotacionales. Posteriormente, en 1923, Taylor realiz6 el primer estudio de
inestabilidades en una geometria de cilindros concéntricos, donde el cilindro interior se encuentra
en rotacion (Taylor, 1923). Sin embargo, el movimiento de un fluido en este tipo de geometrias fue
estudiado hace muchos afios antes.

Por otro lado, Sir Isaac Newton, en su libro "Mathematical Principles", utiliz6 este tipo de
geometria para describir el movimiento del fluido que, posteriormente, dio la pauta para definir lo
que ahora conocemos como esfuerzo de corte (Donnelly, [1991).

El problema clésico de la aparicién de la primera inestabilidad de Taylor-Couette se refiere al
cambio de régimen del flujo desde uno concéntrico a uno helicoidal, en una geometria de cilindros
concéntricos, donde al menos uno se encuentra en rotacion. Este fendmeno ha sido abordado desde
el punto de vista experimental, numérico y tedrico, logrando describir exitosamente la condicién
critica de estabilidad del flujo base en fluidos newtonianos (Taylor, 1923). Se han planteado
distintos enfoques para analizar la estabilidad de flujo, dentro de las cuales destaca el andlisis de
estabilidad lineal (Chandrasekhar, 1962), método de energia (Serrin, [1959; Joseph, 1976} |D1 Prima
and Swinney, [1985) y método del gradiente de energia (Dou, |2006a)). El analisis de estabilidad
lineal es una formulacién matematica que busca la condicién critica tal que perturbaciones
infinitesimales tienen un crecimiento exponencial. Este andlisis ha sido aplicada en este geometrias
de Couette, describiendo el comportamiento de fluidos tanto newtonianos como no newtonianos
(Taylor, 1923; [Landry et al., 2006; (Caton, 2006; Al et al.,2002)). E1 método de energia en cambio,
establece una condicion suficiente para que el flujo base de un fluido incompresible sea estable
para una perturbacion arbitraria (Serrin, |1959). Finalmente el método semiempirico del gradiente
de energia establece que la condicidn critica de transicion se define a partir de la energia necesaria
para desplazar una parcela de fluido en una direccién distinta al movimiento del flujo base (Dou,
2006b). En este mismo sentido, los estudios experimentales han establecido que las variables
criticas del sistema estdn asociadas tanto a las caracteristicas geométricas de la instalacién, como a
las propiedades del fluido (Coles, 1965) .

Las celdas de Couette son utilizadas cominmente en reémetros rotacionales, los que buscan
obtener parametros reoldgicos de fluidos o mezclas con propiedades distintas a las Newtonianas a
travéz de la construccion de curvas esfuerzo-deformacién que pueden ser relacionadas facilmente
con lecturas de velocidad angular y torque (Barnes et al., [1989).



Tanto en la naturaleza como en procesos industriales existen innumerables ejemplos de
fluidos donde la mezcla de liquidos con materiales s6lidos configuran fluidos equivalentes cuyas
caracteristicas reoldgicas difieren de las del liquido puro (Gadala-Maria and Acrivos, [1980). En el
caso de nuestro pais, estas mezclas tienen un particular interés para el manejo de fluidos mineros
como relaves y concentrados de mineral (Mineria-Chilena, 2009), y el estudio fendmenos naturales
recurrentes como aluviones.

Las mezclas no coloidales de particulas en concentraciones medias y altas, en una geometria de
Taylor-Couette, se diferencian de los fluidos newtonianos por el potencial de presentar fendmenos
difusivos de particulas, generando perfiles de concentracion y perfiles de velocidad distintos a los
equivalentes en un fluido homogéneo (Gadala-Maria and Acrivos, [1980).

La presente investigacion aborda el estudio experimental de la primera transicion inestabilidades
de Taylor-Couette, en mezclas de particulas s6lidas con concentraciones de particulas en volumen
entre 10 % y 50 %. Ademads, se presenta un analisis de estabilidad lineal, el cual complementa el
trabajo experimental, donde se busca establecer el rol que juegan las particulas, en la transicién
de flujo de la mezcla. El desafio de este trabajo es establecer un criterio de estabilidad del flujo
concéntrico que permita determinar la velocidad maxima de giro, para una mezcla y geometria
dados, en ensayos reoldgicos de cilindros concéntricos, para mezclas no coloidales.

Los principales resultados de este trabajo son reportados en un articulo cientifico y en XX
congresos cientificos. Este material complementario se presenta en el Anexo[C|y

Objetivo general

El objetivo principal de este estudio es analizar el fendmeno del comienzo de la primera
inestabilidades de Taylor-Couette en una suspension compuesta por un fluido newtoniano y esferas
neutralmente boyantes con concentracion en volumen entre 10 % y 50 %.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos del estudio son:

e Estudiar los distintos modelos tedricos que abordan el problema de las inestabilidades de
Taylor-Couette y observar su respuesta, alcance y aplicacion cuando son acoplados a un
modelo de migracion de particulas.

o Identificar los mecanismos fisicos que dominan en la primera transiciéon de flujo en
inestabilidades de Taylor-Couette, describiendo principalmente cudl es el rol de las particulas
en dicho proceso.

e Disefiar, construir, poner en marcha y operar una instalaciéon experimental empleando un
redmetro rotacional, que permita observar y medir distintas variables relacionadas con la
estabilidad de un flujo de Taylor-Couette.

e Establecer las diferencias que existen en la estabilidad de un flujo con y sin particulas.
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Organizacion de la tesis

El presente informe se estructura en 5 capitulos:

¢ Introduccion: En este capitulo se presenta el contexto en el cual se desarroll6 el trabajo de
tesis, ademds de las motivaciones, objetivos enfoques del trabajo.

¢ Revision Bibliografica: Esta revision abarca una descripcion del movimiento de los fluidos
en una geometria de Taylor-Couette, las definiciones de fendmenos y teorias importantes
mezclas de fluidos newtonianos con particulas sélidas y revision sobre teorias de estabilidad
de flujo.

¢ Disefio Experimental y Metodologia Se describen los criterios utilizados para el disefio
y construccién del experimento, ademds de las consideraciones en la realizacién de cada
experiencia.

¢ Analisis de Estabilidad Lineal: Se plantea un modelo de estabilidad lineal y el desarrollo
de este, considerando las particularidades de las mezclas no coloidales.

e Presentacion de Resultados: En este capitulo se presentan los resultados experimentales,
del modelo de estabilidad lineal y la comparacién entre ambos.

¢ Discusion y Conclusiones: Este capitulo se discuten los principales resultados y se presentan
las conclusiones del trabajo experimental y numérico.



Capitulo 1

Revision bibliografica

En este capitulo se describe la base tedrica en la que se sustenta este estudio, describiendo el
estado del arte actual de los flujos de Taylor-Couette, fluidos de mezclas coloidales y andlisis de
estabilidad.

1.1. Flujos en una geometria de Taylor-Couette

Para describir el movimiento de un fluido en una geometria de cilindros concéntricos, se utilizan
las ecuaciones de momentum y continuidad de un fluido incompresible:

3
p(a—’:+u-Vu - _Vp+V.T, (1.1)

V-u=0, (1.2)

Donde uw, p y 7 son el vector de velocidad, la presion y el tensor de esfuerzo de corte,
respectivamente.

Considerando un sistema de coordenadas cilindricas, en un flujo laminar y concéntrico, con
lineas de corriente de circulos concéntricos, se pueden escribir condiciones propias de la geometria
como u, = u, = 0y duy /38 = duy/9z = 0. Con estas condiciones, las ecuaciones de momemtum
se resumen a:

16,
0= ﬁg_(r Tr9) (1.3)

Esta expresion es cominmente usada para describir el movimiento en este tipo de geometrias
para condiciones bajo la velocidad critica de transicion hacia un flujo helicoidal. La definicion del

esfuerzo de corte 1,5 dependerd del tipo de fluido o modelo reolégico que se desee evaluar.
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1.1.1. Fluido newtoniano

Para un fluido newtoniano, la solucion de para la velocidad angular, Q(r) = uy/r, tiene la
forma:

Q(r):A+Ez (1.4)
T

Definiendo r;, re, Q;, Q. como los radios y las velocidades angulares del cilindro interior y
exterior respectivamente, los coeficientes A y B que verifican dichas condiciones de borde son:

] 1-g/¢% 1-
Co=1 A=QY5, B=QirPS (1.5)

{=

o|e

Para efectos del presente estudio, se considera solo el cilindro interior en rotacién, y el cilindro
exterior fijo, por lo que el perfil de velocidad para velocidades menores a la velocidad critica se
reduce a la siguiente expresion:

2 1242
Q = Qi ! + L° 1'6
(r) (re2 _ ri2 (rez _ ri2)r2) ( )

La viscosidad aparente del fluido (), en un reémetro rotacional de cilindros concéntricos, se
define como la razon entre el esfuerzo de corte () y la tasa de deformacion (y):

n=- (1.7)
Y

La tasa de deformacion, y = du/dr en este caso, se expresa en términos de la solucién
como:

r’r?
y(r) = 2Q———— (1.8)

2
(rz2 —r)r?

La tasa de deformacion depende de la forma de la funcion u(r), que a su vez es funcion de
la reologia del fluido. Si el fluido es no newtoniano, la tasa de deformacién es funcién de los
parametros reoldgicos del fluido, sin embargo, cuando la razén entre los radios de los cilindros
es cercana a uno (r./r; < 1.2 segin norma ISO 3219-1993), la tasa de deformacién puede ser
aproximada a la expresion[1.§]

Por otro lado, el esfuerzo de corte en un redmetro rotacional es calculado a partir del torque (M)
ejercido para rotar el cilindro interior y su distribuciéon de esfuerzos en la superficie del cilindro
interior de largo L.



M (1.9)
1= ——r :
2nlr’c

Donde ¢; es un coeficiente experimental, que corrige el no considerar los esfuerzos en las caras
inferior y superior.

1.1.2. Mezclas sélido-liquidas no coloidales

Una suspension no coloidal de particulas sélidas en un medio liquido se caracteriza por
despreciar los movimientos brownianos y fuerzas electroestéticas frente a las fuerzas originadas
por la interaccion hidrodinamica de las fases.

Distintos fendmenos caracterizan las mezclas no coloidales de los fluidos homogéneos, si bien
en muchos aspectos pueden ser considerados como un fluido homogéneo, existen muchos esfuerzos
por describir la respuesta de estas mezclas frente a flujos de corte. Para poder caracterizar la mezcla
como un fluido viscoso equivalente, se define la viscosidad relativa de la mezcla (7,) como la razén
entre la viscosidad aparente de la mezcla (i) y la viscosidad del fluido que lo contiene ().

Para concentraciones hasta 5 %, Einstein (1956) propuso una expresion empirica lineal para la
viscosidad relativa:

n = 1+g¢ (1.10)

Esta expresion es posteriormente corregida por Batchelor and Green|(1972) para extender su validez
hasta concentraciones de 10 %, proponiendo una expresion cuadrética basada en Emstein| (1956):

5
N = 1+§¢)+6.95cp2 (1.11)

Para concentraciones medias y altas, el modelo que es mas utilizado es el formulado por Krieger
and Dougherty| (1959), quien propuso empirica con una relacién potencial:

-b
@
=[1-— 1.12
1 ( ¢m) ( :

El exponente b y la concentraciéon de empaquetamiento ¢,,, son pardmetros experimentales
que dependen principalmente de las caracteristicas de las particulas. La concentraciéon de
empaquetamiento es un pardmetro que puede ser medido, sin embargo los datos experimentales
presentan mejores resultados cuando este valor es ajustado. La tabla [I.I] muestra distintos
valores de concentracion de empaquetamiento para esferas. Ovarlez et al.| (2006]) propone en su
estudio experimental que el mejor ajuste para esferas no coloidales y para un amplio rango de
concentraciones es b = 2y ¢,, = 60.5 %. Estos parametros fueron calibrados con concentraciones
de particulas por sobre 40 %, sin embargo, describen satisfactoriamente el comportamiento para
concentraciones bajas como se observa en la Figura[[.1]

Los modelos recién mencionados, permiten deducir una viscosidad aparente de la mezcla a
partir de la concentracion volumétrica de particulas. Sin embargo, en este tipo de flujos, la mezcla
no puede ser caracterizada con una sola viscosidad, dado que en un estado estacionario existe una

6



Tipo Pm Autor
Esferas (submicrones) 71 % de Kruif et al (1985)
Esferas (40pm) 61 % Giesekus (1983)
Ajuste de modelo de viscosidad | 68 % | (Phillips et al.,[1992) |
Ajuste de modelo de viscosidad | 60.3 % | (Ovarlez et al.,2006) |

Tabla 1.1: Concentraciones de empaquetamiento de esferas de distintos autores

35

— —— Einstein (1954)
+—+—e Batchelor (1954)
Krieger and Dougherly (1959)

304

0 T T T T e
0 005 01 015 0.2 025 03 035 04 045 05
¢

Figura 1.1: Comparacion de modelos de viscosidad de|Einstein|(1956), Batchelor and Green|(1972)
y Krieger and Dougherty (1959).

concentracion heterogénea de particulas. Este fendémeno fue inicialmente reportado por (Gadala-
Maria and Acrivos (1980), quien observé que en flujos laminares de tasa de deformacion variable, la
concentracion de particulas tiende a ser mayor en zonas de baja tasa de deformacién. Por otro lado,
Leighton and Acrivos| (1987) propusieron un modelo de difusiéon de particulas, donde la difusion
depende de los gradientes de concentracion de particulas y gradientes de tasa de deformacion.

_ 1 1
D=2 2(1 - 8-8¢) 1.13
Z? (14 e (113

donde D corresponde al coeficiente de difusién de particulas.

Posteriormente Phillips et al.| (1992) modificaron este trabajo y ajustaron sus resultados con
parametros experimentales, estableciendo una de las ecuaciones constitutivas de conservacion de
particulas mds usadas para describir el flujo de particulas en un flujo de Taylor-Couette:

229 (N, N) (1.14)

Donde N, son los flujos de particulas producto de los cambios espaciales de la viscosidad y N, son
los flujos producto de las colisiones entre particulas.

N. = —a2¢kcv(’3’¢) (115)
N, = —aZ(pZ"ykuV(lnu) (1.16)

7



En una geometria de Taylor-Couette, para un estado estacionario y flujo no inercial, estas
ecuaciones quedan reducidas a:

(1.17)

o 21— /0 b(1-T, /i)
a_(;l) (1_¢/¢m)

Donde ¢; es la concentracion de particulas en la pared del cilindro interior. La razon entre las
constantes de difusién I, /k. son pardmetros ajustables, que fueron calibradas por |Phillips et al.
(1992) en 0.66 para concentraciones cercanas a 45 %. Tetlow et al. (1998) optimiz6 esta razén, con
sus resultados experimentales, ampliando el rango de concentraciéon media de particulas estudiado
por |Phillips et al. (1992) a ¢ = 10 — 50 %.

(e /T, )opt = 1.0425 + 0.1142 (1.18)

Estas expresiones, en conjunto con la ecuacién [I.17] permiten describir el flujo de una mezcla de
particulas no coloidales y un fluido newtoniano, en una geometria de Taylor-Couette en condiciones
bajo la transicién a un flujo helicoidal.

1.2. Inestabilidades de Taylor-Couette

El fenémeno del comienzo de la primera inestabilidad de Taylor-Couette, consiste en la
transicion de un flujo laminar concéntrico a uno helicoidal. Este cambio de régimen es dependiente
de la geometria, la reologia y la velocidad angular de los cilindros.

A continuacion se presentan las metodologias tedricas, que buscan describir el fenémeno del
comienzo de inestabilidades de Taylor-Couette.

1.2.1. Ciriterio de Rayleigh para flujos de Taylor-Couette

El criterio de Rayleigh para un flujo de Taylor-Couette (Rayleigh, [1917), es un criterio de
estabilidad para un fluido inviscido. La principal hipétesis de este criterio, es que la transicién
a un nuevo régimen de flujo, comienza cuando se alcanza una energia suficiente para trasladar
una parcela de fluido de mayor velocidad angular hacia una zona de menor velocidad angular. El
desarrollo de esta hipdtesis, se resume en el criterio inviscido de estabilidad para flujos de Taylor-
Couette: en ausencia de viscosidad, la condicion necesaria y suficiente para una distribucion de
velocidad angular Q (r) sea estable es (Qr?)* > 0 en todo el intervalo, y serd inestable si (Qr?)>
es decreciente en cualquier parte del intervalo.

Integrando, el criterio de Rayleigh establece que para un flujo estable, la condicién sobre las
velocidades en ambos cilindros es: )
Q ]
=2 (1) (1.19)

Lo que finalmente quiere decir que el cilindro exterior debe girar con una velocidad angular (r; /r.)?
veces mayor que el cilindro interior.



Para flujos viscosos, el criterio de Rayleigh se convierte en una condicién necesaria para el
comienzo de inestabilidades, pero no es una condicidn suficiente. Al comparar esta condicién con
resultados experimentales, este adquiere mayor validez solo en el caso que 0 << Q;, Q; como se
observa en la Figura Para el caso en estudio, con Q, = 0, se establece que siempre existe la
condicion necesaria para el comienzo de inestabilidades.

1.2.2. Criterio de estabilidad lineal

El andlisis de estabilidad lineal se basa en el calculo del rango de validez de las ecuaciones de
estado de fendmenos hidrodindmicos. En el caso de un flujo de Taylor-Couette, este andlisis ha
podido establecer el limite de estabilidad de un flujo concéntrico en fluidos newtonianos (Taylor
(1923)), Chandrasekhar (1962)), Plasticos de Bingham (Landry et al., 2006), fluidos de Ley de
Potencia (Caton, 2006) y mezclas con particulas a concentraciones bajo el limite disuelto (Ali et al.
(2002))). La metodologia para el desarrollo de un andlisis de estabilidad lineal consiste basicamente
en:

e Resolver las ecuaciones del sistema para obtener el estado base.

e Perturbar todas las variables que participan en las ecuaciones de estado que dominan
el movimiento del flujo. Las perturbaciones se componen de una evolucién temporal
exponencial, una variacién periodica en la vertical. De esta manera, una variable se define
como X = X+ X’e’*kz donde X corresponde a la variable en el estado base, X’ corresponde
a la amplitud de la variable perturbada (funcién del espacio solamete), o corresponde a la
tasa de crecimiento de las perturbaciones y k corresponde al nimero de onda.

e Despreciar los términos de segundo orden en el sistema de ecuaciones.

o Identificar, en del sistema de ecuaciones perturbadas a los términos que corresponden al
estado base.

e Adimensionalizar las ecuaciones e identificar el o los nimeros adimensionales relevantes el
sistema. En el desarrollo de esta metodologia para geometrias de Taylor-Couette, el nimero
adimensional que se obtiene naturalmente corresponde a un nimero de Reynolds (Re),
definido de manera particular para las condiciones de cada fluido.

e Reordenar el sistema de ecuaciones de forma de obtener un problema de valores propios
(AX’ = ABX'), donde X’ corresponde a las variables perturbadas del sistema y A
corresponde a la taza de crecimiento temporal de las perturbaciones adimensionalizada.

e El criterio critico de estabilidad se define como la solucién de los niimeros adimensionales y
de nimeros de onda, tal que el valor propio del problema sea igual a cero. Esto significa que
la tasa de crecimiento de perturbaciones (1), que acompafia a la variable temporal, establece
una condicion critica entre el decaimiento y el crecimiento exponencial de las perturbaciones
de las variables del sistema.

El problema de valores propios en pocos casos tiene una solucidn analitica, por lo que generalmente
se acude a métodos numéricos para su resoluciéon. La metodologia de resolucién consiste en
resolver el problema de valores propios para un conjunto de valores de ndmeros adimensionales
(Re) y numeros de onda fijos (K). La solucién critica de estabilidad se define como el nimero
adimensional critico (Re.) tal que el mdximo de la parte real del valor propio para todo niimero de
onda, sea igual a cero. Este criterio presenta una cota superior para el comienzo de inestabilidades,
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Figura 1.2: Numeros de Reynolds criticos segin modelo de estabilidad lineal y criterio de Rayleigh.
La figura de la izquierda corresponde a la solucién ejemplo para la razén de radio interno y
espaciamiento r;/d = 4, donde Re., y Re. corresponden a los nimeros de Reynolds de los
cilindros interior y exterior respectivamente. La figura de la derecha corresponde a la solucion
en el caso particular cuando el cilindro exterior estd detenido Re., = O, en funcion de la razén entre
el radio interno y el espaciamiento, mediante el analisis de estabilidad lineal Taylor| (1923).

puesto que establece que cualquier perturbacion, por mas pequeiia que sea, el flujo base ofrece las
condiciones necesarias para su crecimiento exponencial.

Las soluciones para un fluido newtoniano, los casos de dos cilindros rotando, se observan en la
Figura[I.2] En el caso del cilindro interior en rotacién y el exterior detenido, el nimero de Reynolds
critico es una funcion creciente de la razén entre el radio interno y el espaciamiento entre ambos
cilindros, como se observa en la Figura [[.2]

1.2.3. Método de energia

El método de energia, a diferencia del anélisis de estabilidad lineal, asegura la estabilidad de un
flujo base para una perturbacion arbitraria. En otras palabras analiza las condiciones para que la
energia de las perturbaciones decrecen en todo el espacio. Este método se basa en la perturbacion
infinitesimal de las variables que gobiernan el sistema y el andlisis de la variable de energia cinética

K definida como: )
K = 5 f u? (1.20)

donde bmu corresponde a la diferencia entre la perturbacion de velocidad y la velocidad del flujo
base. El criterio de estabilidad universal (Serrin, |1959) establece que el flujo es estable cuando la
energia de las perturbaciones disminuye en funcién del tiempo.

oK
— <0 1.21
o < (1.21)

En un flujo en cilindros concéntricos de un fluido newtoniano, el estado base es estable para una
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perturbacion arbitraria en todo el espacio si se cumple la siguiente inecuacion:

| Qs — Q|
v

2
) T )
<(ry—-m)|————— (1.22)
2 (rlrzlog(rz/rl)

donde r; y ry son los radios interno y externo respectivamente, ; y € son las velocidades
angulares de los cilindros interior y exterior respectivamente y v es la viscosidad cinemadtica del
fluido. El anélisis es una condicion mucho mas restrictiva que el andlisis de estabilidad lineal por
ser un criterio de estabilidad universal.

1.2.4. Criterio de gradiente de energia

El método de gradiente de energia, establece que la estabilidad del flujo esta determinada por
la interaccion de dos mecanismos: gradientes de energia transversales a la direccion del flujo, que
tienden a generar inestabilidad, y las pérdidas de energia por disipacién viscosa a través de una
linea de corriente, que tienden a estabilizar el flujo |Dou| (2006a)). Desde el punto de vista de una
particula de fluido, este ganard energia con la perturbacion (AE) y perderd energia por disipacion
viscosa (AH), esta relacion se puede escribir para medio periodo como Dou| (2006b):

E A /
A () ™o

Donde F es la relacion entre ambos gradientes de energia, A es la amplitud de la perturbacion, @q es
la frecuencia, v/, = Awy es la velocidad de la perturbacion, u es la velocidad del flujo, K = ‘3—? ‘?9%
es la razon entre las variaciones parciales de energia, n es en la direccion perpendicular del flujoy s
es en direccion de las lineas de corriente. La relacion (v/,) /u indica la magnitud de la perturbacién
inicial en el sistema. Asi, para una perturbacion y geometria dada, la condicion critica de estabilidad

se puede escribir como:
OE oH

K = 8n/as < K. (1.24)
El valor de K varia a través de las distintas lineas de corriente, por lo que se debe buscar su valor
méximo y compararlo con la condicién critica. Por otro lado, de 1a ecuacion|[1.24] se desprende que
K. es inversamente proporcional al tamano de la perturbacion. El valor de K. es un pardmetro que
debe ser determinado experimentalmente. Se observa que el pardmetro, para fluidos newtonianos,
representa muy bien el comportamiento observado de los experimentos de flujos de Poiseuille y
Couette, con K oscilando entre los valores 370 y 390. Para flujos de Taylor-Couette, se encuentran

valores que dependen principalmente de la razén entre el radio de curvatura y el espaciamiento
(r,/d) (Dou et al.| 2008)).
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Capitulo 2

Diseino experimental y metodologia

A continuacion se presenta el disefio de la instalacion experimental y el detalle de la metodologia
utilizada en el estudio experimental del comienzo de inestabilidades de Taylor-Couette.

2.1. Diseno experimental

Para el presente estudio, se ha desarrollado una geometria de Taylor-Couette, similar a
la desarrollada desde los primeros estudios de vértices de Taylor y también utilizada como
viscosimetro rotacional. Esta instalacion experimental ha sido dimensionada para cumplir con los
siguientes objetivos:

Permitir la medicion del esfuerzo de corte del fluido

Permitir un desarrollo de perfil de concentracion de particulas relevante

Alcanzar velocidades mayores a la velocidad critica de estabilidad, que permitan el desarrollo
de vortices de Taylor-Couette representativos de un flujo con componente helicoidal.

Permitir el uso de diferentes accesorios de distintas dimensiones, intercambiables de manera
sencilla

El cilindro exterior se encuentra fijo mientras que el cilindro interior es impulsado por un
redmetro rotacional ‘Anton Paar’, modelo ‘ReolabQC’, el cual tiene un registro de velocidad
angular y torque de 0.01—1200 1/min y 0.25—75 mNm, respectivamente (Figura[2.1)). El material
de construccidn del cilindro interior es poliamida blanca, de densidad 1.14 g/ml. Estos cilindros
fueron construidos a partir de un bloque macizo utilizando un torno para asegurar las dimensiones
y minimizar la excentricidad. En la parte superior del cilindro se encuentra la cavidad de conexion
al accesorio CC39, el que se conecta al motor del redmetro. En la parte inferior de los cilindros se
encuentra una cavidad de 10 mm, la cual cumple la funcién de mantener un colchén de aire. Este
colchén permite la disminucion de errores en la medicidn, al acercar las condiciones experimentales
a los supuestos realizados en los célculos, reduciendo la interaccion entre los flujos secundarios y la
parte inferior del cilindro. Para evitar el deslizamiento de particulas o wall slip (Jana et al., |1995),
se generaron rugosidades en las superficies los cilindros del orden del tamand de las particulas.
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Figura 2.1: Dimensiones de los cilindros interior y exterior

En el caso de la superficie del cilindro interior, este fue revestido con particulas de resina aniénica
generando una rugosidad de 0.25 mm. Para el cilindro exterior se utiliz6 acrilico transparente de 5
mm de espesor, redondeado al calor. Se gener6 una rugosidad de aproximadamente 0.25 mm con
cortes y piquetes aleatorios con taladro.

La altura del cilindro exterior (h,) se determiné con la altura méxima disponible en el redmetro
(250 mm). La altura del cilindro interior (h;) se fijé en 150 mm como la maxima altura disponible
considerando al menos un radio interior entre el fondo del cilindro interior y exterior.

Los radios del cilindro interior (r;) y el radio interno del cilindro exterior (r.) estan detallados en
la Tabla[2.1] los que consideran los siguientes criterios de disefio:

Los cilindros tienen un momento de inercia angular menor a 0.001 m?-kg. Este valor se
determind para generar un torque menor a Tejngo < 1072 Nm a una aceleracién angular
méxima de 0.02 rad/s?.

El espaciamiento entre los cilindros es mayor a 10 didmetros de particulas, para producir un
perfil de concentracién (d > 10a), con lo que se previno la generacién de atascos entre los
cilindros debido a la presencia de particulas.

El espaciamiento entre los cilindros generd diferencias de concentracion entre ambos
cilindros mayores a 2 %, segin el modelo propuesto por |Phillips et al.|(1992).

Las sefiales de torque en el cilindro interior calculadas para el disend de los cilindros y la
eleccion de las mezclas entre particulas y fluido estdn dentro del rango de medicién del
redmetro, para viscosidades estimadas entre 5y 60 cP.

Las velocidades angulares criticas esperadas del cilindro interior, estdn dentro del rango de
rotacion del redbmetro, considerando viscosidades estimadas entre 5 y 60 cP.

En Ia zona inferior del cilindro exterior se mont6 una base plana y nivelada, la cual fija los
cilindros alineados con el eje del motor. Esta alineacion se logré con ajuste fotografico, lo que
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Exp | L | 2 ] 3 | 4 5] 6] 7187910
r (mm) | 53.5 | 53.5 | 53.5 | 59.5 | 59.5 | 64.5 | 645 | 665 | 66.5 | 74
r.(mm) | 64.1 | 68.6 | 75.3 | 68.6 | 75.3 | 75.3 | 85. | 75.3 | 85.0 | 85.0
rn/r. |0.84 078 [0.71 | 0.87 | 0.79 | 0.86 | 0.76 | 0.88 | 0.78 | 0.87
d(mm) | 10.6 | 15.1 | 21.8 | 9.1 | 15.8 | 10.8 | 20.5 | 8.8 | 18.5 | 11.0

Tabla 2.1: Radios y razones de radio de las geometrias

Redmetro
rotacional

Cilindro interior de i
poliamida o ey
Cilindro exterior
de acrilico
Base acrilica
velace .

Figura 2.2: Esquema de instalacién experimental

aseguro una excentricidad menor a 1 mm. Este valor de excentricidad es mucho menor al necesario
para provocar corrientes secundarias o separacion de las lineas concéntricas de corriente (Ballal
and Rivlin|, [1976). La disposicién general del experimento se representa en las figura[2.2)y 2.3

2.2. Calibracion experimental

La calibracion de cada una de las geometrias se realizé6 mediante la medicién de viscosidad de
soluciones de glicerina a distintas concentraciones. Estas tienen un comportamiento newtoniano,
por lo que es posible suponer un perfil de velocidad donde la tasa de deformacion (y) y la velocidad
angular (€2) se relacionan mediante la siguiente expresion:

2nr2Q

2 _ 12
re rl

y= 2.1)
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Figura 2.3: Instalacién experimental

Exp|] 1 | 2 | 3 | 4 | 56 7] 8] 910
C | 0.810.81|0.85 082085085080 0.85 | 0.85 | 0.98

Tabla 2.2: Coeficientes de calibracion para cada geometria

El esfuerzo de corte () se relaciona con el torque medido en el cilindro interior (M) mediante la
siguiente expresion:
M

R — 2.2
‘ 2mhr?C 2.2)

Donde C es un coeficiente experimental a calibrar. Este coeficiente es calibrado ajustando las
mediciones de viscosidad de las geometrias construidas con las mediciones de viscosidad obtenidas
mediante un ensayo reoldgico en la geometria ‘CC39’ de los accesorios del reémetro, empleando
la norma ISO 3219, vélida para geometrias con distancias entre cilindros pequeias.

2.3. Preparacion de muestras

Como ya se ha descrito en la revision bibliogréfica, existen muchos estudios sobre mezclas
no coloidales, y la mayoria de ellos utilizan particulas esféricas (Stickel and Powell, 2003, e.g.).
Estas tienen la ventaja de poder caracterizar facilmente su factor de forma y su concentracion de
empaquetamiento, que no depende de la disposicion de la depositacién. Por estas razones, y para
ser consistente con los estudios de migracion de particulas que serdn utilizados, se han escogido
particulas esféricas neutralmente boyantes. Se ha seleccionado un tipo de resina anidnica, ya que
cumple con las caracteristicas de esfericidad y uniformidad a un costo razonable, ademas de tener
una densidad que puede ser igualada por una mezcla de glicerina, agua y sal. Las caracteristicas
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Figura 2.4: Calibracion de experimentos. Viscosidades del liquido mediante la medicion reométrica
versus viscosidad medida en el experimento. Los coeficientes de calibracion corresponden a los
mostrados en la Tabla 2.2
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Pardmetro Valor
Densidad de las particulas ps 1.188 g/cm?®
Didmetro de las particulas 0.54 mm
Parte granos en el &mbito +/-0.05 mm ( %) >90

Tabla 2.3: Parametros de la resina anidnica

principales de esta resina se encuentran descritas en la Tabla[2.3]

El fluido utilizado es una mezcla de glicerina bidestilada, agua comun y sal. Las viscosidades a
utilizar son variables, pero se conserva la densidad total de 1.188 g/cm?. Para igualar las densidades
del fluido y las particulas, una vez preparadas las mezclas, éstas son sumergidas en el fluido
en reposo por una hora verificando que su tasa de sedimentacién sea menor a 0.3 mm/min, que
corresponde a una alteracion de un 1 % de la superficie del cilindro interior en un tiempo de diez
minutos.

La concentracién nominal de particulas de las mezclas (@) es determinada midiendo, en un vaso
precipitado, el volumen de la mezcla (Vol;) y el volumen de particulas empaquetadas cuando es
agregado un fluido de menor densidad (Vol,). La concentracion esta dada por la siguiente expresion:

Vol

L o (2.3)

?= Voly

La concentracién de empaquetamiento usada fue ¢,, = 60.5 % (Ovarlez et al., 20006).

Las mezclas son depositadas en el cilindro acrilico con el cilindro interior en su posicién final.
La velocidad de llenado es suficientemente lenta para asegurar la existencia de un colchén de aire
en la cavidad inferior del cilindro interior (Chow et al., [1994).

Por ultimo, las mezclas son precargadas en una rampa de aceleracién con una velocidad maxima
menor a la velocidad critica, con una duracion de 5 minutos.

2.4. Metodologia del ensayo reologico

Mediante el software ‘Rheoplus’, que controla el reémetro, se programé una serie de rampas
de aceleracion angular constante, desde el reposo hasta 90 1/min, en tiempos mayores a 5
minutos, minimizando los efectos de inercia de aceleracion angular frente a los esfuerzos viscosos
caracterizados por el nimero adimensional ®, = dQ/dt - d*(Q/v), que representa la razén entre la
aceleracion del fluido y la discipacion viscosa. En los casos que no se alcanzé la velocidad critica,
se programo la rampa a una velocidad mayor conservando la aceleracién del cilindro interior.

Luego de terminado un ensayo, la mezcla es reutilizada para el siguiente ensayo con una
configuracién de cilindros distintas. Los protocolos de preparacion de muestras se repiten desde
la agitacion de éstas.

Una vez finalizada la serie de mediciones con todas las configuraciones de cilindros, la mezcla
es filtrada con el objetivo de obtener la viscosidad del fluido puro mediante un ensayo reoldgico
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Figura 2.5: Ejemplo de ensayo reolégico. La primera zona corresponde a un flujo concentrico, la
segunda zona corresponde a un flujo helicoidal. La velocidad critica corresponde al punto que

maximiza la diferencia entre las pendientes correspondientes a la del flujo concéntrico con el
helicoidal.

con la geometria CC39, que corresponde a una geometria de cilindros concéntricos de radio interno
de 38.72 mm, radio externo 20.5 mm y altura del cilindro interior 60.002 mm. Se registraron las
medidas de torque, velocidad angular y viscosidad del liquido para mezclas con concentraciéon
nominal de particulas de 9, 19, 27, 31, 35, 38, 40, 43, 45, 48 y 50 %.

La velocidad critica que determina la transicion entre un flujo concéntrico a uno helicoidal, es
definida como el punto que maximiza la diferencia entre las pendientes de la zona concéntrica y
la zona helicoidal como muestra la Figura[2.5] Los resultados de estos experimentos se encuentran
adjuntos en las tablas presentadas en Anexo [A]

La relacion entre el cambio de comportamiento en el reograma y el comienzo de inestabilidades
fue corroborada con un ensayo utilizando un fluido newtoniano y tinta. Se observé que mientras
existe un comportamiento lineal entre la velocidad angular y el torque del sistema, la tinta no
es mezclada verticalmente con el fluido sin tinta. Al momento de perder la linealidad la tinta es
inmediatamente difundida en todas direcciones, lo que indicaria que las lineas de corriente dejan
de ser circulos concéntricos.
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Figura 2.6: Nimero de Reynolds critico en funcién de la relacion de radios r;/r.. Comparacion
entre datos experimentales de un fluido newtoniano con datos experimentales reportados por otros
autores.

2.5. Procesamiento de datos

Para caracterizar el valor critico de estabilidad, se ha escogido el nimero de Reynolds definido

comao:
Qrid

v
Donde v es la viscosidad cinemadtica definida con una metodologia coherente con el fluido que se
esté utilizando. Esta viscosidad es obtenida a partir del andlisis de los perfiles de velocidad y perfiles
de viscosidad resultantes de los modelos de migracion de particulas aplicados a una geometria de
Taylor-Couette.

Re

(2.4)

Las mediciones experimentales de torque del sistema, corresponden a la resistencia del fluido
en la pared del cilindro interior. Esta resistencia estd directamente relacionada con la viscosidad del
fluido y la tasa de deformacién en dicha zona. Para validar esta metodologia, se han realizado
pruebas con un fluido newtoniano, donde la viscosidad es obtenida siguiendo las expresiones
detalladas en la Seccion 2.2. La viscosidad se determind como la regresion lineal entre las tasas
de deformacion inferiores al valor critico y los esfuerzos de corte. Los resultados, presentados
en la Figura [2.6] son comparados con resultados experimentales reportados por otros autores. En
esta comparacién se observa una clara tendencia con un coeficiente de correlacién R> = 0,97,
permitiendo validar esta metodologia.
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Capitulo 3

Analisis de estabilidad lineal

En el presente capitulo se presenta un andlisis de estabilidad lineal aplicado a un problema de
flujo de Taylor-Couette con una mezcla de particulas no coloidales.

3.1. Formulacion del problema

La formulacidn clésica del problema de estabilidad lineal en una geometria de Taylor-Couette
consiste en plantear las ecuaciones de movimiento y continuidad, en coordenadas cilindricas
(Taylor, 1923). En el caso en estudio, el flujo difusivo de particulas genera una distorsion en el
campo de velocidades, generando perfiles de velocidad y viscosidad distintos a los planteados en
el problema cldsico de un flujo newtoniano. Para considerar este fendmeno dentro del andlisis
de estabilidad lineal, se plantea dentro del sistema la ecuacién constitutiva que gobierna el
comportamiento de las particulas.

Como ya se menciond anteriormente, el modelo planteado por Phillips et al.[(1992), y ajustado
por Tetlow et al.| (1998), describe el comportamiento de la concentracion de particulas. Estas
ecuaciones describen el comportamiento del flujo base (laminar y concéntrico) y sus resultados han
sido validados por distintos métodos experimentales (Shapley et al., 2004; Ovarlez et al.,|2000).

El sistema de ecuaciones (ecuaciones de momentum, continuidad y flujo de particulas) es
evaluado y desarrollado segtin las variables que se presentan a continuacion:

U, 0 U'(R)

Us Up(R)| |Us(R)|

Ud=| 0 |+|U(R)|e™™" (3.1)
p p P'(R)

(] d(R) ¢'(R)

Donde U, corresponde a la velocidad adimensional del flujo base, U/ corresponden a las
velocidades adimensionales de perturbacion, P es la presion adimensional del flujo base, P’ es

20



la presiéon adimensional de perturbacién, K corresponde al nimero de onda y A corresponde al
coeficiente de estabilidad.

En el desarrollo de este problema, se consideran los siguientes supuestos:

El flujo base es conocido y resuelto numéricamente, segtn las ecuaciones de |Phillips et al.
(1992)) (Ecuacién [1.17).

La ecuacion de viscosidad de tipo Krieger Dougherty es linealizada como pu(¢ + ¢') =
W@ + 59

Se consideran geometrias con relacion de radio entre 0.7 < r;/r. < 1y concentracién de
particulas entre 10 % < @ < 50 %.

Solo se preservan los términos de orden O y 1.

De los modelos de difusién de particulas, se observa que para el rango en estudio, las
variaciones de viscosidad son aproximadamente lineales, por lo que el producto de la segunda
derivada de viscosidad con una variable de perturbacion es considerada de segundo orden.
Esto permite simplificar el problema manteniendo los términos dominantes del modelo de
viscosidad.

El modelo constitutivo de flujo de particulas perturbado es considerado sélo en la direccion
radial. Esto se debe a que el estado base solo considera variaciones de viscosidad en la
direccion radial y el desarrollo de un perfil distinto conlleva una escala de tiempo mayor
a la del desarrollo de una transicién de un flujo.

El desarrollo algebraico del problema de estabilidad lineal se encuentra adjunto en Anexo

Definiendo los operadores diferenciales D = % y D, =

10

7 3= R el sistema resultante de andlisis

de estabilidad lineal, es el siguiente:

Ax = iBx (3.2)

A F, (DD, — K2)* + F5(D + D,) (DD, — K2) —2ReK?F, 23

- —F,Re — C,FsFs(DD, — K?) F, (DD, — K?) + F; (D - 1D) (3-3)
(DD, — K?) 0

B= (3.4)
0 1

Y (3.5)

X = Ué .

Donde F; corresponden a funciones del flujo base, C. corresponde a un coeficiente de
proporcionalidad entre la derivada de la perturbacién de concentracion y la derivada de segundo
orden de la perturbacion de velocidad definidos como:

Ce= FaxF) (3.6)
U.
== (3.7)
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Fy=M = - (3.8)
[
1- qu)
® —-b-1
b(1-2) 5
Fy =DM = (p—%% (3.9)
m @
(1-2)
_ 1 ORU,
Fi=D.0, = — aRa (3.10)
o \b-1
oM b (1-2%
e i)
o (U,
Fy = R— (=2 312
; aR(R) (3.12)
poleb (i e\ (3.13)
"7 ke O Pm '
Fu=o (3.14)

Las condiciones de borde para las variables de perturbacién de velocidad son de no deslizamiento
y no penetraciéon U/= U; =0enR=r/dy R=r./d.

3.2. Esquema Numérico

Para resolver el problema de valores propios, se plantea un esquema numérico similar al
planteado por |Landry et al.| (2006) en su andlisis de estabilidad lineal de Taylor-Couette para un
fluido con reologia de Plastico de Bingham. Las derivadas de distinto orden son aproximadas como:

Uiy — Ui
Duy=— 3.15
L oh (3.15)

Uy — 20 + Ui
Dy = ——————— (3.16)
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Do — 1/2Ui9 — Uiy + Uimyg — 1/2U
U = 3

Dy =

Uipo — 4Uiyy + 61 — 4ui_; + U9

hS

(3.17)

(3.18)

Usando las condiciones de borde de no deslizamiento y no penetracion, se construyen las

siguientes matrices:

0 1/2 0
-1/2 0 1/2
11 o -=1/2 o
D=—| .
h :
0 0
0 0
-2 1 0
1 -2 1
110 1 -2
2 _
P
0 0
0 0
-1/2 -1 1/2
1 0 -1
11-1/2 1 0
D= —
h3|
0 -1/2
0 0]
7 -4 1
-4 6 -4
D4—i 1 -4 6
AR .
0 1
0 0

0
0
1/2
-1/2 0
0] -1/2
0 0
0 0
1 0
1 -2 1
1 -2
0
1/2
-1
1 0
-1/2 1
0 0
1 0
-4 0]
-4 6 -4
1 -4 7

1/2

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

El tamafio de la grilla ”L = 1/Ax” se considera convergente para una variacion marginal del
nimero de Reynolds critico ARe./AL < 0.001. Para el caso més desfavorable en evaluacion, de
una razén de radio r;/r. = 0.72, el criterio escogido entrega un largo de grilla L = 450, valor
escogido para la evaluacion de todos los casos (ver figura [3.1)). Adicionalmente, se comprobé que
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50

Largo de grilla

Figura 3.1: Variacién marginal del nimero de Reynolds en funcién del largo de la grilla L del

modelo numérico para una razén de radio r; /r. = 0.72.
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los resultados para un fluido newtoniano son convergentes para un valor de L = 450, mostrando
errores entre los resultados reportados menores al 1 %.

Para resolver el sistema para los valores criticos de Re. y K. se utiliza la siguiente metodologia:

Las funciones del flujo base F; se resuelven y se construyen vectores de tamafio ”L”.

Se resuelve el problema de valores propios obteniendo el valor propio (/) para un valor fijo
de nimero de Reynolds (Re;) y distintos valores de nimero de onda (K). Los valores de
K son evaluados entre 0 y 10, segtn lo reportado en experiencias anteriores (Landry et al.,
2006 |Alz et al., [ 2002). El valor propio maximo, se define como j; = max () re;

Se realiza el punto anterior para un valor de niimero de Reynolds distinto al anterior Re,. Se
obtiene el valor propio maximo .

Rey fla—Rea jh

Se resuelve el problema con un niimero de Reynolds fijo definido como Rez = —22—7==,

que corresponde a una extrapolacion lineal del valor 6ptimo donde A = O.

Se evaluan los resultados de esta ultima iteracion bajo la condicion [max (As3),| < 0.0001.
Si es positiva, se obtiene que Re,. = Reg, si €s negativa, se vuelve al punto 1.

En la siguiente iteracion, los valores de nimero de Reynolds corresponden a Re; = Rey y
Re, = Reg

El procedimiento es representado esqueméticamente en la Figura

Esta metodologia entrega resultados equivalentes a los obtenidos mediante la busqueda del
nimero de Reynolds minimo, para 47 = O fijo, en funcién del nimero de onda, como muestra
la Figura [3.3] Sin embargo, la metodologia escogida presenta un nimero menor de iteraciones
para converger al nimero de Reynolds critico Re..
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Re; y Re,
arbitrarios

+ + + 1 -2
2 22 24 26 28 3 32 34 36 3B 4 2 22 24 26 28 3 32 34 36 383 4
K "

l |

AmaxZ 'lmax 1

Figura 3.2: Esquema de la metodologia para obtener el valor del nimero de Reynolds critico en un
problema de valores propios.
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Figura 3.3: Comparacién de metodologias para encontrar el niimero de Reynolds critico. El grafico

superior, corresponde a la b

usqueda del nimero de Reynolds minimo en funcién del nimero de

onda, para 4 = 0. El grafico inferior consiste en la bisqueda del nimero de Reynolds tal que

max(A) = 0.
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Capitulo 4

Analisis y presentacion de resultados

En el presente capitulo se presentan los resultados experimentales segin la metodologia
detallada en el Capitulo 2 y el modelo de estabilidad lineal presentado en el Capitulo 3.

4.1. Resultados experimentales

4.1.1. Viscosidad de la mezcla

Para validar la metodologia, se obtuvo la viscosidad de la mezcla considerando un perfil de
concentracion y velocidad, utilizando la metodologia propuesta por [Phillips et al.| (1992) y los
ajustes de coeficientes propuestos por Tetlow et al.| (1998)).

En la Figura[4.1] se presenta la viscosidad promedio de la mezcla medida en las 10 geometrias
de cilindros disponibles, las barras de desviacion estdndar evidencian un notable aumento en la
dispersion de los datos de viscosidad cuando la concentracion se eleva por sobre el 40 %. Se observa
que el modelo de viscosidad de Krieger, con los exponentes propuestos por Ovarlez et al.| (2006)
describen correctamente la funcion de viscosidad relativa con los coeficientes ¢,, = 0.605y b = 2.

4.1.2. Nuamero de Reynolds critico

Los nimeros criticos de Reynolds, segtin las definicién de la ecuacion [2.4] son presentados
en gréficos separados en la Figura Estos resultados muestran un comportamiento parabdlico
decreciente.
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1> » wDatos experimentales
20‘_ ——- Modelo de viscosidad tipo Krieger /

n/ 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.1: Resultados de las mediciones de viscosidad. Los puntos > corresponden a las
mediciones promedio en las 10 geometrias experimentales, las barras corresponden a la desviacion
estandar de los datos y la linea segmentada (—) corresponde al resultado del modelo de viscosidad
tipo Krieger con los coeficientes ¢,, = 60,5% y b = -2
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Figura 4.2: Resultados experimentales de todos los experimentos ordenados segtin la Tabla
Los puntos corresponden a los datos experimentales, con su barra de error correspondiente. Las
lineas segmentadas corresponden a los resultados del andlisis de estabilidad lineal.
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4.2. Resultados del modelo de estabilidad lineal

4.2.1. Nuamero de Reynolds critico

El modelo de estabilidad lineal propuesto en el presente trabajo, describe un comportamiento
decreciente en funcién de la concentracion de particulas en todas las geometrias en estudio.
Comparando los resultados experimentales con el modelo de estabilidad lineal, se observa que
estos ultimos representan una cota superior de comienzo de inestabilidades en la gran mayoria de
los casos (Figura [4.2)).

No se aprecia una relacion entre el grado de decaimiento del nimero de Reynolds y la razén de
radio r; /r. distinta a la observada en el caso del fluido newtoniano.

4.2.2. Nuamero de onda y velocidad de perturbacion criticos

Se observa un comportamiento decreciente del nimero de onda K, en funcién de la razén de
radios r;/r. y una tendencia decreciente del valor maximo de las variables de perturbacion de
velocidad. Para comparar el efectod e la concentracion de particulas en las distintas geometrias,
los resultados son presentados como niimero de onda normalizado K., definido como:

N I,
K = () 4.1)
ke (¢ =0)
donde k. (¢) corresponde al nimero de onda critico y k. (¢ = O) corresponde al nimero de onda
critico para un fluido sin particulas.

Por otro lado, se observa una tendencia creciente del nimero de onda critico K, en funcién de
la concentracion de particulas.

Las diferencias del nimero de onda, en funcién de la concentracién de particulas, es menor en
geometrias con relaciones de radio r; /r, cercanos a 1.

Los resultados de la posicion del valor mdximo de la velocidad de perturbacidn, se presentan
como posicién nomalizada R/, definida como:

max?

5, R...(9)
R = mec 42
" R (@ =0) 42

/

donde R/ .. (@) es la posicion tal que U/(R),,) = max(U)) y R, (¢ = 0) corresponde a
esta posicion para una un fluido sin particulas. El comportamiento del maximo de las variables
perturbadas Uj y U, es similar al presentado de la variable U;.
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Figura 4.3: Resultados del modelo de estabilidad lineal. El grifico de la izquierda muestra
la tendencia del numero de onda critico en funcién de la relacion de radio para distintas
concentraciones de particulas. El grifico de la derecha muestra la posicion del valor méximo de
la velocidad de la perturbacién Uy .
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Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

5.1. Discusion

5.1.1. Estudio experimental

El disefio del montaje experimental considerd como pardmetros criticos los rangos operacionales
de velocidad y torque, teniendo en cuenta las limitaciones constructivas de la instalacion.
Considerando esto, se determind que las dimensiones de cilindros y viscosidades estimadas de
la mezcla eran adecuadas para minimizar los efectos inerciales, que impedirian la generacién de
un flujo viscométrico. El comportamiento lineal de la sefal de torque durante los ensayos y la
validacién de los nimeros de Reynolds criticos para el caso newtoniano, son indicadores de un
buen disefio experimental.

Inicialmente se buscd corroborar la existencia de trayectorias no concéntricas durante la
transicion de regimenes de flujo mediante el registro visual del fluido. Esta visualizacion seria
posible mediante la utilizacion de un acrilico transparente en el cilindro exterior. Si bien en las
pruebas preliminares esto fue posible, la necesidad de generar una rugosidad, desgastando este
material, impidio el registro visual de este fendmeno en las pruebas posteriores.

Durante la construccién del cilindro interior, se minimizé el nimero de montajes de las piezas
de poliamida en el torno para asegurar un centrado adecuado. Dado que estos instrumentos no
son de precision, las dimensiones originalmente proyectadas, fueron ajustadas a las dimensiones
reales obtenidas. El cilindro exterior en cambio, se construyé mediante la deformacién al calor del
acrilico sobre un molde cilindrico. Esta metodologia generd una junta de construccién y un error en
la esfericidad que gener6 la incertidumbre del valor del radio externo. Esto generd que los errores
asociados a las mediciones de velocidad y torque del reémetros, fueron despreciables frente a la
fuente de error de los cilindros exteriores. Uno de los puntos criticos que debe ser considerado para
futuras experiencias, es la construccion de los cilindros con equipos de precision.

Si bien durante el desarrollo de los experimentos no se pudo medir el perfil de concentracion
de particulas en la direccion radial, la considerable existencia de evidencia permite asegurar la
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presencia del fendmeno (Gadala-Maria and Acrivos, [1980; [Leighton and Acrivos, 1987} Abbott
et al., [1991; Phillips et al., [ 1992; Chow et al., 1994; Morris and Brady, 1996 Tetlow et al., 1998)).

La condicién de borde de no deslizamiento tampoco pudo ser corroborada directamente. Sin
embargo, las similitudes entre las mediciones de viscosidad con los modelos de viscosidad de
mezclas (Krieger and Dougherty, 1959} Ovarlez et al., [2006) encontrada, permite asegurar que
una rugosidad del orden del tamafio de las particulas es suficiente para eliminar el efecto del
deslizamiento (Coussot and Ancey, |1999).

Las concentraciones de particulas utilizadas en el presente estudio, son menores a las necesarias
para producir efectos de “Shear Banding”. Esto se verifica observando que el comportamiento
reoldgico no tiene un comportamiento no lineal caracteristico que este fendmeno (Ovarlez et al.,
2009).

5.1.2. Modelo de estabilidad lineal

La utilizacién del modelo de estabilidad lineal fue seleccionado por sobre otros modelos de
estabilidad de flujos; como el método de energia (Conrad and Criminale Jr, [1965; Joseph, (1976
D1 Prima and Swinney,, [ 1985)) y el método de gradiente de energia (Dou, 2006a.b;; |Dou et al.,|2008)
debido a que sus resultados han sido validados con resultados experimentales para el caso de fluidos
newtonianos (Taylor, [1923). En el caso en estudio, se presume una buena aplicacién del modelo
de estabilidad lineal debido a que la mezcla presenta un comportamiento viscoso y las variaciones
espaciales de viscosidad pueden ser linealizadas.

La utilizacion del modelo de |Phillips et al. (1992), por sobre otros modelos de migracion de
particulas como el modelo de temperatura granular (Nott and Brady, |1994)), se escogié debido a
que sus resultados presentan un buen ajuste para concentraciones cercanas al 45 % (Shapley et al.,
2004) y ademads sus pardmetros estdn calibrados experimentalmente para concentraciones desde
10 % (Tetlow et al., 1998).

Los supuestos realizados en el desarrollo de las ecuaciones de pertubacion de flujo de particulas,
se basan en un andlisis de 6rdenes de magnitud. Esto permitié obtener una relacién simple que
describe el comportamiento observado de la mezcla en la transicion del flujo. Es importante
destacar, que esta expresion carece de una rigurosidad que permita extender los resultados a
geometrias con relaciones de radio r; /r. menores a 0.7.

El esquema numérico de solucién del problema de valores propios, se basé en el realizado por
Landry et al.| (2006), en el desarrollo del modelo de estabilidad lineal para un fluido con reologia
de Plastico de Bingham. Sin embargo, se consider6 que un esquema euleriano simple es suficiente
para obtener resultados convergentes. Los tiempos de coémputo de cada uno de los casos en estudio,
fueron de aproximadamente 30 minutos.
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5.1.3. Comparacion de resultados

A pesar de las fuentes de error ya mencionadas, los resultados experimentales muestran una clara
tendencia decreciente del nimero de Reynolds critico, definido en la ecuacién [QZI], en funcion de
la concentracién de particulas. De la misma manera, los resultados del modelo de estabilidad lineal
tienen el mismo comportamiento y representan una cota superior de estabilidad. Esto es debido
a que el modelo se basa cuando el sistema es inestable, una perturbacion, por mas pequefia que
sea, generard una transicion global del flujo de manera exponencial e irreversible (Chandrasekhar,
1962). En la prictica, las impresiciones de la construccion de la instalacion experimental o la simple
suma de perturbaciones, pueden acelerar el proceso de transicién o generar transiciones ciclicas
reversibles que serdn registradas por la instalacion experimental.

En el limite disuelto, |Al1 et al.[ (2002) demostré mediante un andlisis de estabilidad lineal que
el nimero de Reynolds critico (Ecuacién [2.4) en funcién de la concentracién de particulas, es
una funcién decreciente. Sus resultados son avalados con un estudio experimental que considera
concentraciones de particulas hasta 2.5 %. Si bien la tendencia es similar a la reportada por este
estudio, la magnitud del descenso del nimero de Reynolds es de un 20 % para concentraciones de
particulas de 5 % y las reportadas por este estudio presentan un maximo menor a un 10 % para
concentraciones de 50 %.

La explicacion para esta diferencia, es que en el limite disuelto estudiado por Al et al.| (2002),
los efectos de arrastre de las particulas juegan un rol mayor frente al efecto estabilizador del
aumento de la viscosidad aparente del fluido. En el rango en estudio, la viscosidad aparente
juega un rol estabilizador, que amortigua el efecto desestabilizador de las perturbaciones y de
interaccion entre particulas. El andlisis dimensional de los resultados, presentado en el articulo
del Anexo muestra que el nimero de Reynolds critico, considerando la viscosidad media
aparente de la mezcla, es proporcional al logaritmo del nimero adimensional definido como
® = (r;/d)(a/d)(@m/@)'/3. Esta relacién muestra que la condicion critica de estabilidad es afectada
tanto por las condiciones espaciales (al igual que un fluido newtoniano, representado por la relacién
r;/d) y el efecto desestabilizador de las particulas, representado por la concentracion lineal de
particulas (d/a)(¢/¢n)'"2, el cual representa el espacio promedio de la fraccién sélida en la
direccion radial.

5.2. Conclusiones

La presente tesis se realizd con el objetivo de estudiar las condiciones criticas de transicion
entre un régimen de flujo concéntrico a uno helicoidal, en una geometria de Taylor-Couette, para
mezclas no coloidales de particulas sélidas y un fluido newtoniano. Para lograr los objetivos
planteados inicialmente, se desarrollaron dos trabajos complementarios: trabajo experimental y
modelo numérico de estabilidad lineal de flujo.

El trabajo experimental consisti6 en el disefio y la operacién de una instalacién experimental de
Taylor-Couette, que permite obtener pardmetros relevantes de la mezcla y detectar la velocidad
critica de transicion. Los parametros relevantes del fluido, necesarios para caracterizar la
condicién critica de estabilidad, son: la viscosidad de la mezcla, la concentracion de particulas,
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las dimensiones experimentales y la velocidad de rotacion del cilindro. Esta instalaciéon logré
reproducir favorablemente las condiciones deseadas, controlando efectos no deseados como la
inercia del fluido, el deslizamiento de particulas con las paredes de los cilindros, sedimentacién
de particulas y medidas fuera de rango. Si bien los errores asociados a la construccion no son
despreciables, no invalidan las conclusiones generales de este trabajo.

La mezcla utilizada en este estudio, se comporté como un fluido viscoso y su condicién critica
puede ser caracterizada por el nimero de Reynolds Re = Qr;d/v, donde debe ser considerada la
viscosidad aparente de la mezcla. Este nimero de Reynolds critico presenta un comportamiento
decreciente que disminuye hasta un 10 % a concentraciones de 50 %.

El modelo de estabilidad lineal resulta ser adecuado frente a este tipo de problemas. Se considerd
una metodologia similar a la usada en problemas de estabilidad linear similares, la que concluy6 en
resultados convergentes en tiempos de cdlculo accesibles para un computador de escritorio estdndar.
Los resultados del nimero de Reynolds critico, mostraron un comportamiento consistente con los
resultados experimentales, y tal como se plantea en su definicidn, representa una cota superior en
el criterio de estabilidad.

En comparacién con un fluido newtoniano equivalente, el andlisis de estabilidad lineal se
muestra que la condicién de transicién es generada por perturbaciones de velocidad desplazadas
levemente hacia el cilindro interior (donde la viscosidad aparente es menor) y los nimeros de onda
criticos mayores. Se identific que la interaccion entre particulas juegan un rol de desestabilizar el
flujo, sin embargo, el aumento de viscosidad aparente del fluido genera que este papel sea atenuado.

En el caso de un ensayo reolégico de una mezcla no coloidal, en un reémetro rotacional
convencional, los presentes resultados podrian ser de utilidad en el desarrollo de nuevos protocolos
para la determinacién de la velocidad médxima de giro que asegure contar con un flujo concéntrico
durante la prueba.

Los datos experimentales de un fluido newtoniano muestran una proporcionalidad entre el
nimero de Reynolds critico y la razén entre el radio interno (r;/d). La publicacién adjunta a
este trabajo, muestra que la contribucién de las particulas en el proceso de transicion del flujo,
es proporcional al logaritmo de la concentracién lineal de particulas ® = (a/d)(@m/@)!/°.
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Anexo B

Desarrollo algebraico de analisis de

estabilidad lineal

La ecuacion de continuidad y ecuaciones de Cauchy en coordenadas cilindricas son

respectivamente .

1dru, 1duy du,

+ + = B.1
r dr r dd dz (B.1)
Direccidon r
o, u, ou, U2 ou, 1dp 1(18(rt,) 101, 01,
by O W 1 Sur Ldp  1(10) 136 O Eo) g,
ot or r 00 r 0z por pl\r or r 08 0z r
Direccién &
) ) ) . ) 10 1(10 1 r?ot, O,
o | Gy Uiy ity Oy 13p 1(1() 10y ) p
ot or r 09 r 0z pdd pl\r 98 r2 or 0z
Direccion z
ou, o) ou, ou, 10 1({0t, 101, 1o0dr,
Gy | S B O 19D ) (5 130, Lom B4
ot or r 0o 0z poz p\oz rodd r or
Donde el esfuerzo de corte en un fluido viscoso se define como:
u, u, 9 u, auy
25 %aa +r5(%) az T o
Ty |1 i p2(s) R pu aw id .5
u, auy, Jdug 1 du, 2auz
oz ar oz r 09 0z

El estado base considerado en este problema corresponde a un flujo laminar, concéntrico y
permanente de un fluido incompresible. Las variables de este estado base corresponden a la
velocidad angular (variable en la direccion radial), un perfil de presiones (variable en la direccion
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radial y azimutal) y un perfil de concentracidn de particulas (variable en la direccidn radial).

u, 0

Uy ua_(r)

u,|=1 O (B.6)
p p

@ @(r)

Al evaluar las variables del estado base en las ecuaciones de Cauchy y reemplazando la definicién
del tensor de corte de un fluido viscoso, las ecuaciones [B.2 [B.3|y [B.4]se reducen a:

—_ 2 p—
_ & _ _19op (B.7)
r p or
0 d (Uy
0= 2 (il (%) b
ar (r u&r r ) (B.8)
9%
0=2L (B.9)
0z

Estas tres ecuaciones corresponden al problema para un fluido viscoso en general, donde el modelo
de viscosidad deberd definir el comportamiento de la variable u. El modelo utilizado para describir
este comportamiento viscoso de la mezcla corresponde al modelo de Phillips et al.| (1992).

Por otro lado, considerando las variables del sistema, como la suma de un estado base y un sistema
perturbado, las variables corresponden a:

u, 0 uy(r)

Uy uy(r) uy |

w = 0 [|+|uwr)]e (B.10)
P P p'(r)

@ o(r)) \@'(n

Este estado, a diferencia del estado base, considera perturbaciones axisimétricas infinitesimales de
todas las variables involucradas.

La metodologia de resoluciéon de los problemas de estabilidad lineal requieren la linealizacién
de las funciones no lineales para poder construir un problema de valores propios. En este caso, la
funcidn de viscosidad tipo Krieger es linealizada en funcién de la concentracon de particulas, como
se presenta a continuacion:

- / b 9 /
u<¢+¢>w<¢>>+§’;¢ (B.11)

Evaluando las variables del sistema perturbado [B.10| en las ecuaciones de continuidad y Cauchy
B.11[B.2}[B.3] B.4] despreciando los términos de segundo orden (esto es valido dado que el supuesto
base es que las perturbaciones son infinitesimales) y los términos equivalentes al estado base, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

U, Fu ou, 2 ou du’
ou;—zuaua =P E LLr—k2u;+ik He) y 2T (B.12)
r o p\ or? or 0 or or
1 drg Pu louou, 19 (9 9 (U
AT il B i it B —”q;’r—(ﬁ) (B.13)
r or o\ or? por or por\dp” or\r
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kp/ ow  FPu\ 19 o

ou, = -2 4 K (—2k2u; il ST —L;) T (iku; + uz) (B.14)
o p or  or p or or

T vkl =0 (B.15)

or

El sistema de ecuaciones es reescrito definiendo variables adimensionales de radio (R), nimero de
onda adimensional (K), coeficiente de estabilidad adimensional (A), viscosidad adimensional (M),
presion adimensional (P), nimero de Reynolds (Re) y velocidades adimensionales (U;) como:

- I — _ d2
S T S 7
M=15 P~ aemes 7 wemo (B.16)
U = —5— para i=ré,z
Bo=r)

Donde ”d” es el espaciamiento entre los cilindros, u(¢p = @) es la viscosidad equivalente de la
mezcla a concentraciéon media de particulas y tz(r = r;) es la velocidad tangencial del cilindro
interior.

19

Ademas se definen los operadores diferenciales de D = ﬁ.‘, yD. = z55R

El sistema de ecuaciones reescrito utilizando variables adimensionales y operadores
diferenciales anteriormente definidos:

D,U’ = —iKU, (B.17)
’ USU?; 2 ’ ’
AU, = 2—"2Re = —DP + M (DD, - K*) U, + 2DMDU] (B.18)
- 1 oM U,
’ ’ _ 12 ’ - ’ o ~a
AU, + U/D.UsRe = M (DD. - K )U3+DM(D R)U8+D(a¢<pRD(R)) (B.19)
— AUJK = —K*P’ + MiK (D.D - K*) U, + DM (K* + DD.) U} (B.20)

Utilizando la ecuacién y [B.20] se obtiene una expresion para la presién adimensional P,
en funcion de las variables del estado base y la variable adimensional U;.

/

Derivando esta expresion en la direcion radial se obtiene:

~22% + XD (D.D - K*) D.U; + 2D (K? + DD,) U+

DM (p,D - K?) D,U! + 2M (K2 + DD,) U,

DP’ =

(B.22)

Por otro lado, el estado base para una relacion de radio r;/r. > 0,7 y concentraciones medias entre
10 % < ¢ < 50 %, permite comprobar numéricamente que:

D’M << 1 (B.23)

Lo anterior es equivalente a decir que para el caso en estudio, la viscosidad es una funcion
aproximadamente lineal en el radio. Esta afirmacién no serd tal cuando se trata de geometrias con
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relaciones de radio mayores al limite ya mencionado. Usando esta aproximacion, la ecuacién [B.22]
se simplifica a:

DD, UL

pp = -2

+ %D (D.D - K?)D.U, + 2ID(K? + DD,) U/+

B.24
2 (D.D - K*)D.U; (B.24)

Con esta ultima expresion, se sustituye el término de derivada de la perturbacion de presiones
en la ecuacién Considerando la aproximaciones el sistema de ecuaciones se reduce a:

UsU; 2
A(DD. - K?) U] + 2ReKz% = M(DD, - K*) U/ + DM (D +D.)(DD. - K*)U;  (B.25)
. 1 oM U
’ / _ _ 2 4 _ / i _3 ’
AU, + U.D,UsRe = M(DD* K ) Uj + (D R) U,DM + [a(pRD( = )] Dy’ (B.26)
El sistema presentado no puede ser resuelto, dado que dentro del andlisis de estabilidad lineal es
necesario incorporar el comportamiento de las perturbaciones de particulas. Para esta descripcion,
se aplica el mismo modelo utilizado para describir el estado base (Phillips et al.,|1992) y dado que
el sistema es no lineal, es necesario linealizar este modelo y realizar aproximaciones razonables.
El flujo total de particulas esta dado por:

N=N.+N, (B.27)

Utilizando las definiciones de flujo por colisiones entre particulas y cambios en la viscosidad:
2 : : 2, o.10u
N =-ak.p(yVo + ¢Vy) + —a’k,¢ y;L%ng (B.28)

Considerando que el flujo total es nulo, se reemplaza la viscosidad por la relacién propuesta por
Krieger and Dougherty| (1959)), y se escribe la ecuacion con las variables adimensionales:

F(p)I'Vp = VI (B.29)
Donde la funcién F se define como:
1 k. b o\
F(<p):—(—+—“—(1——) ) (B.30)
¢ ke Pm Pm
El estado base es escrito como: B _
F(p)I'Vp = VI (B.31)

Para analizar el estado perturbado, el campo de velocidad y concentracion se expresa de la misma
manera que en el desarrollo con las ecuaciones de momentum: I' =T+ I”; ¢ = @ + ¢’. Con estas

variables se obtiene: _ .
F(@+¢)(C+1)(Vp+ V) = (VI + VI) (B.32)

El primer término es linealizado de la siguiente manera:
.y OF g
F(p+¢)~F(9)+ 75 P9 =F@+F (@7 (B.33)
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Donde: L b L
= n @ _
ro--(5 k(-2 9
Al analizar numéricamente esta expresion, para concentraciones entre 10% < ¢ < 50%
y relaciones de radio r;/r. > 0,7, se observa que el orden de magnitud de las variables es
F(§) ~ 0(10), F*() ~ 0(10) y £ ~ O(107?), por lo que F (§ + ¢) ~ F ().
Esta simplificacion permite reducir la expresion a:

F(3) (0 +17) (Vo + V') = VI + VI (B.35)
Desarrollando la ecuacion y eliminando los términos de segundo orden:
F(@IVp+ F(PIVe + F(@)Vel” = VI + VI (B.36)

Los 6rdenes de magnitud de los términos de esta tltima ecuacién son I' ~ O(10), Vg ~ O(1072),
y se considera que las variables de perturbacién como del mismo orden de magnitud. Con esto, la
expresion se simplifica a: B B )

F()I'Vo + F(p)I'Ve'+ = VI + VI (B.37)

Eliminando el estado base de la ecuacién [B.31] se obtiene:

F(@)I (V') = VI (B.38)

El término que representa las perturbaciones de particulas, solo serd considerado en la direccion
radial. De esta manera, el gradiente de la tasa de deformacién es desarrollado al igual que en la
ecuacién de movimiento en la direccion radial (VI” = (D,D — K?)U,). La expresion se reduce
a:

D.D - K*)U,
F(p)I
Definiendo un coeficiente de proporcionalidad C,
D¢’ = —-C.(D.D — K)U, (B.40)
Donde:
P (B.41)

C.= -
9 (G b ( — i)_
RaR(R)(1+kc47m(p 1 Pm
Todas estas simplificaciones permiten obtener una expresion que, sin ser rigurosa en lo algebraico,
relaciona en términos de érdenes de magnitud el comportamiento perturbado de la concentracién

de particulas.
Reemplazando esta expresion en la ecuacion [B.23]y [B.26] el sistema de ecuaciones es:

(DD, — K?) AU, + 252 ReK? = M (DD. ~ K*)* Uj+ (B.42)
DM (D + D.) (DD, - K*) U; |
AU, + U/D,UsRe = M (DD, - K?) Uj+ (B.43)
(p- o~ ro () o -1 |
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Definiendo las funciones F;(R, @) como funciones del estado base:

ADD, - K*)U + 2F,U;ReK> = (—Fz(DD* - K?)*> — F5(D + D,)(DD, — K2)) U (B.44)

1
AU, + U'FyRe = Fy(DD, — K*)U} + F (D - E) U, + (FsFsCe(DD, — K*)U! (B.45)

Donde:
Fg

C

Las variables F; corresponden a las funciones del estado base. Estas se obtienen mediante la
solucién del perfil de particulas, viscosidad y velocidad del modelo de Phillips et al. (1992)

=2 (B.47)

F,=M= - (B.48)
1-2)
Pm
® -b-1
b \1-—- d
m(1-2)
_ 1 ORU,
Fi=D.0, = — aRa (B.50)
-b-1
oM b (1-2
oo (=)
9 (U,
Fy=R—|=2 B.52
6 aR(R) (B.52)
k., b o\
F=—— (1 - —) (B.53)
ke Om Pm
Fs=¢ (B.54)

Ademas, las ecuaciones pueden ser reordenadas como un sistema lineal de la siguiente forma:

Ax = fiBx (B.55)
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Donde:

F, (DD, — K2)* + F5(D + D,) (DD, — K?) —2ReK2F, B.56
A= .
~F;Re — C.F5Fy(DD, - K?) F, (DD, - K?) + F3 (D - 1D)
(DD, - K?) 0
B= (B.57)
0 1
v (B.58)
X = .
Us

Las condiciones de borde para las variables de perturbacion de velocidad son de no
deslizamiento y no penetracién U/= U, =0enR=r;/dy R=r./d.
Notar que si ¢ = 0, el sistema de ecuaciones equivale al de un problema con un fluido homogéneo
y Newtoniano.
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The onset of helicoidal flow of neutrally buoyant non-colloidal concentrated suspensions in
cylindrical geometry has been studied. A linear stability analysis has been made using a particle
migration model to characterise the (concentric flow) base state, thus accounting for the particle
interaction at volume fractions ranging from 0% to 50% by volume and inner/outer cylinder ra-
tios between 0.7 and 0.88. The results, confirmed by experiments, show that defining a Reynolds
number based on the mixture viscosity yields critical values that are monotonically decreasing
with concentration, thereby exposing the destabilizing effect of particles compared to the partic-
ular case without particles. This behaviour, explained by the dissipative nature of the suspended
spheres both through the viscosity and their interaction via their hydrodynamic migration, is
interpreted in light of the particle-to-gap ratio and the mean path between them.

Key words: Authors should not enter keywords on the manuscript, as these must be chosen by
the author during the online submission process and will then be added during the typesetting
process (see http://journals.cambridge.org/data/relatedlink/jfm-keywords.pdf for the full list)

1. INTRODUCTION

A particularly interesting feature of Taylor-Couette flows is the transition from concentric to
helicoidal flow (Donnelly 1991). This instability has been firstly predicted by Taylor (1923) in a
Newtonian fluid and a steady state base velocity profile. The intrinsically appealing nature of this
problem, along with the considerable number of industrial applications, has led several authors to
propose various different approaches to predict its stability and different flow transitions (Joseph
1976; Drazin & Reid 2004; Dou et al. 2008). For time-independent, non-Newtonian fluids, de-
spite the transition from concentric to helicoidal flow has received comparatively less attention in
the literature (e.g. Landry et al. (2006) for Bingham plastics, Caton (2006) and Alibenyahia et al.
(2012) for power law and Carreau fluids), the knowledge of such transition is highly relevant to
predict mixing and to correctly set rheological measurement procedures on such fluids (Barnes
2000). An alternative and ubiquitously found type of non-Newtonian fluid is that obtained from
mixing a liquid and a solid phase. In this paper, we study the Taylor-Couette stability of a dense,
neutrally buoyant suspension of non-colloidal monodisperse spheres. We thus extend the analy-
sis for neutrally buoyant dilute suspensions proposed by Ali et al. (2002) to concentrations up to
50% by volume, where the collective effect of particles in the mixture may be interpreted in terms
of an appropriate constitutive relation, no only including the increased equivalent viscosity, but

1 Email address for correspondence: jcasanov @ing.uchile.cl
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also the particle flow inhomogeneities that result from the flow. In particular, the discovery that
particles tend to migrate from zones of high to low shear and high to low relative change of the
local suspension viscosity (Gadala-Maria & Acrivos 1980; Leighton & Acrivos 1987; Phillips
et al. 1992), has been exposed in Couette cells using MRI or NMR by several authors (Abbott
et al. 1991; Chow et al. 1994; Corbett et al. 1995; Ovarlez et al. 2006; Huang & Bonn 2007),
and there have been several different approaches to describe it (Shapley et al. 2004). The main
objective of the present work is to provide, for the first time, an adequate description of the
concentric-helicoidal flow transition for moderate and hight volume fractions, by means of a lin-
ear stability analysis and a set of experiments, as often appear in industrial processes involving
slurry conditioning and transport.

2. BASE FLOW

We consider the concentric flow between two cylinders of infinite length, of radii r; and r,
(r; < 1,), respectively. The inner cylinder rotates at an angular velocity Q, while the outer cylinder
is at rest. Confined between the cylinders, a flow of a mixture of a Newtonian liquid and an
ensemble of neutrally buoyant spheres is induced by the inner cylinder rotation. The fluid has a
density p and the spheres are monodisperse, with radius a. The overall mass conservation and
force balance within the flow is described by the continuity and momentum equations:

3
p(a—l:+u.Vu)=—vp+V~z, @2.1)

V-u=0, 2.2)

where u, p and t denote the velocity pressure and deviatoric stress respectively. The latter is
linearly related with the strain rate, in one dimension as (Phillips et al. 1992; Shapley et al.
2004):

t=ny 2.3)
where y is the strain rate tensor. For large Péclet and low Reynolds numbers, where colloidal
forces are negligible (Stickel & Powell 2005), the suspension viscosity, 7, is expressed in terms of

the solids volume fraction (@), the maximum volume fraction (¢,,) and the liquid phase viscosity
() as a Krieger-type expression (Krieger & Dougherty 1959):

-b
4
n=pull- —) 2.4)
(-
Here, the exponent b and the packing concentration ¢, are free parameters. Following Ovarlez
et al. (2006), the values 2 and 0.605, respectively, give a good description of the suspension
characteristics and in particular with present experimental results.

To describe the evolution of particles in the present dense system, the empirical model pro-
posed by Phillips ef al. (1992), is considered. In this inertialess base state model, the total particle
flux, N, is interpreted as the sum of a component corresponding to particle short distance inter-
actions through the fluid, N,, and a second particle flow component, N, that favours the flow
towards zones where the mixture viscosity is lower:

N, = -a®pk.V(79); N, = —a>¢*¥i,V(ln1), 2.5)

where k. and k, are empirical constants of the model, originally adjusted for volume fractions
grater than 45%. The conservation equation for the solid particle in a Taylor-Couette device can
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be written as:

Do
— =-V-N. 2.
Dt 20

The steady state solution of the one-dimensional mass transport problem is given by the analytical
expression (Phillips et al. 1992):

2 b(1-
2_(L) (1_¢i/¢m)( kep/kee)
di Ti 1-@/Pm '
where N = N, + N, ¢; is the particle concentration in the inner cylinder wall. Neglecting the
inertial term and given that the flow occurs at the steady state, it is possible to condense k. and

k, into one single parameter, k, /k.. Tetlow et al. (1998) have shown that the latter ratio is well
described in terms of a linear function of the average concentration, ¢:

(ke/kp)opt = 0.01042p + 0.1142, (2.8)

2.7)

where 0.1 < @ < 0.5. Using (2.7) to solve for the concentration, it is straightforward to ob-
tain the velocity profile. This formulation shows that the particle concentration is an increasing
function of the radio, making the shear rate higher and the viscosity lower in areas near the inner
cylinder, compared with the case of a homogeneous fluid of the same viscosity at the average vol-
ume fraction. The base flow problem suggests to consider the inner cylinder velocity, us(r = r;),
the gap between cylinders, d, and the average viscosity, n(@), as velocity, length and viscosity
scales of the problem, respectively. Hence the following dimensionless variables are obtained:

(1-20)

rooo- up(r) P up(rpd
R=—: Uy(R)= ;. M(R) = —2 —; Re=—"2—", 2.9
d b(R) us(ry) ®) (1- %)4, ¢ (@) @9

where Re is an ad-hoc Reynolds number. It is noted from (2.7) that the viscosity 7(¢) may
be readily expressed in terms of that of the flowing suspension near the inner cylinder wall
(e = u(r = 1)) as (¢ — P°u(@) = (¢m — @), with @; = @(r = r,).The shear rate and
concentration obtained with the model proposed by Phillips ef al. (1992) compared to other
formulations (e.g. Morris & Brady 1996; Morris & Boulay 1999) show differences in the particle
volume fraction profile but are, however, small for average particle fractions below 0.5 (Shapley
et al. 2004). The adjustment of the experimental coefficients (Jc. and k) proposed by Tetlow
et al. (1998) gives a very good description of the experimental data for middle and high particle
concentrations. However, when assessing the suspension granular temperature, corresponding to
the square of the scale of the particle velocity fluctuations, most of the proposed models fail
to predict the experimental behaviour Shapley et al. (2004), a drawback that will be found a
posteriori, in light of the experimental results, to be of second order importance in the prediction
of the instability of the system using linear analysis.

3. LINEAR PERTURBATION EQUATIONS

To determine the critical value of Reynolds number to find the transition between concentric
and helicoidal flow, following the methodology described by Chandrasekhar (1962), we consider
a first order expansion for the perturbations of the dimensionless velocity, in the directions r, &
and z respectively, along with the pressure and particle concentration fields as:

U, 0 U/(R)
Us Us(r) Uy (R)
U, |= 0 |+| UAR) |e®=, 3.1
P p P'(R)
] d(R) ?'(R)
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where the disturbance dimensionless variables are U/(R), U(R), U,(R), P'(R), ¢'(R) < 1. On
the other hand, K is the dimensionless wave number in the z direction, A is the disturbance
growth rate and i = V—1. Keeping up to the first order terms and making a linear expansion of
the suspension viscosity yields M(¢ + ¢') = M(@) + ‘;%I @', where the corresponding momentum
flux and mass conservation equations read:

Us U},

AU, —2Re— 2 = —DP' + M (DD, - K*) U} + 2DMDU] (3.2)

- 1 oM U;

’ ’ _ 2 ’ _ - ’ o ~o
AU, + UD.UsRe = M (DD, - K?) Uj + (D R) U,DM + D 30? RD( = )] (3.3)
AD,U;, = —=K*P' + M (D.D - K*) D,U; + DM (K? + DD.) U} (3.4)
DU + KU, = 0, (3.5)

where D = 9/0R and D, = D + 1/R. Using (3.4) to eliminate the pressure in (3.2) and also
using (3.5) to eliminate v/, equations (3.2)—(3.5) reduce to:

ﬁ(DD* - K2) Ul + 2ReK2% = M(DD* - K2)2 U. + DM (D + D,) (DD* - K2) U (3.6)

r

S = 2\ 1\, oM Us ,

AU, + U/D.UpRe = M (DD. - K) Uj + (D - E) U,DM + [gRD(E)] Dy (3.7)
The constitutive formulation of the particle concentration is a strongly non-linear relationship of
the velocity perturbation and the particle concentration perturbation. Instead of linearising (2.6),
whose structure is purely empirical, the model is preserved to zeroth order and only the gra-
dient term is evaluated with the perturbation variable. The results using Phillips et al. (1992)
and Tetlow et al. (1998) models show that the particle concentration gradient is proportional
to the gradient of the shear rate. This can be also seen from the steady state solution and, in
particular, from (2.5). Therefore:

D¢’ = C, (DD* - KU, (3.8)

where the proportionality constant C, may be obtained from the steady state particle diffusion
equation ( 2.7).

?
G Ky b 2o\
® [1 temo(l-32) ]

With this assumption, the stability equations may be thus re-written as the eigenvalue problem:

C,=— (3.9)

A " A8 ; s (3.10)
Uy Up
where
| M@D. - K?)* + DM (D + D,) (DD, — K?) ~2ReK>% } G
~D.UsRe + C.22RD*2(DD. - K?) M (DD, — K2) + DM (D - %)
B:[ (DD*O— K2) <1) ] 3.12)

and the boundary conditions for the velocity disturbances are no slip and no penetration at the
boundaries:

U.=DU,=Uy=0 at R=R.R.. (3.13)
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Ficure 1. Critical Reynolds number in function of the ratio radio for ¢ = 0. The solid line corresponds to
the result of the linear stability analysis. The symbols are the experimental data reported by: Taylor (1923)
(V), Coles (1965) (0), Snyder (1968) (#), Gollub & Swinney (1975) (o), Andereck et al. (1986) (a) and
Hinko & Andereck (2003) (x).

Here, the numerical solution of the steady state equation of the particle concentration (2.7) allows
to identify the disturbance eigenfunctions of the velocity, particle concentration, and the viscos-
ity profile. The eigenvalue system has been solved using a finite difference scheme, looking at
feasible combinations of the Reynolds and wave numbers satisfying marginal (and maximum)
growth rate, A = 0, where the principle of exchange of stabilities is used to obtain the marginal
growth condition (DiPrima & Swinney 1985). In the present discretization, for a number of grid
points granter that 450, the solutions of the eigenvalue problem have relative differences with N
below 1%. This iterative process was repeated for several fixed values of the Reynolds numbers,
average concentrations and radio ratios. The accuracy of the algorithm implementation has been
tested comparing the results for ¢ = 0, corresponding to the classical Taylor-Couette problem,
with previously reported ones in the literature. This is shown in figure 1.

4. EXPERIMENTAL

The transition from concentric to helicoidal flow has been exposed using a 150 mm height
(hy) vertical Couette cell, with the inner cylinder rotating and the outer one static. Suspensions
of resin spheres, with a diameter of 0.5 + 0.05 mm and a density of 1.188 gr/cm?, at average
volume fractions between 0.1 and 0.5 have been considered. They have been made neutrally
buoyant using a mixture of glycerin and salt, which also served as a means of adjusting the system
Reynolds numbers. The density contrast between the fluid and the particles was set to be lower
that 0.005 gr/cm? to ensure that the sedimentation effect in the torque signal was lower that 1%
in 10 minutes for all the experiments. To expose the critical conditions for the onset of the Taylor-
Couette instability, a set of polyamide cylinders has been built to reproduce cylinder inner/outer
ratios, r;/r. between 0.71 and 0.88 with inner cylinder radius between 53.5 mm and 74 mm.
The inner cylinder rotation has been imposed between Q = 0.01 rad/s and 125.6 rad/s using an
Anton Paar RheolabQC viscometer, which was also used to measured the torque, in the range T =
0.25 mNm to 75 mNm. Prior the start of the experiments the particle concentration was measured
in a beaker, comparing the mixture volume and the particle volume. To eliminate the transient
flow occurring at the beginning of each experiment —this effect being especially relevant for high
volume fractions—, the mixtures have been pre-sheared for 5 minutes prior measurements. The
filling was done with the cylinders fitted in their final position and was made gently enough to
ensure the presence of an air pocket in the concave zone below the inner cylinder, thus minimising
the shear stress at the bottom during rotation ( e.g., Chow et al. 1994). The inner cylinder velocity
was programed with a constant angular acceleration between 0.016 and 0.031 rad/s>. To assess
the impact of the angular velocity ramp on the flow as per its inertial effect, the dimensionless
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number parameter ./ W, representing a viscous flow/cylinder acceleration time scale ratio,
was kept below 1 for all the experiments. For each experiment, the torque signal was recorded
out of an imposed angular velocity using the viscometer software. The shear stress at the inner
cylinder wall (z;) has been computed out of the torque considering the solution of the infinite
length cylinder problem as t; = %, where C is a constant accounting for the end effects of
the inner cylinder. To adjust the value of C, a set of alternative viscosity measurements using pure
glycerin samples and an ISO 3219-compliant cup and bob (Anton Paar, model CC39) was made.
For each geometry, values of C —between 0.8 and 0.95— were chosen as those who gave
the best match between the ISO-compliant cylinder viscosity measurements and those using
the polyamide rotors. For all these calibration instances, the viscosity measurements between
the standard and non-standard rotors differed by no more than 5%. The shear rate at the wall,
corresponding to y = rdQ/dr at r = r;, has been computed using the expression for the solution
of the base state (2.7).

The detection of the transition from concentric to helicoidal flow has been made by means of
the record of the slope of the flow curves; for a sufficiently high shear rate, a sharp increment of
the slope has been found. This lost of linearity between angular velocity and torque is interpreted
as the start of the transition to helicoidal flow. Below such critical angular velocity, the flow is
assumed concentric. The apparent viscosity at the rotating bob is obtained using a least square
algorithm to the y — t curve for angular velocities below the critical value. To ensure that this
change effectively corresponded to a concentric-helicoidal transitional flow, a visual inspection
of the condition was made to some experiments, where the top half of the flow volume was dyed
with potassium permanganate. It has been verified that the transition points measured using the
viscometer following the procedure described above coincide with a vertical displacement of
the dyed volume. This is interpreted as the appearance of an axial component of velocity. The
similarity of results between torque and visual measurements has been also found in previous
works Cole (1976). The relatively high sensitivity of the torque sensor has thus been adopted to
assess the flow transition. On the other hand, the whole gap was been observed to be sheared
during steady state, and in all the cases the torque was found to be proportional to the angular
velocity, thus confirming the validity of the shape of (2.4) for this suspension.

5. RESULTS AND DISCUSSION

The result of the solution of the eigenvalue problem referred in §3, normalized with that for
@ = 0O are compared to the experiments described in §4 in figure 2. The grey, narrow band
shown in figure 2(a) and (b) represents the range of marginal stability curves for the different
radio ratios used in the linear stability analysis. For a fixed value of ¢, including ¢ = O the
critical Reynolds number, defined in (2.9), is a monotonically increasing function of r;/d, as
in figure 1. From the perspective of the concentration, the present definition of the Reynolds
numbers, based on the definition of a mixture viscosity rather than that of the liquid phase,
is a monotonically decreasing function of the particle concentration. This trend also appears
in concentrations near the dilute limit (Ali et al. 2002). It is interesting that differently from
Ali et al. (2002), not only the marginal stability curves are decreasing, but also their slopes.
Increasing the particle concentration thus induces a nonlinear de-stabilisation mechanism that
is not entirely compensated by the suspension viscosity only. The somewhat counterintuitive
fact that increasing the concentration would induce a de-stabilization in the system is explained
by the energy transfer mechanism induced by the particle stresslet, causing additional energy
dissipation compared to ¢ = 0, due to the presence of particles in a shear flow (Kim & Karrila
1991).

From the perspective of the linear stability equations, the decreasing behaviour is caused by
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FiGure 2. The panel (a) shows the Critical Reynolds Number normalized for geometries r;/r. = 0.88(1>),
0.87(x and #), 0.86(A), 0.84(+), 0.79(¢), 0.78(x and 0), 0.76(V) and 0.71(®), as a function of the mean
particle concentration. The panel (b) shows the mean value of the critical Reynolds number normalized and
typical error bars of the experiments. The grey band in the panels (a) and (b) are the result of the linear
stability model for radio ratio r;/r, between 0.71 and 0.87. The panel (c) shows the results of the critical
wave number normalized by the wave number of the Newtonian and homogeneous problem and the panel
(d) is the solution of the eigenvectors for radio ratio r;/r. = 0.72, for particle concentration ¢ = 10%(-)
and ¢ = 40(—-).

(3.8). This sole term complements the base state, both of them causing a decrease of the marginal
stability curve with particle concentration as shown in figure 2(a) and (b). The same figure
shows this is reasonably supported by the experimental results up to ¢ = 0.5- the estimated
uncertainties of the results at ¢ = 0.5 are too large to sustain this assertion, as shown in in figure
2(b).

The concentration-critical Reynolds number curves in Ali ef al. (2002) are considerably steeper
than in the present case. Such differences may be inherent to the model considered in the stabil-
ity analysis. Unlike Ali et al. (2002), based on the dilute limit assumption, the present model is
based on scaling arguments that are best suited for high concentrations.

The dimensionless wave numbers resulting from the solution of the eigenvalue problem, nor-
malized by the solution of zero concentration are monotonically decreasing functions of the radio
ratio but tend to increase with @ for constant values of r;/r.. In particular, their differences for
r;/re between 0.7 and 0.88 are close to 3%. An implication of this is the slight tendency of the
eigenfunctions to offset their peak value nearer the inner cylinder for increasing the solids volume
fraction (figure 2 (c))

Nothing that fixing the solids concentration would allow to collapse the family of velocities
that are expressed in terms of R; dimensional analysis suggests that the critical Reynolds number
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Ficure 3. Critical Reynolds number normalized in function of dimensionless number that represent the
inverse of the linear particle concentration and the gap effect. The continuous line is the best logarithmic fit
221log(®) + 127

may have the form Re. = F(R;)G(¢, ¢, - . .). On the other hand, at high particle concentrations
the energy dissipation mechanism resulting from their direct interactions, and not only via the
fluid disturbance caused by the presence of particles in the dilute limit, cause an additional effect
on the onset of non-axisymmetric flow. This feature is not directly captured by the mixture vis-
cosity model, which expresses only a property in terms of the initial (or average) concentration.
A simple interpretation may be given in terms of the ratio between the particle size and the mean
length occupied by the particles in an arbitrary line within the fluid domain. In particular, this
may be expressed in terms of the linear concentration, defined here as the equivalent length of
particles per unit length, (¢/@m)"/2. A related dimensionless number I = (a/d)(¢ /@)’ is
defined. Figure 3 shows a good correspondence between the observed critical Reynolds numbers
and the proposed dimensionless number.

6. CONCLUSION

The present set of experiments suggests that the Taylor-Couette flow of a particle suspension
is less stable than one featuring the same flow conditions but a Newtonian fluid of the same
equivalent viscosity, i.e., with no local variations. While this decrease has been identified by Ali
et al. (2002) in the dilute limit, without being conclusive about the difference observed with their
own experiments, it has been found here that the existence of higher concentrations enhances this
effect non-linearly. The importance of an accurate description of the flow is therefore capital to
understand both the onset conditions and the subsequent regime transitions in this system.



Onset of Taylor-Couette instabilities in concentrated, non-colloidal suspensions 9

The linear stability analysis presented in §3, using a constitutive formulation for the particle flux,
shows a similar behavior with the experimental results. An interesting feature of this analysis is
that the decreasing characteristic of the Reynolds numbers with the concentration function is not
explained solely by the base particle concentration profile, but is also given by the contribution
of the particle disturbance in the system.

The present results suggest that the inter-particle interaction has a major influence on the flow
transition. The interpretation in terms of the mean free path proposed here may shed light to a
more detailed explanation.
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RESUMEN:

Los ensayos realizados en un reémetro rotacional tienen como limite superior de medicion la
velocidad angular critica para asegurar un flujo axisimétrico. Para velocidades mayores a esta, el
flujo deja de ser concéntrico y comienza la transicion hacia un flujo helicoidal en régimen laminar.
Este fenomeno fue estudiado para fluidos Newtonianos por Taylor, mediante un andlisis de
estabilidad lineal, pero sus supuestos no permiten extender sus resultados a mezclas de fluidos con
particulas sélidas. En el presente articulo, utilizando modelos existentes para la migracion de
particulas se utilizaron las ecuaciones de momentum y continuidad, acoplado a un método
semiempirico de estabilidad de flujo para obtener la velocidad critica de transicion de un fluido
concéntrico a uno helicoidal. Con el objeto de validar el modelo, se desarrollé un trabajo
experimental para predecir la velocidad critica que genera la inestabilidad. Finalmente, se comparan
los resultados experimentales de fluidos con y sin particulas, determinando asi el efecto de las
particulas sobre la estabilidad de flujo.

ABSTRACT:

Taylor determined the critical condition under which a rotating axisymmetric laminar flow becomes
unstable and the concentric streamlines grows into a helical pattern, within the laminar regime.
Taylor’s criterion is obtained from a linear stability analysis with some assumptions that does not
allow to extend the result to solid-fluid mixtures. In this article, some models developed to
characterize particle migration are used in conjunction with the momentum and continuity equations
and a semi-empirical flow stability method to predict the critical angular velocity that indicates the
change from a concentric to helical flow. An experimental study is carried out to validate the model.
Experimental results of fluid with and without particles are compared in order to determine the
effect of the presence of solid particles in the flow stability.

PALABRAS CLAVES: Taylor-Couette; Migracion de particulas; Estabilidad.



INTRODUCCION

El presente trabajo trata sobre la estabilidad de una mezcla de un fluido newtoniano y
particulas solidas esféricas en un flujo de Couette. La geometria de Taylor-Couette consiste en dos
cilindros concéntricos donde al menos uno se encuentra rotando, generando un flujo forzado por las
condiciones de borde. Para velocidades bajas, el fluido puede ser descrito por las ecuaciones de
Navier-Stokes donde se obtiene una solucién de un fluido concéntrico.

A velocidades mayores, el flujo comienza una transicion hacia un flujo helicoidal en
régimen laminar en donde aparecen velocidades en la direccion radial y vertical. En un fluido
newtoniano, esta transicion fue estudiada inicialmente por Taylor (1923), quien aplico la teoria de
estabilidad lineal para encontrar la velocidad angular critica en la cual cualquier perturbacion
vuelve inestable el sistema.

Este estudio es valido para un flujo newtoniano homogéneo y una geometria donde el
espaciamiento entre ambos cilindros es mucho menor que el radio de los cilindros.

Otro enfoque para estudiar la estabilidad de en este tipo de flujos es el criterio semiempirico
del gradiente de energia (Dou 2004), el cual establece que, para una geometria dada, la transicion
desde un flujo concéntrico hacia uno helicoidal comienza cuando la razon entre el gradiente de
energia en la direccion perpendicular al flujo y el gradiente de energia en la direccion del flujo
alcanzan un valor maximo. Este valor maximo se obtiene experimentalmente y solo depende de la
geometria del sistema.

Por otro lado, los estudios de mezclas entre un fluido newtoniano y particulas sélidas en
este tipo de geometrias han revelado la existencia del fenémeno de migracion de particulas hacia
zonas de menor esfuerzo de corte, generando asi un perfil de concentracion de particulas, lo que se
traduce en un perfil de viscosidad aparente del fluido y un perfil de velocidad distinto al de un
fluido newtoniano homogéneo.

Las diferencias entre los perfiles de velocidad de un fluido homogéneo y una mezcla,
ademas de la dindmica que existe entre los flujos de momentum y particulas son las razones que no
permiten extender los resultados de un fluido homogéneo hacia este tipo de mezclas.

El presente trabajo muestra el estudio de inestabilidades de Taylor-Couette en mezclas de
fluidos newtonianos con particulas solidas, desde el punto de vista experimental, y posteriormente
la utilizacion del criterio semiempirico de gradiente de energia para describir estos resultados

DISENO EXPERIMENTAL

Con el objetivo de estudiar la transicién desde un flujo concéntrico hacia uno helicoidal, se
ha disefiado una geometria de Taylor-Couette que es capaz de reproducir los efectos de migracién
de particulas en un flujo concéntrico y lograr velocidades que permitan estudiar las condiciones
criticas de estabilidad.

Se ha escogido una geometria vertical, de dimensiones h; = 150mm, r; = 595mm Yy
ro = 686mm segin muestra la Figura 1. La relevancia de los efectos inerciales frente a los
esfuerzos viscosos, caracterizadas por el numero adimensional I1; = Qd?/v, ha sido minimizada
fijando la velocidad angular maxima en Q,,., = 120 [1/min] Yy la viscosidad cinematica aparente
minima en vy,;, = 20 cP.

El cilindro exterior permanece fijo mientras que el cilindro interior es impulsado por un
redmetro rotacional “Anton Paar”, modelo “RheolabQC”, el cual tiene un rango de registro de
velocidad angular y torque de 0.01-1200 [1/min] y 0.25-75[mNm] respectivamente.

Para evitar efectos de deslizamiento de particulas con las paredes de ambos cilindros, en el
cilindro interior se han incrustado particulas y en el cilindro exterior se ha dispuesto una rugosidad
del mismo orden que el tamafio de particulas.

Los criterios de viscosidad minima experimental y no superar los registros maximos de
torques del reébmetro rotacional.



PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

Mediante el software “Reoplus” se programé rampas de aceleracion constante, desde el
reposo hasta 120[1/min], en tiempos mayores a 5 min, minimizando los efectos de inercia de
aceleracion angular frente a los esfuerzos viscosos caracterizados por el numero adimensional
I, = dQ/dt-d?/Q/v.

Las muestras fueron preparadas asegurando una velocidad de sedimentacion menor a
1[mm/min]. La concentracion de particulas de las mezclas fue calculada midiendo el volumen total
de mezcla y el volumen de particulas en un estado de sedimentacion final sin vibracién suponiendo
una concentracion de empaquetamiento ¢, = 61% (Barnes etal.,1986). Las muestras son
mezcladas durante 5 minutos y vertidas y reposadas durante 30 antes de comenzar cada ensayo.

Luego de terminado la rampa de aceleracion constante, la muestra fue filtrada y se realiz6 un
ensayo reoldgico para obtener la viscosidad del fluido puro.

Se registraron las medidas de torque, velocidad angular y viscosidad del liquido para
mezclas con concentracion de particulas de 0, 9, 19, 27, 31, 35, 38, 40, 43, 45, 48 y 50%.

hg|

Figura 1.- Instalacion experimental

PROCESAMIENTO DE LOS DATOS

Los datos experimentales de velocidad angular (Q) y el torque del cilindro interior (M)
muestran dos comportamientos totalmente distintos: primero un comportamiento lineal y luego un
comportamiento de torque creciente como lo muestra la Figura 2.

El primer comportamiento lineal es interpretado como un régimen de flujo concéntrico con
un perfil de velocidad dependiente de la distribucion espacial de las particulas y el segundo
comportamiento se interpreta como un flujo helicoidal en régimen laminar (Wasp 1977). El punto
que delimita el primer régimen se defini6 como aquel dato que maximiza la diferencia entre las
pendientes de las regresiones lineales de cada zona. Para efectos de este estudio, solo es importante
delimitar la zona de flujo concéntrico y no la existencia de una zona de transicion entre ambos
comportamientos.
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Figura 2.- Curva de velocidad angular versus torque del cilindro interior. Se han delimitado dos
zonas interpretadas como zona de flujo concéntrico y zona de flujo helicoidal.

En la zona de flujo concéntrico se puede definir una viscosidad aparente de la mezcla en la
pared del cilindro interior (u,,) como la razén entre el esfuerzo de corte en la pared interior (ty,) y
la tasa de deformacion en la pared del cilindro interior (y,,). El esfuerzo de corte se obtiene por una
relacién geométrica definida como

M

Tw = 2r?mh;C [1]

Donde C es un coeficiente de calibracion obtenido con pruebas con fluidos newtonianos de
viscosidad conocida.

La tasa de deformacion en la pared del cilindro interior se obtiene mediante la solucion del
perfil de velocidad de una mezcla de particulas en una geometria de Taylor-Couette. Distintos
estudios han demostrado que para este tipos de mezclas, en un flujo laminar, las particulas tienden a
reordenarse agrupandose en zonas de menor taza de deformacion. Phillips et al. (1992) propusieron
un modelo de migracién de particulas basado en argumentos de escala, donde los flujos de
particulas (N) son producidos por colisiones y cambios en la viscosidad.

K_u
T

Donde y es la taza de deformacion, u la viscosidad, K, y K, son coeficientes que
representan la importancia de los flujos por colisiones y cambios en la viscosidad.

Este modelo es extendido por Tetlow et al. (1997) para un rango de concentraciones medias
de particulas (¢) desde 0 hasta 50%, en donde ajusta los coeficientes experimentales en funcién de
la concentracién media de particulas
£ = 001042 + 0.1142 [3]

i
La viscosidad aparente de la mezcla puede ser descrita en funcién de la concentracién de

particulas mediante la siguiente relacion empirica Propuesta por Krieger (1959).

pe(-)” W

Donde y; es la viscosidad del liquido, u, es la viscosidad aparente de la mezcla y b es un
coeficiente de ajuste experimental.

La viscosidad aparente en la zona del cilindro interior es ajustada para obtener una
viscosidad aparente de la mezcla p,(¢p) mediante la siguiente relacion
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Donde ¢,, es la concentracion en la pared interior y ¢ es la concentracion media de
particulas. La obtencion del valor experimental b es un proceso iterativo puesto que la viscosidad
aparente se obtiene del modelo de migracion de particulas.
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Figura 3.- Razdn entre la viscosidad aparente y la viscosidad del fluido versus la concentracion
media de particulas. Los puntos corresponden a los datos experimental y la linea continua
corresponde a el ajuste de la ecuacion [4], con exponente b=1.8.

La velocidad angular en cambio de régimen (£.) es interpretada como la velocidad critica
de estabilidad de flujo concéntrico. En la practica, para la velocidad que se ha definido como critica
no es posible asegurar que el flujo es estable, por lo que es un punto donde el flujo ya no es
concéntrico. El punto critico de estabilidad de flujo puede ser descrito como un valor maximo del
numero adimensional de Taylor escrito como:

_ g Qérfre-r)*

Tac = (w/p)2rg—r} [6]

Para poder comparar con el caso de un fluido homogéneo y newtoniano, la viscosidad
representativa es la viscosidad correspondiente a la concentracion media p, (). Asi, los resultados
de nimero de Taylor critico, versus la concentracion media de particulas se muestran en la Figura 4.
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Figura 4.- Resultados experimentales del numero de Taylor Critico en funcion de la concentracion
media de particulas.

CRITERIO DE ESTABILIDAD MEDIANTE METODO DE GRADIENTE DE ENERGIA

El problema de estabilidad de un flujo concéntrico puede ser abordado con el método
semiempirico de gradiente de energia, el cual establece que, para una geometria dada, la estabilidad
de un flujo viscoso depende de la magnitud relativa entre los gradientes de energia en la direccion
transversal (OE/dr) y pérdida de energia en la direccion del flujo (0H/ds)(Dou 2004). La razén
entre ambas expresiones (K) representa la capacidad de que cualquier perturbacion pueda
desarrollar una perturbacion global en el sistema, por lo que existe un valor critico (K.) el cual
determina el comienzo de una transicion. Segun esta definicion, un flujo sera estable mientras se
cumpla la siguiente condicion.

__0E/or
K_aH/as<K° [7]

En un flujo de Taylor-Couette, ambos gradientes se pueden escribir como(Dou et al. 2007)

0E _ Z(’)(rv)
E =P r or [8]
0H rad (v
=) 9]

Adimencionalizando el estas ecuaciones con las constantes de velocidad del cilindro interior
Vo, espaciamiento entre los cilindros d y viscosidad media del fluido p(¢p), obtenemos las variables
adimensionales de velocidad (V), radio (R) y viscosidad (M,,)
V29(RV)
K=20C K& _ =Re-k, [10]
" Mu(Rﬁ(ﬁ))
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Utilizando los modelos de migracion de particulas descritos en la seccion anterior, se obtiene
que, para una geometria dada, el valor de k, es una funcion de la concentracion de particulas y el
radio, por lo que la condicion critica de estabilidad puede reescribirse como:

Re. Maxg(k,) < K, [11]

Analizando el valor de k,, observamos que existe una distribucién espacial diferente entre
los casos con y sin particulas, observado especialmente que el maximo valor de k, es proporcional
a la concentracion de particulas.

Para poder comparar este resultado, con los resultados experimentales, se puede reconstruir
el nimero de Taylor critico en funcion de la concentracion media de particulas (¢) a partir del caso
base de un fluido newtoniano sin particulas

Tac(¢) _ Max (ka($=0))" [12]

Tac($p=0)  Max (ka(¢))”

Donde Ta.(¢ = 0) es el numero de Taylor critico para el caso sin concentracion de
particulas. Este valor del nimero de Taylor para el caso newtoniano homogéneo es utilizado para
calibrar el modelo semiempirico de gradiente de energia. De los resultados experimentales
mostrados en la figura 4 se observa que el valor critico del nimero de Taylor para el caso
newtoniano homogeéneo es de aproximadamente Ta,. = 3900, por lo que utilizando la ecuacion [12]
se construye la funcién de valores criticos de Taylor para distintas concentraciones, como se
muestra en la Figura 6.

CONCLUSIONES

Para obtener una viscosidad representativa de un fluido con viscosidad variable se ha
utilizado modelos de migracion de particulas para conocer las condiciones locales de tasa de
deformacion en la zona de medicion de esfuerzo de corte. Las viscosidades obtenidas a distintas
concentraciones de particulas han calibrado un modelo de viscosidad aparente dentro de los valores
reportados (Krieger & Dougherty 1959; Phillips et al. 1992). Esta metodologia permite obtener



valores de viscosidad de la concentracién media de particulas aislando los efectos de migracion de
particulas y de concentracion de la tasa de deformacion en el cilindro interior.

La teoria del estabilidad de flujo mediante el criterio de gradiente de energia establece que,
para una geometria dada, existe un valor maximo entre la razon de los gradientes de energia
transversal y gradientes de energia en la direccién al flujo. Esto es equivalente a establecer un
numero de Taylor fijo para una geometria dada y un flujo newtoniano homogéneo. Al extender
estas relaciones hacia un flujo con migracién de particulas y una geometria dada, se observa que el
nimero de Taylor es una funcidén decreciente de la concentracion de particulas. La tendencia
decreciente del nimero de Taylor es explicada por las condiciones locales de la zona de mayor
energia; en las cercanias al cilindro interior, la migracién de particulas provoca gradientes de
velocidad mayores y viscosidad menor que favorece la propagacion de perturbaciones. Al comparar
estas condiciones con el caso homogéneo, se concluye que, para el caso con particulas, es necesario
un menor numero de Taylor para alcanzar las mismas condiciones criticas de estabilidad que en un
fluido sin particulas.
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Figura 6.- Numero de Taylor Critico en funcion de la concentracion de particulas. La linea
continua representa el valor critico segun el criterio de gradiente de energia calibrado para el caso
newtoniano y homogéneo y extendido segun la ecuacion [12].

AGRADECIMIENTOS

Agradezco a la vicerrectoria de la Universidad de Chile, que a través de su beca de “ayuda para
estadias cortas de investigacion” permiti0 que la presente investigacion fuera complementada
también en la Universidad de Cambridge. Fondecyt a través de los proyectos 11110201 y 1130910.

REFERENCIAS

Barnes, H.A., 2000. A Handbook of Elementary Rheology, England: University of Wales, Intitute of
Non-Newtonian Fluid Mechanics Aberystyth.

Dou, H., 2004. Energy Gradient Theory of Hydrodynamic Instability arXiv : nlin / 0501049v2 [ nlin
. CD ] 29 Jan 2005. Third International Conference on nonlinear Science.



Dou, H., Khoo, B.C. & Yeo, K.S., 2007. Energy Loss Distribution in the Plane Couette Flow and
the Taylor-Couette Flow between Concentric Rotating Cylinders. Inter. J. of Thermal Science,
46, pp.262-275.

Krieger, .M. & Dougherty, T.J., 1959. A Mechanism for Non-Newtonian Flow in Suspension of
Rigid Spheres. J. Rheol, 3(1), pp.137-153.

Phillips, R.J. et al., 1992. A constitutive equation for concentrated for shear-induced particle
migration suspensions that accounts. J. Physics Fluids, 4(1), pp.30-41.

Taylor, G.1., 1923. Stability of a viscous Liquid contained between Two Rotating Cylinders. The
Royal Society, 223(1923), pp.289-343.

Wasp, E.J., 1977. Solid-Liquid Flow Slurry Pipeline Transportation, San Francisco, California.



	Introducción
	Objetivo General
	Objetivos específicos
	Organización de la tesis

	Revisión bibliográfica
	Flujos en una geometría de Taylor-Couette
	Fluido newtoniano
	Mezclas sólido-líquidas no coloidales

	Inestabilidades de Taylor-Couette
	Criterio de Rayleigh para flujos de Taylor-Couette
	Criterio de estabilidad lineal
	Método de energía
	Criterio de gradiente de energía


	Diseño experimental y metodología
	Diseño experimental
	Calibración experimental
	Preparación de muestras
	Metodología del ensayo reológico
	Procesamiento de datos

	Análisis de estabilidad lineal
	Formulación del problema
	Esquema Numérico

	Análisis y presentación de resultados
	Resultados experimentales
	Viscosidad de la mezcla
	Número de Reynolds crítico

	Resultados del modelo de estabilidad lineal
	Número de Reynolds crítico
	Número de onda y velocidad de perturbación críticos


	Discusión y Conclusiones
	Discusión
	Estudio experimental
	Modelo de estabilidad lineal
	Comparación de resultados

	Conclusiones

	Bibliografía
	Anexos
	Resultados
	Desarrollo algebraico de análisis de estabilidad lineal
	Publicación
	XX Congreso latinoamericado de hidráulica

