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PROF. GUIA: JOSE CORREA HAEUSSLER

ESTUDIO DEL MECANISMO DE ASIGNACION PROPORCIONAL
APLICADO A REDES DE CONGESTION

El objetivo principal de este trabajo de memoria de titulo es estudiar la unicidad del
Equilibrio de Nash para el mecanismo de asignaciéon proporcional aplicado a Redes de Con-
gestion, descrito por Johari y Tsitsiklis [6], donde lo que se busca repartir es la capacidad
de los arcos de la red entre varios agentes interesados, cada uno de los cuales cuenta con un
conjunto de caminos en la red a través de los que pretende enviar flujo. En dicho trabajo,
se muestra que el equilibrio es tinico para el caso en que la red es en realidad un solo arco,
pero se deja como problema abierto la unicidad en una red general. Aportar al conocimiento
sobre la unicidad del equilibrio en configuraciones mas generales, es la principal motivacion
del trabajo desarrollado.

En esta memoria se aborda el problema estudiando la unicidad desde casos particulares a
situaciones més generales, obteniendo como resultado principal que el equilibrio es inico para
el caso de una red con arcos de distintas capacidades, y donde los jugadores estan interesados
cada uno en un solo camino (esto tltimo se denomina Fized Routing). Para algunos casos
particulares incluso fue posible explicitar las estrategias que definen el tinico equilibrio. El caso
més general -donde cada jugador estd interesado en varios caminos en la red- continia como
problema abierto, sin embargo se muestran aqui algunos contraejemplos a otras nociones de
unicidad que se pierden en aquel caso.

Como objetivo secundario, el trabajo desarrollado en el marco de esta memoria busca dar
una nueva demostracion de que el Precio de la Anarquia del juego en una red general es 3/4,
aplicando la técnica para el caso de un solo arco descrita por Correa et al.[3]. Dicho objetivo
se logra, en primer lugar para el caso de Fized Routing y una red con la misma capacidad en
todos los arcos, y también para el caso en que los jugadores tienen todos el mismo camino
de interés, y las capacidades de los arcos son distintas. Por la experiencia adquirida durante
el desarrollo del trabajo, es posible intuir que este es el caso mas general en que se puede
aplicar la técnica sin modificarla.

Por dltimo, se define para el caso de un solo arco, una version secuencial del mecanismo
de asignacion proporcional, donde los jugadores no actian simultaneamente sino que van
llegando en orden. Para el caso de dos jugadores, se muestra explicitamente cudl es el tinico
Equilibrio Perfecto en Subjuegos y se obtiene que el Precio de la Anarquia secuencial asociado
es 0,875. Este resultado coincide -tanto en la asignaciéon que entrega el equilibrio, como en la
eficiencia del mismo- con el mecanismo dptimo para dos jugadores definido por Sanghavi y
Hajek [12]. Para el caso de tres jugadores no es posible encontrar analiticamente equilibrios,
pero si se encuentran relaciones implicitas entre las estrategias de los jugadores que permiten
hallar numéricamente dos candidatos a equilibrio.
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“There’s an old Earth saying, Captain. A phrase of great power and wisdom and consolation
to the soul in times of need (...) Allons-y!”
-The Tenth Doctor



vi



Agradecimientos

En primer lugar agradezco profundamente a mis padres. Tratar de confinar a un pequeno
parrafo todos los aspectos por los cuales ustedes son importantes para mi, resulta sencilla-
mente infactible. S6lo quiero mencionar que hubiese sido imposible llegar hasta aqui sin su
apoyo constante y su amor incondicional. Mi principal motivaciéon para seguir adelante es
poder devolverle a ustedes, de alguna forma, todo lo que me han dado y la confianza que
depositan en mi. Este logro es suyo.

Quiero agradecer a Katherine, mi companera de vida desde que entramos a la Facultad.
Juntos las hemos pasado absolutamente todas, y s6lo td me viste en los peores momentos.
Fue precisamente en esos momentos, donde ni yo me tenia fe, que creiste sinceramente en
mi, y me diste fuerza y confianza para seguir. Pero més all4 del apoyo que siempre me has
brindado, te agradezco por siempre tratar de entenderme a pesar de lo dificil (o muy dificil)
que fuera. Eres un pilar fundamental de este logro, y de mucho mas.

También quiero agradecer a Camila, mi gran amiga desde hace cuatro anos. El paso por
el DIM hubiese sido mucho més cuesta arriba sin esas largas jornadas de conversar, reirnos,
arreglar el mundo, y también de estudiar. Has sido un gran apoyo para mi en muchos aspectos,
gracias Cami.

A todos los amigos del DIM y de la Facultad con los que comparti, especialmente a Waldo,
Giancarlo y Hugo. Gracias a todos por la buena onda y por hacer mas ameno el transito por
Beauchef.

A mi profesor guia José R. Correa, por confiar en mi para este trabajo y por ser un apoyo
constante en todo el proceso relativo a la memoria, ademas por mostrarme mas de cerca
el mundo de la investigacion. También agradezco a los profesores Alejandro Jofré y Jorge
Amaya, por tener la disposicién y voluntad para participar en esta comision.

A mi muy querida Escuela “E-10 Cadete Arturo Prat” y mi Liceo “José V. Lastarria”, por
darme las herramientas para entrar en la Facultad, pero sobretodo por darme herramientas
para formarme como ser humano.

Finalmente agradezco a mis perros, Homero y Lisa, por levantarme el animo cada vez que
llego a la casa, y por estar siempre ahi, dispuestos a jugar cuando estaba chato de la tesis.

vii



viil



Tabla de Contenido

I [accionl

[1. Nociones basicas y definicidon del Modelo|
[1.1. Definicién de Juegos y Precio de la Anarquial . . . . . . ... ... ... ...
Il|2| I&l!!!is:l!! tz;’l{ii!:!! !15 l]ll;! ls:!l !:g!ll l]ll {i!’!l!! l?{‘“{lzl ...................
[1.3. Red Generall . . . . . . . . . . .
(1.4. Juego Extendido| . . . . . . . . ...

7 E lio del Probl e Unicidad
[2.1. Caracterizacion de la solucion para un link| . . . . . . . . . ... ... ...
[2.2. Capacidades iguales v Fized Routing| . . . . . . . . . . . . ... ... ....
[2.3. Capacidades distintas y Fized Routing| . . . . . . . . . . . . .. .. .. ...

[2.3.1.  Un camino para todos| . . . . . . . ... .. ... .. ... ...
2.3.2. Distintos caminos) . . . . . . . . ... o

[2.4. Capacidades distintas y multiples caminos| . . . . . .. ... .. .. .. ...

[3. Mecanismo Proporcional Secuenciall

[3.2. Caso dos jugadores| . . . . . . . . ..
[3.2.1. Equilibrio] . . . . . . ..o
[3.2.2. Precio de la Anarquial . . . . . . .. ... oL

[3.3. Caso tres jugadores| . . . . . . . . . ...
[3.3.1. Analisis del Juego|. . . . . . . . . .. oo
[3.3.2. Busqueda de Equilibrio utilizando derivacion implicital] . . . . . . . .

|  Conclusiones y Trabajo Futuro|

[ Bibliogratfial

| Anexa

X



Indice de tablas

[3.1. Candidatos a equilibrio encontrados numéricamente.f. . . . . . . .. .. ...
[3.2. Eficiencia de los candidatos a equilibrio.| . . . . .. ... ... ... ... ..
[3.3. Resultados numéricos para el primer candidato a equilibrio.f. . . . . . . . ..
[3.4. Resultados numéricos para el segundo candidato a equilibrio] . . . . . . . ..
[3.5. Resultados numéricos para el tercer candidato a equilibrio.| . . . . . . . . ..
[3.6. Resultados numéricos para el cuarto candidato a equilibrio,. . . . . . . . ..

40
40
20
20
o1
o1



Indice de Ilustraciones

[1.1. No existe equilibrio a pesar de haber suficiente competencia.| . . . . . . . ..
[2.1. Un so6lo camino, igual para todos.| . . . . .. .. .. ... .. o0
[2.2. Red con forma de camino, distintos pares origen-destino.| . . . . . . . . . ..
[2.3. Ejemplo 2, distintos pares origen-destino con arco en comin.| . . . . . . . . .
[2.4. Ejemplo 3, distintos pares origen-destino con arco no comun.| . . . . . . . ..
[2.5. Camino en general.| . . . . . . . .. . ...
[2.6. Ejemplo de pérdida de unicidad por arcos.| . . . . . .. . ..o
[2.7. Ejemplo de pérdida de unicidad para utilidades particulares.| . . . . . . . ..

xi

21
24
24
27
28
31
32



Xii



Introduccion

El trabajo realizado en esta memoria se enmarca dentro de la Teoria de Juegos, que surge
naturalmente en situaciones de competencia estratégica entre agentes, y particularmente se
desarrolla en el area de Diseno de Mecanismos. La intuicion es sencilla: un mecanismo es
una forma de repartir estratégicamente un conjunto de bienes entre una serie de agentes
interesados, con el fin de lograr algtin resultado. Por ejemplo, se podria tratar de maximizar
el pago que recibe el vendedor de los bienes (rematador), maximizar el bienestar social,
maximizar el bienestar de los compradores, etc.

En ese contexto, en el ano 1997 Kelly [7] propone el Mecanismo de Asignacion Propor-
cional, que consiste esencialmente en repartir un bien infinitamente divisible entre varios
agentes, de forma proporcional a una valoracion expresada por ellos. Este mecanismo ha sido
ampliamente estudiado y aplicado a diversos ambitos: Cachon y Lariviere [I] muestran que
se puede aplicar a un modelo de supply, en que un proveedor debe repartir un bien limitado
entre varios interesados; por otro lado, Sinha y Anastasopoulus [I3] lo implementan en un
modelo de transmision de datos en internet. Y tal como estas, se pueden hallar multiples
aplicaciones del mecanismo.

El ambito de aplicacion que interesa particularmente para este trabajo, es el de las redes
de congestion o comunicacion, estudiado por Johari y Tsitsiklis[6]. Una red de comunicacion
es -a grandes rasgos- un grafo, en el cual las capacidades de los arcos (o también llamados
links indistintamente) son el bien a repartir. Los jugadores tienen caminos de interés en la
red, a través de los cuales pretenden enviar flujo, y compiten por las capacidades de los arcos.
Cabe senalar que esta configuracion de red y caminos tiene diversas aplicaciones, por ejemplo
para modelar problemas de reparticiéon de ancho de banda, como se puede ver en el trabajo
de Dimakis et al.[5].

Johari y Tsitsiklis muestran en primer lugar, un modelo en que se reparte la capacidad
de un solo link entre varios agentes, y prueban para ese caso, que el Equilibrio de Nash
del juego no solo existe, sino que es Unico y estd bien caracterizado por una desigualdad
variacional. Luego, generalizan naturalmente el modelo a una red con muchos arcos y agentes
que tienen varios caminos de interés dentro de ella. Es precisamente ese modelo el que motiva
mayormente el trabajo realizado en el contexto de esta memoria, ya que Johari y Tsitsiklis
muestran que para ese caso el Equilibrio de Nash existe, pero dejan abierta la pregunta de
si es tinico o no. El poder aumentar el conocimiento que se tiene sobre la unicidad, en casos
méas generales que el de un solo link, constituye el principal objetivo del trabajo realizado.

Cuando se trata de diseno de mecanismos, otra pregunta importante ademas de la exis-



tencia y unicidad de equilibrios, es la eficiencia de los mismos. El concepto de eficiencia, o
méas precisamente de pérdida de eficiencia, se rescata en la idea de Precio de la Anarquia,
concepto introducido originalmente por Koutsoupias y Papadimitriou [§], que sera definido
formalmente en el capitulo 1. Sanghavi y Hajek [I2] muestran un mecanismo que es dptimo
para una clase razonable de mecanismos wdlidos, el cual alcanza un Precio de la Anarquia
de 7/8, es decir que el “peor” Equilibrio de Nash no es peor que 7/8 del 6ptimo social para
alguna medida de eficiencia. Y ademads, muestran que esta cota no puede ser mejorada por
otro mecanismo wvdlido.

En el trabajo de Johari y Tsitsiklis [6] se prueba que, tanto en el caso de una red con un sélo
link, como en el de la red general, el Precio de la Anarquia es 3/4. Si bien la demostracion para
el caso de un arco tiene la ventaja de ser constructiva, en el sentido de entregar explicitamente
el equilibrio que alcanza el Precio de la Anarquia, ambas demostraciones -para el caso de un
arco y la red general- son bastante densas. En un trabajo de Correa et al. [3] se da una
demostracion mucho mas limpia para el caso de un link. El poder aplicar esta técnica a casos
més generales, también constituye un objetivo del trabajo desarrollado.

En el altimo capitulo de esta memoria se define un mecanismo de asignacién proporcional
secuencial, donde los jugadores no realizan sus apuestas o bids simultaneamente, sino que van
llegando en instantes distintos. Este tipo de mecanismos se ha vuelto de particular interés
ultimamente puesto que modelan mejor la realidad, ya que muchas veces es imposible que
todos los jugadores apuesten exactamente al mismo tiempo. Paes Leme, Syrgkanis y Tardos [9]
definen el concepto de Precio de la Anarquia Secuencial para este tipo de juegos, y muestran
que muchas veces la eficiencia mejora sustantivamente, ya que por la racionalidad secuencial
se eliminan algunos casos patoldgicos de equilibrios, que llevan a tener Precios de la Anarquia
elevados en las versiones simultaneas. Sin embargo, el desarrollar una version secuencial de
un juego no siempre garantiza mejoras en la eficiencia, tal como se puede ver en el trabajo
de Correa et al. [2], donde se muestra que la pérdida de eficiencia de la version secuencial de
los juegos de ruteo es no acotada, incluso en el caso lineal.

Con respecto a este mecanismo secuencial, el objetivo es estudiar la unicidad y forma de
los equilibrios, ademés de comparar la eficiencia -en términos de Precio de la Anarquia- de
esta version secuencial versus la simultanea.

Finalmente, en las conclusiones se plantearan algunas lineas a seguir en un trabajo futuro,
a partir de lo desarrollado aqui; principalmente relacionado a la unicidad para el caso més
general de una red de congestion, y a la estructura del juego secuencial.



Capitulo 1

Nociones basicas y definiciéon del Modelo

En la primera secciéon de este capitulo se introducen las definiciones basicas de Teoria
de Juegos para poder definir un Juego con propiedad. Las definiciones aqui entregadas son
consistentes con las que se pueden encontrar en [I1]. Méas adelante, en las siguientes secciones,
se presenta el modelo descrito por Johari y Tsitsiklis [6], que da el contexto para el trabajo
desarrollado en el marco de esta memoria.

1.1. Definicién de Juegos y Precio de la Anarquia

Definicién 1.1 Juego en forma normal
Un juego estd caracterizado por una tripleta (N, S,U), donde:

e N={1,...,n} son los jugadores.

e S =5 x---x .85, es el espacio de estrategias, donde cada S; corresponde al espacio
de estrategias del jugador i, que no es otra cosa que el conjunto de acciones que puede
tomar el jugador 1.

o U={uy,...,u,} es una familia de funciones de pago, donde u; es el pago del i-ésimo
Jugador.

La dindmica es que cada jugador elige una estrategia s; € 5;, y debido a ella recibe un
pago u;(s) = ui(S1,...,8,.-.,8,) que depende no solo de su propia eleccién de estrategia,
sino que de las estrategias elegidas por todos los jugadores.

La idea de solucion del juego la entrega el concepto de Equilibrio de Nash, que intuitiva-
mente se refiere a un estado en que todos los jugadores estdn conformes, en el sentido de que
no tienen incentivos a desviar su estrategia unilateralmente.

Definiciéon 1.2 Equilibrio de Nash

Un perfil de estrategias 5 € S se dice Equilibrio de Nash si:



VieN Uz(g) Z Ui(Si,g_i) VSZ‘ S Sz
donde s_; = (8;)j2 son las estrategias de todos los jugadores distintos a i.

Las definiciones son naturales si en lugar de buscar maximizar una funcién de pago, lo
que hacen los jugadores es minimizar un costo. A partir de un Equilibrio de Nash, uno
puede cuestionarse si esa situacion -donde cada jugador estd conforme con su resultado- es
o6ptima para el colectivo de jugadores. Esa pérdida de bienestar, debido a competir versus una
situacion donde hubiese un planificador central, que coordina una solucion 6ptima pensando
en el colectivo, es lo que trata de recoger el concepto de Precio de la Anarquia, definido
originalmente por Papadimitriou y Koutsopias [§].

Definicién 1.3 Precio de la Anarquia

Consideremos un juego en que se busca minimizar costos u; : S — R, y donde ademds
eriste una funcion de costo social C : S — [0,00), cuyo valor minimo es C. Se dice que el
juego tiene Precio de la Anarquia (PoA) « si para todo Equilibrio de Nash s, se tiene que:

C(s) < aC.

Observacion: Intuitivamente, el PoA nos dice qué tan mal lo hace el peor Equilibrio de
Nash. La definiciéon aqui entregada es muy conveniente por su flexibilidad, en el sentido de
que no explicita cudl es la funcion de costo social a considerar. Tipicamente se usa como costo
o beneficio total la utilidad agregada, esto es sumar las utilidades de los jugadores evaluadas
en alguna asignacion; pero podria haber casos en que el beneficio social que se persigue sea
distinto, y por eso la flexibilidad de esta definiciéon es importante. Existen formas alternativas
de definir el mismo concepto, pero que son equivalentes: para una muestra ver el trabajo de
Sanghavi y Hajek [12].

El dltimo concepto previo importante es el de Mecanismo, que intuitivamente se refiere a
un método para asignar uno o maés bienes entre jugadores interesados, y que tienen distintas
valoraciones por dichos bienes.

Supongamos que todo jugador ¢ € N posee una valoraciéon v; por un recurso. A priori uno
quisiera repartir el recurso de manera de optimizar segiin las valoraciones, pero en general las
valoraciones son informacion privada. Luego, lo que se hace es que cada jugador entrega una
declaracion estratégica de su valoracion, con lo que se construye un perfil de declaraciones
w = (wy, ..., wy).

Definicion 1.4 Mecanismo Directo

Un mecanismo directo queda definido por un par de funciones (f,p), de asignacion y
pago respectivamente, tales que la asignacion x; del jugador i es x; = f;(w), y lo que debe
pagar es p;(w). Donde w = (wy,...,w,) son las declaraciones de los jugadores mencionadas
anteriormente.

A continuacion podemos comenzar a establecer con propiedad el modelo en el cual se
desarrolla el juego de interés para este trabajo.
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1.2. Modelo basico de una red con un soélo link

Supongamos que existe un conjunto R de jugadores interesados en utilizar un arco con
capacidad C' > 0. Se supone ademaés, que cada agente o jugador esta representado por su
funcion de utilidad U, : Ry U {0} — R, U {0} que es concava, estrictamente creciente y
continuamente diferenciable. Cada jugador r € R, recibe una utilidad U,(d,.) si se le asigna
una porcion d,. de la capacidad C.

El mecanismo de asignaciéon funciona de la siguiente forma:

e Cada jugador r € R, hace una oferta o apuesta (bid) w, > 0 por la capacidad del arco.
Este seré el costo que pagard cada jugador por su asignacion.

e Dado el vector de ofertas w = (w, : r € R), el arco decide cobrar un precio y =

ZTER Wy
C

e Finalmente, se le asigna a cada jugador su apuesta dividida por el precio pu del bien, es
decir una cantidad proporcional a su apuesta:

, uniforme para todos los jugadores.

g W wl
Y
reRr

Cabe senalar que claramente el mecanismo asigna toda la capacidad del arco, lo que se aprecia

inmediatamente pues Z d.=C.
reR

Observacion: Este mecanismo no hace discriminacién por precio entre jugadores, es decir,
“cobra” el mismo p a todos. Existen otros mecanismos que discriminan en precio segin el
tipo de jugador interesado, por ejemplo cobrando més al de mayor valoracién, o menos al
que vaya a comprar més volumen. Un ejemplo de un mecanismo que discrimina en precio y
es O6ptimo en términos de eficiencia, se puede hallar en [12].

Establecidas ya las estrategias de los jugadores, que corresponden a las apuestas (w, > 0),
y también el mecanismo de asignacion, solo resta definir formalmente los pagos para que el
juego esté completo.

Definicién 1.5 Pagos del Juego

Al igual que antes, se usa la notacion w_, para referirse a todas las ofertas de los jugadores
que no son r. Dicho lo anterior, el pago de un jugador r estd dado por:

U, (£>—wr st w, >0
ZSER Ws
U, (0) st w, = 0.

Qr (U)T, w—r) -

Una vez definidos los pagos del juego, el Equilibrio de Nash se define a partir de ellos
naturalmente como sigue:



Definicién 1.6 Equilibrio de Nash

Un FEquilibrio de Nash -en adelante NE- del juego definido por los pagos {Q,}rcr, €s un
vector w > 0 tal que para todo r:

Qr(wr;wfr) > Qr(wr;wfr) v Wr > 0.

Observacion: El pago definido anteriormente presenta una discontinuidad en w, = 0 cuando

Z wg = 0. Este hecho es particularmente importante, ya que puede hacer que no exista
SER: s#r
NE en el juego; un ejemplo de aquello es mostrado por Johari y Tsitsiklis [6]. Afortunada-
mente, los autores también muestran que dicha dificultad se soluciona agregando suficiente
competencia, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.7 Existencia y Unicidad de NE

Si R > 1, entonces eziste un unico NE w > 0 del juego definido por {Q,}rcr, €l cual
satisface que ) _pw, > 0. Ademds, en este caso, el vector d definido por componentes como

Wy . . .. .
d, = —=—, es la unica solucion del problema de optimizacion:

ZSER Ws

(GAME) méx ) _U,(d,)
reR

ZdTSC

reR

d,>0 VreR.

. d, d. (1 [*
Con U, = (1 — 5) U.(d,) + vel (d_r/o Ur(z)dz)

En la demostracion del Teorema se obtiene -en un paso intermedio- una caracterizacion
variacional del equilibrio, que se enuncia a continuacion como Corolario.

Corolario 1.8 El vector w es un NFE ssi al menos dos componentes del vector w son positivas,
y para todo r se tiene la siguiente condicion:

w w S cpW
Ul —" ¢ 1— — " ) = &seR 75 o . >0
" (ZSERwS ) ( ZseRws) C s =

ZSER Ws

/(0) <
U0 = =55

st w, = 0.
Johari y Tsitsiklis también muestran un resultado para el Precio de la Anarquia del me-
canismo en este caso, pero para eso antes hay que definir lo que se considerarad un 6ptimo

social en este juego.

Definicién 1.9 Un dptimo social del juego es una solucion al problema de maximizacion de



la utilidad agregada, o sea un vector d° solucion de:

(SYSTEM) max» _U,(d,)
reR

Zdrgc

reR

d, >0 YreR

Observacion: Notemos que este problema tiene solucién porque la funcion objetivo es con-
tinua y la region factible es compacta. Ademas, como la region factible es convexa, si las
funciones U, son estrictamente concavas, el 6ptimo social no sélo existe, sino que es tnico.

Teorema 1.10 Precio de la Anarquia 3/

Supongamos que U,(0) > 0 para todo r y denotemos d° a un dptimo social. Sea ademds
d% la vinica solucion de (GAME), entonces se cumple:

PILACIESS reATS)

reR re€ER

Observacion: Como se mencion6 antes, la demostracion original de este teorema fue hecha
por Johari y Tsitsiklis [6], sin embargo una demostracion alternativa puede encontrarse en
el trabajo de Correa et al. [3]. Lo positivo de la demostracion que aparece en el trabajo de
Johari y Tsitsiklis es que es constructiva, en el sentido de que entrega explicitamente el caso
que alcanza el PoA. Dicho caso se muestra como Corolario a continuacion.

Corolario 1.11 Dados R > 1 jugadores, el peor NE (es decir aquel que entrega el valor del
PoA) ocurre cuando todos tienen utilidades lineales U, (d,) = a,d,., tales que max a,, = 1 -que
sin perder generalidad se asume que es oy~ y:

1.3. Red General

Una vez estudiado el caso de s6lo un arco a repartir, la generalizacion natural es estudiar
una red con numerosos arcos. El modelo se generaliza como sigue:

Consideremos un conjunto R de jugadores y una red con un conjunto J de arcos, cada
uno con capacidad C; > 0. Ademaés, se asume que existe un conjunto P de caminos en la
red que son de interés para los jugadores. Cada camino p € P usa una serie de arcos j, si
un arco j sirve al camino p se denota 7 € p. Cada jugador r tiene una coleccién de caminos
disponibles a través de la red, si el camino p es de interés para r se denota p € r. Se asume,
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sin pérdida de generalidad, que para un camino p existe un tnico r tal que p € r. No se
pierde generalidad pues, si dos jugadores estan interesados en el mismo camino, simplemente
los numeramos dos veces en el conjunto P de caminos.

Definicién 1.12 En este modelo generalizado, el dptimo social es una asignacion que re-
suelve el siguiente problema:

(SYSTEM) méax» U.(d,)

reR
Z yp<CiVjed
peP: jep
dr:Zyp VreR
per
ypZOVpEP.

El mecanismo en este caso funciona de la siguiente forma:

e Cada jugador r hace una oferta wj > 0 por cada arco j en la red. El vector con las
estrategias de r se denota w, = (wj, : j € J).

e Dado el vector de estrategias w = (w, : r € R), en cada arco j se asigna a cada jugador
r, una cantidad x; proporcional a la oferta, es decir:

w;, C:
Jr&g .
——  siwj >0
_ g W;
Tjr = Js
SER
0 st wj, = 0.

Observacion: En rigor lo que se hace es definir un precio uniforme en cada arco y
luego asignar la apuesta dividida por el precio, al igual que en el caso del juego con un
arco.

e Para r, se define su vector de asignaciones como z,(w) = (z;(w), j € J), y su asigna-
cion total d,.(z,(w)) se define como la solucion del siguiente problema de flujo méximo:

(FM) mix» y,

peET
Z yp < x;p VyeS
pET: JEP
yp>0VpeP.

Definiciéon 1.13 Pagos y NE

A partir de d.(z,(w)) se define el pago del jugador r como:

Qr(wy, w—) = Up(dr (2, (w))) — Zwﬁ“'

jeJ



Donde en realidad la suma w;,. serd solo sobre los arcos j de interés para el jugador
J )
jeJ
puesto que en los arcos que no usa naturalmente apostard 0. En consecuencia un NE es un
vector w > 0 tal que ¥V r

Q (W w_y) > Qr(wp;w_y) ¥V w,. > 0.

Observacion: Un comentario sobre la notacion que se utilizaré en el resto de esta memoria.
Para todas las cantidades que dependan tanto de jugadores como de arcos (por ejemplo x o
w) se utilizaran los sub inidices jr, es decir el primer sub indice se refiere al arco, y el segundo
al jugador. Esto sera valido para cualquier cantidad que dependa de arcos y jugadores que
se defina en esta memoria.

Un problema que tiene esta forma de generalizar el caso de una red con un sélo link, es
que no necesariamente existe NE para esta configuracién. De hecho, ni siquiera existe para
grandes cantidades de jugadores, ya que por la diferencia de capacidades pueden ocurrir
cuellos de botella donde haya jugadores pagando méas de lo necesario por algin arco, como
se puede apreciar en el siguiente ejemplo de Johari y Tsitsiklis [6].

Ejemplo 1 Supongamos que existen R > 1 jugadores que quieren usar el mismo camino
consistente en dos arcos, de capacidades C; y Cs, donde Cy >> (. Los jugadores tienen
utilidades U, estrictamente crecientes, concavas y continuas.

S t

~
O c O s O

Figura 1.1: No existe equilibrio a pesar de haber suficiente competencia.

En primer lugar notemos que el flujo que enviara cada jugador por la red, es decir la
solucion al problema (FM) definido antes, serd d, = min{xy,(w),x9.(w)}. Esto se probara
formalmente en el Lema del capitulo 2, por ahora lo consideramos cierto sin demostrar.
Ahora bien, razonemos por contradicciéon suponiendo que existe NE w del juego.

e En primer lugar notemos que se apuesta positivamente en ambos arcos, es decir:
ZreR wjr > 0 V5 = 1,2. Para ver esto primero supongamos que nadie apuesta en
ningtin arco, i.e. Y _pwi, = Y .p W2 = 0. En este caso, cualquier jugador r apostan-
do € en cada arco se lleva d, = min{C}, Cy} = C, y como la utilidad es estrictamente
creciente entonces para ¢ suficientemente chico si le conviene desviarse. Luego esta
situacion no es NE.

Supongamos ahora que Y _pwi, =0y Y _pwa > 0,y consideremos un jugador r
que esta apostando positivamente en el segundo arco, es decir wsy, > 0. Ese jugador esta
obteniendo d, = min{0, xe.(w)} = 0. Luego, claramente tiene intenciones a desviarse
bajando su pago wsy, a cero, pues se seguird llevando lo mismo pero pagando menos,
en consecuencia esta situacion tampoco puede ser equilibrio. Analogamente se prueba
que Y cpwir >0y > pwsy = 0 tampoco es equilibrio. Por lo tanto, si w es NE se
debe cumplir que > _,w; >0Vj =1,2.
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e Ahora bien, como hicimos notar en la definicion del mecanismo, éste reparte completa-
mente la capacidad de los arcos, luego tenemos las siguientes relaciones:

w1, Cy —C
= =0
reR ZTER Wir
W, Cy
Sentn
reR rer Wor
Como € << (b, necesariamente existe r tal que <21=C1 w2rC2 v on consecuencia
2 reR Wir > reR War
d, = <2=CL_ Por lo tanto, ese jugador tiene motivacion a bajar su pago ws, ya que se

ZTERU}I"‘
seguiré llevando el mismo d,, pero pagando menos. Luego w no puede ser NE.

Resumiendo, un NE w debe cumplir que se apueste positivamente en ambos arcos, pero a
la vez esto provoca una contradiccion en las estrategias de los jugadores. En conclusion no
existe NE para esta configuracion.

1.4. Juego Extendido

Es por lo anterior que los autores consideran extender el espacio de accion de los jugadores,
en el sentido de permitirles no sélo apostar para llevarse capacidad en un arco, sino que
también “pedir” capacidad cuando las apuestas totales por ese arco sean 0, para asi no
incurrir en el problema de “cuello de botella” que presenta la red del Ejemplo [1|. Esta idea
se formaliza en la presente seccion.

Ahora las estrategias de los jugadores no s6lo son ofertas, sino que ademéas pueden hacer
peticiones de capacidad por cada arco, que tomaran efecto cuando nadie oferte por dicho
arco. Mas formalmente, para un jugador r la estrategia ahora es un vector o, = (¢, w,),
donde ¢, = (¢;r : j € J) representa las peticiones hechas por el jugador en cada arco de la
red, y w, es el mismo de antes.

A partir de las estrategias de todos los jugadores, el mecanismo opera ahora, para cada
jugador r, de la siguiente forma en la cada arco j:

w;C
e Si ¥ w,, >0, entonces: r;,(0) = =<1—.
SEZR " ! ZSER Wis
e Si ijs =0y Z ¢js < C;, entonces: z;,.(0) = ¢jy.

seR SER
e En otro caso se asigna 0.

Luego, la asignacion que recibe un jugador en cada arco queda definida en términos del
perfil de estrategias o:

zr(0) = (25(0), j € J).

Asi, su asignacion total es d,.(x,.(0)), con d, el 6ptimo del problema de flujo méximo (FM)
con capacidades z;.(0). Analogamente al caso no extendido, el pago del jugador r es:
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T(op0-0) = Updr(2r(0))) — Zwﬂ'

JjeJ

En consecuencia, un NE se define naturalmente como un perfil o que verifica lo mismo que

en la Definicion [L13]

Efectivamente esto se trata de una extension del juego original ya que, como se prueba
en el siguiente teorema de Johari y Tsitsiklis [6], los NE del juego original siguen siéndolo al
extender el espacio de estrategias.

Teorema 1.14 Asumamos que para todo r la funcion de utilidad U, es concava, no decre-
ciente y continua. Supongamos ademds, que w es una estrategia para el juego no extendido
definido por {Q,},cr. Para cada r, definamos su peticion en cada arco j como:

w]'er

Qjr = ZseR Wis

0 51w, = 0.

51w >0

Y dado ¢, definamos para todo r, o, = (¢, w,). Entonces cada usuario recibe exactamente
el mismo pago en el juego extendido y en el normal, i.e.,

Tr(ar; U—r) = Qr(wra w—r)'

Luego, siw es un NE del juego definido por {Q,},cr, entonces o es un NE del juego definido
por {TT}TER'

Teorema 1.15 Existencia de NE y Precio de la Anarquia.

Asumiendo que para cada r la funcion de utilidad es concava, no decreciente y continua,
entonces siempre existe NE del juego extendido. Ademds, el Precio de la Anarquia con este
mecanismo exstendido sigue siendo 3/4.

DEMOSTRACION. Ver [6].

]

Observacion: (i) Es justamente a partir de este teorema que nace la pregunta que motiva
principalmente el trabajo realizado en el contexto de esta memoria, ya que los autores
s6lo prueban existencia y dejan abierta la pregunta sobre la unicidad. Lo que se
buscara probar en el siguiente capitulo es la unicidad del NE, en términos
de flujo. Este es el concepto de unicidad més interesante, ya que en el caso de las
estrategias basta ponderarlas todas por alguna constante y la asignacion seguiria siendo
equilibrio.

(ii) Es importante sefialar, que en este juego extendido las hipotesis para existencia del NE
-y en consecuencia, para el teorema del PoA- son mas débiles que en el caso de una red
con un solo arco, eso le agrega una dificultad extra al juego general.
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Capitulo 2

Estudio del Problema de Unicidad

2.1. Caracterizacion de la soluciéon para un link

Antes de comenzar con el estudio del problema de unicidad propiamente tal, se presenta
un lema que explicita la forma de la solucion en el caso del juego en una red con un sélo arco,
para el caso particular de funciones de utilidad lineales. Esto seré ttil més adelante, ya que
permitira resolver un par de ejemplos para ganar intuicién sobre la unicidad del NE.

Lema 2.1 Dados R jugadores con funciones de utilidad lineales U;(d;) = a;d;, la solucion al
sistema del Corolario con un arco de capacidad C', es para todo i € R:

R R
m-1)c o [Haj-zi—(R—z)Haj

j=1 j=1 gAY J#i
Wi = R R 2
(H 1 )
a> . —
J § :
=1 =1

Y en consecuencia la asignacion, para todo v, es:

R
H%"Zi—(}?—?)r{%]
j=1  g#i J#i

R

R
o> -
a .. JE—
J
=1 =1

Esto se tiene para todo i por la simetria del problema.

C

€T; =

DEMOSTRACION. Se sabe por [6] que la solucion al sistema del Corolario es dnica, asi que
para probar el lema basta ver que los w; satisfacen el sistema. So6lo para ilustrar se separa la
demostracion en el caso R=2y R > 2.
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Si R = 2: Entonces la forma que deberian tener los w; es:

Coyon - o Coajay - a
W =— Wy=—"
(o + ap)? (o + az)?
Primero, verifiquemos que a partir de estos w; se obtendrian los x;:
w,C C?aay (a1 + ag)? a,C
1‘1 = = 5 . = .
wy +wy (a1 +an)? Cajas(ag +as) ag + ao

Donde la primera igualdad es por definiciéon del mecanismo y la segunda por la forma
de los w;. Anélogamente,
UJQC OéQC
:L‘2 = =
wy + Wa aq + o
Luego si se obtienen las asignaciones a partir de las apuestas. Ahora bien, falta ver que
los w; efectivamente satisfacen el sistema:

w1 w1 + Wo
1l ) =—= 2.1
011< w1+w2) C ( )

Wo w1 + Wo
l1-—=— 2.2
aQ( w1+w2) C ( )

Por simetria basta estudiar s6lo (2.1), se comienza con el lado izquierdo de la ecuacion:
Ca2ay (a1 + ap)? B o oo
(03] - : = 1 — =
(Oél + 062)2 Calag(oq + Oéz) a1 + Qi a1 + Qo
Por otro lado, el lado derecho de (2.1) es:
wy +wy  oqag(on o) o
C (Oél + 042)2 aq + (%))

Luego, para el caso R = 2 se tiene la igualdad.

Si R > 2 : Entonces se busca la forma general que se da en el enunciado del lema.
Estudiemos en primer lugar si es que a partir de los w; se obtienen los x;. Para ello, en
principio veamos coémo luce la suma de los w;:

(R-1C]]a, [Haj.zi_m_anaj]

g#i ) i

2
R
=1 H 1 )
a Y —
J
j=1 A

R [ R
_ (R it : S 1 aij_m_g)Haj]

HO‘J"ZJ> =1 Lj=1 J#i iy gFe 4
¥l =

Jj=1 J=1

Estudiemos el término A:
R

A:Haj-zzaij—(z%—z)znaj:

i=1 j#i i=1 ji
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1 1 1 1
S —+ .+ — 1+ —(R—-2 “erQUR—
I |a3 a2+ +OtR+ +041 + +aR71 ( Nag---ag+...+ap---ar_y

j=1 ——— N ~ ) )
= B ~ [Ijz1 05 Hj;éR Qj
J#L o Zj;ﬁR OT]’

Notando que en la primera parte de la expresion anterior cada 1/«; aparece (R — 1)
veces, se tiene:

1
A:(R—l)HOéj‘Za—j—(R—2)[062"‘0[34‘...4‘@1"'0&1%1}
7j=1 7=1

=(R—Dfag--agp+...+a;---ag1]| — (R—=2)[az---ar+ ...+ ay- - ar_1]
R Ry
:O./Q"'OéR—I—...—f-Oél"'O[R_l:Haj'za—j

7=1 j=1

Por lo tanto tenemos que:
R R

1, 55 P 1
j=1 j=1 7 j=1 j=1 7
Luego se tiene lo buscado,
R
1
C [Haj.zz—uz—z)ﬂaj
_owiC L= A i#i

Ti = g o R R

> [Lor-2

=1 j=1 j=1 "7

Ahora resta ver que los w; satisfacen el sistema de ecuaciones del Corolario Dada
la simetria del problema, basta verificar que se tiene para w; la siguiente igualdad:

R
wy D el Wi
ap [ 1— = = 2.3
( zf’;lw) c 2

Estudiemos primero el lado izquierdo:

R
[Tos- >~ -],
a 1= j#1 j#1
R R
H%'Zi
) = =
R
Ha] —+(R—2)Ha]
_ o1 o j#1
=, R R
[Tes > —
| j=1 j=1 "7 i




Que es exactamente lo mismo que el lado derecho, con lo que queda probado el lema.

]

2.2. Capacidades iguales y Fired Routing

En esta seccion se analiza el caso en que hay capacidades iguales en todos los arcos, y
ademas cada jugador estd interesado tnicamente en un camino en la red, esto ultimo es
lo que se denomina Fized Routing. Antes de comenzar con el analisis propiamente tal, un
comentario sobre la notacion: como en este caso los jugadores tienen so6lo un camino, entonces
se alivianard la notacion eliminando la referencia de p como camino, es decir se denotard
simplemente j € r cuando el arco j esté en el camino del jugador 7.

Ahora bien, en primer lugar demostraremos un lema que seré 1til en general para el caso
de Fized Rouling, tanto para capacidades iguales como distintas.

Lema 2.2 En el caso de Fized Routing, el flujo que obtiene cada jugador r como solucion
del problema (FM) es,

d, = min{z;.(c) : jer},
donde los x;,(0) son las asignaciones que obtiene en cada arco j.

DEMOSTRACION. Reescribamos el problema de flujo méximo (FM) para el caso de Fized Rou-
ting:

(FM) méxd,
d <z;;Vjer
d.>0.

Supongamos por contradiccion que existe r para el cual d,., valor 6ptimo del problema (FM),
verifica que d, # min{z;.(c) : j € r}. Eso nos da dos casos para analizar:
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e Si d, > min{xj. (o) : j € r}, entonces 3 j € r, d. > xj., lo que viola la restricciéon
de capacidad del problema (FM). Esto claramente es una contradiccion pues d, es en
particular factible.

e Sid, < min{z;(0): j € r}, entonces para todo j € r la restriccion de capacidad es
inactiva, por lo que quedaria holgura para ampliar el valor de d,., y en consecuencia no
podria ser 6ptimo.

Luego, la tnica opcion posible es d, = min{x;. (o) : j € r}, lo que prueba el Lema.

O

Cabe senalar que, en adelante en este trabajo, de no explicitarse lo contrario, siempre se
estard asumiendo que los jugadores tienen funciones de utilidad concavas, no decrecientes y
continuas.

Ahora bien, en el paper de Johari y Tsitsiklis [6], una vez que se demuestra la existencia de
NE en el juego extendido, se menciona -pero no se prueba- que se puede demostrar unicidad
en el caso que se estudia en esta seccion, es decir en que C; = C' > 0V j , y cada jugador
estd interesado tinicamente en un camino de la red. Este caso constituye el primer paso del
trabajo realizado en el contexto de esta memoria en pos de la unicidad. Antes de proceder
con dicho resultado, se presenta una proposicion que explicita el iinico NE en términos de
flujo, para el caso particular en que todos los jugadores comparten un arco.

Observacion: Notemos previamente que una situaciéon donde no se apuesta positivamente
y sOlo se pide en los arcos, no sera considerada como un NE ya que esto s6lo se daria en el
caso particular de que los jugadores tengan utilidades constantes a partir de cierto punto.
Esta consideracion es valida para todo lo que resta de esta memoria, a no ser que se explicite
lo contrario.

Proposicioén 2.3 En el contexto de Fized Routing y capacidades iguales a C>0 en todos los
arcos, st en la red existe un arco en comin para todos los jugadores entonces el NE es unico
en términos de flujo. Mds aiun, dicho flujo es igual a la asignacion que obtienen en ese arco
comaun.

DEMOSTRACION. En efecto, en primer lugar asumamos s.p.g. que sélo existe un arco en comin,
al final de la demostracion veremos por qué no se pierde generalidad. Sea ahora o = (w, @)
un NE, y d el vector de flujo debido a él. La demostracién procede en dos etapas:

e Primero veamos que todos los jugadores deben obtener la misma asignacion en los arcos
donde apuestan positivo, cuando se esté jugando un NE. Supongamos que existe r que
apuesta positivamente en dos arcos, digamos i y j, tal que z;,(0) # x;.(0). Sin perder
generalidad asumimos que z;,.(0) < xj.(0), luego del Lema [2.2| tenemos que:

dr < x5 (0) < x4,(0).

Por lo tanto, el jugador r tiene incentivos a bajar su pago en el arco j, manteniendo su
nivel de flujo. Esto contradice el hecho que o sea NE, lo que prueba lo deseado.
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e Ahora veamos que necesariamente se debe apostar positivamente en el arco en comun.
Sea k el arco comiin, y supongamos por contradiccion que alli no se apuesta positiva-
mente y solo se pide. En consecuencia deben existir al menos dos arcos, digamos ¢ y 7,
donde si se apuesta, ya que cada jugador debe apostar en algiun arco (por la observacion
anterior) y estamos suponiendo que no hay mas arcos comunes salvo k.

Ahora bien, en los arcos donde se apuesta se satura la capacidad, luego se tiene que:

Y zi(o)=C=) w;(0).

reR; T’GR]'
Donde R; y R; son los conjuntos de jugadores que usan el arco 7 y j respectivamente.
Por otro lado, para que sblo pedir en el arco k tenga sentido se debe verificar lo siguiente:

rERy
Como el arco k es comin a todos los jugadores entonces se tiene que:
|Ri| < |R|y [R;] <|Rp|
En consecuencia, debe existir un jugador 7 € R; U R; (asumimos s.p.g. que 7 € R; N R;)

tal que x;7(0) > ¢pr, lo que implica que 7 tiene intenciones a desviarse apostando € > 0
en k y llevindose toda la capacidad.

Uniendo los dos puntos aqui demostrados tenemos que, de existir un arco en comin se
apuesta alli, y ademéas se obtiene la misma asignacién en todos los arcos donde se apuesta
positivo, lo que prueba lo deseado.

Finalmente una justificacién para el hecho de que no se pierde generalidad al considerar
un dnico arco en comun. De haber mas de un arco en comun, se puede apostar en todos
ellos o s6lo en algunos y en el resto pedir; dichas situaciones corresponderian a equilibrios
“distintos”, pero el flujo en todas ellas seguiria siendo el mismo, luego no se perderia la
unicidad que interesa a este trabajo.

]

Observacion: Lo anterior sugiere que el iinico NE del juego en términos de flujo, es apostar
en el arco en comin y en el resto pedir solamente.

A continuacion, se enuncia y demuestra el Teorema més general de esta seccidon, corres-
pondiente a Fized Routing y capacidades iguales.

Teorema 2.4 Unicidad del NE

En el caso en que todas las capacidades son iguales a C' y cada jugador estd interesado
unicamente en un camino de la red, el NE del juego es unico. Ademds, el flujo en este caso
estd caracterizado como la solucion de un problema de oplimizacion.

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar, que podriamos suponer que todas las capacidades
son iguales a 1 para alivianar la notacién, pero mantendremos C' en los desarrollos para -de
ser necesario- poder comparar méas facilmente los resultados con el trabajo futuro cuando las
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capacidades no sean iguales. Por otro lado, como cada jugador cuenta con un sélo camino en
la red, del Lema [2.2 sabemos que su asignacion es: d, = minjey z;y.

Procedamos ahora con la demostracién en varios pasos:

e En primer lugar se define el siguiente problema (GAME) para redes, cuyo 6ptimo sera
equivalente al NE del juego:

(GAME) méx Y _U,(d,)
reR
Z d.<C VjelJ
TERj

d->0 VreR.

- d, d, (1 [*
Donde R, ={re R: jer}tyU = (1 — 5) U.(d,) + rel (d_/ Ur(z)dz). La
r Jo
funcion objetivo del problema es estrictamente concava y la region factible es convexa,
luego el 6ptimo es tnico y queda completamente caracterizado por las condiciones
estacionarias que da KKT:

Up(de) (1 =) = DN

Jjer
/
Ul0) < E Aj.
JjeEr
e Ahora entregamos una condicidon necesaria para ser NE en este juego:

Lema 2.5 Un NE del juego con capacidades iguales y Fized Routing, no depende de
las peticiones ¢j, de los jugadores.

DEMOSTRACION. Lo que se desea probar en este Lema es que en una condicién de equi-
librio, el flujo obtenido no puede venir determinado tnicamente de arcos donde no se
esté apostando y solo se esté pidiendo.

Supongamos que existe NE 0 = (¢, w), tal que existe un jugador 7 para el cual su
asignacion d; esta determinada por un arco k, donde se esta apostando 0y solo se esta
pidiendo. Luego, d; = minz;;(0) = ¢r.

JET

Esto claramente contradice el hecho que sea NE ya que podria apostar € > 0 en ese
arco y aumentar estrictamente su asignaciéon, y en consecuencia su utilidad.

]

Observacion: Si existiera el caso en que el minimo d, se alcanza en arcos donde se
apuesta, y también donde sélo se pide, se entendera que el NE no esta dependiendo de
las peticiones. Por lo tanto, el Lema es consistente.

e Caracterizacion del NE
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Proposicién 2.6 o es NE del juego ssi la asignacion no depende de las peticiones ¢j,,
y ademds para todo r se tiene la siguiente condicion en los arcos donde se alcanza el

minimo:
Vr U’ <—ijC' ) (1 _ Y ) < min —ZSEijs
"\ e Wys Y scrWis ) — der ¢
w.
U7(0) < min 2=
1(0) < min &2

DEMOSTRACION. En efecto, probemos la doble implicancia:

Sea o un NE del juego. Del lema anterior se sabe que no depende de ¢, para ningin 7.
Luego, el pago Q. (w,,w_,) es estrictamente concavo y diferenciable como funcion de
wjy, por lo que se optimiza en el NE y verifica la condiciéon de optimalidad:

VQr(wr, w_r) <0.

Esta condicion solo se vuelve interesante en los arcos donde se alcanza el minimo de la
asignacion (en los otros casos se obtiene 0 < 1), y de la demostracion de la Proposicion
, sabemos que estos arcos no son otros que los mismos donde wj, > 0, ya que vimos
que donde se apuesta positivo se debe obtener la misma asignaciéon. En estos arcos 7,
donde se alcanza el minimo, queda:

Zr Wir Zr Wiy ¢ Zr Wir Z’r‘ Wir jer ¢

En consecuencia, la primera implicancia queda demostrada.

Supongamos ahora que tenemos o que cumple la condiciéon y que no depende de ¢.
Como el pago es estrictamente concavo basta revertir el argumento pues la condiciéon
V@ (w,,w_,) <0 caracteriza al 6ptimo.

La segunda desigualdad se obtiene como condicién de borde.

O
e Identificacion: Finalmente, para concluir, basta identificar
dT:MyZ)\j:mmM‘
ZreR Wir 2 jer O
Con esto concluye la demostracion del teorema
m

A partir de la caracterizacién variacional obtenida para este Teorema en la proposicion
, se puede hacer una nueva demostracion de que el Precio de la Anarquia es 3/4 en este
caso particular de capacidades iguales y Fized Routing, utilizando la técnica de Correa et al.

Bl
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Teorema 2.7 El precio de la anarquia del mecanismo es 3/4.

DEMOSTRACION. La idea es aplicar la técnica que se presenta en [3]. Se define la siguiente
cantidad:

o sy Pluly) —u(@)
plU) = e S o yuly)

Donde U es la familia de funciones de utilidad que cumplen las hipotesis.
Dos consideraciones importantes: en dicho paper se muestra que § < 1/4, y por otro lado,
en este caso sin perder generalidad tomaremos las capacidades todas iguales a 1. Luego la

proposicion queda:

Por otro lado, consideremos el siguiente problema de optimizacion céncavo:
méx » (1 —dY*)U,(d,)

d d<1Vjeld

r: jJer

d, >0 Vr.

Donde d es el NE del juego. Las condiciones de optimalidad estan dadas por:
(1= d¥BYU!(dy) = A+ iy
prdr =0
pr <0, A>0,d, >0y 3, cpdy < 1.

Luego, haciendo la identificacion A = minje, w;, v pr = UL(0) — minje, w;,, se ve que d¥F

20



es 6ptimo de este problema. En consecuencia, se tiene el siguiente desarrollo:

D oUA@YE) =Y (@YFU(YE) + (1= dYP)U(d)F))
reR reER

> (dNPUL(dYP) + (1= dYP)U,(d,)), con d, factible

reR

>SN0y - Y AU — Up(dYP))

TeR r€R: d>dNFE

> Uy - Y AU

r€R r€R: dr>dNE

reR

Tomando d, 6ptimo social, se concluye.

2.3. Capacidades distintas y Fixed Routing

El paso natural a partir de lo desarrollado en la seccion anterior, es generalizar hacia una
red con capacidades distintas en sus arcos, manteniendo un sélo camino por jugador. En la
presente seccion se estudia la unicidad del NE para el juego en estas condiciones, comenzando
con el estudio de un mismo camino para todos y luego generalizando.

2.3.1. Un camino para todos
El primer paso es estudiar el caso particular en que no solo hay un camino por jugador,
sino que es el mismo para todos, o sea la red tiene el siguiente aspecto:

t
O O

S
~
Oclu

O
O

Cy, = C3 — Cy

Figura 2.1: Un s6lo camino, igual para todos.

Para este caso no solo se logra probar que el NE es tinico, sino que ademés es posible
caracterizarlo explicitamente. Como muestra el siguiente Teorema, el tinico NE resulta de
apostar positivamente en el arco de menor capacidad, y en el resto solamente pedir.

Proposicion 2.8 Suponiendo, sin perder generalidad, que los arcos estan ordenados por
capacidad de forma C; < Cy... < C,, el unico NE del juego extendido es: Vr, wy. > 0
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Yy ¢ = 1, VJ # 1, donde x1, es lo que obtienen como asignacion en el arco 1, segun el
Teorema [1.7.

DEMOSTRACION. En primer lugar, es trivial notar que, por lo comentado anteriormente en este
trabajo, w;, = 0 Vj no es NE, por lo que los jugadores deben apostar positivamente en algin
arco. Dicho eso, se procede a demostrar el teorema probando dos afirmaciones:

e Fn un NE no pueden haber apuestas positivas en mds de un arco: Razonando por
contradiccion, supogamos que existe NE (w, ¢) tal que se apuesta en i y j, y sin perder
generalidad se asume que C; < ;. Como al jugar en un link se completa la capacidad
del arco, se debe tener:

Luego, debe existir un jugador 7 para el cual x;; < x;7 y en consecuencia ese jugador
tiene motivaciones a desviarse bajando su pago wj, pues el nivel de flujo d; = min; ;7
se mantiene. Con esto queda probada la primera afirmacion.

Por lo tanto, en cualquier NE se debe apostar en un solo arco, y pedir en el resto.

o 5i se apuesta en j, j > 1 entonces no puede ser un NE: Nuevamente razonando por
contradiccion, supongamos que existe un NE donde se apuesta en algin j > 1, y en el
resto de los arcos se pide (en consecuencia con lo probado en la afirmacion anterior).
Sea ¢ < j un arco de menor capacidad, i.e. C; < Cj.

— Si las peticiones en dicho arco son tales que Z ¢ir = C; > C; entonces todos los

reR
jugadores se llevan 0 en el arco 7, y en consecuencia esta configuracion claramente

no es NE pues el flujo total seria 0 para todos.

— Luego, se debe tener Z oir < C; < ()}, y asi en el arco 7 reciben x;, = ¢;,. En-

reR
tonces existe 7 tal que z;z < xj7, y razonando similar a la afirmacion anterior, ese

jugador tiene incentivos a desviarse bajando su apuesta. Luego se tiene lo deseado.

Por lo tanto, el tinico equilibrio de Nash se obtiene de apostar en el primer arco y
pedir en el resto, lo que prueba el teorema.

O

Observacion: Aqui se supuso que no habia arcos con capacidades iguales, pero de haberlos
no se modifica el razonamiento pues, en ese caso pueden competir o solo pedir, cambiando
las estrategias pero no el flujo, que sigue siendo tinico.

En este caso también se puede aplicar la técnica de 3] para probar que el Precio de la
Anarquia es 3/4. Para ello una proposicion previa.

Proposicion 2.9 Sea 0 = (w, ¢) el unico NE descrito antes. Entonces se tiene lo siguiente
para el arco donde se apuesta, que se supone s.p.qg. que es el primero:
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\V/T U;( wlrcl > (1_ W1y ) S ZreRwlr
ZreR Wir ZTER Wiy G

UL(0) < Zeor

DEMOSTRACION. La demostracion es analoga a la de la proposicion O

Teorema 2.10 El Precio de la Anarquia es 3/4.

DeMOSTRACION. Considerando que, sin perder generalidad se puede normalizar y considerar
C7 =1, entonces la proposiciéon anterior queda:

Wir Wiy
Vr U =) (1= ) < )
' " (ETGR wl?") ( ZTER wlT) N Zwl

Luego, como claramente el flujo d, no depende de las peticiones que hacen los jugadores,
y solo depende de las apuestas en el primer arco (el de menor capacidad), la demostracion es
analoga a la del Teorema O

2.3.2. Distintos caminos.

El siguiente paso es generalizar y estudiar una red en que el camino para cada jugador
es Unico, pero no es necesariamente el mismo para todos. Una primera intuicién sobre cémo
se deberfa comportar un NE en este caso, es que los jugadores so6lo competiran cuando haya
apuestas positivas por un arco, dicha intuicién se resume en el siguiente lema:

Lema 2.11 Sio = (w,¢) es un NE del juego, entonces Vj,r se tiene:

(Z) S er =0 = Wjy =0.
(ZZ) Si er >0= Wiy = 0.

Donde Wj, = Z Wis-
S#T

DEMOSTRACION. Sea o un NE del juego. Por contradiccién, sea ry j € r un arco de su camino
tal que:

o W;, =0y w; > 0: Esto no puede ocurrir ya que w;, — ¢ < wj, le da la misma utilidad
pagando menos.
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o W, > 0y wj, = 0: Le conviene subir su apuesta ya que en este caso se estd llevando
d,. = 0.

]

Ademas, se tiene una condicién necesaria analoga a la del caso del mismo camino para
todos, relativa a que las asignaciones que se obtienen a partir de un NE deben ser todas
iguales, para los arcos donde se estd apostando positivamente:

Lema 2.12 Sea 0 = (w,¢) un NE del juego, entonces para todo r se tiene: ¥j # i tal que
wj, >0, wy > 0= zj,(0) = z4(0).

DeMOSTRACION. Razonando por contradiccidon, supongamos que existe r para el cual 3 j,1
tales que: wj,, wy >0y x5, # Tjp.

Sin perder generalidad z; > z;, = d, < x; < .. Luego existe § > 0, tal que r puede
reducir su apuesta en el arco j a wj, — 9, de forma que:

Ao (ij — 6>CJ —d
Tjp = ——=—" =d,.
Zs sz
Lo que mejoraria su utilidad, luego se contradice el hecho que sea NE. O

Como dijimos antes, para generalizar lo obtenido en la secciéon anterior, el primer paso para
estudiar el caso en que no es el mismo camino para todos. Consideremos una red con forma
de camino pero donde los nodos de origen y destino para cada jugador no son el mismo. Se
asume que los nodos identificados con la letra s son de origen y aquellos con t son de destino.
Una red de la siguiente forma:

ti t; tj
—~
Oc O O

SiSk

=
OQU@ Cs

O

Figura 2.2: Red con forma de camino, distintos pares origen-destino.

Veamos primero un par de ejemplos, con jugadores cuyas funciones de utilidad son lineales,
para ganar intuicion sobre las condiciones necesarias para la unicidad o no unicidad del NE.
En estos ejemplos se utilizara el Lema presentado al comienzo de este capitulo.

Ejemplo 2 Consideremos tres jugadores con utilidades lineales U;(d;) = «;d;, y una red con
la siguiente forma:

5183 S t3 t1to

M M
O c: O s O c O

Figura 2.3: Ejemplo 2, distintos pares origen-destino con arco en comun.
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En principio, como no se tiene informacion extra sobre el juego, hay que estudiar todas
las opciones posibles relativas a los arcos en los cuales se puede apostar. Se sabe que sélo
pedir en todos los arcos y no apostar en ninguno no puede ser NE, a no ser que las utilidades
involucradas en el juego se hagan constantes en algiin momento. Dicho lo anterior, se debe
tener que: el jugador 1 debe apostar en algin arco, el jugador 2 debe apostar en C5 o Cj, y
el jugador 3 debe apostar en C; o Cl.

Observacion: Aqui estamos incurriendo en un abuso de notaciéon al llamar C; tanto al arco
1, como a su capacidad. Se incurre en este abuso para evitar caer en notacion confusa.

Por lo tanto, existen cuatro opciones para jugar en esta configuracion, que se estudian a
continuacion para conocer algunas condiciones necesarias para la unicidad. Cabe recordar en
este punto que la notacion xj, es la asignaciéon que recibe el jugador r en el arco j.

(i) Apostar solo en Cy. Por el Lema lo que obtiene cada jugador es:
CQ(CHO&Q + ooy — 042063)

rp =
Q109 + Qg + oy
02(041&2 + qotvg — 041043)
To =
a1 + a3 + Qo
. Cy(aras + sy — o)
3 =

Qg + a3 + Qo
Luego, ademés de las condiciones necesarias para la positividad de los x;, se debe
cumplir que con esta asignacion sea posible sélo pedir en los otros arcos, o sea:

2050«
—x11+a3 < C1 = = < Ch
a10g + 1z + g
20501 v
—x1+ 1 <(C3 = Elnd < Cs.

a1Q0ig + 13 + QiaQig
(ii) Apostar solo en Cy y Cs. Si se apuesta en (1, los jugadores involucrados son el 1 y el
3, que obtienen respectivamente:

Cion
11 =
aq + Q3
Chas
Tz —= —.
a1+ ag

Al apostar en Cy participan los tres jugadores, obteniendo lo indicado en el punto
anterior, que por notacidén en este caso los llamamos xo1, Too v x93 respectivamente.
En este caso las condiciones necesarias que se deben tener son:

- T11 = T21.

— 13 = T23.
— O3 > x11 + Xa2 = Ty + Xaa.
Las dos primeras condiciones vienen dadas por el resultado del Lema[2.12] Juntando la
segunda y tercera condicién se obtiene que:
Colaqas + apaz — agag)  Coaras + asas — ajas)
Chon Cias
C1Cra3(agae + aaz — agag) = C1C0q (as + asag — ajan)
Cré5(asaqeg + ar03 — axa3) = CrE3(afas + azasas — ajas)
(o — ag) = a?(az — az).
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Ademas de la dltima condiciéon se tiene que:
202(1/1042

T oarag + oo + Qg

(iii) Apostar solo en Cy y C5. Este caso es simétrico al caso anterios pero cambiando el rol
de los jugadores 2 y 3.

(iv) Apostar en C;, Cy y Cs. Finalmente esta el caso en que se compite en todos los arcos.
Llamemos como siempre z; a la asignacion que recibe el jugador r en el arco j. En
este caso, no se deben satisfacer restricciones de capacidades para poder pedir en otros
arcos, dado que se estd compitiendo en todos, luego las tinicas condiciones son las de
igualdad de asignacion:

(1) Cray _ Czay .
(6 i K Z B ¢ S i g € )
2) Crog _ Cy(aran + araz — azas)
a1+ a3 Q1 + Q13 + Q03
3) Cias _ Cy(aras + asaz — 011042).
oq + a3 o109 + a3 + oy
(4) 03042 _ OQ(OZlO[Q + g — Oleég) .
g + Qo 10 + 13 + oy
De (2) v (3) se obtiene, haciendo un analisis similar al de los puntos anteriores, lo
siguiente:

(o) — ag) = a?(az — as).
Analogamente, de (1), (2) y (4):

ad(ag — az) = a?(ag — az).
Y juntando las dos se obtiene la ultima condicién sobre las pendientes de los jugadores
2y 3:

ai(ag — ag) = a3(ag — aq).

Observacion: Lo importante para la intuicion es que, a priori, los casos estudiados en el
ejemplo no son contradictorios, por lo que se podria dar mas de uno, pero siempre con la
condiciéon de que el flujo sea el mismo para todos los arcos donde se apuesta positivo. Esto
le agrega una dificultad al razonamiento sobre la unicidad de equilibrios, ya que en este caso
se podria dar una multiplicidad de estrategias posibles pero que en términos de flujo son
iguales.

La clave es que en el ejemplo existe un arco en comin a todos los jugadores, a continuacion
formalizamos esta intuicion en un lema.

Lema 2.13 Cuando en un camino cualquiera, con distintos pares origen-destino para los
Jqugadores, existe un arco que es comun a todos ellos, entonces el NE es tinico.

DEMOSTRACION. Llamemos j al arco comin, y sean s y t sus nodos incidentes, sin perder
generalidad s esta al comienzo del arco y ¢ al final. Todos los caminos de los jugadores deben
comenzar a lo més en s, ya que si existe alguno que comienza después, entonces el arco j no
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serfa comun. Analogamente, todos los caminos deben terminar de ¢ hacia adelante. Luego no
se puede apostar antes de j ni después, en consecuencia se debe apostar alli, y por el Lema
de igualdad de asignaciones, se tiene que el flujo es igual al obtenido en ese arco. O

A partir de lo anterior, es claro que los problemas para la unicidad podrian existir sélo
en casos donde no hay arcos comunes a todos los jugadores. Estudiemos un ejemplo donde
eso ocurre, para tener intuiciéon sobre las condiciones que se deberian dar para que exista
multiplicidad de equilibrios.

Ejemplo 3 Consideremos tres jugadores con utilidades lineales U;(d;) = «;d;, y una red con
la siguiente forma:

5189 t1t3

tg S3
() () () ()
O 01 N 02 N Cg N 04 / 05 O

Figura 2.4: Ejemplo 3, distintos pares origen-destino con arco no comin.

Se aprecia que el arco C3 no es comun a todos los jugadores de la red. Por la misma
observacion que se ha entregado antes, el s6lo pedir y no apostar no es NE, luego las opciones
son: apostar en C7 y Cy, en C y Cs, en Cy y Cy, 0 bien en Cy y Cs.

Una opciéon para que haya equilibrios distintos es, por ejemplo, que en un NE se juegue
en C y Cy, y en el otro en C y Cs. Analicemos ese caso:

(i) Si se apuesta en C; y Cy entonces se tiene:
(i.1) En C) obtienen:
01Q1 Cla’Q
i e
Ademas, se debe dar la condicién para pedir en el segundo arco, i.e.: Cy > 211 +
T2 = Cf.

(i.2) En Cj reciben:

" Cya y Cyas
4= — 43 = ————.
a1 + Qg a1+ Qs
Y andlogamente la condicién de capacidad: Cs > Cy. Y la condicién x1; = x4 =
Cl Qg + Qs
Cs  o1+az
(ii) Si se apuesta en Cy y Cs, entonces en C obtienen lo mismo que antes y en Cj:
o Csa
51 = ———
a1 + Q3
o Csas
53 = ———.
a1 + Qg
Y se requiere la condicion sobre las capacidades: C5 < (4, ademés de la restriccion de
. . . Ci  ar+a
consistencia de flujo: z1; = 151 = — = ——.
05 oy + a3

27



Luego, como condicién necesaria para la existencia de dos equilibrios de esta forma, se
debe tener que C5 = Cy, y por otro lado, para que el flujo de 1 sea distinto en los dos NE se
debe tener:

Chas Csas
(03] -+ Q3 (03] + Qs

Ty # Ty = = Cy # Cs.
Lo que es una contradiccion, por lo que no se podria dar la condicién necesaria para que
existan dos flujos.

El analisis para la otra situacion es analogo, luego en una red como esta no habria opcion
de tener multiples equilibrios.

Observacion: La intuicion que entrega este ejemplo es que, de existir miltiples equilibrios,
habria inconsistencias con las capacidades necesarias para satisfacer a los jugadores. Esa
intuicién es la que guia la demostracion de unicidad del NE a continuacion.

Teorema 2.14 FEn un camino en general, con distintos pares origen-destino para los juga-
dores, el NE es unico en términos de flujo.

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos por contradiccion que existen dos flujos distintos,
digamos d' y d?. Luego, la siguiente situaciéon debe darse en algtin lugar del camino:

S1...58; Sit1..-5; iyt

M M
O c, O 02 O C: O O

Figura 2.5: Camino en general.

e En el nodo 1 nacen algunos caminos, ya que de lo contrario se podria remover y el juego
serfa el mismo.

e En el nodo 2 pueden terminar algunos caminos, y nacer otros.

e En el nodo 3 pueden terminar caminos que hayan comenzado en el nodo 1, pero no en
el nodo 2, ya que de ser asi, en ambos flujos se estaria obligado a competir en el arco 2.

e En el cuarto nodo termina por primera vez algiin camino comenzado en el segundo.

Al final de la demostracion se explicara por qué una situacion asi no representa una pérdida
de generalidad. Realicemos algunas observaciones previas:

e Ambos flujos no pueden tener arcos de apuesta positiva en comun, ya que en virtud del
Lema el flujo seria igual.

e Tanto en d' como en d?, se debe competir en algiin arco, ya que solamente pedir en
todos no es NE. Luego, necesariamente se debe competir en el arco 2 o 3, y pedir en el
otro. Asi, en un NE se compite en 2 y s6lo se pide en 3, y en el otro NE es lo opuesto.

e Supongamos, sin perder generalidad, que bajo el NE d' se compite en el arco 3 y se pide
en 2, v bajo el NE d? la situacién opuesta. Es decir, se tienen las siguientes relaciones:

Cy=)Y di>> d.

rE€Ro reRy
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Cy=) di>> d.

reRs reRs

El primer paso es notar que, en el caso que solo se pide y no se apuesta, la desigualdad para
el flujo es estricta.

Lema 2.15 FEn este contexto, donde supusimos la existencia de dos NE distintos, supongamos
que en un arco de capacidad C en el flujo d* se compite y en d* sélo se pide. Entonces
necesariamente debe darse que:

C=>d > d.

DEMOSTRACION. Para ver esto razonemos por contradiccidon, supongamos que se puede dar el
caso que hay dos NE distintos en el camino tales que > d} = > d? = C para este arco
de capacidad C. Luego, 3 7 tal que d # d%. Notemos que cuando en un NE solo se pide en
un arco, el flujo que se logra enviar a través de él es justamente el flujo que se trae desde
“afuera” del arco.

Por lo tanto, se debe dar que para el jugador 7 - y los jugadores que son comiines a él en
algiin camino - que existan dos posibles NE para el caso de un camino con arcos en comin,
lo que claramente constituye una contradiccion con el Lema [2.13]

]

En consecuencia, en nuestra situacion tenemos que:

Cy=)Y d2> d

r€Ry r€Rg
r€R3 re€R3

Para concluir hace falta tener una cierta nocién de continuidad con respecto a las peticiones
que se realizan en este contexto.

Lema 2.16 FEn la seccion de camino que se trata en esta demostracion, las peticiones en un
NE son “continuas”. Formalmente, dado un NFE d, para cualquier arco de capacidad C donde
sdlo se pide y no se apuesta, se verifica lo siguiente:

St Zd” = K < C, entonces el flujo d, que recibe cada jugador es una fraccion propor-

cional de K, tal como si se hubiese competido bajo el mecanismo de asignacion proporcional
por dicha capacidad.

DeMOSTRACION. En efecto, como se ha mencionado antes, sabemos que en un arco donde sélo
se pide se debe verificar que ) ¢, < C, y como d, = min{z;, : j € r} entonces se debe dar

29



que > . d, <> ¢, <C.

Por lo tanto, en un arco donde sélo se pide no se puede hacer pasar mas flujo que el que
ya se trae desde “afuera” de ese arco, en particular el flujo obtenido en alguno de los arcos
donde compitieron (que por el Lema es igual en todos los arcos donde se apuesta). De
hecho, se hace pasar justamente el flujo que se trae desde los otros arcos, y en esos arcos
donde se compite la reparticion es proporcional debido al mecanismo. Luego necesariamente
se tiene lo buscado.

O

Utilizando este tltimo Lema, estudiaremos el flujo que obtiene el jugador ¢ + 1. Cabe
senalar que el analisis es valido para cualquiera de los jugadores que pudiesen terminar junto
con el jugador i + 1, y que definen la seccién de camino comin de la Figura [2.5]

En el arco 2 el jugador i+ 1 obtiene d},, = ¢, - Cs en el primer NE, y d?, | = ¢, - Cs en el
segundo, donde B¢, y ¢, son la fraccion de capacidad que respectivamente reciben por pedir
y apostar, en el arco j. Luego, en este caso dado el altimo Lema, se tiene que: d},, < d7,;.
Siguiendo el mismo razonamiento en el arco 3, se tiene que d; 41> d? 11~ Resumiendo, tenemos
que:

En el arco 2: f¢, - Cy < 70, - Cs. (2.4)
En el arco 3: f¢, - C5 < yo, - Cs. (2.5)

Por otro lado, se sabe que al pedir en un arco se obtiene al menos lo que ya se tiene como
flujo, eso implica las siguientes relaciones:

Para el equilibrio d': ¢, - Cy > ¢, - Cs. (2.6)
Para el equilibrio d*: B¢, - C3 > ¢, - Co. (2.7)

Uniendo las ecuaciones (2,4) — (2,7) se tienen las siguientes desigualdades:
Yos - Cs < Be, - C2 < e, - C2 < By - O3 < ey - Cs.

Lo que claramente es una contradiccion, y en consecuencia el NE debe ser tnico.

Finalmente un comentario sobre el por qué no se pierde generalidad al considerar una
seccion de camino como la descrita en la Figura Por todo lo explicado anteriormente, se
debe dar la situacién de que, para coexistir dos NE éstos no pueden tener arcos de apuesta
positiva comunes, y ademas en ambos se debe apostar en algtin arco. Luego, la inica poten-
cial pérdida de generalidad ocurriria al no considerar que entre los arcos donde se apuesta
positivamente (arco 2 y arco 3 en este caso) pueden haber més arcos. De existir estos arcos
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entre medio, donde pueden nacer caminos de jugadores y también terminar caminos de juga-
dores nacidos en el nodo 1, en ninguno de ellos puede ser obligatorio apostar, ya que en ese
caso el NE quedaria determinado completamente. Esto conlleva a que los Lemas y
permanezcan inalterados, y en consecuencia la demostracion sigue siendo valida.

]

Esto permite probar directamente el Teorema deseado para cualquier red, que constituye
el resultado mas relevante de este trabajo.

Teorema 2.17 En cualquier red, st los jugadores tienen un solo camino, el NE es unico.

DEMOSTRACION. Supongamos por contradiccion que no. O sea, existe un jugador para el cual
hay dos flujos posibles en su camino, pero esto claramente contradice el teorema anterior.

]

Observacioén: Se podria rehacer un argumento analogo al del teorema anterior para pro-
barlo.

2.4. Capacidades distintas y multiples caminos

El caso de estudio méas general posible lo constituye aquel en que los jugadores pueden
enviar flujo a través de varios caminos, y las capacidades de los arcos son distintas. Lamen-
tablemente al término de esta memoria no ha sido posible determinar la unicidad en este
caso, por lo que esto continiia como problema abierto. Los principales esfuerzos se centraron
en contra ejemplificar dicha afirmacion, es decir mostrar que en realidad no se mantiene la
unicidad para este caso general, pero no fue posible construir un contraejemplo sélido. La in-
tuicion para buscar un contra ejemplo en lugar de tratar de probar la unicidad es que -en este
caso general- hay otras nociones menos fuertes de unicidad que se pierden. Particularmente,
la unicidad sobre la cantidad de flujo que atraviesa por los arcos, y que es parte esencial de la
demostracion de unicidad en el caso de Fired Routing. Dicha pérdida de unicidad, asi como
también la que ocurre cuando las funciones de utilidad tienen una forma bastante particular,
se estudia a continuacion con dos ejemplos.

Ejemplo 4 Consideremos dos jugadores con la misma funcion de utilidad U(d,.). Ademéas una
red como la de la Figura 2.6 donde las capacidades de los arcos cumplen que: C << Cy = C.

Cs
5189 t1t2
O Ch O
Co

Figura 2.6: Ejemplo de pérdida de unicidad por arcos.
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En este caso, al tener la misma funciéon de utilidad, reciben C}/2 en el primer arco compi-
tiendo. Luego, como la capacidad de los arcos 2 y 3 es suficientemente grande los jugadores
piden.

Deben pedir tal que la suma de lo que mandan en ambos arcos sea C/2, y eso da una
infinidad de combinaciones posibles para el flujo que pasa a través de los arcos 2 y 3, luego
claramente el NE no sera tiinico. Mas formalmente, una infinidad de Equilibrios de Nash est4
dada por las siguientes estrategias: en el primer arco compiten y, naturalmente al tener la
misma funcion de utilidad, cada uno recibe C}/2. En los otros arcos piden ¢q, y ¢o., 7= 1,2,
tal que:

¢1r+¢2r 2 C(1/27 r= 172
Ga1 + a2 < Ch
G31 + P32 < Cs.

Claramente existe una infinidad de combinaciones posibles para el flujo que atraviesa los
arcos 2 y 3. En consecuencia el NE no es tnico.

En otro caso donde se pierde unicidad trivialmente es cuando las utilidades son constantes
a partir de un punto conveniente, para ilustrar tal caso estudiemos el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 5 Consideremos la misma red donde ¢ << Cy = (s

Cs
S189 t1t2
© Ch O
Cs

Figura 2.7: Ejemplo de pérdida de unicidad para utilidades particulares.
Y ademas consideremos dos jugadores con utilidades:

U(d>— Oédl Sld1§02/2
PYTAR O sid > 0y)2

U(d)— Bdg SldQSOQ/Q
AT K Sid2>02/2.

Con «, 3, K constantes positivas tales que a > f3.

La idea es que los jugadores estaran igual de felices a partir de cualquier punto sobre
C5/2, por lo que no tendran incentivos a competir en ciertas situaciones. Mostremos dos NE
distintos para esta configuracion:

(i) Primero consideremos una situaciéon donde se compite en todos los arcos, luego como
«a > [ entonces: r1; > X9 ¥ Tog = T31 > Tog = T3o. Y en todos los arcos se satura la
capacidad.
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(ii) Ahora consideremos que en el primer arco se compite, alli se llevan x1; y 12 respecti-
vamente. Pero en Cy y C3 cada uno pide la mitad de la capacidad, luego: x9; = x5 =
Tog = T32 = 02/2-

Las dos situaciones descritas corresponden claramente a NE ya que ninguno de los juga-
dores tienen motivaciones a desviarse unilateralmente, y los flujos enviados por cada uno son
distintos en cada caso.
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Capitulo 3

Mecanismo Proporcional Secuencial

El trabajo presentado en este capitulo constituye una extensién al mecanismo de asigna-
cion proporcional estandar, que ha sido estudiado hasta ahora en este trabajo. La diferencia
consiste en que ahora los jugadores no juegan simultaneamente, sino que van llegando de
forma secuencial. El analisis se realiza en el caso particular de jugadores con funciones de
utilidad lineal, y con un sélo arco de capacidad C' =1 en disputa.

3.1. Definiciones Basicas

En esta seccion se define brevemente lo que es un juego secuencial, y los conceptos de
Equilibrio y Precio de la Anarquia utilizados. Las definiciones aqui entregadas son consistentes
con las que se entregan en el trabajo de Paes Leme et al. [9]. En cada ronda de un juego
secuencial, el jugador i observa lo hecho por los i — 1 anteriores y elige una acciéon a; € A;.
Luego, su estrategia es una funcion s; : H Aj — A,

j<i-1

Definicién 3.1 Juego Secuencial

Un juego secuencial ocurre en rondas donde un solo jugador realiza una accion. Consi-
deremos n jugadores con conjuntos de acciones posibles A1, ..., A,, y funciones de utilidad
u; : [ Ai = R. Ademds, se asume que estdin ordenados de alguna forma para jugar, digamos
s.p.g. de 1 an.

Notemos que, dado un conjunto de acciones para los primeros £ < n jugadores, esto
induce naturalmente un subjuego para los k + 1,...,n jugadores restantes, que toman esta
informacion como dada y hacen un juego secuencial con menos jugadores. El concepto de
solucion en un juego secuencial lo recoge la idea de Equilibrio Perfecto en Subjuegos (EPS),
que se define a continuacion.
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Definicion 3.2 Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Un conjunto de estrategias (si,...,s,) es un EPS si es simultdneamente un equilibrio de
todos los subjuegos definidos a partir de é€l.

Teorema 3.3 EL EPS siempre existe.
DEMOSTRACION. Ver [9) O

La definicion usual del PoA se extiende naturalmente para el caso de juegos secuenciales
en el trabajo de Paes Leme et a.l.: [9].

Definicion 3.4 Precio de la Anarquia Secuencial (SPoA)

Dada una funcion de bienestar W : [, A; = R, el SPoA se define como el cociente entre
la solucidn socialmente dptima (en términos de W) y el peor EPS.

3.2. Caso dos jugadores

Se consideran dos jugadores caracterizados por sus funciones de utilidad:
Ul(dl) = Oéldl Ug(dg) = Oégdg.

Con aq,ay > 0. En principio no se asume nada mas que positividad con respecto a las
pendientes de las funciones. El jugador 1 juega primero y 2 después.

3.2.1. Equilibrio

Al tratarse de un mecanismo secuencial, los jugadores van anticipando lo que haran sus
rivales y asi, el o los equilibrios, se obtienen calculando las mejores respuestas de cada jugador
a las acciones de sus oponentes. En este caso, el NE resulta ser tinico para un par de jugadores
dados, vy queda completamente caracterizado en términos de flujo como se establece en el
siguiente teorema.

Teorema 3.5 FEl unico EPS con apuestas no nulas ocurre cuando g—; < 2, y en tal caso el
flujo corresponde a:
aq aq

dy =L ydy=1——1.
! QOéQy 2 20(2

DEMOSTRACION. La demostracion resulta de analizar el juego por etapas y calculando las
mejores respuestas de los jugadores.

e En primer lugar el jugador 1 debe realizar su apuesta w;.
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e Luego el jugador 2 anticipando eso, debe calcular su mejor respuesta a w;. Por lo tanto,
2 resuelve:

, x
max Qo —Z.
x>0 w, +x

Lo que da como resultado wy = méax{,/asw; — wy,0}. Para que wy sea positiva se
requiere que w; < ao. Y se asumird que esto se tiene, puesto que si hay jugadores
apostando 0, sin perder generalidad se puede considerar un juego reducido sacandolos.

e Anticipando que 2 anticipara su jugada, el jugador 1 puede calcular su apuesta 6ptima
resolviendo:

’ x 7’ x
mMax o — T & max o —x
wi <oz (.f + w2> wi <z \/ Q2 X

2
4

Por lo tanto su apuesta 6ptima es w; = min{——, as}.

40{2

. . g .
(i) Si — > 2 entonces w; = ag, y en particular wy = 0. Luego, este caso no es de
Qo
interés por lo mencionado antes.
2

o} Q o
(ii) Si —L < 2 entonces w; = —- Y Wy = —1, y el NE queda:
Qo 4@2 2
wy  ojfday a2 ay

dy =

wi+ws  \Japa? /ey Ao Car 209

G- W2 (0 ef)2 o
2 Wy + we 2 4062 (03] 20{2'

Finalmente, notar que el EPS es tinico ya que, debido a la concavidad de los pagos del juego,
la mejor respuesta de ambos jugadores es tnica. O

3.2.2. Precio de la Anarquia

Se vio en la seccion anterior que si &+ < 2, entonces d; = - y dy = 1 — 2+ luego las
. a2 ,. 20 20007
utilidades evaluadas en el EPS quedan respectivamente:

a? ay

Ui(dy) = —~ Us(dy) = ap — —.
1(d1) 90 2(ds) 275
Al igual que en el caso del mecanismo secuencial simultaneo, se utilizara como medida de
bienestar para calcular el SPoA la utilidad agregada de los jugadores, o sea la suma de sus
utilidades. Dicho lo anterior, el 6ptimo social en este caso se obtiene de resolver:

max Oéldl —+ C(ng.
d1,d2€[0,1], di+da=1
Claramente el 6ptimo de ese problema es d; = 1 para el ¢ correspondiente al o; méas grande,
o sea el 6ptimo social ocurre cuando se le entrega toda la capacidad al jugador con mayor
pendiente. Ademas en tal caso, el valor del 6ptimo es justamente «;, por lo tanto el 6ptimo
social queda definido como: OPTSOC = max{ay, as}.
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Teorema 3.6 FEl SPoA del juego tiene dos valores posibles segin las pendientes de los juga-
dores:
Si M S 1 es 0,914,
Qg
§i M <1 es 0,875,
Qo

Observacion: En rigor, el SPoA corresponde a un analisis de peor caso, luego para este
juego se deberia establecer 0,875 como su SPoA.

DEMOSTRACION.

Ui(di) + Us(dz) _ pas o2 — G (3.1)

OPTSOC max{ay, as} '
_ ot + 203 — (3.2)

20 méx{aq, an} )

2
y-+2—y

=z 7 3.3
2max{y, 1} (38:3)

Lo tltimo se obtiene definiendo y = a1 /as, y asumiendo s.p.g. que ay = 1. Luego el SPoA
se obtiene minimizando esa expresion sujeto a que y < 2. El estudio se completa analizando
por casos:

(ii.a) Siy > 1 entonces (3.2) queda:
2+ i — 1 = al minimizar sujeto a 1 <y < 2, se obtiene y = /2.
Por lo tanto, en este caso, el Precio de la Anarquia es: 0,914.
(ii.b) Siy < 1 entonces (3.2) queda:
@ = al minimizar sujeto a y < 1, se obtiene y = %
En esto caso, el Precio de la Anarquia es: 0,875.

[]

Observacion: En primer lugar, es importante senalar que el mecanismo secuencial efectiva-
mente mejora la eficiencia, ya que alcanza un mejor PoA que los 3/4 de la version simultanea.
Otro hecho interesante, es que la asignacion que da el EPS para el caso de dos jugadores,
coincide con la asignacioén que entrega el mecanismo dptimo que proponen Sanghavi y Hajek
[12]. Mas atin, en dicho trabajo los autores prueban que ningin mecanismo vdlido alcanza
mejor eficiencia que 7/8, que es justamente la eficiencia que alcanza el mecanismo secuencial
para dos jugadores aqui presentado, ya que 7/8 = 0,875.

3.3. Caso tres jugadores

La generalizacion natural es considerar el caso de N jugadores, pero el cilculo de EPS,
y en consecuencia el estudio del SPoA, se vuelve extremadamente engorroso por el algebra
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involucrada, incluso para el caso de funciones de utilidad lineales. En esta seccion se analiza el
caso de 3 jugadores solamente, para asi alivianar la notacion y poder entregar mayor intuicion
sobre el desarrollo del juego.

3.3.1. Analisis del Juego

Consideremos 3 jugadores caracterizados por sus funciones de utilidad U; = «a;d;, @ =
1, 2, 3. En consecuencia, los pagos que reciben son de la forma a;d; — w;. Analicemos lo que
debe hacer cada jugador, para encontrar un EPS w = (wq, we, w3):

e En primer lugar el jugador 3 debe anticipar lo que haran sus rivales, y calcular su
funcion de mejor respuesta. O sea, debe encontrar ws que resuelva:

, x
maxog | — | — .
>0 wi; +we +x

ws(wy, wy) = \/ag(wy + wy) — (wy + wy). (3.4)

Luego,

Observacion: Se descarta la soluciéon ws = 0 por el mismo argumento entregado en
la demostracion del Teorema Ademas, se omite en lo que sigue la dependencia de
w3 en wy y wsy, para alivianar notacion.

e Ahora el jugador 2, anticipandose a que 3 calcularé su mejor respuesta, debe calcular
su propia mejor respuesta a la accion que tome el jugador 1. Para esto, debe encontrar
wy que resuelva:

maxoay | —— | — x, que por la Ecuacion (3.4 es:
x>0 wi + T + ws

méxay [ ——e—— | — .
220 as(wy + o)

Imponiendo la condicion de primer orden (derivada igual a cero) obtenemos lo siguiente:

3T
2/ (as(wy + x))
= apas(2wy + x) = 2(as(wy + )32

= a%ng@wl +x)? = 4a§(w1 + )3,

= az(w; + 7)

Qs [ az(wy + ) —

Luego, la mejor respuesta del jugador 2 es ws(wy) tal que verifica:
4043(11)1 + ZU2>3 — 063(2’11)1 + w2)2 =0. (35)

Se omite nuevamente la dependencia para ahorrar notacion.

e Finalmente, el jugador 1 anticipando que 2 y 3 calcularan sus mejores respuestas, debe
optimizar su eleccion. O sea, elige w; que resuelve:

max oy S
x>0 Oé3(.T+w2)
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Con wy de la Ecuacion [3.5]

Imponiendo la condicion de primer orden queda:

asz (1 + w)
ay [Vas(r +w2) — 7 2) = az(r + wy)

2 043(55 + U)Q)

= o1 (2a3(x + we) — (37 + azzwh)) = 2(as(x + w2))3/2

= a%ng(:v(l —wh) + 2uwy)? = 4a§(9§ + wsy)?.
Luego, w; es aquel que resulva la siguiente ecuacion:
0 = das(w; + wsy)* — a2 2wy 4wy (1 — wh))?. (3.6)
Donde w}, representa la derivada de wy vista como funcion de w;.

Resumamos la caracterizaciéon anterior en una proposicion.

Proposicion 3.7 Un perfil de estrategias w = (wy,wq, w3) serd EPS para el caso de tres
jugadores ssi verifica las siguientes ecuaciones:

U)3<w1, U)Q) = 063(11)1 -+ ’wg) — (w1 + ’wg)
4@3(11}1 + w2<w1>)3 - 055(2101 + wg(wl))2 =0

4az(wy + wa(wr))? — a2 (2wq(wy) + w1 (1 — wh(wy)))? = 0.

A pesar de tener esta caracterizacion de los EPS, no es posible en el caso mas general,
despejar analiticamente valores de wy,ws, w3, incluso mediante la ayuda de softwares de
calculo simbélico como Maple, Sage o la herramienta de céalculo simbolico de Matlab. En
rigor, para el caso de wy(wy) si existe una soluciéon no compleja, pero al momento de calcular
wy es cuando se vuelve demasiado complicado de resolver incluso computacionalmente.

3.3.2. Busqueda de Equilibrio utilizando derivacién implicita

Como no es posible trabajar con la forma explicita de los EPS, en lugar de despejar
wy como funcion de wy de la Ecuacion [3.5] se opté por buscar una relacion implicita entre
ambas variables. Esto constituye una condicién necesaria para ser EPS, por lo que en realidad
estamos buscando candidatos a equilibrio. Consideremos la Ecuacion [3.5]:

daz(wy + we)? — a3 (2w + wy)? = 0.
Derivando a ambos lados con respecto a w; se obtiene:

4ors[3(wy 4+ wa)* (1 + wh)] — a?[2(2w1 + wy) (2 + wh)]
= 12a3(wy + wy)? + 1203wh (wy + wy)? — 4ai3(2wy + we) — 2a5wh (2w, + wy) = 0
= 12a3(w; + w2)2 — 4043(2101 + wy) = w;[2a§(2w1 + ws) — 12a3(wy + wz)Q}.
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Luego, tenemos que:
, Bag(wy + w2)? — 2032wy 4 ws)

wh = .
2 2w + wy) — 6ag(wy + we)?

(3.7)

La idea ahora sera utilizar esta igualdad, en la Ecuaciéon de mejor respuesta del jugador 1,
y desde ahi tratar de despejar una relacién entre ambas variables. Reemplazando alli queda:

(3.8)

3 2_2 2 2 2
0 = das(w;, +wsy)* — af {2w2+w1 (1_ (w1 + wa) s ( w1+w2)>} '

a3 (2w + wy) — 6az(wy + wy)?

Uniendo esta ecuacion con la [3.5f obtenida como mejor respuesta del jugador 2- se puede
construir un sistema de ecuaciones para las variables w; y ws. Resolviendo ese sistema con
la ayuda de MAPLFE se obtienen cuatro candidatos a EPS en términos de w; y ws. Cabe
recordar que a partir de wy y we, el valor de w3 queda completamente determinado por la
Ecuacion [3.4l Los cuatro equilibrios se pueden hallar en la Seccion A de Anexos.

Por la compleja forma que presentan los candidatos a equilibrio encontrados, no es po-
sible descartar a priori alguno por ser negativo o complejo. En ese sentido, es claro que las
pendientes de las funciones de utilidad deben cumplir ciertas condiciones para que existan
estrategias wq, we y ws positivas, pero no es obvio cuales son esas condiciones. Lo que si
permiten estos equilibrios, es realizar pruebas numeéricas para distintas pendientes, y asi en-
contrar asignaciones que verifiquen las ecuaciones y ademas sean validas, en el sentido de ser
estrategias positivas.

En el capitulo de Anexos, Seccién B, se presentan algunas tablas con pruebas numéricas
realizadas, casi todas no corresponden a asignaciones validas, salvo dos que se presentan a
continuacion.

a1 | Qg | (3 CYldl Oégdg Oé3d3
Equilibrio1 | 5 | 6 | 7 | 1,09 | 2,21 | 2,88
Equilibrio 2 | 10 | 10 | 10 | 4,55 | 3,33 | 2,11

Tabla 3.1: Candidatos a equilibrio encontrados numéricamente.

La eficiencia para estos potenciales equilibrios se calcula tomando el cuociente entre la
utilidad agregada que se obtiene en cada uno, y el maximo valor de las pendientes, tal como
se hizo en la seccion de dos jugadores. Luego en este caso:

Eficiencia
Equilibrio 1 0,88
Equilibrio 2 0,99

Tabla 3.2: Eficiencia de los candidatos a equilibrio.
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Como se puede apreciar, el segundo candidato a equilibrio presenta una alta eficiencia,
pero esto en ningin caso debe hacer pensar que el SPoA en este caso es asi de bueno, ya
que como sabemos, corresponde a un anélisis de peor caso. Ademas, el anélisis realizado
en esta seccidon se basa en una relaciéon implicita entre estrategias, que corresponde a una
condicién necesaria para ser EPS, por lo que no hay suficiente informacion para afirmar que
los candidatos son en realidad equilibrios.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

En términos generales, la conclusion global es que se cumple el principal objetivo plan-
teado en el desarrollo de esta memoria, referido a aumentar el conocimiento que se tiene
sobre la unicidad del Equilibrio de Nash para el juego descrito por Johari y Tsitsiklis[6].
Maés concretamente, analicemos a continuaciéon los principales resultados que llevan a dicha
conclusion.

Para el caso de Capacidades iguales y Fized Routing, el principal resultado lo constituye
el Teorema 2.4, en que se prueba que el NE es tinico en términos de flujo, pero mas aiin, es
equivalente al 6ptimo de un problema de optimizacion asociado. Ademas por otro lado, es
posible caracterizarlo variacionalmente via la Proposicion que establece que en un NE,
para todo jugador, en todos los arcos donde se alcance el minimo de su asignacién, se debe
cumplir lo siguiente:

U; (M) (1 _ Wiy ) S HlfIl ZSER sz‘ (39)
ZSGR Wis ZSER Wys Jjer C

En este mismo contexto, pero para el caso particular en que la red tiene un arco que es

comin a todos los jugadores, se logra comprender atin mejor cuél es el inico NE. Se prueba
en la Proposicion [2.3], que el inico NE en términos de flujo es justamente la asignacion que
obtienen por competir en el arco en comin.

Para el caso de Capacidades distintas y Fized Routing, se obtiene el principal resultado
del trabajo desarrollado en el marco de esta memoria, que corresponde al Teorema [2.17
En dicho resultado, se establece la unicidad del NE para el caso de una red cualquiera, y
jugadores con un s6lo camino de interés. Pero ademas, en el estudio previo a dicho Teorema,
fue posible obtener resultados que caracterizan el tinico equilibrio en casos mas particulares.
Por ejemplo, en el caso de una red con forma de camino -comiin a todos los jugadores- se
prueba en la Proposicion que el tinico NE corresponde a apostar positivamente en el
arco de menor capacidad, y solo pedir en el resto de los arcos. A partir de dicho resultado, se
puede demostrar una caracterizaciéon variacional analoga a la presentada aqui en la Ecuacion

.9 que se resume en la Proposicion

Sin perjuicio de todo lo anterior, el caso mas general posible que consiste en una red con
arcos de distintas capacidades, y jugadores con muchos caminos de interés, contintia siendo
un problema abierto interesante. Esto da pie a la siguiente conjeturas:
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Conjetura 1 No unicidad del NE

Para una red general y jugadores con miltiples caminos de interés, con funciones de uti-
lidad crecientes, concavas y continuamente diferenciables, el NE no es unico.

La idea para probar dicha conjetura seria buscar un contra ejemplo tratando de explotar
el hecho de que en una red general, cuando no hay Fized Routing, el flujo que corre por
los arcos no es necesariamente igual para todo NE, como se muestra en el Ejemplo 4. Esta
propiedad del caso en que cada jugador tiene un s6lo camino era particularmente importante
en la demostracion de unicidad, y dado que en el caso més general se pierde, podria ser la
caracteristica relevante para afrontar el problema.

Sobre el objetivo secundario de aplicar la técnica de calculo del PoA descrita en [3], es
posible afirmar que se cumplié parcialmente. Tanto para el caso de Fized Routing y capa-
cidades iguales, -via la caracterizaciéon que da la Ecuacién como para el caso de una
red con forma de camino comin a todos, y capacidades distintas -via la Proposicion 2.9}, se
pudo aplicar la técnica con propiedad. Para los casos més generales, la intuicion sugiere que
no existiria una caracterizacion variacional del equilibrio, por lo que no se podria aplicar la
técnica sin modificarla. En virtud de esto dltimo, un camino para avanzar en este sentido
seria modificar la definicion de [ entregada en la demostracion del Teorema [2.7, para poder
aplicarla a casos més generales.

Finalmente, sobre el mecanismo secuencial descrito en el tltimo capitulo, se tiene lo si-
guiente. Para el caso de dos jugadores con funciones de utilidad lineales, fue posible mostrar
en el Teorema que existe un tnico EPS, cuyas asignaciones corresponden a:

=gy d=1- g,

y el SPoA asociado es 0,875. Un hecho interesante es que, tanto la estructura de este
EPS como su eficiencia, son analogos al mecanismo dptimo para dos jugadores descrito por
Sanghavi y Hajek [12], que corresponde a un mecanismo que si discrimina en precio. Una
posible interpretacion a este hecho seria que, de cierta forma, la secuencialidad juega un rol
de discriminaciéon eliminando casos que no son demasiado eficientes.

Para el caso de tres jugadores, fue posible caracterizar las estrategias 6ptimas que definen
un EPS en la Proposicion pero lamentablemente resolver explicitamente dichas ecua-
ciones se vuelve en extremo complejo por el algebra involucrada, incluso con el apoyo de
softwares como Maple. Si fue posible establecer una relacién implicita entre las estrategias de
los jugadores, lo que derivo en un sistema de ecuaciones que permitié realizar algunas prue-
bas numéricas, hallando dos candidatos a equilibrio que se presentan en la Tabla [3.3.2] En
ese sentido, hay bastante terreno fértil para trabajar en el mecanismo secuencial: se podria
buscar una caracterizacion mas manejable de los EPS, también algtn algoritmo que permita
calcular los EPS de manera eficiente, acotar el SPoA usando la estructura del problema, etc.

Para finalizar, establezcamos una conjetura sobre la unicidad del EPS para méas de tres
jugadores, y luego una sobre la relacion entre el orden de los jugadores y la eficiencia alcan-
zada:
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Conjetura 2 No unicidad del EPS

Para el caso de N > 3 jugadores, con funciones de utilidad lineales U; = aid;, el EPS no
es Uunico.

La principal idea que lleva a plantear esta conjetura es que, a medida que se agregan
jugadores, el grado de los polinomios que determinan las soluciones aumenta, por lo que en
general no habria razén para pensar en una sola solucion véalida. Un camino para trabajar
en este sentido, seria encontrar analiticamente una expresiéon para las funciones de mejor
respuesta de los jugadores, que permita decir algo sobre los determinantes de los polinomios
asociados, y asi poder descartar -o no- algunas de las soluciones.

Para concluir, una conjetura que a priori resulta intuitiva, y es que la peor eficiencia se
alcanza cuando los jugadores que llegan primero son los mas ineficientes.

Conjetura 3 Consideremos N jugadores con funciones de utilidad lineales U; = oyd;. En-
tonces la peor eficiencia, aquella que da el SPoA, se alcanza cuando los jugadores juegan en
orden de 1 a N, y ademds se tiene que a; < s < az3 < ... < ay.

Esta conjetura estd motivada por lo obtenido en el caso de dos jugadores en el Teorema

B.6 y ademas porque la inuticion indica que si los jugadores menos eficientes llegan primero,
entonces tendran acceso a mayor capacidad de la que obtendrian en un 6ptimo social.
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Anexos

En este capitulo se presentan algunos de los resultados correspondientes al capitulo 3, que
por comodidad no fueron incluidos directamente.

Anexo A: Equilibrios encontrados via derivacion implicita.

A continuacion se presentan los cuatro candidatos a equilibrio mencionados en el capitu-
lo 3, que se obtuvieron aplicando derivacién implicita. Para alivianar un poco la notacién
llamemos:

A = 256a® — 576a°b + 228a*b? + 142a3b® — 63a2b* + 24ab® + 16b5.
B = 256a° 4 576a°b + 228a*b? — 142a®b® — 63ab* — 24ab® + 160°.
(i) El primer Equilibrio esta dado por:

1 262144
187340810t _ 20212

Wy 54[ 873408a 570

18a2b — 3ab* — 40° + VA))b'' +

2424832

( (16a° — 18a%b — 3ab® — 4b° + V' A))a'* — (

2236928
VA)ba'® + (2

3ab® —4b° + VA))b3a® +(

4
(16a° — 18a%b — 3ab® — 4b> + vV Aa'?) + (%(16@3 -

3166208

(16a® — 18a%b — 3ab* — 4b® +
7985920

(16a® — 18a2b — 3ab® — 4b* + vV A))b?a® — (
1518688

(16a® — 18ab —

‘ : 25041
(16a° —18a2b—3ab?> —4b° +V/A) )b a” +( 20415

(16a° —

182532

18a*b — 3ab* — 4b> + vV A))b°a® — ( 8253 5(16a3 — 18a%b — 3ab® — 4b* + V A))°a® +
2

(85948(16a* — 18a?b — 3ab® — 4b* + VA))b"a* + (%(m3 — 18a*b — 3ab® — 4b* +

24 1
VAN a? — (%(16@3 —18a%b— 3ab? — 4b> + VA))b a? — (?(16@3 —18ab — 3ab* —
4b° +V/A))b0a +12288a2b'2 — 491524 2% + 4648964 10° + 4124544a°0° — 5195264a°b° +

3323891a’b" — 190602a°6® — 1160576a°b° + 603488a*b'0 — 39936a°b"!
—8192 72704

/lbe(— (16a* — 18a%b — 3ab® — 4b° + vV A)a® + (2—7(16a3 — 18a%b — 3ab® — 4b° +
VA))a® -
2
(9984(16a3—18a2b—3ab2—4b3+\/Z))ba7+(5 7968(16a3—18a2b—3ab2—4b3+\/2))b2a6—
2
(552(7)36(16a3 —18a%b — 3ab* — 4b* + VA)bPd® + (ﬂ%(ma3 — 18a%b — 3ab* — 4b° +
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(1)

(i)

109042
VA)blat + ( 022 (16a° — 18a%b — 3ab? — 4b> + VA))b*a® — (

4
3ab* —40° + v/ A))b%a? + (3598 (164> —18a2b—3ab?> —4b* +V/ A) )b a— (—— 5 (16a 3 —18a%h—

3ab? — 4b* + VA)D® — 1536a°0* + 13952a°0° — 53312a7b" + 108885a5b° — 121394a°0° +
71756a*b" + 19968a°b® — 52800a0"))].

(16a® — 18a%b —

~1
(16a° — 18a%b — 3ab® — 4b° + V' A).

Wa =

54bc
El segundo Equilibrio esta dado por:
1 262144 4
w1 = 4[ 1873408a°b" + 627(—16a3+18a2b+3ab2+4b3+\/2a12) (0996( 16a°+

18a%b + 3ab® + 4b° + VA))bH —

2424832
(—5- (—16a> + 18a%b + 3ab? + 4b° + VA))a'! + (
2236928
3

3166208

(—16a® + 18a*b + 3ab® +

2
4B 4+ VA))ba'® — ( 7985920

18a2b + 3ab? + 4b* + VA))b*a® — (

(—16a° +18a%b + 3ab® +4b° +VA))b2a” + (
1518688

(—16a®+

(—16a® + 18a%b + 3ab? + 4b* + VA))b*a” —

25041 182532

( 20 5(—16a3+18a2b+3ab2+4b3+\/A))b5a6+( 5203 5(—16a3+18a2b+3ab2+4b3+

VA G — (85948(—16° + 180% + 3ab® + 45 + VA a* — (P22 (~164° + 184% +
27

3ab? + 46 + VA a® + (S (—160° + 18a%h+ Bab? + 46 + v/ A) )b a® + Uf(w +

18a2b+ 3ab® +4b° + v/ A))b'%a + 12288a%h'2 — 491524 2b% + 4648964’ 1b° 4 41245444°b° —

5195264a%0° + 3323891a"b" — 190602a°b® — 1160576a°6” + 603488a*0*0 — 39936a°b""

8192 72704
/[be( 570 (—16a° + 18a%b + 3ab® 4 4b° + vV A)a® — (2—7(—16a3 + 18a?b + 3ab® + 4b° +

527968

VA))a® 4 (9984(—16a° +18a%b+ 3ab* +4b° + v/ A) )ba” — ( o (—16a° 4 18a2b+3ab?> +
2

4b° + VA))b*ab + (55(2)036(—16a3 +18a%b + 3ab® + 4b> + VA))b*a® — (@(—1&13 +

18a%b + 3ab® + 4b° + VA))blat — (

109042
Og(; (—16a® + 184D + 3ab® + 4b° + VA))b’a® +
<132760 3584

27

(—16a° + 18a2b + 3ab® 4 4b° + VAN a® — (== 5 (- 16a® + 18a%b + 3ab® + 4b° +
204
VAN a+( 09 8( 16a°+18a2b+3ab>+4b>+v/A))b® —1536a”b>+13952a°b> — 5331247 b +
108885a°b” — 121394a°b° + 71756a*b” + 19968a°b® — 52800a°h°)).

58624
2

~1
5460( 16a° + 18a%b + 3ab® + 4b° + VA).

El tercer Equilibrio estd dado por:

Wa =

2424832
“ 0 (—16a° — 18a2b 4 3ab? — 4b° + v/ Ba't —

223692
(—16a® — 18a%b + 3ab? — 4b° + V' B))ba'® — (@(—1&13 —18a%b + 3ab* —

7985920 1518688

Wy = ;—41[—1873408alob4+ 12288a2b'? —
3166208

(=5

46° +VB))b*a® — (

18a%b + 3ab® — 4b° + VB))b*a” + (

(—16a° — 18a2b+ 3ab® — 4b* +VB))b*a® — (
250415
9

(—16a” —

(=164 — 18a%b + 3ab® — 4b* + VB))ba® +
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1825325

( (—16a® — 18a2b+ 3ab? — 4b> + v/ B))b®a’ + (85948(—16a” — 18a°b+ 3ab® — 4b° +

2 24

VB))bat — fﬁ;& 16a® — 18a*b + 3ab® — 4&4;¢B»Hm3—(gﬁrw—um3—1&fb+
1 262144

3ab® — 46>+ B))v’a* + (758(]6a —18a?b+3ab* —4b* +v B))b'%a — Zw;(_l&ﬁ_

4096
18a%b+3ab? —4b° + v/ Ba'?) + (—— 5 (- 16a° —18a%b+3ab® —4b> +V/B) )bb' — 4915241 20% —

464896a''h® — 4124544a°h° — 5195264a%b° — 3323891a7b" — 190602a°6® + 1160576a°b° +

603488a*0'0 + 39936a°b"]

8192

= 2704
Jbe( =192 (1605 — 18020 + 302 — 45 1+ VB)a® — (204

27
VB))a® +(9984(—16a® — 18a%b+3ab? — 4b> + V' B))ba" — (
i+ VBt - (20
18a%b + 3ab? — 40° + VB))b'a® + (
<13276O
27
4b° + VB))b a + (——(—16a° — 18a%b + 3ab® — 4b° + V' B))b® — 1536a”b* — 13952a°b° —
53312a7b* — 108885a°0° — 121394a°15 — 71756a*b” 4 19968a°b° + 52800a2b°)].

(—16a* — 18a*b + 3ab® — 4b° +

527968
(—16a® —18ab+3ab* —

2

(—um?—mfb+&w?—%?+VB»@f—«1§§@4&ﬁ—
109042

090 (—16a® — 18ab + 3ab* — 4b® + V' B))b°a® +

27
3584
(—mf—1w%+3m?—%?+¢am%ﬁ+@§4—mf—1w%+3m%—

2048

~1
=g (160" = — 18a%b + 3ab® — 4b> + V/B).

El cuarto Equilibrio esta dado por:

Wa =

2424832
(16a° + 18a%b — 3ab® + 4b> + v/ Ba'' +

2236928

~1
vv1::E;IL—1873408aH%4—F12288@25u—+
3166208
( (16a® + 18a*b — 3ab* + 4b* +
7985920 1518688
¢E»Ra$+@—77—4um3+1&fb—&m?+ﬂﬁ+vﬁﬁw%ﬁ+(——5——u&ﬁ+1&fb—
250415 1825325
3ab®4+4b° +VB))b'a" — (F——=

18a%b—3ab®+4b°+v/B))bta (85948(16a34—18a?b-3ab24—4534—x/2§))b7a4 +(5
58624

(16a° + 18a2b — 3ab® + 4b> + V' B))ba'® + (

(16a°+18a%b—3ab® +4b> + V' B))b%a’ — (

3520

(16
(164
1
(160°+1802b—3ab* L 46>+ B) b a?— (100 68(1

262144
18a2b—3ab2+4b3+\/E))b10a+627(16a3+18a2b—3ab2+4b3+\/Ea12) (——(16a°+

18a2b— 3ab® +4b° + vV B))b'' —49152a' 20° — 4648964 b® — 41245444°6° — 51952644°0° —

3323891a"b" — 190602a°6® + 1160576a°b? + 603488460 + 39936a°b"]
8192 72704
muzw(m&+1&%—3w?+%ﬁ+¢mﬁ (——— o (16a® + 18ab — 3ab?® + 4b° +

2

vﬁ?»a&+GM84U6a3+1&?5—3a§+4b?+v§%)mﬁ+(§%§§§(us3+1&fb—3aﬁ44w3+
2

v@))b%ﬁ_(550036 72898

40° +VB))btat —(

3ab®+4b* +VB))bba? — (—=

)
18a%b—3ab*+4b> 4V B))b* a4+ (o
4096

(16a°+18a2b—3ab® +4b° + vV B))b*a® + (——
109042

(16a®+18a*b—3ab*+
132760

(16a°+18a%b—3ab® +4b> +V B))b*a® — (
3584

(16a®+18a*b—

204
(16a°+18a2b—3ab*+4b> +VB))b a— ( i}8(16a +18a*b—
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3ab? + 4b° + V/B))b® — 1536a°0* — 13952a°b* — 53312a7b* — 108885a5b° — 1213944°1° —
71756a*b” + 19968a°b® + 52800a")].

(16a° + 18a%b — 3ab* + 4b°* + VB).

W2

~ Bdbe

Anexo B: Pruebas numéricas

En esta seccion se presentan algunas tablas con las pruebas numéricas realizadas a partir
de las relaciones encontradas en el capitulo 3, para el caso de tres jugadores. Los candidatos
a equilibrio se numeran consistentemente con la seccién anterior de Anexos.

(i) Eq. 1 Los resultados de las pruebas utilizando distintas pendientes son los siguientes:

ap | ag | as a1dy Qads o3ds
1 5 110 | —0,04 0,4 9,56
1 |10 10| —0,04 0,9 9,53
1 110 5 | —=0,08 1,8 4,53
10 [ 5| 1] 133,99 | —31,14 | —6,17
10 | 1 168,92 | —15,54 | —1,75
10 {10 | 10 | —1,22 3,33 7,89
100 | 50 | 10 | 1339,97 | —311,41 | —61,71
5 6 | 7| =051 1,66 5,78

Tabla 3.3: Resultados numéricos para el primer candidato a equilibrio.

(ii) Eq. 2 Los resultados de las pruebas utilizando distintas pendientes son los siguientes:

aq [6%) (0% Oéldl Oégdg Oégdg

1 5 |10 | =0,05 | 1,18 8,11

1 (10|10 —0,1 | 4,57 6,47

1 |10 5| —02 | 913 1,47
10 | 5 | 1T | —6,22 | 892 -0,16
10| 1 |5 2,39 | —0,02 | complejo
10 | 10|10 | 4.55 | 3.33 2.11
100 | 50 | 10 | =622 | 892 | —1.62
5 6 | 7| 1.09 | 2.21 2.88

Tabla 3.4: Resultados numéricos para el segundo candidato a equilibrio, en negrita asigna-
ciones validas.
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(iii) Eq. 3 Los resultados de las pruebas utilizando distintas pendientes son los siguientes:

(03] Qo | (3 Oéldl Oégdg Oégdg
1 5 | 10 | —=0,07 0,6 9,46
1 (10|10 | —0,06 | 1,09 9,48
1 10| 5 | —0,11] 2,19 4,48
10| 5|1 1]-623] 9,71 —0,32
10 | 1|5 | 7,57 | —=0,001 | complejo
10 | 10 | 10 | —=1,24 | 3,98 7,26
100 | 50 | 10 | —62,4 | 97.1 32
5 16| 7| -053] 206 5.33

Tabla 3.5: Resultados numéricos para el tercer candidato a equilibrio.

(iv) Eq. 4 Los resultados de las pruebas utilizando distintas pendientes son los siguientes:

(05} Qo | O3 O[ldl OéQdQ O[3d3
1 5 | 10 | —0,06 1,07 8,46
10 | 10 | —0,11 4,34 6,81

10 5| —023 | 869 | 1,81
10 [ 5 | 1 | —222,9 | 143,04 | —5,32
10 | 1 |5 | —189,7 | 19,99 | —1,59
10 |10 | 10 | —13,46 | 19,54 | 3,92
100 | 50 | 10 | —2228,9 | 14304 | —53,1
5 | 6 | 7| —429 7,71 3,99

Tabla 3.6: Resultados numéricos para el cuarto candidato a equilibrio.
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