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Resumen

Este escrito tiene por objetivo estudiar las noesode intuicion y de construccion en Kant
segun su exposicion en@xitica de la razén puraNo se busca entregar una interpretacion
completa de estas nociones ni tampoco de la filast# las matematicas de Kant, sino sélo
plantear ciertas ideas que podrian constituir urtgpde partida para una investigacion mas

exhaustiva de ellas.

Para realizar esta tarea, se parte de la integidatale la intuicion y de la construccion
planteada por el filésofo finés Jaakko Hintikkapdrtir de una consideracién critica de su
propuesta, se formulan algunas ideas alternativas suyas. A pesar de las discrepancias
con Hintikka, este texto rescata su método de jmapaes aqui también se utilizan algunos
de los recursos empleados por él, como las conesioon Proclo y con la logica actual,

aungue con otros resultados.

También se rescata de Hintikka la comprension detlacion como una instanciacion de
un concepto. Sin embargo, la comprension planteadsste texto también se aleja de él en
este aspecto, porque no es claro que la intuicda deducirse s6lo a una instanciacion de

un concepto.

En cuanto a la construccion, se propone compremderno aquello que, por medio de la
instanciacién de un concepto, permite la aplicacdiéruna generalizacion universal. Cabe
destacar que esta comprension de la construcclona®a en consideracion su papel en
los teoremas, puesto que Kant plantea que ellai¢am@sta presente en los axiomas y en

las definiciones.

Una profundizacion y ampliacion de este trabajoed@btomar en cuenta una mayor parte
de la obra de Kant. Ademas, deberia estudiar c@poesentan las nociones estudiadas en
los axiomas y en las definiciones, comparando ptlpque juegan en ellas con aquel que

tienen en los teoremas.



A Eva Monardes.
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Introduccion: objetivo, alcance, método y estructura

Este escrito tiene por objetivo estudiar las noesode intuicion y de construccion en Kant
segun su exposicion en@aitica de la razon purdKrV de aqui en adelante). No se preten-
de entregar una interpretacién completa de est@emas ni tampoco de la filosofia de las
matematicas de Kant, sino solamente plantear atgdeas que podrian constituir un punto

de partida para una investigacion mas exhaustiae

Para realizar esta tarea se parte de la interpdatde la intuicién y de la construccién en
Kant planteada por el filosofo finés Jaakko HingéiklA partir de una consideracion critica
de ésta, sera posible formular algunas ideas atteas a las de Hintikka que pueden ser
tomadas como un punto de partida para una invegiiggosterior. A pesar de las discre-
pancias con Hintikka, este texto rescata el métiedsu trabajo, pues aqui también se utili-
zan algunos de los recursos usados por él, commfexiones con Proclo y la logica ac-

tual, aunque con otros resultados.

La estructura del texto es la siguiente: primeegplantea el problema a partir de los textos
de Kant (parte I); posteriormente, se aborda lerpmetacion de Hintikka y se realiza una
critica de ciertos aspectos de ella (parte ll)gdyese estudian las partes de los teoremas y
problemas que Proclo menciona enCamentario al Libro | de los Elementos de Euclides
(parte Ill); a continuacion, se plantea una profaupseliminar de compresion para la intui-
cion y la construccién a partir de los andlisidizedos (parte 1V); posteriormente, se con-
sidera coOmo esta propuesta permite entender latraociones ostensiva y simbolica plan-
teadas Kant y se indica si la construccion juegarapapel dentro de lo que él llama “fér-
mulas numéricas” (parte V); por ultimo, se recoganobservaciones finales sobre el traba-

jo realizado.



Parte I: Planteamiento del problema en Kant

1. Las nociones de intuicién y de construccion y la relacion entre ellas

Kant caracteriza la nocion de intuicién en divensasajes de su obra, pero, a primera vista,
no todas estas caracterizaciones parecen ser Ejies puesto que unas resaltan ciertos
aspectos, mientras que otras otréin pasaje fundamental para comprender esta nesion

aquel en el cual la intuicidn es caracterizadaeés de dos criterios que en la literatura son

llamados “criterio de inmediatez” y “criterio dengularidad” (Parsons, 1992):

“El género esrepresentacionen general répraesentatin Bajo él esta la
representacion con conciencgefceptiq. Unapercepcionque se refiere solamente
al sujeto, como modificacion del estado de él, segsacion(sensati®; una
percepcion objetiva esonocimiento(cognitio). Este es o biemtuicion, o bien
concepto(intuitus vel conceptysAquélla se refiere inmediatamente al otfjeyoes
singulaf, éste, mediatamente, por medio de una caracterfgie puede ser comdn
a muchas cosas.” (A320/B3767)

Sin embargo, al comienzo deHatética Trascendent&ant la describe mencionando sélo
el criterio de inmediatez y relaciondndola, adent@s) la sensibilidad en el caso del

intelecto humano:

“Cualesquiera sean la manera y los medios poruesuq conocimiento se refiera a

objetos, aquella [manera] por la cual se refiesti@ inmediatamente, y que todo

! Para esta seccién nos basamos considerablemeRtgsams (1992).

2 A este aspecto hace referencia el “criterio deeiliatez”. Parsons (1992, p. 44) lo caracterizasigiiente
modo: “[...] it evidently means that the objectanf intuition is in some way directly present to thimd, as in
perception, and that intuition is thus a sourckimately the only source, of immediate knowledd®bjects.”

3 A este aspecto hace referencia el “criterio dgudaridad”. Parsons (1992, p. 44) caracterizaaasitLicion

en funcién de este criterio: “It can have only amdividual object. The objects to which a concapldtes’
are evidently those which fall under it, and thesa be any which have the property which the cancep
represents, so that a concept will only in exceticases have a single object.”

“ Otra mencién de ambos criterios en conjunto saentca erLos progresos de la metafisi¢AA XX: 266).



pensar busca como medio, esnficion. [...] Por medio de la sensibilidad, enton-

entonces, nos son dados objetos, y sélo ella mom®tra intuiciones.” (A19/B33)

Por otro lado, Kant caracteriza la nocién de inémcen sus lecciones sobre légica

apelando solo al criterio de singularidad:

“Todo conocimiento, es decir, toda representacidn conciencia referida a un
objeto, es o intuicion o concepto. La intuicion @wsa representacion singular
(repraesentatio singular)s el concepto una representacion generglraesentatio

per notas commungs reflexionadarepraesentatio discursiya (AA IX: 91)

A partir de esta breve revision de pasajes podgreggintarnos, entonces, ¢qué caracteriza
finalmente a la intuicion? ¢ Como se relacionarctasrios entre si? ¢ Hay alguna prioridad
de uno respecto de otro? ¢Se sigue uno a parttrd@ ¢ Son independientegZémo
entra en juego la sensibilidad para el caso deleato humano? ¢Como se vinculan la
sensibilidad y los criterios? ¢ La sensibilidad eslkacionada con ambos criterios 0 con uno
de estos? Una respuesta a cada una de estas peegsidt fuera del alcance de este texto,
pues nuestro objetivo sélo es proponer una basepoaler abordar estas preguntas con una
mayor cantidad de herramientas.

La nocion de intuicion esta estrechamente vincutastala de construccion, a la cual Kant
describe en la ultima parte delaV, la Doctrina trascendental del métodespecialmente
en la primera parte de esta ultirha, disciplina de la razén pura en el uso dogmatimayo
tema principal es la distincion entre el conocirtoefilosofico y el matematico. Su

caracterizacion es la siguiente:

“El conocimiento filoséfico es el conocimiento racional por conceptosl
matematico [es el conocimiento] poonstruccionde los conceptogConstruir un

concepto significa: exhiba priori la intuicion que le corresponde.” (A713/B742)

® Practicamente todas las alternativas posiblesespuesta han sido planteadas por los estudiosestee
tema. Algunos piensan que la inmediatez se sigula dngularidad, otros que la dependencia es $ayer
otros que son independientes, otros que s6lo usHiatees relevante, etc.



Para Kant, la matematica utiliza la construcciorcaeceptos, la cual se apoya en la intui-
cion. Sin embargo, no resulta claro a primera @st@o entra en juego la intuicién en la
construccion. De esta manera, podemos pregunta@nt®, otras cosas, ¢en qué consiste
propiamente la construccion? ¢Qué quiere decirstcoim un concepto”? ¢Qué significa
“exhibir a priori la intuicion” correspondiente an wwoncepto? ¢ Cual es la relacién entre

construccion e intuicion?

Es posible que la comprension de una de estas aomenes sea determinante para la
comprension de la otra, debido a la estrecha felagile existe entre ellas. De hecho, en
este texto comenzaremos abordando la nocién decioniupara luego tratar la de

construccion, y, cuando entreguemos nuestra prtapesa comprender ambas, veremos

como la compresion de una nos ayuda para la deala o

Tal como advertimos al abordar la nocién de inéwicno es nuestro objetivo responder en
forma concluyente todas las preguntas que plamhtestdio de la nocion de construccion.
Esta seccion so6lo ha tenido como objetivo presdatgroblematica que generan estas

nociones y motivar una primera aproximacion a saiéacion.

2. Muy breve revision de parte de la literatura sobre el tema

Conviene realizar un breve recorrido por lo quéaeliscutido recientemente acerca de la
filosofia de las matematicas en Kant, en particatarca de las nociones de intuicion y de

construccion.

En un articulo que marcéd el renacimiento del irgegéneral por la filosofia de las

matematicas en Kant, Hintikka (1992, p. 23) ha tglado la tesis de que lo Unico que
caracteriza a la nocion de intuicion en Kant esriggrio de singularidad, basandose, entre
otras cosas, en que la construccion en Kant deleadarse como la regla de inferencia de

la lI6gica actual llamada ejemplificacién existehcia



Contra la tesis de Hintikka, Parsons (1992, p.a#§umenta que el criterio de singularidad
es una consecuencia del criterio de inmediateaydb se enmarca dentro de su tesis de que
la intuicion en Kant debe entenderse, en el casandetelecto finito como el del ser

humano, a partir de su conexién con la sensibilidad

Torretti (2004, p. 116), con Parsons y contra Hk&j también considera que es el criterio
de singularidad el que se sigue del criterio deettiatez. Aparte de eso, concuerda con
Hintikka en su interpretacion de la intuicion yldeconstruccion en Kant, aunque le critica
que reduzca esta Ultima una regla de inferencigs pan ella “propone un caso tal que toda
la informacién acerca de él esta contenida” (Torr@004, p. 122) en la condicidn
considerada, mientras que para Kant la intuicide gonstruccion permiten ir mas alla del

contenido de los conceptos.

Friedman (1992), siguiendo la tendencia de Hintikikeerpreta la intuicion en Kant

partiendo del principio de que la habria postulpdia llenar los vacios de la logica de su
época. Plantea que Kant, para postular la intuji¢cia@bria considerado ciertas herramientas,
tanto de la matematica como de la fisica, que e@psga no estaban formalizadas, entre

ellas la construccion en la geometria euclidealaadgrivada en el calculo infinitesimal.

Contra los enfoques de Hintikka y Friedman, Ca(d®97) y Shabel (2006) interpretan la
intuicion dejando en un segundo plano su posibdatificacion con herramientas de la

l6gica y la matematica modernas.

Carson, en el caso de la geometria, plantea gespatio subjetivo, en tanto forma pura de
la sensibilidad, es el que fundamenta el espa@mggico, lo cual es el enfoque inverso al
que sigue Friedman. Con ello, pretende enfatizarlgs rendimientos matematicos de la

nocién de intuicién son derivados de sus rendimgastrictamente filoséficos.

Shabel plantea que en las demostraciones geonsétiicgesar de que se manipule

ejemplares singulares, se obtiene resultados wailesr gracias a la nocion de construccion,



puesto que mediante ella se toma en cuenta solarusnaspectos generales de los objetos

considerados, dejando de lado aquellos que soicydares.



Parte II: Consideracion de la interpretacion de Hintikka

Como ya mencionamos, de entre los autores que bardado la filosofia de las
matematicas en Kant, uno de los mas relevanteslgsdgue comenzo6 este debate en el
siglo XX fue Hintikka (1992). Su tesis es que l&uiaion pura se caracteriza sélo por el
“criterio de singularidad”, mientras que el “critede inmediatez” y su identificacibn como

forma pura de la sensibilidad son secundarios &b €xpresa en el siguiente pasaje:

“[T]he term ‘intuition’ should be taken in the ‘urtuitive’ sense which Kant gave to
it in his definition of the notiofi. In particular, Kant's characterization of
mathematics as based on the use of constructiansohlae taken to mean merely
that, in mathematics, one is all the time introdgcparticular representatives of
general concepts and carrying out arguments in stewh such particular
representatives, arguments which cannot be caotietly the sole means of general
concepts.” (Hintikka, 1992, p. 24)

A continuacion revisaremos ciertos aspectos datsupretacion que nos ayudaran a llegar
a una propuesta alternativa. Conviene enfatizanques nuestra intencion hacer un estudio
completo de la interpretacion de Hintikka, sincasménte realizar una consideracion critica
de ciertos aspectos de ella, de manera que seantm ¢e partida que nos permita plantear

nuestra propuesta.

Hintikka (1992, p. 24) fundamenta su postura tatematica como histéricamente, para
lo cual propone que las tesis que Kant sostierla Boctrina trascendental del métodon

anteriores a las que plantea ei$ética trascendental

“My main suggestion towards art interpretation @is theory of the mathematical
method, as presented at the end of the finstique’, is that this theory is not
posterior but rather systematically prior to tharigcendental Aesthetic.” (Hintikka,
1992, p. 24)

® Esta definicién es aquella de las lecciones diedddn cual citamos anteriormente.
" Con ello se refiere a Boctrina trascendental del método



En varios pasajes de Iastética transcendentakant, al abordar la intuicion, toma en
consideracion tanto el criterio de singularidad oogh de inmediatez, mientras que en la
Doctrina trascendental del métodsblo esta presente el criterio de singularidadjue

Hintikka, esto mostraria que el criterio de inmesliaes secundario en relacion al de

singularidad.

1. Prioridad sistematica: primer argumento

Hintikka menciona dos sentidos segun los que wrdatseria anterior a la otra. El primero
de ellos es el de anterioridad sistematica o cdoaeefHintikka, 1992, p. 24). Para
demostrar que existe una prioridad en este sertiohdikka plantea dos argumentos, uno
de los cuales esta basado enHoslegomenatexto en el cual Kant buscar mostrar con mas

claridad algunos puntos del argumento de€rid

En los Prolegomena Kant ubica su concepciéon del método de las mdieasaen la
seccion que se identificaria conHatética Trascendentale laKrV, mientras que en esta
ltima tal concepcién esta contenida hacia el fawlla obra. A partir de esto, Hintikka
(1992, p. 24) concluye que hay una dependenciaicitgplde laEstética Trascendental
respecto de la concepcion del método de las matamale Kant, el cual aparece en la

Doctrina trascendental del métodn laKrV.

El orden de exposicion de ld¥olegomenacon el cual efectivamente Kant pretendia
ofrecer de manera mas clara ciertos putos del agtome 1a&KrV, se inspira en el método

analitico, el cual tiene su origen en los desarsalle la matematica de los antiguos griggos
Este consiste en asumir lo que se quiere demogiiagar, a partir de ello, a resultados

previamente conocidos, con lo cual es posible ooin el camino en sentido inverso. El

8 “E| anélisis es un camino que parte de tomar le sgiinvestiga como cosa aceptada mediante sus-cons
cuencias hasta llegar a la sintesis. En el analigoniendo que lo investigado ya se ha producserva-
mos por qué sucede y vamos de nuevo a lo que ¢egitehasta que, haciendo el camino hacia atréstde
manera, damos con algo de lo ya aceptado o quenpeda a la clase de los principios. Y a este roétmd
llamamos analisis porque es una solucién camirds.aftor la otra parte, en la sintesis, partienda darcha
atras, dando por sentado el elemento Ultimo captadsl analisis, colocando ahora lo que alli prieced su
orden natural como consecuencias y componiéndaoie si llegamos por dltimo a la construccién de lo
investigado. Y a eso lo llamamos sintesis.” (P&ymagogé/Il, pp. 634-6, en Arquimedes (2005))



método sintético, la contraparte del analiticotgpde lo conocido sin presuponer nada para

llegar a lo que se quiere demostrar

Lo que Kant da por asumido en la exposicion dePiadegomenaes la existencia de la

matematica pura y de la ciencia natural pura coomo@mientos sintéticos priori:

“Al avanzar ahora hacia esta solucion [del problgmm@mo son posibles los juicios
sintéticosa priori?], y ello segun un método analitico, en el cualosigmos que
existen realmente tales conocimientos por razoa,guwdemos remitirnos soélo a
dos ciencias del conocimiento teorico (que es daoidel que se trata aqui), a
saber, lamatematica puray la ciencia pura de la naturaleZa(Prolegomena85,
AA IV: 280)

Por lo tanto, el uso que en IBsolegomenéaaria Kant de la existencia y del método de la
matematica, en tanto conocimiento sintétaqriori, no obedeceria a que las teorias
correspondientes a IBoctrina trascendental del métodengan una prioridad logica
respecto de aquellas de Estética Trascendentakés decir, a que la verdad de aquellas
dependa de la de estas, sino todo lo contrariogug es el método sintético, y no el
analitico, el que muestra cdmo un conocimientogumstse sigue de otro anterior. Como
se menciond previamente, este orden fue establ@nddant con el fin de facilitar la

exposicion de parte de su argumento derlg no por razones ldgicas.

2. Prioridad sistematica: segundo argumento

El otro argumento con que Hintikka (1992, p. 24}ifica la prioridad sistematica consiste
en que Kant, en los pasajes fundamentales d&stética Trascendentalutilizaria

exclusivamente el criterio de singularidad paraci@rizar la nocion de intuicion.

° No es claro que Kant utilice los conceptos de trétanalitico” y de “método sintético” tal como lesta-
mos presentado aca, el cual corresponde a un nedabvamente estandar. Un estudio sobre este aspect
queda fuera del alcance de este trabajo.
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El hecho de que en ciertos pasajes Kant sélo cenesil criterio de singularidad se puede
evaluar de diversas maneras. Una de ellas esHintikka, mientras que otra es considerar
gue Kant estaria tomando simplemente uno de lteyios esenciales de la intuicién dentro
del contexto del argumento, lo cual no significayie el otro criterio quede en un segundo
plano, sino que seria meramente una distinciomtiesié en la consideracion particular del

argumento.

3. Prioridad historica

El segundo sentido de anterioridad que Hintikk®21 9. 25) plantea es el historico, el cual
demuestra aduciendo que Kant,Sobre la nitidez de los principios de la teologéumal

y de la moralde 1764 (82; AA II: 278-9), ya menciona que el adét caracteristico de la

matematica consiste en manipular conceptos ges@natencretq aunque no hace ninguna

mencion de la nocién de intuicion ni de la formaapde la sensibilidad.

La anterioridad cronoldgica no es suficiente ssadraduce en una anterioridad sistematica.
El argumento de Hintikka serviria como base pardesis si Kant hubiese mantenido
posteriormente aquella teoria tal como la formuld @64, con lo que la de kKaV seria una
profundizacién o prolongaciéon de ésta. La evolu@déhpensamiento de Kant desde 1764
hasta 1787, afio de la segunda edicion d&Vg muestra que es dificil sostener una tesis
como esa, pues Kant realiz6 modificaciones fundéaesnen sus teorias dekaVv que las
alejaron de las que mantuvo anteriormente, porg@perta introduccion de la intuicion y de

la forma pura de la sensibilidad, lo cual el migrintikka destaca. Luego, estas teorias no

son comparables en el aspecto que a Hintikka deasa.
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Parte III: Las partes de los teoremas y los problemas en Proclo

1. Laidentificacion de Hintikka de la nocién de construccion con aquellas
de ékthesis y kataskeué en Proclo

Para defender con mayor fundamento su tesis pahdiintikka (1992, p. 30) propone que
la nocion de construccion dentro de la filosofidedemateméaticas en Kant debe identificar-
se con las que Proclo, en su comentario aElesnentosde Euclides, llama&kthesi& y
kataskeueDe acuerdo a Hintikka (1992, p. 28), Blementogle Euclides habrian sido un
paradigma del método matematico para Kamor lo que seria razonable buscar alli las
nociones que habria tenido en vista al desarraller teorias sobre filosofia de las

matematicas.

Para justificar la identificacion de la construetiéon laékthesis Hintikka (1992, p. 29)
menciona la similitud que existe entre la descépajue da Kant de la construccion y la
funcion que cumpliria la&kthesis pues la primera considera conceptos genemalesn-
cretoy la segunda “muestra” o “exhibe” una proposiaj@omeétrica general por medio de
un ejemplar singular. Para justificar la identifigm de la construccion con kataskeué
(Hintikka, 1992, pp. 29-30), destaca un pasaje GA71B744-5) donde Kant menciona que
el matematico, cuando pretende demostrar algurtadsy inmediatamente comienza a
hacer construcciones adicionales que lo ayudas@taeea, lo cual Hintikka considera que

tiene similitud con la descripcidon de la nociérkdéaskeué

Posteriormente, Hintikka, ademés de identifiéthesisy kataskeu®, identifica (Hintikka,
1992, p. 35) la primera con la regla de infererma cuantificadores de la l6gica actual

1% Esta nocién también esta presente erAlusliticos primerogsle Aristételes (por ejemplo, en 28b14, 48a25
y 49b6). ¢Habra obtenido Aristételes esta nocirardir de los desarrollos de la matematica de &)

¢ Qué vinculo tienen l&kthesiplanteada por Aristoteles y aquella por Proclo®tikka (1992, p. 34) parece
identificar los usos de esta nocién en ambos.

" Hintikka expresa este supuesto de la siguienteeraafit is much more useful to ask exactly whaitfiees

of Euclid's presentation Kant was thinking of is thieory” (Hintikka, 1992, p. 28).

12 En Hintikka (1978) dice explicitamente quekthesisy la kataskeuése refieren a lo mismo. Posteriormen-
te, abordaremos en detalle si la identificacidahdas nociones es correcta.
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llamada “ejemplificacion existencial’, de modo gieberiamos suponer que la ultima tam-

bién se identifica con ella, a pesar de que pisglwancia durante el resto del texto.

2. Consideracion sobre la identificacion de Hintikka de la ékthesis y de la
kataskeué con la ejemplificacion existencial

Concentrémonos en la identificacion de la constéumccon laékthesis Mas alla de la
semejanza que existe entre las descripciones desaodnceptos, esta correspondencia
permite que Hintikka pueda dar un mayor fundamerga tesis de que la intuicion pura se
caracteriza solo por el criterio de singularidades durante la construccion, entendida
comoeékthesisy ésta, a su vez, entendida como ejemplificaeidstencial, se estarian em-

pleando ejemplares particulares para demostraopitpnes generales.

Para analizar mas detalladamente si es razonahiéfidar la construccion en Kant con la
ejemplificacién existencial, podemos replicar efeicio realizado por Beth (1957)quien
formalizé la demostracion del teorema que estalije@edos angulos de la base de un trian-
gulo is6sceles miden lo mismo. Esta formalizacdmd en cuenta lo siguiente: las letras
mayusculas, B, C, ..., X,Y,Z indican puntosA(4, B, C) representa un tridngulo cuyos
vértices son los punto§ B, C; XY indica una recta que pasa por los puids, <XYZ
representa un angulo cuyo vérticereg cuyas semirrectas pasan unaXagrla otra porZ.

La formalizacion es la siguiente:

1) A(A,B,C) A AB = AC Hipotesis

2) A(A,B,C) 1) y simplificacion

3) AB=AC 1) y simplificacion

4) VX, Y,Z[AX,Y,Z) - AX,Z,Y)] Principio “1”

5) A(4,B,C) - A(A,C,D) 4) y ejemplificacion universal
6) A(A,C,D) 2), 5) ymodus ponens

7) VX, Y[XY =YX - YX =XY] Principio “2”

13 Este ejercicio de Beth tiene una enorme imporang que, hasta donde hemos podido observar déstro
la literatura, es el Unico que realiza una fornaalian de esta indole, aunque con objetivos distiattns que
nos hemos planteado aqui. Una formalizacion con@o pEymite identificar mas claramente las partelbsle
teoremas que propone Proclo con nociones de leddglia matematica actuales.
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8) AB=BA->BA=AB 8) y ejemplificacion universal

9) BA=AB 3), 8) ymodus ponens

10) VX,Y,Z [¥XYZ = «ZYX] Principio “3”

11) «BAC = %CAB 10) y ejemplificacién universal

12) VX,Y,Z,U,V,W {[A(X,Y,Z) AA(U,V, W) AXY = UV AXZ = UW AQYXZ = <VUW] > <XYZ =
<UVW} Principio “4” (Congruencia)

13) [A(A,B,C) AA(A,C,D) AAB = AC ABA = AB A <BAC = 4CAB] - <ABC = <ACB
12) y ejemplificacion universal

14) A(A,B,C) AA(A,C,D) AAB = AC ABA = AB A <BAC = <CAB
2), 3), 6), 9), 11) y conjuncion

15) <ABC = <ACB 13), 14) ymodus ponens
16) [A(4,B,C) A AB = AC] » <ABC = <ACB 1), 15) y prueba condicional
17) VX, Y, Z [A(X,Y,Z2) A XY = XZ] - <XYZ = <XZY 15) y generalizacion universal

La demostracion anterior nos permite obtener var@sclusiones. En primer lugar, no
necesitamos ocupar en ningun paso la ejemplifica€xXistencial, por lo tanto, si la
identificacién de la construccién con ésta fuerarema®, la construccién no estaria
presente en todas las demostraciones de la gearsatiideana. Esto puede ser relevante
ya que, en principio, pareciera como si Kant penspre la construccién es un atributo
esencial del método matematico, lo cual podria iztaplque estd presente en todas

proposiciones de la matematica.

En cuanto a l&kthesissegun como la entiende Proclo, el candidato mémedble de la
demostracion con el cual podriamos identificarlaelggso 1), es decir, la representacion de
la hipotesis como una proposicion que se cumpla par objeto considerado de modo

arbitrarid®, sin ningdn tipo de regla de inferencia involuerad

14 Existe otro problema en la identificacién detkihesiscon la ejemplificacion existencial. Si el objetibee
el cual se realiza la demostracion se obtiene & garuna proposicion existencial por medio de ejemnpli-
ficacion, entonces, posteriormente, no se podrieetsalizar el resultado obtenido para tal objei® modo
que no se podria obtener la universalidad que pia@sdos teoremas. En este problema esta en judge s
cuales objetos se aplican las reglas de inferenp@sejemplo, si sobre variables libres y/o camsts. Un
tratamiento detallado de este problema no es gattebjetivo de este texto.

!> Es importante notar que la representacion depldtésis como una proposicién para un objeto coreside
arbitrariamente tiene sentido alli donde el teoremana proposicién condicional universal.
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Por otro lado, no esta muy claro qué parte denaod&acion corresponderia akitaskeug
Considerando el diagrama que representaria a estastracion, solo se trazaria una figura
al inicio de ella, es decir, cuando se mencionahif@tesis, lo cual, como vimos,
corresponde a lékthesisde modo que lkataskeuéestaria ausente. Sin embargo, en otras
demostraciones de la geometria euclideana seaeatanstrucciones auxiliares, de modo

gue no esta muy claro si éstas, es deckataskeugse pueden identificar cond&thesis

Otra debilidad de la interpretacion de Hintikkai, @amo la de otros autores involucrados
en este debate, consiste en que se concentraigaaheste en el papel que desempefian las
nociones de intuicion pura y de construccién dedé&rdas demostraciones, dejando de lado
el hecho de que Kant también destaca que éstanjuggpapel dentro de las definiciones y
de los axiomas (A727-35/B755-63).

Por lo tanto, no parece acertado concentrarse @xalaente en el papel que juegan en las
demostraciones la intuicién pura y la construccpres, si éstas también estan presentes en
las definiciones y en los axiomas, ademas de emldasostraciones, entonces su papel
podria no ser Unicamente el de representar inferehmgicas que en la época de Kant aun
no estaban formalizadas. De este modo, aln debespsnder preguntas como: ¢juega la
construccion el mismo papel en las definicioneslosraxiomas y en las demostraciones?

Si no es el mismo, ¢tienen algo comun?, ¢ en qdiéesencian?

3. Las partes de los teoremas y de los problemas segun Proclo

A pesar de que la identificacion dedkthesiscon la ejemplificacion no parece correcta, es
necesario que estudiemos en detalle las partes diemiostracion que menciona Proclo, lo
cual nos puede llevar a tener mas claridad sob¥esqu laékthesisy la kataskeudy, quizas,

también sobre qué son la intuicion pura y la coiesion.
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Nos proponemos realizar un analisis de las paddegiteoremas y los problemas que ex-
expone Proclo en sGomentario al Libro | de los Elementos de Eucltfe® cual nos
ayudara a comprender qué entiende Kant por corgbrycparticularmente en el caso de

las demostraciones.

Proclo expresa en fDomentarioque las partes de los teoremas y los problemasdou
estan completos, corresponden a la enunciactpardoic), la exposicion dkbesoic), la
especificaciondopiopog), la preparacionkprrackevn), la pruebadnodei&ic) y, por ultimo,

la conclusion guunépaoua). Proclo describe estas partes del siguiente modo:

“[L]a enunciacion expresa qué es lo dado y qué® émiscado, pues una enunciacion
perfecta esta compuesta de ambas <partes>. Laie¥posieterminando lo dado
mismo segun si mismo, lo prepara para la busquéda.especificacion,
separadamente, aclara qué es lo buscado. La preEpaagrega a lo dado lo que
falta para la consecucion de lo buscado. La prusheluye cientificamente lo
propuesto a partir de lo acordado. La conclusiorlwau nuevamente a la

enunciacién confirmando lo demostraddCbfmentario203)’

Las descripciones de Proclo pueden parecer un iasuficientes. Por suerte, mas adelante
en el texto identifica estas partes en un probleetarminado, a sabeElementos! 1.
Conviene que revisemos con detencion este ejengpib gntender mejor en qué consisten

estas partes de los teoremas y los problemas.
El primer problema de Idslementoss el siguiente:
“Construir un triangulo equilatero sobre una retgfinida dada

Sea AB la recta finita dada.

Asi pues, hay que construir sobre la recta AB é@mgulo equilatero.

' De aqui en adelante nos referiremos a este temfesnente com@omentario
" Las traducciones d€lomentarioutilizadas en este texto son nuestras. Hasta demtt@ podido averiguar,
aln no existe una traduccién completa@ementarioal castellano.
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Describase con el centro A y la distancia AB elud&r B['A, y con el centro By la
distancia BA describase a su vez el circultEAy a partir del puntd donde los

circulos se cortan entre si, tracense las ré&a$§ B hasta los puntos A, B.

-~ I

Y puesto que el punto A es el centro del cirduAd, AT es igual a AB. Puesto que
el punto B es a su vez el centro del cirdud, BI' es igual a AB, pero se demostro
quel’A es igual a AB, por lo tanto, cada una de lasteed A y I'B es igual a AB.

Y las cosas iguales a una misma cosa son tamhiétegyentre si, por lo tanticA

es también igual BB. Luego, las tres <recta$A, AB y BI" son iguales entre si.

Por lo tanto, el triangulo AB es equilatero y ha sido construido sobre la recta
definida dada AB.

[Por lo tanto, sobre una recta definida dada secdwstruido un tridngulo
equilatero.J® Lo cual <era lo que> habia que hacer.” (Traducnidestra.)

Teniendo presente el problema anterior, revisentwsocProclo nos va guiando en la
explicacion de las partes de los teoremas y prase®obre la enunciacion nos dice, entre
otras cosas, que “esta compuesta de lo dado y dmdoado, pues se da una recta
determinada y se busca como construir sobre ell&ri@gingulo equilatero” Comentario
208), mientras que de la exposicion nos dice quegponde a la frase “sea ésta una recta
determinada dada”Cpomentario 208). Parece mas o menos claro que, entonces, la

enunciacion corresponde a lo que el problema @arde decir, “construir un triangulo

8 Euclides Elementod 1. Es importante destacar ni Puertas (Eucli®) ni Heath (Euclides 1986) inclu-
yen esta linea en sus traducciones. Parece s&rstp@o se encuentra en todos los manuscritos, (ET®
veremos, Proclo si la menciona, lo cual es un parfsvor de las variantes que la incluyen. Aderhag,una
razon sistematica para incluirla, ya que Procltirtjse dos conclusiones, una previa y una genkesapri-
mera de éstas corresponderia al paso contenidoliered en cuestion.

17



equilatero sobre una recta definida dada”, miergresla exposicion es la presentacion de
los objetos especificos sobre los cuales la deawétr se realizara, es decir, “sea AB la
recta finita dada”.

A continuacion, plantea que la especificacion gpoade a “es necesario construir sobre la
recta expuesta determinada un triangulo equilat@omentario208), es decir, “asi pues,
hay que construir sobre la recta AB un trianguloilétero”, por lo tanto, la enunciacion es
la reiteracion de lo que la enunciacion dice quedwe hacer, pero para el caso del objeto

especifico que se mostro en la exposicion.

Luego, plantea que la preparacion dice “tracese aircunferencia con centro en uno de
los extremos de la recta y con radio el resto «deetta>’, y nuevamente ‘tracese una
circunferencia con centro en el otro extremo y @ho idéntico a la anterior’, y ‘a partir
del punto comun de la interseccion de las circemigias Unanse rectas con los extremos de
la recta” (Comentario209), por lo tanto, la preparacion correspondasacbnstrucciones
adicionales que se realizan en la demostracion, clasles, posteriormente, seran

fundamentales para obtener a la conclusion.

A continuacién, segun Proclo la prueba expresa que:

“puesto que uno de los puntos de los <que estabre da recta dada es el centro
mismo de la circunferencia que lo comprende, lactare sobre la interseccién
comun es igual a la recta dada. Puesto que tangbipaonto restante de los <que
estan> sobre la recta dada es el centro mismodelmferencia que lo comprende,
la <recta> sobre la intersecciébn comun de las esfezencias es igual a la recta dada
[...] Por lo tanto, ‘se construye un triangulo éd@iro sobreestarecta dada’. Esta es
la primera conclusion que sigue a la exposicionoPelespués de ésta, la
<conclusion> general: ‘por lo tanto, sohnea recta dada se construye un triangulo
equilatero®®, pues, aunque duplicases la <recta> dada de loestq las mismas

preparaciones y las <mismas> pruebas calzarianngua triplicases o la hicieses

9 Aqui se ve que Proclo habla en favor de la vagigoe incluye las dos conclusiones.

18



mas grande 0 mas que pequefia que éShéntario209-10, el destacado es nues-

nuestro).

Por lo tanto, la prueba corresponde a una seripades obtenidos a partir del objeto
especifico mostrado en la exposicion y de las cotsbnes adicionales realizadas en la
preparacion, pero, por eso mismo, su conclusidnapblo al objeto especifico que se esta

tratando, de ahi que Proclo la llame “primera casich” ?°

Luego, a partir de la prueba, se obtiene la cor@iysropiamente tal, a la cual Proclo llama
“segunda conclusion”. Esta corresponde a la coitelugeneral, ya que el resultado
obtenido en la prueba se universaliza para cualgbieto afin al objeto especifico que se
muestra en la exposicion, de modo que, con elleeaea (en el caso de los problemas) o

prueba (en el de los teoremas) lo que la enuncid@bia planteado en un comienzo.

4. Utilizacion de la matematica y la légica actuales para comprender las
partes de los teoremas y los problemas segun Proclo

A través del ejercicio realizado en la seccion rmtellegamos a una comprension de lo
que Proclo entiende que son las partes de losnt@sre/ problemas. En esta seccion
abordaremos, utilizando parte de la matematicalggi@a actuales, el teorema que plantea
quela suma de los angulos interiores de un trianguddgeial a dos rectds con el fin de
identificar las partes que Proclo menciona erCsmentariocon conceptos de la logica

actuaf?,

%0 Cabe destacar que Procl@ofmentario209) plantea que en la preparacion se usan ldsladss ¢itiuaro),
mientras que en la prueba se usan los axioafasy(ora).

I Elementod 32.

22 Aqui estamos siguiendo, en parte, el consejo @hmProclo, ya que nos dice que “es necesaridague
oyentes busquen también en los restantes teoremablemas cuales de las partes principales sayiec)
cuales se omiten, de cuantas maneras se da loydagartir de cuales principios obtenemos o lapgnacio-
nes o las pruebas, pues una vision comprensivatdene provee poco entrenamiento ni poca practidae
razonamientos de la geometriadCofmentario210)
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Consideremos el modo como los pitagdéricos demastraste teorema, cuya transmision
Proclo atribuye a Eudemo. Esta demostracion posg®snpasos que la de Euclides y, por

lo tanto, es menos dificil de reformular. Procemsmite lo siguiente:
“El peripatético Eudemo adscribe el hallazgo det@matodo triangulo tiene sus
angulos interiores iguales a dos rectas los pitagoricos. Dice que ellos lo

demostraron (6sikvovan enoiv avtovg) de esta manera:

Sea ABC un triangulo y por A tracese la recta Dialeia a BC.

En efecto, ya que BC y DE son paralelas <y> tamkigm que> los <angulos>
alternos son iguales, entonces el <angulo> DABgaalial <angulo> ABC, vy el
<angulo> EAC es igual al <angulo> ACB. Agréguese<g@hgulo> comun BAC.

Entonces, los <angulos> DAB, BAC y CAE, i. e., kngulos> DAB, BAE, i.e.,

dos <angulos> rectos son iguales a los tres andeldsiangulo ABC. Entonces, los
tres <angulos> de un tridngulo son iguales a dogywéas> rectos.” Gomentario

379.2-15, destacado nuestro)

Retomando la compresion que obtuvimos en la seaderior, podemos identificar en

esta demostracién las partes de un teorema segdiv’®de la siguiente manera:
Enunciacion: Omitida

Exposicion: Sea ABC un triangulo.

% Hay que tener en consideracién que para Proctearema es mas amplio que una demostracion. D@hech
aquél incluye a ésta.
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Especificacion Omitida.

Preparacion: Por A tracese la recta DE paralela a BC.

Prueba: En efecto, ya que BC y DE son paralelas <y> tambkiya que> los <angulos>
alternos son iguales, entonces el <angulo> DARjeal ial <dngulo> ABC, y el <angulo>
EAC es igual al <angulo> ACB. Agréguese el <angutwmuan BAC. Entonces, los
<angulos> DAB, BAC y CAE, i. e., los <angulos> DABAE, i.e., dos <angulos> rectos

son iguales a los tres angulos del triangulo ABC.

Conclusion Entonces, los tres <angulos> de un triangulo igoales a dos <angulos>

rectos.

Lo primero que llama la atencién es que la enurtmag la especificacion estén omitidas.
Seguramente, la razén para ello radica en quedromno dice explicitamente, se limita a
exponer la demostracion del teorema, pero no eéne®d completo. De hecho, podemos
decir que menciona la enunciacion antes de tramsiaidemostracion propiamente tal,

mientras que la especificacién se da por supuesta.

Usando las herramientas de la légica actual, nogopemos representar la demostracion
de los pitagoricos formalmente. El hecho de quenlanciacion y la especificacion estén
ausentes es coherente con lo que haremos, puesdsgue no es necesario incluir aquellos

pasos en los que se entiende por demostraciomadaestricto.

Para la formalizacion de la demostracion de logggiticos es necesario tener presente lo
mismo que para la realizada por Beth, la cual begrdada anteriormente. En este caso, una
formalizacién completa seria demasiado extensalopque hemos omitido algunos pasos

gue no son relevantes para lo que se busca mostrar.

La formalizacion es la siguiente:
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Exposicion
1) A(A,B,C)

Preparacién

2) VXY, Z[~(Z€XY)—3V,W(ZeVW AXY ||VW)]

3) VX,Y,Z[AX,Y,Z) & =(Z € XY)]

4) A(A,B,C) < —(C € 4B)

5) —(C € 4B)

6) —(C € AB) »3V,W(C e VW AAB || VW)
7) 3V, W(C € VW AAB || VW)

8) CeDEAAB|| DE

Prueba

Hipotesis

Existencia de paralela

Propiedad del triangulo

3) y ejemplificaciéon universal

1), 4) y eliminacién del bicondicional
2) y ejemplificacion universal

5), 6) ymodus ponens

7) y ejemplificacién existencial

9) VX,Y,Z,U,V,W{{(XY || UZ) A ~(XY || VTW)] - [*UVW = <YWV]}

10) 4B || DE

11) [(AB || DE) A =(AB || CA)] = [¥DCA = <BAC]
12) [(BA || ED) A—(BA || CB)] — [<ECB = <ABC]
13) VX,Y,Z,U [&XYZ + 2ZYU = «<XYU]
14)vX,Y,Z{[Y € XZ] — [«XYZ = 180°]}

15) «DCA = <BAC

16) «BCE = <ABC

17) [C € DE] - [«DCE = 180°]

18) C € DE

19) <DCE = 180°

20) «DCA + «ACB = <DCB

21) «DCB + «BCE = <DCE

22) «DCA + <ACB + «BCE = <DCE

23) KBAC + <ACB + <ABC = 180°

24) [A(A, B, C)] = [¥BAC + <ACB + <ABC = 180°]

Conclusion

Angulos alternos internos

8) y simplificacion

9) y ejemplificacién universal
9) y ejemplificacién universal
Suma de angulos adyacentes
Definicion de angulo extendido
Por alternos internos

Por alternos internos

14) y ejemplificacion universal

17), 18) ynodus ponens

13) y ejemplificacion universal
13) y ejemplificacion universal
20), 21) y reemplazo

15), 16), 19), 22) y reemplazo
1), 23) y prueba condicional

25)VX,Y,Z {{[A(X,Y,Z)] - [XYXZ + <XZY + «XYZ = 180°]} 24)y generalizacion universal
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Podemos ver que la exposicion coincide con el pdantento de la hipotesis. El siguiente
paso, la preparacion, que representa el trazada tecta, se lleva a cabo mediante una
ejemplificacion existencial, la cual est4 soportada otras reglas de inferencia y por
premisas geomeétricas. La prueba, cuya proposidital €sta justificada por la prueba
condicional, también se fundamenta en reglas derentia y en premisas geométricas
previas, tanto de caracter general como partiQdea el caso de este teorema. Finalmente,
la conclusion se obtiene a partir de una universeidn de la prueba, la cual es posible

gracias a la generalizacion universal.
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Parte IV: Propuesta de solucion al problema en Kant

1. Larelacion entre la construccion en Kant y las partes de los teoremas y
los problemas segun Proclo

En esta seccion, luego de nuestro estudio de Pnattomaremos nuestra consideracion de
la interpretacién de Hintikka sobre la intuiciorlay construccion en Kant. Abordaremos
diversos aspectos que pretenden mostrar que tarietacion de Hintikka, a pesar de tener
la buena idea de relacionar a Kant con Proclo,cierta en las asociaciones que hace entre

los conceptos utilizados por uno y otro.

En primer lugar, no estamos de acuerdo con la ifd&wion que hace Hintikka de la
exposicion con la ejemplificacion existencial, goegue la exposicion, a pesar de ser una
proposicion sobre un objeto considerado de modtrarnib, no aparece en la serie de pasos
de la demostracion a partir de la aplicacion de regla de inferencia, sino que es
simplemente la introduccién del punto de partida ldedemostracién, es decir, el
planteamiento de la hipdtesis para el caso de jgicobonsiderado de modo arbitrario, por

lo que no es introducida por ningun paso previo.

Otro punto en que nos alejamos de Hintikka es @dentificacion de la exposicion con la
preparacion. Aunque podemos considerar que ambas pegposiciones referidas a
ejemplares considerados de modo arbitrario, sucardentro de la demostracion esta
justificada por razones distintas. Mientras que ebgposicion, como mencionamos
anteriormente, cumple la funciéon de plantear ladteipis del teorema para un caso
considerado de modo arbitrario, con lo cual camgitel punto de partida de la
demostracion en sentido estricto, la preparacioruregproceso por el cual se agregan
premisas que ayudan a obtener el resultado espdasi@uales estdn soportadas por
axiomas o teoremas anteriores que contienen uritcaaor existencial, de modo que es
necesario usar una ejemplificacion existencial pader utilizarlas en la demostracion. No
obstante, esta regla de inferencia también deberecedida por ejemplificaciones

universales, puesto que, generalmente, los progipitiizados son proposiciones

24



encabezadas, primero, por cuantificadores univessglluego, por existenciales. En sinte-
sintesis, la exposicion se presenta por el simpbddn de ser la hipdtesis, mientras que la
preparacion lo hace a través de resultados preyiate reglas de inferencia con
cuantificadores.

Enfaticemos que la preparacién, a pesar de queltsuolUpaso esté dado por una
ejemplificacion existencial, no es el Unico que clanstituye, sino que también hay
ejemplificaciones universales, por lo que no sedpudentificar sin mas con ninguna de
estas reglas de inferencia, sino con un conjuntellds. Ademas, es importante distinguir
entre las proposiciones que constituyen los pasagalemas o problema y las reglas de
inferencia que permiten obtener nuevos pasos, @upst es muy distinto decir que tal
parte de un teorema o problema se identifica daegéa de inferencia a decir que tal parte
se obtiene o tiene entre sus elementos a regladgedencia. Por ejemplo, Hintikka parece
identificar a la exposicién con la ejemplificaciéxistencial, pero quizas queria decir que la
exposicidn es un resultado de la aplicacién dgdm@ificacion existencial. Por ello, para
nosotros lo mas correcto seria decir, a partirdecbnsideraciones que hemos hecho, que
la preparacion es una serie de pasos de la demiostreonstituida por principios que se
instancian para el caso de un objeto consideradendeo arbitrario a través de la

aplicacion tanto de ejemplificaciones universala®a existenciales.

2. Las conclusiones de los teoremas: Primera propuesta de soluciéon al
problema en Kant

A pesar de nuestras discrepancias con Hintikkasugierencia de vincular a Kant con
Proclo nos puede ser de ayuda. Para encontramt@lle conviene poner atencién en un
aspecto sumamente relevante de las demostracieinesal consiste en como es posible
gue un resultado que, al menos en principio, v@lle gara un objeto considerado de modo
arbitrario también sea valido universalmente. pstdlema fue abordado tanto por Proclo

como por Kant. De hecho, ambos parecen tener ogisibastante similares al respecto.

Por un lado, Proclo opina lo siguiente:
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“Acostumbran a hacer doble la conclusion de cierdmera, pues demuestran en lo
dado y concluyen en general elevandose de unausidiciparticular a una general.
Porgue no utilizan la particularidad de los objegiso que, poniendo lo dado ante
los ojos, dibujan un angulo o una linea, <y> cosrsid que son lo mismo la
conclusion sobre éste o ésta y el concluir solite to semejante. En efecto, pasan
hacia lo general para que no entendamos que lalusidit es parcial, y
razonablemente pasan, porque para la prueba atiksaenunciaciones no en tanto
son estos <objetos>, sino en tanto son semejanies @ros <objetos>. Pues no
realizo una biseccion del angulo propuesto en tastde tal tamafio, sino en tanto
es sblo una figura rectilinea. Mientras tal tamafed <angulo> propuesto es
particular, el ser una figura rectilinea es <algmomun de todas las figuras
rectilineas. Pues sea recto el <angulo> dado. &cteefsi hubiera utilizado para la
prueba su ser recto, no habria sido capaz de palsaclase completa de figuras
rectilineas, pero si no utilizo su ser recto y ader® solo su ser rectilineo, el
argumento también aplica igualmente a todos loslaagectilineos.” Comentarig
207.4-25)

Por otro lado, Kant dice que:

“El' conocimiento filoséfico es el conocimiento racional por conceptosl
matematico [es el conocimiento] poonstruccionde los conceptogConstruir un
concepto significa: exhibira priori la intuicion que le corresponde. Para la
construccion de un concepto se requiere, puesjntmaion no empirica que por
consiguiente, como intuicion, es un objsiagular, pero que sin embargo, como
construccion de un concepto ([como construccionjirie representacion universal)
debe expresar, en la representacion, validez walaon respecto a todas las
intuiciones posibles que hayan de estar bajo eseepto. Asi, yo construyo un
triangulo al exhibir el objeto que corresponde @ esncepto, ya mediante mera
imaginacion, en la intuicion pura, ya, de acuerdio €lla, también en el papel, en 1a
intuicion empirica, pero en ambos casos enterangepteri, sin haber tomado de

ninguna experiencia el modelo para ello. La figsirgular dibujada es empirica, y
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sirve, sin embargo, para expresar el conceptansimoscabo de la universalidad de
éste, porgue en esta intuicion empirica se atiiglmpre sélo a la accion de
construccion del concepto, para el cual muchasrrdetaciones, p. e€j. [las] del
tamafno, de los lados y de los angulos, son entetemi@diferentes; y por
consiguiente se hace abstraccion de estas difaggmyie no alteran el concepto del
triangulo.” (A713-A714/B742-B743)

Ambos piensan que es precisamente la arbitrariddiaohodo de consideracion del objeto,
es decir, el hecho de que sélo se tomen en coasidarciertos atributos generales de él,
mientras que otros son dejados de lado, lo qudigastjue un resultado obtenido para él
sea universalizable para todos los objetos que adamp los atributos que fueron

considerados en la demostracion.

Dentro de las partes de los teoremas y problemasloPse esta refiriendo al paso que hay
de la prueba a la conclusion, el cual, como vinmoslendlisis anterior, esta justificado por
la utilizacion de una generalizacion universal. floparte, Kant parece concordar con ello
cuando explica como interactian la construccidaiptuicion, al menos si consideramos lo
gue dice para el caso de las demostraciones, pgestpiensa que la construccion también
esta presente en los axiomas y en las definicid?mslo tanto, si buscaramos identificar la
construccion en Kant con alguna nocién de la l6gataal, tal como lo hace Hintikka en su

interpretacion, podriamos considerar que éstasjporale a la generalizacion universal.

Sin embargo, tal identificacién no parece correEtaprimer lugar, como ya hemos dicho
en reiteradas ocasiones, la construccion tambi&n mesente en los axiomas y en las
definiciones, de modo que, si consideramos qu@matouccion juega el mismo papel en
estos tres tipos de proposiciones, no parece gosittenderla como una regla de inferencia,

pues en los axiomas y en las definiciones no septa ninguna inferencia.
En segundo lugar, la descripcién que Kant ofrecka @enstruccion parece indicar que ella

esta actuando siempre que esté presente unadmtgicirespondiente a un concepto. Si, en

el caso de los teoremas, entendemos que estaidntaicrresponde a aquel objeto que es
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considerado de modo arbitrario, entonces tal iittniestaria actuando, en términos de las
partes de los teoremas segun Proclo, desde laieXjpokasta la prueba. Aquella intuicion
considerada de modo arbitrario es la que permibe,npedio de la aplicacion de una
generalizacion universal, inferir la conclusion atp de la prueba. En otras palabras, la
construccion en Kant, por el momento y para el cdsolos teoremas, posibilita la

aplicacién de la generalizacion universal, porde go se identifica con ella.

Como mencionamos anteriormente, este analisis gu®$ hecho con ayuda de Proclo y
Hintikka nos ha permitido encontrar una primeraogpnacion a lo que Kant entiende por

construccion, pues, hasta ahora, s6lo nos hemgmdouwle como ésta podria presentarse
en las demostraciones, pero Kant menciona quesifapresente también en los axiomas y

en las definiciones de la matematica.

3. Observaciones sobre esta primera propuesta

A pesar de las criticas que hemos realizado a garla interpretacion de Hintikka, nuestra
propuesta rescata ciertos aspectos de ella. Erpligar, pensamos que es util abordar las
tesis de Kant con las herramientas que nos offeciE&gica y la matematica actuales, pero
no se debe forzar a que el filésofo exprese sus &slos términos de ellas, como si
aquellas fueran relevantes solo si es posible ¢idds al lenguaje formal contemporaneo.
En esto nos alejamos de Hintikka, pues creemodagidgentificaciéon de las nociones de
Kant con aquellas de la l6gica y de la matematicaeafleja correctamente lo que esta
contenido en I&rV, pero si nos sirven de guia para encontrar unarmegpuesta. En otras
palabras, un método interpretativo que pretendiutiaa un lenguaje formal las tesis de
Kant, y probablemente las de cualquier autor akagixesenta limitaciones, lo cual no
implica que tal lenguaje formal no pueda ser ilduiomo una herramienta més dentro de

otro método interpretativo mas amplio.
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En segundo lugar, y en relacion con el punto amtereéscatamos de Hintikka el hecho de
entender la intuiciéff como una instanciaciéon de un concepto. Sin embaggoeste

aspecto también nos alejamos de él, porque n@asale la intuicibn deba reducirse sélo
a aquello, lo cual abordamos al comienzo de nuestmaideracion de la interpretacion de
Hintikka®®. Ademas, el esclarecimiento completo de la nodidintuicién, al igual que la

de construccion, depende de un estudio mucho nmiéesexdel realizado en este texto, el
cual podria poner en cuestidon esta idea. Por egeraplposible que la intuicién, entendida

como instanciacion, tenga sentido sélo en ciemasitds, como en los teoremas.

A pesar de que nuestra propuesta esta, por el niojremotada al caso de los teoremas,
podemos obtener algunas ideas que podrian guidnuestigacion mas amplia y detallada.
Propusimos que la construccién, gracias a la in&teidn de un objeto considerado de
modo arbitrario que cae bajo un concepto, pernaitaglicacion de una generalizacion
universal. En el caso de los axiomas y de las idedimes podria presentarse una situacion
semejante, pues Kant podria estar indicando, corexlaibicion de una intuicion
correspondiente a un concepto, que una proposisidrersal se vincula con una para un
objeto considerado de modo arbitrario. En el caslwsl teoremas, tal vinculacion esta dada
por el hecho de que la primera se deduce a partia diltima por medio de una regla de
inferencia. Por lo tanto, la tarea seria, si esagta idea tiene sentido, buscar cual es el tipo
de vinculacién que se presenta entre ambos tipopraj@osiciones en el caso de los

axiomas y de los teoremas.

4 podria hablarse, quizas en términos méas predsdsin objeto en la intuicion”.
% Ver la “Parte II” de este texto.
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Parte V: Aplicacion de la solucion propuesta a temas afines en Kant

1. Construccion ostensiva y construccion simbdlica

En esta parte del texto nos proponemos ver comstnaueompresion obtenida de la
construccion nos permite entender mejor las nosiame construccién ostensiva y de

construccion simbdlica que plantea Kant en el sigtgi pasaje:

“Pero la matematica no construye solamente carg&lgguantg, como en la
geometria, sino también la mera cantidguaftitag, como en el algebra, y alli hace
completa abstraccion de la naturaleza del objetohgude ser pensado de acuerdo
con ese concepto de cantidad. Entonces escogeiartea motacion para todas las
construcciones de cantidades en general (nUmecos)p para la adicion, la
substraccion, etc., extraccion de raiz, y luegdhdeer caracterizado también el
concepto universal de las cantidades de acuerdtasativersas relaciones de éstas,
exhibe en la intuicion, segun ciertas reglas usades, toda operacion generada y
modificada por la cantidad, alli donde una cantidadle ser dividida por otra, pone
los caracteres de ambas juntos, segun la formaayaeteriza a la division, etc., y
asi, por medio de una construccion simbdlica, lléga bien como [llega] la
geometria siguiendo una [construccidn] ostensivgeométrica (de los objetos
mismos), hasta alli donde el conocimiento discorper medio de meros conceptos
nunca podria llegar.” (A717/B745)

Shabel (2006) piensa que aqui Kant no hace unadaiét entre dos tipos de construccion,
sino que la construccion simbdlica es otra formaegeesentar una construccion ostensiva,
de modo que las letras en éalgebra representanafiggeométricas, a la manera de la

geometria analitica.

Sin embargo, segun nuestra propuesta no es necqdarntear que la construccion

simbdlica representa una ostensiva, pues tienehger una construccion en algebra alli
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donde se parta de la arbitrariedad del modo deidemasion de un objeto en una proposi-

proposicién para fundamentar la universalidad deitama.

Considerando el caso de las demostraciones, tomeomos ejemplo el teorema de que el

inverso multiplicativo es unico para todo numerstidio de O:

1) a-b=1 Hipétesis 1

2) ac=1 Hipétesis 2

3) c-(ab)=c-1 Principio “1” (nimero por igualdad)
4) Vx[x-1=x] Definicion del neutro multiplicativo
5 c-1=c 4) y ejemplificacion universal

6) c-(a-b)=c 3), 5) y transitividad

7 Vx,y,z[x-(y-2)= (x-y)Z] Asociatividad de la multiplicacién
8) c-(ab)=(c-a)-b 7) y ejemplificacion universal

9) Vx,y[x-y=y-x] Conmutatividad de la multiplicacion
10)(cra)-b=(a-c) b 9) y ejemplificacion universal

1) (a-c)-b=1-b 2) y reemplazo

12)1-b=b-1 9) y ejemplificacion universal
13)b-1=0b 4) y ejemplificacion universal

14)b = ¢ 6), 8), 10), 11), 12) 13) y transitividad
15)[a-b=1Aa-c=1]->b=c 1), 2), 14) y prueba condicional
16)Vx,y,z[x y=1Ax-z=1]>y=12z 15) y generalizacion universal

Tal como en el caso del ejemplo geométrico que ideramos anteriormente, en este
algebraico tenemos objetos considerados de modtvagid y luego universalizamos el

resultado que obtenemos para ellos. Tenemos qe&deoar que aqui hay una construccion
porque se emplea una generalizacion universal,lpygsmera posibilita la aplicacion de la

altima, teniendo en cuenta que estamos hablandmalelemostracién. Luego, no hay aqui
una construccién porque haya una demostracion gaomeéepresentada a través de letras,
aungue eso no implica que se le pueda dar esariet@cion, a la manera de la geometria

analitica, pero tal interpretacion seria posterior.
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Por lo tanto, no es necesario plantear esa depeiadgue arguye Shabel, pues la construc-
cion simbdlica es independiente de la ostensivardbien, alin podemos preguntarnos por
qué a una Kant la llama ostensiva y a la otra slicdndA pesar de que hoy podemos plan-
tear formalmente las proposiciones tanto de la gédancomo del algebra, tal como hici-

mos en este texto, de modo que nos parece qudje®® son consideramos en uno y en
otro caso de la misma manera, es posible que Kamt pensado que en la geometria uno

tenia ante si un objeto de una manera mas diraetargel algebra.

2. Las formulas numéricas y su relacion con la nocion de construccion

Ya hemos visto que en Risciplina Kant caracteriza la matematica como un conociraient
por construccién de conceptos. Podemos pensariraprp instancia, que esto es equiva-
lente a que en todas las proposiciones propianmeatematicas, las cuales son sintéteas

priori, esta presente la construccion, seguan como larnei@iKant.

En laDisciplina Kant ofrece, como ya hemos mencionado anteriomnenés detalles so-
bre la construccion de conceptos en tres tipogagopiciones: 1) definiciones (“no quedan
otros conceptos que sean aptos para ser defigdesaquellos que contienen una sintesis
arbitraria que pueda seonstruida a priori; y por tanto, sélo la matematica posee defini-
ciones” (A729/B757)), 2) axiomas (“la matematicacapaz de [tener] axiomas, porque ella,
medio de laconstruccionde los conceptos, puede conectar a priori, y deeraanmediata,

en la intuicion del objeto los predicados de etA32/B760)), 3) demostraciones (“solo la
matematica contiene demostraciones, porque elldedace sus conocimientos a partir de
conceptos, sino a partir dedanstruccion de éstos” (A734/B762)). ¢ Agotan estos tres ti-

pos de proposiciones todos los de la matematica?
Kant menciona en Io&xiomas de la intuicidltro tipo de proposiciones que no correspon-

de a ninguno de los mencionados: las férmulas noa®reEs llamativo que no las vuelva a

mencionar en I®isciplina, asi que puede haber una buena razén para ello.

32



Para determinar si hay una buena razén, veamos caraoteriza Kant a las formulas nu-
méricas. Estas son proposiciones que contienemséheros particulares, corso+ 7 =

12 62 -2 = 4, y son el tipo de proposiciones que constituyearilanética, la cual no con-
tiene axiomas, pues tales proposiciones son pkntésie infinitas, de acuerdo a Kant. ¢ Po-
dra haber dentro de esta caracterizacién una fa@nque no estén incluidas dentro de los

tipos mencionados en Risciplina?

Si consideramos nuestra propuesta de comprensi@nlpaocion de construccion, pode-

mos dar una hipétesis para tal razén. Hemos pladtegue la construccion establece un
vinculo entre una proposicion universal y la cqroggliente proposicion para un caso con-
siderado de modo arbitrario. De este modo, no essagio recurrir a la construccion dentro
de la comprobacion de una férmula numérica, puaapcella no es proposicion universal,

sino particular, no seria necesaria la considemad®una proposicién para un objeto consi-
derado de modo arbitrario para poder manipulargpgsicion universal correspondiente.

Luego, vemos que Kant puede haber excluido a lasuldés numeéricas de su catalogo de
tipos de proposiciones de la matematica eRisziplina porque éste incluye sélo aquéllas
donde se emplea la construccién, es decir, aquitlade esta en juego una proposicion de
caracter universal, requisito que las férmulas mgag no cumplen, debido a que son de

caracter particular.

Esto refuerza nuestra propuesta de que la congtruesta vinculada a la universalidad de
las proposiciones y nos permite dar una razon de® las formulas numéricas estan ex-
cluidas de laDiscipling, lo cual también nos muestra que la construccmesta presente

en todas las proposiciones de la matematica, silooes algunas, a saber, en las universa-

les.
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A modo de conclusion

1. Sintesis de la propuesta realizada en este trabajo

Nuestro breve estudio de las nociones de intuigida construccion nos llevé a abordar la
interpretacion que de ellas hace Hintikka, lo caaly vez, nos condujo a estudiar las partes
de los teoremas en Proclo. Finalmente, volvimassglanteamientos de Kant para ver co-
mo nuestra breve consideracion de Hintikka y delBroos ayudaba a dar una propuesta

preliminar para comprender las nociones estudiadas.

Considerando sélo el caso de los teoremas, egpagsta consiste en entender que la cons-
truccioén, por medio de la instanciacién de un cpt@en un objeto considerado arbitraria-
mente, permite la aplicacién de una generalizagiiversal. Como idea para comenzar un
estudio que aborde el papel de la construccio®aiiomas y en las definiciones, se pue-
de tener presente que ella establece un vincule ent proposicién universal y la corres-
pondiente al caso de un objeto considerado arigitn@nte.

2. Limites del trabajo realizado y tareas para una posterior profundiza-
cion y ampliacion

Nuestro estudio de Kant ha estado acotado, priimgrde, a unos pocos pasajes de la KrV,
particularmente de IRisciplina. Por lo tanto, nuestra propuesta también tiengriegipio,

un alcance que no va mas alla de los pasajes adtsdiEsta propuesta se ha centrado en el
papel de la intuicién y la construccion en los é@oas, sin dejar de tener presente que estas

nociones también se presentan en los axiomasasatefiniciones.

Luego, una profundizacién y ampliacién de lo realiz en este trabajo deberia tomar en
cuenta una mayor parte de la obra de Kant. Adededgria estudiar como se presentan las
nociones estudiadas en los axiomas y en las defi@s, comparando el papel que juegan

en ellas con aquel que tienen en los teoremas.
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3. Observaciones sobre la forma de trabajo

Conviene hacer algunas aclaraciones sobre el trabalizado. En primer lugar, no ha sido
nuestra intencién evaluar las tesis de Kant s@bietliicion y la construccion, sino tratar de
entender qué quieren decir, ya que cualquier ardiecestas nociones debe ser posterior a la

interpretacion que se haga de ellas.

En segundo lugar, debemos tener cautela cuanddiasios las reflexiones sobre mateméa-
ticas o logica de los filosofos clasicos, pues@seuestra estimacion de las teorias actua-
les nos puede llevar a tergiversar sus planteacsentr desecharlos completamente. Ade-
mas, puede suceder que nuestro estudio se corfurattaente en un ejercicio de blusqueda
de los conocimientos actuales en los textos délde®fos clasicos, con lo cual compresion

de la particularidad de sus planteamientos quedginaala.

4. Preguntas sistematicas motivadas por este trabajo sobre Kant

Las tesis de Kant en filosofia de las matematiaamesar de distanciarse diversos aspectos
de las tesis actuales, nos conducen a preguntaaloufoy son relevantes tanto para la
matematica como para la l6gica. Entre aquellasymtag podemos mencionar, por ejemplo,
cual es la naturaleza de los objetos de la matematiial es el estatus y el fundamento de
los axiomas y las definiciones, cual es la jusifién de las reglas de inferencia, si hay en
las matematicas justificaciones que no apelen daimentos I6gicos, cual es el caracter que
deben tener los objetos de la matematica para aqdiear sobre ellos herramientas de la

l6gica, por qué las demostraciones presentan, m@rgeuna cierta estructura, etc.
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Anexos

Traduccion de una seleccion del Comentario al Libro I de los Elementos de
Euclides de Proclo

[Las partes de los teoremas y los problemas]

[203] Todo problema y todo teorema, los cuales estén lepatps por sus partes perfectas,
tiende a tener en él todas estas <partes>: enudtiaxposicion, especificacion, prepara-
cion, prueba, conclusién. De éstas, la enunciaekpmesa qué es lo dado y qué es lo busca-
do, pues una enunciacién perfecta estd compuestandas <partes>. La exposicion, de-
terminando lo dado mismo segun si mismo, lo prepara la busqueda. La especificacion,
separadamente, aclara qué es lo buscado. La pre&paegrega a lo dado lo que falta para
la consecucion de lo buscado. La prueba conclgmiticamente lo propuesto a partir de
lo acordado. La conclusion vuelve nuevamente ale@acion confirmando lo demostra-
do. Tales son todas las partes de los problemaslgsdteoremas, pero las que se dan en
éstos con suma necesidad son la enunciacion, éb@mula conclusion, ya que es necesario
que lo buscado sea conocido previamente, que eatdesnostrado por <pasos> interme-
dios y que se concluya lo demostrado, y es impasjbk alguna de estas tres <partes> sea
omitida. Las <partes> restantes muchas veces serpia® y muchas veces, ofreciendo nin-
guna utilidad, son omitidas, pues no hay especificani exposicion en aqug04] pro-
blema de construir un triangulo isdsceles con cadwulo> sobre la base el doble que el
restant&’, y en muchos teoremas no hay preparacion, sienfibesite la exposicién, sin
otra adicién aparte de lo dado, para demostrardpygsto. ¢ Cuando decimos que la expo-
sicion es omitida? Cuando nada dado haya en lacemidn, pues la enunciacion, en la
mayoria de los casos, se divide en lo dado y duscado, pero esto no siempre sucede,
sino que, a veces, solo expresa lo buscado, loesuaécesario conocer 0 encontrar, como
en el problema antes mencionado. Pues no dicetdmano qué es lo dado necesario para

construir un <triangulo> isosceles con cada <argdmlos iguales el doble que el restante,
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sino que es necesario encontrarlo. Aqui la detexcion de lo propuesto se da a partir de lo
previamente conocido, pues resulta que conocenm®®sgjwn <triangulo> isdsceles y qué
es un <angulo> igual o doble. Esto dice <Arist@elgue es propio de todo conocer dis-
cursivo. Del mismo modo, no establecemos ningupatésis en otros problemas, como
cuando se plantea bisectar una recta finitadapaes aqui es dada una recta y se nos plan-
tea que la bisectemos, y se especifica, separadanuere es lo dado y qué es lo buscado.
En efecto, cuando la enunciacion contiene ambdenees se presenta tanto la especifica-
cion como la exposicion, y cuando se omite lo déalmpién se omite éstas, pues la expo-
sicion lo eq4205] de lo dado, al igual que la especificacion, puesta> sera lo mismo que
la enunciacion. ¢ Pues qué otra cosa dirias que espkcificado en el problema antedicho
sino que es necesario encontrar un <triangulox&és tal? Esto seria la enunciacién. En-
tonces, si la enunciacion no tuviera ni lo dadmriuscado, la exposicion estaria ausente a
causa del no estar lo dado y la especificaciomsér@a para que no fuera lo mismo que la

enunciacion.

[Las dos conclusiones]

[207.4] Acostumbran a hacer doble la conclusion de ciedaera, pues demuestran en lo
dado y concluyen en general elevandose de unausadicliparticular a una general. Porque
no utilizan la particularidad de los objetos, siue, poniendo lo dado ante los ojos, dibu-
jan un angulo o una linea, <y> consideran que aani$mo la conclusién sobre éste o ésta
y el concluir sobre todo lo semejante. En efec&sap hacia lo general para que no enten-
damos que la conclusion es parcial, y razonablesnygatan, porque para la prueba utilizan
las enunciaciones no en tanto son estos <objesos>en tanto son semejantes a los otros
<objetos>. Pues no realizo una biseccion del angrdpuesto en tanto es de tal tamafio,
sino en tanto es solo una figura rectilinea. Mastal tamafio del <angulo> propuesto es
particular, el ser una figura rectilinea es <algomun de todas las figuras rectilineas. Pues
sea recto el <angulo> dado. En efecto, si hubigliaado para la prueba su ser recto, no

habria sido capaz de pasar a la clase compleigutad rectilineas, pero si no utilizo su ser
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recto y considero sélo su ser rectilineo, el arguméambién aplica igualmenf207.25]a

todos los angulos rectilineos.

[Las partes de los teoremas y los problemas ejemiitiadas enElementos | 1]

[208] Examinemos todas las <cosas> que hemos dicho prenta en este primer proble-
m&’®, pues es evidente que es un problema, ya queomsita a construir la produccién

de un triangulo equilatero.

La enunciacion en este <problema> esta compuedtadbrio y de lo buscado, pues se da
una recta determinada y se busca como construie sala un triangulo equilatero, y lo

dado precede, lo buscado sigue, de modo que, damente, concibes “si hay una recta
determinada, es posible construir sobre ella @mgulo equilatero”. Pues no se construiria
un triangulo si no hubiera una recta —pues es cemdjfo por lineas rectas— y si no estu-
viera determinada, pues no es posible producimgnlé sino en torno a un punto: un pun-

to no es limite de una <recta> indeterminada.

A continuacion, luego de la enunciacién, esta [gosicion: “sea ésta una recta determina-

da dada”, y ves que la exposicion expresa soladim anismo, no agregando lo buscado.

Y después de ésta se encuentra la especifica@édmecesario construir sobre la recta ex-
puesta determinada un triangulo equilatero”. De&imanera la especificacion es causa de
<nuestra> atencion, pues proclamando lo buscadwunelse mas atentos para la prueba,
asi como la exposicion, poniendo lo dado ante jlos, mos pone con mayor disposicion al

aprendizaje.

Y luego def209] la especificacion esta la preparacion: “traceseaircunferencia con cen-
tro en uno de los extremos de la recta y con rabli@sto <de la recta>", y nuevamente

“tracese una circunferencia con centro en el otteesno y con radio idéntico a la anterior”,

28 Elementod 1.

39



y “a partir del punto comun de la interseccion @ dircunferencias Unanse rectas con los
extremos de la recta”. Y ves que en la preparagtiizo los postulados, tanto el “trazar
una linea recta desde cualquier punto hacia cualguinto” como el “trazar una circunfe-
rencia con un centro y con un radio”, pues genaratemlos postulados componen las pre-

paraciones y los axiomas <componen> las pruebas.

A continuacién esta la prueba: “puesto que uncodeplintos de los <que estan> sobre la
recta dada es el centro mismo de la circunferemegalo comprende, la <recta> sobre la
interseccion comuan es igual a la recta dada. Pupstotambién el punto restante de los
<que estan> sobre la recta dada es el centro ndsnte circunferencia que lo comprende,
la <recta> sobre la interseccion comun de las ofezencias es igual a la recta dada”. Y la
mencion de estos <pasos> viene a partir de laidéimde circunferencia, la cual dice que
“todas las <rectas> a partir del centro son igtialéada una <de las rectas>, por lo tanto,
es igual a la misma <recta>. Y “<objetos> igualesiismo <objeto> también son iguales
entre si” a causa del primer axioma. Por lo tdattres <rectas> son iguales. Por lo tanto,
“se construye un triangulo equilatero sobre esttardada”. Esta es la primera conclusion
que sigue a la exposicion. Pero, después de [@413] la <conclusion> general: “por lo
tanto, sobre una recta dada se construye un tieguilatero”, pues, aunque duplicases la
<recta> dada de lo expuesto, las mismas prepaexiplas <mismas> pruebas calzarian, y

aungue triplicases o la hicieses mas grande o m&peguefia que ésta.

A estos <pasos> se agrega “lo cual era lo que tprdahacerse”, mostrando que es la con-
clusion del problema. Y a los teoremas se agragaudal era lo que tenia que demostrarse”.
Los <problemas> anuncian la construccion de algentras los <teoremas> la demostra-
cion y el descubrimiento de lo que existe. En efesh general se agregan estas <palabras>
a las conclusiones indicando que las cosas <busealttala enunciacion han llegado a ser,
uniendo el final con el principio e imitando alalgcto que es desenvuelto y que nueva-
mente se convierte hacia el principio. No siemm@doemismo <lo agregado>, sino que
algunas veces es “lo cual era lo que tenia queaselce otras veces es “lo cual era lo que

tenia que demostrarse”, a causa de diferenciaedmemas de los problemas.
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Nos hemos entrenado en un unico problema, el poinyenemos aclarado todas estas <ob-
servaciones>. Es necesario que los oyentes busgodrén en los restantes <teoremas y
problemas> cuéles de las <partes> principales dayen, cuales se omiten y de cuantas
maneras se da lo dado, y a partir de cuales prascgbtenemos o las preparaciones o las
pruebas, pues una vision comprensiva de estos t&suno provee poco entrenamiento ni

<poca> practica en los razonamientos <usados> @eolaetria.

[La demostracion de los pitagoricos d&lementos | 32]

[379.2] Pero el peripatético <Eudemo> adscribe el hallaiageste teorema a los <pitagori-
cos>, que todo triangulo tiene sus angulos intesioguales a dos rectos. Dice que ellos

demostraron lo propuesto de esta manera:

Sea ABC un triangulo y por A tracese la recta DEalgda a BC. En efecto, ya que BC y
DE son paralelas <y> también <ya que> los <anguldtsfnos son iguales, entonces el
<angulo> DAB es igual al <angulo> ABC, y el <angulBAC es igual al <angulo> ACB.
Agréguese el <angulo> comun BAC. Entonces, los giéssg DAB, BAC y CAE, i. e., los
<angulos> DAB, BAE, i.e., dos <angulos> rectos gprales a los tres angulos del triangu-
lo ABC. Entonces, los tres <angulos> de un triangain iguales f879.16]dos <angulos>

rectos.
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