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Resumen

Sea X un evtle y ® una funcién convexa, semicontinua inferior y propia en X. Dados
A€ Ry d >0, se prueba que para T € Sy := [® < )] se cumple la formula

NgA (Z) =0"— limsup pd.®(7), (%)
w(e—@(T)+A)—d
n>0

sin necesidad de condiciones de calificacion. En espacios de Banach, se recupera una férmula
para el cono normal que involucran el subdiferencial de Fenchel exacto, pero en puntos
cercanos a . En el caso que el punto T satisfaga la condiciéon de calificacion de Slater, se
extiende la validez de formulas conocidas en espacios de Banach a los evtlc. Se analiza el caso
del cono normal a una interseccion finita de conjuntos de subnivel. Se estudia qué es el lado
derecho de @ en el caso que T ¢ Sy y S\ # ¢, y el caso Sy = ¢, para 6 = 0. Por polaridad se
muestra una caracterizacion del cono tangente a Sy, cuando A = ®(Z). Se ve una condicion
necesaria y suficiente de optimalidad para un problema de optimizaciéon convexa. Por dltimo,
por medio de , se muestra la semicontinuidad exterior de un operador, y se utiliza este
hecho para probar una propiedad asintética de un sistema dinamico de segundo orden que
involucra al operador.
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Introduccion

Esta memoria se encuentra dentro de la rama matemaética del Analisis Convexo, mas pre-
cisamente en el marco de establecer reglas de calculo para funciones convexas, definidas en
espacios vectoriales topologicos localmente convexos. Las reglas o formulas conocidas, expre-
san los subdiferenciales y conjugadas de Fenchel de funciones complejas, a partir de funciones
més simples, o bien relacionan distintos objetos entre si. Por ejemplo, el subdiferencial de la
suma de dos funciones convexas se puede expresar como la suma de los subdiferenciales de
ambas funciones; el subdiferencial del maximo de dos funciones convexas puede expresarse
como la envoltura convexa de los subdiferenciales de cada funcién individual, y la composi-
cién de una funcién convexa con una operador lineal afin se puede expresar en términos del
subdiferencial de la funcién y del adjunto del operador. Las reglas requieren ciertas propie-
dades basicas sobre las funciones y sobre los espacios, y en algunos casos son vélidas en soélo
algunos puntos del dominio de la funcion en cuestiéon: puntos que cumplen condiciones de
calificacion.

En esta ocasion se estudia como se relaciona el cono normal o de manera mas general,
el conjunto d-normal a los subniveles de una funcion convexa, semicontinua inferiormente y
propia, con sus e-subdiferenciales. La relacion es valida de manera global sobre el dominio
sin depender de ninguna condicién de calificacion. La formula es

N[‘fpg/\] (T) =0"— limsup pd-®(7), (1)
we—2(z)+N)—0
pu=>0

siempre que ®(7) < A. En la literatura se puede encontrar relaciones mas simples para el
cono normal a [® < A], esto es 0 = 0 en , pero que requieren de condiciones de calificacion
como la de Slater o restricciones sobre el espacio. Un resultado reciente similar a debido
a L. Thibault y A. Cabot, que se puede encontrar en [I3] y que tampoco depende de una
condiciéon de calificacion es

Nip<)(ZT) = 0" — limsup pdd(z) (2)
T—T
w(®(x)—A)—0
w(-x—x)—0
u>0
para ®(T) < A, valida para cualquier funcion propia, semicontinua inferior y convexa, definida
en un espacio de Banach. Una limitacion de la anterior es que no hay posibilidad de extenderla
a los evtlc sin imponer alguna restriccion adicional sobre las funciones ®, pues existe un
ejemplo dado por A. Bronsted y R. T. Rockafellar de una funcién convexa, semicontinua
inferior y propia, cuyo subdiferencial exacto 0P es vacio en todo el dominio de ® (ver [10]).



Por otro lado en se necesita conocer 0, solo en el punto T, mientras que en se necesita
conocer 0® en toda una vecindad de 7.

Como ya fue dicho, antes de esto se conocian relaciones entre el cono normal a conjuntos
de subnivel de una funcién convexa y su subdiferencial, pero que requerian de condiciones de
calificacion como la condiciéon de Slater, que dice que el coeficiente de corte A del conjunto
de subnivel es mayor estricto que el infimo de la funcién. Por ejemplo, en I8, Teorema 10.3]
se demuestra que si ® : RY — R U {+0c} es convexa y sci, y T es un punto que cumple la
condicion de Slater, entonces el cono normal a S := [ < §(7)] satisface

N(T) = Ry 9D(T) U Nugma (7). (3)

Si se anade que 0P(T) # ¢, entonces se puede simplificar la formula a

*

Ns(x) = R.00(x) | (4)

donde se usa el hecho de que Ngome(T) es el cono de recesion del subdiferencial 09 (7). La
formula (4) se puede encontrar en [I7, Teorema 23.7] pero con una demostracion distinta.
También se puede simplificar aun més si se sabe que ® es continua, pues en ese caso
Nioma (T) = {0} con lo cual se obtiene

Ng(T) = R 0P(T). (5)

La demostracion de en el caso continuo se puede hallar en |3, Prposicion 9.6.1] y en [5l
Lema V.6], pero en mayor generalidad: para X espacio vectorial normado (evn). Por supuesto,
si @ es ademas de clase C' en RY se recupera el resultado clasico en el caso convexo, el cual
dice que el gradiente V®(T) es ortogonal al conjunto de nivel [ = ®(T)], siempre que T no
sea un punto minimo de .

De regreso al resultado reciente de Thibault y Cabot, cabe mencionar que éste gene-
raliza a los otros en el caso que Slater se cumpla, salvo por la féormula para ® continua
y convexa, definida en un evn que no sea completo. Por otro lado, la demostracion de se
basa en una féormula secuencial para la composicion, la cual provienen a su vez del Teorema
de Bronsted-Rockafellar aplicado a relaciones con los e-subdiferenciales. De esta manera, re-
sulta natural pensar en dar una férmula para el cono normal a conjuntos de subnivel de una
funcion que lo relacione con los e-subdiferenciales de dicha funcién.

El primero de los objetivos de esta memoria es dar una féormula para el conjunto d-normal
a los subniveles de una funcion ® definida en un evltc que no dependa de ninguna condicion
de calificacion sobre el punto T € dom(®), para § > 0. Como caso particular, para § = 0
se obtiene una féormula para el cono normal a los subniveles de ®, y como corolario tanto
la formula reciente (2)), como las anteriores , (4) vy . Se considera el caso del cono
normal a una interseccion finita de conjuntos de subnivel [g; < g;(T)] con (g;)%_, convexas y
semicontinuas inferiormente, la cual se puede ver como el conjunto de subnivel del maximo
de las g;. Se analiza también el caso T ¢ Sy # ¢, y el caso Sy = ¢, preguntando qué es el lado
izquierdo de . Con la formula propuesta se muestra como se ven las condiciones de
optimalidad para un problema de optimizacion convexa. Ademaés, via la relacién polar entre
el cono normal y el cono tangente, se muestra una caracterizaciéon para el cono tangente



al subnivel de una funcién convexa semicontinua inferior en términos de las e-derivadas
direccionales de la funciéon. Esto corresponderé al capitulo primero.

En el segundo capitulo se muestra algunas aplicaciones de las representaciones del cono
normal en el andlisis asintotico de ciertos sistemas dinamicos continuos orientadas a la op-
timizacion. Se estudia sistemas de primer y de segundo orden: generalizaciones del método
del gradiente y generalizaciones del método Bola Pesada con Friccion (Heavy Ball with Fric-
tion), los cuales involucran el cono normal a conjuntos de subnivel. En particular, para la
generalizacion del sistema Bola Pesada con Friccion, que es de la forma

se prueba que si una trayectoria z(t) de @ converge a un punto minimo 7, entonces esta
solucion es estacionaria, bajo una condiciéon geométrica sobre el conjunto de minimos de ¢
en 7. EEn contraste con el sistema de segundo orden, para el sistema de primer orden

T+ N[@g@(x)] (ZE) >0, (7)

siempre hay convergencia débil para trayectorias estacionarias como no estacionarias, donde
se supone solamente una hipoétesis muy razonable: que la trayectoria sea de decrecimiento
para ¢. Esta ultima hipdtesis se prueba que es valida en ciertos casos y se conjetura que lo
es en general.

0.1. Preliminares

En esta seccion se recuerda algunas definiciones del analisis convexo, algunas notaciones
que se usan y algunos resultados conocidos. Se sigue bastante de cerca el libro de C. Zalinesku
[?]. A menos que se diga lo contrario, se considera un evtle X y su dual topologico X* con su
topologia débil*. Se considera X y X* como un par en dualidad y se anota (z*,z) := z*(x)
para cada (z,z*) € X x X*. Dados dos conjuntos A y B en X, la suma de Minkowski esta
definida como el conjunto A+ B :={x+y € X | x € A,y € B}. El producto de Minkowski
es el conjunto AB := {xy € X | z € A,y € B} siempre que tenga sentido la multiplicacion
de elementos de A con elementos de B, por ejemplo A C Ry B C X. Cuando alguno de los
conjuntos en la suma o en el producto sea un singleton, por ejemplo, si A = {a} se anota
a+ B en vez de {a} + B, y aB en vez de {a} B. Dados dos puntos z,y € X, el intervalo
entre z e y es el conjunto [z,y| ;== z + [0, 1](y — z), es decir,

7,y ={ar+(1—a)ye X | a €[0,1]}.

Un conjunto A C X se dice espacio afin, si para todo a € R, z,y € A se tiene ax+(1—a)y €
A. El espacio afin generado por un conjunto C' C X se denota

af f(C)= (] A
ccA
A espacio afin
Un conjunto C' C X se dice convero, si para todo z,y € C'y a € (0,1), el punto ax+ (1 —a)y
estd en C. Otra manera de decir lo mismo, es que para todo x,y € C, el intervalo [z, y] esta
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contenido en C. Se denota por conv(A) a la envoltura convexa de A, esto es,

conv(A) :== ﬂ C,

AcC

C convexo

el cual es un conjunto convexo. Se denota por 7—cl(A) (0 A"), o simplemente cl(A) (o A)
cuando se subentienda la topologia 7, a la clausura de A en la topologia 7, y se usa la notacién
T—conv(A) := 17—cl(conv(A)), o solo conv(A) cuando se subentienda la topologia 7. Un cono
es un conjunto C' no vacio tal que R, C C C, o dicho de otro modo, si 0 € C' y para todo
pweR, el setiene pr € X. Si A es no vacio, el cono dual de A es

A= (o e X7 | (a",y) <0, Vy € A}, ®)
que es en verdad un cono, y el conjunto polar de A es
A= fa" e X7 | (o) <1, Wy € A}, 9)
el cual es cono si A lo es.

Teorema 0.1 (Hahn Banach) Sea X un evtlc y A, B C X dos conjuntos convezos, no vacios
y disjuntos. St A es cerrado y B es compacto, entonces existe x* € X* y a1, as € R tal que

(%,a) <a; <as < (2",b), Vae AbeB. (10)
En otras palabras sup (z*, A) < inf (z*, B).

Un caso en que se usara el resultado anterior es cuando se quiere separar un cono convexo
cerrado de un punto que no esta en él.

Corolario 0.2 Sea X un evtle, A C X un cono convezxo cerrado yb ¢ A. Entonces 3z* € X*
tal que
(x*,a) <0< (x",b), VaecA. (11)

DEMOSTRACION. Aplicado el teorema anterior para B = {b}, que es compacto y disjunto con
A, se sabe que existe z* € X* y

(x",a) <a < (z*,b), VaeA.

Como 0 € A, luego 0 < (x*,b). Por otro lado, dado a € A y cualquier A > 0, Aa € A, de
modo que (z* \a) < (x*,b). Si se divide por A > 0 y se toma limite A — 400, se tiene que
(x*,a) <O0. O

A continuacién se recuerda el Teorema del Bipolar, consecuencia de la separacion de
Hahn-Banach.



Teorema 0.3 (Bipolar) Sea X un evtle y C C X no vacio. Entonces

C*™ = cl (Ryconv(C)), (12)
C°° = conv(C U{0}). (13)

En particular, C** = C, si y sdlo si, C' es cono convexo cerrado, y C°° = C, si y solo si, C
es conjunto convexo cerrado que contiene al 0.

Sea C' un subconjunto de un espacio vectorial X. El interior relativo de C' con respecto a
un subconjunto no vacio Y de X, denotado como iy (C'), es el interior de C' en la toplogia
restringida a Y. En particular, si X es un espacio normado, entonces

riy(C) = {z € X | 36 > 0, B(z,0)NY C C}.

Si el conjunto Y no se especifica, el interior relativo de C' se toma con respecto a Y = af f(C),
y se anota simplemente 7i(C'). Es conocido que si X es un evt de dimension finita, y C' C X
es un conjunto convexo y no vacio, entonces el interior relativo ri(C) es no vacio (ver [21]).

Una funcion @ : X — RU{+o0} es propia si el conjunto dom(®) := {z € X | &(z) < oo}
llamado dominio efectivo es no vacio; ® es conveza, si Vr,y € dom(P) y A € (0, 1) se tiene

DAz + (1= Ny) < Ab(z) + (1= ND(y).

La funcion @ es semicontinua inferiormente (sci) siVe € X, ®(x) < liminf, ,, ®(y). Se anota
[o(X) como el conjunto de todas las funciones ® : X — R U {400} que son sci, convexas y
propias.

Dada ® € I'y(X) y A € R se denota por [® < A] al conjunto de subnivel A\ de ®, esto
es, los puntos € dom(®) tales que ®(z) < A. En el caso que A\ := inf & > —o0, se escribe
argmin(®) := [® < inf @] el cual consiste en el conjunto de minimos de ®.

Proposiciéon 0.4 Sea ® : X — RU {400} una funcion convexa y x € dom(®P). Entonces
para cada v € X la funcion,
O(x + tv) — O(x)

t

t—

es creciente en (0, +00).

DEMOSTRACION. Sean s < t € (0,+00) y se toma o = 2 € (0,1). La desigualdad de convexidad
para ® dice que
O(a(r+tv)+ (1 —a)r) < ad(x+tv) + (1 — a)®(z),

lo cual en términos de s y t es

O(x 4+ sv) <

~ | W

Oz + tv) + (1 — i)qm).

Si se divide ambos lados por s y se reordena, se obtiene
O(x + sv) — O(x) < O(x 4 tv) — O(x)
s - t '

es decir, ® es creciente. O




Para e € Ry ® € I'o(X), el e-subdiferencial (subdiferencial aproximado) de ® en z €
dom(®) es el conjunto

0.0(x) ={z" e X" | (z"y—x) <P(y) — P(z)+e, Vy € X}

y 0:®(z) = ¢ six ¢ dom(®P). Sie < 0, el e-subdiferencial resulta obviamente vacio por lo cual
siempre se toma € > 0. Sie = 0, se escribe 0P (x) en vez de Jy®(x) y se llama el subdiferencial
(o subdiferencial exacto) de ® en z. La ventaja de considerar el e-subdiferencial con ¢ > 0,
es que asegura que no sea vacio en dom(®) : 9.®(T) # ¢ para todo T € dom(P) (ver por
ejemplo [15]). Para 0 # v € X y € > 0, la e-derivada direccional en x en la direccion v es

P tv) — @
' (x,v) := inf (z + tv) (x) + )
t>0 t

De nuevo, si ¢ = 0, se llama simplemente la derivada direccional de ® en x en la direccion
vy se denota por ®'(z,v). Existe una conexion entre las dos tltimas nociones que se puede
encontrar en |21, Teorema 2.4.11], y se enuncia a continuacion.

Teorema 0.5 Sea X evtle, ® € I'((X), v € dom(P) y 0 # v € X. Entonces para € > 0 se
tiene
& (1, v) = sup (0.9(x), v) (14)

Algunas reglas de calculo que se usaran, las cuales se pueden ver en [21] se resumen en la
siguiente proposicion.

Proposicion 0.6 Sea X un evtle y sean 1, Py € ['o(X). Si x € dom(Py)Ndom(Py) ye >0,

entonces
0-(B1 + 0y) = () o" —dl U (0.9:@) +0.,2:(2)) |, (15)
n>0 e+n=e1+e2
6]'20
O(P1 + ©2)(F) = ) 0" — cl(0,@1(T) + 0,P(T)). (16)
n>0

Sean ©q,..., 0, € I'y(X) y ¢(z) = max{P;(x) | j=1,....k}, para x € dom(®) y ¢ > 0.
Entonces

k

0.2(x)= | J {8,70\1@1 o NP () | =Y \®s(n) — D(x) +5}. (17)
(A1, AR)EA j=1

Dado un conjunto S C X la indicatriz de S es la funcién dada por

(z) = 0 ,sizelsS
XS = 400 ,six g S

la cual es convexa si y solo si S es convexo. Para x € X y § > 0, el conjunto 6-normal a S
en x es NJ(x) := Osxs(), con lo cual

Ni(z) ={z" € X* | (a*,y —z) <0, Vy € S}

6



six € S, 0 bien, Ni(z) = ¢ si x ¢ S. Para § = 0 se anota Ng(z) := N3(z), se llama el cono
normal a S en x, y asi

Ng(z) ={2" e X" | (z",y—2) <0, Vy € S}

Siz € S, el cononormal a S en x cumple
Ns(z) = (S — 2)* (18)
De manera similar para 0 > 0, si x € S, el conjunto d-normal a S en x cumple
Ni(z) = 6(S — o)’ (19)

Es importante en las relaciones , que x esté en S, pues para x ¢ S los lados izquierdos
son vacios, mientras que si S # ¢ el lado derecho puede ser un conjunto mas complejo. Se
analizara estos casos en la seccion 1.6.

Ahora se verd una convergencia de conjuntos, mas precisamente convergencia de multi-
funciones, llamada convergencia de Painlevé-Kuratowsk:, y algunas de sus propiedades. Para
esta parte el lector es referido al libro de G. Beer [6]. Si Z es un espacio con una topologia
Ty 2z € Z, se anotard Nz .(z) como el conjunto de 7-vecindades de z en Z, omitiendo la
topologia cuando ésta se subentienda.

Definicion 0.7 Sean X y Z espacios topologicos con T la topologia de Z y T C X. Al
conjunto T, en este contexto, se llamard conjunto de indices, y a Z serd denominado el
espacio. Para una multifuncion M : T = Z y para T € cl(T) se escribe 7 — limsup M (z) el

z—T,x€T
conjunto

{2 €Z | YW € Nz.(2),VV E Nx(@): e € TNV, M(z)NW # ¢} .

También se definid el T — liminf M (x) como el conjunto
z—z,xeT

{2 €Z | VW €Ny, (2),3V eENx(T): Ve e TNV, M(z) N W # ¢} .

En el caso que el liminf y el limsup coincidan, entonces tal conjunto se llama simplemente

el limite, y se denota por T — lim M(x).
z—T,xeT

En general, el limite superior secuencial esta definido como el conjunto 7 — lim sup®**“?M ()
r—Z,x€T

de puntos z € Z que son limite de sequencias (z,) tal que z, € M(x,), para todo n, y

x, € T converge a T € X. También el limite inferior secuencial es el conjunto denotado

por 7 — limsup®*?M (z) que consiste en los puntos z € Z tal que para cualquier secuencia
r—T,x€T

xr, convergente a T, z es limite de una secuencia z, tal que para n suficientemente grande
Zn € M(z,). Con esta definicion se tiene siempre que

7 — limsup® M (z) C 7 — limsup M (x)

rz—T,x€T z—z,xeT



7 — liminf *!M(x) C 7 — liminf M (x),

r—x,x€T z—x,x€T

v si Y y Z son 1-numerables, entonces ambos son iguales.

Cuando sea obvia cual topologia se considera en Z para el limsup tan sélo se anota

lim sup M (z) y lim sup®*“/ M (z)

z—x,xeT z—T,xeT
para el lim sup y para el lim sup secuencial respectivamente. De manera analoga para el lim inf
y para el lim.

Observacion En adelante siempre se supondra que la topologia de X es 1-numerable e
incluso metrizable.

Proposicién 0.8 Sea M :T' = Z una multifuncion, T la topologia en Z yT € X. Entonces
se tienen las siguientes propiedades:

1. Los limites inferior y superior satisfacen

liminf M(z) C limsup M(x),

{E‘)f,xET :L‘—>§,£EET

y ambos son T-cerrados.

2. Si M entrega conjuntos convezos (ie si M(x) es convexo para todo v € T), entonces
liminf, ,z,er M(x) es también convexo. Por tanto si existe im,_,z ,er M (x), entonces
es convezo.

3. Si M entrega conos (ie M(x) es un cono para todo x € T'), entonces los limites inferior
Y SUPErior Som conos.

4. El limite superior T — limsup M (x) es igual al conjunto de los z € Z que son T-limites
rz—z,x€T

de alguna red (z) con zo € M(z,) y o €T tal que xo, — T. Si los conjuntos X y Z
son 1-numerables entonces las redes se pueden tomar como sucesiones.

5. El limite inferior T — lim infT M (z) es igual al conjunto de los z € Z tal que toda red x,
T—T,xE

convergente a T posee una subred x,, y existen z; € M(x,,) T-convergente a z. Si los
conjuntos X y Z son 1-numerables entonces las redes se pueden tomar como sucesiones.

Se sabe que en un espacio vectorial topolégico (Z,7) la clausura de un conjunto C' C Z
satisface 7 — cl(C) = (yeps o) € + U. Se presenta aqui un resultado mas general para el
limsup en el cual tomando una multifuncion constante igual a C, el resultado anterior sigue.

Proposicion 0.9 Sea (Z,7) un espacio vectorial topoldgico y M : T = Z una multifuncion.
Entonces para T € X

ﬂ 7 — limsup(M(z) + U) C 7 — limsup M (z), (20)
UeN, rz—z,x€T rz—z,x€T
Z,7(0)
Y
ﬂ 7 — liminf (M(z) + U) C 7 — liminf M(z). (21)
z—z,xeT z—z,xeT
UENZ,T(O)



DEMOSTRACION. Sea z en el lado izquierdo de (20)). Sea W € Nz .(2) y V € Nx(T) de manera
que W, ;=W — z € Nz,(0). Se toma U € Nz .(0) simétrico tal que U + U C W,. Se tiene

z € 17— limsup(M(z) + U).

rz—z,x€T

Luego existe € TNV tal que (M(z) +U) N (U + 2) # ¢, como U + z € Nz.(z). Pero
entonces M(x) N (U +U + z) # ¢ y asi M(x) N (W, 4+ 2) = M(x) N W # ¢. Por tanto
z €1 —limsup, z ,cr M(7).

La inclusion se prueba de mandera anéloga. O]

Se tiene la siguiente relacion entre la operacion de polar y dual con los limites inferior y
superior.

Proposicién 0.10 Sea (Z,| - ||) un espacio de Banach, (Z*,|| - ||«) su dual topoldgico. Dada
una multifuncion M T C X = Z, entonces se cumple para la operacion polar

7 — limsup M (x)° C (7‘ — liminf M(z)) (22)
z—T,z€T t—TaeT
Y °
7" — liminf M(x)° C <T — lim sup M(m)) , (23)
r—T,x€T z—z,xeT
y para la operacion dual
7 — limsup M (x)* C (7‘ — liminf M(x)) (24)
z—T,z€T —T,a€T
Yy «
7" — liminf M(x)* C (7‘ — lim sup M(x)) . (25)
r—T,xeT z—x,xeT

donde en todas las inclusiones para las topologias T y T* se tiene cuatro casos diferentes y los
dos iltimos son consecuencia de cada uno de los dos primeros por si solos; éstos son:

(a) T = 0geq la convergencia débil secuencial en Z y 7° = 7, la topologia de la norma en

Z*

(b) ™= T la topologia de la norma en Z y 7 = o}, la convergencia débil* secuencial en
Z*

(¢) T =1 la topologia de la norma en Z y 7% = 044 la convergencia débil secuencial en
Z*

(d) T =1 la topologia de la norma en Z y v° = 7)., la topologia de la norma en Z*
DEMOSTRACION. En los 4 casos para las topologias (o convergencias) 7 y 7% de los limsup y

lim inf se puede usar la definicién via sucesiones.

o

Se toma z en el lado derecho de (22)), esto es que z = lim z,, para ciertos z, € (M(z,))
con (x,) una sucesion convergente a Z. Para cada y € liminf, .z .cr M(2), y, € M(x,)
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para n suficientemente grande, con y, — y. Entonces se tiene (z,,y,) < 1 para todo n
suficientemente grande, con lo cual tomando limite se llega a (z,y) < 1, pues dadas las
topologias de la hipotesis (z,,y,) — (z,y) cuando n — +oc. Por lo tanto z esté en el lado

izquierdo de (22).
De manera aniloga se prueban las inclusiones (23), y (25). O

Observaciéon Otra manera de expresar la proposicion anterior en el caso de las topologias
débiles es a través de los limites secuenciales lim inf**? y lim sup®“?. Por ejemplo, en el caso
(a) la inclusion (22)) se puede expresar como

o — limsup*?M(z)° C (7'”. — lim inf M(m)) :

z—T,x€T r—Z,a€T

Observacion Para la operacién dual, las inclusiones y (25), pueden ser estrictas en
casos muy sencillos. Por ejemplo, para indices naturales T =N, T = +oo y M(z) = [0, %] se
cumple limz— 100 M (z) = {0}, con lo cual

zeN

(h’m inf M(m)) = | limsup M(z) | =R,
T—>4-00 z—+00
zeN zeN

es decir, el lado derecho de y es R. De otra parte M (z)* = R_ para todo z € N de
modo que
limsup M (z)* = liminf M(z)* =R_,

T—r+400
Z;EE” zeN

esto es, que el lado izquierdo en ambos es R_.

Una pregunta que se deja abierta es si se puede asegurar la igualdad en . La inclusion
en cambio no puede ser igualdad, en general, porque en su lado izquierdo el conjunto
no es necesariamente convexo, aun cuando la multifuncion M entregue conjuntos convexos
(M (z) convexo para todo = € X). Pero si se convexifica el lado izquierdo de (22), queda
abierta la pregunta de si se cumple

R (T s (M(x))o> C (T* _ lfminf M(:B))".

z—T,x€T z—x,x€T

Se puede ver la necesidad de convexificar el lado izquierdo en el ejemplo siguiente.

Ejemplo Se considera en Z = R* T = N y la multifuncion M(z) = A si z es par, o
M (z) = B si x es impar, con A = R, x {0} y B = {0} x R, que son conjuntos convexos
cerrados. Entonces se tiene

limsup (M(z))° = A°UB° = {(z,y) e R* |z <0Vy <0},

r—T,xeT

(h’m inf M(a:))o = (AN B)° = {0}° = R?,

z—z,xeT

que no son iguales.
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Proposicion 0.11 Dado un espacio topoldgico (Z,7), para una multifuncion M : TxS = Z
siempre se cumple

7 — lim sup <7’ — lim sup M (z, y)) C 17— limsup M(z,y). (26)
x—7Z,x€T Y—y,ycS (z,y)—(z,7)
(z,y)ET XS

DEMOSTRACION. Se toma z en el lado izquierdo de . Por definicion esto es que YIW €
Nz(z), Ve Nx(E%
JreVNT: Wnr—limsup M(x,y) # ¢,

Yy—Y,YES

=)
donde (*) se dice que existe z, € W tal que z, € 7 — limsup, ,; s M(7,y). Como W €
Nz(z;) luego de nuevo por la definicion del lim sup se tiene que YU € Ny (7)),

JyelUnsS: WnM(z,y) # o¢.

Dado que la topologia de X x Y es la generada por las vecindades de la forma V' x U, queda

claro que z cumple con la definicion de estar en 7 — lim sup(g ) @5 M (2, y). H
(z,y)ET XS

Observacion La inclusion contraria es falsa, como muestra el ejemplo M(z,y) = [0, £] con

S=T=(0,4+0), T =7 = 0, donde
tim sup M(z, y) = {0}

y—Y,yeS
con lo cual el lado izquierdo de (26]) es igual a {0}, mientras que

lim  M(z,y) = [0, 4+00).
(z,y)—=(%,9)
(z,y)ET XS

Por otro lado, para los limites inferiores no se cumple una relaciéon similar. Por ejemplo
se considera la multifuncion definida por M(z,y) = {z-(—1)Y} con =z € T := (0,00) e
y € S := N. Dado un =z fijo, el limite inferior cuando y — oo es vacio, y por tanto el conjunto

=TT \ y—y,yeS

lim inf (h’m inf M(x, y))

es vacio, mientras que el limite inferior cuando simultdneamente x — 0 e y — oo consiste en

el 0, es decir, liminf , ),z 7 M(x,y) = {0}.
(z,y)eT xS

La otra inclusion tampoco se tiene en general. Si se considera M (x,y) = [0, 2] con z,y € R,

entonces
liminf M (z,y) = Ry,

Y—0o0

y asi

lim inf (h’m inf M(x, y)> =R,.

T—00 Y—+00

Pero si se toma el limite inferior simultaneo, se obtiene

liminf M(z,y) = {0}.

T—00,Yy—00
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Proposicion 0.12 Dado un espacio topoldgico (Z,7), para una multifuncion M : TxS = Z
siempre se cumple

7 — lim sup (7‘ — lim sup M(y)) =7 — limsup M (y), (27)
z—T,xeT y—x,yeT y—z,yeT
Y
— liminf — liminf M — liminf M(y). 28
- diit (7 Jiming ) ) © 7 Jining Vi) 2%)

DEMOSTRACION. Sea z en el lado izquierdo de . Entonces para todo W € Nyz(z),V €
Nx(T),
JreVNT:Wnr—1limsup M(y) # ¢,
y—x,yeT
por lo cual existe z, € W tal que z, € 7 — limsup,_,, ,cr M(y). Pero como W € Ny(z,)y
V € Nx(z), luego existe
Yy €VNT: WNM(y,) # o.

Es decir, se cumple que z € 7—limsup,_,; ,p M (y). La inclusion hacia la izquierda es directa
tomando y = x, por lo cual la igualdad queda probada.

Ahora sea z en el lado izquierdo de (28)). Entonces para todo W € N (z), existe V € Nx(T)
con

VeeV :Wnr— liminf M(y) # ¢.

y—x,yeT

O sea para cada x € V existe un z, € W tal que 2, € 7 — liminf, ,, ,er M(y). Como
W e Nz(z,) luego existe U, € Nx(z) tal que

Vo' e U, : WnN M) # .

En particular para ' = x se tiene W N M(z) # ¢, y esto para cada x € V. Por lo tanto z

estd en el lado derecho de (28). O
Ejemplo Se considera la multifuncion M dada por M(z) = xsiz € Qy M(z) = —=z

siz ¢ Q, parax € T = (0,00). Asf dado = € T, liminf, ,, yer M(y) = ¢. Por tanto si
T=0¢T,
rz—z,x€T \ y—z,yeT

lim inf <h’m inf M(y)> = ¢.

Pero si se toma el limite inferior hacia * = 0 directamente, se obtiene

liminf M(y) = lim M(y) = {0}.

y—xT,yeT y—T,yeT
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Capitulo 1

Formula del -normal a los subniveles de
funciones convexas

Se considera un espacio vectorial topologico localmente convexo (evtle) X y una funcién
® € I'y(X), donde T'y(X) es el conjunto de funciones a valores en la recta real extendida que
son convexas, propias y semicontinuas inferiormente. Se dara en este capitulo una caracteri-
zacion del conjunto d-normal a los conjuntos de subnivel Sy := [® < A] con § > 0, por medio
de los subdiferenciales aproximados de ®, vale decir,

Ngk(f) =o0"— limsup pd.9(7), (1.1)

(A= (T)+e)—d
n>0

para cualquier punto T € S).

Una de las inclusiones de (1.1)) es directa y se presenta a continuacion.

Proposiciéon 1.1 Sea X un evtle y ® € T'o(X). Sea 6 > 0, A e RyzT € S\ =[P < ).
Entonces

NgA () Do"— limsup pd-(7).
pOA—D(F)+e)—6
=0

DEMOSTRACION. Sea z* un elemento en el conjunto de la derecha de modo que existen redes
() € X*, (o) C Ry y (6a) C R con zf € 0.,P(T) tales que ¥ = 0" — lim pyaf y

o

pa(A— ®(T) + e4) — 6. Para y € S, se tiene

(@5, y —T) < B(y) — D(T) + 20 <A — D(T) + 20
Si se multiplica por p, > 0, luego

</vLa'rZu Yy — E> < ,U/a()‘ - (I)(T) + ga)v
y tomando limite en ambos lados da

(x*,y —T) <95, VyeS,.
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Por lo tanto z* € Ng, (7). ]

Para la otra inclusion, de la cual trata gran parte de este capitulo, es decir, para la inclusiéon

NgA(E) C7"— limsup wpd-9(7), (1.2)
p(A—®(T)+e)—6
n>0
con 7* = ¢* en general, serd importante notar la diferencia entre el caso en que S) es

el conjunto de minimos de ®, y el caso contrario, condicién llamada de Slater, esto es,
(Z,\) € X xR con &(7) < A tal que se cumple:

Az € dom(P) con P(zg) < A. (1.3)

De hecho, en este caso se obtiene una formula mas simple que sugiere buscar también una
simplificacion en el caso en que no se cumple (|1.3)).

1.1. Caso de Slater

En esta seccion se probara la formula (1.1)) en el caso en que (Z,\) cumple la condicién
de Slater en un evtle, utilizando como herramienta principal una férmula para el e-
subdiferencial del méximo de dos funciones. De hecho, se prueba una férmula méas simple,
pero que solo resulta ser valida en el caso de Slater.

Proposicion 1.2 Sea X un evtlc y & € T'o(X). Sean A€ R, § >0, S, :=[® <\ yT € 5),
tales que se tiene la condicion de Slater ((1.3).

Entonces

N, @) = | Ossutomn (1®) (). (L4)

>0

DemosTRACION. Para la inclusién hacia la izquierda, se toma & € Osiu@@) -1 (1®)(Z) con
u >0, esto es,

<£7y _E>

IN

p®(y) — u®(T) + (0 + pu(®(T) — A))
w(@(y) — A) + 0.

Es claro que (£,y —T) < ¢ para todo y € Sy, por lo que £ € NgA (7).
Ahora para la inclusion hacia la derecha, sea £ € NgX (T). Se tiene que Vy € X,
Py) —A>0 VvV ({y—7) - <0.

La funcion () := max {®(-) = A\,0 — (§,- — )} € ['o(X), es no negativa y o(T) = 9, por lo
cual T es un -minimo de . En otras palabras

0 e agtp(f). (15)
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Por la formula del e-subdiferencial para el maximo de dos funciones , se cumple que

Isp(T) = U I —a)(®—A) +ald -+ (£1))(@).
ﬂéagéi[(ol{]&n)%‘éo(g])—)\)

Pero
(1= a)(®=A) +a(d &+ (7)) (@) = 0,((1 — )P — a)(T)
=0y(1 —a)®(T) — al.
Entonces por ((1.9)), existe « € [0,1] y
0<n<ad+(1—a)(P(T)—N) (1.6)

tal que
0€0y(l —)®(z) — af,

o equivalentemente,

a € 0,(1 — a)®(7). (1.7)
Se observa que si @ = 1, entonces & e N} &(T). En cambio el coeficiente o no puede ser
igual a 0. De otro modo, n =0y ®(%) = A por (1.6} y 1.7) implicaria que T es un minimo

de ® contradiciendo ( . Luego despejando n en , se obtiene

11—«

‘e é&?(l — 0)®(7) C 01— 20(7).

(07

De (L.6) se deduce que £ < ¢+ pu(®(Z) — A) con pp = =2 € Ry, por lo que se puede concluir
que & € Osyp@@ - (1P) (Z), y termina la demostracion. O

En el caso § = 0 se obtiene las formulas (3), y (B), pero validas en un evtle, como
muestra el siguiente corolario.

Corolario 1.3 5i A = ®(7), se tiene

NS>\ (E) = R+8®<§) U Ndom@(f)' (18)

Si A > ®(T), entonces
Ng, (T) = Naoma (T).

DEMOSTRACION. Para ¢ = 0, (L.4) se escribe como
N, (@) = | Oute n®) (7).
u>0
Si g =0, entonces u® = Xgoma, con lo cual I(u®)(T) = Nyoma (T). Pero si p > 0 entonces
(@@ -x (UP) (T) = (10071 P(T).
Asi se puede escribir
N, (T) = R-&-a@(@*)\@(f) U Naoma (T),

y si A > ®(7), el primer conjunto de la union en el lado derecho es vacio, por consistir en un
subdiferencial aproximado con error negativo. O]
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Es facil encontrar ejemplos donde no se cumple , y en particular para puntos que
no satisfacen la condicion . Se vera algunos de estos ejemplos al principio de la proxima
seccidon. Sin embargo, nuestra formula si es valida, tanto en el caso de Slater, como en
el caso contrario.

Antes de probar la inclusion (1.2)) de nuestra formula, se verd una proposicién que no
depende de la condicion (L.3), pero se incluye en esta seccion, porque se hace uso de ella
aqui.

Proposicion 1.4 Sea X un espacio vectorial topoldgico, y ® € T'o(X), con T € dom(P),
6 > 0. Entonces
Niome(T) = 7" — limsup pd.® (). (1.9)

u—0,ue—48
n=0

Ademds si 6 = 0, también se tiene
Naoma (T) = 7" — lim sup p0-®(7), (1.10)

pn—0,e—0
pu=>0

donde la topologia T* es la topologia de la norma 7)., si X es Banach, o la topologia débil
o* en el caso general.

DemosTRACION. Las inclusiones hacia la izquierda son directas y muy similares a la demos-
tracion de la Proposicion Para las inclusiones hacia la derecha se toma & € N3 (7).

Se supone primero que X es un espacio de Banach y sea ¢, > 0, g, — 0, ¢ € 0., (T) # ¢.
Se toma p, :=n~t — 0 si es que (y}), es acotada, o en otro caso u, := (|yi|ln)~t — 0. Se
considera &, := £ + p,y;, que claramente cumple £, — ¢ fuertemente. Luego

En € 1ind, 15, D(T).

Con lo anterior, si se anota &/, := p1;,'d+¢,, entonces p,el, — 8, & = lim, &, y &, € pn0- P(T),
esto es,
£ ey, — limsup p0-2(7),

n—0,ue—6
=0

y si 0 = 0, también & esta en el lado izquierdo de (1.10)), pues en ese caso &/, — 0.
Ahora para el caso general se considera W € Nx« ,+(§). Sin perdida de generalidad
W={y eX"| (y=&u)<a, Vi=1,.. k},

para ciertos puntos (y;)%, C X y a > 0. Se toma ¢ > 0 pequefio, sea y; € 0.D(T) # ¢ y
1 > 0 pequeno tal que
# méx (Yo, yi) < o,

con lo cual pyg + & € W. Dado que u~*¢ € NC’;O;(‘;(E) luego
g + 2" = i (Y5 + p'€) € p(0-2(F) + Nl (T)) = 10,151:9(T).
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Ahora tomando ¢ = 716 + ¢ se ve que pe’ es cercano a § para p y € pequeiios, y que
W N uo®(T) # ¢ para cualquier vecindad W de €. Por lo tanto,

¢ €o0" — limsup pud-(7),
u—0,ue—0
u>0

y en el caso 6 = 0 se puede también agregar que € sea pequeinio de modo que £ esté en el lado
izquierdo de ([1.10). O

Con la Proposicion se puede ahora mostrar la inclusién hacia la izquierda de la formula

i)

Proposicion 1.5 Sea X un evtle, y & € ['((X), con A€ R, 6 >0, 7T € S, =[P < A, tal
que se cumple la condicion de (1.3)). Entonces

Ngk(f) =7"— limsup uo-9(7), (1.11)
HO= (@) +2)0
p>

y en el caso 6 = 0, también

Ng, (Z) =71" — lim sup p0-9(), (1.12)
w(A—®(Z)+e)—0,e—0
u=0

donde la topologia T es la topologia de la norma 1), st X es Banach, o la topologia débil

o* en el caso general.

DEMOSTRACION. Las inclusiones hacia la izquierda han sido ya probadas o son directas. Por
tanto basta con probar que

NgA (Z) C " — limsup po-®(7),
[(A—D(F)+e)—6
n>0
y en el caso § = 0 que

Ng, (Z) C 7" — lfim sup 10-9(T).
w(A—®(T)+e)—0,e—0
>0

Sea x* € N (z). Por (L), existe > 0 tal que 2* € sy @@ - (®) (T). Sip > 0
entonces ¥ € (105 | gz, P(T), y tomando € := % + ®(Z) — A es claro que 2* € 0.9(T) con
m

(A — ®(Z) +¢) = J. Por otro parte, si u = 0, entonces
I* € Nc(lsom<1><f>7
y la dltima observacion nos permite concluir que

z* €7 — limsup pd.®(z) C 7 — limsup pd-®(7),
pe—0,u—0 pA—=2(Z)+e)—0
pn=0 n>0
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y en el caso § = 0 se obtiene

¥ € 1" — limsup pd-®(x) C 7 — lim sup 0P ().
e—0,u—0 w(A—®(Z)+e)—0,e—0
n>0 n=0

]

En las dos proximas secciones se vera que la formula también es valida primero en
RY y luego en un evtle X, cuando la condiciéon de no se cumple, esto es, que no existe
zo € dom(®P) tal que ®(xg) < A\, y ®(Z) < A. Pero entonces ®(Z) = A\ y T es un punto minimo
de ®. Dicho de otro manera, el caso que se considera es

T €S =0 < P(T) = argmin(P). (1.13)

1.2. Foérmula en RY

En esta seccion al escribir los limsup no se especificara la topologia 7%, puesto que en
dimension finita la topologia de interés es sblo la de la norma. Se quiere probar la igualdad

(1) aue bajo (L13) es

N3(T) = lim sup pd.®(7), (1.14)
ue—9
n=0

y se pone especial atencion a la inclusiéon hacia la derecha, pues la inclusion hacia la izquierda
ya se tiene cubierto de manera trivial por la Proposicion

Se presentan a continuacion algunos ejemplos que muestran por qué la formula (1.4) no
es valida bajo (1.13]).

Ejemplo Sea (H, | -||) un espacio de Hilbert, ® : X — R dada por ®(z) = ||z|*>, 7=0€ H
y A =0 € R. Claramente 0 € S := argmin(®) y de hecho S = {0}, por lo cual
Ng(z) = H*.

Por otro lado,

U O5+utem—» (1®)(@) = | 9(12)(0)

©n>0 ©n>0

Se ve que no se cumple la igualdad (1.4)).
De hecho, es facil darse cuenta que para cualquier funcién ® convexa diferenciable con un
tinico minimo Z (por ejemplo ® estrictamente convexa) se obtiene el mismo resultado, pues

por regla de Fermat 0®(z) = {V®(z)} = {0}.
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El hecho de que haya un tinico minimo no es el punto clave, como se verd en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo Sea ® : R — R segin ®(z) = 0 para z < 0y ®(z) = 22 para x > 0. Al igual que
en el ejemplo anterior para T =0, A =0y § = 0 se tiene

U st uem - (1) (@) = {0}, (1.15)

u>0

mientras que S := argmin(®) = R_, de modo que Ng(T) = Ry, y asi los distintos lados de
(1.4) no coinciden.

Ahora se considera un caso con § > 0 en R2.

Ejemplo Sea @ : R? - R U {+oco} dada por

2

kal sixy, e >0
T2 ’
Q(x1,22) =4 0 sia; <0,29>0-
+0o0 en otro caso

Es facil notar que ® es convexa, sci, propia y ademés positivamente homogénea. El conjunto
de minimos de ® es S = R_ x R,. Como para todo p > 0 (u®) es positivamente homogenea,
luego Os(u®)(0,0) = d(u®)(0,0) y en particular N3(0,0) = Ng(0,0). Por tanto, N3(0,0) =
R, x R_. En cambio,

U 9s(n®)(0.0) = {(z.9) €R* | (2 2 0.y <0) V (2,9) = (0,0)} .

conjunto que ni siquiera es cerrado.

Con los ejemplo anteriores queda claro que la formula (1.4) no es valida para puntos
minimos, pero se verd en lo que sigue que nuestra propuesta formula ((1.1)) si lo es. Se dara para
comenzar, dos lemas simples que permitiran obtener la férmula propuesta en una dimension.

Lema 1.6 Sea r: R, — R, una funcion y 6 > 0. Las siguientes son equivalentes.

1. Y, 20,6, >0, pe, — 30 = limsup p,r(e,) < 9.
2. 8160 =0,3dM > 0 tal que
r(e) < Me, Ve >D0.

Si0>0
r(e) <e, Ve>D0.

DEMOSTRACION. La implicacion 2 = 1 es directa, pues basta multiplicar las desigualdades por
i, v tomar limite. También la implicacion 1 = 2, cuando § > 0 sigue facilmente tomando
sucesiones constantes (¢, = €y u, = de~1). Asi que se supone que 2 es falsa para 6 = 0, y se
prueba que I también es falsa. Entonces Vn € N, existe ¢, con r(g,) > ne, y €, — 0. Pero
para ji, = (ne,)™' > 0 se tiene

1
fnen =——0  but  pu,r(e,) > 1.
n

19



Esto contradice 1 y el lema queda demostrado. O]

Lema 1.7 Sea ® : RY — RU {+c0} y T € argmin(®). Para cada gy > 0 y M > 0, las
stquientes son equivalentes.

1. (T +tv) = ®(T), Vt € [0, M1].
2. L(z,v) < Me, Ve € [0, g.

DEMOSTRACION. Por simplicidad se supondré sin pérdida de generalidad que 7 = 0y ®(0) = 0.
Primero se supone que 1 es verdad, de modo que

O(tv) +e  ®(M ) +e
! =1 < <
oL(0,v) %I>1£ " < = < Me,

y la implicacion 1 = 2 queda probada.

Ahora se supone que 2 es verdad. Tomando ¢ = %, por la definicién de ®2(0, v) se obtiene
una secuencia (t,), tal que

<I>(tv)+%
t

porque inf,~q =d(0,v) < M 4 # Si t,, es no acotada

n

d(t,
lim sup <t v) <0.
Dado que ® es convexa el cuociente cb(tt”) = q)(t”t):oqh(o) es creciente, y esto implica
D (tv d(tv
lim sup L = sup M < 0.
t—o0 t t€(0,00) t

Entonces ®(tv) <0, VteR,.

Por otra parte si t,, es acotada y ty es uno de sus puntos de acumulacion, luego

1 M 1
St 0) < Blt,w) +— <t, [ —+— ) 1.16
() < 0(t) 41 <t (4 ) (1.16)

y asi uno obtiene ®(typv) < liminf ®(¢,v) < 0, gracias a la semicontinuidad inferior de ®. De

(1.16) se nota que
1<t M+1 — i <t
n= "\n n? Mn+1—""

implicando ty > 7 y entonces, Vt € [0, 4], ®(tv) < 0 gracias a la convexidad de ®. Final-

mente se ha obtenido I. O

Juntando los dos lemas se obtiene la validez de la siguiente proposicion.
Proposicion 1.8 Sea ® € T'((RY), 7 € S := argmin(®). Las siguientes son equivalentes.
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1. £ ¢ N§(@).
2. Jve X, (&v) >0,
lim sup p (0-® (%), v) C (—o0,d].

ue—9
n>0

DEMOSTRACION. Sea & ¢ NJ(T). Entonces existe v € X tal que T+ v € S con (§,v) > J. Se
tiene ®(T+v) < ®(T), por lo que si se toma p, > 0,e, > 0 tal que e, — 0y z, € 0., D(T)

se tiene
i (2, 0) < pn(P(T 4+ v) — P(T) + €) < pnen — 0.

Viendo las sucesiones de la izquierda en ((1.17)) se deduce

lim sup p (0-®(7), v) C (—o0,d].
He—
n>0

Por tanto, queda probado 1 = 2.
Para la direccion 2 = 1 se supone que v € X tal que (§,v) >0y

lim sup p (0-@(7), v) C (—o0,d].
ne—9o
p>0

Entonces para cada p, > 0,e, > 0, ppe, — 3y 2t € 0., P(7),

lim sup p, (x,v) < 6.

Ahora el Teorema [0.5] nos asegura que ®. (Z,v) = sup(0., ®(T),v), y asi

lim sup 1, @ (7, v) < 4.

n

Entonces Yu,, > 0,¢&, > 0,

finEn — 0 = limsup 1, PL (T,v) <0

Por el Lema[L.6] existe M > 0 (M = 1si ¢ > 0) tal que

P’ (7,v) < Me, Ve > 0,

y por el Lema (1.7 sigue que ®(z + tv) < ®(7), para t € (0, =]. En particular para o :
M

tiene o € Sy (£,7) > §, mostrando que & ¢ N3(Z).

Observaciéon En verdad la proposicién anterior nos dice que

(N§(T),v) = lfmigpu (0.9(T),v), YveX.
e
>0
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La igualdad (1.18)) es similar a nuestra formula ([1.1]), y en el caso unidimensional se puede
ver que son equivalentes, pues

lim sup p (0-P(7), v) = <lim sup p0-P(T), v> :

pe—90 pe—9o
20 u>0

tomando v =1 € R.

Por tanto, hasta aqui ya esta la validez de la formula (1.1)) en una dimension.

De aqui en adelante se usa la notacion

Ls := lim sup p0-®(7), (1.19)
pe—6
n=0
para 0 > 0, por lo cual lo que se busca probar es Ng(f) = Ls. Para continuar con la

demostracion de la inclusion en el caso N-dimensional se usara el Teorema de separaciéon
de Hahn-Banach, para lo cual se requiere probar la convexidad y clausura de los conjuntos Ls
para 0 > 0. Si bien la convexidad y la clausura de los Ls es cierta en espacios mas generales,
aqui se plantea solo en RY.

Proposicion 1.9 Sea ® € To(RY), con T € argmin(®). Entonces Ls es un conjunto convero
cerrado y Lo es un cono convexo cerrado. Ademds, se tiene la igualdad

Ls = limsup po-®(7). (1.20)
pe—6
pu—00,e—0

DemMoOsTRACION. La inclusion hacia la izquierda es directa. Para la inclusién inversa se toma

r* = lim p,xf, con ¥ € 0., P(T), pin,en > 0y pnen — 0. Si py, no es acotada basta tomar

una subsucesion iy, convergente a +00. Se sigue que €, — 0y se tiene z* = lim py, 7}, .
Pero si u,, es acotada, esto es,

IM >0, p, <M, ¥YneN,

entonces se define r, == n= 'y, M1 — 0 que cumple r, < 1y se toma &, = c,7, < €p,
xir, € 0z ®(T). De hecho, dado que 0:;, ®(T) es convexo, contiene a 0 y u,e, — 6, luego
tambien

~ %

Ty, = (Hn€n) Ty Tn € Oz, P(T).

Tomando fi,, := nM (i,e,) "' — +00, se tiene que
pn®y = fin @y, y luego ¥ = lm i, .
Ha sido probado (1.20)).
Ahora se ve la convexidad de Ls. Se toma z*, y* € Ls, gracias a ([1.20)), esto es,
o =lmp,x)  pn, — 00,6, = 0, pinen, — 0,2 € 0., P(T), (1.21)

y*=limuv,y, v, — o00,n, = 0,v,n, = 0,y € 0y, P(T). (1.22)
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Se mostrard que puede tomarse las mismas sucesiones €, = 7, v U, = V,. Para ello se
define &, := min{e,, N}, fin = fnSE, Uy = v, T = xSy g = Yny- Es obvio que
finy, U — 00, €n — 0¥ finén, — 0, Upé, — 6. Dado que z} € 0., P(7T) y = < 1, luego
I, € 05,2(T). Andlogamente, como y; € 9, ®(7) y 7> < 1 también se obtiene g} € s, (7).
Ahora f1,2} = ppx) — ¥, 0,9; = vy, — y*. Sin pérdida de generalidad se supone que
fin, < U, pasando a una subsucesion si es necesario. De nuevo, 0z, ®(T) es convexo con 0
adentro, asi

de modo que D,L%; = [,T; — x*. Hasta aqui se ha probado que se puede suponer en (|1.21)

y en (L.22) que pu, = vy ¥ €5 = 7.

Por lo anterior, para o € [0, 1] se tiene

ar* + (1 —a)y” =lmp, (az; + (1 — a)y;) € limsup p0.2(7),
,u—l:cfo_:eo—ﬂs

porque 0-P(T) es convexo. Por lo tanto Ls es un conjunto convexo cerrado (como propiedad
del lim sup) que contiene al 0. En el caso § = 0, se tiene también que Ly es un cono, pues las
condiciones sobre y se mantienen al ponderar p por un escalar positivo. O

Observacioén La restriccion 1 — oo no se puede agragar dentro del limite cuando se cumple
la condicion de ([1.3)), porque puede resultar vacio. Por ejemplo, ®(z) = x satisface 0.9(0) = 1
para cada € > 0, por lo que si u va a +00 luego ud.®(0) escapa al horizonte.

Teorema 1.10 Sea @ :€ T'o(X), con X un evt de dimension finita, T € S := argmin(®P) y
0 > 0. Entonces
NA(T) = lim sup pd.® (7).

He—0
n=>0

DEMOSTRACION. La inclusion D fue probada en la Proposicion Se prueba aqui la inclusion
opuesta, es decir,
N(7) C lim sup pd.(T).

ne—9o
n>0

Se recuerda que se usa la notacién ([1.19)):

Ls = lim sup po-®(7).
ne—48
pu=>0

Se supone que la inclusion N3(Z) C Ls no se cumple. Entonces existe £ € N3(Z)\Ls y por
el Teorema de Hahn-Banach, existe v € X y a € R tal que

(§,0) > a > (z",0), Va"€ L, (1.23)
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porque Ls es un conjunto convexo cerrado, como se vidé en la Proposicion Se puede
suponer a = §, dado que 0 € Ls, a > 0 y asi (£, 0) > 0, reescalando ©. Se define

Ms={veX|d>(z"v), Va*elLs}.

Se ve que Ms es no vacio, pues v € My, y ademas es un conjunto convexo cerrado. Como estéa
en un espacio de dimension finita, 7i(Ms) es no vacio. Luego, Ms = cl(ri(Mj)), y se puede
encontrar v € ri(Ms) suficientemente cerca de 9, de manera que (£,7) > 6.

Se quiere probar la siguiente aseveraciéon

lim sup p (0-®(7),v) C (—o0,d]. (1.24)
ue>—66
p>

Con la Proposicion nos darfa la contradiccion & ¢ N3(7T).

Por tanto, se supone que no se tiene ([1.24), con lo cual existe ,,e, > 0,7}, € 0., P(T)
tal que e — 0y pn(x)1,0) — 1 > 0.

*
n,%

Inductivamente para ¢ > 1 teniendo escogida la sucesion (z7 ), satisfaciendo

lm pu, (2, ;,0) = 1, (1.25)

se vera como escoger una sucesion (z7 ;. ), satisfaciendo el mismo limite ([1.25) o parar con
una contradiccion.

Si pn;, ; tiene un punto de acumulacion z7, luego z7 € Ls y (27,7) = [ > § contradiciendo
el hecho que v € Ms. En otro caso u,|x} ;| — 0o y se considera = un punto de acumulacion

*
n,i

., Z —
de la sucesion —=4. Como |27 ;|71 >0y
‘zn,i| e

1
ol = (Eutn) ( : |) o,

Tl| n,i

luego x7 € Ly.

Se observa que

I < iy 7U> _ (lim ﬁ) (tim (2, 5)) = 0. (1.26)

|xn,i| ~~
s ~~ 4 1
=0
Dado que U € ri(Mjs) existe r > 0 tal que
(sz™,v) <48, Vve B@,r)Naff(Ms), (1.27)

para cada s > 0, porque sz} € Ly C Ls. Dividiendo (1.27)) por s — oo se obtiene la misma
desigualdad pero con cero al lado derecho. Y esto puede extenderse a todo el espacio afin

(xf,v) <0, Yveaff(Ms),s>0. (1.28)
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Si v € Ms, luego 20 — v € af f(Ms) y tomando en cuenta ([1.26) se llega a que (1.28)) se tiene
como una igualdad. En particular, se obtiene

(—xf,v) <0, VYve M, (1.29)

lo que implica —x; € Mjy, y también —sz; € Mj para cada s > 0, porque My es un cono.
En el caso 6 = 0, se tiene Mj = L§* = Ly, por el férmula del bidual, y si 6 > 0 se tiene
M; = 5M; = (67 Ms)* C (67 M;s)° = Lg° = Ls, por la formula del bipolar. En ambos
casos se concluye que toda la linea Rz} estd contenida en Ls. Dado que —xinu,|z;, ;| € Ls,
existe v, > 0,7, > 0,y ; € 0,,9(T) con

1
Vnln = 0, ‘Vny;:,i + x;kn:unLT:mH < n

Haciendo algo similar a lo hecho en la demostracion de la Proposicion [1.20] se ve que se
puede suponer que v, = i, ¥ N, = €,. Luego

1
W"yz,i + fﬂfnunh’il,z!\ < . (1.30)

Como zj,; v vy, quedan en distintos lados del hiperplano (Rxz})*, sea ;. el Gnico
elemento en la interseccion [z}, ;, yn ;]N(Rz})*. Dado que 0., ®(T) es convexo, x;, ;.| = Q%) ;+
(1 = ang)yp; € 0., 9(T) para cierto ay; € [0, 1]. Pero

|\t (Y i 0| < | (i s + 0|, 0) | + (|2 41, 0) |
il . .
< +n/vbn|xn,i‘ [z}, D),

——

=0

n
implica que p, (yy ;) — 0.

Se mostrard que el limite de la sucesion a,,; es 1. Como x;, ;| estd en el ortogonal de Rz},
luego
o * *
0= <$n7i7 xn,i+1>
- <J"n,i7 O‘/nﬂxn,i + (1 an,l)yn,i>

= an,ilxz,iﬁ + (1 - Qi) <I:m y:zz> )

de modo que

* *
- <mn,i7 ynz>
nd * * * |27
<xn,i’ yn,i> - |In,z|

Por la desigualdad de Cauchy Shwartz y (1.30), se llega a que

(1.31)

*

* * * * * * * *
<xn7i7 yn,z> o <$n,i7 yn,i + xzn‘xn,z|> <xn,i7 xin’xn,i|>

N N P
NV TV
—0 —400
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porque fi, |z}, ;| — +00 'y xfﬁ — af con |zf| = 1. Luego con (1.31)) se obtiene que a,; — 1.

‘mn 1
Se concluye entonces que

,un<x;kz,i+176> = O‘n,i:un<x;,ia6> + (1 - an,i)#n<y;z‘76> — 1> 57
tal como se queria al comenzar el paso inductivo en ([1.25)).

Ahora se probard que para cada i > j > 1, (zj,,2}) = 0, por induccion en i. Ya se sabe
que (7, z;) = 0, por lo que basta c0n51derar 7 <. Entonces

T )| < sl (@ 23) [ 4 (1= ) [y 751

Repitiendo esto se obtiene

(el = TT ons) (i) i
k=j+1 %/—’
# 3 (T o) 0 o0 G 13
k=j+1 \I=k+1
pero a,r — 1 para cada k € N. Por (1.30) y la desigualdad de Cauchy Schwartz,
Yok *>‘ 1 |73
T T )| = o |Wnn T Apnla | 75| £ ————— =0,
‘<|‘rn,i+1| ! |z nz—l—l‘ ‘< " g g j>‘ nﬂn|xn,i+1|

Por lo tanto, dividiendo ({1.33) por |z}, ,,,| y tomando limite en n — oo, se obtiene

[Copy x3‘>}

* *\| _ 14
’<‘ri+17$j>‘ - 1171;1’1 |$n,¢+1|

% ) ) 1 -
k—jt1 nH—l

= 0.

Finalmente, si el algoritmo termina se halla una contradiccion con (1.23). En otro caso, se
tiene una sucesion infinita de vectores ortogonales lo que contradice la finitud del espacio. [

Para finalizar la seccion, se puede juntar el Teorema [1.10] con lo obtenido en la seccién
anterior para el caso de (1.3)), resumiéndose en el siguiente teorema.

Teorema 1.11 Sea X un evt de dimension finita, ® :€ I'o(X), T € S\ := [® < A para
AeER yd>0. Entonces
Ng ()= limsup p0.®(7).

we—2(T)+N)—d
pn>0
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1.3. Formula en un evtlc

Se vi6 en la parte anterior que se cumple en dimension finita, en cuyo caso para el
lim sup se considera la tnica topologia de evt que es Hausdorff, la topologia producto en R,
la cual conincide con la topologia de cualquier norma. Aqui se vera cémo extender la férmula
hasta los X que sean evtlc, pero siendo importante cuél es la topologia que se considera en
el Iim sup. Como es de esperarse, la topologia débil* o* serd utilizado en el caso mas general.

Primero se mostrara como extender la formula (1.1) a funciones definidas en un evtlc
tal que su dominio efectivo esté contenido en un espacio de dimensién finita. La siguiente
proposicion muestra la inclusion no trivial (1.2) para la condicion (1.13)).

Proposicion 1.12 Sea ® € ['((X) con X euvtlc. Se supone que dom(®) C F con F un sev
de dimension finita de X, T € S := argmin(®) y 6 > 0. Entonces es vdlida la inclusion

N{(z) C 7 — lim sup pd.®(Z), (1.34)
,us>—66
p>

donde T* corresponde a la topologia de la norma 7., st X es Banach, o bien a la topologia
débil* o* en general.

DEMOSTRACION. Sea z* € Ng’X(T). El segundo superindice esta para especificar dénde las
formas lineales estan definidas. Luego la restriccion z*|p € Ng’F(f), el conjunto d—normal al
conjunto de subnivel S para la funcion restringida ®|z.

Por el Teorema se puede encontrar sucesiones y* € 0. P|p(T), pne, — 0 tal que
x* = lim p,y;, y se puede suponer que p, > 0 para cada n € N. Dado que F' es de dimension
finita, tiene un suplementario topologico E (ver [9] capitulo 2, pag 38), estoes, X = F @ F
y E cerrado. Luego se puede extender y; a un z;, € X* de la siguiente manera. Para v € X
se considera su descomposicion t =y + zcony € F'y z € E, y se define

(0, 2) = (g ) + — (2", 2).

n

*

*
» — 2% en la

Luego, =& € 0., ®(T) y pnx: — x* fuertemente si X es Banach, o u,x
topologia o*. En otras palabras,

" € 7" — lim sup pd-®(7),
ue—9
n=0

donde 7* corresponde a la topologia de la norma 7., si X es Banach, o bien la topologia

débil* o* en general. O

Se puede quitar la restriccion del dominio pero perdiendo la topologia fuerte en el caso
de Banach en el limsup. En el siguiente teorema se muestra como, y se resume lo obtenido
hasta aqui otorgando la validez de nuestra formula ((1.1]).
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Teorema 1.13 Sea X un evtlc y & € I'y(X), T € S := argmin(P). Entonces

Ni(Z) = 0" — lim Sl;p 0P ().
>0

DEMOSTRACION. La inclusion hacia la izquierda fue probada en la Proposicion [I.1] Se probara
aqui la inclusién opuesta, es decir,

Ni(Z) C 0" — lim sup pud.® (7).
ue—9
n>0

Sea I’ un subespacio vectorial de dimension finita de X que contenga a T y se considera
la funcién
q)F =0 + XF-

Luego dom(®r) C dom(xr) = F. Por la Proposicion tenemos la validez de la formula

Ngnp(T) = lim sup p0-Pp (7).
pe—o
pn=0

Se tiene, [Pp < Pp(T)] = [® < ®(ZT)]N F = SN F. Entonces

N§(@) € Ngop(T)

= lim sup p0:(® + xr)(7)
ue—9
>0

C limsup(uo-®(7) + F*).
ne—9
n>0

Por la definicion de la topologia débil*| para cada U € N, (0) existe un espacio de dimension
finita F' tal que F* C U, con lo cual

NY(7) C ﬂ lim sup(p0-®(7) + U).
U€eN, (0) #52_66

Luego, usando la Proposici()n se ve que r* € o* — lim sup ud. @ (7). O
pe—0
n>0

Teorema 1.14 Sea X un espacio de Banach reflexivo, ® € T'g(X), T € S := argmin(®) y
0 > 0. Luego
Ng(f) = 7). — limsup p0-®(7)

pe—9o
n=0
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DeEMOSTRACION. La inclusion D fue probada en la Proposicion Se prueba aqui la inclusion
C. Gracias al Teorema [1.13] basta probar que

0" — limsup p0.®(T) C 7., — limsup pd-9(z). (1.35)
pe—4 pe—6
n>0 n=>0

Sea z* un punto en el lado izquierdo de (L.35), es decir, el o*-limite de una red .z}
con x4 € 0., P(T) ¥y pata — 0. Se fijap > 0y se considera A el conjunto de los « tal
que fiaeq < 0+ 1. Luego * € 0% — cl(conv({pax},},c 1)), Pero entonces también z* € | -
|« —cl(conv({pax},} oc 1)) POrque ambas cerraduras coinciden cuando el conjunto es convexo,
pues el espacio es reflexivo. Entonces existe z} = > " N o, 2}, tal que [|z* — 27| < 7. Se

puede escribir
i
‘ My
e 350 (5
J = max; [Ilaj

(L) le G 8 oy Hay @(f) C améxkeaky.ak @(f)

’
maX] Iu’Oéj max; fro; méx]- Ha

Se nota que para tener esto se usa que T € argmin(®).

WA S e

* £ . T f= X L=
Entonces z}, € méx; uajﬁmfb(m) Tomando p, 1= max; pia, y €, = i ey se

maix]- Mo
escribe zy € (1,0 ®(T), y se tiene py e, = Maxy flg, €0, < 0 + 1. Tomando alguna subred
convergente de p, e, se llega finalmente a que

x* € 7)., — limsup po.2(z),

ne—4§
u=>0

donde la dltima igualdad viene por la sencilla razoén que el e-subdiferencial es creciente en
E. [l

Teorema 1.15 Sea X un evtle y ® € Tg(X). Para § > 0 y A € R, se considera T € Sy :=
[® < \]. Entonces
NgA (Z) =0"— limsup pd-(7).
POA—D(T)+e)—6
n>0
Si ademds X es un espacio de Banach reflexivo, entonces
NgA () =7, — limsup po.®(7).

nwA—D(Z)+e)—0
=0

DEMOSTRACION. Juntar la Proposicion con los Teoremas y[1.14 ]

Se puede obtener formulas clasicas para el cono normal a conjuntos de subnivel a partir
del teorema anterior.

Corolario 1.16 Sea ® € I'((X), T € dom(P), S = [® < &(T)] con X un evtle y 6 > 0.
Entonces
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(i) En general

Ni@) = | 05(n®)(F) U 0* — lim sup 0. (). (1.36)
B0 e

En el caso 6 = 0 se tiene

Ns(Z) =R, 0P(T) U Nyoma(T) U 0 — h’milép p0-9(7). (1.37)
e
J1—00

Por otro lado si & > 0 luego

NY(T) =0 — (U &;(,u@)(f)) : (1.38)

>0

(ii) En general, si se cumple la condicion de Slater,

Ny(@) = | 0s(u®) (). (1.39)

pn>0

DEMOSTRACION. Primero se prueba ([1.36). La inclusion hacia la izquierda es obvia, por lo que
basta probar

N@) C | 05(p®@)(®) U 0* — lim sup pd. ().

pe—o
p=0 J—00

Sea z* € Ng(T). Por nuestra formula (L.1)), demostrada en el Teorema se tiene que
z* es limite de una red (p;z}); con p; > 0, pwe; — 0y zf € 9.,2(F). Se puede suponer
sin pérdida de generalidad que p; es convergente en R, U {oo}. Hay dos casos. Primero, si
i — 1 € R, multiplicando la desigualdad del subdiferenial por p; se obtiene

(hii,y — ) < (i®)(y) — (i®) (@) + pics,
y tomando limite en i se ve que (z*,y —T) < (u®)(y) — (uP)(T) + 0 para cada y € X,

de manera que z* € J5(u®)(Z). El segundo caso corresponde a p; — +00, que obviamente
implica z* € o* — im supe—s p0-P(T).
U—>00

Para el caso 0 = 0 simplemente se nota que

U 0:2)(7) = R, 09(7) U Nugna (7).

n>0

Y para el caso 0 > 0 basta probar que

o* — limsup p0.®(z) C 0" — ¢l U Osu®(7) | . (1.40)
e p=>0
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Se toma entonces z* en el lado izquierdo de (1.40)), esto es z* = o* — lim w27, «f € 0.,9(T),

wie; — 0y p; — —+00. Se puede suponer que g; > 0, por lo que definiendo ) = g y

7

yr == 27 € 05(1;®)(), se tiene que

)
i€

= z".

o —limy; = o¢* — lim p;z] - lim

Por lo tanto,

r* € o —dl (U 35(,@)(5)) .

n>0

Se prueba (1.39)). Por (1.36) es suficiente probar que ¢* — lim sup . 1£0.9(T) es vacio.
U—>00

Para llegar a una contradiccion se toma z* = lim p;x7, p;e; — 0 y ; — +00. Entonces ; — 0

y imx; — 0. Asi, 0 € limsup,_,0-®(T) = (.5, 9-®(7) = 9®(7), implicando que T es un

punto minimo, una contradiccion. Se ha probado (ii). O

Para terminar esta seccidon, se verd una tltima formula que combina el control del error
del punto = con el € > 0 del e-subdiferencial.

Proposicién 1.17 Sea X un evtle, ® € To(X) y S := [® < §(T)] conT € dom(P). Entonces
se tiene
Ns(z) = 0" — limsup pd-®(z). (1.41)
30
ui-,z—7)—0
u=0

DemosTRACION. Por un lado, gracias a (1.1) y tomando z = Z se ve que la inclusion hacia
la derecha es directa. Para la otra direcion, se toma & limite débil* de una red (u;x}); con
(x;); convergente a T, u; > 0, ue; — 0y xf € 0-,P(x;) tal que p; (xf,z; —7) — 0. Usando la
desigualdad del ¢;-subdiferencial se ve que

(ary, y —T) < pa((y) — () + pa (27, 25 — T) + puig;
< pi(®(@) — ©(w1)) + pi (2], 23 — T) + iy,

(*)

para todo y € S. Es claro que el segundo y el tercer término de (x) van a 0, pero ademas por
el Lema también el primer término va a 0. Por lo tanto, en el limite se tiene

lo que nos dice que £ € Ng(Z), concluyendo la demostracion. O

Lema 1.18 Se supone que (p;x}); es una red débil* convergente, con p; > 0 y xf € 0., P(z;)
tal que v; = T, pig; — 0 y (pxl, z; — ) — 0. Entones se cumple

h'zm pi(®(z;) — (x)) = 0.
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DEMOSTRACION. Sean las redes como en la hipotesis. La desigualdad del €;-subdiferencial para
xf, multiplicada por p; > 0 nos da

pi(®(zi) — (7)) < (awy, x; — T) + pagi-

El lado derecho converge a 0 por hipotesis, por lo que si se toma limite superior en ambos
lados se obtiene lim sup, p;(®(z;) — ¢(7)) < 0.

Para concluir se vera que también liminf; y;(®(x;) — (7)) > 0. Se puede suponer que 1,
es convergente en R, U {oo}, pues este conjunto es compacto. Primero si y; converge en R,
entonces es sin pérdida de generalidad acotada superiormente por un M > 0. Entonces por
la semicontinuidad inferior de ® se tiene
lim inf p;(®(z;) — ®(T)) > —M (lim inf &(z;) — O(T))-
7

(2

>0,
donde (r)_ = méx(—r,0).

Segundo, si p; converge a oo, entonces necesariamente x} = ;' (pr}) —=* 0y g; — 0. Asi
se tiene

(xf,y =T+ (T — x;) < O(y) — B(x) + &5
0
_>

En el limite como x; — Ty ® es sci, se tiene 0 < ®(y) —P(T), es decir, T es un minimo para .
Pero en este caso es directo que lim inf; 11;(®(Z) —P(z;)) > 0 terminando la demostracion. [

1.4. Consecuencias en espacios de Banach

Para partir, se recuerda una version del Teorema de Brgndsted-Rockafellar que serd de
utilidad para obtener, como es habitual, a partir de una formula con e-subdiferenciales (1.1]),
una con subdiferenciales exactos .

Proposicion 1.19 (Una version del Teorema de Brondsted-Rockafellar [19]) Sea ® € To(X)
con X un espacio de Banach, \,e > 0 yz* € 0.9(T), T € dom(®P). Entonces eziste (v.,xt) €

0P tal que
— * * €
e~ 7l <A o -l < S,

B(x.) — (o, 2. — T) — B(T)] < 2¢.

Corolario 1.20 Sea ® € I'y(X), T € dom(®) y S = [® < ()] con X un espacio Banach.
Entonces
Ns(Z) =71" — lim sup uod(x), (1.42)

r—x
(@ (z)=P(T)—(,z—T))—=0
n=>0
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donde T es o* la topologia débil* en X*. Si X es reflexivo la igualdad se tiene para la
topologia de la norma 7 = 7., y ademds se liene

Ns(T) = 7). — limsup R, 0®(x). (1.43)

T—T

DEMOSTRACION. La inclusion D es directa y es muy similar a la Proposicion [I.1] Para la
inclusion C se toma z* € Ng(Z). Por el Teorema se tiene

¥ € 1" — limsup pd.®(7), (1.44)
pe—0,e—0
pu=>0

con 7" la topologia de la norma 7)., si X es Banach reflexivo, o bien la topologia débil*
o* en el caso general. Se toma W € Ny« .«(z*). Se sabe por que existe pu,e > 0y
ry € 0.9(T) con € y pe arbitrariamente pequeno y pxj € W. Por la Proposicion con
A= (/i€ se encuentra un z. € X y x} € 09(7.) tal que

loe =2l < Ve, Nnaz = paglls < Ve, (1.45)

y
ul () — (a2, 2. — F) — D(F)| < 2pe.

Por la segunda desigualdad en (1.45]), dado que W es abierto en la topologia 7., ¥ \/p€ — 0,
se tiene que pxl € W. Asi por definicion se tiene que

xteTt — lim sup uod(x).
u(@(@)~ (@) (-a7)) -0
=0
Asi, (1.42) queda probado en ambos casos: Banach con la topologia o* y reflexivo con la

toplogia 7., .

Para probar (1.43)) se vera que si X es reflexivo entonces

Tl — Hrfj;p pod(zx) C 1. — lflilj;lp R, 0P (x),
w(®(x)—®(z)—(-,z—T))—0
u>0

siendo la otra inclusién directa, pues se piden menos condiciones sobre las sucesiones en
cuestion. Sea § = lim p,xk, u, > 0y xf € 0®(z,), v, — T. Entonces (u %, z,) — (£,T)
con lo cual (p,2}, , —T) — 0. Pero ademés, por el Lema[l.1§ también p,(®(z,) — ®(T)) —
0, es decir, se verifican todas las condiciones para las sucesiones de modo que & estd en
T« — lim supm_ﬂRJﬁ@(QJ). O

Observacioén Las expresiones del cono normal en el Corolario anterior son escencialmente
un limite superior y no un limite. El limite inferior asociado a este puede ser méas pequeno y
en muchos casos se reduce tan solo a {0}. Por ejemplo, para ®(x) = |z| el limite superior de
pO®(x) es igual al cono normal a [® < 0] = {0}, y es todo R, mientras que el limite inferior
es {0}. En efecto, dada y,, > 0y una sucesion positiva (z,), convergente a 0, ,0P(z,) C Ry
y para (—,), que es negativa y convergente a 0 se tiene p,0®(—x,) C R_, por lo cual el
limite inferior esta contenido en Ry NR_ = {0}.
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Observacion En el caso en que X sea un espacio de Banach, A = ®(7) y § = 0 en verdad
nuestra formula (1.1) y la del Corolario (1.20) son equivalentes. Una de las implicancias fue
probada en el Corolario ((1.20) y la otra se prueba a continuacion.

DEMOSTRACION. Se probara que la formula propuesta (|1.1]) es valida en el caso § = 0, A = ®(7).
Obviamente se enfoca en la inclusion (1.2]), que para las condiciones de esta observacion

resulta ser
Ns(Z) C 0" — limsup 0. (7).

pue—0
u>0

Sea z* € Ng(Z). Por el Corolario (1.20)), se tiene que z* = 7* — lim p, 2, con x € 0P(z,,),
Ty =T Y pn(P(x,) — P(T)) — 0. Se observa que x € 0P(x,,) es equivalente a

{27,y =7) < (y) — () + (®(T) — P(wn) + (2, 70 — 7)),

de modo que z € 0., ®(Z), donde ¢, = &(T) — ®(x,) + (2}, 2, —T) > 0. Se nota que
pn€n — 0y asi

" € 7" — lim sup po. (7). (1.46)
pne—0
u=>0

[

1.5. El cono normal a la interseccion de una cantidad
finita de conjuntos de submnivel

Se considera funciones ®q,..., P, € I'y(X) con X evtle y para T € ﬂle dom(®;) v los
conjuntos de subnivel SV := [®; < &,(Z)], para j = 1,..., k. Se nota que

ﬂSJ— [® < ®(7)],

con ¢ := méxle ®; — (7). Luego el conjunto d-normal a S es

N‘Sk SJ( T) = 0" — limsup po-®(7).
pe—0
u=0

Por supuesto, si se usa alguna formula para los e-subdiferenciales del maximo de una cantidad
finita de funciones, entonces se puede expresar el conjunto d-normal N(Z), en funcion de los
e-subdiferenciales de las funciones (q)j)?:l. Esto se hara en la proxima proposicion.

Proposicion 1.21 Sean @y, ..., &y € I'g(X) con X evtle. Se considera S = ﬂ;‘f:l[d)j < O,;(7)]
conT € ﬂle dom(®;) y § > 0. Entonces
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k
Ni(T) = 0" — limsup Z,ujﬁsjcbj(x)
Zj Mj&j-)(s jil
j,€5>0
Vi=T,....k

DEMOSTRACION. Primero se prueba la inclusion

k
N3(T) D o* — limsup Z,uj&jq)j(x).
Ej /J,jEj*)(S j:l
1j,€5>0
V=1, k

Se toma z* en el conjunto del lado derecho. Esto es,
k k
xr=0" — 11}'112/1]’11’;1, Zuj’igj’i —i (5, VJ =1,.. k
j=1 j=1

con 3, € O, , ®;(T) v pji,€5: > 0,Vj =1,..., k. Entonces para todo j se tiene
(25 —T) < jy) — ©5(T) +e55, VyeEX

Si se toma y € S, se multiplica cada desigualdad por p;; y se suma sobre j se obtiene

k k
<Z Wil s Y — f> < Z 1) i€ i
j=1 j=1
Por tanto, si se toma limite en ¢ se llega a que
(x*y—7T) <95, Vyes
lo cual significa que z* € N(T).

Ahora se considera z* € N3(T) para la inclusién hacia la derecha. Por las observaciones
de mas arriba, para ® = rglélx ®; — ®,(7) se sabe que existen z} € 0.,P(Z) con pe; = 5y
x* = lim p;x}. Por se tiene que existen Aj;, ..., A\r; > 0 tales que A\j; + ...+ X, =1y

] € 0, (M P1 + ... + M i @i (T).

Y usando , se tiene que existen €y ;,...,e5; > 0 tales que €1, + ... +-€; > €;, pero que ain
pi > €ji — 0 (se supone sin pérdida de generalidad que para cada j el limite de p,e;; en i
existe) y

CC:( € cl(@al’i/\ljiél(f) —+ ...+ 85k72>\k,zq)k(f))

Como lo que nos interesa es el limite de la red se puede suponer que x} esta en el conjunto
sin la clusura. Dado que para cada ¢, A\1; + ... + Ax; = 1, se puede suponer sin pérdida de
generalidad que existe r € {0,....,k} tal que si j =1,...,7, \;; > 0,Vi,ysij=r+1,..k,
(Aji) = 0,Vi. Entonces
T € Ay 00 @1 (T) + oo+ NpiOors Bo(T) + N2 (T) o+ N (T)
A >‘7‘,i

dom®, 41 dom®Py,
1,

35



Asf para j = 1,...,7, se puede definir i, = p\j; y €;; = ii, mientras que para j =
r+1,...,k, usando la Proposicion se puede escoger (i ; y €, tales que ji €, ~ €5 en el
sentido que

Wm puafd 5, = 1 i s,
y que

T € Alﬁ-&% O (T) + ... + )\T,Z@% D (T) + pyy1,i0e | Pria (T) + oo + 4,0 Pi(T),
1,4 ’ ’

T,

para cierto & que cumple lim; ;1,27 = lim; ;27 = x*. Si se pone p;; = /vci,u;yi se tiene que
(i € pi1,i0z  P1(T) + o A piOey Pi(T),
y Zj 1545, — 0 con lo que se puede afirmar que

k

z* € 0" — limsup E 10, P5().
Z]- ,U,]'Ej~>5 j:].
wj,€5>0
Vi=1,...k

1.6. Extensiones de la formula

Hasta aqui se ha estado enfocado en dar una férmula para Ng, (T) bajo la hipotesis T € Sy
(equivalentemente ®(7) < \A). Por supuesto esta hipdtesis tiene sentido, pues para T ¢ S,
el conjunto Ng, (T) es simplemente vacio (a veces se define como {0} para que éste sea un
cono) siendo tal formula innecesaria. Se recuerda la relacion , esto es,

NS)\(E) = (SA - E)*»

valida so6lo si T € S). El lado derecho, en general no es trivial cuando S, # ¢. De la relacion
entra la pregunta sobre una representacion de (Sy — Z)* cuando A < ®(T) y Sy # ¢ via
los e-subdiferenciales de ® en Z. De eso trata la primera proposiciéon de esta seccion.

Proposiciéon 1.22 Sea ® € I'o(X) con X un evtle, sea T € dom(®) y A < &(T). Si Sy =
[® < \] # ¢ luego se tiene

(S\—7)*=0"— limsup po.®(7) = ]RJF&I)@_,\(I)@)J*
HO=(E)+2)0
>

DEMOSTRACION. Primero se nota que las inclusiones hacia la izquierda son directas. La inclu-
sion

*

o — limsup  pd.®(T) D Ry dem) r2(T)
M(A—Q(i)o—i-a)—m
u>
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sigue de tomar € = ®(T) — A > 0, y la inclusion

(S, —Z)"Do"— limsup po-®(7),
u(A—cb(z)OJrs)aO
p>

es casi la misma que la de la Proposicion Por lo cual, si se prueba

*

(Sy — T)* C R o) (@), (1.47)

por sandwich se concluiria.

Se probara (1.47)) por contradiccion. Se supone que existe & € (S —f)*\RJﬁ@@)_)\Cb(E)J*
Entonces por Hahn-Banach (Corolario , existe v € X tal que

(€, v) > 02> (2", v), Vo' € 0pE)-rP(7). (1.48)
Asi gracias al Teorema se tiene g,y (T,v) < 0. Esto es,

(g O+ 1) — O(@) + (@) — A
1151>10 t

<0. (1.49)

Se toma una sucesion minimizante ¢, en (1.49). Si ¢, tiene un punto de acumulacion ¢,
entonces
lfm ®(Z + t,v) — A < 0,

y por la semicontinuidad inferior de ®

O(T + tv) < liminf (T + t,v) < A

Se nota que ¢ no puede ser igual a cero, porque A < ®(7). Entonces T + tv € [® < A\] y se
obtiene

(& tv)y =(& T+ tv)—T) <0
Pero entonces (£, v) < 0, porque ¢ > 0, contradiciendo (1.48)).

Por lo tanto, se puede suponer que la sucesién minimizante ¢,, es no acotada, mas aun que
converge a +oo. Entonces

QT + t,v) — D(T) + A

lim sup r <0,
d(x+t — o7
1im sup (Z+ ntv) @) <0.

Dado que ® es convexa, el cuociente t~H(P(T + tv) — ®(T)) es creciente en t, y se puede
afirmar que
oz — oz
(T + tv) (7) <0

<0, Vt>D0.
t
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Luego ®(T + tv) < &(T), para todo t > 0. Se toma xy € Sy # ¢. Se puede probar usando la
convexidad de ¢ que se cumple una condicion similar:

O(zg + tv) < D(zp), VE>0. (1.50)

Se fija t > 0 y se considera el punto zy+tv y una aproximacion z,, := xo+tv+n"1 (T — ).
Se nota que
T, = 19(1 —n~Y) +n " (ntv + 7),

y asi por convexidad

(zo) (1 —n7') + n~'®(ntv + )

(zo) (1 —n7') + n~'0(T).

Tomando liminf, como ® es semicontinua inferior y x,, — z¢ + tv se llega a que

O (zp + tv) < liminf ®(z,) < D(xy),

es decir, se cumple ([1.50]).

Como A > ®(xg) > P(xo + tv), luego zo + tv € Sy para todo ¢ > 0. Recordando que
€ € Ng,(T), se tiene
<£,1}0—|—t1}—f> < 07

1
(€, v) < ¥<§,f—x0), vt > 0. (1.51)
De nuevo se obtiene una contradiccion con (|1.48]), pues tomando limite ¢ — +oo en (1.51) se
obtiene (£, v) <O0. O

Hasta aqui, se tiene que el cono polar de Sy — T si Sy # ¢ cumple

(S\—7Z)"=0"— limsup po.9(7). (1.52)
,u()\—@(i)o—&-a)ﬁo
w>

Cabe ahora preguntarse lo que el lado derecho es cuando Sy = ¢. De esto trata la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.23 Sea X un evtle y & € T'y(X), sea T € dom(P) y A < &(7). Si [P <\ = ¢
entonces se tiene

*

Niip<o@)e (@) = 0" — limsup  p0.®(7) = R,.0.9(z) . (1.53)
/,L()\f(b(z)dh?)*)o
p>

para todo €' > O(T) — .
DEMOSTRACION. Primero se probara que para ¢ > &(Z) — A
R+8€/@(E)U = §+[q>§q>(g)}oc(f). (154)

38



Por un lado, si £ € 0.P(T) y v € [ < O(T)]w, esto es, v € X tal que (T + tv) < O(7)
para todo t > 0, entonces la desigualdad del subdiferencial nos da que

&) =(T+tv—7) <P(T+tv) —®(T) +& < ¢, (1.55)

para todo t > 0, y asi se ve que (£,v) < 0. De igual manera (£, +v —7T) < 0, y esto para
cualquier v € [® < ®(T)]o, por lo cual se puede decir que £ € Nz jo<a(m). (T). Por lo tanto,
0-®(Z) C Nzijo<a@)..(T), y como el conjunto del lado izquierdo es un cono cerrado se ha
probado que

WU C Nzt p<o@)o. (T).

Para la otra direccion se toma v en (0-®(T))". Ahora, como ¢ > ®(Z) — )\, entonces
[® < P(T) — €] C [P < A = ¢, con lo que

DT+ tv) — P(T !
0<imf QEFW =@+ @ L (e <0, (1.56)
t>0 t 2*€d,,P(T)

donde la ultima desigualdad es porque v € (9-®(Z))". Sea (t,), una sucesion positiva que
realiza el infimo de . Se va a probar que t, — oo. Si no fuera asi, el término ®(T +
t,v) — ®(T) + ¢ iria a 0 cuando n va a +00 y si ¢ es uno de los puntos de acumulacion de ¢,
entonces

(T +tv) —P(T) +e < limninfCID(f +t,0) —P(T)+ <0

produciendo la contradiccion T+ tv € [® < \] = ¢. Ahora, tomando en cuenta la convexidad
de ® y que t,, — 00, se deduce de (1.56) que

(T +tv) - (T) lim O(T + t,v) — P(T)

t>0 t n tn
— (= /
— lim O(T + tnv)t O(T) +¢
d(T+tv) — d(T !
= inf (7 + 1) (7) +e =0.
t>0 t

Asi T +tv € [@ < ®(T)] para todo t > 0,y v € [@ < &(T)]eo = (Notp<a@)..(T)) - Se tiene
entonces que (0+®(Z))" C (Nzy@<a@).(T)) , vy por dualidad se obtiene

o*
Y

ey (F) C (0:0(2))" = R, 0.9()

que es la inclusion que se queria.

Para terminar basta notar que
RJF(()@@_,\CD(E)J Co*— limsup pd-®(T) C &T@(f)a ,
u(/\*<1>(z)0+6H0
p>

v que los conjuntos de los extremos son iguales. O]

Observacion Esimportante notar que la hipotesis [® < A] = ¢ es necesaria en la proposicion
anterior. Se considera en R el ejemplo ®(z) = |z|, T = 1 y A = 0. Entonces se tiene [® <
®(7)| acotado, con lo cual [ < &(T)], = {0}, v asi Nzyw<a@)..(T) = R. Por otro lado,
Ooz)-2P(T) = [0,1], con lo cual R, 0pz)-rP(T) = Ry y los extremos de no son iguales.
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1.7. Aplicacion a la Optimizacion

Sea (X, 7) un evtlc y se considera el problema de optimizacion convexa
(PO) mcln f7
con f € I'y(X). Equivalentemente se puede considerar el problema

(P1) m)}’n [+ xc-

Una condicion necesaria y suficiente para que T sea una solucion de (P;) (o equivalente-
mente de (P)), es que 0 € I(f + xc)(T). De esto se ve que es importante poder descomponer
el subdiferencial de la suma de dos funciones. El Teorema de Moreau-Rockafellar nos permite
descomponerlo del modo siguiente

O(f +x0)(@) = 0f(T) + Oxc(T) = 0f(T) + Ne(T)

siempre que o bien int(C) N dom(f) # ¢, o bien que exista un zo € dom(f) N C tal que
la funcién f sea continua en xy. En tal caso es importante conocer coémo es el cono normal
N¢(T). Pero si se prescinde de tales hipotesis, se puede usar la formula obteniendo

O(f +x0)(@) = ()" = cl (0-f (T) + Dexc (7))

e>0

= (o = (0-£(z) + Na(T))

e>0

en cuyo caso serfa bueno conocer cémo es el conjunto e-normal a C.

Se supone ahora que C' es de la forma [® < A] para una funcion ® € I'y(X) y que T € C,
es decir, ®(Z) < A. Entonces para £ > 0, se sabe que

N[E(bg)\] (T) =0 —cl <U a€+u(q>(x),\)(,uq))(f)) .
n=0

Pero en un evt para todo par de conjuntos A, B se tiene cl(A + c¢l(B)) = cl(A + B), luego
juntando todo lo anterior se obtiene

of +xc)@) =)o —d <8€f(f) + 3a+u(q>(x)—x)(ﬂq’)(f)> ,

e>0 ©n=>0

y se ha probado la siguiente proposicion.

Proposicion 1.24 Una condicion necesaria y suficiente para que T € X sea una solucion
de (Po) es: Ve >0, W € N(0), existe u > 0 tal que

0e aaf(f) + 85+M(<I>(E)f)\)<,uq))(f) + w
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1.8. Cono tangente a conjuntos de subnivel

Se considera en un espacio de Banach X un conjunto no vacio S que sea convexo y cerrado.
Para T € S el cono tangente a .S en T esta definido por

Ts(x) = cl (R(S — 7))

Es conocido que el cono tangente y el cono normal son conos duales o polares, esto es,
Ts(zT)* = Ts(Z)° = Ng(T) y también Ng(Z)* = Ng(Z)° = Ts(T). Esto nos sugiere usar la
formula para obtener una expresion de Ts(T) en el caso que S sea el conjunto de subnivel
para una funcion ® € I'y(X) en un punto T € dom(®), es decir S = [® < ®(7)]. Entonces
gracias a la relacion se tiene

Ts(x) = (Ns())"

= | o" — limsup p0.®(7)
pne—0
n>0
DT — ll’LILIEIiI(}f (no-2(x))° .
pn=>0

Ahora por el Teorema , el polar de pd.®(7), si € > 0 es igual al conjunto de subnivel
[u®L(7;-) < 1], por lo cual se llega a que

Ts(Z) D 7 — lig_i)r()lf[uq);(f; ) <1]. (1.57)
u=>0

Esta inclusion no es trivial y para probarla se usé en efecto la inclusiéon no trivial

Ng(Z) C lim sup po-9(7).
pue—0
u>0

En cambio, la inclusion

Ts(z) C 7. — liminf[p®@.(7; ) < 1], (1.58)
pue—0
n=0

se puede probar directamente. Para probarla se considera v € Ts(T), es decir, v = lim v,, con
U = Mty —T), Ay >0y u, €S.Dadoe >0

(T +tu,) — O(T) + ¢
t Y

QLT vy,) < vt >0,

de modo que para t = A\, nos da ®.(7; v,) < N\ (P(u,) —@(T)+¢) < \e, pues u, pertenece
al subnivel S de ®. Si se multiplica lo anterior por p > 0, se tiene

pPL(T, v,) < A(pue).
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Por lo tanto, para cualquier par de sucesiones p, e > 0 tal que puger — 0, existe k, grande
tal que
pu, @2, (T, v0) < Aalpn,en,) > 1

Esto es que v, pertenece al conjunto de subnivel [p, ., (7,v,) < 1]. La secuencia (kn) se
puede escoger creciente por lo que v esti en el lim inf del ‘lado derecho de

Con todo lo anterior se ha probado el siguiente teorema.

Teorema 1.25 Sea & € I'y(X) con X un espacio de Banach. Para T € dom(®P) se considera
el conjunto de subnivel S = [® < ®(T)]. Entonces

Ts(x) = 7 — Mm inf[pdl(z; ) < 1].

pe—0
u>0
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Capitulo 2

Aplicaciones a ciertos sistemas dinamicos

En este capitulo se estudia el comportamiento asintético de algunos sistemas dinamicos
de primer y segundo orden en X = R” (en algunos casos en un espacio de Hilbert X = H):
el sistema del gradiente y algunas generalizaciones, y algunas variantes del sistema Heavy
Ball with Friction, todo en el marco de funciones convexas semicontinuas inferiormente. Las
generalizaciones mencionadas involucran el operador asociado a un funciéon ® € I'y(X) que
para cada punto x € dom(®) entrega el cono normal al subnivel [® < ®(x)] en el punto x.
En la primera secciéon se vera que este operador es un operador semicontinuo exterior.

2.1. Semicontinuidad exterior de un operador

Es conocido que dado un conjunto convexo cerrado y no vacio S en un espacio de Banach
reflexivo X el operador Ng que a un punto z asocia el cono normal Ng(x) es semicontinuo
exteriormente, esto es, para cada T € S

Tl — 1frilj%1p Ng(x) C Ng(T).

Se puede probar que para una funciéon convexa, semicontinua inferior y propia @, el ope-
rador Nig<a(.)(-) es semicontinuo exteriormente, es decir, para cada T € dom/(®)

7). — Umsup Nig<a(2)) () C Ng<a@) (7). (2.1)

T—T
El primer resultado puede deducirse facilmente del segundo tomando la funciéon indicatriz de
S, b = XsS-

Teorema 2.1 Sea X un espacio de Banach reflexivo y una funcidn ® € T'o(X). El operador
Niw<a())(+) es semicontinuuo esteriormente, vale decir, la inclusion (2.1)) se cumple para todo
Z € dom(®P).
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DemosTRACION. Por la formula encontrada en el capitulo anterior para un punto x € dom(®),
se tiene que

T« — lim sup N[q)gp(ac)}(x) =T — lim sup | 7|1« — lim sup u8€<1>(:c)
T—T T—T ue—0
n>0
CTfe — lim sup uaE(D(x)
jie 50
n>0
= Nio<o@)(T)-
La primera igualdad viene de usar la formula (1.1]) en cada punto z. La inclusion siguiente es
una propiedad propia de los lim sup y esta probada en la seccion de preliminares, Proposicion

y la dltima igualdad es lo que dice la Proposicion [1.17] m

Observacion Si bien se hace uso de la formula con e-subdiferenciales se podria haber hecho
una demostracion similar con la formula (2)) de [13], pero usando la inclusién siguiente

Tl — h'rfj;p (7_”* — lﬁfj’;lp R+8<I>(y)) C T — h’r;j;lp R, 0PD(y).

El operador Nig<a(.y(-) en general no es un operador monétono, a diferencia de Ng(-) que
es el subdiferencial de la indicatriz xs(-).

2.2. Sistema de primer orden

El sistema del gradiente es
— 1 =V®(z), en (0,+00), (2.2)

con x € C'(R,;RY) y ® una funcion de clase C*'(RY;R), cuya directa generalizacion al caso
que ® no sea diferenciable pero convexa, es el sistema de los subgradientes

— & € 0P(x), en (0,+00), (2.3)

para ® € T'o(RY), admitiendo soluciones z € AC(R,;R"). Por otro lado, se puede generalizar
el sistema atin mas al sistema

—T € N[<I>§<I>(a:)] (.’L’), en (07 +OO>7 (24)

notando el simple hecho de que 0®(x) C Njg<a(x) () para todo x € dom(®).

Este tltimo sistema es un caso particular de lo que J.J. Moreau llamo6 un Proceso de
Barrido (Sweeping Process, ver [16]), los cuales son de la forma —& € N (), con C(x,1)
en general un conjunto convexo. En éste caso, C(z,t) = C(x) = [® < $(z)] solo depende de
x, de modo que siempre las trayectorias constantes son solucion del sistema. Pero para
se tiene por soluciéon también las de . Con respecto a la existencia de soluciones para
en espacios de Hilbert se da como referencia [8].
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2.2.1. Decrecimiento de ®(z(t))

En una dimension no es dificil ver que los valores de la trayectoria del sistema ([2.4)
decrecen, esto es, t — ®(x(t)) es decreciente.

Proposicién 2.2 Sea € I'y(R) convera semicontinua inferior y propia, y x(-) una solucion
absolutamente continua de (2.4). Entonces ®(x(t)) es decreciente.

DEMOSTRACION. Sea tg tal que z(tg) € dom(®P) no es un minimo de ®. Entonces existe x; tal
que ®(z1) < O(x(tp)). Primero si z(ty) < x1, por convexidad se tiene que P es estrictamente
decreciente en un entorno de z(tg) de la forma (—oo, z(tg) + €) con € > 0. Por lo anterior,
para y en el intervalo (—oo, z(tg) + ) se tiene [ < ®(y)] —y C R, y més aun

Ri([® < @(y)] —y) =R,

Tomando el cono dual
Nip<ay)(y) = R-.

Por la inclusion (2.4) y la continuidad de z(t), se tiene que #(t) € —R_ = R, para todo ¢ en
una vecindad I de tg, esto es, z(t) es creciente en I. Por lo tanto, la composicion ®(x(t)) es
decreciente en I.

Segundo, si x(tp) > z1m entonces x(ty) estd en una zona de crecimiento de ®, mientras
que la inclusion (2.4)) nos entrega que xz(t) es decreciente en un entorno de ¢y, de manera que
la composicion ®(x(t)) es decreciente en t.

Se ha probado que ®(x(t)) es decreciente en el conjunto abierto {t > 0 | ®(z(¢)) > inf O},
lo cual implica que en verdad es decreciente en todo R. O]

Para dimensiones superiores se deja abierta la pregunta de si t — ®(z(t)) es decreciente
para x solucion de (2.4) con la sospecha de que si lo es. En particular, si se anade ciertas
condiciones sobre ® y z se puede de hecho probar que esto es cierto.

Proposicion 2.3 Sea ® convera continua en RN y x una solucion diferenciable de (2.4).
Entonces t — ®(x(t)) es decreciente.

DEMOSTRACION. Sea z(-) una solucion diferenciable del sistema con ® continua. Si x(t)
no es un minimo de ®, entonces Njp<ao(w())(2(t)) = R 0P(x(t)), y luego existe y(¢) > 0 tal
que —x(t) € y(t)0P(x(t)). Se anotara f(t) = ®(x(t)). Si y(t) = 0, entonces &(t) = 0. En este
caso, como P es localmente Lipchitz se tiene que

g | () = )| o Lla(s) ~ x(0)]
st s—1 st |5 —t|

— #(t) = 0.

Esto implica que f’(t) = 0. Por otro lado, si y(¢) > 0 entonces
()7 (@(t),y — 2(t)) < D(y) — @(z(t), Yy € dom(®),
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y tomando y = x(s) con s < t se obtiene

(s) — fﬁ(t)> > f(s) = f(&)

s—1 s—1t

0 (a0

(s)—z(t)
t

Como el cuociente === converge a @(t) cuando s — ¢~ luego se tiene

0 > limsup M

s—t— s—t

= D_f(t),

donde D_ f(t) se llama la derivada de Dini superior por la izquierda. En ambos casos se tiene
D_f(t) < 0. Como f es continua, luego gracias al Lema siguiente se concluye que f es
decreciente, ie t — ®(x(t)) decrece. O

Lema 2.4 Sea f: R,y — R una funcion continua tal que la derivada de Dini inferior por la
wzquierda de f cumple

D_f(t) := limsup M

s—t— s—t

<0, Vt>O0,
entonces [ es decreciente en R, .

DEMOSTRACION. Sea € > 0 y se considera la funcion ¢g dada por g(t) = f(t) — et. Por la
hipotesis, se tiene que g cumple
9(s) —g(t) 1

D_g(t) := Hlsrij?p P < —e< —55 (2.5)

para todo ¢t > 0. Por la definicion del lim sup, existe § > 0 tal que para todo s € (t — 4,1)

g(s) —g(t) _ 1
— < ——g, 2.6
s—1 2 (26)
y asi, g(t) < g¢(s) para todo s € (t — 0,t). Es decir, todo tiempo t > 0, es un minimo
local hacia el pasado. Por el Lema se concluye que g es decreciente, ie t — f(t) — et es
decreciente para cualquier € > 0. Tomando ¢ — 0 se ve que f es decreciente, terminando asi

la proposicion. O

Lema 2.5 Sea I un intervalo en R y f: I — R scs tal que para todo t € I, t sea un minimo
local hacia el pasado (es decir, que existe § > 0 tal que f(s) > f(t) para todo s € (t—9,t|NI).
Entonces f es decreciente en I.

DEMOSTRACION. Se puede suponer primero que I es cerrado, pues la definicion de decrecimiento
es por pares de puntos que encierran un intervalo cerrado. En este caso se puede suponer que
f esta definida en R extendiéndola como constante hacia ambos lados si es necesario, lo cual
mantiene las hipotesis validas.

Sean ty < t; y se supone para llegar a una contradiccion que f(tg) < f(t1). Se define el
conjunto
Ji={seR|s<ty AN f([s,t1]) C[f(t1),+00)}.
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Se puede ver que t; € J, y que J es un intervalo por tanto no vacio. Por la semicontinuidad
de f resulta que J es un intervalo cerrado (en particular cerrado por la izquierda). Ademés
se tiene que tg ¢ J. Como ty < t; luego ty es cota inferior de J y asi J posee un elemento
minimo. Sea ¢t = min J, por la hipdtesis ¢ es un minimo local hacia el pasado, i.e. existe 6 > 0
tal que Vs € (t — §,t) cumple

F(s) = £(t) = f(t).

Se ve que tg :=1— g € J, pero ts <t = minJ una contradiccion, lo que concluye el lema. [

Observacion Sea una solucion absolutamente continua x de (2.4) tal que t — ®(x(t)) es
decreciente. Entonces ®(x(t)) es estrictamente decreciente en todo intervalo donde 4(¢) no
se anule. Dicho de otro modo, si ®(z(t)) es constante en un intervalo, entonces también x(t)
lo es.

DEeMOSTRACION. Se supone que ®(z(a)) = ®(z(b)) con a < b. Entonces por el decrecimiento,
O(z(t)) = P(z(a)) para todo t € [a,b]. Entonces para todo s # t € (a,b), z(s) € [P <
®(x(t))], por lo cual

(=a(t), 2(s) —x(t)) <0

Si se divide por s — t cuando s < t y se toma limite inferior,

—|2(t)]* = <—j5(t),liminf M> >0, ctpen (a,b),

s—t— s—t

pues x es derivable ctp. Similarmente dividiendo por s > t y tomando limite superior se tiene

—|&()]> = <—$(t),lf£ii?p w

> <0, ctpen (a,b).
Por lo tanto @(t) = 0 para todo t € (a,b) ctp, e integrando se obtiene que x(t) es constante
en [a,bl. O

Observacion En cuanto al sistema (2.3) en un espacio de Hilbert se sabe que de hecho
t — ®(x(t)) es decreciente (ver [8, Teorema 3.5]).

2.2.2. Convergencia de la trayectoria

En esta seccion se supondré que se tiene una trayectoria x solucion del sistema (2.4)) tal que
t — ®(x(t)) es decreciente (por ejemplo cuando x es solucion de (2.3))). Se verd que entonces
x es convergente débilmente, gracias al lema de Opial, el cual se recuerda a continuacion.

Lema 2.6 (Opial) Sea H un espacio de Hilbert, sea x : R, — H una trayectoria y se denota
por W el w-limite débil de x. Si existe ¢ # S C H tal que

Vze S, lim |z(t) — z| eziste,
t—o00

entonces W # ¢. Si ademdas W C S, luego x(t) converge débilmente a un punto T € S cuando
t — oo.
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Proposicidn 2.7 Sea x una solucion absolutamente continua de (2.4) con ® € T'o(H) una
funcion tal que argmin(®) # ¢, con t — P(x(t)) decreciente, y sea S = [® < N con
A= lmy o ®(2(t)). Entonces x(t) converge débilmente a cierto @ € S.

DEMOSTRACION. Sea z € Sy se considera la funcion h(t) = 5|z — z(t)|*. La derivada de h es

h'(t) = (—a(t), 2 — z(t)) <0,

pues ®(z) < $(z(t)) para todo t > 0. Asi h es decreciente, y por tanto, también la funcion
t — |z — x(t)| es decreciente. Como |z — x(t)| > 0, luego el limite lim,_,o, |z — z(¢)| también
existe. El conjunto S es no vacio, pues S D argmin(®) # ¢. Ademas, como ¥ es convexa y
sci luego es sci débil y se tiene que todo w-limite débil de z(t) esta en S. En virtud del lema
de Opial, existe T € S tal que z(t) — T débilmente cuando ¢t — oo. O

2.3. Sistema de segundo orden

El primer sistema de segundo orden que se considera es
E+yi+Vo(zr) =0, (2.7)

para ® convexa de clase C!(H), que cuando v(-) es una constante se llama Bola Pesada con
Friccion. El segundo sistema es

&+t 4+ 0®(x) 20, (2.8)

para ® : H — R U {+0c0} convexa, sci y propia con H = RY llamado Bola Pesada con
Friccion Generalizada. Por ultimo, el sistema

T+ vz + N[cpgq)(x)] (33) >0, (2.9)

generaliza al anterior, pues 0®(x) C Np<a() () para todo x € dom(P).

Observacion Estos sistemas no son de descenso, es decir, una trayectoria definida por alguno
de ellos no es necesariamente decreciente. En general la pregunta de la convergencia de las
trayectorias es mucho mas dificil que en los sistemas vistos de primer orden. Para el caso
v(:) = v > 0, se sabe que si argmin(®) # ¢ y ® es convexa, entonces toda solucion de
converge débilmente a un punto minimo (ver [I, Teorema 2.1]).

Teorema 2.8 Sea ® de clase C'(H) conveza y acotada inferiormente. Sea x € C*([0, +00); H)
solucion de (2.7). Entonces i € L*([0,00)), 2(t) = 0 y

lim ®(z(t)) = inf &

t——+o0

Mas ain, si argmin(®) # ¢, entonces existe T € argmin(®) tal que x(t) — & debilmente en
H cuando t — oo.

DEMOSTRACION. Ver [I]. O
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Las nociones de decaimiento que se estudian para v cuando ésta depende del tiempo son
+oo
(a) [ y(t)dt = +o0,
0

+00 .
(b) [ e Jor®dsgt < 400,
0

las cuales nos dicen que v(¢) no va demasiado rapido a 0, cuando ¢ va a +oo. Por supuesto,
~(t) = 70 > 0 satisface ambas condiciones, mientras que v(t) = 0 no satisface ninguna de ellas.
En general, como v > 0 luego fot ~(s)ds es creciente y asi e~ o 7%t es decreciente. Por tanto
la condicion (b) implica que e~ Jor()ds 0, lo que a su vez implica que fot v(s)ds — +00;
es decir (b) implica (a). Por otro lado las condiciones no son equivalentes como muestra el

siguiente ejemplo. Sea ~y(t) = %th Entonces

/tv(s)ds =In(1+1¢t) — +oo.

O sea ~y cumple (a). Ahora bien

+oo . +oo 1
/ e Jov(e)ds gy — / ——dt = +00.

Es decir, v no cumple (b).
Ejemplo En el caso particular & = 0, la ecuacién es
Z(t) +~y(t)x(t) =0, t>0. (2.10)
Si se multiplica por o ¥®)ds v se integra en [0, ], se obtiene
i(t) = @(0)e Jor()ds,

Volviendo a integrar en [0, t] se llega a que
t S
z(t) = z(0) + x(O)/ e Jo rudugg,
0

solucion que en el caso @(0) # 0, converge cuando ¢ — oo ssi se cumple la condicion (b).

Observacion Se tiene por un lado que para asegurar la convergencia de las soluciones de
(2.7), es necesaria la condicion (b), mientras que para asegurar la no-convergencia, es necesario
que se cumpla lo contrario a (b), esto es,

+oo
/ P RIOLLY I
0

Son necesarias tales condiciones en el sentido genérico de que haya convergencia para cualquier
® y cualquier condicion inicial.
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Se considera la condicion geométrica sobre S := argmin(®) y T € S llamada Strict
Obtuseness Condition, la que es como sigue

— Ng(@) C int(Ts(T)) U {0} . (2.11)

La condicion anterior se satisface para todo punto T € int(S), pues en ese caso —Ng(T) =
{0} v Ts(Z) = H. También para todo punto T tal que el borde de S sea suave, porque
asi Ng(Z) € R, para cierto £ # 0, y por dualidad es facil ver que se cumple , de
hecho B(&,||€]]) € Ts(Z). En una dimension la tnica manera en que (2.11) no se cumpla
es que S := argmin(®) = {7z}, de modo que —Ng(T) = Ry Ts(Z) = {0}. En cambio, en
dimensiones superiores la condicion puede fallar por la geometria del conjunto S, por ejemplo,
en R? cualquier poligono convexo S que tenga en uno de sus vértices T un angulo interno
estrictamente menor que 7/2 no cumple (2.11).

Recientemente se prob6 que si una soluciéon x € I/Vlzoc1 (R, RY) del sistema converge
a un punto T € S := argmin(®) que satifaga la condicion (2.11)), entonces = tiene que ser
estacionaria, en el sentido de que debe ser constante a partir de cierto tiempo en adelante. Se
prueba el mismo resultado, pero para el sistema més general siguiendo la misma linea

de demostracion. Antes de enunciar el teorema se establece dos resultados que se usara.

Lema 2.9 Sea ® : RY — R U {+o0} una funcion conveza, sci y propia tal que S :=
argmin(®) # ¢, y T € S. Si existe un cono abierto Ky tal que Ng(T) C Ko U {0}, entonces
existe una vecindad V' de T tal que Nigp<a(z)(x) C Ko U {0}, para todo x € V.

DEMOSTRACION. Se supone para llegar a una contradiccién que existen (z,) convergente a
Ty ¥, € No<a@,)(®n) tal que x}, ¢ Ky U {0}. Como los conjuntos son estables para la
multiplicacién por escalares y z) # 0, se puede suponer sin pérdida de generalidad que los
x; son de norma 1, mdas atin que x; — x* para cierto £* de norma 1. Por la semicontinuidad
exterior de Njp<a()(-) se tiene que z* € Nip<ao@)(T), de modo que z* € K, pues x* # 0.
Por tanto, Ky es una vecindad de z*, pero x} # K, para todo n, una contradiccién con
Ty — T O

Proposicién 2.10 Sea ® : RY — R U {+oo} una funcion convera, sci y propia tal que

S = argmin(®) # ¢. Sea T € S que satisface (2.11]).

Luego existe A > 0 junto a un cono convexo cerrado K que es puntudo y una vecindad V'
de T tal que

KnBcCAint(S) —7)U{0} vy — Na<a@)(®) Cint(K)U{0}, (2.12)

para todo x € V.

DEMOSTRACION. Si T € int(S), entonces Ng(Z) = {0} con lo cual basta tomar K = {0}. Por
ello se supondra de aqui en adelante que T € fr(S). Se define K como

K ={z e R" | d(z,—Ng(T)) < d(z,R"\Ts(7))} .
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Se prueba que K es un cono convexo cerrado y puntudo, y que satisface
K cint(Ts(z)) U {0}, (2.13)
— Ng(T) C int(K) U {0} . (2.14)
La inclusion (2.13)) nos permite concluir la existencia de un A > 0 tal que K C A(int(Ts(Z))—

7) U {0}, y (2.14) nos entrega junto con el Lema ({2.9) para K, = —int(K), la existencia de
una vecindad V' de 7 tal que —Ng<a() C int(K) U {0} para todo z € V.

]

Ahora si se enuncia el resultado principal de este capitulo, concerniente al sistema ([2.9)
que por comodidad se recuerda aqui

T+ 7T + No<a(a) ()30

Teorema 2.11 Sea ® : RY — R una funcién conveza, yT € S := argmin(®) tal que cumple
la condicion (2.11)). Sea v € C(Ry,Ry) una funcion tal que [~ e~ Jorwdugs — 400, Sea una
solucion © € W2 (R, RYN) que satisface la inclusion R2.9) ctp en [0, +00). Si la trayectoria

loc
x(+) converge hacia T, luego es estacionaria.

DemosTRACION. Como limy_,; (t) = 7, gracias a el Teorema [2.10] existe un cono convexo
cerrado K que es puntudo, junto con una constante A > 0 y un instante £, > 0 tales que

1
K+ XB C (mt(S) — T) U {0}, _N[égcb(:p(t))} C K, Vt>t,. (2.15)

Se fija v € K*. Por la inclusion (22.9)) se tiene que #(t) + v(t)2(t) € K con lo cual
(Z(t) +v(t)x(t),v) <0, Vt>ty ctp. (2.16)

Si se define la funcion auxiliar p(t) = (x(t),v), la desigualdad anterior se ve como p(t) +
y(t)p(t) < 0, ¥Vt > tg, ctp. Se probara ahora que p(t) > 0 para todo t > ;. Se supone
por contradiccién que existe un instante ¢, > to tal que p(¢;) < 0. Si se multiplica (2.9) por
elo ()45 v se integra dos veces, se lega a que

t
p(t) < pt1) + plt) / o A g
0

donde el lado derecho va a —oco cuando t — 400 y asi p(t) — —oo, contradiciendo el hecho
que z(t) es acotada. Por lo tanto

(x(t) —7,v) <0, Vt>t,
estoes z(t)—T € K** = K,y asi por la primera parte de (2.15)) se concluye z(t) € int(S)U{z}.

Lo que queda de la demostracion se hace en dos casos:
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(a) Para todo t > ty, x(t) € int(9).
(b) Existe ty > t; tal que x(t3) = T.

Caso (a): Se tiene que Np<a()(¢(t)) = Ng(x(t)) = {0} con lo cual (2.9) se convierte
en la ecuacion
E(t) +y()x(t) =0, t>t.

Se vera que Z(t) = 0, Vt > t;. Para llegar a una contradiccion, se supone que existe t] > t;
tal que 2(t7) # 0. La solucion en [¢], ] es la funcion

t

x(t) = z(t]) + x‘(f{)/ e—fgw(u)dud&

t

que no converge, pues fooo e~ Jorwduds — 400 vy i(ty) # 0, lo cual no puede ocurrir porque
z(-) es acotada. Se tiene entonces que & = 0, por lo cual z(t) = 7, ctp.

Caso (b): Dado que z(ty) = T la integracion de (2.16) en [to, t] entrega que (z(t) — T, v) >0
para cada t > to y para cada v € K*. De esta forma z(t) — T € —K** = — K, pero como K

es puntudo
z(t)—T e KN (-K)={0},

esto es z(t) = T, para todo t > t,.

En cada caso se llega a que z(-) es constante en el tiempo, es decir, solucion estacionaria.
m
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Conclusion

Por medio del presente informe que da cuenta de la investigacion realizada como memoria,
se obtuvo los siguientes resultados.

1.

Se obtuvo una representacion del conjunto d-normal a los subniveles de una funcion
convexa y semicontinua inferior, en funcion de los e-subdiferenciales de la funcion.

. Se obtuvo una representaciéon del cono normal a conjuntos de subnivel de una funciéon

convexa y semicontinua inferior en espacios vectoriales topolégicos localmente convexos
(evtle), por medio de los e-subdiferenciales. Se mostro que ésta extiende los resultados ya
conocidos en espacios de Banach. En particular, para puntos que satisfacen la condicion
de calificacion de Slater, la representacion del cono normal es de la misma forma que
la obtenida anteriormente (ver Corolario [1.3)).

Se mostr6é una condicién de optimalidad necesaria y suficiente de optimalidad para un
problema de optimizacién convexa en un evtlc.

Se di6 una caracterizacién del cono tangente al subnivel de una funciéon convexa y
semicontinua inferior ®, por medio de las e-derivadas direccionales de .

Se probd, usando las representaciones del cono normal a los subniveles de una funcion
® en I'y(X), la semicontinuidad exterior del operador que a un punto x € X le asocia
el cono normal al subnivel [® < ®(z)] en x.

Se extendio el resultado de convergencia de trayectorias obtenido por L. Thibault y A.
Cabot [13, Teorema 7.6] para un sistema mas general que el considerado por ellos, uno
que involucra el cono normal a los subniveles del potencial ®.

Ademas se resume a continuacién algunas preguntas que se dejaron abiertas en la inves-
tigacion.

Preguntas abiertas

1.

Con relaciéon a los limites superiores e inferiores de multifunciones y a la operacion de
polar, se deja abierta la pregunta de si la relacion se tiene como igualdad, es decir,
si para una multifunciéon M : T C X = Z se cumple

7" — liminf M (z)° = (7’ — lim sup M(x))

T3z—% Toa—T
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para ciertas topologias 7y 7 en Z y Z* repectivamente. De igual manera se pregunta
si se tiene

conv (T* — lim sup M(x)o) = <7’ — lim inf M(x))

Tox—T T3z—%

. En relacion con la inclusion (2.4)) en RY para ® € T'o(RY):

—j:(t) S N{@g@(m(t))] (x(t)), t>0

se pregunta si la funcion ¢ — ®(z(t)) es decreciente. ;Y en un espacio de Hilbert?

. Se propone tratar de construir un ejemplo de una solucién no estacionaria del sistema
t

(2.8) en el caso que 7 satisface fooo e~ o745 dt — 50, que converja a un punto T que

satisfaga la condicion de obtusidad no estricta

—Ns(T) C Ts(5) (0C)

Lo anterior para poder entender si es necesaria la estricta obtusidad en el Teorema|2.11

. Se propone dar una caracterzacion del cono normal a los subniveles de una funcién ¢
convexa y semicontinua inferior, en términos de los subdiferenciales de funciones &,
que aproximen a ® en algin sentido variacional.

. El principio variacional de Ekeland y el Teorema de Brgndsted Rockafellar son validos
en espacios de Banach y no en general en los evtle. ;Se podra extender la féormula
a espacios mas generales X, bajo ciertas hipotesis sobre la funcion ® (por ejemplo, ®
convexa y epipuntada)?

. La relaciéon
N[q><q>(x)]< ) R-i-aq)( ) U Ndom@(f)

o de manera mas general para 6 > 0

Nip<a@n (@) = | 05(n®) (@

n>0

se vio que es valida en el caso que T sea un punto de Slater. ;Sera valida para una clase
més grande de puntos, por ejemplo, puntos donde la funcién tiene una cota de error?

. Se propone también extender la formula (1.1) a una clase mas grande de funciones,
relajando el tipo de subdiferencial utilizado.
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