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PROF. GUIA: SR. JOSE SOTO SAN MARTIN

ESTUDIO DE VARIANTES DEL PROBLEMA DE LA SECRETARIA

El Problema de la Secretaria (SP) (por Secretary Problem), un problema con mucho
interés desde los anos 50, se trata de encontrar una manera de procesar las entrevistas de N
candidatos a un puesto de secretaria para maximizar la probabilidad de contratar al mejor de
ellos, bajo el supuesto que las entrevistas se realizan en orden aleatorio y que las decisiones
tomadas: rechazar o aceptar, son irrevocables. Esto permite modelar directamente la version
discreta del problema. También se puede considerar una version continua con una infinidad de
candidatos, suponiendo que los instantes de entrevista son tiempos aleatorios uniformes sobre
el intervalo [0, 1]. Este problema y sus variantes tienen muchas aplicaciones. Esta memoria
se enfoca en el estudio de la variante llamada Problema de la Secretaria con Restricciones de
Tiempo (TCSP).

En la formulacién discreta del (TCSP) se rechazan k candidatos y luego se quiere contratar
al mejor de los N — k que quedan, mientras que en su formulacién continua se rechazan todos
los candidatos entrevistados antes de un tiempo 7'y luego se quiere contratar al mejor de los
candidatos entrevistados después del tiempo T'. En ambos casos los candidatos rechazados al
principio forman un sampleo, y se puede utilizar la informacién acumulada en este sampleo
inicial para mejorar la toma de decisién durante la fase de aceptacion que sigue.

Después de familiarizarse con esta variante, se demuestran propiedades que cumple la
regla 6ptima que resuelve el (TCSP) discreto. Basdndose en esto, se estudia la siguiente
estrategia para el caso continuo. Se selecciona una sucesion creciente de constantes absolutas
{T;}ien» € [0,1] o tiempos barreras, independientes del tiempo 7' del sampleo. El proceso
de seleccién se realiza del siguiente modo: sélo se acepta un candidato entrevistado entre los
tiempos T; y T;41 si es mejor que todos los ya entrevistado después del tiempo T' y mejor que
el i-ésimo mejor del sampleo inicial. Se encuentran férmulas explicitas para calcular dichas
barreras. La regla 6ptima para resolver el (TCSP) discreto tiene una forma similar, donde
en vez de tiempos barreras, se usan candidatos barreras. Se comprueba que a medida que N
tiende a infinito, las razones entre la posiciéon del candidato barrera i-ésimo y el niimero de
candidatos tienden al valor encontrado para los tiempos barreras en el caso continuo.

Finalmente, se estudia una variante del (TCSP) en la cual el empleador s6lo puede recordar
un candidato del periodo del sampleo (no necesariamente el mejor) y al mejor candidato
entrevistado luego del sampleo. Se deduce en el caso discreto la forma de la regla 6ptima
en la situacion donde el algoritmo guarda el i-ésimo mejor candidato de la zona sampleada.
Esta regla interpretada en el caso continuo consiste en: rechazar a todos los candidatos hasta
un tiempo T} > T, luego aceptar un candidato entrevistado entre los tiempos T y Ty > T3
si es mejor que ambos miembros en memoria, y luego si no se acepté a nadie, aceptar a un
candidato entrevistado después del tiempo Tj solamente si es mejor que el mejor entrevistado
después del tiempo T'. Se encuentran férmulas explicitas para las barreras T y Ty como
funcién de Ty del rango ¢ del candidato del sampleo guardado en memoria.
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Introduccion

El Problema de la Secretaria, o (SP) por sus siglas en inglés Secretary Problem, es un
problema que fue planteado formalmente por primera vez a finales de los anos 50. Ferguson [1]
cuenta la historia del problema, reflejando el interés histérico del (SP). Su versién tradicional
se puede presentar como sigue.

Consideremos un empleador que quiera contratar a una nueva secretaria. Redacta un
anuncio y lo publica, con el fin de contratar al mejor de los candidatos que vengan a postular.
Se supone que los postulantes se pueden ordenar estrictamente entre ellos, asi que uno de ellos
es el mejor de todos, otro es el segundo mejor de todos, etc., pero este orden es desconocido
para el empleador quien decide encargarse él mismo de las entrevistas una a una en un orden
aleatorio. Después de entrevistar a cada candidato, el empleador le dice sin esperar si lo
contrata o no. Para esto, puede basarse en la entrevistas que ya hizo para tomar su decision.
También puede usar el nimero de entrevistas que ya realiz6, dado que conoce el niimero de
postulantes. Finalmente, si elige a algin candidato, no va a entrevistar a nadie més, y si
rechaza a alguién, nunca mas lo podra contratar. En este contexto, el objetivo del empleador
es maximizar la probabilidad de contratar al mejor de los candidatos.

Hay dos formas de plantear el (SP): una forma discreta con un niimero finito de candidatos,
y una forma continua con un nimero infinito (numerable) de candidatos. Después de presentar
las principales variantes del (SP) y de definir notaciones de uso general, se plantearan ambas
formas del (SP) en esta introduccién, antes de abordar la estructura general de esta memoria.

0.1. Historia y Motivacion

El (SP) es un problema muy famoso de los anos 1950-60, que ha sido estudiado por muchas
personas a través de distintos modelamientos. Lindley [2] y Beckmann [3] lo estudiaron via
programacion dinamica con el fin de encontrar estrategias 6ptimas para resolverlo. También
se puede modelar via Procesos de Markov, lo que estudié Dynkin [4].

Las variantes del (SP) tienen muchas aplicaciones, por ejemplo en ventas en linea. En la
literatura se han estudiado muchisimas variantes del (SP). A continuacién damos una lista
no exhaustiva de éstas:



1. Cambiando el objetivo del problema:

En vez de querer maximizar la probabilidad de contratar al mejor de todos los can-
didatos, el empleador puede desear alcanzar otros objetivos. Por ejemplo, se puede
minimizar el rango global esperado del candidato contratado; Chow, Moriguti, Rob-
bins y Samuels [5] estudiaron esta variante en el caso finito y encontraron una regla
de seleccion para la cual el rango global esperado tiende a un valor cercano a 3,8695
cuando el nimero de candidatos N tiende a infinito. Entre otros ejemplos, se puede
desear maximizar la probabilidad de elegir uno de los k£ mejores candidatos [6], o tam-
bién maximizar la probabilidad de elegir al segundo mejor candidato (conocida como
la Postdoc Variant of the Secretary Problem [7]).

2. El Full-Information Secretary Problem (FISP):

Con las mismas hipétesis que el (SP), se supone ademés que los candidatos son enteros
positivos y que en cada entrevista uno se entera del valor del entero. Mas atn, se
conoce la distribucién de probabilidad que siguen estos enteros aleatorios asi como los
pardametros de la distribucién. Gilbert y Mosteller [8] resolvieron este caso y encontraron
un valor del juego que tiende a un valor cercano a 0,5802 para N grande. Se usara entre
otros este resultado en los estudios ulteriores.

3. El Partial Information Secretary Problem (PISP):

Esta es una variante intermedia entre el (SP) y el (FISP). Con las mismas hipétesis
que el (SP), se supone ademds que los candidatos son enteros positivos y que en cada
entrevista uno se entera del valor del entero. Mas atin, se conoce la distribucién de pro-
babilidad que siguen estos enteros aleatorios, pero no se conocen todos los parametros
de la distribucién. Esta variante ha sido estudiada por Petruccelli [9].

4. El Finite Memory Secretary Problem (FMSP):

Con las mismas hipdtesis que el (SP), ahora el empleador no puede acordarse de todos
los candidatos que ya entrevisté sino solamente un nimero finito. Después de cada
entrevista, tiene que elegir entre (1) contratar el candidato, (2) rechazarlo simplemente
y (3) rechazarlo guarddndolo en memoria. Smith y Deely [10] estudiaron esta variante.

5. El Multiple-Choice Secretary Problem (MCSP):

En vez de elegir un tnico candidato, el empleador elige aqui un conjunto de candidatos;
de nuevo, también se puede cambiar la definiciéon de ganar, lo que crea nuevas variantes
mas tal como el Knapsack Secretary Problem (KSP) y el Matroid Secretary Problem
(MSP). Kleinberg estudi6 esta familia de variantes [11], asi como el (KSP) junto con
Babaioff, Immorlica y Kempe [12]. En los diez tltimos afos, el (MSP) ha sido estu-
diado extensamente. Para una visiéon amplia de los tltimos avances en este problema,
recomendamos el articulo de Dinitz [13].

6. El Secretary Problem with Interview Cost (SPIC):

Ademas de todas las hipotesis del (SP) tradicional, se supone que a cada candidato
se le asigna un valor (positivo) y que cada entrevista tiene un costo (negativo) fijo. El
objetivo seria entonces minimizar el costo total de la serie de entrevistas, es decir el valor
del candidato contratado quitando los costos de las entrevistas realizadas. Bartoszynski
y Govindarajulu [14] estudiaron esta variante.



0.2. Notaciones de uso general

En esta secciéon se describen notaciones usadas en todos los capitulos siguientes.

Se denotaran por N al conjunto {0, 1,2,...} de los enteros naturales y por IN* al conjunto
IN\ {0} = {1,2,3,...} de los enteros naturales no nulos. Para N € IN*, el conjunto {1,..., N}
se escribird [N]. El cardinal de un conjunto X C IN se denotara por Card(X), por lo que para
N € N*, Card([N]) = N. Para N € IN*, el conjunto de las permutaciones de los nimeros de
[N] se escribird Xy.

Adicionalmente, necesitaremos algunas notaciones combinatoriales. En particular, para
k € IN* e i € [k], se denotaran el factorial decreciente de k en i y el coeficiente binomial de k
sobre 7 respectivamente por:

i il

/{73'::]{;.(l{:—l).....(]C_(Z'_l)):(k_'i)!7 (k’):k’z

0.3. (SP) discreto

En esta seccion se define la formulacion discreta del (SP) y se presenta la forma de la regla
optima de eleccion.

0.3.1. Definiciones

Sea X el conjunto de candidatos donde Card(X) = N € IN* con N conocido, y donde
(X, <) es totalmente ordenado.

Definicién 0.1 Mejor/Peor

Sean x,y € X, se dice que x es mejor que y si T > Yy, Y que T es Ppeor que y si T < Y.

Definicién 0.2 Rango de un candidato

Sea v € Y C X, se define py(z) := Card({y € Y|z < y}) +1 como el rango parcial de
renY;siY =X, se dice que px(z) es el rango global de x en X.

Ademds, sii € [Card(Y')], se dice que z es el i-ésimo mejor elemento de Y si py(x) =i
enY; sii=1, se dice que x es el mejor de Y.



Definicién 0.3 Orden de llegada

Un orden de llegada es una permutacion m € Y que interpretamos como sigue: se
identifica X con [N] donde llamamos j € [N]| al j-ésimo candidato entrevistado de X. Bajo
esta identificacion, para i € [N], el w(1)-ésimo candidato entrevistado es el i-ésimo mejor
candidato de X.

Ejemplo: Dada 7 € 35, se identifica X con [5] donde 1 es el primer candidato entrevistado,
2 el segundo entrevistado, etc. Supongamos que X tiene asociado el orden < como sigue:

41532,

es decir 4 es el mejor candidato de X, 1 el segundo mejor candidato de X, etc. Entonces
7(1)=4,72)=1,73)=5,74) =3yn(b) =2

Observacién 1) El orden de llegada se elige uniformemente en Xy, es decir que m € ¥y se
elige con probabilidad %

2) La definicién de rango parcial aqui estd generalizada a cualquier subconjunto de [V].
En los estudios que siguen, solamente se consideraran subconjuntos Y de X de la forma
Im] ={1,...,m} para m € [N]. Se nota también que dado el orden de llegada 7, para todo
re X, px(z) =r"(x).

Definicién 0.4 Récord

Sea x € Y C X = [N]. A z se le llama récord parcial en Y si su rango parcial en'Y
es 1; si Y = X, x se denomina récord global en X .

Definicién 0.5 Valor del juego, Ganar

Se define ganar como el evento “contratar al mejor candidato de X 7, es decir “contratar
al candidato de X con rango global 17, Se define el valor del juego como la probabilidad del
evento “ganar’.

0.3.2. Formulacién y estrategia optima

Con las definiciones anteriores, se puede formalizar matematicamente el (SP) discreto:

Sean X el conjunto de candidatos, N € IN* fijo el nimero de candidatos. Recordemos que
dado un orden de llegada 7, identificamos X con [N] donde j € X es el j-ésimo candidato
entrevistado. Al entrevistar al candidato m, sélo se puede deducir su rango parcial en [m]
antes de decidir si aceptarlo o no. Si se acepta, el juego termina y se gana si m resulta ser el
récord global; si se rechaza, se sigue con la entrevista siguiente. Con esto se quiere encontrar
una estrategia éptima que maximice la probabilidad de ganar dada por:

1

P(ganar) := B > P(ganar|r) = E.(ganar|r).
N‘ TEXN



Teorema 0.6 Euxiste k := k(N) € [N] tal que la regla siguiente es éptima para resolver el
(SP) discreto:

1. Rechazar los k primeros candidatos entrevistados,

2. Contratar al primero de los siguientes que tenga rango parcial 1 dentro del conjunto de
los entrevistados, i.e. el primero que sea mejor que el mejor de los k rechazados.

Mds aun, para este k optimo, % — % cuando N — 00.

DEMOSTRACION. Existen varias demostraciones de este teorema en la literarura. Lindley [2]
realizo en 1961 una demostracién por programacién dindmica, luego simplificada por Beck-
mann [3] en 1990. Por su lado, Dynkin [4] demostré en 1963 el mismo resultado via una
formulacién por procesos de Markov. Aqui recordamos la demostracion via programacion
dindmica hecha por Beckmann.

Para todo m € [N] se define el evento R, := “los m — 1 primeros candidatos han sido
rechazados”. De aqui definamos las siguientes probabilidades para todo m € [N — 1]:

(ganar| R,,, se rechaza el candidato m),

U, -
Uy, -

P
P(ganar| R,,, el candidato m es récord parcial).

Se observa ademas que vy = 0y uy = 1. Con estas definiciones, queremos encontrar una
forma de calcular ambas cantidades para todo m hasta encontrar el valor del juego, que es
uy (ya que el primer candidato serd récord parcial, y queremos tomar la mejor decisién entre
aceptarlo o rechazarlo).

Podemos deducir que bajo la regla 6éptima, se tienen los siguientes resultados:

1. Si se rechaza el candidato m, el candidato siguiente m + 1 puede ser o no récord parcial:

e La probabilidad que m + 1 sea récord parcial en [m + 1] es ——, v la probabilidad

m+1"
de ganar dado este evento es por definicién 1.

e La probabilidad que m + 1 no sea récord parcial en [m + 1] es s PEro como no
es récord parcial ganamos con probabilidad 0 si lo aceptamos, por lo que se debe
rechazar el candidato m + 1 y la probabilidad de ganar dado que lo rechazamos

es por definicién v, 1.
Esto nos entrega la siguiente recurrencia para todo m € [N — 1]

m 1

R I s |

m+ 1 *Um41-

2. Si el candidato m es récord parcial en [m], tenemos que decidir si aceptarlo o no:

e Si lo aceptamos, ganamos si m es el récord global. Esto ocurre si el mejor de
los N candidatos ya estuvo entrevistado dentro de los m primeros, es decir con

probabilidad .

e Si lo rechazamos, ganamos por definicién con probabilidad v,,.



Esto permite deducir el valor de u,, para todo m € [N — 1]

, m
Uy, = Max N, Um ( -

Procesando por induccion inversa sobre m, se puede llegar al resultado siguiente para v,,:

<1+ 1 n L 1 ) m Nz’:l
/l}mzi. PR S — . o . p—_
N m m-+1 N -1 N

N-1
Luego u,, = % -max{1, Y <}. Sea m* € [N] tal que:
i=m ¢

por lo que para todo m € [N]:

" _{Um sim<m*—1.
m .
¥ sim>m".
Por lo tanto, definiendo k := m* — 1, la regla 6ptima recomienda seguir rechazando todos
los candidatos hasta el k-ésimo, y luego de ellos contratar al primer récord parcial.

N-1
1 N dt
Para encontrar el limite cuando N tiende a infinito, se aproxima Z — por / " y se
i=m* m*

busca m* tal que la integral vale 1, esto es In(N)—In(m*) = 1, o equivalentemente % = % ]

Observacion Este resultado quiere decir que la estrategia éptima recomienda rechazar sis-

tematicamente a una fraccion de los candidatos al principio, y esta proporcion tiende a %

para grandes valores de N.



0.4. (SP) continuo

En esta seccién se define la formulacién continua del (SP) y se ve cudl es la regla éptima
de eleccion.

0.4.1. Definiciones

Sea X el conjunto de candidatos. Como hay una infinidad numerable de candidatos, se
identifica X con el conjunto IN*. A X se le adjunta la relaciéon de orden < donde para todos
m,n € X, m <n < m > n. Cada uno de los candidatos se entrevista en un tiempo ¢ € [0, 1].

Definicién 0.7 Tiempos de entrevista

Los tiempos de entrevista {t;};cn+ se definen via variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (v.a.’s i.i.d.) que siguen una ley uniforme sobre el segmento [0, 1],
es decir Vi € N*, t; ~U(0,1).

Definicién 0.8 Orden de llegada
Un orden de llegada es una inyeccion m: IN* — [0, 1] donde 7 (i) = t;.

Observacién Las nociones de orden de llegada y de tiempos de entrevista son muy relacio-
nadas; de hecho, un orden de llegada define los tiempos de entrevista para cada candidato.
Ademads, como la probabilidad del evento “existen i # j tales que t; = ¢;” es 0, supondremos
para nuestro estudio que todos son distintos, esto es que el orden de llegada es inyectivo.

Definicién 0.9 Rango de un candidato

Seax € Y C X (= IN*), el rango parcial dex enY es py(z) := Card({y € Y|z < y})+1;
stY = X, se dice que px(x) es el rango global de x en X (notar que para todo Y C X y
todo x €Y, py(x) siempre es finito).

Ademdas, si i < Card(Y), se dice que x es el i-ésimo mejor elemento de Y si py(z) =i
enY; sii=1, se dice que x es el mejor deY .

Observacion Como se identifica X con IN*, el rango global de x € X siempre esta dado por
px () = x, mientras que para el rango parcial de x € Y C X sélo se puede deducir py (z) < x.
Esto es una diferencia fundamental entre los modelamientos discreto y continuo: dado un
orden de llegada, se identifica el candidato x € X con ¢ € [N] en caso discreto si = es el
i-ésimo entrevistado, mientras que se identifica con i € IN* en caso continuo si px () = i.

Definicién 0.10 Récord

Seax €Y C X. A x se le llama récord parcial si su rango parcial en'Y es 1; siY = X,
x se denomina récord global en X .



Definicién 0.11 Valor del juego, Ganar

Se define ganar como el evento “contratar al mejor candidato de X 7, es decir “contratar
al candidato de X con rango global 17, Se define el valor del juego como la probabilidad del
evento “ganar’.

0.4.2. Formulacién y estrategia optima

Con las definiciones anteriores, se puede formalizar mateméaticamente el (SP) continuo:

Sea [0, 1] el conjunto de tiempos de entrevistas posibles para los candidatos (considerados
como enteros en IN*). Dado un orden de llegada 7 : IN* — [0, 1] (inyectivo), obtenemos los
tiempos de llegada {¢;};en+ de los candidatos. Ignoremos por un momento el hecho que no
existe manera de definir quién es el “primer” candidato entrevistado. Como la probabilidad
que dos entrevistas ocurran al mismo tiempo es nula, supondremos que esto no ocurre.
Notemos que si entrevistamos a un candidato en t;, s6lo se puede deducir su rango parcial
dentro de los ya entrevistados en [0, t;] antes de decidir si aceptarlo o no. Si se acepta, el juego
termina y se gana si i = 1, i.e. si el candidato era el récord global (notar que el algoritmo
no puede determinar 7). Con esto se quiere encontrar una estrategia 6ptima que maximice la
probabilidad de ganar dada por:

P(ganar) := E N+ [0,1(ganar|m).

Observacion Dado que nos interesa maximizar la probabilidad de ganar, podemos eliminar
cualquier estrategia que acepte un candidato que no es récord parcial. Si bien es cierto que
no existe la nocion de “siguiente candidato”, es posible realizar este proceso ya que para
cualquier tiempo ¢t > 0, podemos determinar el mejor candidato ¢ visto en [0, ¢]. Después de
t, hay solamente una cantidad finita de candidatos mejores que ¢ en los cuales el proceso
puede terminar.

De manera anédloga a la regla éptima encontrada para el (SP) discreto, definimos para
T € (0,1) la siguiente regla para el caso continuo:

1. Rechazar todos los candidatos entrevistados antes del tiempo 7',

2. Contratar al primer récord parcial entrevistado después del tiempo 7.



Teorema 0.12 Eziste un T € (0,1) dptimo que mazximiza el valor del juego asociado a la
regla anterior.

DeEMOSTRACION. Damos dos formas de calcular el valor del juego:
Forma 1 - Distingamos los casos posibles aplicando la regla anterior para cualquier 7" € (0, 1):

e Sit; €[0,T]: se pierde.

e Sity € [T,1]: sea k > 2 el rango global en [0, 1] del mejor candidato entrevistado en
[0, 7). Esta configuracién tiene probabilidad (1 — T')*=! - T de ocurrir. Luego se gana
si y solo si todos los candidatos cuyo rango global esta entre 2 y £ — 1 se entrevistan
después del tiempo t;, y dada la configuracién, esto tiene probabilidad ﬁ de ocurrir.

Luego, sumando sobre todos los valores k£ > 2 del rango global en X del mejor entrevistado
en [0, 7], el valor del juego es:

P(ganar)zg(l—T)k1oT~ki1:T~l§:(1_ﬁ:—T-ln(T).

Forma 2 - A t; fijo, la probabilidad de ganar corresponde a la probabilidad que el mejor
candidato entrevistado en [0,%;) haya sido entrevistado antes del tiempo T', lo que tiene
probabilidad % Luego, como se pierde si t; € [0,7T], queda integrar esta probabilidad sobre
todos los valores de t; mayores que T (donde dt; es la densidad de probabilidad que t; tome
un valor especifico en el intervalo [0, 1]), lo que da:

LT
P(ganar) = / —dty = =T -In(T).

t1=T tl

La funcién —T In(T') es positiva, céncava, y se anula en 0 y 1, por lo que se maximiza en
algin T que anula su derivada. Derivando e igualando a 0, se obtiene:

1
—In(T*) - 1=0&T" = -,
e

y el valor del juego en estas condiciones es entonces —% -In (é) ==, O]

Observaciéon Como se vio en el caso discreto para NV candidatos, la regla éptima recomienda
rechazar a una fraccion de los primeros candidatos antes de analizar los rangos parciales de
los candidatos siguientes, y la fraccién rechazada tiende a % para N grande. Por otro lado,
la regla 6ptima en el caso continuo recomienda rechazar a todos los candidatos entrevistados
antes del tiempo T' = % y luego analizar los rangos parciales de los siguientes candidatos. En
este sentido se puede decir que el caso continuo se puede interpretar como el proceso

limite del caso discreto para N — co.



0.5. Nuestro trabajo

Ahora que se presentaron los resultados fundamentales sobre el (SP) tradicional, se pueden
introducir los objetivos de la presente memoria.

En el primer capitulo se presenta la variante estudiada, el Problema de la Secretaria
con Restricciones Temporales (TCSP) (por sus siglas en inglés Time Constrained Secretary
Problem). Se plantea el problema en ambas formas discreta y continua. Como primer acerca-
miento a esta variante, se estudia la eficiencia de reglas de eleccion sencillas que denominamos
reglas de barrera.

En el segundo capitulo se buscan las propiedades de la regla éptima asociada al (TCSP). En
un primer tiempo se buscan estas propiedades via una resoluciéon por programacion dinami-
ca del problema en forma discreta. En un segundo tiempo se trata de extender las reglas
6ptimas discretas al caso continuo. Ademas, se hace un estudio computacional del valor del
juego asociado a estas extensiones con el fin de comparar los resultados obtenidos en ambas
formulaciones discreta y continua.

En el tercer capitulo se estudia una extensién del (TCSP) considerando una capacidad
finita de memoria. Es decir, en cada momento el empleador sélo puede recordar un niimero
finito de candidatos. Se aborda el caso cuando la memoria tiene tamano 2 y se busca cual
candidato del sampleo guardar en memoria dependiendo del tamano del sampleo. Primero se
estudian los valores del juego 6ptimos asociados a cada regla posible y se encuentra la forma
optima de las reglas de seleccion via una resolucion por programacion dinamica en forma
discreta. Luego se trata de estudiar las mismas reglas con el modelo continuo para abordar la
forma de las reglas optimales cuando el nimero de candidatos tiende a infinito. Finalmente
se concluye sobre los resultados teéricos y numéricos obtenidos a lo largo de la memoria.

Precisemos que esta memoria es el fruto de una memoria corta. Por lo tanto, el estudio
se enfoca sobre todo en algunos aspectos especificos. En particular, en el segundo capitulo,
el objetivo es encontrar la forma de la regla 6ptima y deducir valores ntimericos de sus
tiempos de barrera; queda abierto encontrar el valor limite del juego cuando el ntimero de
candidatos tiende a infinito ya que solo se conjetura este valor. En el tercer capitulo, el
objetivo es encontrar la forma optima de las reglas de seleccion y extender estos resultados
al caso continuo; para el caso discreto, quedan dos formas posibles de regla 6ptima, por lo
que al extender estas reglas al caso continuo se estudian ambas, pero queda abierto probar
formalmente cudl es mejor que la otra, aunque una parezca intuitivamente mejor que la otra.
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Capitulo 1

El (SP) con Restricciones Temporales

En esta memoria se propone el estudio de una nueva variante del (SP): el Problema de la
Secretaria con Restricciones Temporales, o (TCSP) por su nombre en inglés Time Constrained
Secretary Problem. Esta variante se presenta de manera muy similar al problema inicial. La
unica diferencia reside en el hecho que se empieza rechazando un conjunto fijo de candidatos
que forma un sampleo inicial (la definicion formal del problema esté explicada mas adelante),
y luego de este sampleo se quiere contratar al mejor candidato dentro de los que quedan.
Nuevamente, el objetivo del empleador es maximizar la probabilidad de contratar al mejor
de los candidatos post-sampleo.

Anélogamente, hay dos formas de plantear el (TCSP): una forma discreta con un ntimero
finito de candidatos, y una forma continua con un niimero infinito (numerable) de candidatos.
En este capitulo se presentaran ambas formulaciones antes de estudiar el valor del juego
cuando se usa una familia basica de reglas de barrera en el caso continuo.

1.1. Presentacion del (TCSP)

En esta seccién se definen ambas formulaciones discreta y continua del (TCSP), de forma
andloga a lo hecho en introduccion para el (SP).

1.1.1. (TCSP) discreto

Se fijan N € IN* el ntmero de candidatos y k£ € [N] el ntimero de candidatos a ser
rechazados en un comienzo. Se conservan al igual como para el (SP) las definiciones de orden
de llegada, de rango parcial y rango global, con la misma relacién de orden < de antes. Se
fija un orden de llegada ™ € Xy, se identifica X con [N] donde j € [N] es el elemento de X
que se entrevista j-ésimo, y se define X' := X' \ [k] ={k+1,...,N}.
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Definicién 1.1 Sampleo

Dado un orden de llegada 7, se denomina sampleo al conjunto de los k primeros candi-
datos entrevistados. Este conjunto se identifica con [k].

Definicién 1.2 Récord

Seax €Y C X'. Ax sele llama récord parcial si su rango parcial en'Y es 1; siY = X',
x se denomina récord global en X'.

Observacién 1) La definicién de récord parcial aqui estd generalizada a cualquier subcon-
junto de [N]\ [k]. En los estudios que siguen, solamente se consideraran subconjuntos Y de
X de la forma [m] \ [k] = {k+1,...,m} para m € [N]\ [k].

2) Si bien la definicién de récord global usa X’ y no X, la definicién de rango global se
sigue usando X.

3) La diferencia con el problema (SP) reside en el hecho que ahora se busca al mejor
después de entrevistar a los k primeros candidatos. Por lo tanto, solamente son interesantes
los mejores elementos después de este k-ésimo, lo que se toma en cuenta al restringir la
definicion de récord parcial a Y C X’ y de récord global a X', y no a todo X.

Definicién 1.3 Valor del juego, Ganar

Se define ganar como el evento “contratar al mejor candidato de X'”. Se define el valor
del juego como la probabilidad de ganar.

El objetivo en el (TCSP) discreto es maximizar la probabilidad de contratar al mejor de
los N — k candidatos que quedan después del sampleo inicial:

1
P(ganar) := NI > P(ganar|r) = E.(ganar|r).
C mEXN

Observacién Se nota que la cantidad que maximizar es la misma que para el (SP). Sin
embargo, hay que tener en cuenta que la definicion de ganar en el (TCSP) es distinta ahora.

1.1.2. (TCSP) continuo

Sea X el conjunto de candidatos identificado con IN*; con la misma relaciéon de orden
total < usada en la definicién del (SP) continuo, esto es © < y si px(z) > px(y), donde
px(x) es el rango global de z en X. Se conservan al igual como para el (SP) las definiciones
de orden de llegada, de rango parcial y rango global, asi como los tiempos de entrevista
{t;}iew= de los candidatos. Se fijan ademés T" € (0, 1) un tiempo antes del cual no se elige a
ningiin candidato entrevistado, y un orden de llegada = : IN* — [0, 1] inyectivo donde cada
t; := (i) se escoge uniformemente al azar. Se elige inyectivo pues, como en introduccién para
el (SP) continuo, la probabilidad que dos tiempos de entrevista sean iguales es nula.
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Definicién 1.4 Sampleo

Se denomina sampleo al conjunto de los candidatos entrevistados antes del tiempo T,
candidatos que se rechazan cualquieras sean.

Definicién 1.5 Récord

Sea x un candidato entrevistado ent, € Y C (T,1]. A x se le llama récord parcial si su
rango parcial dentro de los candidatos entrevistados en'Y es 1; si Y = (T, 1], x se denomina
récord global en [T 1].

Definicién 1.6 Valor del juego, Ganar

Se define ganar como el evento “contratar al mejor candidato entrevistado en (T,1]”. Se
define el valor del juego como la probabilidad de ganar.

El objetivo en el (TCSP) continuo es maximizar la probabilidad siguiente:
IP(ganar) := E .n+0,1)(ganar|r).

Observacién 1) Se nota que la cantidad que maximizar es la misma que para el (SP). De
nuevo, hay que tener en cuenta que la definicién de ganar en el (TCSP) es distinta.

2) Dado que nos interesa maximizar la probabilidad de ganar, podemos eliminar cualquier
estrategia que acepte un candidato que no es récord parcial. Si bien es cierto que no existe la
nocion de “siguiente candidato”, es posible realizar este proceso ya que para cualquier tiempo
t > T, podemos determinar el mejor candidato ¢ entrevistado en (7, ¢]. Después de ¢, hay
solo una cantidad finita de candidatos mejores que ¢ en los cuales el proceso puede terminar.

1.2. Reglas de barrera basicas para el (TCSP) continuo

En esta seccién se hace un estudio preliminar para el problema (TCSP) continuo. Para
esto se estudia la eficiencia de una familia simple de algoritmos o reglas, denominadas reglas
de barrera.

Definicién 1.7 Regla de barrera

A todo i € IN* se le asocia la siguiente regla de barrera B;, donde s; denomina el i-ésimo
mejor candidato entrevistado antes del tiempo T':

1. Rechazar a todo candidato con tiempo de entrevista menor a T,

2. Aceptar al primer candidato x con tiempo de entrevista t > T cuyo rango parcial en
Y; = {x € X|t, <t} sea mayor al rango parcial en Yy de s;.

Se denotard P;(T) a la probabilidad de ganar usando la regla de barrera B,;.

13



En lo que sigue, se va a estudiar la probabilidad de ganar usando estas reglas para los
primeros valores de i € IN* y se encontraran los valores éptimos de T que maximizan dicha
probabilidad. Luego se estudiara el caso general para ¢ € IN*.

Observaciéon Al considerar la regla B;, se supone que hay al menos i candidatos en el
sampleo inicial, dado que la probabilidad que haya un ntmero finito de elementos en el
sampleo es 0.

1.2.1. Regla de barrera 5,

Proposicion 1.8 El valor del juego usando la regla de barrera By es P1(T) = =T - In(T).

DEMoSTRACION. Hagamos el andlisis distinguiendo los casos.

e Caso 1: t, € (0,7
En este caso no se acepta a nadie, dado que ningtin candidato en (7, 1] es mejor que
s;1 = 1.

e Caso 2: t; € (T,1]

Entonces el mejor global en X también es el mejor candidato entrevistado después del
tiempo 7', por lo que tenemos que elegirlo para ganar.

Condicionemos en el evento “s; tiene rango global 77 con j > 2 donde s; es el mejor
elemento entrevistado en [0, T']. Ya que hay j—1 elementos mejores que s; entrevistados
en (7T,1], se ganaréd sélo si dentro de estos j — 1 elementos, el primero que llega es el
elemento maximo. Esto ocurre con probabilidad (condicional) ]%1
Por otro lado, la probabilidad que s; tenga rango global j es igual a la que los 7 — 1
elementos de mayor rango estén entrevistados en (T, 1] y que el j-ésimo esté entrevistado
en [0, T]. Esto ocurre con probabilidad (1 —T)7~!-T.

Queda finalmente por sumar sobre j > 2 (5 # 1 ya que el mejor global no se entrevista

en [0,7T]) para obtener la probabilidad de ganar si t; € (T 1]:

ilf)j1 :T.i(l_jT)j — 7 In(T). O

Pl(T):0+§jT'<;:

Observacion En este caso se puede calcular sencillamente 77 el valor del T éptimo que

maximiza esta probabilidad: Ty = L. El valor del juego asociado es Py(T}) = 2.
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1.2.2. Regla de barrera B;

Aunque calcular el valor del juego asociado a la regla By no sea necesario para realizar
el calculo del valor del juego asociado a la regla B; para i > 2, se realiza este estudio para
notar la diferencia con el caso basico de la regla B; y entender mejor lo que se realizara para
el caso general.

Proposicion 1.9 FEl valor del juego usando la regla de barrera By es:

Py(T) =T -P(T)+ (T —T* = -T?-In(T) + (T — T?).

DemosTRACION. Hagamos el andlisis distinguiendo los casos.

e Caso 1: t, € [0,T]
Tenemos probabilidad T" que esto ocurra. Luego consideremos el experimento virtual
en el que ignoramos s; = 1 el mejor candidato del sampleo (y mejor candidato global)
y lo sacamos del conjunto de todos los candidatos. Ganar corresponde a elegir al primer
candidato entrevistado en (7', 1] que sea mejor que s, el segundo mejor entrevistado en
[0, T]; pero en el experimento virtual, al ignorar sj, s, ahora es el mejor del sampleo.
Por lo tanto, la probabilidad de ganar condicionada al evento “s; = 1”7 es P1(T).
e Caso 2: t; € (T,1]
Entonces el mejor global en X también es el mejor candidato entrevistado después del
tiempo T, por lo que tenemos que elegirlo para ganar.
Condicionemos en los eventos “s; tiene rango global ;7”7 y “sy tiene rango global k7,
donde 1 < j < k. Ya que hay k — 2 candidatos entrevistados en (T, 1] que son mejores
que s, se ganara solo si dentro de estos k — 2 elementos, el primero que llega es el
elemento méximo. Esto ocurre con probabilidad (condicional) ﬁ
Por otro lado, la probabilidad que s; tenga rango global j y que s, tenga rango global
k es igual a la que tanto el j-ésimo como el k-ésimo estén entrevistado en [0,7] y los
k — 2 otros elementos con rango en [k]\ {j, k} estén entrevistados en (7 1]. Esto ocurre
con probabilidad (1 — T)*=2. T2
Queda finalmente por sumar sobre j > 2 y k > j para tener la probabilidad de ganar
si t; € (T, 1] (donde j # 1 ya que el mejor global no se entrevista en [0,77).

Probabilidad total:

oo 00 2 . _ k—2 oo k—1 _ k—2
]PQ(T):T-IPl(T)—i—Z:_Z: d (;_QT) :T-]Pl(T)+T2-§_:Zj<1k_T)2
S TPUT) 4TS <§1>(1_]€T)]€:T-IP1(T)+T7‘/-(1—T)-1 11_T>
=T -P(T)+T -(1-T)=-T>-In(T) + (T —T?). O

Observacién En este caso no se tiene una expresion analitica para T el valor de T que
optimiza Po(7T"). Usando Maple, se encuentra el valor T3 ~ 0,552.
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1.2.3. Regla de barrera B; para i cualquiera

El siguiente es el teorema principal de este capitulo.

Teorema 1.10 FEl valor del juego usando la regla de barrera B; parai > 2 cumple la siguiente
TeCUrrencia:

Py(T) = —T - In(T),

1 )

Resolviendo la recurrencia, se deduce:

; i—1 T — Tz ’ i}
Py(T)=-T"-n(T)+ > —, Vi e IN™.
= i-n
DEMOSTRACION. Tratemos de calcular la probabilidad de ganar, separando los dos eventos
complementarios “t; € [0,T]" y “t; € (T, 1]” (donde la probabilidad que ¢; = T es nula).

Por un lado, P;(7,t; € [0,7]) (que es la probabilidad de ganar si t; € [0,7]) estd dada
por T-P,_1(T,t; € [0,T]). En efecto, esto se deduce usando el mismo argumento como en las
demostracion de la proposicion 1.9, es decir considerando el experimento virtual en el cual
ignoramos s; = 1 y lo sacamos del sampleo.

Por otro lado, Py(T',t; € (T,1]) (que denota la probabilidad de ganar si ¢; € (7' 1]) vale

le (%)Z Denotando por S; el conjunto de los i mejores elementos entrevistados en [0, %),
el resultado anunciado se deduce del hecho que necesitamos que los elementos de .S; estén
entrevistados antes del tiempo T para que la regla B; elija al mejor candidato, que esta
entrevistado en ¢; (si no, se elegirfa uno de los elementos de S;, y perderiamos). Este evento
tiene probabilidad (%)Z - dt1, donde dt; es la densidad de probabilidad que #; tome un valor
especifico en [0, 1]. Integrando esto sobre todos los posibles valores en (77,1}, se deduce:

P;(T) = P;(T, t, € [0,T)) + P;(T,t; € (T, 1))

:T-IPil(T)Jr/TI (f)Z:TJPZ-l(T)jL , 11-(T—Ti).

La férmula general se deduce directamente de este resultado. [l
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1.3. Resultados computacionales

Se calculan con Maple los valores éptimos 7 de 1" que maximizan respectivamente las
probabilidades P;(T") para i € [20]. Estos aparecen a continuacion en los gréaficos siguientes,
a la izquierda en funcién de la regla usada y a la derecha dispuestos en el segmento [0, 1].

1

09l P
08l .
07
06
& 08k
04
03}
02

01F

0 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Regla B;

0 0.1

02

L L
03 04

L L L
0.5 06 07 0.8 0.9 1

Sucesion de los T en el segmento [0, 1]

Figura 1.1: Tiempos 6ptimos asociados a las 20 primeras reglas, a la izquierda representados en funcién de
la regla B; asociada, y a la derecha representados en el segmento [0, 1].

Se puede ademds encontrar a continuaciéon una tabla que reune algunos resultados numéri-
cos obtenidos sobre este estudio. Para varias reglas B; aparecen valores numéricos de los
tiempos 77" éptimos asociados, asi como el valor 6ptimo del juego asociado:

i Iy Pi(T37) || ¢ 7 Pi(T7)

1 | 0.367879 | 0.367879 || 13 | 0.895091 | 0.500937
2 | 0.552001 | 0.428353 || 14 | 0.901933 | 0.502069
3 | 0.654082 | 0.453911 || 15 | 0.907938 | 0.503055
4 | 0.718506 | 0.468051 || 16 | 0.913250 | 0.503922
5 | 0.762777 | 0.477031 || 17 | 0.917983 | 0.504689
6 | 0.795047 | 0.483243 || 18 | 0.922226 | 0.505374
7 | 0.819602 | 0.487795 || 19 | 0.926052 | 0.505988
8 | 0.838911 | 0.491275 || 20 | 0.929519 | 0.506543
9 | 0.854490 | 0.494021 || 25 | 0.942905 | 0.508662
10 | 0.867324 | 0.496245 || 30 | 0.952018 | 0.510087
11 | 0.878079 | 0.498081 || 40 | 0.963629 | 0.511881
12 | 0.887223 | 0.499623 || 50 | 0.970716 | 0.512964

Figura 1.2: Valores 6ptimos del juego para algunas reglas B;, junto con el valor

ellas. Precision de los cdlculos: 1076,
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En el grafico siguiente aparecen los valores del juego usando las reglas B; para i < 20:

7

Valores del juego aeociados a las reglae B parade {1,.

0 01 02 0.3 0.4 05 06 07 0.8 09 1
Valor de T

Figura 1.3: P;(T) para i € [20] en funcién del valor de T'. Se agregaron en lineas de puntos rojas las curvas

y = % e y = 0,580164 asociadas a los valores del juego usando estrategias éptimas respectivamente para los
problemas (SP) y (FISP).

Todas las funciones IP; son positivas, parten de 0, crecen hasta llegar a un valor éptimo,
y luego decrecen hasta 0, como se podia esperar. Se observa también que tanto el valor T
como la probabilidad 6ptima IP;(7;") crecen con i, como podia esperarse.

Ademas, se nota que para cada i € {1,...,19}, la curva que representa P, parece
intersectar a la curva representativa de IP; en el 6ptimo alcanzado por esta tltima. Con esto
se puede suponer que al cumular barreras, se podria obtener un valor del juego atn mas
grande. Pero no se sabe todavia si una regla de barrera es éptima para el (TCSP), por lo
que esto sera el objetivo del préximo capitulo: encontrar una regla éptima para resolver el
(TCSP), en el sentido que maximice el valor del juego.
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Capitulo 2

Algoritmo 6ptimo para el (TCSP)

Ahora que esté definido el (TCSP) tanto en el caso discreto como continuo, resulta intere-
sante conocer la forma de una regla 6ptima de eleccién. Para esto, se formulard la manera
de buscar propiedades de la regla éptima en el caso del (TCSP) discreto usando una formu-
lacién similar a la de Beckmann [3] para encontrar la regla 6ptima asociada al (SP). Luego
se extenderd este resultado al (TCSP) continuo.

2.1. Forma del algoritmo 6ptimo para el (TCSP) dis-
creto

Los datos del problema siguen siendo el ntimero total de candidatos N y el tamafno del
sampleo inicial £ € [N]. Se fija un orden de llegada m € Xy elegido uniformemente al
azar, se identifica el conjunto de candidatos con [N] donde j € [N] es el j-ésimo candidato
entrevistado.

El objetivo de esta seccion es encontrar la forma que tiene la regla éptima asociada al
(TCSP) discreto y las propiedades que verifica. Para esto, se simula el célculo de la proba-
bilidad 6ptima mediante un programa dindmico cuyos estados son los pares (m,[), donde
m € {k+1,..., N} representa el candidato entrevistado y [ € [k + 1] es el rango parcial en
[k] del récord parcial en {k +1,...,m}.
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2.1.1. Definicién de la regla 6ptima y primeros resultados

Definicién 2.1 Estado

Seanm € {k+1,...,N}, l € [k +1]. Si se entrevista el candidato m y el récord parcial
en {k+1,...,m} tiene rango parcial | en [m|, decimos que estamos en el estado (m,1).

Definicién 2.2 Probabilidades de aceptacion, rechazo y mejor eleccion

Para todo m € [N] se define el evento R, := “los m — 1 primeros candidatos han sido
rechazados” Sean m € {k+1,...,N}, 1 € [k + 1], se definen las siguientes probabilidades en
el estado (m,1):

a(m,l) = P (ganar|R,,, se acepta el candidato m,
el mejor candidato de {k + 1,...,m} tiene rango parcial [ en [m]),
r(m,l) = P (ganar|R,,, se rechaza el candidato m,

el mejor candidato de {k + 1,...,m} tiene rango parcial [ en [m]),
z(m, 1) = méx {a(m,1),r(m,1)}.

Notar que a(N,l) = z(N,l) =1 y r(N,l) = 0 para todo | € [k + 1].

Observacién En la definicién de a(m, 1), se puede precisar que se gana si y sélo si m es el
récord global en {k + 1,..., N}, por lo que para aceptar el candidato m se necesita que m
sea récord parcial en {k + 1,...,m}. En cambio, en la definicién de r(m,1), el candidato m
puede ser rechazado por cualquier razén, sea récord parcial en {k +1,...,m} o no.

1 m
Proposiciéon 2.3 Vme {k+1,... , N},Vie[k+1], a(m,l) = me_ (Z)

St

DEMOSTRACION. Si los [ mejores de [N] estan entrevistados en [m], entonces m (que es el [-
ésimo mejor de [m]) debe ser el mejor de {k+1,..., N}. Si alguno de los I mejores de [N] no
estd entrevistado en [m/], dicho candidato es mejor que m, asi que no se gana al aceptar m.

Luego a(m, () es igual a la probabilidad que los [ mejores candidatos de [N] estén en [m)]:

m—(l—l)_ml_C?)
'”N—(l—l)_ﬁ_@' -

m—1
a(mJ): N_l

=13

Corolario 2.4 a(m,l) es estrictamente creciente en m y estrictamente decreciente enl, i.e.:

Vmed{k+1,...,N—1}, Viek+1], a(m,l+1)<a(m,l) <a(lm+1,1).

DEMOSTRACION. Esto es directo de la proposicion anterior. O
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2.1.2. Recurrencia para r(m,!)

Teorema 2.5 Vme {k+1,....N—1}, Vie[k+1]:

l

1 [
-y . L+ (1-—]. 1,0).
r(m,1) 2ot z(m + ,])+< m+1> r(m+1,1)

DEMOSTRACION. Supongamos que estamos en el estado (m,[), llamemos s, al récord parcial
en {k+1,...,m} y 8,41 al récord parcial en {k + 1,...,m + 1}.

Si se rechaza el candidato m, se entrevista el (m + 1)-ésimo. Notemos que $,,1, el mejor
candidato entrevistado en {k+1,...,m+1}, no puede tener rango parcial en [m+ 1] superior
a l. En efecto, si m + 1 < s,,, entonces s,,11 = s;,, asi que sigue siendo el [-ésimo mejor
candidato en [m + 1]; si en cambio m + 1 > s,,, entonces $,,+1 = m + 1, y luego su rango
parcial en [m + 1] estd entre 1 y [ (como m +1 > s,,,, m + 1 no puede tener rango parcial en
[m + 1] peor que S, ¥ Sy es el [ + 1-ésimo mejor candidato en [m + 1]).

Por lo tanto:

e Si el candidato m + 1 es el nuevo récord parcial en {k+1,...,m+ 1} y es j-ésimo
en [m 4+ 1] (con j < [), lo es con probabilidad — (probablhdad que el j-ésimo de
los m + 1 elementos esté el ultimo de los m + 1) Dado esto se elige o no segin lo
que maximice la probabilidad de ganar, en otras palabras se gana con la probabilidad
asociada z(m + 1, j).

e Si en cambio el récord se mantiene esto es si Sm+1 = S, se debe rechazar m + 1.

+1’ +1 la probabilidad que el candidato

m + 1 sea uno de los [ mejores de [m + 1]. En esta situacién se gana con probabilidad

r(m+1,1).

Esto entrega la recurrencia anunciada por el teorema:

zlj m—i—lj)—i—(l—l)-r(m—l—l,l). =

om m+1

Proposicion 2.6 r(m,l) es creciente en l, esto es:

Vmel{k+1,...,N},VIelk], r(m,]) <r(m,l+1).

DEMOSTRACION. Probemos este resultado por induccion inversa sobre m, fijando [ € [k].
Caso base (m = N): L=7r(N,l) <r(N,l+1)=1.

Paso inductivo: Supongamos que r(m+ 1,1+ 1) > r(m+1,1) y expresemos r(m, [+ 1) via
su relaciéon por recurrencia:

i+l 1, [+1
2(m + ])+< +

A+ 1) 1——- 1,I+1).

21



1 .

z(m+1,7)

Reemplazando _
b ; m+1

que cumple r(m, 1), se deduce:

l zim+ 1,14 1)
T(m,l—f-l):[r(m,l)—(l—m+1>-r(m+1,l)1+ o

por r(m,1) — (1 - m—ﬂ) -r(m + 1,1) gracias a la recurrencia

+<1—l+> r(m+1,1+1)
m—+1

z(m+ 1,14+ 1) —r(m+1,1+1)

=r(m,l) + o
)
+ (1—m+1> c(rim+ 1,0+ 1) —r(m+1,1))
> r(m,l),

donde la ultima desigualdad se deduce porque z(m+1,1+1) > r(m+1,1+1) (por definicién
de z), por la hipétesis de induccion r(m + 1,1+ 1) > r(m +1,1), y porque m+1 > [ (lo que

implica que (1 — TH) > 0). O

2.1.3. Propiedades de la regla 6ptima

Con los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores, se sabe ahora que:

e Para [l € [k + 1] fijo, a(m, () es estrictamente creciente en m,
e Para m € {k+1,...,N — 1} fijo, r(m,l) es creciente en [ mientras que a(m,!) es
estrictamente decreciente en [.

Las monotonias de a y r evocadas en el segundo item permiten definir, al entrevistar el
candidato m, una barrera de eleccién con respecto al rango parcial en [k] del récord post-
sampleo. En otras palabras, se puede definir un rango minimal tal que, si m es récord y tiene
rango en [k] menor o igual a esta barrera, conviene aceptarlo; en cambio, si tiene rango en
[k] mayor estricto a esta barrera, conviene rechazarlo.

Definiciéon 2.7 Barrera
Seam € {k+1,...,N —1}. Se define la barrera I(m) € [k + 1] de modo que:

Vie{l,..., 7( )}, a(m,l) > r(m,l),
V1e{l(m)+ Sk + 1}, alm,l) <r(m,l).

De no existir tal indice, debe ocurrir que siempre se tiene a(m,l) < r(m,l) o que siempre
se tiene a(m,l) > r(m,l). Para estos casos, se dird respectivamente que [(m) =k + 2 y que

I(m) = 0.
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El siguiente es el teorema mas importante de esta seccion.

Teorema 2.8 Las funciones a(-,-) y r(-,-), asociadas a la regla de eleccion éptima, cumplen
los dos resultados siguientes:

1. St a(m,l)
2. Sia(m,l)

r(m,l—1).
r(m+1,1).

> r(m,l) entonces a(m,l — 1) >
> >

r(m,l) entonces a(m + 1,1)
Observacién Las propiedades anteriores se pueden entender de la siguiente manera:

1. Si en un estado (m,[) la estrategia dicta que se debe aceptar, entonces también se debe
aceptar en todos los estados (m, 1) para I’ < [. En particular, para cada m existe un
valor [ tal que los estados (m, 1) con m récord parcial se aceptan si y solo si I’ <1 (o
sea para cada m récord parcial, se acepta si [ es suficientemente pequerio).

2. Sien un estado (m,!) la estrategia dicta que se debe aceptar, entonces también se debe
aceptar en todos los estados (m’,[) para m’ > m. En particular, para cada [ existe un
valor m tal que los estados (m/,[) se aceptan si y solo si m’ > m (o sea para cada [, se
aceptan los récords parciales que tienen rango parcial [ al compararlos con el sampleo,
desde cierto niimero m de entrevistas en adelante).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.8. Probemos cada caso por separado usando los resultados de
las secciones precedentes.

1. Si a(m,l) > r(m,l), como para m fijo se tiene que 7 es creciente en ! mientras que a es
decreciente en [, se deduce:

a(m,l —1) > a(m,l) > r(m,l) > r(m,l —1).
2. Se probara este resultado a través de su contrareciproca, es decir: vamos a suponer que

a(m+1,1) < r(m+1,1) y mostrar que a(m,l) < r(m,l). Ahora bien, sea un estado (m,![) y
se supone que a(m + 1,1) < r(m + 1,1). Por definicién de r:

1 ! l
l 1 l1——]- 1,1
r(m,1) = jz::lzm—i- ] —i—( m—|—1> r(m+1,1)
L l
1 1——- 1.1).
m+1 ;amjt V] —I—( m+1> a(m+1,1)

Como a(m + 1, 7) es decreciente en j, se deduce:

l
m+1

=a(m+1,1) > a(m,l).

a(m+1,1) + (1—l> ca(m+1,1)

m+1

Por lo tanto a(m,l) < r(m,l). De donde: [a(m + 1,1) < r(m+ 1,1) = a(m,l) < r(m,1)],
o equivalentemente [a(m, ) > r(m,l) = a(m + 1,1) > r(m + 1,1)]. O
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Corolario 2.9 La sucesion de barreras {I(m)}meirt1,. N} €8 creciente con m.

DeMOSTRACION. Este resultado se deduce de la segunda propiedad del teorema anterior. En
efecto, por definicién de las barreras,

l[a(m, 1) > r(m,l) = alm+1,1) > r(m+ 1,1)].
= |I1<Im)=1<I(m+1)].
< I(m)<Il(m+1). O

En otras palabras, el teorema anterior implica lo siguiente: la regla de elecciéon 6ptima
recomienda comparar los candidatos con algin candidato del sampleo bien especifico, esto
dependiendo de cuando esta entrevistado. Para la explicacion que sigue, se denotaran los
elementos del sampleo inicial por {s;}¥_, donde s; es el i-ésimo mejor candidato del sampleo.
Se denotaran {l(k + 1),I(k + 2),...,I(N)} al conjunto de las barreras antes definidas y
{b1,bs,...,b,} al mismo conjunto sin repeticiones con by < by < ... < by, por lo que se
tiene que n < N — k. Se usarda ademds {mq, ms, ..., m,} el conjunto de candidatos tales que
m; =min{m € {k+1,..., N}|{(m) = b;} para todo i € [n].

Después de entrevistar (y rechazar) a los k candidatos del sampleo inicial, un primer
periodo empieza donde mas vale rechazar a todos los candidatos, cualquieras sean. Luego,
a partir del candidato my, conviene aceptar un candidato si es récord parcial y mejor que
sp,- Después de este periodo empieza un segundo periodo a partir del candidato my donde
conviene aceptar un candidato si es récord parcial y mejor que s;,, luego de esto empezara
un tercer periodo a partir del candidato ms donde conviene aceptar un candidato si es récord
parcial y mejor que s, etc.

De manera general, cuando ya se entrevistaron bastante candidatos sin aceptar a nadie,
se cambia de candidato de comparacion s;, contra el siguiente mejor en el sampleo s, . Si se
sigue rechazando incluso al comparar con s, llega un ultimo periodo donde conviene aceptar
un candidato solamente si es récord parcial, ignorando la informacién recogida en el sampleo.

Las barreras permiten entonces bajar las exigencias de aceptacion de un candidato si
se sigue rechazando a lo largo del algoritmo, esto para no rechazar a todos los candidatos
después del sampleo en el desafortunados caso donde los candidatos del sampleo tienen rangos
globales muy bajos.

Queda ahora por encontrar el valor del juego usando la recurrencia inversa, lo que entrega
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.10 A N y k dados, el valor del juego es r(k,k +1).

DEMOSTRACION. Después de rechazar a los k candidatos del sampleo, el valor del juego corres-
ponde a la probabilidad de ganar tomando la mejor decisiéon entre aceptar o no al candidato
k + 1. Ademaés, como es el primer y unico candidato que se puede contratar, es automatica-
mente el récord parcial en {k + 1}. Por lo tanto, para todo [ € [k + 1], tiene probabilidad
k%rl de ser el j-ésimo mejor de los k£ + 1 candidatos ya entrevistados, y dado esto se gana con
probabilidad z(k + 1, j). Luego el valor del juego es:
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valor = 7= 1212( +1,7)
RN (k+1,5)+ |1 kel (k+1,k+1) (k,k+1)
— . z — - =T
k+1 l:1 7] k+1 Y Y Y
por extension de la definicion de r a m = k. O

2.2. Resultados computacionales

Usando la férmula cerrada de a(m, 1) y la recurrencia inversa que cumple r(m, 1), se puede
implementar con Matlab el calculo de los valores a(m, 1), r(m,1) y z(m,l) hasta llegar al valor
del juego r(k, k+1). Como las recurrencias no dependen de k explicitamente, se puede incluso
calcular lo anterior para todos los valores posibles de [, imponiendo para todo [ > m + 2
que a(m,l) = r(m,l) = z(m,l) = 0 (es decir, se supone que k puede valer hasta el valor m).
Luego, se guardan dos conjuntos de datos: la evolucién de los valores [(m) con el valor de m,
y los valores del juego r(k, k + 1) para todo k € [N — 1].

Para N € {100, 1.000, 10.000, 100.000} se obtienen respectivamente los pares de graficos
a continuacion. En los graficos de la izquierda se agregan ademés las curvas de puntos rojas
Yy = % e y = 0,580164 asociadas a los valores 6ptimos del juego respectivamente para los
problemas (SP) y (FISP), esto para comparar los resultados obtenidos con estos casos limi-
tes con respecto a la informacion conocida sobre los candidatos (el (SP) no tiene ninguna

informacién previa y el (FISP) tiene toda la informacién previa).
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Figura 2.1: Resultados para N = 100: a la izquierda aparece el valor del juego en funcién de la razén %
y a la derecha la evolucién de las barreras 6ptimas en funcién de la razén §;. A la izquierda se agregan las
curvas de puntos rojas y = % e y = 0,580164 asociadas a los valores 6ptimos del juego respectivamente para

los problemas (SP) y (FISP).
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Figura 2.2: Resultados para N = 1.000: a la izquierda aparece el valor del juego en funcién de la razén %

y a la derecha la evolucién de las barreras 6ptimas en funcién de la razén ;. A la izquierda se agregan las

curvas de puntos rojas y = % e y = 0,580164 asociadas a los valores 6ptimos del juego respectivamente para
los problemas (SP) y (FISP).
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Figura 2.3: Resultados para N = 10.000: a la izquierda aparece el valor del juego en funcién de la razén %

y a la derecha la evolucién de las barreras 6ptimas en funcién de la razén F;. A la izquierda se agregan las

curvas de puntos rojas y = % e y = 0,580164 asociadas a los valores 6ptimos del juego respectivamente para
los problemas (SP) y (FISP).

Observaciéon En cada gréfico, los resultados se representan como funcién de una razén y
no de m o k directamente, esto por dos razones: primero para tener un eje horizontal que
no dependa de N, y segundo para tener desde ahora la analogia con el caso continuo (visto
como una modelacién limite para N — oo del caso discreto). Ademéds, para N = 100, los
graficos se realizan con puntos ya que curvas no tenian sentido para N tan pequeno.
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Figura 2.4: Resultados para N = 100.000: a la izquierda aparece el valor del juego en funcién de la razén

% y a la derecha la evolucién de las barreras 6ptimas en funcién de la razén 7.
Se puede observar que el valor del juego es una funcion creciente de %, lo que tiene sentido
ya que més personas hay en el sampleo, mejor puede ser la estimacion de los candidatos que

vienen y mejor se puede refinar la comparacion con un candidato del sampleo.
‘ . s k k .
Ademaés, se pueden estudiar los valores limites para & — 0y & — 1:

e en el primer caso, parece que el valor tiende a %, lo que se podia esperar ya que este
caso se acerca del (SP) tradicional (el sampleo es cada vez més pequeno hasta ser vacio,
como para el (SP)),

e cn el dltimo caso, el valor parece tender a un valor bien distinto de 1, cercano a 0,58.

El trabajo de Gilbert y Mosteller anuncia que la estrategia éptima en la variante (FISP)
(cf. 0.3) permite mejorar el valor del juego hasta un valor cercano a 0,580164 ~ 0,58 [8].

Conjetura 2.1 El valor del juego limite del (TCSP) discreto cuando £ — oo es el valor del
juego 6ptimo asociado al (FISP), cercano a 0,580164.

Se puede justificar la conjetura anterior de la manera siguiente. Con un sampleo cada
vez mas grande, se puede estimar cada vez mejor la calidad de los candidatos que vienen
después del sampleo, asi que se puede adivinar cada vez mejor tanto la distribucion de
probabilidad seguida por los “valores” de los candidatos como los valores de los parametros
de esta distribucion. Con mas y més informacién sobre los candidatos, el juego se parece
entonces mas y mas al con informacién total, el (FISP).
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2.3. [Extension al (TCSP) continuo

Recordemos que para T' € (0,1) fijo, se rechazan a todos los candidatos entrevistados
antes del tiempo T. Estos candidatos forman el sampleo inicial. Luego se desea encontrar
una estrategia Optima para maximizar la probabilidad de elegir al mejor candidato después
del tiempo T

El objetivo de esta seccién es estudiar reglas de barrera establecidas a partir de las pro-
piedades que cumple la regla 6ptima encontrada en el caso discreto (cf. parte anterior), luego
se trata de deducir la forma genérica del valor del juego para una cualquiera de estas reglas
y de relacionar los resultados obtenidos con los resultados del caso discreto.

Definicién 2.11 Familia de reglas estudiada, Tiempos de barrera

Sean n € N y una familia {T;}'=y creciente en [T, 1] con Ty := T y T,41 := 1. Se define
la regla R,, con by, : (T,1] — N de la siguiente manera:

Vi €{0,...,n},Vt € (T}, Tix1], bu(t) = 1.

b, (t) es el rango global en [0,T] del candidato con el cual comparar el candidato entre-
vistado en t.

Observacién La regla 6ptima encontrada en el caso discreto toma en cuenta k barreras
posibles. Ahora en el caso continuo, hay una posible infinidad de candidatos en el sampleo,
asi que se podrian considerar a todos. Sin embargo, considerar a todos al mismo tiempo no
permite calcular sencillamente el valor del juego asociado. Por lo tanto se prefiere definir
reglas con un numero finito de barreras (la regla R, tiene n barreras), lo que es mucho
mas comodo de estudiar, y seguir agregando una barrera mas en cada paso. Con esto, la
regla 6ptima asociada al (TCSP) continuo deberia ser la que toma en cuenta la infinidad de
barreras del sampleo.

Definicién 2.12 Eleccién de un candidato Sean € N, seai € {0,...,n} y consideremos
la regla R,,. Sean también t € (T,1] y x; el candidato entrevistado en el tiempo t.

Si b, (t) =1, x; se elige si se cumplen las tres condiciones que siguen:

e no se eligio a nadie antes del tiempo t,
e x; es un récord parcial,

e 1, es mejor que el i-ésimo mejor de [0, T].

Observacion En la definicién anterior, el caso ¢ = 0 significa que no se compara con nadie
en [0, 7], més bien que no se elige.
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2.3.1. Estudio de las reglas R1 y R»

La regla Rq corresponde al caso donde nunca se elige a nadie, que no tiene ningiin interés
en nuestro estudio. Por eso se estudiardn primero en las siguientes subpartes algunas reglas
R, para n > 1, antes de abordar el caso general. Para esto, definamos el valor del juego
asociado a una regla R,,.

Definicién 2.13 Valor del juego asociado a R,

Para todo n € N*, se define P, (T, T,--- ,T,) como la probabilidad de ganar considerando
la regla asociada a la familia {T;}!) (donde recordemos que Ty =T y Tpy1 = 1). Diremos
que P, es el valor del juego asociado a la regla R, .

Estudio de R,

Proposicién 2.14 El valor del juego asociado a la regla Ry es:

Pl(T, Tl) = _Tl . ln(Tl)

DemosTRACION. Hagaos el estudio por casos, condicionando en la variable aleatoria ;.

e Sit; €[0,7):
Llamemos j al rango global del mejor candidato entrevistado en (7', 1]. Si t; € (T, T1],
por la regla usada no se puede elegir. Si t; € (17, 1], tampoco se puede elegir pues no
puede ser mejor que el mejor, ya entrevistado en el sampleo. Por lo tanto, el mejor de
(T, 1] no se puede elegir con esta regla.

e Sit; € (T, Ty
Entonces el mejor global de [0, 1] estd entrevistado en (7', 1]. Sin embargo, no se puede
elegir con la regla actual ya que mientras b(f) = 0 no se elige a nadie.

e Si tl € (Tl,l]:
Entonces el mejor global de [0, 1] esta entrevistado en (7, 1]. Ademas, b(t1) = 1, asi que
para que se elija el mejor, necesitamos que el mejor entrevistado en [0, t;) no se pueda
elegir. Ya que seria un récord parcial y que a priori nadie se habria elegido antes, esto
sélo ocurre si se entrevista antes del tiempo 77 (cuando no se elige a nadie), y este caso
se produce con probabilidad tTTl

Luego el valor del juego en este caso vale:
[T
PUT,T)) = /t—ldtl =Ty - [In(t)) = —T) - In(Ty). O
1

T

Observacién Se tiene que P (T,T) = P1(T), lo que tiene sentido ya que corresponde al
(SP) tradicional: también se elige al primer candidato mejor que el mejor entrevistado en
[0,71] = [0,T]. Ademés, a T; fijo, el resultado parece no depender de T, pero en verdad si
depende de T ya que se supone que 7} > T.
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Corolario 2.15 El valor éptimo de Ty que permite mazimizar Py es T} = max {T, i}

DEMOSTRACION. Esto es directo del estudio del (SP) en introduccién, derivando la probabilidad
con respecto a T' e igualando a 0. Sin embargo, este resultado vale si T' < é; en caso contrario,

como Ty > T y como Py (T,T}) es decreciente en T} sobre [%], P, se maximiza en el valor
mas pequeno posible para T}, es decir en T.

Por lo tanto, si T' < é, 17 = %, y en otro caso 1} =T, por lo que T} = méax {T l}. O

‘e

Estudio de la regla R,

Proposicion 2.16 FEl valor del juego asociado a la regla Ry es:

PQ(T, Tl,TQ) = Pl(T, Tl) + T- (1 - TQ) . (]. + ID(TQ)) .

DEMOSTRACION. Apliquemos el razonamiento anterior al calculo del valor del juego. Condicio-
nemos en la variable aleatoria ;.

e Si tl € [O,T]
Este caso tiene probabilidad 1" de ocurrir. Consideremos el experimento virtual donde

ignoramos en candidato 1 y lo sacamos del sampleo. Ahora, con este experimento
virtual, la regla de eleccién se puede interpretar de la siguiente forma:

— No elegir a nadie en [0, 77,
— No elegir a nadie en (T, Ty],
— Comparar los elementos de (77, T3] con el mejor de [0, 7], que acabamos de sacar

yva que nadie podia ser mejor que él, entonces corresponde también a no elegir a
nadie,

— Comparar los elementos de (T3, 1] con el segundo mejor de [0, T], que ahora es el
mejor de [0, 7] (ya que hemos sacado el mejor).

Luego, definiendo 7" := T, T := T3, queremos encontrar el mejor de (7", 1] aplicando
la regla R;. Por lo tanto, ganamos con probabilidad T - P,(T",T]) =T - P,(T,T).

o Si tl € (T, Tl]:

Entonces el mejor global de [0, 1] esta entrevistado en (77, 1]. Sin embargo, no se puede
elegir con la regla actual ya que mientras b(t) = 0 no se elige a nadie.

e Si tl € (Tl,TQ]:

Entonces el mejor global de [0, 1] esta entrevistado en (7', 1]. Condicionemos en el evento
“t1 € (T, 1]”. Llamemos ¢; al mejor candidato entrevistado en el tiempo u; € [0,%;).
Como b(t;) = 1, para que se elija el candidato 1, necesitamos que ¢; no se pueda elegir.
Siuy; < 7T7, 1 seré el unico candidato mejor que ¢; (g1 no se puede elegir) asi que nadie
sera elegido antes que él y se ganara. Si en cambio u; > T3, como ¢ seria un récord
parcial y que a priori nadie habria sido elegido antes, ¢; no se elige solo si u; < T
(cuando no se elige a nadie), y este caso se produce con probabilidad %
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o Si tl S (Tg, 1]
Entonces el mejor global de [0, 1] esta entrevistado en (7', 1]. Condicionemos en el evento
“t1 € (Ty,1]”. Llamemos ¢; y g2 respectivamente al mejor candidato entrevistado en
uy € [0,t1) y al segundo mejor candidato entrevistado en us € [0,¢1). Estudiemos los
distintos casos posibles:
— Siwy €10,77:
* Siug € [0, T3], el inico elemento que pueda ser récord parcial es el candidato
1 pues es el inico mejor que g en (7', t;], asi que nadie serd elegido antes que
él. Como es mejor que el segundo mejor de [0, 7] también, se elige. Este caso
tiene probabilidad % . %2
% Siug € (T, 1), ése cumplird todas las condiciones a ser elegido (nadie sera
mejor que el segundo mejor, y serd el primer récord parcial siendo también
mejor que el segundo mejor de [0, 7']), a menos que alguién ya haya sido elegido
antes que él. En todo caso, no se elige al mejor.
— Si uy € (T,T1], no podemos elegir a este elemento ya que b(u;) = 0, y el tnico
elemento que pueda ser récord parcial sera nuestro candidato 1, asi que no se
podra elegir a nadie antes que ¢l. Luego se elige el mejor con probabilidad Tlt—;T

— Sity € (T4, 11), ése serd mejor que todos los elementos de [0, T, sera récord parcial,
y a menos que alguién ya haya sido elegido antes (en cual caso se pierde), ése seria
entonces elegido. En este caso entonces, no se puede elegir al mejor.

Por lo tanto, el valor del juego es:

TT, T,—T
Py(T, Ty, Ty) = TPl(TT2+/dt1+/< e 1t )dtl
1

TT:
== —TT2 In T2 —|—/7dt1 /t dtl —‘—/Jdtl
1

1
= —T1 . hl(Tl) + T- ID(TQ) — TTQ . hl(TQ) + TTQ (T — ]_>
2

Observacion Notar que P, cumple:

e P(T,T,T) =1Py(T), donde Py es la probabilidad encontrada en 1.2.2.

e 1(0,0,0) = 0; en efecto, si T} = Ty = 0, el método consiste en elegir al primer elemento
que encontramos, y con este método se elige el mejor con probabilidad 0 (ya que se
supone que hay una infinidad de candidatos).

° PQ(Tl, ].) = Pl(Tl)

Conviene notar también que P»(0,77,75) = P;(0,7}), independientemente de T,. Esto
también se entiende de la siguiente manera: ya no hay ningin elemento en [0,7], asi que
el tercer criterio de eleccion ya no existe (no se puede comparar con el segundo mejor de
[0,7] = {0} ya que nadie estuvo entrevistado en este intervalo de tiempo). Elegir a alguién
en el tiempo ¢ corresponde ahora a no haber elegido nadie antes y ser el mejor de [0, ¢] con
el sampleo de [0, T}], que es exactamente el (SP) tradicional. Por eso no depende de T5.
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Corolario 2.17 El valor optimo de Ty que permite maximizar Py vale es Ty = max{T, Ty}
donde Tj ~ 0,642.

DemMosTRACION. Dado que T} s6lo aparece en P, bajo la expresién de P; (que es sumada al
resto), basta con calcular la derivada parcial de P, con respecto a Ty para encontrar 15
0P,

ST =T (—(1 +In(Ty)) + - ;2T2)

7. (7{2 —2—1n(T2)>.

Ya sabemos que P(0,71,T) = Py(0,T}), asi que cualquier valor de T» no cambia nada
a la resolucién de nuestro problema en tal caso; supongamos entonces T # 0. Esta derivada
parcial se anula si —T5 - In(7Ty) = 27, — 1. Usando Maple para resolver esta ecuacion, se
obtiene la siguiente aproximacion:

Ty ~ 0,6422007041 ~ 0,642.

Esto es valido si T' < 0,642. En efecto, en otro caso, P, es decreciente en T, sobre el
intervalo [T, 1], por lo que se maximiza en Ty = T'. Por lo tanto *T; = max{7,0,642}. O

Observacion Se puede notar que el valor 77 que maximiza P es el mismo que maximiza P,
por la misma razén que justifico el uso de simples derivadas parciales para encontrar el 6ptimo.
Se puede suponer que este comportamiento se seguird encontrando en las probabilidades
siguientes, es decir que los T} que maximizan P,(para i < n) se deducen de los calculos ya
hechos y no dependen de P,.

2.3.2. Caso general con la regla R,

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.18 Para todo m € N, llamando H,, = 7", + (donde Hy := 0), el valor del
juego usando la regla asociada a n > 2 estd dado por:

P,(T,T,,...,T,) = =Ty -In(Ty) + ZTH (1 =T;) - (14 In(T3))
=2
=2 1 1
H o—(Hi_1—1)-T, — S r—
+ 2 — (Hi ) :1<m m—l—l) szl

m

Ademas, ¥Yn > 1, T es solucion de la siguiente ecuacion:

n—1 1 ]
(T =14 Hy =S T

=1
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DEMOSTRACION. Probemos este resultado por induccion sobre n € IN. Se puede notar que ya
se tiene el caso base, ya que la férmula entrega el mismo resultado como ya calculado para
n =1y 2. Veamos entonces el paso inductivo, suponiendo que la férmula anterior vale para
n — 1 con n > 3. Distinguiremos 3 casos para t; € [0, 1] el tiempo de entrevista del mejor
candidato global en X: ¢; € [0,T], t; € (T,T1] y t1 € (1}, T141] para todo [ € [n| (como se
consideran n barreras, supondremos que T},,1 := 1 en este caso).

Si t; € [0,7] (evento con probabilidad T'), sea {s;}I, el conjunto ordenado de los n
mejores candidatos del sampleo, donde s; = 1. Consideremos el experimento virtual donde
ignoramos el mejor candidato del sampleo y lo sacamos del conjunto de todos los candidatos.
Si el mejor entrevistado en (7', 1] estd entrevistado en (T, T3], no se podra elegir: en (7, T}]
no se puede elegir por definicién, y en (77, 73] no podré ser mejor que s; = 1. Si ahora el
mejor esta entrevistado en (7}, T, 1| para algin | € {2,...,n}, se podra elegir si es mejor que
s;. Pero con el experimento virtual considerado, como se ignora sy, $;—1 es el (I — 1)-ésimo
mejor candidato del sampleo. Por lo tanto, dado el evento “s; = 17, la probabilidad de ganar
es P, 1(T,T5,Ts,...,T,), y se puede expandir este término usando la hipétesis de induccién.

Si ty € (T,T}], no se puede elegir el mejor candidato entrevistado en (7, 1] por definicién
de la regla. Terminemos entonces estudiando el caso t; € (77, 1].

Fijemos [ € [n] y supongamos que t; € (1}, T}41] (recordemos que 7,4 := 1). Condiciona-
mos las siguientes probabilidades en el evento ¢; € (T}, T}41]. En este caso, el mejor candidato
global en X es el mejor candidato entrevistado después del tiempo 7', por lo que tenemos que
elegirlo para ganar. Llamemos Q; := {q1,¢2,...,q} al conjunto de los [ mejores candidatos
entrevistados en [0,¢;) donde ¢; es el i-ésimo mejor de ellos para todo i € [l]. Llamemos
ademds para todo i € [I] u; € [0,¢;) el tiempo de entrevista de ¢;. Distinguemos dos eventos:
“existe j € {0,...,1 — 1} tal que uy,...,u; € [0,T] y uj41 € (T,t1)” (si 7 = 0, entonces
w € (T,t1)) y “u; € [0,T] para todo i € []”.

Para estudiar el primer evento, fijemos j € {0,...,l — 1} tal que uy,...,u; € [0,7] y
ujr € (Tot1) (st j = 0, wy € (T,t1)). El evento “u; € [0,7] para todo i € [j]” tiene
probabilidad =5 T de ocurrir. Ahora bien, si u;4+1 > T, se gana si y s6lo si uj11 < Tj4q. En

efecto, si nadle ha sido elegido antes de entrevistar a gj+1, ¢j1+1 es récord parcial (¢, .. ., g; son

los tinicos candidatos mejores que g;41 y estan en el sampleo), y gj4+1 no se elige solamente si

se entrevista antes del tiempo 7}; en otro caso se cumplirian las tres condiciones que permiten

elegirlo, y se perderfa al no aceptar el candidato entrevistado en ¢;. Por lo tanto, dado el

evento “u; € [0,7T] para todo i € [j]” que tiene probabilidad %, la probabilidad del evento
1

T.
“ujr1 > T y se gana” es ;—1“

Para estudiar el segundo evento, basta con notar que nadie podra ser elegido antes de ;.
En efecto, nadie serd mejor que ¢; en (7;,T;41) para todo ¢ € [l — 1] y nadie serd mejor que
q en (T},t1). 1 es entonces el primer elemento que pueda ser récord parcial y mejor que ¢; en
(T}, T;+1] dado que nadie ha sido elegido antes de ¢;. Por lo tanto, la probabilidad de ganar
dado el evento “u; € [0,7T] para todo i € [I]” es 1, y la probabilidad del evento “u; € [0,T]
para todo i € [l]” es f—ll

1

Por lo tanto, para obtener el valor del juego asociado a la regla n, queda finalmente:
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1. Sumar las probabilidades de ganar con los eventos “existe j tal que wy,...,u; € [0,7]
y w1 € (T,t1)” sobre j € {0,...,1 — 1} y la probabilidad de ganar con el evento
€ [0,T] para todo ¢ € [I]”,
2. Integrar las probabilidades sobre t; € (1}, 7}41] (recordemos que 7,41 = 1),
3. Sumar todas las integrales sobre [ € [n] (recordemos que se pierde si t; € (T, 71]),
4. Agregar el término T'- P,_1(T,T3,T5,...,T,) que representa el caso t; € [0, 7.

Esto entrega la siguiente formula:

PAT,T1, ..., T\) =T - Por(T, Ty, ..., T, +Z/

:T.Pn,1<T,T2,...,T>+ZZ/

Tit1 Tl 1 Tl

+Z/ dt;.

Al intercambiar las sumas sobre j y [ se obtiene:

n

Z /Tz+1 dty
n

I=j+2

PT.T,...,T,) =T Po (T, Ts,..., T, +ZTJ Tioy —T)-

Jj+2 dtl ]

T . / at
Z J+1 [ Tyt t{—}—l

Juntando los términos semejantes queda:

n—2 . 1 dtl i+1 1 dtl
P(T.Tv,....T,) =T - Py i(T,To,.... T,) + > TJ'TJ'H'/T T /T s

=0 a1 tl Y42 tl
L dt
+rtr, [ =2
T, t7
Ldt Ldt
:T.Pn,l(T,TQ,...,Tn)JrTl./T TI_T'/T i
1 U1 2 U1
=2 L dty : Ldty L dt
+ 77T, / .——T”l-/ ] + T T | =
Jz::l l 7 T 141 T 111 T, tf
b
Dado que [’ ‘tif,% = [—ﬁ - tml_IL para m > 2y que fb dtl = [In(t)]’_,, se simplifica lo

anterior de la 81gulente manera:

Pn(T, Tl, e ,Tn) =1T- Pn_l(T, TQ, . ,Tn) T1 . hl(Tl) + T - ID(TQ)

, 1 1 1 1
T Ty~ =1 =T = [ o =1
7 \Tjn T\ i




Tratemos ahora de agrupar los términos con las mismas potencias de T":
Pn<T,T1,...,Tn) =T Pn,1<T,T2,...,Tn) —T1 hl(Tl) + 71 - (1 —TQ) —|—T1D(T2)
iy [ 1 1 1 1
e L () ()
k=2 L k Tlf+1 k=1 Tlf—i—ll
=T Pn71<T7T277Tn) _Tl ln(Tl) +T- (1 _TQ) +T1H(T2)

=, (1 T¥ 1 1 1
LS _Tin ,( _)}
= k-1 kT \k-1 k

Terminamos reemplazando P, (T, T, ..., T,) usando la hipé6tesis de induccion:

n—1

P(T,Th,....,T,) =T -To - n(To) + > T" - [(1 = Tiz1) - (1 + In(T;14))

=2

+Hi_2—(Hi_1—1).E+l_§<1_ 1 ) 1]

meo1 N m+ 1 . Tity
n-! 1 s 1 1 1
LY o .< _ﬂ.
m=2

m—1 m mt \m—1 m

Solamente queda juntar todos los términos con la misma potencia de T" para llegar a la
féormula buscada:

P.(T,Ty,...,T,) = =Ty - In(Ty) + anTH (1 =T3) - (14 In(Ty))

=2

+Hz‘—2_(Hi—1_1)'T;_‘ <1— ! ) 1]-

Encontremos ahora la ecuaciéon que cumple T7¥, el valor de 7}, que maximiza F,. Notamos
que la derivada parcial de P, con respecto a T}, es:

8Pn n—2

1 1
T.Ty,... T)=T"" | -1 —In(T — —{—H,_ .
5Tn( y 41, ) n) [ Il( n)+Tn I n 1+I+7n2::1 (m+1)T77171+1‘|

Igualando a 0, se obtiene la siguiente igualdad dividiendo por 7" (ya que T # 0):

n—2 1

~In(T,) — l1 +Hy oy — Zo 1) | =0

que es equivalente a la ecuacién que deseamos probar.
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Corolario 2.19 Las probabilidades P, cumplen la siguiente recurrencia para todo n > 2:

P.(T,Ty,...,T,) = P (T, Ty,..., T )+ T [(1=T,) - (1+In(T,))

+Hn2—(Hn1—1).Tn—§<1—1) 1].

m=1 m TTL+1 Tirtn

DEMOSTRACION. Se calcula la diferencia P, (T, Ty, ...,T,) — Po_1(T, T4, ..., T,_1) reemplazan-
do los valores de cada probabilidad por su valor gracias al teorema anterior, y el resultado
sale de inmediato. O

Observacion Este resultado puede permitir realizar algoritmos maés eficientes para calcular
las probabilidades P,.

2.4. Resultados computacionales

Usando el teorema anterior se calculan con Maple los valores éptimos de T' que maximizan
las probabilidades P, (T,T,...,T,) para n € [20]. Aparecen en los siguientes graficos, a la
izquierda en funcién de la regla R,, usada y a la derecha dispuestos en el segmento [0, 1]:

1

.
PP
PR
. .
.

09
0.8
07
06

et 051 b 0 + t t ——HHHHE— 1

04

03

02

01

0

1 L L L L 1 1 1 1 L 1 1 1 L L L 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Regla R, Sucesion de 1os T, en el segmenta [0, 1]

Figura 2.5: Tiempos 6ptimos asociados a las 20 primeras reglas, a la izquierda representados en funcién del
ntimero n asociado a la regla R,, y a la derecha representados en el segmento [0, 1].

Se puede ademas encontrar a continuacién una tabla que reune algunos resultados numéri-
cos obtenidos sobre este estudio del caso continuo. Para varias reglas R, se obtienen los
tiempos 7T éptimos asociados, asi como los valores 6ptimos del juego asociados:
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n| 1; T~ P.(T*T;,....T5) | n | T¢ T | P.(T",T7,...,T7)
1 [ 0.3679 | <0.3679 0.3679 11 | 0.9284 | 0.7774 0.5419
2 | 0.6422 | 0.4490 0.4490 12 | 0.9342 | 0.7894 0.5443
3 107518 | 0.5171 0.4806 13 | 0.9392 | 0.8042 0.5464
4 108102 | 0.5864 0.4977 14 | 0.9435 | 0.8146 0.5484
5 | 0.8464 | 0.6535 0.5105 15 | 0.9472 | 0.8209 0.5501
6 | 0.8710 | 0.6776 0.5197 16 | 0.9504 | 0.8274 0.5516
7 | 0.8888 | 0.7010 0.5261 17 | 0.9533 | 0.8347 0.5529
8 | 0.9023 | 0.7267 0.5310 18 | 0.9559 | 0.8439 0.5541
9 | 0.9129 | 0.7550 0.5354 19 | 0.9582 | 0.8495 0.5552
10 | 0.9214 | 0.7662 0.5390 20 | 0.9602 | 0.8535 0.5562

Figura 2.6: Valores 6ptimos del juego para algunas reglas R,, junto con los valores T} y T* que las
optimizan. Precisién de los célculos: 1074,

Estos valores van creciendo con el rango parcial del candidato entrevistado en [0, 7] con el
cual se estan comparando los candidatos actualmente entrevistados, lo que se podia esperar.

En el gréfico siguiente aparecen las curvas representativas de los valores del juego usando
las reglas asociadas a n < 20:
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k-4

®

B ;

L= I

2 01 ;

)

0 l l l l l l l l l 3
0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1

Valor de T
Figura 2.7: Valores del juego asociados a las 20 primeras reglas en funcién de T', comparadas con los valores

del juego usando estrategias éptimas para los problemas (SP) y (FISP) (rectas de puntos rojas con ecuaciones
respectivas y = L e y = 0,580164).
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Salvo en el caso n = 1, todas estas funciones son positivas, parten de % en T' = 0, crecen
hasta llegar a un valor 6ptimo, y luego decrecen hasta 0 en T' = 1, como se podia esperar;
para n = 1, el valor del juego 6ptimo para el (TCSP) se entiende més sencillamente como el
valor 6ptimo del (SP) hasta T' = %, donde vale lo mismo que para el (SP), lo que se debe a
la definicién de 7} como maximo entre 7"y el valor éptimo calculado %

Se observa también que el valor del T" 6ptimo crece con la regla usada R, esto es con
el nimero de barreras usadas, y que la probabilidad 6ptima asociada también crece con el
nimero de barreras consideradas, lo que también se puede entender bastante bien. De hecho,
usando el Teorema 2.18, al considerar una barrera mas siempre se obtiene una probabili-
dad que es: la probabilidad obtenida usando todas las barreras anteriores, mas un término
positivo relacionado a la nueva barrera agregada.

En los graficos a continuaciéon, se comparan los resultados obtenidos en las modelaciones
discreta y continua. En él de la izquierda, se superponen el valor éptimo del juego en el caso
discreto para N = 100.000 (la curva rosada mds encima) y los valores del juego en el caso
continuo obtenidos justo antes hasta n = 20; en el de la derecha, se superponen las barreras
obtenidas en el caso discreto para N = 100.000 (en azul) y las barreras obtenidas en el caso
continuo via la conjetura (con cruces rojas):

0.9+

0.8+

0.7+

06

05+ E 10+

Valor del juego

04} : 12}

03+ 4 Ergs

0.2+ 3 16|

0.1+ 18}

20

Rango minimsl de aceptacion deepuee de m de lae [V entrevietae

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 038 1

Valor de T Proporcion § de entrevietas ya realizadas

Figura 2.8: A la izquierda: comparacién de los valores del juego para las 20 primeras reglas en el caso
continuo con el valor éptimo encontrado en el caso discreto para N = 100.000 (comparadas con las rectas de
puntos rojas y = % ey = 0,580164 asociadas a los valores del juego usando estrategias 6ptimas respectivamente
para los problemas (SP) y (FISP)); a la derecha: comparacién de los tiempos de barrera encontrados en el
caso continuo (cruces rojas) con las barreras encontradas en el caso discreto para N = 100.000.

Se puede observar que cuando mas barreras se consideran en el caso continuo, mas el valor
del juego asociado viene a pegarse a la curva 6ptima, por lo menos para pequenos valores
de T'. En efecto, en el caso discreto, cuando menos candidatos hay después del sampleo, mas
probabilidad se tiene para contratar al mejor de ellos; por eso siempre se tiene un valor del
juego de 1 para k = N — 1, ya que hay que encontrar el mejor candidato de un conjunto de 1
solo candidato. Sin embargo, en el caso continuo, cuando méas pequeno se ve el conjunto de
tiempos de entrevistas donde se busca al mejor candidato, mas pequena es su medida, hasta
llegar a 0 cuando T" = 1, por lo que el valor del juego va decreciendo después de cierto T.
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Por otro lado, las barreras obtenidas por cada método parecen coincidir perfectamente
entre si. Por lo tanto, la regla By, (vista como extension limite para n — oo de la regla R,
es decir considerando una infinidad de barreras distintas) parece ser la extensién natural de
la regla 6ptima para el (TCSP) encontrada en el caso discreto, y los valores de las barreras
también parecen ser los valores limites (para N — o0) de las barreras encontradas en el caso
discreto. Ademas, al considerar una infinidad de barreras distintas en el caso continuo, se
deberia a priori obtener directamente el valor del juego asociado via el célculo de la serie
obtenida (aunque no se sabe si se puede calcular bien facilmente esta serie).

Ahora bien, en el estudio realizado para el caso continuo con las reglas R,,, no se considero
un tiempo T, después del cudl solamente se compara un candidato entrevistado en ¢ € (T, 1]
con el récord parcial dentro de los ya entrevistados en (7,t). De hecho, esta barrera Ty,
aparece en la regla éptima encontrada en el estudio del (TCSP) discreto, cuando el valor de
la barrera [(m) es k+ 2. A priori, parece que una familia de reglas considerando esta barrera
T, permitiria mejorar el valor del juego del (TCSP) continuo si se considera solamente un
numero finito de barreras.

Sin embargo, no se considerd esta barrera, y esto por una razén bien especifica (a parte
del hecho que esta barrera vuelve los calculos de valor del juego mas complicados). Como ya
se dijo, la regla 6ptima en el caso continuo parece ser la extensiéon de las reglas R,, con una
infinidad de barreras. Uno puede intuir que no tiene sentido ignorar la informacion recogida
en el sampleo inicial después de cierto tiempo T, ya que esta informacién es infinita con
probabilidad 1. Se estudiaron las reglas R,, teniendo en mente que la regla extendida con
infinitas barreras nunca ignora la informaciéon del sampleo (ya que es infinita), por lo que
no tenia sentido considerar una barrera mas que no tiene sentido con informacién infinita,
aunque tenga mucho sentido con un niimero finito de barreras.
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Capitulo 3

(TCSP) con memoria finita minima

En el capitulo anterior, no se consider6 ninguna restriccion en las capacidades de memoria
del empleador, quien podia acordarse de cualquier candidato entrevistado en el sampleo
inicial. En este capitulo se impondra un limite en el nimero M de candidatos del sampleo
que se pueden guardar. En particular, se estudia el caso M = 1 con memoria de sampleo
unitaria, ya que el caso M = 0 equivale al Problema de la Secretaria tradicional restringido
a la fase post-sampleo. La incognita reside entonces en cudl segundo recordado elegir, esto es
cual candidato del sampleo guardar en memoria junto con el récord para ser lo mas eficiente
posible en funcién del tamato del sampleo.

Notemos que las reglas de barrera B; estudiadas en la Seccién 1.2 cumplen con el requisito
de memoria M = 1. En efecto aunque no se dijo explicitamente, al usar la regla B; se
guarda en memoria el récord parcial entrevistado después de Ty el i-ésimo mejor candidato
entrevistado antes de T'. El objetivo de este capitulo serd entonces encontrar la forma de la
regla 6ptima asociada al (TCSP) con memoria de sampleo unitaria en ambas formulaciones
discreta y continua, una forma mas eficiente que la sugerida en la Seccion 1.2.

3.1. Forma del algoritmo 6ptimo en el caso discreto

Al igual que en el Capitulo 2, hay N candidatos y los k& primeros forman el sampleo inicial.
Estos datos son fijos para toda la seccion. El objetivo de esta seccion es encontrar la forma
de la regla 6ptima asociada al (TCSP) con memoria de sampleo unitaria y las propiedades
que verifica.
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3.1.1. Definicién de la regla 6ptima y primeros resultados

Definicién 3.1 Reglas estudiadas

Para todo i € [k|, se define s; como el i-ésimo mejor candidato del sampleo. Se deifinen
también las siquientes reglas de eleccion para el (TCSP) con memoria de sampleo unitaria:

e la regla S; donde el inico elemento del sampleo recordado es s;,

e [a regla §* que guarda en memoria el candidato del sampleo que maximiza la probabi-
lidad de ganar, es decir es la regla S; mads eficiente para k y N dados.

Definicién 3.2 Estado

Seanm € {k+1,...,N} ei € [k]. Si se estd entrevistando el candidato m usando la regla
S;, diremos que estamos en el estado (m,1).

Definicién 3.3 Probabilidades condicionales asociadas a S*

Parai € [k], me{k+1,...,N}, se denomina r el récord parcial en {k+1,...,m} y se
define el evento S, :="los m — 1 primeros candidatos han sido rechazados”. Se definen:

Ap(m, i) = P(ganar| S,,,r < s;,se acepta m),
Ay(m,i) = P(ganar| S, = s;,se acepta m),
Ro(m, 1) = P(ganar| S,,, < s;,se rechaza m),
Ry(m, i) = P(ganar| S,,,r > s;,se rechaza m),
Zo(m, i) = max{Ag(m, 1), Ro(m, i)},

)

Notemos ademds que para m = N se tiene que Ag(N,i) = Ay(N,i) = Zy(N,i) = Z1(N,i) =1
y que Ro(N,i) = R1(N,i) =0 para todo i € [k].

Observaciéon En Ay y A; se puede precisar que se gana si y s6lo si m es el récord global en

{k+1,..., N}, por lo que para aceptar el candidato m se necesita que m sea récord parcial en
{k+1,...,m}. En cambio, en la definicién de Ry y Ry, el candidato m puede ser rechazado
por cualquier razén, sea récord parcial en {k + 1,...,m} o no.

Para simplificar considerablemente las expresiones de Ay y A;, se realiza primero el si-
guiente estudio preliminar.

Definicion 3.4 Funciones auxiliares

Se definen, para todo 1 < k <n € IN*:

B+l =1 ] k1 i1
Fo(nk) == > i Fi(nk) =) o F(n,k) = Fy(n, k) + Fi(n, k) =) e
J=i+1l ' Jj=1 "' j=1 '

1 Kt

Lema 3.5 Para todoi <k <n € N*, Fy(n, k) = ’ )
n— nt
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DEMOSTRACION. Vamos a reescribir de distintas maneras Fjy para llegar al resultado

g (n=1=(G-=1) (h—-1-k)
J=i+1 n’ noioin (k—(j—1) (n—1)! (n—1—Fk)

l K+1
Definiendo 7 :=n — (k 4 1) y usando la identidad Z <n + ) = (n + N j ) se deduce:
=\ n n

1 ML oM k+1— 1 M m41
0n7k:7 . —_ .
N ) ) ) > ()

k =0
1 '<n+k—i+1>: 1 <n—z>:m(,§§.‘(i')._ Lk
n- (";1) n+1 n- (”;1) n—k =Dy —k opt

Corolario 3.6 Para todo i < k <n € IN*:

1 1 :
F(n’k):n—k’ Fl(n,k‘):n_k-(l—,>.

DEMOSTRACION. La expresion de F' se deduce de la de Fy evaluando en i = 0 (se puede

comprobar que no cambia en nada todo el razonamiento asociado). Luego la expresién de F}
se deduce de la relacién Fy + Fy = F.

]

Con estas férmulas més simples para F, Iy y Fi, se pueden estudiar Ay y A;

Teorema 3.7 Vme {k+1,--- N}, Vielk]:

|

_ m—k
Ao(m,l):m‘

NE_— [t

Al(m7 Z) = AO(m7 Z) ’ ki

=E

DeEMOSTRACION. Modifiquemos la expresion de Ay usando probabilidades totales:

Ap(m,i) = P(ganar| S,,, 7 < s;, se acepta m)
_ P(ganar, S, < 54, se acepta m)
~ P(S,,,r < s;, se acepta m)

Eerle (ganar, S,,, r es j-ésimo de [m], se acepta m = r)

Zf+zl+1 (Sp, 7 es j-ésimo de [m], se acepta m =r)
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donde se distinguen los casos para j el rango parcial de r en [m]. Se tiene que j > i+1 ya que
r tiene rango parcial en [m] peor que s; (que es el i-ésimo mejor candidato de [m]), y j < k+1
pues en el peor caso r < sg, donde r tendria rango parcial j = k+1 en [m]). Luego, para j fijo,
la probabilidad del numerador es la probabilidad de ganar al aceptar m si es el j-ésimo mejor
candidato de [m]. Se gana si y sélo si los j — 1 mejores de [m] forman parte del sampleo y si
ki1 m—k
mi = m—(j—1)°
La probabilidad en el denominador se deduce de manera similar, reemplazando m por N en
el argumento anterior. Luego, usando el Lema 3.3 se obtiene:

el j-ésimo mejor de [m] no estd en el sampleo, lo que tiene probabilidad

k+1 KL e B+l K=L 1 £
Ag(m. i) = Yjlitt NI T N-G-1)  2jeirt Nz Fo(NJE) v %
T kL BT mk kD B2 F(ml k) 1 7
Sia B DB Rlmk) o g
_m—Fk mt
 N-—k Nt

Calculemos ahora A;(m,?) usando el mismo razonamiento como para Ay, con la diferencia
9 0>
que en este caso m tiene rango parcial en [m| menor que i. Usando el Corolario 3.4:

Ay(m,i) = P(ganar| S, 7 > s, se acepta m)

_ P(ganar, S,,,7 = 54, se acepta m)

P(r > s;, seacepta m)

§:1 P(ganar, S, es j-ésimo de [m], se acepta m = r)

7

P(S,r es j-ésimo de [m], se acepta m = r)

j=1
R e i kL 1 ki
j=1 NI=1 " N—(j—1) _ j:1ﬁ_F1(N)_ —k'(_ﬁ)

T i J—1 T i J—1 = -1 i
J=1%'% . Fi(m) ﬂ( _ﬁ)
m—*k mt Ni—kt Nt — Kt

=~ 7 N -=A ) - — - O
Nk N i Aol

Observacién Se puede comprobar con estas férmulas cerradas que Ag(N,i) = 1 = A;(N,1)
para todo i € [k].

Corolario 3.8 Vme {k+1,...,N}, Vi€ [k], Ao(m,i) < Ai(m,1).

i i

DEMOSTRACION. Esto es directo del Teorema 3.7 ya que Ay (m, i) = Ag(m, i) - ey donde
mt — kt
Nt _— ki
—— >1Vme{k+1,...,N} O
N > 1vme (k41 N)

Para demostrar monotonias de Ay y A; en i y m, se necesita el siguiente lema.

i

Lema 3.9 Vme {k+1,...,N}, Vi€ k], Ao(m,i) < % < Ay(myi—1).
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k mt
DEMOSTRACION. La primera desigualdad es directa del hecho que Ay(m, 1) = m—k m donde

) N — k Ni’
%_ - < 1. Para demostrar la segunda desigualdad, manejaremos una de sus expresiones
obtenida en la demostracion del Teorema 3.7:

i-1 k=2 i i—1 kKI=L.NE

Ay(m,i—1) = 9L N M il Sk (N =)
o SRS Nyl et NS R () TN

Teorema 3.10 Ay y Ay son ambas crecientes en m y decrecientes en i.

DEMOSTRACION. El crecimiento en m para Ag se deduce del hecho que m < N y que, gracias
m—Fk m*

al Teorema 3.7, Ag(m,i) = N N© Para Aj, se usa la siguiente expresion encontrada
en la demostracién del Teorema 3 7, v se concluye la afirmacion del teorema del hecho que
m—k 1—35
<N:A ' .
m 1(m, i) = N _F 1o ﬂ

Estudiemos ahora el decrecimiento en ¢ de Ag y A;. En efecto, usando el Teorema 3.7 para
Ay, se tiene que:

Ag(m,i) = —— — > %-;:Ao(m,i—i-l).

Ademas, usando la expresiéon al final de la demostracién del Lema 3.9 para A; se tiene:

| 1 gL 1 REL g
Al(m,l_}‘l):W Lz:l Nl +N1+1] :Z’L+1 EE ‘1 Alml Zi W
g=1 "7 L= -
, 1 K LK
IAWm0+SHm4¢Nm—AWm%wJ
J=1 i
e miL
=A1(m72)—W' [Al<m’z)_1\ﬁﬂ‘| < Ai(m, ). 0
J=1 ot

3.1.2. Recurrencia para Ry y R

El objetivo de esta parte serd demostrar el teorema mas importante de esta seccién que
estd a continuacion:

Teorema 3.11 A N y k fijos, para todo i € [k], el valor del juego asociado a la regla S; estd
dado por Ry(k,i) donde para todo m € {k+1,...,N —1}:

) ) 1 ) 1 .
Rolm i) = (1= g ) [(V = ) ol + 1)+ o - ol 1,)
7
+m+1 1(m+ 77’)7

Ry(m,i) = coef(m + 1,i) - Ry(m + 1,7) + (1 — coef(m + 1,4)) - Z1(m + 1,1),
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1 kL
(1 - 7)1 - i)
K ’
T omi
(1-2%)
Observaciéon No se definié Ry para m = k, pero al extender la definicién de Ry en k usando
la recurrencia dada por el teorema a este valor corresponde el valor del juego.

donde coef(m + 1,i) =

Se demostrara primero la recurrencia del Teorema 3.11, antes de demostrar cudl es el valor
del juego asociado a la regla S;.

Teorema 3.12 Vme {k+1,...,N -1}, Vi€ k],

) 1 1 . 1 )
Rolm.i) = (1= g ) [(U - ) ol + 1)+ g ol 1)

i
- .z 1.4
+m+1 1(m+ aZ)a
Ry(m,i) = coef(m + 1,4) - Ry(m+ 1,i) + (1 — coef(m + 1,7)) - Z1(m + 1,1),

(- ge) (1 i)
=y

DEMOSTRACION. Fijamos i € [k], m € {k+1,...,N — 1}, veamos un par de notaciones que
vamos a usar en esta demostracion:

donde coef(m + 1,i) =

e Llamaremos 7, y r,4+1 respectivamente a los récords parciales en {k +1,...,m} y en
{k+1,... m+1}

e Llamaremos s; al i-ésimo mejor candidato del sampleo, guardado en memoria;

e Denotaremos por A el evento “r,, < s;7 y por A el evento “r,, > s;;

e Denotaremos por Ej el evento “r,,.1 = m + 17 (es decir el evento “m + 1 es el nuevo
récord parcial”) y por Es el evento “r,41 > s;”. Notemos entonces E) es el evento
“UPs1 =Ty Eay es el evento “rpq < ;7).

Ademas, los eventos del tipo “se acepta m” y “se rechaza m” no seran considerados en
los calculos, ya que son independientes de las configuraciones de estudio; representan lo que
hace el algoritmo de seleccion, que es determinista.

1) Empecemos con la demostracion de la recurrencia asociada a Rg(m, ). Se rechaza el
candidato m por cualquier motivo y se tiene que r,, < s;. Luego se entrevista el candidato
m + 1, por lo que se tiene:

Ry(m, i) = P(ganar|r,, < s;,se rechaza m) = P(ganar|A)
= P(ganar|A, E, Ey) - P(Ey, Es|A) + P(ganar|A, Ey, Ey) - P(Ey, Ey|A)
+ P(ganarA, By, 5) - P(Er, B3| ).

En efecto, al condicionar sobre F; y FEs, obtenemos 4 casos distintos que considerar. Sin
embargo, P(F1, F3|A) = 0 ya que el evento “r,, = rp1 = S;|rm < s;” tiene probabilidad 0.
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Ahora quedan tres términos: P(ganar|A, £y, ), P(ganar|A, Ey, Fy) y P(ganar|A, B, Es).
Estos se pueden asimilar a Z;, Zy v Ry de la manera que sigue:

P(ganar|A, Ey, E»)

P(ganar|r,, < s;,m+1 =171 = ;)
P(
P(ganar|r,, < s;,m+1 =17, < ;)
(
(
(

ganar|ry, 1 > Si,Tme1 = m~+1) = Zy(m+ 1,14),

P(ganar|A, B, E»)

I
%

ganar|r, .1 < Si, rmy1 = m—+ 1) = Zg(m + 1,1),
P(ganar|A, E;, Es)

P(ganar|r,, < S;,Tmi1 = T'm)

P(ganar|r,, 11 < S;,"ms1 #m+ 1) = Ro(m + 1,14),

ya que cuando el candidato m + 1 es récord, el algoritmo opta por la opcién que tiene la
probabilidad mas alta de ganar entre elegirlo o no, lo que representan Z, y Z;. En cambio,
si no es récord, se rechaza ya que la probabilidad de ganar eligiendo un candidato que no es
récord parcial es 0. Concluimos que:

Ro(m,i> = Zl(m + 1,7,) . IP(El,EQ‘A> + Z[)(m + 1,2) : IP(El,E’A)
+ Ro(m + 1,1) - P(EY, E3|A)

+Ro(m+1,z).w.

Calculemos cada término:

1. P(A) = P(ry, < s;): el evento A ocurre si y sélo si los i mejores candidatos de [m] estan
E k-1 k—(i—1) K Kt
en [k, lo que tiene probabilidad — - ———----- ———= = —. Luego P(A) =

m m—1 m—(i—1) mi

2. P(Ey, By, A): los eventos Ey, Fy y A dependen solamente del orden relativo de los

candidatos en [m + 1]. Para calcular la probabilidad buscada, se puede notar que la

conjuncién de los eventos E1, Fs y A equivale a que exista algin j € {0,...,7 — 1} tal

que $; > Sy = ... =8 =m+1>3s;41 > ... =8 =1y, donde j+1 es el rango parcial
en [m + 1] de m + 1. Luego:

mi’

kL 1 (k—j)d_i Kt . kt
+ 1)L m+1—5 (m—j)= Sm+1)*H (4 1)

i—1
IP(El, EQ, A) -
o

3. P(Ey, Ey, A): los eventos Ej, B y A dependen solamente del orden relativo de los
candidatos en [m + 1]. Para calcular la probabilidad buscada, se puede notar que la
conjuncién de los eventos Ey, By y A equivale a que exista algtn j € {i,...,k} tal que
S; = Sig1 > ... = 8; = m+1, donde m +1 =1, > 1, y donde j + 1 es el rango
parcial en [m + 1] de m + 1. Luego:

kL 1 1 ki
(m+1)2 m+1—j m+1—k (m+1)

IP(ElaEQJ = Z

j=i
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4. P(Ey, Ey, A): los eventos Ey, E; y A dependen solamente del orden relativo de los
candidatos en [m + 1]. Para calcular la probabilidad buscada, se puede notar que la

conjuncién de los eventos E7, Ey y A equivale a que exista algin j € {i, ..

S; > Sig1 7 -
[m + 1] de 7,,,41. Luego:

., k} tal que

= 5j = Tm41 donde 7,1 > m + 1y donde j + 1 es el rango parcial en

i kL m—k m—k ki
P(Ey, By, A) = = (m—k)-Fy(m—+1,k) = . )
(17 27 Jz::zm+1> m+1_j (m ) 0<m+7> m+1—k (m—|—1)3
Por lo tanto:
Rofim.) = Zalm o+ 1,0) 57+ Zo(m o+ 1,0) - 252
mok) |k
+Ro(m+17¢).m+—kﬁi(m+1)
m* m—k
(m + 1)t [m—kl—k Ro(m +1,7)
1 i it
4+ — . 7 +1,']+-Z +1,i
m+1—k o(m 0 (m+1) - mit 1(m i)

i 1
=(1— . 1- — ). 1.2 -
( m—l—l) [( m+1—k) Ro(m+1,0) + ==+

)
_l’_
m-+1

’ ZO(m + 17 Z)

Observacién Se puede comprobar que Ro(m, i) es una combinacién convexa de Ry, Zy y Z;
en el estado (m + 1,1). Los coeficientes asociados a cada término se pueden interpretar como

sigue, condicionando en los eventos By :=“m+ 1 > s;,”7 v By :="r,, 11

e condicionando primero en Bi, se desea calcular:
IP(ganar]A, By) - P(B1|A),
donde P(B;|A) =

=m+ 1:

sea uno de los ¢ mejores elementos

de [m + 1]; ademas como A =“r, <"y como By =“m + 1 = s;”7, la conjuncién de

estos dos eventos implica los evento 7,1 = m + 1(= Bs) ¥ 71 > Si(= Es), por lo
que P(ganar|A, By) = Z1(m + 1,4);
e condicionando ahora en B; y en Bs, se desea calcular:
|P(ganar|A, By, By) - P(Ba| A, By) + P(ganar|A,E, Bs) - P(Ba|A, By)| - P(Bi|A),

donde P(By|A) = 1 — P(By|A) =

los ¢ mejores de [m + 1]; dado B;, B, tlene probabilidad condicional

(esto es la probabilidad que el dltimo elemento de {k +1,...
luego P(ganar|A, By, By)

la probabilidad que m + 1 no sea uno de

+1 — % de ocurrir

,m + 1} sea el mejor), y
= Zo(m + 1,1) ya que se quiere encontrar la forma con més

probabilidad de ganar entre elegir a m + 1 o no elegirlo dado que es peor que s; y que
es récord parcial en [m + 1]; en otro caso, m + 1 no es récord parcial en [m + 1] con
probabilidad 1— ﬁ, por lo que se rechaza y luego P(ganar|A, By, By) = Ro(m—+1,1).
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2) Estudiemos ahora la recurrencia que cumple R;(m,i). Se rechaza el candidato m por
cualquier motivo y se tiene que r,, > s;. Luego se entrevista el candidato m + 1, por lo que
se tiene:

Ri(m, i) = P(ganar|r,, > s;, se rechaza m) = P(ganar|A)
= P(ganar|A, E,) - P(E,|A) + P(ganar|A, E;) - P(E|A).

En efecto:

P(ganar|A, Ey) = P(ganar|r,, .1 = 7 = S;)

P(ganar|A, E,) =P

P(ganar|ry, 41 > Si, rms1 #m+ 1) = Ry(m+ 1,14),

(
P(ganar|ry1 > Siyrmi1 =m+ 1) = Zy(m + 1,1),
(ganar|r, .1 = rm = S;i)

(

donde la asimilacion de cada probabilidad a R; y Z; se justifica de manera andloga al analisis
realizado anteriormente para encontrar la recurrencia que cumple Ry. Concluimos que:

Ri(m,i) = Zy(m + 1,i) - P(E1|A) + Ri(m + 1,i) - P(E4|A)
P(E,, A) P(Ey, A)

zzl(m+1,z')-1_]P(A) 1P

Calculemos cada término, dado que ya calculamos P(A) al buscar la recurrencia que
cumple Ry:

1. P(Ey, A): los eventos E; y A dependen solamente del orden relativo de los candidatos
en [m + 1]. Para calcular la probabilidad buscada, se puede notar que la conjuncién de
los eventos E; y A equivale a que existan j € {0,...,i—1}yl€{0,...,i—1—j} tales
que 81 = Sy > ... =8 =m-+1> 51 > ...>8 =17y, donde j+1y I+ 7+ 2 son
respectivamente los rangos parciales en [m + 1] de m + 1 y r, en este caso, estamos
considerando todos los candidatos de [m + 1]. Luego:

P(E = 1 ij (k—j)t m—k
LA ]0m+1 Tm41—j = (m— )l m—1
- kL . .
= W (m —k)- Fi(m —j,k—j)
7=0
i—1

|
<)
/N
—_
|
—~
N
|
<
e
|
<
~—

m—|—1]+1.m—' =

[e=]

.

:Fl(m+1,k)—2i

1 ki ,
_m+1—k'<1_<m+1)i>_Z'(m+1)i+l‘
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2. P(E, A): los eventos F, y A dependen solamente del orden relativo de los candidatos en
[m + 1]. Para calcular la probabilidad buscada, se puede notar que la conjuncién de los
eventos £ y A equivale a que exista j € {0,...,i—1} tal que s1 = s3> ... = 8; > T,
donde j + 1 es el rango parcial en [m + 1] de 7,41 = 7., Luego:

~
=

ki m—k
(m+1), m+1—j

P(EA) =Y

=

1 ki
:W—”mﬁppﬁ—m+w>
1 Kt :

Observaciéon Podemos comprobar de las formulas anteriores que:

=(m—k)-Fi(m+ 1,k)

o

Kt B ? Kt
(m+1)¢F m+1—-i (m+1)%

B (m+1) m+1—1

- Mo pay,
(m—+1) -m=t m+1—i

P(E,A) + P(Ey, A) = 1—

por lo que P(Ey, A) = (1 — coef(m + 1,4)) - (1 — P(A)), como se podia esperar.
Finalmente reemplazamos las expresiones obtenidas y deducimos:

Ry(m,i) = coef(m +1,7) - Ry(m+1,i) + (1 — coef(m + 1,7)) - Zy(m + 1,4). O
Corolario 3.13 Para i € [k] fijo, R1(m,i) es decreciente en m.

Ademdas, si existe m € {k+1,...,N} tal que Z1(m,i) = Ri(m,1), entonces Ry(n,i) es
constante para todon € {k+1,...,m}.

DEMOSTRACION. Veamos primero el decrecimiento de R; en m:

Ry(m,i) = coef(m + 1,4) - Ry(m + 1,i) + (1 — coef(m + 1,1)) - Z1(m + 1,4)
> coef(m +1,i) - Ry(m + 1,i) + (1 — coef(m + 1,4)) - Ry(m + 1,i) = Ry(m + 1,7).

Ahora bien, si existe m tal que Z;(m+1,i) = Ry(m+1,1), lo anterior se tiene con igualdad,
y esto para todo n € {k+1,...,m + 1} (por induccién inversa sobre n > k + 1), lo que
prueba la segunda afirmacion. O
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Terminemos ahora de probar el Teorema 3.11 con la siguiente proposicién:

Proposicion 3.14 El valor del juego asociado a la regla S; estd dado por Ro(k,1).

DeMoSTRACION. Calculemos el valor del juego: después de entrevistar a los k primeros candi-
datos, queremos elegir la mejor opcién entre aceptar y rechazar al candidato k£ + 1. Como es
el primer y tnico candidato post-sampleo entrevistado, automaticamente es récord parcial.
De aqui surgen dos casos:

e O bien es mejor que el i-ésimo mejor del sampleo: este caso tiene probabilidad kj—l (la
probabilidad que sea uno de los i mejores dentro de los k + 1 primeros candidatos), y

dado esto se gana con probabilidad Z;(k + 1,1).

e O bien es peor que el i-ésimo mejor del sampleo: este caso tiene probabilidad 1 —
y dado esto se gana con probabilidad Zy(k + 1,1).

st
Por lo tanto el valor del juego estd dado por:

ValOI' = (1 — k-i-l) . ZQ(]{I‘I— 1,2) + m . Zl(k+ 1,2)

1 1 1
=(1- (1 - —1 1.4 - .7 1.

1
— 7 1,7).
+k’—|—1 1(m+ ,Z)

Extendiendo la definicién de Ry(+,i) a m = k via la recurrencia del Teorema 3.12, este ultimo
término es Ry(k,1). O
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3.1.3. Propiedades de la regla 6ptima

Proposicién 3.15 Vi € [k], existe una barrera my(i) € {k+1,..., N} tal que:

Vme{k+1,....,m}, Ai(m,i) < Ry(m,i),
yVm S {m1 +1,... ,N},Al(m,i) > Rl(m,z)

DEMOSTRACION. Este resultado se puede demostrar de manera mas comoda extendiendo las
funciones A; y Ry a todo el intervalo [k, N]. Para esto, fijamos ¢ € [k] e imponemos las
condiciones de borde A;(k,i) = 0y Ry(k,i) = 1. Luego se extienden las funciones linealmente
por trozos, por lo que ahora ambas son continuas.

Como A; es estrictamente creciente sobre [k, N] desde 0 hasta 1y R; es decreciente sobre
[k, N] hasta 0, entonces existe m} € [k, N] C R, tal que A;(n},7) = Ry(mj,i). Tomando
my = |m7j], se cumple lo buscado. O

Observacién Como en cada estudio se fija ¢ € [k], para simplificar las notaciones se escribira
my en vez de my ().

Proposicién 3.16 VY i € [k], existe una barrera mo(i) € {k+1,..., N} tal que:

Ym € {l{? + 1, o ,mg},Ag(m,i) < Ro(m,i),
yVm e {mo+1,...,N}, Ag(m,i) > Ro(m,1).

DEMOSTRACION. Como lo hicimos para demostrar la existencia de m;, demostremos la exis-
tencia de my de manera analoga. Vamos a extender las funciones Ay, Ay, Ry y R; a to-
do el intervalo [k, N]. Para esto, fijamos ¢ € [k] ¢ imponemos Agy(k,i) = 0 = Ay(k,i) y
Ro(k,i) = 1 = Ry(k,i). Luego se extienden las funciones linealmente por trozos, por lo que
ahora todas son continuas.

Como Ay es estrictamente creciente sobre [k, N] desde 0 hasta 1 y Ry es continua desde 1
hasta 0, existe al menos un punto de interseccién para estas curvas. Sea mg € [k, N| C R el
ultimo punto de interseccién de las curvas, y sea mg = |mg|. Para todom € {mo+1,..., N},
entonces tenemos que Ag(m,i) > Ro(m, 7). Ademds, como la extensién se hizo linealmente
por trozos, tenemos que Ag(mo, ) < Ro(mo,7) y Ao(mo+1,7) > Ro(mo+1,17). Veamos ahora
que para todo m < myg, Ag(m,i) < Rg(m, 1), resultado que ya se cumple para m = my.
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Sea m = mgy — 1, sabemos que Z;(m + 1,7) > Ay(m + 1,1) > Ag(m + 1,1), sabemos que
Ro(m + 1,1) > Ag(m + 1,4), y sabemos que A es creciente en m. Luego:

7 [ 1 1 _
) = 1_ . 1—7 . 1 y 7'Z 1 .
Ro(m, i) ( m+1) ( m+1—k> Ro(m +1,1) + ————+ Zo(m + 1,1)
1
' .z 1
+m—|—1 i(m+1,7)
i - 1 ] _
> |1- J{l=—)-A 1)+ —— . A 1.
_< m—i—l) ( m+1—k> 0(m+ ’Z)—i_m—l—l—k 0(m+ ,Z)_

1
+m+1 0(m+ ,Z)

= Ao(m + 172) > AO(m72)

Por lo tanto para todo m € {my—1,mg}, tenemos que Ag(m,i) < Ry(m,i). Se puede iterar

el argumento anterior para todo m € {k + 1,...,mo} ya que todas las hipitesis necesarias
para este calculo ahora se cumplen para my — 1, y luego para mg — 2, etc. Luego myq es la
barrera buscada. O

Observacion Como ya se hizo para mq, para simplificar las notaciones se usara mg en lugar
de my(i) ya que en cada estudio se fija un i € [k].

Intuitivamente, se puede pensar que la regla 6ptima tiene la forma siguiente:

1. En un primer periodo de tiempo, conviene rechazar a todos los candidatos que se
entrevistan, que sean con rango parcial mayor o menor al i-ésimo mejor candidato del
sampleo inicial; en otras palabras, para todo i € [k] existe my(i) € {k+1,..., N} tal
que para todo m < my, Ri(m,i) > Ai(m,i) y Ro(m,i) > Ag(m,1i);

2. Luego de este primer periodo, conviene aceptar un récord parcial si es mejor que el i-ési-
mo mejor candidato del sampleo, pero sigue conveniendo rechazarlo si sigue peor que es-
te mismo candidato; en otras palabras, para todo i € [k] existe mg(i) € {m1(i),..., N}
tal que para todo my +1 < m < mg, Ri(m,i) < Ai(m,i) y Ro(m,i) > Ag(m,1);

3. Ultimamente, conviene aceptar cualquier récord parcial encontrado, que sea o no mejor
que el i-ésimo mejor candidato del sampleo inicial; en otras palabras, para todo i € [k]
y para todo m > mg + 1, Ri(m,i) < Ay(m,i) y Ro(m,i) < Ao(m,1).

Observacion Las Proposiciones 3.13 y 3.14 aseguran la existencia de las barreras mgy y my

intuitivas. Sin embargo, no prueban la intuicién que m; < my. Este resultado se tendra que
comprobar con los experimentos numéricos, aunque no sea una prueba del resultado.
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3.2. Resultados computacionales

El objetivo de esta seccion es determinar empiricamente, para N y k dados, cudal de las
reglas §; definidas en la Seccion 3.1 maximiza el valor del juego, en otras palabras cudl es
el candidato del sampleo que debe guardar el empleador en memoria. Calculando los valores
de Ay y A;, computando las recurrencias inversas que cumplen Ry y Ry y resolviéndolas
para todo ¢ € [k| y para todo k € [N], se obtienen los valores éptimos del juego para
N =100, 1.000, 10.000 y los @ 6ptimos asociados tales que S* = ;. Dichos valores se grafican
en las Figuras 3.1, 3.2 y 3.3.

Figura 3.1: Resultados obtenidos para N = 100. A la izquierda aparece el valor del juego 6ptimo, tomando
el maximo sobre los valores obtenidos al usar todas las reglas S; posibles. A la derecha aparece la evolucion
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Figura 3.2: Resultados obtenidos para N = 1.000. A la izquierda aparece el valor del juego 6ptimo, tomando
el maximo sobre los valores obtenidos al usar todas las reglas S; posibles. A la derecha aparece la evolucion
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Figura 3.3: Resultados obtenidos para N = 10.000. A la izquierda aparece el valor del juego 6ptimo,
tomando el médximo sobre los valores obtenidos al usar todas las reglas S; posibles. A la derecha aparece la
evolucién del rango i € [k] del candidato que guardar en memoria en funcién del valor de £.

El valor del juego graficado corresponde al maximo sobre i < k del valor del juego obtenido
por la regla S;, esto es el valor del juego de la regla S*. Al igual que el estudio realizado en
la Seccion 2.1, graficamos el valor éptimo del juego en funciéon de la fraccion % Notamos
ciertas similitudes entre esta curva y la curva 6ptima sin restriccion de memoria obtenida en
el Capitulo 2: la curva es creciente en %, parece tender a % cuando % tiende a 0 (lo que tiene
sentido ya que en este caso el juego se parece mas y mas al (SP) tradicional), y parece crecer
hasta un valor cercano a 0,58 cuando %; tiende a 1.

No obstante, se puede notar una diferencia importante con la obtenida en el capitulo
anterior. Ya que esta curva fue calculada como el maximo puntual de las curvas asociadas a
cada regla S;, la curva resultante no es suave y presenta puntos de quiebre en cada razén £

N
donde cambia la regla S; déptima.

Tanto las similitudes como las diferencias se pueden interpretar como sigue: cuanto mas
grande es la fraccion % sampleada, mejor es la informacion que entrega el candidato guardado
en el sampleo sobre los candidatos por venir, por lo que el valor del juego crece. El i-ésimo
punto de quiebre, visto como una razon de la forma %, a partir del cual la regla S;;; comienza
a ser 6ptima, es cercano pero inferior a 77 bara todo ¢ € IN*, esto es: la primera barrera esta
un poco antes de %, la segunda antes de %, etc. Esto tiene sentido pues, si llamamos ¢ al mejor
candidato de la zona no sampleada, si % es exactamente zu%p entonces el rango esperado de
¢ en [N] tiende a i + 1 cuando N tiende a infinito. Luego, en esperanza el primer elemento
de la zona sampleada que es peor que c tiene rango global i + 1 en [V].

Recordemos que las reglas estudiadas en esta seccién son 6ptimas para el (TCSP) con
memoria de sampleo unitaria. Al igual que las reglas 6ptimas para el (TCSP) sin restriccion
de memoria, el valor limite para N grande cuando % tiende a 1 parece ser el mismo, y de
hecho tendria también sentido que sea el valor éptimo ~ 0,58 asociado al (FISP). En efecto,
si se guarda en memoria el candidato con rango parcial i en [k], se deduce que hay al menos
¢ candidatos en el sampleo. Por lo tanto, al tomar ¢ cada vez mas grande, conocer ¢ entrega

cada vez mas informacion sobre los candidatos por venir. Si ahora ¢ — 00, se conoce casi toda
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la informacion posible sobre la distribucion de “valor” de los candidatos, lo que corresponde
al (FISP).

Empiricamente en todos los experimentos, notamos que m; < mg, como se puede com-
probar en el siguiente grafico obtenido para N = 10.000 y £ = 100 usando al regla Ss:

Figura 3.4: Valores de Ag, A1, Ry y Ry en funcién
de la razén % usando la regla S para N = 10.000
0sf 1 v k = 100, respectivamente en azul, verde, magenta
y rojo. A la izquierda, una recta vertical negra da
, cuenta del final del periodo de sampleo. Dos cruces
03f 1 negras simbolizan los valores de las razones 3¢ y 5+,
‘ ' y se puede notar aqui que m; < my.

Valares de A, A1, Fo v Fi

0 L I H L I L L L
0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1
Valor de 7 con ¥ =10000, k=500es=2

Se puede ademés notar que en este caso, Ry no es una funcién decreciente de m, y parece
empezar a ser decreciente después de tener el mismo valor que A;. En la Figura 3.5 aparecen
los valores del juego asociados a las reglas S; para i = 1,2, 3 respectivamente en azul, verde

y magenta, con lineas de puntos rojos que simbolizan los valores 6ptimos del juego para el
(SP) y el (FISP):

06

1,2,8

Walor del juepo aeociado a & para §

03 | | | | | | | | |
0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

Valor de ;e,

Figura 3.5: Valores del juego al guardar en memoria al primer/segundo/tercer mejor del sampleo res-

pectivamente en azul/verde/rosado. Se agregaron el lineas de puntos rojas las rectas de ecuaciéon y = * e

y = 0,580164 que corresponden respectivamente a los valores del juego éptimos para el (SP) y el (FISP). )
Observamos que las curvas parecen partir de % en 0, crecen hasta un éptimo y luego
decrecer a un valor cercano a % en 1, para finalmente irse a 1. Si la forma de las curvas es
esperada, tiene también sentido que ambos valores limites en 0 y 1 valgan % Como el caso
k = 0 corresponde al (SP) tradicional, tiene sentido que el limite del valor del juego éptimo
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asociado sea % En cambio si % — 1, el sampleo es mas y mas grande (k — N), asi que se
vuelve inutil comparar los candidatos siguientes con el tinico candidato del sampleo que se
guardd; més vale ignorarlo y entonces la resoluciéon del problema se acerca de nuevo al (SP).

3.3. Extension a la version continua

En este capitulo estudiamos la versién continua del (TCSP) con memoria de sampleo
unitaria. En este escenario se fija un tiempo 7" en (0,1) y se desea encontrar y contratar
al mejor entrevistado en (7, 1] bajo la condicién que sélo podemos recordar un candidato
entrevistado en el perfodo de sampleo [0, T

El objetivo de esta seccion es estudiar los valores del juego asociados a las reglas donde
se guardan en memoria el i-ésimo mejor del sampleo para cada ¢, y tratar de relacionar los
resultados obtenidos con los del caso discreto.

3.3.1. Definiciones y resultados preliminares

Se definen las siguientes cantidades para todo p,q € (0, 1):

a1=1 ai
[ee] e¢] e o] o] pa1+a2+...+an+1
a1=1a2=0a3=0 an+1=0 ay +ag + -+ An+1

Ru(pa) =2 > >+ >

a1=1a3=0a3=0 ap+1=0

Vn > 1.
a1+a2+...+an+1 (1—q>an+1

0o 00 0o 0o [ pa1+a2+---+an+1 1 ‘|

Las sumas anididas anteriores apareceran con frecuencia durante esta seccién, por lo cual
es conveniente encontrar férmulas cerradas simples para ellas.

Teorema 3.17

v p,q€(0,1), Qo(p) = —In(1 - p).

DEMOSTRACION. Esto es directo del desarrollo en serie entera del logaritmo natural:

In(1+p) =3 (-)"* -5, V<1l O
1

=1

Teorema 3.18

Vpe(0,1), Vn>1, Qn(p):i-<(1_1p)n—1>
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DEMOSTRACION. Recordemos la nocion de factorial creciente, definida como sigue:
o=+ @Gi—1))=k-(k+1) - (k+i—1).
Calculemos ahora Q,(p):

®© oo o0 el a1+a2+--~+an+1
a alz—:l GQZ_O agz—:o ; |fl +ay+ -t anJﬂ]
0o 00 00 ps
=PIDID IS MDY J
a1=1a3=0a3=0 an=0 s=a1+az2+:+an
0
- > 1]
s=1 § _(al,ag ..... an)ENT| Z?zl a; <s—1

S

I
WE

@ |

r n+1
- |Card ({(al, Ce ,an+1) € INn+1| Z a; =S — 1})1

L i=1
n+s—1\ p°
T\ s—1 s

Derivemos esta funciéon de p:

dQ,, X m+s—1\ g-pt X (n+s > n+s »
w020 R () x

Usando la definicion del factorial creciente, obtenemos:

dgjn (p) = i (n+1)° = i (=(n+1))* (—p)* = i (-(n + 1)) (—p)®

s! = s!

@
Il
—

I
WE

@
Il

= (1—p)~"*0.

donde se usé el teorema generalizado del binomio. Integrando el resultado y usando que

Q.(0) = 0, se obtiene:
1 1
Qn(p):n.<(1—p)"_1>' ]

Teorema 3.19

Yhae D), mpa=""" [Qo (p) _ @o<p>] .

DEMOSTRACION.

T By (%
alzlagolawaz'(l—q)w'<1—q>a1]‘alzls;{ ; ““”]
NG E W] () 1-(1—g)
IR PP I P

:t@’.i[@s_p‘g]:1_9.[@0<1fq>_¢g0(p)]. O

s=1



Teorema 3.20

1 1—g¢q
Vp,qe(0,1), Vn>2, RA%@ZgﬂRmﬂnw—ng-@PMﬁ

DEMOSTRACION. Sea n > 2:

®© o 0 ) pa1+a2+~~+an+1 1 (1 _ q>a1+a2+~~+an
Rn , — .. . )
(p Q) alZZI G;O Z lal +ag+ -+ (pi1 (1 _ q)an+1 (1 _ q>a1+a2+--.+an]

=0a3=0 an+1:0

00 00 00 %) 00 (%)S
—q a1+as+--+a
= Ce AN (1 _ q) 1ta2 n
a1z—:1 ag—:ﬂ G;O G;O s:a1;.+an S

s $ (%)

a1=1 (agz,...,an—1)EN?—2 s=a1+-+an—1

s—a1——an_1
[ Z (1 _ q)a1+a2+“~+an]

an=0

1 — (1 —q)s @ —an-1+1

- i i i @ (1= g)mtten

a1=1 (ag,...,an_1)€N"—2 s=ai+-+an_1 § L— <I B q)

Se saca % en factor antes de la suma y obtenemos:

Rn(p7 q) = ; . i i i (17*‘1) . [(1 . q)a1+a2+...+an,1 B (1 . Q)S—H}

a1=1 (ay,...,an—1)EN"—2 s=a1++an_1 S

1 co 0o 00 00 00 % ® s
:7222 Z Z (1 q) ,(1_q)a1+~~-+an_1_(1_(])_&
q a1=1az2=0a3=0 an—1=0 s=ao++an—1 S S
CRa(pg) Qi)
= fpalp,q) — ——  &n-1\D),
q q
donde se reconocen R,_1(p,q) v Qn-1(p,q) en el dltimo paso para concluir. ]

Corolario 3.21 Vn>1, Vp,qe (0,1):

Fulp.q) = (1- ) [1 Q (p)—nfl 0: )
n\DP> 4 q q" 0 1—gq Pt qn_i il\P
DEMOSTRACION. Usando la recurrencia anterior:
1 1— 1—g
Rn(pa Q) = q72 : Rn—?(pv Q) Qn 2( ) T : Qn—l(p) - ( . )
X _
= - Ri(p,q) >
p n—1
=(1-g¢q Q()— Qi(p O
R Z )
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Terminemos esta parte preliminar demostrando propiedades de limite de ambas funciones,
que seran de gran interés al momento de interpretar los resultados numéricos obtenidos.

Teorema 3.22 Para todo q € (0,1), HII(l) Q.(q) = 0 para todo n € IN.
q—
Ademdas, si p:=~-(1—q) para una constante v € (0,1) dada, entonces H_r)r} R.(p,q) = 0.
q
DeMOSTRACION. Usando los Teoremas 3.17 y 3.18, notamos que H_I)I(l) [—In(1 —¢)] = 0y que
q

1 1
lim |— - [ ——— — 1 || = 0. Esto prueba la primera afirmacién del teorema. Usemos este
=0 |n \(1-q)"

resultado para demostrar la segunda afirmacién, suponiendo ahora que p = 7 - (1 — q) para
alguna constante v € (0, 1).

Observacién Si p = - (1 — q), entonces lin% p = 0. Por la primera afirmacion del presente
q—

teorema, se deduce que lirr% Qn(p) = 0 para todo n € IN.
q—

Probemos por inducciéon sobre n € IN* que HII% R.(p,q) =0:
q—

Caso base:

Por el Teorema 3.19, tenemos que:

Rl(paQ):lgq'Q0<1fq> —1;(" - Qo(p)-

Por la observacion anterior, el segundo término de R; se va a 0 cuando ¢ tiende a 1.
Veamos ahora que el primer término también se va a 0. En efecto:

1-a¢ ( p \_ _1-qa =g\ _ l1-gq .
q Q0<1—q> q ln<1 M) q (1 =7),

lo que tiende a 0 cuando ¢ tiende a 1 (pues c es fijo). Por lo tanto, lirr% Ri(p,q) = 0.
q—
Paso inductivo:

Sea n € IN* tal que li_rg R,.(p,q) = 0. Usando el Teorema 3.20, tenemos que:
q

1 1—g¢q

Rua(p,q) = r R.(p,q) — - Qn(p).

Por hipétesis de induccion, el primer término se va a 0 cuando ¢ tiende a 1, y por
la observacién previa el segundo término también se va a 0 cuando ¢ tiende a 1. Luego
lirr% R,:1(p,q) =0, lo que prueba el paso inductiva y termina la demostracion de la segunda
q—

afirmacion del teorema. O
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3.3.2. Analogia configuracién/palabra

Recordemos que en la formulacién discreta del (TCSP) con memoria de sampleo unitaria,
existen dos barreras mg y my tales que, definiendo los elementos m* := min{mg,mi} y
Moo := max{mg, m; }, se tiene que:

e para todo m € {k+1,...,m*}, se rechaza el candidato m,

e paratodom € {m*+1,...,my}, se acepta m si es el primer récord parcial entrevistado
que sea: o bien mejor que el ¢-ésimo mejor candidato del sampleo si m* = m;y, o bien
peor que el -ésimo mejor candidato del sampleo si m* = my,

e para todom € {mq+1,..., N}, se acepta m si es el primer récord parcial entrevistado.

En esta seccion queremos estudiar la extension de la regla éptima anterior a la formulacién
continua del (TCSP). Por lo tanto tenemos que dividir el intervalo [0, 1] en 4 intervalos, el
primero que sea [0, T el periodo de sampleo, y los tres siguientes que sean los andlogos a los
tres periodos de eleccion definidos en la lista anterior.

Definicién 3.23 Barreras
Para i € N* se definen:

o Ty € (T,1] el tiempo de barrera antes del cual se rechaza todo récord parcial, y se
acepta a un récord parcial entrevistado después de Ty si es peor que el i-ésimo mejor
del sampleo. Esta barrera también se denominard barrera 0.

o 11 € (T,1] el tiempo de barrera antes del cual se rechaza todo récord parcial, y se
acepta a un récord parcial entrevistado después de T si es mejor que el i-ésimo mejor
del sampleo. Esta barrera también se denominard barrera 1.

o T :=min{Ty, T\ } € (T,1] el tiempo antes del cual se rechazan a todos los candidatos,
y después del cual se compara un candidato con el i-ésimo mejor del sampleo y con el
récord ya entrevistado en (T, 1].

o T :=méx{To, 71} € [T;,1] el tiempo antes del cual se compara un candidato con el
i-ésimo mejor del sampleo y con el récord ya entrevistado en (T, 1], y después del cual
solamente se compara un candidato en el tiempo t con el récord parcial dentro de los
entrevistados en (T,t] (no se comparan mds los candidatos con el i-ésimo mejor del
sampleo después de T, ).

Observacion Los resultados numéricos obtenidos en el caso discreto revelaron que las ba-
rreras Optimas para ¢ fijo cumplen mg > my. Esto permite intuir que en el presente caso
continuo, se deberia tener lo andlogo con T, > T}. Como no se pudo probar teéricamente este
resultado en el caso discreto, se estudiaran entonces las dos posibilidades en paralelo para el
caso continuo y se comprobara cual de las dos es 6ptima.
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Definicién 3.24 Division del intervalo [0,1], probabilidad asociada
Se definen ahora las reglas consideradas con los intervalos asociados:

1. en I = [0,T] se rechazan a todos los candidatos, y se guarda en memoria al i-ésimo
mejor de ellos;

2. en Iy = (T,T*], se rechazan a todos los candidatos entrevistados, y después de cada
entrevista se actualiza al récord parcial guardado en memoria;

3. en I3 = (T, T, se elige a un candidato si es mejor que el récord en memoria y si es
mejor o peor que el i-ésimo mejor del sampleo (dependiendo de si T* =Ty o Ty);

4. en Iy = (T, 1], se elige a un candidato si es solamente récord parcial (independiente
de lo que haya ocurrido durante el sampleo antes de T'), y si la probabilidad de ganar
al elegirlo es mds alta que la de ganar al rechazarlo (si no, se rechaza).

Se denota p, a la probabilidad que un candidato tenga su entrevista en el intervalo I,
para n € {1,2,3,4} (de hechopy =T, po =T* =T, p3 = Too —T* y ps = 1 — T, donde
T* y T son desconocidos y son los pardmetros que optimizar). Finalemente se denota por
Po(T, ps, pa, i) la probabilidad de ganar si se guarda en memoria el i-ésimo mejor del sampleo

en el caso Ty < Ty, y se denota por P1(T, ps, ps,t) la misma probabilidad de ganar en el caso
T, <Tp.

Observaciéon En lo que sigue, se calcularan probabilidades de eventos ganadores usando
las probabilidades p,, definidas antes. Por lo tanto, en cada estudio ulterior se buscaran los
valores de p3 v ps que optimizan los valores del juego, mas faciles de deducir que los tiempos
T* v T, optimos. De todos modos se pueden deducir estos tiempos desde ps v ps ya que

T"=1—-ps—psy Toc = 1—pa4.

Con el fin de calcular las probabilidades P;(T', ps, ps, i) (j € {0,1}), codificaremos infor-
macion relevante de los tiempos de entrevistas como palabras en {1,2,3, 4},

Definicién 3.25 Configuracion

Decimos que los tiempos de entrevista {t;}icx~ tienen configuracion w € {1,2,3,4}% si
para todon € N, t, € I; & w, = 1.

Introduciremos notacién para codificar conjuntos de configuraciones (de una forma gréfica)
y su probabilidad de ganar. Un grafico de configuraciones es una expresiéon como sigue:

a

1:1%a>1)q 3X
4 X

2[t v

formada por distintos simbolos. La interpretacién de los graficos se describe a continuacién
(para n,m € {1,2,3,4}, j < i);

e El simbolo { permite (cuando se necesita) dividir la configuracién en distintos casos
debidos a los posibles simbolos siguientes,
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e La expresion n : m%(a; > 0,1) quiere decir que después del simbolo n vienen a;
simbolos m’s, donde se precisan entre paréntesis los valores posibles de aj;,

e La expresion (nx*) significa que a partir de este momento, los simbolos n que aparecen
no afectan la probabilidad de ganar; en otras palabras, si se sacan todos los simbolos
n que aparecen en lo que sigue, esto no afecta la probabilidad de ganar,

e Los simbolos v' y X terminan secuencias que representan respectivamente configura-
ciones ganadoras y perdedoras,

e Al final de una secuencia de simbolos, si la secuencia es ganadora (tiene un simbolo v'),
se agrega entre [ | la probabilidad de ganar con esta misma secuencia (probabilidad que
hay que multiplicar con todo lo anterior), pero si no se puede ganar (tiene un simbolo
X) no se agrega nada.

La interpretacion es la siguiente para calcular la probabilidad:

e Un simbolo n se reemplaza por p,; un simbolo n que se encuentra después de (mx) se

D . 4 A p
reemplaza por = un simbolo n después de (mx*) y (Ix) se reemplaza por i,

e Una sucesion de simbolos corresponde al producto de la probabilidades asociadas;

o
e Unm®(a; > [) se reemplaza por Z m®, tomando asi en cuenta todos los casos posibles
a;=l
de valores de a;,

e Un { equivale a sumar entre si los distintos casos que representa.
Ejemplos: 1) Consideremos el grafico sugerido antes:

9 1} v Este grafico indica que para todo w € {1,2, 3,4}, cada

configuracion de la forma 11%2w es ganadora con proba-
bilidad % si @ > 1, mientras que las configuraciones de
la forma 11*3w y 11%4w son perdedoras.

1:19>1){ 3X
41X

2) Consideremos el siguiente grafico:

Este gréafico indica que para todo w € {1,2,3,4}N, cada
3 [5} v configuracion de la forma 24*2(4*2*)*3w es ganadora con
1X probabilidad i si @ > 0, mientras que las configuraciones

de la forma 24*2(4*2*)*1w son perdedoras.

2: (4%) 2%(a > 0) {

En este tltimo ejemplo, podemos entonces notar que las configuraciones 223, 24423 y
24442443 son ganadoras con la misma probabilidad %

Usando la notacién anterior, calcularemos el valor del juego en los casos donde la primera
barrera es la barrera 0 (7, < 7)) y donde es la barrera 1 (T} < Tj). En ambas casos, se
estudiarda primero el caso ¢ = 1 donde estd guardado en memoria el mejor elemento del
sampleo (andlogo a un caso base), antes de estudiar el caso general i > 2 que se puede definir
a través del caso ¢ — 1 via recurrencia.
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Teorema 3.26 Caso Ty < T}

Sea w € {1,2,3,4}N. Si se guarda en memoria el i-ésimo mejor elemento del sampleo con
1€ IN* y si Ty < T, entonces solamente importan los © primeros simbolos 1 que aparecen en
w. Mas aun, si z denota el primer simbolo distinto de 1 en w, se tienen los siguientes casos:

e Siz =2, entonces la configuracion es perdedora.

e Siz =3, entonces los simbolos J que aparecen después de z no afectan la probabilidad
de ganar; si ademds el i-ésimo 1 estd antes de z y aparecen a > 1 simbolos 3 antes del
primer 2 de w, la configuracion es ganadora con probabilidad %

o Siz =4, sea a > 1 el nuimero de simbolos 4 que aparecen antes del primer simbolo s
distinto de 1y 4 en w; si s =2, 0 si s =3 y que no aparecen i simbolos 1 antes de s
en w, entonces la configuracion es ganadora con probabilidad %

DEMOSTRACION. Sea una configuracién w € {1,2,3,4}N. Estamos comparando los entrevista-
dos con el 7-ésimo mejor candidato del sampleo. Dicho candidato esta representado por el
1-ésimo 1 de w. Luego de este i-ésimo 1, los simbolos 1 que aparecen después no influyen en
la probabilidad de ganar.

Llamemos z al primer simbolo distinto de 1 de w y ¢ al candidato que representa. Entonces
queremos elegir a ¢, ya que representa el mejor elemento después del periodo de sampleo.
Analicemos las distintas posibilidades para z.

Si z es un 2, quiere decir que se entrevista en el intervalo de tiempos I en el que se
rechazan todos los candidatos, por lo que la configuracién es perdedora.

Consideremos el caso z = 3 y veamos que no importan los simbolos 4 que aparecen
después de este 3. En efecto, el algoritmo toma decisiones solamente con los candidatos ya
entrevistados: si se elige ¢ se gana, y si no se elige c se pierde, cualquieras candidatos pueden
estar entrevistados en I,.

Recordemos que T < T7, es decir se elige un candidato entrevistado en I3 si y solo si
éste es récord parcial y es peor que el i-ésimo mejor candidato del sampleo. Si z = 3, no
se podra elegir ¢ si z aparece antes del i-ésimo 1 de w. Por lo tanto se necesita que hayan
aparecidos i simbolos 1 antes del primer 3 para esperar ganar, esto es que w = 17w’ donde
j>iyw € {1,234} empieza con z = 3. Sea ademds a > 1 el ntimero de simbolos 3
antes del primer 2 de w’ y sea C' el conjunto de los candidatos a estos simbolos 3. Luego los
candidatos de C son los tnicos récords parciales entrevistados en I3, por lo que se gana si
el tiempo de entrevista de ¢ es el minimo de los tiempos de entrevista de los candidatos de
C'. Como Card(C') = a, este evento tiene probabilidad é pues corresponde a la probabilidad
de elegir uniformemente al azar una permutacion de los a candidatos donde ¢ es el primer
elemento.

Si z es un 4, llamemos s al primer simbolo distinto de 1 y 4 en w. Supongamos que aparecen
a > 1 simbolos 4 en w antes que s y sea C' el conjunto de los candidatos asociados a estos
a candidatos. Notemos que estos a candidatos son los tinicos récords parciales entrevistados
después del candidato ¢, asociado al simbolo s. Si s = 2, como el candidato asociado a s
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no se puede elegir, nadie entrevistado en I3 puede ser elegido, y entonces se gana si ¢ es el
primer entrevistado de ellos, lo que tiene probabilidad % de ocurrir. Si ahora s = 3, notemos
que si aparecen mas que ¢ simbolos 1 antes que s, entonces en el momento de entrevistar c;,
si nadie ha sido elegido todavia, se elige ¢, y se pierde. Si por el contrario hay ¢ — 1 o menos
simbolos 1 que aparecen en w antes que s, se gana si ¢ es el primer entrevistado de los a
candidatos de C, lo que tiene probabilidad % de ocurrir. O

Teorema 3.27 Caso 11 < T

Sea w € {1,2,3,4}N. Si se guarda en memoria el i-ésimo mejor elemento del sampleo con
1€ IN* y si Ty < Tjy, entonces solamente importan los i primeros simbolos 1 que aparecen en
w. Mas aun, si z denota el primer simbolo distinto de 1 en w, se tienen los siquientes casos:

e Siz =2, entonces la configuracion es perdedora.

e Si z =3, entonces los simbolos J que aparecen después de z no afectan la probabilidad
de ganar; si ademds aparecen a > 1 simbolos 3 antes del primer 2 o antes que aparezca
el 1-ésimo 1 de w, la configuracion es ganadora con probabilidad %

e Siz =4, entonces si aparecen a > 1 simbolos / antes del primer 2 de w o antes del pri-
mer 8 que aparece después de los i primeros simbolos 1 de w, entonces la configuracion
es ganadora con probabilidad %

DEMOSTRACION. Los resultados “solamente importan los ¢ primeros simbolos 1 de w”, “si

z = 2 se pierde” y “si z = 3 los simbolos 4 después de z no afectan la probabilidad de
ganar” ya fueron demostrados en el teorema anterior. Veamos ahora los dos otros resultados,
considerando que T} < Ty, es decir que se elige un candidato entrevistado en I3 si y sélo si
éste es récord parcial y es mejor que el i-ésimo mejor candidato del sampleo. Llamemos z al
primer simbolo distinto de 1 en w y ¢ al candidato asociado a z.

Si z es un 3, no se podra elegir ¢ si z aparece después de 7 0 mas simbolos 1. Por lo tanto se
necesita que hayan a lo més ¢ — 1 simbolos 1 antes del primer 3 para esperar ganar, esto es que
w= 1w donde j <iyw €{1,2,3,4}N empieza con z = 3. Sea ahora s el stmbolo de w que
corresponde al primer simbolo encontrado entre el i-ésimo 1 y el primer 2 de w. Si aparecen
a > 1 antes de s, los a candidatos asociados son los Unicos récords parciales entrevistados
en I3 y mejores que el iésimo mejor candidato del sampleo que se pueden aceptar. Luego se
gana si el primer entrevistado entre ellos es ¢, lo que ocurre con probabilidad é

Si ahora z es un 4, llamemos s al primer simbolo distinto de 1 y 4 en w. Supongamos
que aparecen a > 1 simbolos 4 en w antes que s, y sea C' el conjunto de los candidatos
asociados a estos a simbolos 4. Notemos que los candidatos de C' son los tinicos récords
parciales entrevistados después del candidato asociado a s. Si s = 2, como el candidato c¢;
asociado a s no se puede elegir, nadie entrevistado en I3 puede ser elegido, y entonces se gana
si ¢ es el primer entrevistado de ellos, lo que tiene probabilidad % de ocurrir. Si ahora s = 3,
notemos que si aparecen menos que ¢ — 1 simbolos 1 antes que s, entonces en el momento de
entrevistar cg, si nadie ha sido elegido todavia, se elige ¢4 y se pierde. Si por el contrario hay
7 0 mas simbolos 1 que aparecen en w antes de s, se gana si ¢ es el primer entrevistado de los
a candidatos de C', lo que tiene probabilidad % de ocurrir. O
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3.3.3. Valor del juego con primera barrera 0

Con las definiciones anteriores, se desea calcular Po(T, p3, ps, i) para i > 1. Con lo visto
antes, se interpretan los tiempos de entrevista via una palabra w € {1,2,3,4}*, donde para
todon € N*, w, =i €{1,2,3,4} & t, € I,.

Primero, se puede notar que toda palabra empezando por un 2 es una palabra corres-
pondiente a un caso donde se pierde (ya que el mejor entrevistado en (7, 1] justamente se
rechaza si t; € I3). Mas atn, toda palabra empezando por un 3 también se interpreta como
un caso donde se pierde. En efecto, el mejor entrevistado en (7', 1] necesariamente sera mejor
que cualquier elemento del sampleo, en particular mejor que el i-ésimo del sampleo, por lo
que se rechazara.

Por lo tanto solamente se consideran las palabras empezando por otro niimero, es decir
por un 1 o un 4. Ademas, si el primer simbolo de w es un 1, se puede notar que la probabilidad
de ganar es la misma que la probabilidad que la subpalabra obtenida al eliminar el primer 1
de w sea ganadora bajo la regla que guarda en memoria el (i — 1)-ésimo mejor entrevistado en
[0,7] (con la misma idea evocada en los capitulos anteriores del experimento virtual donde
ignoramos al mejor candidato del sampleo y lo sacamos del conjunto de los candidatos).

Las observaciones anteriores permiten seguir la siguiente estrategia para calcular la pro-
babilidad PO (T, P3, P4, Z)

1. Para i = 1, calcularemos primero Py (7, ps,ps,i = 1) y Poa(T, ps,ps,t = 1) las proba-
bilidades de ganar guardando el mejor del sampleo, cuando la palabra empieza respec-
tivamente con un simbolo 1 o 4. Notamos que su suma vale Py(T, p3, ps,i = 1);

2. Para ¢ > 2, resulta ttil calcular Py 4(T, ps,ps,i), es decir es igual a la probabilidad
de ganar guardando el i-ésimo mejor del sampleo, cuando la palabra empieza con un
simbolo 4.

Valor del juego para i =1

Teorema 3.28

T-p p p p
Po(T, ps,pa, 1) = 1 _; - Qo <p2 _:’p3> +q —2T - Qo (1 —4T) + p3 - Qo(pa)-

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 3.26 al caso ¢ = 1 con configuraciones empezando con
un 1, se deduce el siguiente grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas
si el primer simbolo es un 1:

2X
3:(4x) 3 Ha > 1){

1:(1%)
4:4‘11(a21){ 2{



En efecto, como la palabra asociada a la configuracion enmieza por el inico 1 que nos

interesa, después de éste 1 los siguientes no influyen la probabilidad de ganar. Luego la
probabilidad de ganar estd dada por:

a—1
_ D3 P2 +< D4 )a_ D2
1—T D2 + 3 D2 + 3 1-T 1-T

-5 (o () s (7).

Aplicando el Teorema 3.26 al caso ¢ = 1 con configuraciones empezando con un 4, deduz-
camos ahora el grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas si el primer

P071(T,p3,p4,i:1 =T ZCL
a=1

simbolo es un 4:

3
4ide g > )4 2

3 X
12(1*)41)(()20){2[}4;}‘/

1
a

v

Luego la probabilidad de ganar esta dada por:

00 b 1
Poa(T,p3,ps,i =1) = py - Zp4 ' [p2+p3 7+T Z( > .1€2T'a+61

= (p2 +p3) - Qo(ps) + f_p; “Ri(ps, T)

= (ps+p3) - Qo(ps) + p2 - <Q0 (1 ]i4T) —M>
=p3 - Qo(ps) +p2- Qo( b )

=T

Dado que las palabras empezando con un 2 o un 3 representan casos donde se pierde, se
deduce el valor del juego para ¢+ = 1 sumando las dos probabilidades anteriores

IP0<T7p37p47 1) = PO I(T p37p47i = 1) + PO 4<T7p37p47i = 1)

T b2 P3
1= Qo( 2+p3> 11— Q0< T) + p3 - Qo(pa). L
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Subvalor del juego en el cuarto intervalo para i cualquiera

Lema 3.29

Poa(T, ps, ps,i) = (P2 + p3) - ZTJ Qj(pa) + T 1-7° Ri(ps,T).

DEMOSTRACION. Si ¢ = 1, se puede obtener el mismo resultado como obtenido en la demostra-
cién del Teorema 3.28 simplificando el resultado sugerido por el lema.

Aplicando ahora el Teorema 3.26 al caso ¢ > 2 con configuraciones empezando con un 4,
se deduce el siguiente grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas si el
primer simbolo es un 4:

ai+az |

4 . 4a171((11 > 1) a1+as | )
1:4%(ay > 0) m

artaz+-+ta;

3 X
1: (1x) 4%+ (a;4q > 0) 9 [ 1

a1taz+-+aiq1

Luego la probabilidad de ganar estd dada por:

_ o 1 1
Poua(T,ps,pa,i) =pa Y (pa)™ "+ |(p2 +ps) - *+TZ D4)* [(Pz + p3) -
a1=1 a1 a2=0 CL1—|—CL2
LT (g o+ 2 () )
lelal ais1=0 1-T 1-T Zl 1
i—1
=(p2+p3)- > T7-Qjlp) +T" - ﬁ'Ri(]%T)- L

7=0

Valor del juego en el caso Ty < T}

Teorema 3.30 Si se considera el problema del (TCSP) continuo con memoria de sampleo
unitaria donde el candidato guardado es el i-ésimo mejor del sampleo (i > 1), el valor del
juego asociado si Ty < Ty cumple la siguiente recurrencia:

0GR (77)
P Ta y P4, = 1 +
o(T', p3; pasi )= 1_ <p2 —|—p3> 1— Qo 1-T p3 - Qo(pa)-
i—1
]PO(T7p37p477: > 2) :T'IPO(Tvp3vp47i_]‘>+(p2 +p3 ZT Q] p4>_}_7ﬂZ ﬁRl(p‘l?T)

7=0
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DeEMOSTRACION. El caso @ = 1 ya se determiné con el Teorema 3.28.

Para el caso ¢ > 2, como toda palabra empezando por un 2 o un 3 no corresponde a una
configuracion donde se gana, quedan dos casos dependiendo del primer simbolo:

e Sies un 1, basta con sacarlo y calcular la probabilidad de ganar guardando el (i — 1)-
ésimo mejor del sampleo, luego se gana con probabilidad T'- Po(T, p3, ps,i — 1);

e Sies un 4, se gana con probabilidad Py 4(7', 7).

Basta entonces con sumar las dos probabilidades anteriores, y usando el lema anterior se
concluye. [

3.3.4. Valor del juego con primera barrera 1

Ahora deseamos realizar el mismo estudio en el caso en el que la primera barrera es la
barrera 1, es decir:

e se rechaza todo candidato entrevistado en el intervalo de tiempos I,

e se acepta un candidato entrevistado en el intervalo de tiempos I3 si es el primer récord
parcial entrevistado que sea también mejor que el i-ésimo mejor candidato del sampleo,

e se acepta un candidato entrevistado en el intervalo de tiempos 1, si es el primer récord
parcial entrevistado.

Primero, se puede notar que toda configuracién empezando por un 2 es una configuracién
correspondiente a un caso donde se pierde (ya que el mejor entrevistado en (7', 1] justamente
se rechaza si t; € Iy), asi que solamente consideramos las palabras empezando por otro
numero. Ademas, si el primer simbolo de w es un 1, se puede notar que la probabilidad de
ganar es la misma que la probabilidad que la subpalabra obtenida al eliminar el primer 1
se w sea ganadora bajo la regla que guarda en memoria el (i — 1)-ésimo mejor elemento
entrevistado en [0, 7] (con la misma idea evocada en los capitulos anteriores del experimento
virtual donde ignoramos al mejor candidato del sampleo y lo sacamos del conjunto de los
candidatos).

Las observaciones anteriores permiten seguir la siguiente estrategia para calcular la pro-

babilidad Py (T, ps, p4,1):

1. Para ¢ = 1, calcularemos primero las probabilidades de ganar guardando el mejor del
sampleo Py (T, ps,ps,i = 1), Pis(T,ps,ps,i = 1)y Pia(T,ps,psa,i = 1), cuando la
palabra empieza respectivamente con un simbolo 1, 3 o 4. Notamos que su suma vale
Py (T, p3,ps,i = 1);

2. Para i > 2, resulta util calcular Py 5(7", ps, pa, i) vy Pra(T, ps, pa, i), es decir son iguales a
las probabilidades de ganar guardando el ¢-ésimo mejor del sampleo cuando la palabra
empieza respectivamente con un simbolo 3 o 4.
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Valor del juego para: =1

Teorema 3.31

Py(T, ps,payi = 1) = (1 = ps — pa) - Qo (1 €3p4> + (1 1 214T) Qo <1]i4T> — 3 - Qo(pa).

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 3.27 al caso ¢ = 1 con configuraciones empezando con
un 1, se deduce el siguiente grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas
si el primer simbolo es un 1:

2 X
3X
1: (1) 3[1]
4: 47 (a>1) 1
2.1V

Luego la probabilidad de ganar en este caso esta dada por:

. (P \° p2+p3> 1 ( Ds ) ( Pa )
Piy(T =1)=T- : o=T-{1- ' '
11(T,ps, payi = 1) ;<1_T> (l—T a —7) @\i=7

Aplicando el Teorema 3.27 al caso ¢ = 1 con configuraciones empezando con un 3, veamos
ahora el grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas si el primer simbolo

es un 3:

2

1 v

3:(4%) 3% Ha>1) {

a

Luego la probabilidad de ganar en este caso esta dada por:

a—1
: ZOO T+py 1
P1’3(T7p37p47l - 1) = P3 - [( 3 ) . P2 . ]

o=t | \1 =4 l—ps a
— ps \" 1 P3
= 1— — . | = 1_ _ . .
(1 —ps —pa) a§:1 [(1 —p4> a] (1 —ps —pa) - Qo (1 —p4>
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Aplicando el Teorema 3.27 al caso i = 1 con configuraciones empezando con un 4, veamos
finalmente el grafico asociado a las configuraciones posibles de las entrevistas si el primer
simbolo es un 4:

3X
2[t v
4:4%1a>1)

1: (1) 48(b > 0){ z

1
a+b
1
a+b

v
v

Luego la probabilidad de ganar en este caso esta dada por:

. o0 B 1 2 pa \' patps 1
P T =1)= a—1, .= T ( ) : '
1,4( y D3, P4, ) p4a§1(p4) po a+ ;) 1-T 1-T a+bd

=p2 - Qo(ps) + T (1 - 1114T) Ri(pa, T)
=pa- Qolps) +7- ! LT/;,M J/;T <Q0 (1114T> - Qo(]%))
=(1-T7)- (1 ] ]i4T> Qo (1]0_4T) — p3 - Qo(pa)-

Como las palabras empezando con un 2 representan casos donde se pierde, se deduce el
valor del juego para i« = 1 sumando las tres probabilidades anteriores:

]Pl(Tap?npﬁlai = 1) = P1,1<T7p37p47i = 1) + P1,3(T7p37p4,i = 1) + P1,4(T7p37p47i = 1)

D4 1 P3
7. (1- . 1— pa—ny) -
— o\T=T + (1 —ps — pa) QO(l—m)

+(1-2)- (1 - 1214T) - Qo (1114T> — 3+ Qo(pa)-

Por lo tanto:

Py(T,ps,payi = 1) = (1 = ps — pa) - Qo <1 £3p4> + <1 B 1114T) Qo (1p_4T> — 3 - Qo(pa).

]
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Subvalor del juego en el tercer intervalo para ¢ cualquiera

T\’ P3 T\ D3
<1 —p4> Q; (1 —p4> +(1—p3—p4)-<1 —p4> Qi1 <1 —p4> :

DEMOSTRACION. En el caso ¢ = 1, notamos que la suma se definiria de j = 0 hasta —1, lo
que se puede interpretar como una suma vacia. Luego el resultado obtenido via esta formula
evaluando en 7 = 1 es el mismo como calculado en la demostracion del Teorema 3.31.

Lema 3.32 Vi > 1:

i—2
P 3(T, ps, pa, i) = p2-y

Jj=0

Aplicando ahora el Teorema 3.27 al caso ¢ > 2 con configuraciones empezando con un 3,
se deduce el siguiente grafico:

. a1—1 -1
B3z D8 2 [T

1:3%(a; > 0)

S S
ajtaz+-+a;
1
ajtaz+-+a;

Con esto se deduce:

1 —ps l—ps a 1—]?4.&2:0 1 —pa l—ps a1+ag
1 T > “ 1
b2 4 ) Z ( P3 ) (1_ P3 ) : s
L—ps Y 1—ps = \1—pa L—ps) X

Simplificando la expresion, se pueden reconocer las expresiones de @), (%) para varios
n’s, hasta llegar a la formula siguiente:

= ps "7 P2 1 T =~ ps \“ P2 1
P1,3(T7p37p477:) =DP3- Z ( ) ' ’ + Z ( ) ’ [ )

Pro(T i) = .252: a j-Q» ps | (L o (1—ps—pa)-Q bs
1,3\1, P3, P4, b2 Z\1T-p I\1-p, 1—p, Ps=Pa)wi-1 | 77 .
O
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Subvalor del juego en el cuarto intervalo para i cualquiera

Lema 3.33 V> 1:

i—1

P po,pssd) = p2 - 17+ Qilpa) + T (1= 724 ) - Rilpa, 7).
=0

DEMOSTRACION. Notamos que el resultado obtenido via esta formula evaluando en 7 = 1 es el
mismo como calculado en la demostracién para determinar Py (7T, ps, ps,i = 1).

Aplicando ahora el Teorema 3.27 al caso ¢ > 2 con configuraciones empezando con un 4,
se deduce el siguiente grafico:

3X
1
2[a] v
3X
2 1 v
4: 49 gy > 1) [aﬁ‘”} 3%
1:4%(a > 0 1
(220) . 2 | arrarra) Y
: st ¢
1: (*) A%i+1 (ai+1 2 0) a1+a2+1~..+a,-+1
Con esto se deduce:
Py 4(T,p3,pa, i) = pa - i(m)“l’l' p2'i+T‘ i(m)““ P2 ! +T(-+) |p2- 1
’ a1=1 ax a42=0 ay + as >le1 @
0 P4 Qi1 D4 1
T - 1 — R -
" _20(1—T> ( l—T) ;i}al]< )]
Q41— =

Simplificando la expresién, se pueden reconocer las expresiones de @, (p4) para varios n’s
y la de R;(p4), hasta llegar a la férmula siguiente:

i—1
Piy(T) =pa- 3 T7 - Q;(pa) + T (1 —

J=0

P4
1-T

) “Ri(psg, T). O
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Valor del juego en el caso 77 < Tj

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.34 Si se considera el problema del (TCSP) continuo con memoria de sampleo
unitaria donde el candidato guardado es el i-ésimo mejor del sampleo (i > 1), el valor del
juego asociado si Ty < Ty cumple la siguiente recurrencia:

I —py 1-T
— p3 - Qo(pa)-
' ; S Ty P3
]Pl(Tap?anlaZZ2):T‘IPl(T,pg,p4,’L—1>—|—p2-Z 1 'Qj
j=0 — D4 1 —ps

T o\
+(1—p3—p4)'<1_p4> Qi1 <lfgp4>

i—1

+p2- Y TV Qi(pa) +T°- (1 — 7 ]i4T> - Ri(ps, T).
=0

DEMOSTRACION. El caso base ya se determiné en el Teorema 3.31.

Para el caso ¢ > 2, como toda palabra empezando por un 2 no corresponde a una confi-
guracion donde se gana, quedan tres casos dependiendo del primer simbolo:

e Sies un 1, basta con sacarlo y calcular la probabilidad de ganar guardando el (i — 1)-
ésimo mejor del sampleo, luego se gana con probabilidad T - P(T', p3, ps,i — 1);

e Sies un 3, se gana con probabilidad Py 5(T, ps, pa, 1);
e Sies un 4, se gana con probabilidad Py 4(T', ps, ps, ©).

Basta entonces con sumar las tres probabilidades anteriores, y usando los dos lemas ante-
riores se concluye. O
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El siguiente corolario serda muy 1util al momento de interpretar los resultados ntimericos.

Corolario 3.35 Para todoi € IN*, sips = 0-(1—=T) yps = v-(1=T) para algunas constantes
5,7 € (0,1), entonces:

%1_% IPI(Tap37p47Z) = _(]‘ - 7) ’ ln(l - 7)

DEMOSTRACION. Probemos el resultado por induccién sobre ¢ € IN*.
Caso base:

Usando el Teorema 3.22, se puede notar que el primer término y el tercer término de P,

: 0-(1-T
se van a 0 cuando 7' tiende a 1, ya que lim Ps  _ iim ( ) = (0. Estudiemos
T—>11—p4 T—>11—7-(1—T)

ahora el segundo término de Py:
P Yo (P _M). <_Mjfﬂ"’7)__ —n (1 —
<1 1—T>Q0(1—T>_ <1 T - =")=-0-7hd-7),

lo que tiende a —(1 — ) - In(1 — ) cuando T tiende a 1 y prueba el resultado pedido para
1= 1.

Paso inductivo:

Supongamos que se tiene el resultado para algin ¢ € IN* y veamos que se tiene para
i+ 1. Por el teorema anterior, tenemos la expresién de P1(T, ps, ps, i + 1) donde aparecen los

términos @, ( b5 ) y Qn(ps) para todon € {0,...,i}, v Riy1(ps, T).

1—pa

Usando el teorema 3.22, y dado que lim
T-11 —py

anteriores se van a 0 cuando T tiende a 1. Ademas, como estan multiplicados que quedan
acotados cuando T tiende a 1, se deduce que:

=0y %mn1 P4, entonces los términos
—

,1111_1'{11 IPl(T,pg,p4,'l + 1) = jl}_IPlT : IP1<T7p37p47Z)
= lm T - Py(T, ps, pa. 1),
T—1

donde se concluye el resultado usando la hipotesis de inducciéon. Luego se concluye la demos-
tracion del corolario. O
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3.4. Resultados computacionales

Usando los férmulas cerradas para las funciones @), y R,, encontradas en la parte 3.3.1,
se pueden encontrar varios graficos para distintos valores de T', desde 0 hasta 1 con un paso
de 1073. Se estudia el caso donde i = 1 para tratar de relacionar los resultados del (TCSP)
con memoria de sampleo unitaria con el (SP) tradicional, ya que para i = 1 se acepta un
candidato entrevistado en t € I3 si es el mejor de todos los entrevistados antes de t, que es
el mismo criterio para el (SP) sobre todo [0, 1]. Se estudian también los casos i =2 e i =3
para ver como los primeros valores de ¢ afectan la division en intervalos 6ptima y el valor del
juego.

En las Figuras 3.6 a 3.11 aparecen los resultados asociados a los casos i = 1,2y 3, es decir
la divisién 6ptima del intervalo [0, 1] dado T y los valores del juego asociados. En el caso de
la divisién del intervalo [0, 1], los distintos valores tomados por T' aparecen en el eje vertical,
asi que al fijar T' = t, basta con dibujar la recta horizontal y = t para deducir la division
6ptima de [0, 1] asociada de la siguiente forma:

I; esta delimitado por el borde izquierdo y la curva azul,

15 esta delimitado por las curvas azul y verde,

I3 esta delimitado por las curvas verde y roja,

1, esta delimitado por la curva roja y el borde derecho.

Otra forma de verlo es la siguiente: al fijar T' = ¢, la recta y = ¢ intersecta las curvas azul,
verde y roja en los puntos con abscisa respectiva T', T* v T,,. En estos graficos se agrega en
negro la curva dada por é + (1 — %) - T, que representa la divisién de [T, 1] sugerida por la
regla éptima para el (SP) tradicional (es decir: rechazar a todos antes de este tiempo y luego
contratar al primero encontrado que sea mejor que todos los ya entrevistados).

Se realizan en las Figuras 3.6 3.7 y 3.8 los graficos con la divisién de [0, 1] éptima para
Ty < Ty y T <Tpy. La Figura 3.6 representa estas divisiones para el caso 7 = 1, a la izquierda
con T} < Ty y a la derecha con Ty < Tj. La Figura 3.7 son los graficos analogos para el
caso ¢ = 2 y la Figura 3.8 son los analogos para el caso ¢« = 3. Finalmente, en los gréficos
de las Figuras 3.9 3.10 y 3.11 aparecen las probabilidades optimales para todo 7. En ambos
aparecen Py en negro y Py en azul, donde la Figura 3.9 corresponde al caso ¢ = 1, la Figura
3.10 al caso i = 2 y la Figura 3.11 al caso ¢ = 3. En cada uno se agrega con cruces rojas el
valor asociado al (SP).
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Figura 3.6: Divisién 6ptima en intervalos de [0,1] para las reglas asociadas a ¢ = 1 con T} < Tp a la

izquierda y Ty < T a la derecha. Se agregd en negro en ambos graficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla

de eleccién 6ptima asociada al (SP) tradicional, es decir la recta © = é + (1 — %) -T.

1 T T T T T T 1 T T T T T T T
0.9+ B 0.9+ B
0.8 y 1 08F 1
0.7+ 1 0Tt 1
061 4 06 4
3] 3]
* sl g ] ®osl ]
) =]
o ]
3 =
04+ 1 04r 1
0.3+ 1 03r 1
021 B 02r B
01F B 01r B
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 0.5 06 07 038 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
Division optima del imervalo [0,1] 61 Ty < Thei=2 Division optima del intervalo [0,1] 6i Ty < Ty ei =2

Figura 3.7: Divisién 6ptima en intervalos de [0,1] para las reglas asociadas a i = 2 con T} < Tp a la
izquierda y Ty < T a la derecha. Se agregd en negro en ambos graficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla

de eleccién 6ptima asociada al (SP) tradicional, es decir la recta z = é + (1 — é) -T.

7



091 B 091 B
0.8 B 0.8 B
0.7 1 0.7 B
06 4 06 B
3] 3]
% 051 B % 05 B
K K
A Gl
5 £
041 1 04 B
03F 4 03 B
021 B 02 B
0.1F 1 01 B
0 1 L 1 1 1 1 1 1 L 0 1 | 1 1 L 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Divielon optima del imervalo [0,1] 6l T} < Ty ed =3 Division optima del imervalo [0,1] sl Ty < Ty ed =13

Figura 3.8: Divisién éptima en intervalos de [0, 1] para las reglas asociada a i = 3 con T} < Tp a la izquierda

y Tp < T ala derecha. Se agrego en negro en ambos gréficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla de eleccion

6ptima asociada al (SP) tradicional, es decir la recta © = % + (1 — %) -T.

055 —

045

035

Walor del jusgo para ambac reglag gid =1

03 | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Walor de T

Figura 3.9: Valor del juego 6ptimo con la regla asociada a i = 1, en azul para T} < Ty y en negro para
To < T1. Se agrego con cruces rojas el valor éptimo del juego para el (SP) tradicional.

Observacion Las tres curvas representativas de los valores del juego asociados a los casos
¢t = 1,2,3 caen rapidamente a 0 un poco antes de T' = 1. Se puede suponer que esto esta
debido a errores numéricos de Matlab. En efecto, al mirar las Figuras 3.6 a 3.8, cuando T
tiende a 1, la division de [T, 1] parece tender a ser la divisién 6ptima para el (SP) tradicional.
Por lo tanto se puede suponer que cuando 7" tiende a 1 parai =1,2,3, p3 =96-(1 -T)y
pa=7-(1—=T),aquicon § =0y vy =1— fracle. Aplicando el resultado del Corolario 3.35,
deducimos que los valores del juegos tienden a —(1 — ) In(1 —v) = % cuando T tiende a 1.
Este resultado permite comprobar que esta caida rapida de las curvas no es esperada en la
teoria, por lo que se deben tener por errores numéricos internos a Matlab.
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Figura 3.10: Valor del juego 6ptimo con la regla asociada a i = 2, en azul para T} < Ty y en negro para
To < T. Se agreg6 con cruces rojas el valor éptimo del juego para el (SP) tradicional.
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Figura 3.11: Valor del juego éptimo con la regla asociada a i = 3, en azul para Ty < Ty y en negro para
To < T. Se agrego con cruces rojas el valor éptimo del juego para el (SP) tradicional.

Observacién Los graficos permiten deducir que la regla 6ptima para el (TCSP) con memoria
de sampleo unitaria se obtiene con T} < Ty. En efecto, en el caso Ty < T7, la probabilidad
queda pegada al valor del juego 6ptimo del (SP) tradicional. Se nota ademés que, para
1 =1,2,3, la division en intervalos éptima asociada queda con Ty = 717 para todo T', es decir
con I3 vacio. Al final, la estrategia 6ptima con Ty < T corresponde a aplicar la estrategia
6ptima del (SP) tradicional en (T, 1], es decir que durante el intervalo de tiempo [T, %} se
rechazan todos los candidatos entrevistados, y luego se elige al primer mejor que el mejor ya
entrevistado después de T'. No se usa en ninguna parte la informacion recogida en el sampleo
inicial.

Estudiemos ahora los resultados obtenidos para 77 < Tj. Para todos los casos 1 = 1,2, 3,
las probabilidades obtenidas valen é en 7' = 0, luego crecen hasta alcanzar un maximo antes
de decrecer hasta 1, donde salvo errores numéricos tienden a % cuando T tiende a 1. Entonces
en ambos limites (7" cercano a 0 y 1) el valor 6ptimo del juego se acerca del 6ptimo para el
(SP) tradicional, lo que tiene el mismo sentido como se interpret6 en la seccién anterior para
el caso discreto. Esta observacion se nota también a través de la divisién de [0, 1] en ambos
limites, lo que se comentara después de la siguiente comparacion de graficos.
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Los siguientes graficos comparan las divisiones en intervalos de [0, 1] obtenidas en los
casos discreto (para N = 10.000) y continuo, asi como los valores del juego para i = 1,2,3
en los casos discreto (en magenta) y continuo (en azul), con las lineas de puntos rojos que
representan los valores del juego éptimos para el (SP) y el (FISP):
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Figura 3.12: Divisién 6ptima en intervalos de [0, 1] para la regla asociada a i = 1, en el caso discreto a
la izquierda (N = 10.000, en rojo) y en el caso continuo con 77 < Ty a la derecha (precisién de 1072, en

azul); para el caso discreto el intervalo [0, 1] se refiere a las razones §; donde % =1 es el borde derecho del
intervalo. Se agregd en negro en ambos graficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla de eleccién éptima

asociada al (SP) tradicional, es decir la recta z = 2 + (1 — 1) - T.
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Figura 3.13: Divisién 6ptima en intervalos de [0, 1] para la regla asociada a i = 2, en el caso discreto a
la izquierda (N = 10.000, en rojo) y en el caso continuo con 77 < Ty a la derecha (precisién de 1073, en

azul); para el caso discreto el intervalo [0, 1] se refiere a las razones % donde % =1 es el borde derecho del
intervalo. Se agregd en negro en ambos graficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla de eleccién éptima
asociada al (SP) tradicional, es decir la recta o = 2 + (1 — 1) . T.
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Figura 3.14: Divisién 6ptima en intervalos de [0, 1] para la regla asociada a i = 3, en el caso discreto a
la izquierda (N = 10.000, en rojo) y en el caso continuo con 77 < Tp a la derecha (precisién de 1072, en
azul); para el caso discreto el intervalo [0, 1] se refiere a las razones % donde % =1 es el borde derecho del
intervalo. Se agregd en negro en ambos graficos la divisién de [T, 1] al aplicar la regla de eleccién éptima
asociada al (SP) tradicional, es decir la recta z = 2 + (1 — 1) . T.
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Figura 3.15: Valores del juego obtenidos en ambos casos discreto (para N = 10.000) y continuo (precisién
10~3) para la regla asociada a i = 1. Se agregaron en lineas de puntos rojas las rectas de ecuacién y = % e
y = 0,580164 asociadas respectivamente a los valores del juego 6ptimos del (SP) y del (FISP).

Primero que todo, se nota que los resultados obtenidos en cada caso son muy similares,
tanto en el valor 6ptimo del juego para i = 1,2,3 como en la divisién de intervalos 6ptima.
Con respecto a la divisién de intervalos, tiene sentido en ambos casos que después de cierto
valor 1" el intervalo I quede vacio. Si T" es bastante grande, ya se tiene una buena muestra de
los candidatos con este sampleo inicial (si uno elige bien el rango del candidato que guardar
en memoria), asi que no se necesita una segunda muestra después de 7.

Con respecto al hecho que cuando 7" — 1 el problema se parece al (SP), se puede notar
que en ambos casos la divisién 6ptima tiende a rechazar los candidatos hasta el tiempo %
Luego para T' — 1, esta regla recomienda contratar al mejor que se encuentre después de
este tiempo %, ya que la curva roja viene a pegarse a la negra que justamente representa

la divisién 6ptima para el (SP) aplicado al segmento [T}, 1].
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Figura 3.16: Valores del juego obtenidos en ambos casos discreto (para N = 10.000) y continuo (precisiéon
1073) para la regla asociada a i = 2. Se agregaron en lineas de puntos rojas las rectas de ecuacién y = % e
y = 0,580164 asociadas respectivamente a los valores del juego éptimos del (SP) y del (FISP).
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Figura 3.17: Valores del juego obtenidos en ambos casos discreto (para N = 10.000) y continuo (precisién
1073) para la regla asociada a i = 3. Se agregaron en lineas de puntos rojas las rectas de ecuacién y = % e
y = 0,580164 asociadas respectivamente a los valores del juego 6ptimos del (SP) y del (FISP).

Se puede comentar mas especificamente el caso ¢ = 1. En efecto, un candidato se elige en
t € (T3, 1] primero si es el mejor parcial de [0,¢] (si t < Tp), segundo si es solamente récord
parcial de (T,t] (si t > Tp). Como en el primer caso podria ser el mejor de [0,¢] (al igual
como cuando se elige un candidato en el (SP) de manera 6ptima), tiene sentido que el borde
derecho de I, quede pegado al tiempo % mientras T es menor, y luego que este intervalo
quede vacio en otro caso (como para el (SP)). Se puede suponer que un razonamiento similar

puede justificar el hecho que Iy quede vacio a partir de cierto tiempo 7" de sampleo inicial.
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Conclusion

Durante esta memoria, se present6 y estudié una variante del Problema de la Secretaria
(SP) agregando Restricciones de Tiempo, llamada (TCSP). Solamente se estudiaron restric-
ciones de tiempo donde los candidatos presentados en un periodo de sampleo inicial fijo deben
ser rechazados, y el objetivo corresponde a contratar el mejor candidato de los restantes.

En el primer capitulo, se definié formalmente el (TCSP) en sus formas discreta y continua.
Luego se estudiaron estrategias simples para el caso continuo llamadas reglas de barreras.
En estas reglas, el empleador usa el i-ésimo mejor candidato del sampleo como referente
y luego acepta al primer candidato que es simultdneamente mejor que el mejor candidato
post-sampleo y que el referente. Para cada ¢ € IN* se encontré la férmula analitica del valor
del juego asociado como funciéon de T', y se determiné el valor de T que maximiza el valor
del juego bajo la regla i-ésima.

El objetivo del segundo capitulo de la memoria fue encontrar una estrategia éptima para
resolver el problema del (TCSP) con un periodo de sampleo fijo y dado. Se buscé la forma de la
regla éptima a través de la formulacion discreta del (TCSP) usando programacién dindmica.
Denotando N el nimero de candidatos y k el tamano del sampleo inicial, se demostrd que
a todo candidato m entre k + 1 y N se le asocia un rango minimal de aceptacion [(m), es
decir: suponiendo que m es el mejor candidato ya entrevistado después del sampleo, m se
elige si y s6lo si m es mejor que el [(m)-ésimo mejor del sampleo. Luego se dedujo que la
regla Optima tiene la siguiente forma: existe una sucesién creciente de barreras {b, },en+ que
indican cuando cambiar de referente de comparacion en el sampleo inicial. Esto quiere decir
que un candidato entre el candidato b, y el candidato b,,,1 — 1 se elige si y s6lo si es el mejor
de los ya entrevistados después del sampleo y si es mejor que el n-ésimo mejor del sampleo. Se
comprobd empiricamente usando métodos computacionales que cada razon bﬁn es convergente
a un valor real fijo cuando N tiende a infinito. Se conjeturé ademas que el valor éptimo del
juego tiende al valor éptimo ~ 0,580164 para el caso del (FISP) cuando k tiende a N y N
tiende a infinito.

En el mismo segundo capitulo se continué el estudio de la formulacion continua del
(TCSP). Se definieron para todo n € IN* reglas de eleccién que permiten comparar un
candidato con los n mejores candidatos entrevistados en el sampleo. A cada r,, referente
de comparacion n-ésimo mejor del sampleo, se le asocia un tiempo T;, tal que se acepta un
candidato ¢ entrevistado en el intervalo de tiempos (7},, T,,41] si y s6lo si ¢ es mejor que todos
los ya entrevistados después del sampleo y si es mejor que 7,. Se determiné el valor del juego
asociado a cada regla para todo n € IN*, lo que permitié deducir ecuaciones que cumplen
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los tiempos T},, y se determinaron valores aproximados de estos tiempos usando Maple. De
nuevo, se comprobod via métodos numéricos que los tiempos 7;, son los limites de las razones

bﬁ” anteriores cuando N tiende a infinito.

Finalmente, se estudi6é un caso particular del (TCSP) con memoria de sampleo unitaria.
Esto es, ademés de comparar un candidato entrevistado ¢ con el mejor ya entrevistado des-
pués del sampleo, se puede también comparar ¢ con algin candidato ¢; fijo en el sampleo,
sabiendo que ¢; es el i-ésimo mejor candidato del sampleo. El objetivo de este capitulo era,
analogamente al segundo capitulo, encontrar la forma de la regla 6ptima que resuelve el
(TCSP) con memoria de sampleo unitaria. Se buscé primero la forma de la regla 6ptima para
i fijo via programaciéon dinamica en la formulacion discreta del problema. Se demostré que
existen dos barreras m; < mg tales que si un candidato m esta entrevistado antes de mq, m
se rechaza; si por otro lado m esta entrevistado entre m; + 1 y mg, m se acepta si y so6lo si
m es el mejor de los ya entrevistados después del sampleo y si es mejor que ¢;; finalmente si
m esta entrevistado después de mg+ 1, m se acepta si y s6lo si m es el mejor de los ya entre-
vistados después del sampleo, olvidandose de ¢;. Aunque no se logré demostrar formalmente
que my < my, los resultados numéricos obtenidos con Matlab fueron sin duda a favor de esta
relacién entre las barreras. Los resultados numéricos permitieron ademas encontrar el valor
del juego 6ptimo y determinar el candidato del sampleo 6ptimo que guardar en memoria en
funcion del tamano k& del sampleo.

Finalmente se estudio la extensién de esta regla en el caso continuo para encontrar el
limite cuando N tiende a infinito del valor del juego obtenido en el caso discreto para todo
i. Se encontré una féormula general del valor del juego para todo ¢ y se compararon los
resultados numéricos para ¢ = 1,2, 3 de los modelamientos discreto y continuo. De nuevo se
pudo comprobar una correspondencia entre los resultados obtenidos via cada modelamiento.

Con estos estudios, quedan algunos problemas abiertos. Como trabajo futuro, el problema
principal es resolver la Conjetura 2.1 (pagina 27), es decir demostrar que el valor del juego
tiende a = 0,580164 cuando k tiende a N y N tiende a infinito. También se sugiere demostrar
un resultado similar para las variantes estudiadas el los capitulos 1 y 3, ya que ambos valores
del juego parecen tender al mismo valor ~ 0,580164.

Otra linea de trabajo futuro puede corresponder a generalizaciones del (TCSP), por ejem-
plo generalizaciones con memoria finita, donde el sampleo se extenderia a un conjunto de
candidatos cualquiera guardados en memoria, que no tendria por qué ser el conjunto de los
primeros candidatos entrevistados. También se podria extender el (TCSP) a una generaliza-
ciéon con multiple elecion, donde el sampleo se extenderia a un conjunto de candidatos que
se eligen y con los cuales se pueden comparar los siguientes candidatos entrevistados.
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