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Astrometria desde un enfoque bayesiano

En la Astronomia ha habido un salto cuantitativo gigantesco desde el nacimiento de la tecnologia
CCD y las imagenes digitales. A pesar de ello, todavia existe un espacio de mejora en lo que respecta
a las técnicas para estimacién de parametros importantes que caracterizan a las estrellas. Es por
eso que esta Memoria de Titulo se presenta como objetivo el estudiar y cuantificar el uso de nuevos
enfoques de estimacién modernas no aplicados ain en esta disciplina para la estimacion de la
posicién de objetos luminosos (Astrometria).

Para poder entender el problema se presenta qué es una camara digital y su uso en la astronomia,
especificamente en la astrometria, ademas de presentar importantes conceptos astronémicos que se
usan a lo largo de la memoria, como lo son el Point Spread Function y el Full Width at Half
Mazximum. Por otro lado, se da un repaso a los elementos de estimacién necesarios para resolver
el problema, como Cramér-Rao, Cramér-Rao Bayesiano y los estimadores Esperanza Condicional,
Maximum Likelihood y Least Squares.

La implementacién del estimador se realizara a partir de una formalizacién completa del proble-
ma de estimacion en astrometria, donde se incluird también el trabajo de los algoritmos necesarios
para encontrar el valor numérico tanto del estimador como de su error cuadratico medio. Se mos-
trara también la resolucién de la cota de Cramér-Rao, tanto para la versién paramétrica como la
bayesiana.

Se hace un andlisis de las herramientras presentadas usando como figura de mérito el MSE
(Error Cuadratico Medio). A partir de ello, se muestra cémo varia este valor como funcién del
tamaifio del pixel, la relacién de senal-ruido y sus ganancias relativas, para posteriormente estudiar
las diferencias entre la Cota Bayesiana de Cramér-Rao y el MSE de la Esperanza Condicional, el
estimador propuesto para el problema.

Finalmente se concluye, viendo que existen ganancias significativas del enfoque Bayesiano en
regimenes de baja relacién sefial-ruido y gran tamano de pixel. Ademads se verifica que la cota
Bayesiana de Cramér-Rao es un buen predictor del MSE de la Esperanza Condicional, lo cual trae

nuevas preguntas que se pueden plantear como trabajo futuro a partir de esta Memoria de Titulo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La astronomia es una ciencia que tiene mucho anos y es quiza una de las primeras que empezo6 a
estudiar el hombre, que desde tiempos inmemoriales ha estado viendo el cielo y cuestionandose la
razén de la existencia de los objetos luminosos que se ven todas las noches en el firmamento. Esta
ciencia se ha basado fuertemente en la medicion de estos objetos en el cielo, de manera de inferir a
través de La Dinamica el comportamientos de estos.

Con la llegada de la electrénica y creacién de los sensores fotosensibles que posteriormente dan
pie a la construccion de camaras digitales, se abre toda una nueva forma de adquirir informacién
del cielo, y especialmente cémo poder medir la posicién de los objetos en el espacio.

Si bien existe un sostenido avance de la tecnologia para poder obtener imagenes astrondémicas,
se puede apreciar que esto no ha estado a la par con las herramientas matematicas que se han
desarrollado en el ultimo tiempo para poder estimar parametros de un sistema, las cuales podrian
mejorar significativamente la forma en que se encuentran las posiciones de los objetos brillantes en
las imagenes astronémicas. En ese sentido, desde hace varias décadas se ha estado usado un enfoque
que buscan aprovechar toda la informacién previa que se tenga de las caracteristicas del sistema
para mejorar la deteccion o la estimaciéon de paramétros, dicho enfoque se basan en el principio
Bayesiano.

La incorporacién de informacion previa o a priori de las caracteristicas es algo que no se usa
mucho en la Astronomia actualmente, pero que puede tener grandes repercusiones en la precisién
con las que se podrian estimar objetos, ya que existe una cantidad no menor de bases de datos y
catalogos ya disponibles para los astronomos, los cuales podrian usarse para refinar sus calculos de

manera eficiente.



El tratamiento Bayesiano de este problema clasico de determinacion de la posicion de estrellas
y objetos luminosos tiene beneficios que van més alld del mero uso de la informacién a priori,
pues también existen garantias tedricas para alcanzar la maxima precisién en términos del Error
Cuadrético Medio (que es una medida de error de estimacién) al usar la Esperanza Condicional
como estimador.

La propuesta es entonces utilizar las herramientas matematicas que actualmente estan en la
frontera del conocimiento para aplicarlas en la estimacion de la posicion de estrellas en una imagen
astronémica, mejorando los resultados que hoy en dia se obtienen al realizar la misma tarea con

herramientas clasicas de estimacién.

1.2. Definicion del Problema

Se tiene una iméagen astrondmica, la cual estd compuesta por muchos objetos de luminosidad y
formas de distribucién de la luz variables, a la cuales es necesario determinar su posicién central
o centroide. Actualmente esto se obtiene a través de los estimadores Least-Squares o Mazximum
Likelihood, los cuales son estimadores paramétricos que no incorporan informacion previa de las
caracteristicas del sistema para obtener resultados. En esta Memoria de Titulo por tanto se rea-
lizard un anélisis cuantitativo de las ganancias que se tendrian en incorporar informacién a priori
en un sistema astronémico. Este andlisis se realizard en término de los limites fundamentales para

ambos enfoques de estimacion; la cota de Cramér-Rao y la Cota de Cramér-Rao Bayesiana [10].

1.3. Objetivo General

Cuantificar las ganancias de utilizar el enfoque bayesiano de estimacién con respecto al enfoque
paramétrico en la determinacion de la posicién del centroide de estrellas, para el caso de un arreglo

unidimensional de pixeles.



1.4. Objetivos Especificos

1. Estudiar las ecuaciones que modelan el comportamiento de las estrellas y su adquisicién por

parte de un arreglo de pixeles.

2. Entender los trabajos previos realizados en la determinacién de cotas minimas de Varianza en

estimadores paramétricos.

3. Implementar algoritmos para determinar de las cotas de Cramér-Rao, Cramér-Rao Bayesiano
y el estimador 6ptimo desde el punto de vista del Error Cuadratico Medio: La Esperanza

Condicional.

4. Analizar las cotas de Cramér-Rao y Cramér-Rao Bayesiano, en funcién de los parametros que

las definen

5. Comparar los errores cuadraticos de cada enfoque en distintos regimenes y contrastarlas con

el estimador Esperanza Condicional.

1.5. Hipdtesis

Un argumento fuerte para empezar a analizar estos estimadores Bayesianos es que dan la po-
sibilidad de introducir informaciéon de la caracteristicas del pardametro, ademés de dar garantias
tedricas de alcanzar la minimo Error Cuadratico Medio (MSE), como lo que ocurre con el estima-
dor Esperanza Condicional.

Sumado a esto, los trabajos de Van Trees, de Grill [3] y de Bobrovsky [1] dan muestras de la
existencia de cotas para los errores cuadraticos medios de los estimadores Bayesianos, llamandolo
Cota Bayesiana de Cramér-Rao (C-R) o simplemente desigualdad de Van Trees (V-T). Esto que
abre la posibilidad de tener, ademds de un estimador que tiene el minimo MSE, un predictor de su
error, tal cual lo ha realizado el trabajo de Mendez et al [6].

A través del siguiente trabajo se pretender explorar estas ideas, desarrollando expresiones tedri-
cas que se compararan en distintos regimenes, lo que llevara posteriormente a un andlisis con simu-
laciones donde se pretende encontrar patrones de comportamiento similares entre las cotas teéricas

los valores del MSE del estimador Esperanza Condicional.



1.6. Alcances

En esta memoria se estudiard el impacto del uso de la informacién a priori en la determinacién
de la posicién de estrellas en arreglo de pixeles. Esto implica que la estrella se reducird a un objeto
unidimensional, el cual estd caracterizdo por los pardmetros que definen a una Gaussiana, con una
desviacion estandar definida y una media que coincide con el centroide del objeto medido.

Las dindmicas propias de la adquisicién de fotones por parte del sensor seran simplificadas
para modelar solo los aspectos relevantes de la discretizacion y adquisiciéon de la senal, pero este
contendrd todos los elementos para hacer extensible este modelamiento tanto en complejidad como
en dimension.

FEl andlisis se centrard en los resultados de la cuantificacién de las diferencias de las cotas
fundamentales del caso paramétricos (la cota de Cramér-Rao) y el caso Bayesiano (la cota Bayesiana
de Cramér-Rao), en relacién al tamand del pixel, la relacién senal-ruido (SNR) y el ancho méxmo
a media altura (FWHM), usando como medida de desempenno el Error Cuadratico Medio (MSE).
Con respecto al andlisis de estimador, este se reducird solamente al estimador Bayesiano ptimo (la
Espranza Condicional), la cual ser medido bajo distintos valores de senal-ruido.

Tanto cotas como estimadores seran medidos en base a simulaciones, controlando completamente

todos los parametros estudiados.

1.7. Estructura de la memoria

Ya habiendo introducido el tema en el Capitulo 1 de la memoria, en el Capitulo 2 se procedera a
hacer una pequena revisiéon bibliografica de lo que es la cdmara CCD, sus aplicaciones en Astrometria
y finalmente un analisis con los estimadores que son usados en el area de la astronomia como también
el estimador propuesto para la resolucién del problema.

Para el Capitulo 3, se realizard un andlisis de la implementacién del estimador Esperanza Condi-
cional, tanto del estimador mismo como también de la varianza condicional, desde la formalizacién
matematica del problema hasta su implementaciéon computacional.

Finalmente en el Capitulo 4, usando las herramientas propuestas y sus cotas fundamentales, se
realizard un analisis de cémo se comporta el Error Cuadratico Medio en funcién del tamafio del pixel
y el Signal-to-Noise ratio (SNR). En un tltimo andlisis se revisard cuén cercano estd la Esperanza
Condicional a su cota Bayesiana.

El Capitulo 5 cierra el trabajo, exponiendo las conclusiones y el trabajo futuro a realizar.



Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se realizard una revisién bibliografica enfocada a las herramientas de estimacion,
tanto las usadas en el drea como las propuestas en la memoria, ademads de una breve conceptuali-

zacién de donde se usan estas herramientas y su importancia en el area.

2.1. La Camara CCD y adquisicion de imagenes

La camara CCD es un dispositivo esencial de la astronomia. A través de este sensor se ha podido
obtener imagenes del cielo nocturno, tanto de lo que ocurre en el sistema solar como también el cielo
profundo, estudiando a través de la deteccién de luz de los méas reconditos lugares, incluso donde
comenzd el universo.

Tal es la importancia de las caAmaras CCD, que casi no existe la astronomia moderna sin ellas.
Si bien la digitalizacién de la informacién ha tenido un avance sostenido en el tiempo, no asi en las
herramientas matematicas que se usan actualmente para inferir informacién sobre ellos. Tal como
se ha dicho en el capitulo anterior, esa es la principal motivacién de este trabajo.

Para poder modelar el problema de estimacién de estrellas u objetos brillantes, es necesario
entender cémo funciona una cidmara en su funcién de sensar la luz.

La camara CCD es un circuito integrado que es sensible a un rango de frecuencias de luz, el cual
(en su forma mas simple) se divide en una red de cuadriculas denomidanas pizeles. Esta unidad
fundamental es la encargada de generar una diferencia de potencial de acuerdo a la cantidad fotones
incidentes en él, la que posterioremente se puede digitalizar y guardar en una memoria o registro
computacional.

Las cdmaras CCD tienen una variedad de tamanos y aplicaciones en las que se pueden utilizar,
que pueden ser desde la fotografia hasta la aplicaciones cientificas y de investigacion.

Esquematicamente, tendremos el funcionamiento de un sensor CCD es de la siguiente forma:

1. El sensor “recoge” fotones y los mantiene en cada pixel como una diferencia de potencial hasta



Figura 2.1: CCD!

el momento que el sensor deja de ser expuesto a un elemento de radiacién luminica.

2. Después de ello, se inicia la lectura serial de los pixeles. Esto se realiza a través del traspaso
de cargas de pixel a pixel a través de las filas, para posteriormente realizar la lectura de los

pixeles a través de las columnas

3. Al leer cada pixel de cada columna se mide su voltaje, lo que finalmente se transforma en un
valor discreto que posteriormente es guardado en la memoria de un computador. El proceso
de conversién andlogo digital genera ruido, el cual aumenta mientras mas rapido se haga el

proceso. El valor de salida de esta conversién es el ADU [Analog-to-Digital Unit].

La conversién analoga-digital esta limitada por la cantidad de bits que pueden guardar el
valor. Por ejemplo, un sistema de adquisicién de 8 bits puede representar un ntmero de
tamafo 2% = 256, mientras que un sistema de 16 bits puede aumentar el rango de valores a
216 = 65.536. Asi, con un sistema de 16 bits puede codificarse a lo més 65.536] ADU] posibles
niveles en un pixel. Para aplicaciones astrondmicas esto es un problema, ya que la profundidad
de bits no podria medir estrellas en las cuales se encuentren valores mayores, lo que es muy
comun en este tipo de aplicaciones. Es por esto que se establece en el arreglo de pixeles un valor
de ganancia GG, que aumenta el rango dinamico del sensor hasta los valores que es necesario

medir, pero en desmedro de la calidad de la medicién, aumentando la relaciéon senal-ruido.

!Marduk Astronomfa. (2011), Cdmaras CCD. Recuperado de http:http://www.pawean.com/MVM /images,/ccdchip.jpg
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Figura 2.2: CCD y adquisicién serial de datos

2.2. Astrometria

La astronomia, hasta el siglo XIX, se basé unicamente en la medicién de la posicion de los astros
en el cielo. Estas se midieron de acuerdo a cada época histérica, con cierta exactitud limitandose a la
tecnologia que existia en cada momento. El estudio de las posiciones de las estrellas se le ha conocido
con el nombre de Astrometria, y junto con el estudio del flujo (o cantidad de luz) son las formas
m&s comunes en que los astréonomos pueden caracterizar los sistemas que estdn observando. Al
observar la posicién de los objetos, se pueden analizar el comportamiento cinemético de los objetos
brillantes, pudiendo determinar por ejemplo el origen de formaciones estelares hasta sistemas mas
complejos como galaxias o conglomerados de estos. Esta técnica es particularmente importante
en el caso del descubrimiento de exoplanteas, donde se pueden determinar la exitencia de objetos
opacos estudiando los cambios de posicién de la estrella en la que estan orbitando estos objetos. La
astrometria es especialmente util para los astrofisicos, donde puede estudiar fenémenos complejo
como las dindmicas producidas por materia oscura.

En términos concretos, al observar una estrella no se ve un objeto puntual sino mas bien un
elemento distribuido en la imagen, el cual puede ser modelado de cierta forma (como veremos més
adelante). Este objeto, de acuerdo a la modelacién realizada, se le calculara a través de astrometria

su centroide. Es este punto donde se realizaran todos las mediciones sobre el objeto brillante.



Estrella

Centroide

Figura 2.3: Estrella en un sensor CCD

2.2.1. Términos astronémicos relevantes

Point Spread Function (PSF)

La funcién de dispersién (o PSF por sus siglas en inglés) es la respuesta impulsiva de un sistema
6ptico enfocado. Dicho en términos astronémicos, la PSF describe como la luz se distribuye en el
plano focal del telescopio, el cual posteriormente serd medido en un arreglo bidimensional de pixeles.

Saber la forma de la PSF y como se comporta es fundamental, tanto en telescopios espaciales
como también ubicados en tierra, donde se utilizan sistemas dépticos-adaptativos que tratdn de
reducir los efectos atmosféricos en la forma de la estrella.

En los casos en que no existe ningin tipo de contaminacién en la senal de la estrella, la distri-
bucién observada de la estrella estd solamente afectada por la difraccién de la luz en el espacio. En
tal caso, la estrella tiene una forma dada por el funcién de Bessel de primer orden, el cual contiene
regiones de interferencia constructiva y destructiva (regiones iluminadas y oscuras),

Debido a diversos efectos, tanto terrestres como extraterrestes, el comin de los casos es que no
se pueda tener un patron de estrella en el limite de difraccién sino mas bien estrellas de diversas
formas y tamanos, tal como se puede ver abajo.

Para diversas aplicaciones, una buena primera aproximaciéon es asumir que el flujo de la estrella



Figura 2.4: Ejemplo de patrén de una estrella en el limite de difraccion

Figura 2.5: Ejemplo del patréon de una estrella con distribucién normal

distribuye como una Gaussiana normalizada. En tal caso, la estrella de forma

1

oV 2T

fz) =

202

=)

tendra como x, al centroide de la estrella.

(2.1)



Full Width at Half Maximum (FWHM)

Conocida en espanol como ancho maximo a media altura, el FWHM corresponde a la diferencia
entre los dos valores extremos de la variable independiente en los que la variable dependiente es
igual a la mitad de su valor maximo (que para el caso de una estrella correponde a la mitad de su
flujo maximo)

Para el caso en que se considere una estrella con distribuciéon Gaussiana de forma de la ecuacién
(2.1), la relacién entre FWHM y la desviacién estandar para que se contenga a la mitad del su flujo

esta dada por

FWHM = (2v2In2) - 0. (2.2)

FWHM

A

f mdx [~-"""TTTTTToo---

e e e e e — =

\ 4

Figura 2.6: Full Width at Half Maximum (FWHM)
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2.3. Elementos de Estimacion

La teoria de estimacién es una rama de la Estadistica que tiene por objetivo inferir los valores
de parametros a través de mediciones como también de variables aleatorias.

Un modelo general del problema de estimacién tiena las siguientes caracteristicas:

1. Espacio de parametros: Conjunto de valores posibles a estimar.

2. Funcién de probabilidad.

3. Regla de Estimacién: Es el estimador 6 que se genera en funcién del enfoque dado al problema.

En un primer enfoque, el pardmetro es una variable aleatoria donde su comportamiento esté go-
bernado por una funciéon de densidad de probabilidad. En el segundo enfoque, el pardmetro es una
cantidad desconocida pero no es aleatoria. Ambas escuelas tienen sus propios estimadores, agru-
pados en los que usan el Principio Bayesiano o el Principio de Mdzima Verosimilitud (Mazimum
Likelihood), respectivamente.

FEn esta oportunidad, se tratard de construir ideas globales en funcién del principio Bayesiano,
para posteriormente contrastarlas con la estimacion paramétrica, y en funcién de ello, mostrar los

estimadores y las propiedades fundamentales que se tomardn en consideracion en este reporte.
2.3.1. El principio Bayesiano

La idea fundamental de este enfoque es estimar el parametro como funcién de la informacién de
la medicién y de la densidad de probabilidad del pardmetros (ya que en este caso son una variable

aleatoria).
Funcién de costo y riesgo

Existen ciertos funcionales necesarios para aplicar la estimacién Bayesiana, uno de ellos es la
funcién de costo.

Sea ©,A, D C R, la funcién de costo L : © x A — R es la perdida o el “costo” de haber estimado
0 cuando el verdadero valor es 6, por lo que 6 = ¢(x) es el estimador de € (con ¢ : X — A).

La pérdida promedio con respecto a los datos X viene dado por la funcién de riesgo R:0xD —

R

[ee]

R(0,6) = BIL(0, 6(x))] = / L0, 6(2)) fojpde

[e.e]

Fl riesgo Bayesiano serd la esperanza del riesgo con respecto a una funcién de densidad a priori

de 8, dada por la forma

11



R(Fy, ) = E[R(0, 6)] = /@ R(6, ) fo(6)d6

R(Fy, ) = E[R(0, 6)] = /e /X L9, 6(x)) fro(, 0)dud6

El estimador Bayesiano 6ptimo ¢(x) del riesgo promedio estd dado por:
argmin R(Fy, ¢(z)).
o(x)
Segun los tipos de costos, se obtienen los siguientes estimadores:

1. Dada una pérdida L(6, ¢(z)) = (6 — ¢(x))?, el estimador que minimiza el riesgo Bayesiano es

la Espezanza condicional.

b(z) = /@ 0 Fyja01X)d0.
2. Dada una pérdida de la forma L(0,¢(z)) = |6 — ¢(x)| el estimador que minimiza el riesgo
Bayesiano es la Mediana
#(r) = mediana fy|,(0]x).

3. Dada una pérdida uniforme de la forma

0 si |0—o¢(z) <e/2
L(0, ¢(x)) =
1 si |0—o(x) >¢€/2
El estimador que minimiza el riesgo bayesiano es la Moda. En el caso en que € — 0 el estimador

serd el maximum a posteriori (o0 MAP):

argmgix foj2(0]). (2.3)

12



2.3.2. La esperanza condicional

Como ya se ha definido, el estimador que minimiza el riesgo Bayesiano para el caso de un costo

cuadratico L(6, ¢(x)) = (6 — ¢(x))? es la esperanza condicional.

é:/eﬂfgx(0|x)d9 (2.4)

Ahora bien, tenemos que el riesgo Bayesiano esta dado por:

R(Fy, ¢(x)) = Eqo[L(0,¢(2))]
= Ew,@[(e_e)ﬂ'

Notar que R(Fy, ¢(x)) es el error cuadratico medio de la distribucién conjunta de 6 y z, por lo

que este estimador minimiza el Error Cuadrdtico Medio.

2.3.3. Estimacién Paramétrica

Hasta ahora se ha considerado el pardmetro como una variable aleatoria. Si ahora se considera

que el pardmetro 6 es deterministico pero desconocido. El riesgo a minimizar viene dado por

R(Pro@) = [ (002 frolalt)ds.

Derivando e igualando a cero con respecto a 6, se llega a

>
Il
>

Haciendo el procedimiento estandar para poder encontrar estimadores Bayesianos, no se logra
obtener ningin resultado en el caso paramétrico, por lo que es necesario tener otro criterio en estos

casos, como el principio de méxima verosimilitud.
Maximum-Likelihood o ML

Si la La funcién fy,(0|z) de la ecuacién (2.3) es diferenciable, entonces se cumple que:

Jln f9\x(9|x)

20 =0

0=0rrap

como
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felo - fo

In fo.(0]z) = In fyp(x]6) +In fo(6) — In fo(z)
dln fo.(0]z) _ Oln f(x|0) d1n f(0) 0
90 - 90 0=0 90 p=p

Como # en este caso no es una variable aleatoria, fp(f) se reduce a cero, lo que queda la
siguiente maximizacion, que es precisamente el principio de mazimum likelihood deducido de la

regla de maximum a posteriori .

_ =0 (2.5)
Es interesante recalcar que en este caso 6 es un parametro deterministico y desconocido. Este
entra en contradiccion con la funcién de densidad de probabilidad fx|9(:):\0), por lo mismo, se habla

mas bien de funcidn de likelihood, que cumple

Fepo(2)0) = L(6, ) = [ ] fulxil6)
i=1
en el caso i.i.d. la funcién conjunta y L(6,x) coinciden.

Least Squares

Si bien el estimador Least Squares no se puede deducir directamente de la aproximacion antes
planteada, es importante nombrarla, dado que es la forma maés habitural de estimar la posicién del
centroide de un objeto luminoso en la imagen.

Tal como su nombre lo indica, este estimador estima los pardmetros de un sistema a través de
la minizacion del error cuadrado que existe entre las observaciones y el valor esperado de la funcién
de densidad de probabilidad que esta sujeto el problema.

Por lo tanto, sea ¥ = (x1, ..., x,) un vector de observacién, y E(x) la esperanza de las muestras
dada una funcién de densidad de probabilidad en las que se distribuyen estas, entonces el estimador

sera,

= argmin > (xi(6) — E(2:(6))) (2.6)
i=1

Este estimador es ampliamente usado en debido a la facilidad computacional que implica im-

plementarlo, pero en terminos estrictos, este estimador no cumple con ciertas garantias que pueden
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dar otros estimadores, como puede ser Mazimum Likelihood y sus propiedad de consistencia (con-
vergencia al valor estimado), normalidad asintética (su covarianza converge a la inversa de la matriz

de fisher) y eficiencia (alcanza la Cota de Cramér-Rao con una alta cantidad de datos).

2.3.4. La Cota de Cramér-Rao

Es en muchas aplicaciones donde el célculo explicito de la varianza del estimador es complejo de
calcular, por lo que un analisis de los limites inferiores de estos estimadores puede se una poderosa
herramienta, en especial para conocer y comparar el desempefio entre estos, ademas conociendo el
minimo valor que pueden alcanzar los estimadores paramétricos, también es posible conocer cuin
lejos estan los resultados que se tienen con respecto al mejor caso posible. Existen muchos opciones
para obtener una expresién de limites fundamentales para la minima varianza, quiza la expresion
més significativa viene dada por la cota de Cramér-Rao.

Sea é() un estimador insesgado de el pardmetro deterministico 8. Si se define la funcién de
Likelihood L(I4, ..., 1I,;0), cualquier estimador en funcién de n variables aleatorias de distribucién

fz(2;0) tiene como limite inferior

Var(f) > i 19) n: nimero de mediciones (2.7)
donde
B dln L(z:0)\> B 0?In L(x;0)

se conoce como la informacion de Fisher del parametrico 6, respecto a las mediciones.

Generalmente esta cota no es alcanzada por la varianza de los estimadores de 8, sin embargo,
existe una condicidn necesaria y suficiente que garantiza la alcanzabilidad de este limite. Si es posible
encontrar esta descomposicién.

dln(h;l.é.,ln;@) = A0) - (0(14, ..., I,)) — 0) (29)

entonces Var(0(1y,...,I,)) = 1/1,(0) solo si A(f) es una funcién exclusiva del parametro 6 (y parti-

cularmente no depende de las variables observadas I;)

2.3.5. La Cota de Cramér-Rao Bayesiana (Desigualdad de Van Trees) [10]

Tal como en la versiéon paramétrica, el caso Bayesiano también incluye limites fundamentales

con el cudl andlizar o comparar el desempenno de sus estimadores. En este caso se tendra que la
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desigualdad dependerd tanto de las mediciones como también del espacio de pardmetros que se

esté considerando.

Sea 0 una variable aleatoria y x el vector de observacién. El Error Cuadratico Medio (MSE o

Mean Square Error) de cualquier estimador satisface:

-1
E[(6 - 0)?] > (E (WYD (2.10)

_ <—E {82 i gg,g(x,e)b‘l (2.11)

Dado que es la esperanza conjunta, se obtiene finalmente la siguiente desigualdad [3]

B0- 2 ErgraTy (2.12)
21n Te
JQ)ZE{a{£§(>] (2.13)

donde I(f) es la informacién de Fisher de f,o(x|f) y I()) es la informacién de Fisher de fp(6).
Adicionalmente y de manera andloga al caso paramétrico, la ecuacién (2.12) se cumple con
igualdad si

0 fop(,0)
L — k(0 - 0). (2.14)

Notar que en este caso, a diferencia que en el caso de la cota de Cramér-Rao clésico, k no puede
depender del parametro 6.
Si se deriva nuevamente la expresién (2.14) y expresa tunicamente en términos de la densidad a

posteriori se tiene que:

0 In f9|m(9|$)
062

Esto da una relacién que debe cumplir la p.d.f (funcién de densidad de probabilidad por sus

= —k. (2.15)

siglas en inglés) para que la cota de Cramér-Rao Bayesiana se cumpla con igualdad.

2.3.6. Comparacion entre estimacién paramétrica y Bayesiana

En estricto rigor, no es posible comparar la varianza de un estimador paramétrico con respecto

al error cuadratrico medio de un estimador Bayesiano, lo mismo pasa con sus limites fundamentales.
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Por ello es necesario llevar a unidades comparables a la cota de Cramér-Rao para el caso paramétrico,
realizando un promedio de I,,(#) respecto a todos los valores posibles de 6. Dicho promedio es

respecto a las estadisticas a priori, es decir.

1
MSEq;q, = Exc~N(9,,u) (I(‘9)> . (2.16)

Este valor promedio se conoce como la Esperanza de Cramér-Rao (MCR por sus siglas en inglés).

Notar que no depende del parametro, mas atn, dada la desigualdad de Jensen, se puede demostrar

que:

1
m < EpnN(uo) (I(Q)) (2.17)

1
EUO) 1 10) = FreNe (1(9)> : (2.18)

en otras palabras:

OBCR < OECR (2.19)

De esta forma, en términos del error cuadratrico medio, la cota Bayesiana de Cramér-Rao siempre
serd menor que la esperanza de Cramér-Rao. Este resultado trae consecuencias importantes, debido
a que, en promedio, el tener informacion a priori del parametro siempre mejorard la precision que
el sistema tendrd, nocién que intuitivamente se tiene al utilizar este enfoque y que se ratifica en
momento de tener este resultado. Ahora bien, al hablar en términos promedios, también existe otro
elemento que también es importante de recalcar; el error ya no depende del pardametro, o en este
caso, de la posicién especifica del pixel donde se estd haciendo la medicion. Esta es una situacion
destacable, dado que dentro de cada pixel es bastante complejo, sino imposible, saber el lugar exacto
en donde el centroide de la estrella estd realmente, por lo que el estudio entre estimadores y la cota
no se puede hacer hasta después del célculo de la varianza de la estimacién (asumiendo de que se
tratan de estimadores insesgados en el caso paramétrico). A diferencia de la Cota de Cramér-Rao,
donde solamente se observa el parametro punto por punto en el espacio del arreglo de pixeles, este
analisis da un comportamiento promedio del sensor, que tiene una gran utilidad al analizar con un

solo indicador su comportamiento global.
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Capitulo 3

Implementaciéon

3.1. Descripcion del problema

La determinacion de la posicion del centroide de la estrella es una aplicacién de las herramientas
mostradas en el capitulo anterior. En esta memoria se revisara solamente este problema unidimen-
sionalmente, con la intencién de reducir el problema y obtener conclusiones que sirvan para analizar
sistemas mas complejos.

Supoéngase una cdmara CCD como un arreglo unidimensional de n pixeles, cada uno mide el
flujo (cuentas) I; que recibe de una fuente luminosa, con ¢ = 1,...,n mediciones independiente
y no-identicamente distribuida. El valor en cada pixel es una realizacién aleatoria dada por una
distribucién de Poisson de valor esperado A;, Esta adquisicién ruidosa de una estrella es dependiente
de un modelo que infiere cémo deberia comportarse la mediciéon, quedando implicito en el valor A;.

Por propiedades de una realizacién de Poisson, su valor esperado E(I;) es igual al pardmetro

que la define, lo que significa que

E(L) = Ai. (3.1)

Es asi que \; no solamente corresponde al modelo propuesto sino también a la esperanza, lo que
le da la facultad de inferir pardmetros del modelo a través de las mediciones.

Para efectos précticos, el valor esperado A; en un arreglo de pixeles define “lo que se deberia
ver” como estrella si la medicién no fuera un proceso aleatorio. La coleccion del flujo en este arreglo
unidimensional corresponderia a la medicién del objeto discretizado mas elementos externos que
aumentan el valor basal del flujo por pixel.

En este modelo simplificado, la esperanza de la medicién del flujo en el pixel depende tinicamente
de la posicién de este, el cual contiene la informacién del centroide de la estrella. Formalmente se

tiene que
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I.~Poisson(),(z.))

Figura 3.1: Medicién del arreglo unidimensional de pixeles

il (1T

Ai(e)

Figura 3.2: Discretizacién de una estrella en un arreglo unidimensionales de pixeles

\i(x.) = Fy(x.) + Bi. (3.2)

El valor del flujo proviene de dos fuentes distintas; mientras que el aporte E(wc) es el valor

integrado de la estrella en el i-ésimo pixel, que es la fuente de luz que se quiere analizar y extraer
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caracteristicas, B; es el flujo que proviene tanto de elementos espireos que reciben los pixeles del
cielo (flujo de otras estrellas, rayos césmicos, etc.) como también razones propias de la fisica del
sensor, como lo son el ruido de lectura o RON (Read-out Noise) y el ruido producido por electrones
térmicamente exitados, llamado corriente oscura o Dark Current. Estos valores no dependen direc-

tamente del pardmetro medido y son propios de cada pixel, pero como su variacién es pequena [6]

entonces
B~ B (3.3)
donde
D +RON?
E%:ﬁ'Ax+4—iaf—{ADW. (3.4)

Y donde fs es el aporte del cielo en el ruido, el cual estd ponderado por largo de cada pixel
(medido en [arcsec]), mientras que D y RON son la corriente oscura y el ruido de lectura del detector
medido por pixel respectivamente, en unidades de electrones (e™). Este resultado es interesante, ya
que se puede apreciar que para aplicaciones astrondémicas clasicas, el ruido del cielo determinard el
comportamiento global del ruido de fondo, esto es porque fs depende directamente del tiempo y
para exposiciones prologadas su valor crece, haciendo que el ruido de lectura y de corriente oscura
tengan una menor incidencia en la forma del ruido total.

Con respecto al aporte de la estrella en el flujo I;, este dependerd también de la Point Spread
Function o PSF ¢(z) (funcién que define la forma de la objeto medido) y del pixel donde se

estd recibiendo la informacién, por lo tanto

Fy=F-g(x.) (3.5)

donde F es el flujo total y gi(z¢) la integracién de la forma de la estrella en el pixel analizado.
En la Figura 3.3 se puede apreciar graficamente como obtiene el valor del flujo del objeto
luminoso por pixel, donde se hace un conteo de los fotones que han incidido en cada uno de los
“huecos” del arreglo unidimensional. Cuantos fotones incidan en un segmento particular del arreglo

vendra dado por cuan puntual es la fuente de emisién y por tanto de g;(x.), que estd definido como:

$i+%
gi(xe) = / o(x, zc)dz (3.6)

A
K 2
donde z; denota la posicién central del pixel i € {1,...,n} y Az el tamano de pixel. En este modelo
se asume que existe una cantidad suficiente de pixeles para recoger todo el valor del flujo, que se

expresa en
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Figura 3.3: Funcionamiento simplificado de un arreglo de pixeles como un integrador de fotones

esto ultimo es porque la PSF es un valor normalizado, por lo que f_oooo ¢(x)dx =1

3.1.1. Astrometria en CR y BCR

De Mendez et al. [6] se desprende que la cota de CR tiene la siguiente forma cerrada:

1
2 2
-9 . . ,
CORT IO GR T (@) — e—w(w-ﬂ)z
Zi:l z,4 AT
1+ngf ' i e @) dx
donde es z; la posicién del centro del pixel ¢, Az su tamano y por lo tanto z; = z; — % y
x;” =ux; + Af su posiciones inicial y final respectivamente. El funcional v(z) corresponde a
(x — x)?
= "< 3.8
1) = (33)
por lo tanto, se tiene que la informacion de Fisher estd dada por
GF? (e~ — 6—7(90*))2
I(z.) = . (3.9)
27‘(‘0’23 Z V(x)dx

i=1 1+rng
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Utilizando la desigualdad de Van Trees de la ecuacién (2.12) y reemplazando la informacién de

Fisher, se obtiene:

- GF?
E[(H_H)Q] > ExCNN(H,u) 2102 B Z

n
9% In f,.(z.)
E. Y Jzc\Fe)

pc i SR N L e Nw””( Oxc?

250 B xi—% e—W(w)dx

(3.10)

Si bien en este caso se ha dejado explicito el valor de la informacién de Fisher, para poder
caracterizar la cota de Cramér-Rao Bayesiana en astrometria es necesario dejar explicita la funcién
de densidad de probabilidad a priori que se usard al estimar el parametro. Este funcional deter-
minard el resultado tanto de la esperanza de la informacién de Fisher como también el resultado
final de la informacién de Fisher a priori. Para efectos de esta memoria, se analizaran los siguientes

Casos:

Distribucion a priori Uniforme

Es facil ver que la informacién de Fisher a priori en este caso es

por lo que la desigualdad es muy parecida a Cramér-Rao

-
E(I(z.))

Este seria el caso equivalente al enfoque paramétrico, dado que la informacién a priori toma

E[(&, — z.)%] > (3.11)

como supuesto que cada posicién en el arreglo de pixeles tiene igual probabilidad de contener al
centroide de la PSF, por lo que en teoria ambos resultados deberian ser similares en desempeno. Sin
embargo, por la desigualdad de Jensen, el error cuadratico medio del caso Bayesiano serd siempre

menor al paramétrico en término de sus limites fundamentales.
Distribucién a priori Normal N(z., opriori)

La densidad de probabilidad a priori asociada a la estimacién sera la siguiente:
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(zc— )2
1 20 £

T Te = — e “Ipriori
f ( ) ma’priom‘
_ 2
In fxc (:Ec) = - ln(mapriori) _ M
2Upriori
Pl fo(we) _ 1
0z .2 - 2

priori

por lo que la informacion de Fisher a priori es:

5 fzc<xc>] 1

St = (3.12)

Up'riom'

I(AN) = Egoon(o) [

En una forma simplificada, la desigualdad de Cramér-Rao Bayesiana queda de la siguiente forma
. 9 1

E[(Zc — zc)] (3.13)

>
T E(I(z) + =+

priori

Este resultado muestra que la tinica variable relevante que se agrega a la ecuacion es la desviacién
estandar de la p.d.f a priori. Se incorpora entonces el “error ” previo a la estimacién. Dada la forma
de la ecuacién, se espera que la cota Bayesiana siempre sea menor o igual a este valor, ademas,
dado el resultado de la desiguialdad de Jensen, también serd menor que la Cota de Cramér-Rao

paramétrico.

3.2. Estimador Bayesiano del Problema

Tal cual se ha comentado en capitulos anteriores, el estimador Bayesiano éptimo es la esperanza
condicional. Este serd ocupado para el andlisis en este reporte por ser un estimador suficiente y que
alcanza la minima varianza, condiciones que aseguran mostrar el mejor caso alcanzable al utilizar

este tipo de enfoque al estimar centroides de estrellas.

3.2.1. Caso Astrométrico

La esperanza condicional, tal como se ha mostrado anteriormente, tiene la siguiente forma

Z. = E(zc|T)

la esperanza estd dada por la funcién de probabilidad del parametro dada las observaciones, escrito

en su forma integral se puede descomponer de la siguiente forma

jc:/Jf‘cfzck}:(mc|$)dICa
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usando el teorema de Bayes en la p.d.f.

f;r\:v * fae
Te= | e —F dz..
[

Como f, no depende del pardametro, se puede independizar de la integral, ademas por teorema

de probabilidades totales, f; = [ Ja|ze * Ju.dxc. La expresion final del estimador es la siguiente

G = fxc’fach:C 'fxcdxc
¢ ffx|:rc'fwcd$c

por lo tanto, tanto el denominador como el numerador se pueden escribir independientemente. Como

(3.14)

también comparten el término fy ;. - fz., serd este el que se calculara primero para después proceder
a los célculos de las integrales.
Nuevamente, dependiendo de la informacion a priori del sistema, se tendra un estimador. Los

casos a estudiar nuevamente seran una p.d.f a priori uniforme y otra normal.
Informacién a priori N(u,o0)

Con fz, = N(it,0) ¥ fz|z, una distribucién conjunta de n realizaciones de Poisson i.n.d. (inde-
pendientes y no-identicamente distribuidas). Se calculara Ja|z. " fz. para luego calcular las integrales

correspondientes.

fx|xc = H fml|mc ($Z|‘TC)
=1

_ ﬁ e~ Nilze) .

:L'Z' v

= fonfee = (11 A) N(ze.o)

Las integrales entonces seran

1 (chpd)Q n 6_>\i($6)
fz|:p * fr. dre = e 2% - H — 2\ dx. (315)
©e V2ro? Jg, ; z!

=1

dry = — et (T e ) 3.16
/xc.fxxc.fxc xc_m/xcxc.e 20 . HTZ Te. ( )

=1
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Con las Ecuaciones (3.15) y (3.16), obtenemos finalmente las expresiones del numerador de

denominador de la esperanza condicional (Ecuacién (3.14)).
Informacién a priori U(Limpyy, Limsyy)

Supongamos el caso de la informacién uniforme de rango [Limpy, ¢, Limgyy|, como tal cual ya se
presento en la Seccién 3.2.1 , basta con calcular

5 = fxc'fzp:c'fxcdxc
¢ f fr\zc . ffcdxc .

Como fz (x.) el estimador 6ptimo es el siguiente

T Limgyp—Limpyy

*Xi(xc) 3
e (T 5N
Te= (3.17)

—Ai(ze) yx;
[, (T )
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3.3. Implementacién de la Esperanza Condicional en Astrometria

Para la implementacion computacional del estimador, es necesario descomponer la expresién

(3.14) de forma eficiente, como se dardn a conocer en los siguientes pasos

1. Generar una matriz de datos de \; ;.: Dado que esta expresion depende tanto de la posicién
del centroide de la PSF como también del valor de esta en cada pixel, el resultado tendrd una
matriz que contiene por fila contiene los pixeles del arreglo de CCD asociados a una PSF
con un centroide dado, mientras que por columna se varia la posicion de este en el arreglo de

pixeles.

centroide ‘7\
Xc
NN

pixel #-esimo

Figura 3.4: Matriz de datos de \; ., , donde cada fila completa contiene a una estrella de acuerdo
al modelo planteado, mientras que por cada columna se encuentra la posicién de esta, que es el
parametro a estimar

2. Calcular f5,, = [[iL; 67;1(!16) A7y multiplicar por fz, = N(Z¢, Opriori): Dado los 6rdenes de
magnitud de las observaciones y de \; ;. (superiores a 100 [ADU]) existe un potencial problema
de overflow (los nimeros sean més grandes que lo que se pueda almacenar). Una alternativa

es resolver el problema logaritmicamente:
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noo=Xi
— L

Toemhilee)
In(f#e..) = In H o A

n —Ai(ze)
T
=1

= > —Ailwe) —Inail) + 2« (A7),

=1

El término In(z;!) se puede escribir como

In(z;!) = In <ﬁk))

k=1

(3.18)

lo que finalmente reduce el calculo a

Ty

Frtee = 3 =Nle) = > In(k) + 2, - In(AF")
=1

k=1
3. Obtiener un vector producto entre la funcién de densidad de probabilidad (p.d.f.) de los datos
dado el pardmetro, multiplicado por la p.d.f a priori, esta se le llamard fy} ¢, (nombre que

tendra en la implementacién computacional)

fxtheta = fﬁ|xc - N(p, Upm‘om’)
este valor dependerd todavia del pardmetro (el centroide de la PSF).

4. Calcular f, como

fo= /fxtheta dze,

donde se usa la integraciéon numérica por medio de trapezoides.
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5. Determinar el estimador de la siguiente forma

Be = /mc : fxt;leta da. (3.19)

xT

Nuevamente se procede con el método de trapezoide para integrar.
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3.4. Implementacién de la Varianza Condicional en Astrometria

Para medir la precisién del estimador Esperanza Condicional, es necesario calcular su error

cuadratico medio. La ecuacién a desarrollar para encontrar este valor es la siguiente

MSE = / / (2e — 2¢)? fo . drvdz, (3.20)
X JXco

Dado que fzz, = [z, - fz. la integral y por lo tanto, su cémputo numérico se pueden separar

en dos términos:

MSE = / / c— T¢) fx 2. dxdz, (3.21)
( c— Ze) fx|x dac) fa, dz.. (3.22)

(3.23)

Si se utiliza la Ley de los Grandes Nimeros, para una cantidad de muestras apropiadas de datos

de pixeles, se tiene que su varianza es

1 N
MSE = /Xc (N Z;(x ;ac)2> . dee, (3.24)

donde N serd el numero de iteraciones necesarias para que la aproximacién sea correcta. Para el
caso de la varianza que depende de la funcién de densidad de probabilidad f,, también se puede

usar la Ley de los Grandes Numeros, obteniendose como resultado

1 &L (1 ¢
MSE = - Jz::l (N > (we - @)2) (3.25)

dado que los argumentos no dependen del indice, se puede realizar una gran sumatoria

1 P

_ A \2
MSE = ;(xc — i), (3.26)

con P = M - N, este valor determinard la cantidad de iteraciones necesarias para que el resultado
converja a la solucién real. Como se puede ver, la cantidad serd grande debido a que se estd apro-
ximando una doble integral.

En resumidas cuentas, la implementacién se reduce a lo siguiente:

1. Se obtiene un valor de de centroide z. a través de una realizacién aleatoria definido por la

funcién de densidad de probabilidad a priori N (g, opriori). En este caso, se tomard que el
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centro de la normal de la p.d.f. a priori estd en la posicion real del valor de la estrella, por lo
que

Hpriori = Lc-

Posteriormente se realiza una simulacién de una medicién ruidosa de una estrella de acuerdo
a la distribuicién de Poisson de pardmetro \;(z.) en la posicién obtenida por la realizacién
aleatoria anterior, de esta manera se tendra como realizaciéon una medicién condicionada a z.,

que corresponderd a fyecz|z.

De esta manera, se aproximan las p.d.f. a priori f;, con una realizacién aleatoria de acuerdo
a la normal N (mupyiori, Opriori) ¥ Se obtiene la realizacién aleatoria de la adquisién de datos

condicionada a esa posicion, siendo esta por lo tanto una realizacién aleatoria de

il?c — N(:u,gp’rim’i)

' /\ I~ Poisson(j.(z.))
b

Figura 3.5: Creacién de una realizacién en virtud de la variable aleatoria de x.

2. Se obtiene el estimador Z.

3. Se calcula la varianza para la realizacién i-ésima, Var; = (&, — xC)Q.

4. Se guarda el valor obtenido y repite el proceso para otro valor aletarorio x. definido por la

densidad de probabilidad a priori.
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Figura 3.6: MSE acumulado en funcién de la cantidad de iteraciones, para un FWHM = 1",
SNR =6, fs =2000[ADU/arcsec], D =0, RON =5 [e7]

Ya que en este proceso lo que se estd haciendo es obtener a través de la Ley de los Grandes
Numeros el valor aproximado del error, es necesario tener una gran cantidad de muestras. A través
de un analisis experimental se pudo deducir que la cantidad 6ptima de iteraciones, para el peor
caso en hip6tesis (baja relacién senal-ruido), se necesitaron alrededor de treinta mil iteraciones para
lograr un resultado 6ptimo en términos del error de aproximacion de la varianza condicional. La
Figura 3.6 muestra el MSE acumulado en funcién de la cantidad de iteraciones, donde se puede ver

el valor de estabilizacién a cien mil iteraciones.
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Capitulo 4
Analisis

En esta seccién se presentard un analisis cuantitativo de los limites fundamentales del proyecto
y su comparacién con el estimador Bayesiano éptimo, la Esperanza Condicional. Se medira su
desempeno en funcién del error cuadratico medio, el cual se analizard como cambia al variar su
valor para distintos tamanos de pixel y sus ganancias relativas con respecto al enfoque clasico
paramétrico y con respecto a error a priori.

Finalmente se hace un anélisis numérico de los distintos estimadores para finalmente analizar

cuan cercana esta la Esperanza Condicional de la Cota de Cramér-Rao Bayesiana.

4.1. Analisis Numérico

4.1.1. MSE con respecto al tamano del pixel

Para este caso, solamente se tendra en consideracion el caso de una p.d.f. a priori normal, ya que
a diferencia del caso uniforme, existe una variable que controlar y modificar, que es la desviacion
estandar a priori (oprior:)-

Revisando la Ecuacién (3.13), se puede esperar que las diferencias entre Cramér-Rao Bayesiano
y la Esperanza de Cramér-Rao ocurran cuando opriori << 1, caso en que I(\) es comparable al de
E(I(x.)).

Con respecto al tamano del pixel, un aumento en su valor repercute rapidamente en un au-
mento en el error. E1 MSFE del caso paramétrico crece significativamente para valores mayores a

1

0.6[arcsec]", sin embargo, este aumento es atenuado en el caso Bayesiano, ya que al disminuir el valor

de E(I,,(x.)), la fuente de los informacién I(\) que proveniente de la p.d.f. a priori se mantiene cons-

tante, generando un resultado del error que tiende asintéticamente o2 como se vera adelante.

priort’

Estas tendencias se muestran para todos los rangos de senal-ruido estudiados.

1Un arco de segundo (o arcsec) es una medida astronémica de cuando mide un objeto angularmente en el cielo o
bovéda celeste. El error se puede medir en medidas centradas en el sensor (la cdmara CCD en este caso a través de
una medida de distnancia entre pixeles) o en el cielo, estd tltima referencia es la de ttilidad astronémica. Para esta
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Figura 4.1: Error cuadréatrico medio en funcién del tamano del pixel, para distintos FW HM. En
ambos casos la informacién a priori es normal de opriori = 0.5”. La linea punteada corresponde a
valores de BCR y la linea entrecortada a valores de MCR.

Como se puede ver en la Figura 4.1, el valor de FW H M determina cuan rapido aumenta el error
cuadratico medio en funcién del tamano del pixel, siendo cada vez menor al hacer la estrella simulada
m&s ancha. Esto es intuitivo, ya que al ser més pequena la estrella, mas dificil serd muestrear la
imagen y conocer su forma real, cosa que se atenua en el caso de tener estrellas con un FW HM

mayor.
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Figura 4.2: Error cuadréatrico medio en funcién del tamano del pixel, para distintos FW HM. En
ambos casos la informacién a priori es normal de oppiori = 0.1”. La linea punteada corresponde a
valores de BCR y la linea entrecortada a valores de MCR.

El aumento del valor del FW H M se traduce en una mayor ganancia del enfoque Bayesiano. Para
el caso de un FW HM pequeno existe poca diferencia en el rango de tamanos de pixel de interés

(cercanos a 0.2[arcsec]), donde la estrella esta bien caracterizada a través de un buen muestreo de

memoria, se utilizé un pixel de tamafio unitario y una relacién arcsec/tamafio pixel igual a 0,2 [arcsec/tamafio pixel]
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senal recibida.
Al cambiar el tamano del FWHM y de Ax, el muestreo pierde completamente su valor de
informacién (E(I,,(z.)) se hace pequeno), teniendo como unico valor relevante lo que pueda dar la

p.d.f a priori, estabilizandose en el valor de opiori, esto se puede ver en la Figura 4.3
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Figura 4.3: Error cuadréatrico medio en funcién del tamano del pixel, para distintos FW HM. En
ambos casos la informacién a priori es normal de oprior; = 0.05”. La linea punteada corresponde a
valores de BCR y la linea entrecortada a valores de MCR.

Al aumentar la informacién de Fisher a priori, usando un opior; de 0.05 [arcsec], se observan las
mismas tendencias que para un opriori de 0.1 [arcsec]. Las diferencias entre ambas curvas son signi-
ficativas en los casos de una relacién de senal-ruido bajas, llegando incluso a ordenes de magnitud
de diferencia entre el enfoque Bayesiano y no Bayesiano (BCR llega a ser solo el 20 % del valor de
MCR en el caso de una relacién de senal ruido de 6 y un tamano de pixel de 0.2 [arcsec]). Estas
ganancias se van perdiendo a medida que la relacién de sefial-ruido aumentan. Tal como en el caso
anterior, la estrella es mejor muestreada y por lo tanto los datos aportan cada vez més informacién

en relacién a la informacién previa que se tenia de la estimacion.

4.1.2. Ganancia Relativa del caso bayesiano y aporte de la distribuciéon a priori

Como se ha mostrado previamente, es con un F'W H M alto donde se tendran mayores diferencias
entre BCR y MCR, por lo que se toman valores de FWHM = 1" en este anélisis.

Se puede observar también como existe un compromiso entre la ganancia total de usar enfoques
Bayesianos y sesgar completamente el resultado a la informacién a priori que se tenga del sistema.
Por ejemplo, en la Figura 4.4, para un oppior de 0.2 [arcsec], ganancia relativa para un senal-ruido
de 6, es de un 10% y su ganancia con respecto a opriori €s de un 60 %, pero para un oprior; de

0.2 [arcsec], se tendrd un 26 % y 30 % respectivamente, por lo que la tendencia es clara a sesgar el
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resultado previamente al aumentar el 0piori de la p.d.f a priori.
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Figura 4.4: Ganancia relativa entre BCR y MCR, en funcién de op,ior; y €l otro en la ganancia relativa
de BCR con respecto al opyior; en funcién del opyiori, para Az = 0.2 [arcsec] y FWHM = 1".

Como se ha mostrado previamente, es con un F'W H M alto donde se tendran mayores diferencias

entre BCR y MCR, por lo que se toman valores de FWHM = 1" en este anélisis.

Esta tendencia se repite para distintos valores de Ax, como se puede ver en 4.5, donde para

Ax = 0.7 [arcsec|, donde se pueden tener ganancias relativas mayores sin necesariamente alterar en

mayor medida la ganancia con respecto a oppiori inicial.
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Esta tendencia se repite para distintos valores de Ax, como se puede ver en 4.5, donde para
Ax = 0.7 [arcsec| se pueden tener ganancias relativas mayores sin necesariamente alterar en mayor

medida la ganancia con respecto a oppjori inicial.

4.1.3. Brillo equivalente de los objetos

La pregunta es cudn certera debe ser la informacion previa del sistema, para, que dado un valor
de flujo en el caso bayesiano, se tenga un resultado equivalente a un caso paramétrico. En términos

matematicos, la idea es resolver la siguiente identidad:

BFI(F,0priori) ' = MOR(Fpay), (4.1)

donde BFI son la siglas en inglés de la informacién de Fisher Bayesiano y MCR correponde
a las Esperanza de Cramér-Rao. Fj,, corresponde al flujo aparente de un caso equivalente sin
informacién a priori, mientras que F' corresponderia al flujo real. En otras palabras, para un objeto
de intensidad de flujo F' se quiere encontrar el flujo Fpe de un caso paramétrico (donde no se
tienen una distribucién a priori), tal que la Esperanza de Cramér-Rao y Cramér-Rao Bayesiano
sean iguales.

La Figura 4.6 muestra el comportamiento de % € (0,1) para distintos valores de opyior (con
informacioén de fisher de I(\) = 1/0prior), para distitos flujos reales iniciales. En la Figura 4.6.a
F € {5000, 10000,50000} y en la Figura 4.6.b F' € {200,500,1000}. Como es esperado, se puede
apreciar que para el caso en que 0piori — 00, DO existe aporte sustancial de la informacién a priori
en el MSE de la cota de Cramér-Rao Bayesiana y por tanto, su valor estara dado solamente por la
variacion del flujo real. En este caso el flujo aparente Fj,, y F' tendran aproximademente el mismo
valor y se tendra que % ~ 1. Por otro lado, al disminuir significativamente el valor de opior, la
informacién a priori de la Cota de Cramér-Rao Bayesiano aumenta y por tanto, la diferencia entre
F'y Fyqr, teniendo % — 0. Ambos casos asintoticos ocurren para distintos casos de flujos reales,
como se puede ver en ambas figuras.

Si bien en los casos en que el flujo real es alto los valores de oprior; SON poco realistas (va que
el error a priori es practicamente conocer con total certeza la posicién del centroide), los casos en
que el flujo real tiene menor valor, se puede ver que puede haber un aporte del 0}0ri, teniendo que
para el caso de un F' = 200 [ADU] el flujo aparente aumenta en un 60 % con oppior; de 0.1 [arcsec],
lo que es un aumento significativo en términos porcentuales. Esto se puede entender como que,

para alcanzar el mismo valor de error,en un caso paramétrico se necesita un 60 % mas de flujo que

podria no haberse necesitado si se hubiera incorporado en compensacion informacién a priori de
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Figura 4.6: Brillo aparente de objetos, en realcion a ﬁ con respecto a opriori-
opriori = 0.1 [arcsec]. Esta tendencia se puede ver en menor o mayor medida para todo el rango de

valores estudiados.

Para realizar esta curva, se mantuvieron los valores de Dark Current (D = 0le”]), Read-Out
Noise (RON = 5[e”]), Sky Background (fs = 2000 [ADUs/arcsec|) y tamainio de pixel (Az =
0.2 [arcsec]) constantes, de acuerdo a la Ecuacién (3.4) de Mendez et al. [6]. En este contexto, G

corresponde al factor de conversién andlogo-digital, correspondiente a 2[e~ /ADU]

37



4.2. Resultados experimentales

Ya habiendo mostrado las ganancias con respecto al error cuadratico en término de los limites
fundamentales de los distintos enfoques de estimacién, es importante constatar cuan alcanzables son
estos resultados por los estimadores Bayesianos. Se ha dicho que el estimador Esperanza Condicional
es el estimador que minimiza el error cuadratico medio, por lo que no hay otro estimador con mejor
desempeno al analizar esta figura de mérito. No hay garantias tedricas de que se alcance la cota
Bayesiana de Cramér-Rao, ya que no se cumple la Ecuacién (2.14). De esta manera, solamente un

andlisis empirico puede explicar el comportamiento de este estimador en funcién del MSE.

4.2.1. Caso p.d.f a priori Uniforme

Al usar una p.d.f a priori uniforme, se obtiene el caso més parecido a lo que ocurre en caso
paramétrico, donde todas las posiciones del objeto en el CCD son igualmente probables, lo que
podria asociarse al esenario de no tener informacién de la posicién de la estrella. Ya con el andlisis
hecho en la Ecuacién (2.19), se sabe que esto es cierto, ya que la desigualdad de Jensen asegura que

el mejor caso es que sean exactamente iguales, lo que sigue la idea intuitiva creada previamente.

F(ADU) EC (Upm) ML (Upi:p) LS (Upix) C-R (Upix) V-T (Upix)

268 0.4308 0.423 0.423 0.406 0.4104
540 0.2136 0.212 0.212 0.209 0.2115
1612 0.0803 0.080 0.081 0.079 0.0799
3222 0.0458 0.0429 0.0437 0.045 0.0456
10002 0.0203 0.0212 0.0227 0.020 0.0202

Tabla 4.1: Valores de MSE de distintos estimadores y cotas, para distintos valores de flujo. En este
caso, tanto la Esperanza Condicional como Cramér-Rao Bayesiano usan una p.d.f a priori uniforme.

Al constastar los resultados obtenidos de BCR y el error cuadratico medio de la Esperanza
condicional, se puede ver que en que, para un Az = 0.2 [arcsec|, Background fijo de 300 [ADU], los
resultados son similares, variando de manera muy pequena en los casos en que la relaciéon senal-ruido

es baja.

4.2.2. Caso p.d.f Normal

Al analizar los casos de opriori = 0.1 [arcsec] y opriori = 0.05 [arcsec], con un FWHM = 1" se
pueden ver mejoras significativas en las curvas de error cuadrédtico medio con respecto al tamano
del pixel. Es por lo mismo que ahora se toma como referencia este andlisis para ver si efectivamente

el caso de una p.d.f N (i, opriori) logra tener un comportamiento similar a BCR.

38



016 . 0.16
BCR / BCR /
— - - MCR y | — - - MCR / |
041 5 MSE(CE) / 04 5 MSE(CE) K
/
012 / 1 012 e 4
3 S ,
@ 01 @0 01 e 1
S I I
& <
S.o0s S. 008 1
| 3|
C/) 0.06 - C/) 0.06 1
W
E 0.04 - E 0.04 —
0.02 1 0.02 1
o ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 o 05 1 15 2
Az [arcsec] Az [arcsec]
(a) SNR = 6 y 0priori = 0.1” (b) SNR = 6 y opriori = 0.05”
016 ; 016
— BCR / — BCR //
— — — MCR / i — — — MCR i
0.14 o MSE(CE) / 0.14 o MSE(CE) //
/
012 / 1 012 ! 1
) / Q /
@ S /
3 0.1 Q 01 / 1
& g ,
S, 008 S, 008 o .
Lﬂ Lﬂ L
5 006 5 006 L 1
= 0.04 1 = 004F ¢ 6 o 1
0.02 1 0.02 1
0 i i i 0 i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Az [arcsec] Az [arcsec]
(C) SNR =12 Y Opriori = 0.1” (d) SNR =12 Y Opriori = 0.05”
0.16 0.16 ;
BCR ! BCR 1
— - —MCR I ~ — ~MCR | |
0.14 e} MSE(CE) ! 0.14 e} MSE(CE) i
I ]
012 l 1 012 / 4
Q / Q /
8 / \8) /
8 0.1 8 0.1 7 —
S ~ /
S, 008 S. 008 / 1
Lﬂ Lﬂ /
R 008 &5 008
= 0.04 = 0.04
0.02 0.02
o ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘
o 05 1 15 2 o 05 1 15 2
Az [arcsec] Az [arcsec]
(e) SNR = 32 y opriori = 0.1” (f) SNR = 32 y 0priori = 0.05”

Figura 4.7: MSE v/s tamano del pixel, para MSE de la EC y BCR con FWHM = 1" y distintos
valores de SNR y opriori-

En la Figura 4.2.2, se puede ver que efectivamente las curvas son similares, tendiendo el mismo
comportamiento tanto en la regién de interés (Az = 0.2 [arcsec]) como en el caso de submuestreo de
la estrella, donde el error cuadratico medio tiende al valor original de opyior;. Tal como se habia dicho

previamente, las curvas no tienen garantias tedricas de ser iguales, lo cual se puede ver en este caso,
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pero aun asi, las diferencias entre ambas son pequennas, dando una diferencia de 3 % para el caso
de un oprior; = 0.05 [arcsec] y un 7% en el caso opriori = 0.1 [arcsec]|, ambos en el caso de un SNR
= 6 lo que en terminos practicos no representa una diferencia significa, mas atn en el caso que se
estan logrando ganancias de un 110 % en el mejor de los casos estudiados. Con respecto a las otras
relaciones de senal-ruido, se aprecian los mismos comportamiento, a pesar de que las ganancias van
disminuyendo, tal cual lo que aprecia en el anélisis de las cotas fundamentales.

Al realizar un ejercicio similar de la Seccién 4.1.3, respecto a calcular el 0,50 necesario para
que un flujo aparente obtenga el mismo MSE de la cota de Cramér-Rao que un flujo real utilizando
la cota de Cramér-Rao Bayesiano, se puede constatar en las siguientes tablas el resultado. En la
primera tabla se observa los resultados para un FW HM = 1", en este caso se puede observar, més
alla de lo visto en la Figura 4.6, cuan cercanos son los valores de Cramér-Rao Bayesiano con respecto
al MSE de la Esperanza Condicional, teniendo nuevamente diferencias marginales con respecto al

Error Cuadratico Medio.

Fpa'r (ADU) S/N GpTiOTi MSE(BCRF:26870'pTiori) MSE(C_EF:268uUpriori)

540 12 0.0547 0.0471 0.0486
1612 32 0.0176 0.0173 0.0174
3222 25  0.0098 0.0097 0.0098
10002 120 0.0051 0.0051 0.0051
30080 230 0.0032 0.0032 0.0032

Tabla 4.2: MSE en Andlisis de Flujo aparente F),,., para la Cota de Cramér-Rao Bayesiana y el
MSE de la Esperanza Condicional, con un FWHM = 1".

Las tendencias no varan en el caso de un FWHM = 2[arcsec], aunque si se puede ver son

necesarios valores de 0pjor; menos ajustados como para obtener los mismos valores de flujo aparente.

F(ADU) S/N Upriori MSE(BCRFZZG&UPMOM ) MSE(C‘EF=268,UPM~OM)

540 12 0.1458 0.1265 0.1310
1612 32 0.0442 0.0435 0.0435
3222 55 0.0227 0.0226 0.0226
10002 120 0.0086 0.0086 0.0086
30080 230 0.0046 0.0046 0.0046

Tabla 4.3: MSE en Analisis de Flujo aparente F,., para la Cota de Cramér-Rao Bayesiana y el
MSE de la Esperanza Condicional, con un FWHM = 2".
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Por lo tanto, al constatar las ganancias expuestas anteriormente en la Seccién 4.3.1. con res-
pecto solamente a los limites fundamentales se traducen en ganancias reales al utilizar el estimador
Esperanza Condicional, para regimenes en donde se pueden tener ganancias. De manera que el es-
timador, ademas de ser 6ptimo, es cercano a la cota de Cramér-Rao Bayesiano y por tanto muchas
de las ganancias de tener informacién a priori en un sistema se traducen en ganancias reales en el

uso de estimadores basados en este enfoque.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

El area de la astronomia siempre ha tenido la constante necesidad de tener herramientras precisas
para obtener un buen entendimiento del cosmos, esto ya sea a través de una buena tecnologia como
tambien buenos algoritmos y técnicas matematicas para realizar sus fines. En esta Memoria de
Titulo se buscd poner a disposicién de esta disciplina una nueva aproximacion al problema de
la determinacion de la posicién del centroide en objetos luminosos, pero esta vez haciendolo con
herramientas que dan garantias de ser 6ptimo desde el punto de vista del Error Cuadratico Medio.

El objetivo de esta memoria era precisamente ver cuantas ganancias se pueden obtener al usar el
enfoque Bayesiano de estimacién con respecto al enfoque tradicional paramétrico para el problema
planteado, y se ha podido ver que en primera instancia, en lo que respecta a las cotas fundamentales
de ambos enfoques, existe un espacio importante de ganancia en ciertos regimenes.

La primera ganancia que se puede observar en términos de la precisién es cuando se aumenta el
tamano del pixel. Debido a que el caso Bayesiano siempre estara acotado por el error a priori que
se tenga del problema. Esto hace al método Bayesiano hace més robusto a condiciones donde las
observaciones son menos informativas.

La ganancia maés relevante se puede apreciar al estudiar un tamano de pixel que normalmente
se usa en aplicaciones astronémicas. Se puede apreciar que para valores de senal-ruido bajas y una
informacién a priori ajustada, existen ganancias significativas con respecto al enfoque tradicional
paramétrico, llegando incluso la Cota de Cramér-Rao Bayesiana a ser una quinta parte del valor
de la esperanza de la Cota de Cramér-Rao. Esta tendencia se puede ver para distintas tamanos de
estrellas, manteniendose esa tendencia.

En términos de las ganancias relativas, se hizo un estudio donde se analizd la ganancia de
Cramér-Rao Bayesiano con respecto a la Esperanza de Cramér-Rao, para distintos valores de error
a priori opriori. Del andlisis de esas curvas se obtuvo que existe un compromiso entre obtener un

buen resultado del error y sesgar el resultado imponiendo una precisién a priori muy alta, por lo
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que no todos los valores de opriori SON Optimos, sino que existe un conjunto acotado, el cual es
importante tener en cuenta al disefiar el estimador final del problema astrométrico.

Un estudio hecho en esta memoria fue entender cuan certera debe ser la informacién previa del
sistema, para que a través de un valor de flujo dado, se pueda tener un resultado (en términos del
Error Cuadrético Medio) equivalente a un flujo al inicialmente mayor usando un caso de estimacién
paramétrica. El resultado de la Figura 4.6 da la posibilidad de estimar usando valores catdlogos
astronémicos como oprior; para aumentar la precisién astrométrica.

Finalmente al apreciar el error cuadratico medio de la Esperanza Condicional, se puede ver
que en los casos estudiados el comportamiento es similar al de la Cota de Cramér-Rao Bayesiana,
no habiendo maés alld de un 7% de diferencia entre ambas. Esto es significativo, ya que si bien
no existian garantias tedricas de que fueran iguales, los resultados empiricos muestran notables
semejanzas que serviran para poder hacer, a través de la Cota de Cramér-Rao Bayesiana, un diseno
bastante preciso de lo que ocurrird con el error del estimador.

Si bien el estudio se realizé abordando una amplia cantidad de factores, la implementacién de la
varianza del estimador no se hizo pensando en términos de eficiencia sino mas bien préacticos, asi que
hay todo un espacio de mejora en lo que tiene que ver con la cantidad de iteraciones y el tiempo
de convergencia del algoritmo, el cudl se puede mejorar con algoritmos que apuntan precisamente
a solucionar esas falencias, como lo puede ser el algoritmo de Importance sampling, el cudl, al
adjudicar ciertos pesos de acuerdo a la formas de las funciones de distribucién de probabilidad,
mejora considerablemente la eficiencia del proceso.

Finalmente, queda pendiente este estudio con datos experimentales no simulados, donde se pueda

confrontar los resultados aqui expuestos con la realidad.
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