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IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL DE UN MODELO NUMÉRICO-

TEÓRICO PARA DETERMINAR CARGAS TRANSIENTES EN UNA 

CORREA TRANSPORTADORA 

Las correas transportadoras son los equipos más utilizados a nivel industrial para el transporte de 

material, por presentar una alta eficiencia energética, una estructura más bien simple y una buena 

adaptación a las trayectorias de trabajo. Para el diseño y operación de las correas transportadoras 

se utilizan normativas internacionales, tales como las normas CEMA y DIN 22101, las cuales 

muestran cierta imprecisión en los periodos de operación transiente de las correas de gran 

longitud, como es el caso de los arranques o paradas. Para estos casos es posible utilizar el 

Método de Elementos Finitos para obtener una mayor precisión en los análisis realizados. 

El objetivo de este trabajo consiste en implementar un modelo numérico que permita determinar 

y analizar las cargas transientes presentes en la correa C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata 

Subterránea de Codelco, orientado especialmente en las condiciones de arranque y parada. El 

modelo se realiza programando el Método de Elementos Finitos en el lenguaje MATLAB, 

utilizando tres métodos de integración numérica diferentes. 

Inicialmente, se simula una correa estudiada en publicaciones científicas, de la que se conocen 

los parámetros de funcionamiento y dimensiones, de modo de poder realizar una comparación y 

posterior validación del modelo implementado. Con estos datos se realiza un análisis del modelo 

variando el paso temporal para estudiar la convergencia de la solución y el comportamiento de 

los métodos de integración numérica. Se verifica que con pasos temporales menores a Δ𝑡 = 2,3 ·
10−3[𝑠] el error de la solución respecto a la solución anterior es menor al 0,1%, mientras que con 

pasos temporales menores a Δ𝑡 = 0,23[𝑠] los métodos de integración numérica presentan un 

error relativo promedio menor al 1% al compararse entre sí. La comparación con los resultados 

de la publicación científica resultó satisfactoria, dado que se pudo obtener gráficos de la 

velocidad, tensión y factor de seguridad de la cinta bastante similares. 

Luego se implementa el modelo en la correa C-01 de Codelco. Se selecciona un paso temporal de 

Δ𝑡 = 5,6 · 10−4 [𝑠] para cumplir con el criterio antes establecido, obteniendo errores relativos 

bajo el 0,1% respecto a las soluciones anteriores. Para el caso del arranque de la correa, se 

encontró un factor de seguridad mínimo de 4,90, un 0,4% menor que lo predicho por el 

fabricante Takraf, donde además se encontró que la tensión total máxima se obtiene en la zona 

previa a la polea motriz primaria. Se pudo determinar además que mientras menor sea la duración 

del procedimiento de arranque, la tensión dinámica es exponencialmente mayor. Respecto a la 

parada de la correa, se observa que el modelo no entrega resultados satisfactorios, al contrastarse 

con lo obtenido por Takraf. Esto se debe principalmente a que el modelo se realizó en base a 

bibliografía orientada al arranque, por lo que para obtener mejores resultados es necesario 

adicionar otros elementos al modelo y considerar factores como el peso del material al frenar. 

Con todo esto, se concluye que el modelo desarrollado determina de manera precisa la carga 

transiente máxima presente en la cinta durante el arranque. 
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1. Introducción 

El desarrollo de equipos transportadores, en particular las correas transportadoras, capaces de 

transportar prácticamente cualquier material a granel en un flujo continuo y uniforme de miles de 

toneladas por hora, ha sido una de las innovaciones más importantes para la industria moderna 

[1]. En particular, las correas transportadoras juegan un rol fundamental en industrias que 

requieren transportar grandes cantidades de material, como es el caso de la industria minera. Esto 

debido a que este tipo de transporte presenta una alta eficiencia de trabajo, además se adapta muy 

bien al camino requerido y puede transportar cualquier tipo de material y cantidad de este. 

Dentro de los focos de desarrollo actuales en la tecnología de correas transportadoras, se 

encuentran la eficiencia energética, la optimización de ruta, la potencia distribuida y el análisis y 

simulación [2]. El primer punto se refiere a la minimización del consumo global de energía del 

equipo transportador, el segundo punto hacer énfasis en una mejor adaptabilidad del 

transportador al camino requerido, el tercer punto se enfoca en la utilización de varias poleas 

motrices a lo largo del trayecto para disminuir la tensión máxima en la correa, y el cuarto punto 

representa la utilización técnicas más complejas para caracterizar la correa en situaciones de 

operación no estacionarias. Este trabajo de título se enfoca en el último punto mencionado, es 

decir, en simulación y análisis. 

Por lo tanto, el trabajo a realizar consiste en el desarrollo de un modelo numérico utilizando 

Elementos Finitos que permita analizar las cargas transientes presentes en las correas 

transportadoras, enfocado principalmente en las condiciones de arranque y parada. Para ello, se 

modelará la correa y se impondrá condiciones tales que permitan simular el comportamiento 

dinámico de las cargas en ella. 

1.1. Antecedentes generales 

Para una correcta comprensión de los objetivos de este trabajo, se procede a describir de manera 

general lo que es una correa transportadora, señalando sus componentes básicos y diagrama 

característico, y posteriormente se presenta los distintos enfoques que se pueden tomar a la hora 

de considerar aspectos de diseño. 

1.1.1. Correa transportadora 

Una correa transportadora, o transportador de correa, es un sistema de transporte continuo 

conformado principalmente por una cinta —generalmente de caucho reforzado con una carcasa 

textil o cables de acero—, dos o más poleas o tambores —de las cuales algunas son motrices y 

otras giran libremente— y polines o rodillos que soportan la cinta entre las poleas. 

Para efectos de este trabajo, se designará como correa transportadora a la totalidad del equipo de 

transporte, compuesta por las partes principales mencionadas anteriormente, y se llamará cinta a 

la correa en sí, que es el componente que lleva efectivamente la carga que se desea transportar. 

Para el funcionamiento de la correa transportadora, la cinta es arrastrada por fricción por una o 

más poleas motrices, que a su vez son accionadas por uno o más motores. La polea motriz puede 

ubicarse en cualquier posición, pero por lo general se ubica al final del circuito de la cinta, en la 

ubicación de la polea de cabeza, donde se descarga el material transportado. Las otras poleas 

libres, donde destaca la llamada polea de cola, permiten el retorno de la cinta. En la Figura 1.1 se 

aprecia un esquema del sistema, en el que 𝐿 representa la distancia entre la polea de cabeza —que 
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en este caso es la polea motriz— y la polea de cola, 𝐻 es la diferencia de altura entre estas poleas, 

y 𝐿ℎ es el largo horizontal de la correa transportadora. 

La fricción mencionada en el párrafo anterior, entre la cinta y las poleas motrices, es la resultante 

de la aplicación de una tensión a la cinta, habitualmente mediante un mecanismo tensor. Existen 

diversos tipos de mecanismos tensores, dentro de los que destacan los gravitacionales, de tornillo, 

hidráulicos, entre otros. En la Figura 1.1 es posible observar un tensor gravitacional. 

 

Figura 1.1: Esquema de las principales partes de una correa transportadora. Adaptación de [3]. 

Debido al movimiento de la cinta, el material depositado sobre esta es transportado hacia la polea 

motriz, donde la cinta gira y da la vuelta en sentido contrario. En esta zona el material depositado 

sobre la cinta es vertido fuera de la misma, debido a la acción de la gravedad y de la inercia. 

Las correas transportadoras se pueden configurar para seguir un número infinito de perfiles o 

trayectorias de desplazamiento. Entre ellas se encuentran los transportadores horizontales, 

inclinados o declinados. Además de estos, existen correas con la inclusión de curvas cóncavas, 

convexas u horizontales en cualquier combinación. En la Figura 1.2 se muestran algunos perfiles 

básicos, que representan la correa transportadora vista por el costado.  

 

Figura 1.2: Perfiles: a) Horizontal; b) Descendente; c) Ascendente; d) Cóncavo con tensor; e) Convexo [1]. 
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En la Figura 1.3 se muestra una vista desde la parte superior de una correa que presenta un 

camino con curva horizontal, donde 𝑅 es el radio de curvatura. Cabe destacar que casi todas las 

configuraciones complejas y los cálculos resultantes se originan a partir de combinaciones de los 

arreglos básicos mencionados anteriormente. 

 

Figura 1.3: Camino con curva horizontal [1]. 

Respecto a la cinta, se puede decir que en general hay tres partes principales: el recubrimiento 

superior, la carcasa o tejido, y el recubrimiento inferior. En la Figura 1.4 se ilustra la sección 

transversal de una cinta típica. 

La función principal de los recubrimientos es proteger la carcasa de la cinta contra el daño y 

cualquier factor de deterioro que pueda estar presente en el entorno operativo. La carcasa de la 

cinta transmite las fuerzas de tensión necesarias para iniciar y mover la cinta cargada, además 

absorbe la energía del impacto de la carga de material. Por otro lado, proporciona la estabilidad 

necesaria para la correcta alineación y soporte de cargas sobre ruedas guía en todas las 

condiciones de carga. 

Dentro de los materiales con los que se fabrican las carcasas están el algodón, rayón, poliéster, 

poliamida y cables de acero. Respecto a los recubrimientos, el componente principal es el caucho, 

del cual existen distintas categorías. 

Es relevante decir que tanto el material de la carcasa, como las propiedades del caucho y la 

categoría escogida dependen de la aplicación a la cual será sometida la correa transportadora. 

 

Figura 1.4: Sección transversal de una correa con múltiple tejido reforzado [1]. 
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1.1.2. Diseño de correas transportadoras 

Las correas transportadoras se diseñan considerando el material a ser transportado, el flujo que se 

necesita transportar y conociendo el punto de carga y descarga de material. Con estos parámetros 

de entrada es posible definir la ruta a seguir, el material de la cinta, la distancia entre polines de 

carga, etc. 

Por lo general para el diseño se utiliza el llamado enfoque cuasi-estático, el que se basa en el 

cálculo de las tensiones, resistencias al movimiento y potencia considerando la correa como un 

conjunto de elementos inextensibles. Este enfoque es el que se utiliza en estándares 

internacionales de diseño de correas transportadoras, como es el caso de la norma americana 

CEMA [1] y la norma alemana DIN 22101 [4]. Ambas normas presentan una precisión aceptable 

al tratarse de correas transportadoras de pequeña longitud o de capacidad baja [5]. 

Sin embargo, estas normas no son tan precisas cuando se analizan correas de gran longitud o de 

alta capacidad, o cuando las condiciones están fuera de la operación normal de la correa, vale 

decir, en condiciones de arranque y de parada. Para considerar estos efectos, dichas normas 

proponen la utilización de factores de seguridad, los cuales entregan resultados poco precisos e 

inseguros, que tienen como posibles consecuencias un excesivo sub o sobredimensionamiento de 

la correa transportadora. 

Para mejorar la precisión en la determinación de la tensión, aceleración y potencia de la correa, se 

utiliza el enfoque dinámico, el cual se basa en el hecho de considerar el carácter reológico de la 

cinta, es decir, considerar los efectos viscoelásticos de la misma. Este enfoque se aplica 

generalmente utilizando el Método de Elementos Finitos. 

1.2. Motivación 

La minería es la principal industria que mueve la economía del país, es por ello que resulta de 

gran relevancia optimizar cada proceso para mantener un nivel de producción adecuado. Las 

correas transportadoras juegan un rol fundamental respecto al transporte del mineral, dado que 

permiten trasladar cantidades variables de material, con un consumo de energía menor y mejor 

adaptación a las trayectorias de descarga que otros métodos de transporte, como es el caso de 

camiones. 

Por lo tanto, la principal motivación de este trabajo es la comprensión y entendimiento del 

comportamiento de una correa transportadora en sus distintos modos de operación, con especial 

énfasis en los modos fuera de la operación normal de la correa, vale decir, en condiciones de 

arranque y parada. Esto se debe a que es en estos casos donde la correa puede presentar fallas, 

como deslizamiento de la correa en la polea motriz y, de manera más grave, deterioros en la 

correa, principalmente en los empalmes. Esto conllevaría a la detención del equipo, provocando 

una disminución en la producción, además de los costos de la intervención. Por ende, el 

conocimiento en profundidad de las cargas máximas en arranque y parada es necesario para 

evitar la aparición de estas fallas. 
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1.3. Objetivos y alcances 

1.3.1. Objetivo general 

El objetivo de este trabajo consiste en implementar un modelo numérico, a través del Método de 

Elementos Finitos, que permita determinar y analizar las cargas transientes presentes en la correa 

C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea de Codelco, enfocado principalmente en las 

condiciones de arranque y parada.  

1.3.2. Objetivos específicos 

Los objetivos específicos de este trabajo son los siguientes: 

 Estudiar el comportamiento y principio de funcionamiento de una correa transportadora. 

 Establecer un modelo de correa transportadora que permita determinar las tensiones 

transientes. 

 Analizar las tensiones transientes a las que está sometida la correa, principalmente en 

condición de arranque y parada. 

 Determinar los principales factores que influyen en el valor de las tensiones transientes 

máximas encontradas. 

 Validar el modelo realizado con resultados presentados en publicaciones científicas, además 

de validar los resultados de la simulación de la correa C-01 con lo entregado por el 

fabricante Takraf Tenova. 

1.3.3. Alcances 

Los alcances de este trabajo están definidos de acuerdo a lo solicitado por Codelco. En primer 

lugar, con el modelo implementado en el lenguaje MATLAB se calcula solamente la tensión 

dinámica producida en la cinta en la condición de arranque y de parada. La tensión estática no se 

calcula directamente en este trabajo, sino que se utiliza los valores de publicaciones científicas o 

de memorias de cálculo ya realizadas, según sea el caso. 

Además, cuando se dispone de las tensiones estáticas en puntos alejados entre ellos en la cinta, se 

utiliza una interpolación lineal para estimar la tensión en el segmento comprendido entre dichos 

puntos. 

Por otro lado, la validación del modelo se realiza utilizando solamente los resultados presentados 

en la publicación [6]. Al implementar el modelo en la correa C-01 del Proyecto Mina 

Chuquicamata Subterránea de Codelco, los resultados del modelo se comparan solamente con lo 

expresado en la memoria de cálculo de Takraf. 
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2. Antecedentes específicos 

Como se dijo anteriormente, para la adopción de un enfoque dinámico es necesario considerar el 

carácter viscoelástico de la cinta, por lo que se hace necesario realizar una definición de la 

viscoelasticidad y los modelos reológicos que se pueden utilizar para modelar la cinta. 

Con esto, se implementa el Método de Elementos Finitos, el cual plantea que la cinta puede ser 

modelada como un conjunto de subsistemas que presentan una sección con masa y una sección 

con elasticidad y viscosidad. Para cada subsistema o elemento se escribe la ecuación de 

movimiento, y al considerar todos los elementos y sus interacciones, se puede llegar a una 

ecuación matricial de movimiento. 

Para la resolución numérica de las ecuaciones de movimiento de cada elemento discretizado se 

utiliza el Método de Integración Numérica, que entrega como resultado el desplazamiento, 

velocidad y aceleración de cada nodo de los elementos. 

2.1. Viscoelasticidad 

Fenómenos presentes en la dinámica de la cinta, tales como no linealidad en la relación esfuerzo-

deformación, histéresis en las propiedades —que se refiere a la tendencia de un material a 

conservar alguna de sus propiedades en ausencia del estímulo que la ha generado—, presencia de 

fluencia y relajación, y módulo de elasticidad dinámico son muestra de las propiedades 

viscoelásticas de la correa. Por lo tanto, para el modelamiento de la cinta considerando un 

enfoque dinámico se debe considerar el carácter viscoelástico que presenta [7]. 

Un material viscoelástico lineal general es un material para el cual existe una relación lineal entre 

el esfuerzo y sus derivadas, y la deformación y sus derivadas. En el caso unidimensional la 

relación más general posible de un material viscoelástico lineal se presenta en la Ecuación (2.1): 

𝜎(𝑡) + 𝐴(1)
𝜕𝜎(𝑡)

𝜕𝑡
+ ⋯+ 𝐴(𝑛1)

𝜕𝑛1𝜎(𝑡)

𝜕𝑡𝑛1
= 𝐵(0)𝜀(𝑡) + 𝐵(1)

𝜕𝜀(𝑡)

𝜕𝑡
+ ⋯+ 𝐵(𝑛2)

𝜕𝑛2𝜀(𝑡)

𝜕𝑡𝑛2
 (2.1) 

donde: 

𝜎(𝑡) : Esfuerzo aplicado sobre el elemento considerado. 

𝜀(𝑡) : Deformación sufrida por el elemento. 

𝐴(𝑖) : Constantes dependientes del grado de derivación 𝑖 del esfuerzo. 

𝐵(𝑗) : Constantes dependientes del grado de derivación 𝑗 de la deformación. 

𝑛1 : Grado de derivación máximo considerado del esfuerzo. 

𝑛2 : Grado de derivación máximo considerado de la deformación. 

Por su parte, existen diversos modelos reológicos para materiales viscoelásticos lineales. Algunos 

de ellos son el modelo de Maxwell, el modelo de Kelvin-Voigt y el modelo de sólido 

viscoelástico lineal estándar, que representa una combinación de los dos anteriores. Todos estos 

modelos descomponen el esfuerzo y la deformación en dos sumandos, uno que representa los 

efectos elásticos, representados por un resorte, y otro que representa los efectos viscosos, 

representados por un amortiguador. Estos modelos se pueden asociar en términos de resortes y 

amortiguadores, donde cada uno de estos difiere en la disposición de estos. 
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2.1.1. Modelo de Maxwell 

Es un caso particular de la Ecuación (2.1) tomando 𝑛1 = 𝑛2 = 1. La ecuación constitutiva del 

modelo de Maxwell está dada por la expresión mostrada en la Ecuación (2.2): 

𝜕𝜀(𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜎(𝑡)

𝜂
+
1

𝐸

𝑑𝜎(𝑡)

𝑑𝑡
 (2.2) 

donde: 

𝐸 : Módulo de elasticidad. 

𝜂 : Coeficiente de viscosidad. 

La representación esquemática considerando resortes y amortiguadores se muestra en la Figura 

2.1. 

 

Figura 2.1: Representación esquemática del modelo de Maxwell. 

Este modelo predice que el esfuerzo decaerá exponencialmente con el tiempo en un polímero 

sometido a deformación constante, fenómeno conocido como relajación, lo cual se ajusta bastante 

bien a lo observado experimentalmente para muchos polímeros. Sin embargo, una limitación 

importante es que no predice el fenómeno de fluencia (creep en inglés) de muchos polímeros de 

manera certera. 

2.1.2. Modelo de Kelvin-Voigt 

Es un caso particular de la Ecuación (2.1) tomando 𝑛1 = 0 y 𝑛2 = 1. La ecuación constitutiva del 

modelo de Kelvin-Voigt está dada por la expresión mostrada en la Ecuación (2.3): 

𝜎(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡) + 𝜂
𝑑𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
 (2.3) 

La representación esquemática considerando resortes y amortiguadores se muestra en la Figura 

2.2. 

 
Figura 2.2: Representación esquemática del modelo de Kelvin-Voigt. 

Este modelo se aplica para explicar el fenómeno de fluencia de los polímeros, que corresponde al 

incremento de deformación que sufre un material viscoelástico cuando está sometido a una 

tensión constante. Por otro lado, no representa de buena manera el fenómeno de relajación. 
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2.1.3. Modelo estándar de sólido viscoelástico 

Los modelos expuestos anteriormente muestran limitaciones que en cierto modo se 

complementan. Es por este motivo que se considera ahora un modelo que combine las 

características de ambos en uno solo. La ecuación constitutiva viene dada por la expresión 

mostrada por la Ecuación (2.4) que sigue: 

(𝐸1 + 𝐸2)
𝑑𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝐸2
𝜂
(
𝜂

𝐸2

𝑑𝜎(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜎(𝑡) − 𝐸1𝜀(𝑡)) (2.4) 

La representación esquemática considerando resortes y amortiguadores se muestra en la Figura 

2.3. 

 
Figura 2.3: Representación esquemática del modelo estándar de sólido viscoelástico. 

En este caso se consideran dos módulos de elasticidad 𝐸1 y 𝐸2 representados por los dos resortes. 

Este modelo representa de una mejor manera a un sólido viscoelástico real, debido a que tiene en 

cuenta ambos fenómenos descritos anteriormente, la fluencia y la relajación. 

2.2. Método de Elementos Finitos 

El Método de Elementos Finitos es un método numérico similar al método de diferencias finitas, 

pero más general y potente en aplicaciones a problemas del mundo real que envuelven física 

complicada, geometría y/o condiciones de borde. En el método de Elementos Finitos un dominio 

dado es visto como un conjunto de subdominios, donde cada subdominio está gobernado por una 

ecuación aproximada por cualquiera de los otros métodos tradicionales. 

La razón detrás de la búsqueda de aproximar la solución a un conjunto de subdominios se debe al 

hecho de que se vuelve más simple representar una ecuación complicada como un conjunto de 

polinomios simples. Por supuesto, cada segmento individual de la solución debe encajar con sus 

vecinos dando sentido a la función y permitiendo derivadas continuas hasta cierto orden en los 

puntos de conexión [9]. 

En la Figura 2.4 se aprecia un esquema típico del Método de Elementos Finitos aplicado a una 

correa transportadora. Se observa la utilización del modelo reológico de Kelvin-Voigt, donde se 

realizó una discretización con 𝑛 elementos de una correa inclinada con un tensor de tipo 

gravitacional. 

Para cada elemento es posible definir las fuerzas que actúan sobre él, las que son principalmente 

la fuerza elástica asociada a la rigidez 𝑘 —relacionada al módulo de elasticidad 𝐸 de la Ecuación 

(2.3)—, la fuerza viscosa asociada a 𝑐 —relacionado al coeficiente de viscosidad 𝜂 de la 

Ecuación (2.3)—, una fuerza de resistencia dependiente de la velocidad 𝑤 y las fuerzas externas 

𝐹 que comprenden la fuerza motriz y la fuerza gravitacional de cada elemento. 
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Figura 2.4: Esquema del Método de Elementos Finitos [10]. 

Con esto, es posible encontrar la ecuación de movimiento del 𝑖-ésimo elemento, como se muestra 

en la expresión siguiente [10][11]: 

𝑚𝑖𝑥̈𝑖 − 𝑐𝑖−1𝑥̇𝑖−1 + (𝑐𝑖−1 + 𝑐𝑖)𝑥̇𝑖 − 𝑐𝑖𝑥̇𝑖+1 − 𝑘𝑖−1𝑥𝑖−1 + (𝑘𝑖−1 + 𝑘𝑖)𝑥𝑖 − 𝑘𝑖𝑥𝑖+1 = 𝐹𝑖 (2.5) 

donde: 

𝑚𝑖 : Masa equivalente del elemento 𝑖 [kg]. 

𝑐𝑖 : Coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente del elemento 𝑖 [Ns/m]. 

𝑘𝑖 : Coeficiente de rigidez equivalente del elemento 𝑖 [N/m]. 

𝑥𝑖 : Desplazamiento del elemento 𝑖 [m]. 

𝑥̇𝑖 : Velocidad del elemento 𝑖 [m/s]. 

𝑥̈𝑖 : Aceleración del elemento 𝑖 [m/s2]. 

𝐹𝑖 : Fuerza externa ejercida sobre el elemento 𝑖 [N]. 𝐹𝑖 = −𝑊𝑖 + 𝐺𝑖 + 𝑃𝑖 

𝑊𝑖 : Fuerza de resistencia dependiente de la velocidad del elemento 𝑖 [N]. 

𝐺𝑖 : Fuerza gravitacional del elemento 𝑖 [N]. 

𝑃𝑖 : Fuerza motriz activa del elemento 𝑖 [N]. 

Al realizar el procedimiento anterior para cada uno de los 𝑛 elementos se llega a un sistema de 𝑛 

ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, el que se puede expresar en forma matricial, 

como se muestra en la expresión siguiente: 

𝐌𝑥̈(𝑡) + 𝐂𝑥̇(𝑡) + 𝐊𝑥(𝑡) = 𝐏 −𝐖+ 𝐆 (2.6) 

donde: 

𝐌 : Matriz de masa del sistema. 

𝐂 : Matriz de amortiguamiento del sistema. 

𝐊 : Matriz de rigidez del sistema. 

𝐏 : Vector fuerza motriz activa. 

𝐖 : Vector fuerza de resistencia. 

𝐆 : Vector fuerza gravitacional. 
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2.2.1. Tipos de elementos utilizados 

Para construir un modelo en elementos finitos es necesario discretizar la cinta en un número 

finito de elementos. Existen tres familias de elementos que se pueden utilizar: elementos 

unidimensionales, elementos bidimensionales y elementos tridimensionales. 

Para correas transportadoras de gran escala, el largo de la cinta es mucho mayor que el ancho y el 

espesor, por esto en muchas ocasiones es preferible analizar la dinámica y comportamiento de la 

correa en un modelo unidimensional. Dentro de esta familia se distinguen principalmente los 

elementos tipo barra y tipo viga, que se describen a continuación. 

2.2.1.1. Elemento barra 

Un elemento barra es un elemento unidimensional que posee dos nodos en sus extremos, en el 

que cada uno de los nodos posee un grado de libertad, asociado al desplazamiento en la dirección 

axial. En la Figura 2.5 se ve una representación de este tipo de elemento. 

 

Figura 2.5: Representación gráfica de un elemento barra. 

donde: 

𝑢𝑖 : Desplazamiento horizontal en el nodo 𝑖. 

𝑢𝑗  : Desplazamiento horizontal en el nodo 𝑗. 

𝐴 : Área de la sección transversal. 

𝐸 : Módulo de Young. 

𝐿 : Largo del elemento. 

Se puede demostrar que un elemento de este tipo presenta una matriz de rigidez elemental tal 

como se muestra en la expresión siguiente: 

𝐾𝑙
𝑒 =

𝐸𝐴

𝐿
 [
 1  −1  
 −1 1

] (2.7) 

Donde el subíndice 𝑙 se refiere a que esta matriz está definida de acuerdo a las coordenadas 

locales, es decir, las coordenadas definidas por la dirección del elemento barra. De la misma 

manera, se tiene que la matriz de masa consistente elemental es de la forma: 

𝑀𝑙
𝑒 =

𝜌𝐴𝐿

6
 [
 2 1 
 1 2 

] (2.8) 

Sin embargo, para la utilización de elementos finitos en el modelo de una correa transportadora 

se considera la matriz de masa concentrada elemental. La ventaja que presenta este tipo de matriz 

de masa es que se obtiene una matriz diagonal, que requiere menos recursos computacionales. La 
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principal desventaja radica en la menor precisión en los cálculos respecto a la matriz de masa 

consistente. Para un elemento barra, la matriz de masa concentrada elemental se observa en la 

expresión que sigue: 

𝑀𝑙
𝑒 =

𝜌𝐴𝐿

2
 [
 1 0 
 0 1 

] (2.9) 

Por otro lado, si se tiene una sucesión de elementos que no sigue la misma dirección axial entre 

ellos, resulta conveniente utilizar coordenadas globales, ya que con esto todos los 

desplazamientos de los nodos de los elementos pueden ser evaluados en las mismas coordenadas 

globales 𝑥 e 𝑦. En la Figura 2.6 se muestra la representación del elemento barra para este tipo de 

coordenadas. 

 
Figura 2.6: Representación de un elemento barra en coordenadas globales. 

donde: 

𝑥𝑖 : Desplazamiento horizontal en el nodo 𝑖. 

𝑦𝑖 : Desplazamiento vertical en el nodo 𝑗. 

𝑥𝑗 : Desplazamiento horizontal en el nodo 𝑖. 

𝑦𝑗 : Desplazamiento vertical en el nodo 𝑗. 

𝛼 : Ángulo de inclinación del elemento respecto a la horizontal. 

En este caso, las matrices elementales de rigidez y de masa concentrada en coordenadas globales 

se expresan, respectivamente: 

𝐾𝑔
𝑒 =

𝐸𝐴

𝐿
 [

cos2 𝛼 sin𝛼 cos 𝛼 −cos2 𝛼 −sin𝛼 cos 𝛼
sin𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼 −sin𝛼 cos 𝛼 −sin2 𝛼
−cos2 𝛼 −sin𝛼 cos 𝛼 cos2 𝛼 sin𝛼 cos 𝛼

−sin𝛼 cos 𝛼 −sin2 𝛼 sin 𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼

] (2.10) 

 

𝑀𝑔
𝑒 =

𝜌𝐴𝐿

2
 [

cos2 𝛼 sin𝛼 cos 𝛼 0 0
sin𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼 0 0

0 0 cos2 𝛼 sin𝛼 cos 𝛼
0 0 sin𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼

] (2.11) 
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2.2.1.2. Elemento viga 

Un elemento viga es un elemento unidimensional que posee dos nodos en sus extremos, en el que 

cada uno de los nodos posee dos grados de libertad, asociados al desplazamiento en la dirección 

normal a la dirección del elemento, y a la rotación en cada nodo. En la Figura 2.7 se ve una 

representación de este tipo de elemento. 

 

Figura 2.7: Representación gráfica de un elemento viga. 

donde: 

𝑣𝑖 : Desplazamiento vertical en el nodo 𝑖. 

𝜃𝑖 : Rotación respecto al eje 𝑧 del nodo 𝑖. 

𝑣𝑗  : Desplazamiento vertical en el nodo 𝑗. 

𝜃𝑗  : Rotación respecto al eje 𝑧 del nodo 𝑗. 

𝐼 : Momento de inercia de la sección. 

Es posible demostrar que un elemento de este tipo presenta una matriz de rigidez elemental tal 

como se muestra en la expresión siguiente: 

𝐾𝑙
𝑒 =

𝐸𝐼

𝐿3
 [

12 6𝐿 −12 6𝐿
6𝐿 4𝐿2 −6𝐿 2𝐿2

−12 −6𝐿 12 −6𝐿
6𝐿 2𝐿2 −6𝐿 4𝐿2

] (2.12) 

De igual manera, se tiene que la matriz de masa consistente elemental posee la forma que sigue: 

𝑀𝑙
𝑒 =

𝜌𝐴𝐿

420
 [

156 22𝐿 54 −13𝐿
22𝐿 4𝐿2 13𝐿 −3𝐿2

54 13𝐿 156 −22𝐿
−13𝐿 −3𝐿2 −22𝐿 4𝐿2

] (2.13) 

En este caso, la matriz de masa concentrada elemental es la que se observa en la expresión 

mostrada a continuación: 

𝑀𝑙
𝑒 =

[
 
 
 
 
 
𝜌𝐴𝐿

2
0 0 0

0 𝐼𝑚 0 0

0 0
𝜌𝐴𝐿

2
0

0 0 0 𝐼𝑚]
 
 
 
 
 

 (2.14) 
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Donde  𝐼𝑚 es la inercia de la mitad del elemento. Cabe decir que se utiliza el valor 𝐼𝑚 para evitar 

elementos nulos en la diagonal de la matriz, para así no indeterminar el problema al invertir la 

matriz 𝑀𝑙
𝑒. 

Como en el caso del elemento barra, si se tiene una sucesión de elementos viga que no sigue la 

misma dirección axial entre ellos, es conveniente utilizar coordenadas globales. En la Figura 2.8 

se muestra la representación del elemento viga para este tipo de coordenadas. 

 
Figura 2.8: Representación de un elemento viga en coordenadas globales. 

En este caso, las matrices elementales de rigidez y de masa concentrada en coordenadas globales 

se expresan, respectivamente como sigue, donde 𝑠 = sin 𝛼 y 𝑐 = cos 𝛼: 

𝐾𝑔
𝑒 =

𝐸𝐼

𝐿3
 

[
 
 
 
 
 
12 𝑠2 −12 𝑠 𝑐 −6𝐿 𝑠 −12 𝑠2 −12 𝑠 𝑐 −6𝐿 𝑠
 12 𝑐2 6𝐿 𝑐 12 𝑠 𝑐 −12 𝑐2 6𝐿 𝑐
  4𝐿2 6𝐿 𝑠 −6𝐿 𝑐 2𝐿2

   12 𝑠2 −12 𝑠 𝑐 6𝐿 𝑠
 𝑠𝑖𝑚   12 𝑐2 −6𝐿
     4𝐿2 ]

 
 
 
 
 

 (2.15) 

 

𝑀𝑔
𝑒 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜌𝐴𝐿

2
𝑠2 −

𝜌𝐴𝐿

2
𝑠 𝑐 0 0 0 0

−
𝜌𝐴𝐿

2
𝑠 𝑐

𝜌𝐴𝐿

2
𝑐2 0 0 0 0

0 0 𝐼𝑚 0 0 0

0 0 0
𝜌𝐴𝐿

2
𝑠2 −

𝜌𝐴𝐿

2
𝑠 𝑐 0

0 0 0 −
𝜌𝐴𝐿

2
𝑠 𝑐

𝜌𝐴𝐿

2
𝑐2 0

0 0 0 0 0 𝐼𝑚]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2.16) 

2.2.2. Ensamble de matrices 

Las matrices de masa y rigidez del sistema en su totalidad corresponden al ensamble de las 

matrices elementales. Para realizar el ensamble se necesita saber qué grados de libertad están 

asociados a cada nodo y cuántos nodos posee cada elemento de la estructura. 
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Si se considera una estructura unidimensional en el que los 𝑁 elementos que la componen son de 

tipo barra, numerados de manera correlativa desde un extremo hacia el otro, la matriz de rigidez 

𝐾 toma la forma siguiente: 

𝐾 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝐾11

(1)
𝐾12
(1)

0 0 0 0 0

𝐾21
(1)

𝐾22
(1)
+ 𝐾11

(2)
𝐾12
(2)

0 0 0 0

0 𝐾21
(2)

𝐾22
(2)
+ 𝐾11

(3)
⋱ 0 0 0

0 0 ⋱ ⋱ ⋱ 0 0

0 0 0 ⋱ 𝐾22
(𝑁−2)

+ 𝐾11
(𝑁−1)

𝐾12
(𝑁−1)

0

0 0 0 0 𝐾21
(𝑁−1)

𝐾22
(𝑁−1)

+𝐾11
(𝑁)

𝐾12
(𝑁)

0 0 0 0 0 𝐾21
(𝑁)

𝐾22
(𝑁)
]
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2.17) 

donde 𝐾𝑖𝑗
(𝑘)

 representa el componente ubicado en la 𝑖-ésima fila y 𝑗-ésima columna de la matriz 

de rigidez elemental del 𝑘-ésimo elemento. A modo de ejemplo, 𝐾11
(3)

 es el componente ubicado 

en la fila 1, columna 1 de la matriz de rigidez elemental del elemento 3. En la Figura 2.9 se 

representa esquemáticamente el ensamble realizado en la matriz de rigidez. 

 
Figura 2.9: Representación del ensamble de matrices. 

El mismo procedimiento se aplica para encontrar la matriz de masa 𝑀 del sistema. En el caso de 

considerarse la matriz de masa concentrada elemental, la matriz 𝑀 es diagonal y posee la forma 

siguiente: 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 𝑀11

(1) 0 0 0 0 0

0 𝑀22
(1) +𝑀11

(2) 0 0 0 0

0 0 𝑀22
(2) +𝑀11

(3) 0 0 0

0 0 0 ⋱ 0 0

0 0 0 0 𝑀22
(𝑁−1) +𝑀11

(𝑁) 0

0 0 0 0 0 𝑀22
(𝑁)
]
 
 
 
 
 
 
 

 (2.18) 

donde 𝑀𝑖𝑗
(𝑘)

 representa el componente ubicado en la 𝑖-ésima fila y 𝑗-ésima columna de la matriz 

de masa concentrada elemental del 𝑘-ésimo elemento, tal como en el caso anterior. 
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2.2.3. Matriz de amortiguamiento 

Debido a las limitaciones en el conocimiento del amortiguamiento en análisis dinámico de 

estructuras, en el que se hace necesario realizar pruebas experimentales para determinar los 

factores de amortiguamiento, en este trabajo se utiliza el amortiguamiento proporcional, también 

conocido como amortiguamiento de Rayleigh, el cual establece que la matriz de amortiguamiento 

𝐶 es una combinación lineal de las matrices 𝑀 y 𝐾, como se muestra a continuación: 

𝐶 = 𝛼1𝑀 + 𝛼2𝐾 (2.19) 

donde 𝛼1 y 𝛼2 son dos parámetros reales. En el caso de análisis dinámico de correas 

transportadoras, los parámetros que suelen ser utilizados son 𝛼1 = 0 y 𝛼2 = 0,8 ó 𝛼2 = 1 [6] 

[12]. 

2.3. Métodos de integración numérica 

Para un problema que considera elementos finitos, la ecuación de movimiento de cada elemento 

de la estructura considerada conlleva a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de 

segundo orden, el que se puede escribir de forma matricial. Estas ecuaciones se pueden resolver 

mediante procedimientos clásicos de resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin 

embargo, si se trata de matrices grandes, este procedimiento puede ser muy costoso en términos 

de tiempo y recursos. Es por esto que se utilizan ciertos algoritmos para resolver las ecuaciones 

de movimiento de manera eficiente. 

Un método que se utiliza para la resolución de las ecuaciones de movimiento es el método de 

integración directa, en el que las ecuaciones son integradas por un procedimiento por pasos 

temporales, en el que se define un paso de tiempo Δ𝑡. En este tipo de procedimientos se asume 

que los vectores de aceleración, velocidad y desplazamiento son conocidos para el tiempo 𝑡 = 0. 

Para el desarrollo de este trabajo se consideran tres métodos de integración directa: el método de 

las diferencias centrales, el método de Wilson 𝜃 y el método de Newmark [13]. 

2.3.1. Método de las diferencias centrales 

Este método utiliza la aproximación siguiente: 

𝑥̈(𝑡) =
1

Δ𝑡2
(𝑥(𝑡 − Δ𝑡) − 2𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 + Δ𝑡)) (2.20) 

La expansión de la Ecuación (2.20) es del orden de Δ𝑡2, por lo que para tener el mismo orden de 

error en la expansión de la velocidad se utiliza la aproximación que sigue: 

𝑥̇(𝑡) =
1

2Δ𝑡
(𝑥(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑥(𝑡 − Δ𝑡)) (2.21) 

El desplazamiento en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡 se obtiene al considerar la ecuación de movimiento en el 

tiempo 𝑡: 

𝑀𝑥̈(𝑡) + 𝐶𝑥̇(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡) (2.22) 

Al sustituir se obtiene: 
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(
1

Δ𝑡2
𝑀 +

1

2Δ𝑡
𝐶) 𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝐹(𝑡) − (𝐾 −

2

Δ𝑡2
𝑀)𝑥(𝑡) − (

1

Δ𝑡2
𝑀 +

1

2Δ𝑡
𝐶) 𝑥(𝑡 − Δ𝑡) (2.23) 

Es posible notar que para obtener 𝑥(𝑡 + Δ𝑡) son necesarios 𝑥(𝑡) y 𝑥(𝑡 − Δ𝑡), por lo que se debe 

usar un procedimiento especial de iniciación. Dado que 𝑥̈(0), 𝑥̇(0) y 𝑥(0) son conocidos, las 

Ecuación (2.20) y Ecuación (2.21) se pueden utilizar para calcular 𝑥(−Δ𝑡) como sigue: 

𝑥(−Δ𝑡) = 𝑥(0) − Δ𝑡𝑥̇(0) +
Δ𝑡2

2
𝑥̈(0) (2.24) 

Por lo general, para llegar a soluciones estables es necesario un paso de tiempo relativamente 

pequeño. En efecto, el paso de tiempo debe ser menor que un valor crítico Δ𝑡𝑐𝑟 , el cual se 

determina mediante la expresión: 

Δ𝑡𝑐𝑟 =
𝑇𝑛
𝜋

 (2.25) 

donde 𝑇𝑛 es el menor periodo del sistema, entre el inverso de la mayor frecuencia natural y la 

frecuencia de las fuerzas externas. 

El algoritmo de resolución paso a paso se presenta a continuación: 

 Formar matrices de rigidez 𝐾, de masa 𝑀 y de amortiguamiento 𝐶. 

 

 Inicializar 𝑥̈(0), 𝑥̇(0) y 𝑥(0). 

 

 Seleccionar el paso de tiempo Δ𝑡 tal que Δ𝑡 ≤ Δ𝑡𝑐𝑟 . 

 

 Calcular las constantes de integración siguientes: 

𝑎0 =
1

Δ𝑡2
 ; 𝑎1 =

1

2Δ𝑡
 ; 𝑎2 = 2𝑎0 ; 𝑎3 =

1

𝑎2
 

 

 Calcular 𝑥(−Δ𝑡) = 𝑥(0) − Δ𝑡𝑥̇(0) + 𝑎3𝑥̈(0). 

 

 Formar la matriz de masa efectiva 𝑀̂ = 𝑎0𝑀 + 𝑎1𝐶. 

 

 Calcular las fuerzas efectivas en el tiempo 𝑡: 

𝐹̂(𝑡) = 𝐹(𝑡) − (𝐾 − 𝑎2𝑀)𝑥(𝑡) − (𝑎0𝑀− 𝑎1𝐶)𝑥(𝑡 − Δ𝑡) 
 

 Determinar los desplazamientos en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑀̂−1𝐹̂(𝑡) 
 

 Evaluar aceleraciones y velocidades en el tiempo 𝑡: 

𝑥̈(𝑡) = 𝑎0(𝑥(𝑡 − Δ𝑡) − 2𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 + Δ𝑡)) 

𝑥̇(𝑡) = 𝑎1(𝑥(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑥(𝑡 − Δ𝑡)) 
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2.3.2. Método de Wilson 𝜽 

En este método se asume una variación lineal de la aceleración entre un paso de tiempo 𝑡 y 𝑡 +
𝜃Δ𝑡, donde 𝜃 ≥ 1, tal como se muestra en la Figura 2.10: 

 

Figura 2.10: Aceleración lineal en el método de Wilson 𝜽. 

Es posible demostrar que para asegurar estabilidad incondicional es necesario utilizar 𝜃 ≥ 1,37, 

usualmente se emplea 𝜃 = 1,4. 

Con el fin de obtener la solución de los desplazamientos, velocidades y aceleraciones en el 

tiempo 𝑡 + Δ𝑡, se considera la ecuación de movimiento en el tiempo 𝑡 + 𝜃Δ𝑡. Sin embargo, dado 

que la aceleración varía linealmente, se utiliza un vector de fuerzas extrapolado linealmente, es 

decir, las ecuaciones utilizadas son las siguientes: 

𝑀𝑥̈(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) + 𝐶𝑥̇(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) = 𝐹̅(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) (2.26) 

 

𝐹̅(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) = 𝐹(𝑡) + 𝜃(𝐹(𝑡 + Δ𝑡) − 𝐹(𝑡)) (2.27) 

El algoritmo completo usado en la integración se muestra a continuación: 

 Formar matrices de rigidez 𝐾, de masa 𝑀 y de amortiguamiento 𝐶. 

 

 Inicializar 𝑥̈(0), 𝑥̇(0) y 𝑥(0). 

 

 Seleccionar el paso de tiempo Δ𝑡 y parámetro 𝜃. 

 

 Calcular las constantes de integración siguientes: 

𝑎0 =
6

(𝜃Δ𝑡2)
 ; 𝑎1 =

3

𝜃Δ𝑡
 ; 𝑎2 = 2𝑎1 ; 𝑎3 =

𝜃Δ𝑡

2
 ; 𝑎4 =

𝑎0
𝜃

 
 

𝑎5 =
−𝑎2
𝜃

 ; 𝑎6 = 1 −
3

𝜃
 ; 𝑎7 =

Δ𝑡

2
 ; 𝑎8 =

Δ𝑡2

6
 

 

 Formar la matriz de rigidez efectiva 𝐾̂ = 𝐾 + 𝑎0𝑀+ 𝑎1𝐶. 

 

 Calcular las fuerzas efectivas en el tiempo 𝑡 + 𝜃Δ𝑡: 

𝐹̂(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) = 𝐹(𝑡) + 𝜃(𝐹(𝑡 + Δ𝑡) − 𝐹(𝑡)) + 𝑀(𝑎0𝑥(𝑡) + 𝑎2𝑥̇(𝑡) + 2𝑥̈(𝑡)) 

+𝐶(𝑎1𝑥(𝑡) + 2𝑥̇(𝑡) + 𝑎3𝑥̈(𝑡))                                
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 Determinar los desplazamientos en el tiempo 𝑡 + 𝜃Δ𝑡: 

𝑥(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) = 𝐾̂−1𝐹̂(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) 
 

 Evaluar aceleraciones, velocidades y desplazamientos en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑎4(𝑥(𝑡 + 𝜃Δ𝑡) − 𝑥(𝑡)) + 𝑎5𝑥̇(𝑡) + 𝑎6𝑥̈(𝑡) 

𝑥̇(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥̇(𝑡) + 𝑎7(𝑥̈(𝑡 + Δt) + 𝑥̈(𝑡)) 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥(𝑡) + Δ𝑡𝑥̇(𝑡) + 𝑎8(𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) + 2𝑥̈(𝑡)) 

2.3.3. Método de Newmark 

Este método también se puede relacionar con un modelo de aceleraciones lineales, el cual utiliza 

los siguientes supuestos: 

𝑥̇(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥̇(𝑡) + [(1 − 𝛿)𝑥̈(𝑡) + 𝛿𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡)]Δ𝑡 (2.28) 

 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑥̇(𝑡)Δ𝑡 + [(
1

2
− 𝛼) 𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡)] Δ𝑡2 (2.29) 

donde 𝛼 y 𝛿 son parámetros que determinan la precisión y estabilidad del método de integración. 

Cuando 𝛿 =
1

2
 y 𝛼 =

1

6
, la Ecuación (2.28) y Ecuación (2.29) corresponden al método de 

aceleraciones lineales (que también se obtiene con θ = 1 en el método de Wilson). Newmark 

propuso originalmente como condición de estabilidad incondicional el esquema de promedio 

constante de la aceleración (también conocido como regla trapezoidal), en donde 𝛿 =
1

2
 y 𝛼 =

1

4
. 

El esquema de promedio de aceleración de Newmark se muestra en la Figura 2.11: 

 

Figura 2.11: Aceleración promedio de Newmark. 

En adición a la Ecuación (2.28) y Ecuación (2.29), se utilizan las ecuaciones de movimiento en el 

tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝑀𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) + 𝐶𝑥̇(𝑡 + Δ𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝐹(𝑡 + Δ𝑡) (2.30) 

De la Ecuación (2.29) se puede despejar 𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) en función de 𝑥(𝑡 + Δ𝑡) y después se puede 

reemplazar en la Ecuación (2.28). De esta manera se obtienen las aceleraciones y velocidades en 

el tiempo 𝑡 + Δ𝑡 en función del desplazamiento en 𝑡 + Δ𝑡. Sustituyendo estas dos expresiones en 

la ecuación (2.30), se puede despejar el desplazamiento en 𝑡 + Δ𝑡. 

El algoritmo completo de integración de acuerdo a Newmark se muestra a continuación: 



 

19 

 

 Formar matrices de rigidez 𝐾, de masa 𝑀 y de amortiguamiento 𝐶. 

 

 Inicializar 𝑥̈(0), 𝑥̇(0) y 𝑥(0). 

 

 Seleccionar el paso de tiempo Δ𝑡 y los parámetros 𝛼 y 𝛿, tales que: 

𝛿 ≥ 0,5 ; 𝛼 ≥ 0,25(0,5 + 𝛿)2 

 

 Calcular las constantes de integración: 

𝑎0 =
1

𝛼Δ𝑡2
 ; 𝑎1 =

𝛿

𝛼Δ𝑡
 ; 𝑎2 =

1

𝛼Δ𝑡
 ; 𝑎3 =

1

2𝛼
− 1 

𝑎4 =
𝛿

𝛼
− 1 ; 𝑎5 =

Δ𝑡

2
(
𝛿

𝛼
− 2) ; 𝑎6 = Δ𝑡(1 − 𝛿) ; 𝑎7 = 𝛿Δ𝑡 

 

 Formar la matriz de rigidez efectiva 𝐾̂ = 𝐾 + 𝑎0𝑀+ 𝑎1𝐶. 

 

 Calcular las fuerzas efectivas en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝐹̂(𝑡 + Δ𝑡) = 𝐹(𝑡 + Δ𝑡) + 𝑀(𝑎0𝑥(𝑡) + 𝑎2𝑥̇(𝑡) + 𝑎3𝑥̈(𝑡)) 

 +𝐶(𝑎1𝑥(𝑡) + 𝑎4𝑥̇(𝑡) + 𝑎5𝑥̈(𝑡)) 
 

 Determinar las desplazamientos en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝐾̂−1𝐹̂(𝑡 + Δ𝑡) 
 

 Evaluar aceleraciones y velocidades en el tiempo 𝑡 + Δ𝑡: 

𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑎0(𝑥(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑥(𝑡)) − 𝑎2𝑥̇(𝑡) − 𝑎3𝑥̈(𝑡) 

𝑥̇(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥̇(𝑡) + 𝑎6𝑥̈(𝑡) + 𝑎7𝑥̈(𝑡 + Δ𝑡) 

2.4. Caracterización de la correa 

Es relevante considerar las propiedades de la cinta, del material transportado, los elementos 

rotativos del sistema, entre otros, cuando se realiza un modelo de Elementos Finitos, dado que 

son parámetros de entrada para los cálculos realizados. 

A continuación se muestran las expresiones con las que se calculan los parámetros referidos en el 

párrafo anterior. 

2.4.1. Velocidades de propagación de onda 

Las velocidades de propagación de onda longitudinal y transversal dependen principalmente de 

las propiedades de la cinta, como es el caso del módulo de elasticidad,  la densidad del material 

de la correa, área de la sección transversal, entre otras. En particular, la velocidad de onda 

longitudinal 𝑐1 y de onda transversal 𝑐2 se definen como sigue [5]: 

𝑐1 = √
𝐸𝑐
𝜌
= √

𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐
 (2.31) 
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𝑐2 = √
𝑇

𝜌𝐴
= √

𝑇

𝑚′𝑐
 (2.32) 

donde: 

𝐸𝑐 : Módulo de Young de la cinta. 

𝜌 : Densidad de la cinta. 

𝐴 : Área de la sección transversal de la cinta. 

𝑚′𝑐 : Masa de la cinta por unidad de largo. 

𝑇 : Tensión de la cinta. 

Dado que el interés de este trabajo está en la respuesta elástica longitudinal, se considerará de 

aquí en adelante solamente la velocidad de onda transversal 𝑐1. 

Considerando que en caso de operación normal la cinta está con carga, y además está soportada 

por polines, es necesario tener en cuenta estos elementos en el cálculo de las velocidades, dado 

que retrasan la propagación de la onda. Se consideran entonces ahora la masa del material 

transportado sobre la cinta y la masa de los polines. 

La velocidad de onda efectiva para una correa sin carga, considerando el lado donde va el 

material transportado (lado carga), se escribe como sigue [14]: 

𝑐1,𝑒𝑓𝐷 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑐
= √

𝑚′𝑐
𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑐

𝑐1 = 𝐶𝐷𝑐1 (2.33) 

Para una correa cargada la velocidad de onda efectiva en el lado carga es: 

𝑐1,𝑒𝑓𝐶 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0 +𝑚′𝑝𝑐
= √

𝑚′𝑐
𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0 +𝑚′𝑝𝑐

𝑐1 = 𝐶𝐶𝑐1 (2.34) 

Mientras que la velocidad de onda efectiva en el lado que no lleva material (lado retorno) se 

expresa de la manera siguiente: 

𝑐1,𝑒𝑓𝑅 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟
= √

𝑚′𝑐
𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟

𝑐1 = 𝐶𝑅𝑐1 (2.35) 

donde: 

𝑚′𝑝𝑐 : Masa de los polines del lado carga por unidad de largo. 

𝑚′𝑝𝑟 : Masa de los polines del lado retorno por unidad de largo. 

𝑚′𝑚 : Masa del material transportado por unidad de largo. 

𝛼0 : Proporción de carga actual de material respecto a la carga nominal. 

La ecuación (2.34) asume que el material transportado está uniformemente distribuido a lo largo 

de la cinta, y que no existe movimiento relativo entre el material y la cinta. 
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Con la velocidad a la que avanza el frente de onda determinada, es posible evaluar el intervalo de 

tiempo requerido por la onda para viajar a través de la cinta. Para el caso de la cinta cargada y 

descargada, considerando 𝐿𝑐 la distancia entre las poleas de cabeza y cola, se tiene 

respectivamente [14]: 

𝑡𝐶 =
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝐶

+
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

 (2.36) 

 

𝑡𝐷 =
𝐿𝑐

𝑐1,𝑒𝑓𝐷
+

𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

 (2.37) 

2.4.2. Masas e inercias del sistema 

La inercia de los elementos rotativos del sistema, tales como poleas, engranajes y acoplamientos, 

se puede considerar como una masa equivalente en traslación, conservando la cantidad de energía 

cinética presente. Al igualar la energía cinética de una masa equivalente con la energía cinética 

de los elementos rotativos se obtiene [14]: 

1

2
𝑚𝑟𝑣𝑐

2 =
1

2
(𝐼𝑚𝑛𝑚𝜔𝑚

2 + 𝐼𝑒𝑛𝑒𝜔𝑒
2 + 𝐼𝑎𝑛𝑎𝜔𝑎

2) (2.38) 

donde: 

𝑚𝑟 : Masa equivalente de los elementos rotativos. 

𝑣𝑐 : Velocidad de la cinta. 

𝐼𝑚 : Momento de inercia de los motores. 

𝑛𝑚 : Número de motores. 

𝜔𝑚 : Velocidad angular de los motores. 

𝐼𝑒 : Momento de inercia de los engranajes. 

𝑛𝑒 : Número de engranajes. 

𝜔𝑒 : Velocidad angular de los engranajes. 

𝐼𝑎 : Momento de inercia de los acoplamientos. 

𝑛𝑎 : Número de acoplamientos. 

𝜔𝑎 : Velocidad angular de los acoplamientos. 

Con lo cual se puede encontrar la masa equivalente, de acuerdo a la expresión que sigue: 

𝑚𝑟 =
1

𝑣𝑐
2
(𝐼𝑚𝑛𝑚𝜔𝑚

2 + 𝐼𝑒𝑛𝑒𝜔𝑒
2 + 𝐼𝑎𝑛𝑎𝜔𝑎

2) (2.39) 

Por otro lado, la masa equivalente a los polines que soportan la cinta tanto en el lado carga como 

en el lado retorno está defina como: 

𝑚𝑝 = 𝐿𝑐  (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟) (2.40) 

Recordando que 𝐿𝑐 es la distancia entre las poleas de cabeza y cola. Por su parte, para la cinta en 

sí y el material transportado, se tiene respectivamente las siguientes masas equivalentes: 
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𝑚𝑐 = 2 𝐿𝑐 𝑚′𝑐 (2.41) 

 

𝑚𝑚 = 𝐿𝑐 𝑚′𝑚 𝛼0 (2.42) 

Con lo anterior es posible definir la masa total equivalente que se traslada en la operación de la 

correa, cuya expresión es la siguiente: 

𝑚𝑇 = 𝑚𝑟 +𝑚𝑝 +𝑚𝑐 +𝑚𝑚 (2.43) 

2.4.3. Tensiones en la cinta 

Durante el arranque, el movimiento de la cinta se produce por el efecto de la transmisión de 

potencia de la polea motriz a la cinta, a través de una fuerza motriz 𝐹𝑑𝐴, donde el subíndice 

adicional 𝐴 representa la operación transiente. Para permitir esta transmisión de potencia, una 

tensión mínima de la correa es necesaria para prevenir deslizamiento. La proporción máxima 

entre la tensión previa a la polea motriz 𝐹1𝐴 y posterior a esta 𝐹2𝐴, durante el arranque, puede ser 

calculada mediante la ecuación de Euler-Eytelwein [5]: 

𝐹1𝐴
𝐹2𝐴

≤ exp (𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤) (2.44) 

donde: 

𝛼𝑤 : Ángulo de contacto entre la cinta y la polea motriz. 

𝜇𝑐𝑝 : Coeficiente de fricción entre la correa y la polea motriz. 

En la Figura 2.12 mostrada a continuación se representa la distribución de tensiones previa y 

posterior a la polea motriz. 

 

Figura 2.12: Distribución de tensiones de la cinta en la polea motriz. 

Se tiene además que la diferencia máxima en la tensión de la cinta antes y después de la polea 

motriz es igual a la fuerza motriz durante el arranque, como se expresa a continuación: 

𝐹1𝐴 − 𝐹2𝐴 = 𝐹𝑑𝐴 (2.45) 

Análogamente, si se considera la operación estacionaria, se cumple de igual manera que: 
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𝐹1 − 𝐹2 = 𝐹𝑑 (2.46) 

donde: 

𝐹1 : Tensión de la cinta previa a la polea motriz en operación estacionaria. 

𝐹2 : Tensión de la cinta posterior a la polea motriz en operación estacionaria. 

𝐹𝑑 : Fuerza motriz de la polea en condición de operación estacionaria. 

En el caso de operación estacionaria, es posible calcular la fuerza motriz necesaria para mover la 

cinta considerando las resistencias al movimiento. De acuerdo a la norma DIN 22101 [4], las 

resistencias pueden ser agrupadas en resistencias primarias, secundarias, de inclinación y 

especiales. Si no se toma en cuenta esta última, la fuerza motriz en operación estacionaria se 

puede escribir como: 

𝐹𝑑 = 𝐶𝑟 𝑓 𝐿𝑐 𝑔 [(𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟) + (2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0) cos 𝜃] +𝑚′𝑚 𝛼0 𝑔 𝐻 (2.47) 

donde: 

𝐶𝑟 : Coeficiente de resistencias secundarias. 

𝑓 : Coeficiente de fricción artificial. 

𝐿𝑐 : Distancia entre la polea de cola y la polea de cabeza. 

𝑔 : Aceleración de gravedad. 

𝜃 : Ángulo de inclinación de la correa. 

𝐻 : Altura de elevación entre el área de carga y el área de descarga. 

Suponiendo que en operación transiente la tensión de la cinta posterior a la polea motriz 𝐹2𝐴 es 

igual a aquella en operación estacionaria 𝐹2, es posible encontrar las aceleraciones máximas 

permitidas durante el arranque para evitar la ruptura de la cinta en los empalmes 𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡, y para 

evitar el deslizamiento entre la cinta y la polea motriz 𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙. Las expresiones que definen 

estas aceleraciones se presentan a continuación, donde se asume una inclinación despreciable [6]: 

𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡 = (
𝐹2

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0)
+ 𝐶𝑟𝑓𝑔)

𝑆𝐵 − 𝑆𝐴
𝑆𝐴

 (2.48) 

 

𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙 =
(𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤 − 1)𝐹2

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0)
− 𝐶𝑟𝑓𝑔 (2.49) 

donde: 

𝑆𝐵 : Factor de seguridad en operación estacionaria. 

𝑆𝐴 : Factor de seguridad en operación transiente. 

Con lo que la aceleración máxima permitida en el arranque es: 

𝑎max = min{𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡 ,  𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙} (2.50) 
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2.5. Procedimientos de arranque y parada 

Los procedimientos de arranque y parada de una correa transportadora pueden ser por control de 

velocidad o por control de torque. En este trabajo se consideran solamente los procedimientos por 

control de velocidad, realizados a través de variadores de frecuencia en el motor (conocidos como 

VFD, por su sigla en inglés de Variable Frequency Drive). A continuación se explican los 

perfiles seguidos por la velocidad considerados para los casos de arranque y parada. 

2.5.1. Arranque 

Basado en modelos de correas transportadoras realizados, Harrison [15] propone para el arranque 

un perfil de velocidad que sigue la expresión mostrada a continuación: 

𝑉𝑐,𝑎(𝑡) = {

𝑣𝑐
2
(1 − cos (

𝜋𝑡

𝑇𝑎
)) 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑎

𝑣𝑐 𝑠𝑖 𝑡 ≥ 𝑇𝑎

 (2.51) 

donde 

𝑉𝑐,𝑎(𝑡) : Velocidad de la cinta durante el procedimiento de arranque. 

𝑣𝑐 : Velocidad nominal de la cinta. 

𝑇𝑎 : Duración del procedimiento de arranque. 

En la Figura 2.13 se muestra gráficamente la forma del perfil de velocidad considerado. Es 

importante mencionar que está comprobado que este perfil minimiza las tensiones transientes de 

la cinta. Por este motivo, este es el perfil que se utilizará en el modelo a implementar. 

 
Figura 2.13: Perfil de velocidad en el procedimiento de arranque. 

Relativo al tiempo de duración del procedimiento de arranque, se considerará cuatro expresiones 

encontradas en la bibliografía. En primer lugar se considera, para un perfil de aceleración 

sinusoidal como el expuesto en la Ecuación (2.51), la expresión que sigue [6]: 

𝑇𝑎,min 1 =
𝜋

2

𝑣𝑐
𝑎max

 (2.52) 
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Además, un segundo criterio se muestra en las expresiones que siguen, donde la Ecuación (2.53) 

se utiliza preferentemente para cintas con carcasa de tejido textil, mientras que la Ecuación (2.54) 

se utiliza para cintas con carcasa de cables de acero [5]: 

𝑇𝑎,min 2 =
𝑣𝑐

𝐶𝑟 𝑓 𝑔
(

𝑆𝐴
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴

) (2.53) 

 

𝑇𝑎,min 2 =
𝑣𝑐

4 𝐶𝑟 𝑓 𝑔

𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤 − 1

𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤
(

𝑆𝐴
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴

) (2.54) 

Por otro lado, una tercera expresión del tiempo mínimo se muestra a continuación, la que indica 

que este tiempo debería ser al menos cinco veces el tiempo que le toma a la onda elástica viajar 

desde la polea de cabeza hacia la de cola, en una cinta con carcasa textil [5]: 

𝑇𝑎,min 3 = 5
𝐿𝑐
𝑐1

 (2.55) 

El factor 5 de la Ecuación (2.55) puede variar si se trata de una cinta con carcasa de cables de 

acero, debido a que su velocidad de onda es mayor que en carcasa textil. Por lo tanto, en caso de 

carcasa de cables de acero se reemplaza el factor 5 por un factor en el rango de 30-120 [5]. En 

este trabajo se toma un factor de 80. 

Finalmente se considera también la práctica empírica utilizada que establece un tiempo de ‘un 

minuto por cada kilómetro de largo de la correa’ [5]: 

𝑇𝑎,min 4 =
𝐿𝑐 · 60

1000
 (2.56) 

2.5.2. Parada 

Relativo al procedimiento de parada, se considera en primer lugar un frenado suave siguiendo 

una expresión equivalente a la mostrada en la Ecuación (2.51), de tal manera de tener un perfil 

como sigue: 

𝑉𝑐,𝑝 1(𝑡) = {

𝑣𝑐
2
(1 + cos(

𝜋𝑡

𝑇𝑝
)) 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑝

0 𝑠𝑖 𝑡 ≥ 𝑇𝑝

 (2.57) 

donde 𝑇𝑝 corresponde a la duración del procedimiento de parada suave. 

Al tratarse de un procedimiento de parada suave, las cargas soportadas por la cinta se minimizan. 

Sin embargo, no todas las paradas realizadas por la correa son programadas y se pueden ajustar a 

la curva suave deseada. Es por este motivo que se considera además una parada de tipo abrupta, 

la cual puede corresponder por ejemplo a una parada por situación de emergencia. Este tipo de 

parada se modela como una disminución lineal de la velocidad durante un tiempo 𝑇0, de manera 

de tener: 

𝑉𝑐,𝑝 2(𝑡) = {

𝑣𝑐
𝑇0
(𝑇0 − 𝑡) 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇0

0 𝑠𝑖 𝑡 ≥ 𝑇0

 (2.58) 
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donde 𝑇0 corresponde a la duración del procedimiento de parada abrupta. 

En la Figura 2.14 se muestran gráficamente los perfiles de velocidad del procedimiento de parada 

suave (línea continua azul) y parada abrupta (línea segmentada roja). 

 
Figura 2.14: Perfiles de velocidad en el procedimiento de parada. 
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3. Metodología 

La metodología para llevar a cabo este trabajo se puede resumir de la manera siguiente: 

 Revisión bibliográfica y recopilación de antecedentes 

Estudio detallado de los antecedentes necesarios para el trabajo, revisión del estado del arte en 

términos de modelación de correas transportadoras. 

 Definición del modelo 

Definición del modelo físico de la correa (geometría, dimensiones y configuraciones). Definición 

del modelo reológico a utilizar. Definición del tipo de elemento a utilizar en el Método de 

Elementos Finitos, definición de cantidad de elementos y grados de libertad de cada uno. 

Construcción de las matrices de rigidez globales de masa, amortiguamiento y rigidez. 

 Construcción del modelo computacional 

Construcción del modelo pasado al dominio computacional, vale decir, implementación del 

modelo en el lenguaje MATLAB. Utilización de métodos de integración numérica para la 

resolución de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. 

 Obtención de resultados de la simulación 

Obtención de resultados, modificación de variables para observar el comportamiento y 

sensibilidad de estas, particular interés en el paso temporal utilizado en la simulación. 

Verificación del modelo con resultados encontrados en publicaciones. 

 Evaluación de los resultados y conclusiones 

Comparación de los resultados obtenidos luego de la simulación con valores calculados por 

software de determinación de cargas transientes. Comparación entre métodos de integración 

numérica. Análisis de resultados, explicación de posibles diferencias encontradas y generación de 

conclusiones respectivas. 

3.1. Definición del modelo 

Para la construcción del modelo se debe definir si el interés principal estará en la respuesta 

elástica longitudinal y/o transversal. En el primer caso se considera la influencia del soporte de la 

cinta en el comportamiento longitudinal, la cual se representa mediante fuerzas de resistencia al 

movimiento, tales como resistencia de los polines a la rotación en los rodamientos, la resistencia 

a la hendidura (indentation en inglés) de la cinta —que se genera por el contacto entre el polín y 

el recubrimiento de la correa—, entre otras. Para determinar de manera precisa la influencia de 

estas fuerzas distribuidas en el movimiento de la cinta, esta última es dividida en un número 

finito de elementos, y las fuerzas son atribuidas a cada elemento. 

Si sólo se considera la respuesta elástica longitudinal, la correa es discretizada en los lugares 

donde no se aplica una fuerza externa, por ejemplo entre polines y en la polea de cola. Por otro 

lado, no se discretiza en lugares donde se fuerza su movimiento, como en el caso de la polea 
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motriz. En efecto, se reemplaza el sistema motriz y tensor por dos fuerzas que representan  las 

características motrices y las fuerzas de tensión respectivamente. 

Para efectos de este trabajo se considerará solamente la respuesta elástica longitudinal, siendo el 

tipo de elemento más adecuado para este propósito el de tipo barra, por lo cual se selecciona el 

elemento tipo barra para ser utilizado en el modelo. De todas formas, con este tipo de elemento es 

posible analizar de igual manera las vibraciones transversales, aunque si se requiere mayor 

precisión es recomendable utilizar elementos tipo viga [5]. 

Por otro lado, diversos autores señalan que el modelo reológico de Kelvin-Voigt presenta una 

precisión adecuada en los resultados y bajo costo de recursos computacionales, comparado con el 

modelo estándar de sólido viscoelástico, que presenta una precisión mayor a costa de un mayor 

costo en recursos [10] [12] [16]. Es por esto que para la implementación del modelo a desarrollar 

se utilizará el modelo de Kelvin-Voigt. 

Relativo a la definición de la correa y al material transportado, se tomará dos casos puntuales. El 

primer caso corresponde a la utilización de los datos de la correa modelada en [5] [6], la cual 

corresponde a un caso simple de una correa horizontal sin curvas de ningún tipo. El interés de 

tomar esta correa inicialmente radica en que se puede comprobar que el modelo implementado en 

MATLAB arroja resultados correctos, dado que en las publicaciones científicas mencionadas se 

muestran resultados de los cuales se puede realizar una comparación en las curvas encontradas. 

El segundo caso a considerar corresponde a la utilización de los datos de la correa C-01 a 

implementar en el Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea por Codelco. 

3.2. Recursos 

Los recursos principales que se requirieron para el desarrollo de este trabajo tienen un carácter no 

financiero y están principalmente relacionados a soporte computacional, tanto del Departamento 

de Ingeniería Mecánica como de Codelco. Esto se detalla a continuación. 

3.2.1. Recursos no financieros 

Los recursos no financieros utilizados son los siguientes: 

 Equipos y computadores del Departamento de Ingeniería Mecánica de la Universidad de 

Chile. 

 Equipos y computadores de la Vicepresidencia de Proyectos de Codelco. 

 Software MATLAB, Licencia académica provista por la Facultad de Ciencias Físicas y 

Matemáticas de la Universidad de Chile y el Departamento de Ingeniería Civil Mecánica. 

3.2.2. Recursos financieros 

Para llevar a cabo este trabajo no se requirieron recursos financieros por parte del Departamento 

de Ingeniería Mecánica y/o de la Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas de la Universidad 

de Chile, ni tampoco por parte de la empresa Codelco.  
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4. Desarrollo del modelo 

Para la implementación del modelo numérico desarrollado en el ambiente MATLAB se recurre 

inicialmente a la información entregada en publicaciones científicas, a modo de obtener una 

validación del código a través de una comparación de resultados. Una vez realizado esto, se 

procede a realizar los cálculos relativos a la correa C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata 

Subterránea. 

Por lo tanto, el desarrollo del modelo consta de varias etapas, en las que se va completando el 

mismo. En las subsecciones que siguen se presentan las etapas seguidas por el modelo numérico. 

4.1. Características de la primera correa considerada 

Como se mencionó en la sección Metodología, en una primera instancia se considera la correa 

modelada en las publicaciones científicas [5] [6], la cual corresponde a una correa transportadora 

horizontal, cuya cinta es de modelo EP 500/5 constituida por un tejido de poliéster y poliamida 

de cinco capas, con resistencia a la ruptura de 500 [𝑁/𝑚𝑚]. Esta correa es empleada para 

transportar carbón. En la Figura 4.1 se muestra una representación de la correa. 

 

Figura 4.1: Representación de la correa horizontal considerada. Adaptación de [6]. 

donde: 

𝐿𝑐 : Distancia entre la polea de cola y la polea de cabeza. 

𝑙𝑐 : Espaciamiento entre polines de carga. 

𝑙𝑟 : Espaciamiento entre polines de retorno. 

𝑣𝑐 : Velocidad nominal de la correa. 

𝑚𝑡 : Masa del tensor gravitacional. 

Resulta necesario conocer las características de la correa transportadora —tanto sus dimensiones 

como capacidad, propiedades de la cinta, de los polines, del tensor gravitatorio, entre otros—, 

para poder efectuar el cálculo de las tensiones presentes en la cinta en operación estacionaria. 

Esto último es requisito para poder realizar el cálculo de la fuerza motriz necesaria en operación 

transiente. También son necesarias estas características para poder definir los elementos del 

Método de Elementos Finitos. 

Las características del material transportado, la correa y los factores estáticos considerados para 

los cálculos iniciales se muestran en la Tabla 4.1, Tabla 4.2 y Tabla 4.3 respectivamente. 
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Tabla 4.1: Características del material transportado por la correa de la publicación [5]. 

Característica Valor Unidades 

Densidad del mineral de carbón 𝝆𝒎 850 [kg/m3] 

Ángulo de sobrecarga 𝝓𝑺 20 [º] 

Área de la sección transversal 𝑨𝒎 0,1571 [m2] 

Masa por unidad de largo 𝒎′𝒎 133,54 [kg/m] 

Tabla 4.2: Características de la correa de la publicación [5]. 

Característica Valor Unidades 

Largo de cabeza a cola 𝑳𝒄 1.000 [m] 

Capacidad nominal 𝑸𝒏 2.500 [t/h] 

Velocidad nominal de la cinta 𝒗𝒄 5,2 [m/s] 

Módulo de Young de la cinta 𝑬𝒄 340,917 [MPa] 

Ancho de la cinta 𝑩 1.200 [mm] 

Resistencia nominal por unidad de largo 𝒌𝑵 500 [N/mm] 

Área de la sección transversal de la cinta 𝑨𝒄 0,01235 [m2] 

Masa de la cinta por unidad de largo 𝒎′𝒄 14,28 [kg/m] 

Masa de los polines por unidad de largo, 

parte carga 𝒎′𝒑𝒄 
14,86 [kg/m] 

Masa de los polines por unidad de largo, 

parte retorno 𝒎′𝒑𝒓 
7,72 [kg/m] 

Masa del tensor gravitacional 𝒎𝒕 5.200 [kg] 

Tabla 4.3: Coeficientes y factores de la correa de la publicación [5]. 

Característica Valor Unidades 

Coeficiente de fricción entre la cinta y la 

polea motriz 𝝁𝒄𝒑 
0,35 - 

Ángulo de contacto entre la cinta y la 

polea motriz 𝜶𝒘 
180 [º] 

Coeficiente de fricción artificial 𝒇 0,018 - 

Coeficiente de resistencias secundarias 𝑪𝒓 1,09 - 

Eficiencia de empalme de la cinta 𝜼𝒔𝒑𝒍𝒊𝒄𝒆 0,8 - 

Factor de seguridad mínimo en operación 

transiente 𝑺𝑨 
5,4 - 

Factor de seguridad mínimo en operación 

estacionaria 𝑺𝑩 
8,0 - 

4.2. Tensiones 

Con estos datos proporcionados es posible calcular las fuerzas motrices estacionarias utilizando 

la Ecuación (2.47), considerando que la correa transportadora es horizontal, de manera de obtener 

para una correa cargada y sin carga respectivamente: 

𝐹𝑑,𝑐 = 𝐶𝑟 𝑓 𝐿𝑐 𝑔 [𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0] = 35,54 [𝑘𝑁] (4.1) 
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𝐹𝑑,𝑑 = 𝐶𝑟 𝑓 𝐿𝑐 𝑔 [𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐] = 9,84 [𝑘𝑁] (4.2) 

donde 𝛼0 corresponde a la proporción de carga actual de material respecto a la carga nominal, 

que para el caso de la Ecuación (4.1) se toma 𝛼0 = 1, vale decir, se trabaja a carga máxima. 

Ahora bien, considerando que la distancia entre el tensor gravitacional y la polea motriz es muy 

pequeña respecto al largo de la correa, y además teniendo en cuenta la relación entre 𝐹1, 𝐹2 y 𝐹𝑑 

representada en la Figura 2.12, se toma la aproximación de tomar 𝐹2 constante e igual a la mitad 

de la fuerza gravitacional del tensor. Con esto se tiene que la tensión posterior a la polea motriz 

en operacional estacionaria 𝐹2 es igual a aquella durante la aceleración en el arranque 𝐹2𝐴, tanto 

para la correa cargada como sin carga. En particular cuando la correa está cargada se tiene: 

𝐹2,𝑐 = 𝐹2𝐴,𝑐 =
1

2
 𝑚𝑡 𝑔 = 25,51 [𝑘𝑁] (4.3) 

Recurriendo a lo estipulado por la Ecuación (2.46), es posible encontrar la tensión previa a la 

polea motriz en operación estacionaria de una correa cargada 𝐹1,𝑐 mediante: 

𝐹1,𝑐 − 𝐹2,𝑐 = 𝐹𝑑,𝑐 ⟺ 𝐹1,𝑐 = 𝐹2,𝑐 + 𝐹𝑑,𝑐 = 61,05 [𝑘𝑁] (4.4) 

Finalmente, al tener 𝐹2𝐴,𝑐 determinado, es posible utilizar la desigualdad de la Ecuación (2.44) 

para determinar la tensión previa a la polea motriz máxima, en operación transiente, para evitar 

deslizamiento, 𝐹1𝐴,𝑐
∗ , de la manera siguiente: 

𝐹1𝐴,𝑐
∗

𝐹2𝐴,𝑐
= exp(𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤) ⟺ 𝐹1𝐴,𝑐

∗ = 𝐹2𝐴,𝑐 · exp(𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤) = 76,59 [𝑘𝑁] (4.5) 

4.3. Velocidades de onda 

Es posible calcular las velocidades de propagación de la onda elástica longitudinal para el lado 

carga, considerando la correa sin carga y con carga, y para el lado retorno de la manera siguiente: 

𝑐1,𝑒𝑓𝐷 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑐
= 380,11 [𝑚/𝑠] (4.6) 

 

𝑐1,𝑒𝑓𝐶 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0 +𝑚′𝑝𝑐
= 160,88 [𝑚/𝑠] (4.7) 

 

𝑐1,𝑒𝑓𝑅 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟
= 437,47 [𝑚/𝑠] (4.8) 

4.4. Periodo de onda 

Relativo al tiempo que demora la onda elástica en viajar de la polea motriz a la polea de cola por 

el lado carga, y luego de la polea de cola a la polea motriz por el lado retorno, se puede calcular 
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tanto para la correa cargada como sin carga recurriendo a la Ecuación (2.36) y Ecuación (2.37), 

obteniéndose: 

𝑡𝐶 =
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝐶

+
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

= 8,502 [𝑠] (4.9) 

 

𝑡𝐷 =
𝐿𝑐

𝑐1,𝑒𝑓𝐷
+

𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

= 4,917 [𝑠] (4.10) 

4.5. Aceleraciones máximas 

Las aceleraciones máximas permitidas se calculan de acuerdo a lo mostrado en la Ecuación 

(2.48), Ecuación (2.49) y Ecuación (2.50), con lo que se obtiene: 

𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡 = (
𝐹2

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0)
+ 𝐶𝑟𝑓𝑔)

𝑆𝐵 − 𝑆𝐴
𝑆𝐴

= 0,1592 [
𝑚

𝑠2
] (4.11) 

 

𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙 =
(𝑒𝜇𝛼𝑤 − 1)𝐹2

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0)
− 𝐶𝑟𝑓𝑔 = 0,0841 [

𝑚

𝑠2
] (4.12) 

 

𝑎max = min{𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡 ,  𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙} = 0,0841 [
𝑚

𝑠2
] (4.13) 

4.6. Duración procedimiento de arranque 

Relativo al tiempo de duración del procedimiento de arranque, se calcula los cuatro valores que 

entregan los métodos expuestos en la Ecuación (2.52), Ecuación (2.53), Ecuación (2.55) y 

Ecuación (2.56). Estos valores se muestran a continuación: 

𝑇𝑎,min 1 =
𝜋

2

𝑣𝑐
𝑎max

= 37,34 [𝑠] (4.14) 

 

𝑇𝑎,min 2 =
𝑣𝑐

𝐶𝑟 𝑓 𝑔
(

𝑆𝐴
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴

) = 53,95 [𝑠] (4.15) 

 

𝑇𝑎,min 3 = 5
𝐿𝑐
𝑐1
= 21,25 [𝑠] (4.16) 

 

𝑇𝑎,min 4 =
𝐿𝑐 · 60

1000
= 60 [𝑠] (4.17) 

4.7. Método de Elementos Finitos 

Ahora se procede a aplicar el Método de Elementos Finitos a la correa considerada. Para ello se 

discretiza la cinta en 20 elementos de igual longitud, de los cuales 10 se consideran en el lado 

carga y 10 en el lado retorno. 

Dado que la distancia entre el tensor gravitacional y la polea motriz es muy pequeña respecto al 

largo de la correa, es posible considerar el tensor y la polea como un solo elemento, a partir del 
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cual comienza la discretización de elementos. Este supuesto se muestra gráficamente en la Figura 

4.2.  

 
Figura 4.2: Supuesto realizado relativo al tensor gravitacional. Adaptación de [17]. 

Por lo tanto, se comienza a contar los nodos a partir de la polea motriz (nodo 1 y 21 a la vez) 

aumentando en la dirección contraria al movimiento de la cinta. En la Figura 4.3 se muestra el 

procedimiento seguido en la discretización. Es posible notar que se obtienen 9 nodos en el lado 

carga (del nodo 2 al 10), 9 nodos en el lado retorno (del nodo 12 al 20), 1 nodo doble en la polea 

motriz (nodo 1 y 21) y 1 nodo en la polea de cola (nodo 11). 

 
Figura 4.3: Numeración de nodos en la discretización de la cinta. 

Una vez discretizada la cinta, esta se estira, se le atribuye las fuerzas de tensión en los extremos 

(nodos 1 y 21) debido al tensor gravitacional, y se le impone el mismo desplazamiento 𝑢(𝑡) a 

estos dos nodos mencionados para simular el hecho de que la cinta es continua y cerrada. Esto se 

representa en la Figura 4.4. 

 
Figura 4.4: Discretización de la cinta estirada. 
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El desplazamiento impuesto 𝑢(𝑡) se selecciona de tal manera que se adecúe al perfil de velocidad 

mostrado en la Ecuación (2.51), el cual minimiza las tensiones dinámicas durante el arranque. De 

acuerdo a esto, la expresión del desplazamiento se obtiene al integrar la velocidad, llegando a: 

𝑢(𝑡) =

{
 

 
𝑣𝑐
2
 (𝑡 −

𝑇𝑎
𝜋
sin (

𝜋𝑡

𝑇𝑎
)) 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑎

𝑣𝑐  (𝑡 −
𝑇𝑎
2
) 𝑠𝑖 𝑡 ≥ 𝑇𝑎

 (4.18) 

La discretización de la Figura 4.4 contempla 𝑁 = 20 elementos tipo barra, lo que implica la 

existencia de 21 nodos, con lo que el elemento 𝑖 posee como nodos en sus extremos los nodos 𝑖 e 

𝑖 + 1. Además, la simplificación de poder estirar la cinta y atribuirle las fuerzas en los extremos 

se justifica en el hecho de que el interés principal radica en la respuesta longitudinal, por lo que 

este modelo es una buena primera aproximación para ese caso. 

Se define entonces para este caso las matrices elementales de masa, rigidez y amortiguamiento. 

Para ello es conveniente definir previamente la masa total en el lado carga, en el lado retorno y el 

largo de cada elemento 𝑙 respectivamente como sigue: 

𝑀𝑐 = 𝐿𝑐 (𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0 +𝑚′𝑝𝑐) = 162.675 [𝑘𝑔] (4.19) 

 

𝑀𝑟 = 𝐿𝑐 (𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟) = 22.000 [𝑘𝑔] (4.20) 

 

𝑙 =
2 𝐿𝑐
𝑁

= 100 [𝑚] (4.21) 

Recordando la definición de la matriz elemental de masa mostrada en la Ecuación (2.9), para los 

elementos en el lado carga esta matriz está definida por la ecuación siguiente: 

𝑀𝑒𝑐 =
𝑀𝑐

2 · 𝑁 2⁄
[
1 0
0 1

] = [
8.133,7 0
0 8.133,7

] [𝑘𝑔] (4.22) 

De manera análoga se obtiene la matriz elemental de masa del lado retorno: 

𝑀𝑒𝑟 =
𝑀𝑟

2 · 𝑁 2⁄
[
1 0
0 1

] = [
1.100 0
0 1.100

] [𝑘𝑔] (4.23) 

Por su parte, la matriz elemental de rigidez es idéntica tanto para el lado carga como para el lado 

retorno. Considerando la Ecuación (2.7), se llega a: 

𝐾𝑒 =
𝐸𝑐 𝐴𝑐
𝑙

[
1 −1
−1 1

] = [
42.103 −42.103
−42.103 42.103

] [𝑁/𝑚] (4.24) 

Finalmente, la matriz elemental de amortiguamiento en este caso se determina utilizando la 

Ecuación (2.19) como se muestra a continuación, considerando 𝛼1 = 0 y 𝛼2 = 1 [6]: 

𝐶𝑒 = 𝛼1𝑀𝑒 + 𝛼2𝐾𝑒 = [
42.103 −42.103
−42.103 42.103

] [𝑘𝑔/𝑠] (4.25) 
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Con todo esto se puede definir las matrices globales de masa 𝑀, de amortiguamiento 𝐶 y de 

rigidez 𝐾 al ensamblar las matrices elementales. Sólo resta definir el vector de fuerzas externas 

𝐹, el cual es un vector columna con valores nulos en todas las filas salvo en la primera y la 

última, donde se tiene: 

𝐹(1) =
𝑚𝑡 𝑔

2
= 25.506 [𝑁] (4.26) 

 

𝐹(21) = −
𝑚𝑡 𝑔

2
= −25.506 [𝑁] (4.27) 

En el Anexo A se encuentra el detalle del código MATLAB utilizado para realizar los cálculos 

anteriormente mostrados, en la que además se muestra la definición de los datos de entrada, la 

definición y ensamble de las matrices elementales, la inicialización de la función que realiza la 

integración numérica y la generación de los gráficos de interés. 

A su vez, en el Anexo B se muestra la función MATLAB IntegracionNumerica que realiza la 

integración numérica de acuerdo a los tres métodos mencionados en los Antecedentes 

específicos. Esta función toma como parámetro de entrada las matrices globales de masa 𝑀, de 

amortiguamiento 𝐶 y de rigidez 𝐾, el vector de fuerza externa 𝐹, la velocidad inicial y final 

requerida por la cinta y la duración del procedimiento de arranque/parada. La función entrega 

como resultado el desplazamiento, la velocidad y la aceleración de cada nodo de acuerdo al paso 

de tiempo definido, correspondiente a los tres métodos considerados, además del vector que 

contiene los pasos temporales. 

4.8. Resultados y comparación 

La simulación realizada a través del código MATLAB entrega como resultado una matriz de 

desplazamiento, de velocidad y de aceleración, en las que cada fila corresponde a cada nodo 

considerado, y cada columna representa el avance del paso temporal. Lo anterior se realiza para 

cada método de integración numérica considerado. 

El paso temporal utilizado en esta simulación fue determinado siguiendo lo expresado por la 

Ecuación (2.25), por lo que se consideró una centésima parte del paso crítico, como se muestra a 

continuación: 

Δ𝑡 =
Δ𝑡𝑐𝑟
100

=
𝑇𝑛

100 𝜋
= 0,0023 [𝑠] (4.28) 

Donde el menor periodo del sistema 𝑇𝑛 se encontró a través de las frecuencias naturales del 

sistema, las cuales pueden ser determinadas encontrando los valores propios de la matriz 𝑀−1𝐾. 

A su vez el horizonte temporal considerado fue inicialmente de 60 [𝑠]. 

En un primer término se evalúa la velocidad en función del tiempo de los nodos 1 (polea motriz), 

6 (lado carga), 11 (polea de cola) y 16 (lado retorno), utilizando el método de integración 

numérica de Newmark, lo cual se muestra en la Figura 4.5 a continuación. En esta figura es 

posible notar que la velocidad sigue el perfil requerido, observándose la forma de “S” 

característica para los tiempos menores a 𝑇𝑎. 

Para la simulación realizada en este caso se tomó de manera arbitraria un valor de 𝑇𝑎 = 30 [𝑠]. 
Se nota además que el nodo 1 presenta la forma exacta del perfil de velocidad de la Ecuación 
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(2.51), mientras que el resto de los nodos varía de la forma original debido al carácter 

viscoelástico de la cinta, el cual denota la presencia de la onda elástica longitudinal. 

 
Figura 4.5: Velocidad según Newmark para distintos nodos. 

También es posible observar que luego de transcurrido el periodo de duración del procedimiento 

de arranque, la amplitud de la onda elástica va decayendo a medida que avanza el tiempo, con lo 

que después de algunos minutos la velocidad es la misma para todos los nodos e igual a la 

velocidad nominal en estado estacionario 𝑣𝑐 = 5,2 [𝑚/𝑠]. 

Se aprecia además que inicialmente la velocidad en la polea motriz aumenta de manera más 

rápida que el resto, mientras que, como es de esperar, la cinta en la polea de cola tarda más en 

ponerse en movimiento, sin embargo cuando lo hace presenta una pendiente mayor que los otros 

nodos estudiados, es decir, tiene mayor aceleración. Esto se aprecia de manera más detallada en 

la Figura 4.6, donde se examina lo sucedido en los primeros 14 [𝑠]. 

 
Figura 4.6: Velocidad según Newmark para distintos nodos, acercamiento. 
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Relativo al comportamiento de los nodos 6 y 16, se aprecia que el lado retorno comienza a 

ponerse en movimiento primero debido a que la masa en este lado es menor, al no contener el 

material transportado. 

4.8.1. Influencia del paso de tiempo 𝚫𝒕 seleccionado 

Resulta de interés analizar la influencia del paso de tiempo Δ𝑡 seleccionado en los resultados 

obtenidos del modelo, dado que para los resultados anteriores se tomó arbitrariamente el valor 

mostrado en la Ecuación (4.28). Este análisis presenta relevancia para analizar la convergencia de 

la serie de cálculos realizados. 

Es conveniente recordar que los pasos de tiempo se eligen de manera que sean menores o iguales 

al paso de tiempo crítico definido en la Ecuación (2.25). Este paso temporal crítico 𝛥𝑡𝑐𝑟 asegura 

estabilidad en la solución en el método de diferencias centrales, lo cual implica que los errores en 

cada etapa no se magnifican a medida que el cómputo avanza. 

Dado que no se cuenta con una expresión analítica del desplazamiento, velocidad y aceleración 

de la cinta en función de la posición y el tiempo, ni tampoco se cuenta con una curva empírica 

medida de la correa en cuestión, no es posible realizar una comparación directa de las curvas 

obtenidas para analizar su convergencia. 

Sin embargo, es posible comparar gráficamente las curvas obtenidas utilizando distintos pasos 

temporales, de manera de observar el comportamiento de los resultados al disminuir 

gradualmente el paso de tiempo. Se desea determinar un Δ𝑡 óptimo que permita aproximarse a la 

solución a la que se converge al disminuir los pasos temporales, de modo que no requiera 

demasiados recursos computacionales. En la Figura 4.7, Figura 4.8 y Figura 4.9 se muestra las 

curvas obtenidas de la simulación realizada, en la que se obtiene la aceleración de la cinta en la 

polea de cola, en un intervalo de 100[𝑠], 20[𝑠] y 2,5 [𝑠] respectivamente. La simulación 

corresponde a un procedimiento de aceleración de la cinta de una velocidad de 𝑣 = 3 [𝑚/𝑠] a 

𝑣 = 5 [𝑚/𝑠]. 

 
Figura 4.7: Aceleración en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales. 
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Figura 4.8: Aceleración en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales, primeros 20 segundos. 

 
Figura 4.9: Aceleración en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales, primeros 2,5 segundos. 

De las figuras es posible observar que a medida que disminuye el paso temporal las curvas 

convergen a aquella mostrada en rojo, que representa el paso temporal Δ𝑡7 = Δ𝑡𝑐𝑟/200. Esto 

implica que pasos temporales mayores a Δ𝑡5 = Δ𝑡𝑐𝑟/50 arrojan resultados que distan bastante de 

aquellos a los que se converge. 

Resulta igualmente relevante conocer el comportamiento de las curvas de velocidad y 

desplazamiento en la polea de cola considerando distintos pasos temporales, para verificar que se 

presencia el mismo hecho que en la aceleración relativo a la convergencia. En la Figura 4.10 y 
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Figura 4.11 se aprecia las curvas de velocidad de la cinta en la polea de cola considerando los 

mismos pasos temporales utilizados en el análisis de la aceleración, mientras que en la Figura 

4.12 y Figura 4.13 se muestran las curvas de desplazamiento, considerando de igual manera los 

mismos pasos temporales. 

 
Figura 4.10: Velocidad en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales. 

 
Figura 4.11: Velocidad en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales, primeros 20 segundos. 

De estas figuras es posible observar que las diferencias encontradas al variar los pasos temporales 

son más notorias al examinar la aceleración de la cinta en la polea de cola, que en las curvas de 

velocidad y desplazamiento. Es más, para el caso de las curvas de desplazamiento, las diferencias 
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entre ellas son apenas perceptibles. Por lo tanto se evidencia que la menor diferencia se obtiene 

en el desplazamiento y la mayor diferencia se observa en la aceleración. Este hecho puede tener 

explicación al recordar que la velocidad representa el cambio en el desplazamiento en un 

intervalo de tiempo, luego al tomar un paso temporal mayor los cambios producidos son más 

bruscos y las curvas son menos suaves, principalmente durante los primeros segundos. 

Análogamente, la aceleración es el cambio en la velocidad durante un periodo de tiempo, por lo 

tanto al existir fluctuaciones importantes en la velocidad en el caso de los pasos temporales 

mayores, las curvas de aceleración presentan las mayores diferencias al variar los pasos de 

tiempo. 

 
Figura 4.12: Desplazamiento en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales. 

 
Figura 4.13: Desplazamiento en la polea de cola según Newmark para distintos pasos temporales, primeros 10 segundos. 
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Para medir cuantitativamente las diferencias entre las curvas de desplazamiento, velocidad y 

aceleración con respecto a los distintos pasos temporales, se define el error relativo entre un paso 

de tiempo Δ𝑡𝑖 y su sucesor Δ𝑡𝑖+1 como sigue: 

𝜖𝑎,Δ𝑡𝑖/Δ𝑡𝑖+1(𝑡) =
|𝑎Δ𝑡𝑖(𝑡) − 𝑎Δ𝑡𝑖+1(𝑡)|

|𝑎Δ𝑡𝑖+1(𝑡)|
· 100 [%] (4.29) 

donde: 

𝑎Δ𝑡𝑖(𝑡) : Aceleración de la cinta en la polea de cola considerando un paso temporal Δ𝑡𝑖. 

𝑎Δ𝑡𝑖+1(𝑡) : Aceleración de la cinta en la polea de cola considerando un paso temporal Δ𝑡𝑖+1. 

Para el caso en el que se desea evaluar el error relativo en la velocidad y desplazamiento, se debe 

cambiar el subíndice 𝑎 del error 𝜖(𝑡) en la Ecuación (4.29) por 𝑣 y 𝑑, para considerar 𝑣(𝑡) y 𝑑(𝑡) 
respectivamente. 

Es necesario mencionar que para el cálculo del error relativo se debe tener en cuenta que los 

vectores 𝑎Δ𝑡𝑖(𝑡) y 𝑎Δ𝑡𝑖+1(𝑡) de la Ecuación (4.29) no poseen el mismo tamaño. En efecto, el 

vector asociado a Δ𝑡𝑖+1 posee más valores que aquel asociado a Δ𝑡𝑖, debido a que el primero 

considera un paso temporal más pequeño para el mismo horizonte de tiempo, con lo cual se 

generan más divisiones, lo que implica más valores en el vector asociado a Δ𝑡𝑖+1. Por lo tanto, 

para calcular el error relativo se toma solamente los instantes de tiempo comunes a ambos 

vectores. Para encontrar los instantes de tiempo en común y calcular los errores relativos se 

utiliza la función de MATLAB llamada ErrorDt, la cual se muestra en el Anexo C. 

Al utilizar la función ErrorDt se obtiene como resultado un vector que contiene el error relativo 

para cada instante de tiempo común entre dos pasos temporales consecutivos considerados, 

además del valor promedio de este vector y su valor máximo. En la Tabla 4.4 y la Tabla 4.5 se 

muestran los resultados de los errores relativos promedio y máximo respectivamente, para el 

desplazamiento, la velocidad y la aceleración, considerando pasos temporales consecutivos. Por 

su parte, en la Figura 4.14 se muestran los mismos resultados de las tablas de manera gráfica. 

Cabe recordar que a medida que el subíndice 𝑖 del valor Δ𝑡𝑖 avanza, el paso temporal se hace más 

pequeño, de acuerdo a la definición mostrada en la leyenda de los gráficos de la Figura 4.7 hasta 

la Figura 4.13. 

Tabla 4.4: Error relativo promedio para distintos pares de pasos temporales. 

Pasos 

temporales 

comparados 

Error relativo 

promedio en 

desplazamiento [%] 

Error relativo 

promedio en 

velocidad [%] 

Error relativo 

promedio en 

aceleración [%] 

𝚫𝒕𝟏/𝚫𝒕𝟐 0,1938 0,3626 140,31 

𝚫𝒕𝟐/𝚫𝒕𝟑 0,1331 0,2242 99,48 

𝚫𝒕𝟑/𝚫𝒕𝟒 0,0490 0,0749 195,77 

𝚫𝒕𝟒/𝚫𝒕𝟓 0,0412 0,0595 67,16 

𝚫𝒕𝟓/𝚫𝒕𝟔 0,0053 0,0074 14,85 

𝚫𝒕𝟔/𝚫𝒕𝟕 0,0027 0,0037 - 
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Tabla 4.5: Error relativo máximo para distintos pares de pasos temporales. 

Pasos 

temporales 

comparados 

Máximo error 

relativo en 

desplazamiento [%] 

Máximo error 

relativo en 

velocidad [%] 

Máximo error 

relativo en 

aceleración [%] 

𝚫𝒕𝟏/𝚫𝒕𝟐 1,9945 3,3668 14.319 

𝚫𝒕𝟐/𝚫𝒕𝟑 1,4462 2,3503 4.857 

𝚫𝒕𝟑/𝚫𝒕𝟒 0,5337 0,8517 310.800 

𝚫𝒕𝟒/𝚫𝒕𝟓 0,4462 0,7017 23.577 

𝚫𝒕𝟓/𝚫𝒕𝟔 0,0571 0,0892 63.996 

𝚫𝒕𝟔/𝚫𝒕𝟕 0,0287 0,0447 - 

De acuerdo a lo mostrado en la Tabla 4.4 y en la Tabla 4.5 es posible notar que para un mismo 

par de pasos temporales comparados, el error relativo en el desplazamiento es menor que aquel 

en la velocidad, y este a su vez es menor que el error en la aceleración, donde se observa que los 

valores en la aceleración son bastante mayores que en los otros dos casos. Esto se debe a que de 

acuerdo a la definición del error relativo de la Ecuación (4.29), se realiza una división por un 

valor muy cercano a cero en el caso de la aceleración, con lo cual se observa aumentos 

considerables en el error relativo en los instantes en que la aceleración se anula. 

Por otro lado, al analizar los resultados de las tablas de acuerdo a sus columnas, es posible ver 

que tanto para el desplazamiento como para la velocidad el error relativo disminuye a medida que 

se consideran pares de pasos temporales más pequeños. Caso distinto ocurre para la aceleración, 

que no muestra ninguna tendencia clara de disminución o aumento del error cuando se varía el 

par de pasos temporales considerados. Es más, para el caso del par Δ𝑡6/Δ𝑡7 el programa 

realizado en MATLAB no calcula un valor definido sino que muestra el valor infinito ∞, dado 

que se realiza una división con un denominador que tiende a cero. 

 

Figura 4.14: Error relativo promedio y máximo en desplazamiento, velocidad y aceleración. 
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Como se mencionó anteriormente, la Figura 4.14 muestra gráficamente los valores registrados en 

la Tabla 4.4 y la Tabla 4.5. De este gráfico, que tiene escala logarítmica en el eje de ordenadas, se 

ve la tendencia decreciente del error relativo en desplazamiento y velocidad al comparar dos 

pasos temporales consecutivos cada vez más pequeños. Diferente es el caso de la aceleración, que 

no muestra una tendencia clara, como se explicó anteriormente. 

En la Figura 4.14 además se observa una línea horizontal negra que representa el error máximo 

tolerado, el cual corresponde al criterio adoptado para la elección del paso temporal Δ𝑡 óptimo. 

El criterio utilizado en este trabajo tolera un 0,1% de error relativo máximo respecto a la solución 

dada por el paso temporal anterior, sin considerar la aceleración, debido a sus valores de error 

relativo elevados y poco representativos. Dicho esto, se observa que a partir del paso temporal 

Δ𝑡6 = Δ𝑡𝑐𝑟/100 el error de la solución en desplazamiento y velocidad de la cinta con respecto a 

la solución del paso anterior es menor al 0,1%, luego todo paso temporal menor a Δ𝑡6 cumple el 

criterio establecido. 

4.8.2. Comparación de métodos de integración numérica 

Como se mencionó en la sección Antecedentes específicos, dentro de la realización de este 

trabajo se considera tres métodos distintos de integración numérica, los cuales corresponden a los 

métodos de las diferencias centrales, de Wilson 𝜃 y de Newmark. 

Para comprobar que todos los métodos han sido bien implementados, y con el fin de realizar una 

comparación entre ellos, se muestra en la Figura 4.15 la aceleración de la cinta en la polea de 

cola, utilizando los tres métodos mencionados. Esta simulación corresponde a un procedimiento 

de aceleración de la cinta de una velocidad de 𝑣 = 3 [𝑚/𝑠] a 𝑣 = 5 [𝑚/𝑠]. Es importante 

mencionar que para las curvas obtenidas en esta figura se toma Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/100 = 0,0023 [𝑠], es 

decir la centésima parte del paso crítico de la Ecuación (2.25). 

 
Figura 4.15: Aceleración de la cinta en la polea de cola, de acuerdo a los tres métodos de integración numérica. 

De la Figura 4.15 es posible notar que, para el paso de tiempo indicado, a simple vista no hay 

diferencias apreciables entre las tres curvas que representan los tres métodos. Sin embargo, si se 

realiza un acercamiento por ejemplo en el intervalo de tiempo entre 0 [𝑠] y 3 [𝑠] se aprecian 

ciertas diferencias, tal como se puede ver en la Figura 4.16. 
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Es posible notar que, al realizar un acercamiento a los tres primeros segundos, la curva del 

método de Wilson 𝜃 dista de manera apreciable de las curvas de los otros dos métodos. Estas dos 

últimas curvas poseen diferencias que pueden ser apreciadas en la Figura 4.17. 

 
Figura 4.16: Aceleración de la cinta en la polea de cola, de acuerdo a los tres métodos de integración numérica, 

acercamiento a los primeros 3 segundos. 

 
Figura 4.17: Aceleración de la cinta en la polea de cola, de acuerdo a los tres métodos de integración numérica, 

acercamiento mayor. 

Para cuantificar la diferencia existente en los valores de la aceleración indicados por cada 

método, se grafican tanto el valor absoluto de la diferencia en los valores de la aceleración, como 

el error relativo porcentual de los métodos de diferencias centrales y de Wilson 𝜃, con respecto al 

método de Newmark. Lo anterior se muestra en la Figura 4.18 y Figura 4.19 respectivamente. 

Cabe mencionar que la diferencia en aceleración y el error relativo porcentual se definen 

respectivamente de la manera siguiente: 

𝑑𝑎,𝑤(𝑡) = |𝑎𝑤(𝑡) − 𝑎𝑛(𝑡)| [𝑚/𝑠
2] (4.30) 
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𝜖𝑎,𝑤(𝑡) =
|𝑎𝑤(𝑡) − 𝑎𝑛(𝑡)|

|𝑎𝑛(𝑡)|
· 100 [%] (4.31) 

donde: 

𝑑𝑎,𝑤(𝑡) : Valor absoluto de la diferencia en aceleración de lo encontrado por el método de 

Wilson 𝜃 y el método de Newmark. 

𝜖𝑎,𝑤(𝑡) : Error relativo porcentual en aceleración de lo encontrado por el método de 

Wilson 𝜃 y el método de Newmark. 

𝑎𝑤(𝑡) : Aceleración de la cinta en la polea de cola según Wilson 𝜃. 

𝑎𝑛(𝑡) : Aceleración de la cinta en la polea de cola según Newmark. 

Es preciso mencionar que la Ecuación (4.30) y la Ecuación (4.31) se definen de manera análoga 

para el caso del método de diferencias centrales, con la salvedad de que se cambia el subíndice 𝑤 

por el subíndice 𝑑. 

De acuerdo a la Figura 4.18 es posible notar que el valor absoluto de la diferencia entre lo 

mostrado por el método de Wilson 𝜃 y el método de referencia (Newmark) disminuye 

gradualmente, decreciendo la amplitud de los “montes” formados, a medida que a avanza el 

tiempo, logrando un valor máximo de 𝑑𝑎,𝑤 = 1,89 · 10
−3[𝑚/𝑠] en 𝑡 = 0,59 [𝑠]. Por su parte, la 

diferencia entre el método de Newmark con el método de diferencias centrales se mantiene 

debajo del valor 𝑑𝑎,𝑑 = 4 · 10−7 [𝑚/𝑠] en la totalidad del tiempo. 

Es importante mencionar que en el método de diferencias centrales, para conocer la velocidad 𝑣 y 

la aceleración 𝑎 en el instante 𝑖 se debe conocer el desplazamiento en el instante 𝑖 + 1, con lo 

cual no se realiza el cómputo para el último instante de tiempo para encontrar la velocidad y la 

aceleración. Por lo tanto, el último valor calculado se repite en el instante final, con lo cual se 

evita tener un valor nulo al final de los vectores velocidad y aceleración, evitándose de paso 

presenciar un peak en el último instante de tiempo en el gráfico. 

 
Figura 4.18: Valor absoluto de la diferencia en aceleración en la polea de cola, respecto al método de Newmark. 
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Figura 4.19: Error relativo en aceleración en la polea de cola, respecto al método de Newmark. 

En la Figura 4.19 se muestra el error relativo porcentual, el cual se mantiene menor al 4% para el 

caso del método de Wilson 𝜃 y menor al 0,001% para el caso del método de diferencias 

centrales, salvo para los peaks mostrados, los cuales corresponden a valores elevados de error 

relativo debido a que el valor de la aceleración en esos instantes de tiempo es muy cercana a cero. 

Para evitar la presencia de los peaks mencionados en el párrafo precedente, se puede realizar el 

mismo análisis para la velocidad y el desplazamiento de la cinta en la polea de cola. Para ello se 

define el valor absoluto de la diferencia y el error relativo porcentual tal como se presentó en la 

Ecuación (4.30) y la Ecuación (4.31), pero en lugar de utilizar la aceleración 𝑎(𝑡) se utiliza la 

velocidad 𝑣(𝑡) y el desplazamiento 𝑑(𝑡). En la Figura 4.20 y la Figura 4.21 se representa el error 

relativo de los métodos de diferencias centrales y de Wilson 𝜃 con respecto al método de 

Newmark, en la velocidad y desplazamiento, respectivamente. 

 
Figura 4.20: Error relativo en velocidad en la polea de cola, respecto al método de Newmark. 
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Figura 4.21: Error relativo en desplazamiento en la polea de cola, respecto al método de Newmark. 

De la Figura 4.20 se desprende que el error relativo porcentual en velocidad entre el método de 

Wilson 𝜃 y el método de Newmark decrece gradualmente, disminuyendo la amplitud de los 

“montes” generados, al avanzar en el tiempo. Se observa que el valor máximo alcanzado es 

𝜖𝑣,𝑤 = 0,069% en el instante 𝑡 = 2,32 [𝑠]. Por otro lado el error relativo porcentual en velocidad 

entre el método de diferencias centrales y el método de Newmark se mantiene más bien 

constante, alcanzando un valor máximo de 𝜖𝑣,𝑑 = 2,6 · 10−4% en el instante 𝑡 = 1,05 [𝑠]. 

De manera análoga, de la Figura 4.21 se obtiene que el error relativo porcentual en 

desplazamiento entre el método de Wilson 𝜃 y el método de Newmark presenta un máximo 

global, luego del cual el error disminuye progresivamente. Dicho valor máximo encontrado es 

𝜖𝑑,𝑤 = 0,052% y corresponde al tiempo 𝑡 = 4,58 [𝑠]. Por su parte, y como en el caso anterior, el 

error relativo porcentual en desplazamiento entre el método de diferencias centrales y el método 

de Newmark se mantiene más bien constante, presentando un máximo de 𝜖𝑣,𝑑 = 1,8 · 10
−4% en 

el instante 𝑡 = 1,98 [𝑠]. 

4.8.2.1. Comparación variando el paso temporal 

El análisis efectuado anteriormente considera un paso temporal fijo igual a la centésima parte del 

paso temporal crítico, es decir, Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/100 = 0,0023 [𝑠]. En esta subsección se estudia la 

relación entre el error relativo entre métodos de integración numérica y el paso temporal 

seleccionado. Para ello, se retoma el ejemplo representado en la Figura 4.15, el cual corresponde 

a la aceleración de la cinta en la polea de cola, pero en este caso con un paso de tiempo Δ𝑡 
distinto. 

Los pasos de tiempo a estudiar se eligen de manera que sean menores o iguales al paso de tiempo 

crítico definido en la Ecuación (2.25). Se toma como primer ejemplo un paso de tiempo igual al 

paso temporal crítico, es decir, Δ𝑡1 = Δ𝑡𝑐𝑟. Con esto, la aceleración de la cinta en la polea de cola 

de acuerdo a los tres métodos se muestra en la Figura 4.22. 
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Figura 4.22: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓. 

Es posible notar que, para un paso de tiempo igual al paso de tiempo crítico, los métodos 

presentan diferencias apreciables, donde es posible ver nuevamente que los métodos de Newmark 

y de diferencias centrales presentan mayor similitud entre ellos y el método de Wilson 𝜃 difiere 

de ellos visiblemente. 

Por su parte, para ver gráficamente la influencia del paso temporal en el error relativo de los 

métodos de Wilson 𝜃 y diferencias centrales respecto al método de Newmark, en la Figura 4.23, 

Figura 4.24, Figura 4.25, Figura 4.26 y Figura 4.27 se muestran las curvas de la aceleración de la 

cinta en la polea motriz, considerando como paso de tiempo Δ𝑡2 = Δ𝑡𝑐𝑟/2, Δ𝑡3 = Δ𝑡𝑐𝑟/5, Δ𝑡4 =
Δ𝑡𝑐𝑟/10, Δ𝑡5 = Δ𝑡𝑐𝑟/50 y Δ𝑡7 = Δ𝑡𝑐𝑟/200, respectivamente. Cabe recordar que en la Figura 

4.15 ya se mostró la curva de aceleración correspondiente a Δ𝑡6 = Δ𝑡𝑐𝑟/100. 

 
Figura 4.23: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐. 
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Figura 4.24: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓. 

 
Figura 4.25: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟏𝟎. 

 
Figura 4.26: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓𝟎. 
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Figura 4.27: Aceleración de la cinta en la polea de cola, considerando 𝚫𝒕 = 𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐𝟎𝟎. 

De estas figuras es posible notar que a medida que el paso temporal se hace más pequeño resulta 

más difícil distinguir las curvas de los distintos métodos sobre el mismo gráfico, lo que equivale a 

decir que la diferencia entre los valores entregados por cada método para un tiempo dado se 

reduce. 

Para comparar de manera cuantitativa las diferencias entre los métodos utilizados, en la Tabla 4.6 

se muestra el error relativo promedio tanto para el desplazamiento, la velocidad y la aceleración, 

de los métodos de diferencias centrales y Wilson 𝜃 respecto al método de Newmark. En la Figura 

4.28 se aprecian los mismos datos de manera gráfica, donde la información es mostrada 

utilizando doble escala logarítmica. 

Tabla 4.6: Error relativo promedio para distintos pasos temporales, comparando métodos de integración. 

Paso 

temporal 

𝚫𝒕 

Error relativo 

promedio en 

desplazamiento [%] 

Error relativo 

promedio en velocidad 

[%] 

Error relativo 

promedio en 

aceleración [%] 

Diferencias 

centrales 
Wilson 𝜃 

Diferencias 

centrales 
Wilson 𝜃 

Diferencias 

centrales 
Wilson 𝜃 

𝚫𝒕𝒄𝒓 0,138 0,736 0,117 0,648 18,087 155,082 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐 0,042 0,424 0,031 0,345 7,845 73,992 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓 7,68·10-3 0,187 5,14·10-3 0,139 4,108 63,954 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟏𝟎 2,01·10-3 0,097 1,31·10-3 0,069 5,542 81,990 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓𝟎 8,36·10-5 0,020 5,30·10-5 0,014 0,160 10,196 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟏𝟎𝟎 2,10·10-5 0,010 1,33·10-5 6,91·10-3 0,079 7,711 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐𝟎𝟎 5,15·10-6 0,005 3,35·10-6 3,46·10-3 - - 

Los valores encontrados en la Tabla 4.6 fueron encontrados utilizando la expresión mostrada en 

la Ecuación (4.31), en la que se debe reemplazar 𝑎(𝑡) por 𝑣(𝑡) y 𝑑(𝑡) según sea el caso, para 

referirse a la aceleración, velocidad y desplazamiento respectivamente. De la tabla es posible 

observar que, examinando sus columnas, el error relativo disminuye a medida que el paso 

temporal se hace más pequeño, confirmando lo expresado anteriormente. Este hecho se da a 

cabalidad para el caso del desplazamiento y de la velocidad, mientras que en el caso de la 

aceleración en el paso temporal Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/10 no se sigue la tendencia decreciente. 
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Como se mencionó anteriormente, la aceleración en ciertos momentos es cercana a cero, por lo 

que, dada la definición del error relativo de la Ecuación (4.31), es posible obtener valores muy 

altos de error. Este hecho explica la obtención de errores relativos considerablemente mayores en 

la aceleración, llegando a una razón promedio de 𝜖𝑎̅̅ ̅/𝜖𝑑̅̅ ̅ ≈ 10
3. Esto también puede explicar lo 

mencionado en el párrafo anterior, relacionado a la discontinuidad de la tendencia decreciente del 

error en la aceleración. Es posible que con la discretización temporal relacionada al paso de 

tiempo Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/10, una mayor cantidad de puntos sea muy cercana a cero, aumentando así el 

valor del error calculado. Un hecho similar ocurre en el caso del paso temporal Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/200, 

en el que MATLAB arroja como error relativo promedio el valor infinito ∞, debido a que se 

realiza una división con un denominador que tiende a cero. 

 
Figura 4.28: Error relativo promedio para distintos pasos temporales, ambos ejes en escala logarítmica. 

Por otro lado, al comparar el error relativo entre los métodos de diferencias centrales y Wilson 𝜃, 

se observa que en todos los casos el error en el primer método mencionado es menor que el 

segundo, confirmando lo observado en la Figura 4.16 y la Figura 4.22, en las que visualmente se 

aprecia la mayor similitud entre los métodos de diferencias centrales y de Newmark. 

Se observa además que, para un mismo paso temporal, el error relativo promedio en la velocidad 

es menor que aquel en el desplazamiento, y este último a su vez es menor que aquel en la 

aceleración, lo cual ya fue discutido previamente. Sin embargo, una tendencia diferente se 

aprecia al estudiar los errores relativos máximos presentados en cada caso. Esta información se 

muestra en la Tabla 4.7, en la que se ha excluido los valores de la aceleración, debido a la 

presencia de grandes peaks encontrados que distorsionan el análisis realizado. Los mismos 

valores se encuentran de manera gráfica en la Figura 4.29, representados en un gráfico de doble 

escala logarítmica. 
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Tabla 4.7: Error relativo máximo para distintos pasos temporales, comparando métodos de integración. 

Paso 

temporal 

𝚫𝒕 

Máximo error relativo 

en desplazamiento [%] 

Máximo error relativo 

en velocidad [%] 

Diferencias 

centrales 
Wilson 𝜃 

Diferencias 

centrales 
Wilson 𝜃 

𝚫𝒕𝒄𝒓 1,060 3,560 1,480 5,680 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐 0,330 2,120 0,470 3,130 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓 0,064 0,960 0,091 1,330 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟏𝟎 0,017 0,500 0,024 0,680 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟓𝟎 7,18·10-4 0,100 1,03·10-3 0,140 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟏𝟎𝟎 1,80·10-4 0,052 2,60·10-4 0,069 

𝚫𝒕𝒄𝒓/𝟐𝟎𝟎 4,53·10-5 0,026 6,50·10-5 0,034 

 
Figura 4.29: Error relativo máximo para distintos pasos temporales, ambos ejes en escala logarítmica. 

En la Tabla 4.7 se aprecia que, contrariamente a la tendencia mostrada en la Tabla 4.6, el error 

relativo máximo es menor para el desplazamiento que para la velocidad, lo cual ocurre para cada 

paso de tiempo considerado y analizando cada método por separado. Las otras tendencias 

observadas en la Tabla 4.6 se mantienen en la Tabla 4.7, vale decir: si se examina por columna, a 

medida que disminuye el paso temporal disminuye el error relativo máximo; y al comparar 

ambos métodos estudiados, el que presenta menor error relativo máximo es el de diferencias 

centrales. 

Por otro lado, respecto a lo observado tanto en la Figura 4.28 como en la Figura 4.29, se aprecia 

una clara linealidad creciente en la relación error relativo – paso de tiempo. Esta linealidad se 

mantiene al cambiar los ejes de escala logarítmica a escala lineal, por lo tanto se puede concluir 

que el error decrece linealmente al disminuir el paso de tiempo Δ𝑡. 
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Finalmente, luego de todo el análisis realizado en esta subsección, se concluye que para cualquier 

valor del paso temporal menor o igual al paso de tiempo crítico Δ𝑡𝑐𝑟 se obtiene un error relativo 

promedio menor al 1%, tanto para el desplazamiento como para la velocidad, considerando 

ambos métodos. Con esto se confirma el hecho de que los tres métodos están bien implementados 

en el código realizado, al existir un bajo error relativo entre ellos, el cual además decrece 

linealmente al disminuir el paso temporal considerado. 

4.8.3. Comparación de resultados con la publicación [6] 

Para la validación del modelo realizado se procede a comparar los resultados obtenidos del 

modelo realizado en MATLAB con aquellos presentados en la publicación científica [6]. En 

primer término es relevante mencionar que se tomaron los mismos datos tanto de la correa como 

del material transportado, además de la misma cantidad de elementos. 

Además la publicación detalla que se utiliza el modelo reológico de Kelvin-Voigt, al que se le 

agrega además un elemento que representa la fricción de Coulomb, el cual no se consideró en el 

modelo realizado en este trabajo. Lo que la publicación no especifica es cómo se realiza la 

definición y ensamble de las matrices elementales, la discretización de la cinta, el paso temporal 

considerado, la imposición de desplazamiento para obtener el perfil de velocidad deseado en la 

polea motriz y tampoco hace mención del método de integración numérica utilizado. 

En particular, en la publicación en cuestión se muestra como resultado tres gráficos, los cuales 

corresponden a la velocidad de la cinta en la polea motriz y en la polea de cola, el factor de 

seguridad instantáneo de la cinta y la tensión previa a la polea motriz 𝑇1, las tres en función del 

tiempo. Es importante decir que el caso estudiado en la publicación corresponde a un proceso de 

regulación de velocidad, en el que se pasa de una velocidad de 3 [𝑚/𝑠] a 5 [𝑚/𝑠] y que además 

se considera solamente el primer tiempo de duración del procedimiento de arranque  
𝑇𝑎,min 1 = 37,34 [𝑠]. Para las simulaciones realizadas en esta subsección se utiliza un paso 

temporal Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/200, el cual cumple el criterio establecido en la subsección 4.8.1, y el 

método de integración numérica de Newmark. 

4.8.3.1. Velocidad en poleas 

El primer gráfico a comparar corresponde al de la velocidad de la cinta tanto en la polea motriz 

como en la de cola. En la Figura 4.30 se aprecian las curvas obtenidas en la publicación, mientras 

que en la Figura 4.31 aquellas obtenidas en el modelo realizado en MATLAB. Para facilitar la 

comparación, se respeta los colores utilizados en la publicación, es decir, en azul se muestra la 

velocidad de la cinta en la polea motriz y en verde la velocidad en la polea de cola. 

De acuerdo a estas figuras, es posible notar que existe una notoria similitud entre ellas. En efecto, 

al existir una imposición del desplazamiento en la polea motriz, la curva azul debe ser igual en 

ambos casos, lo cual conforme a lo observado se cumple. Por otro lado, la respuesta en la polea 

de cola —representada por la curva verde— presenta ciertas diferencias, en particular relativo a 

la amplitud y frecuencia de la onda elástica. 

Las diferencias observadas en la amplitud de la onda elástica y en su frecuencia se aprecian de 

mejor manera en la Figura 4.32. Se puede notar que la velocidad de la onda elástica es mayor en 

el caso de la simulación en MATLAB que en la publicación [6], además se presencia un 

decremento más pronunciado en la amplitud a medida que avanza el tiempo, asociado a un mayor 
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amortiguamiento. Estas diferencias se deben principalmente a una discordancia en el valor de la 

rigidez elemental y por consiguiente la rigidez del sistema, entre lo expuesto en la publicación y 

el modelo realizado en MATLAB. 

 
Figura 4.30: Velocidad de la cinta en poleas, obtenido de la publicación [6]. 

 
Figura 4.31: Velocidad de la cinta en poleas, obtenido del modelo realizado. 

 
Figura 4.32: Velocidad de la cinta en poleas, obtenido del modelo realizado, acercamiento. 



 

55 

 

En efecto, la amplitud de la onda elástica está directamente relacionada por la rigidez del sistema: 

mientras más rígido es, menor es la amplitud de la onda. Por consiguiente, se concluye que la 

rigidez obtenida en el modelo de MATLAB es mayor que la de la publicación. Por otro lado, de 

acuerdo a la definición mostrada en la Ecuación (4.25), en la que se considera 𝛼1 = 0 y 𝛼2 = 1, 

la matriz de amortiguamiento es igual a la matriz de rigidez. Luego en el modelo de MATLAB se 

aprecia un mayor amortiguamiento, al disminuir más rápidamente la amplitud de la onda elástica 

en el tiempo que en la publicación, lo que implica nuevamente mayor rigidez en el modelo 

MATLAB. Finalmente, recordando la definición de la velocidad de la onda elástica dada en la 

Ecuación (2.31), existe una dependencia directa entre esta velocidad y el módulo de Young, y 

este último tiene directa relación con la rigidez del sistema. Luego una mayor velocidad de onda 

en el modelo MATLAB puede ser relacionado con un mayor módulo de Young aparente, por lo 

tanto una mayor rigidez del sistema. 

En consecuencia, todo indica que todas las diferencias radican en la definición de la matriz de 

rigidez, la cual en el modelo de MATLAB resulta ser mayor. Es por esto que se realizó una 

modificación en la rigidez del sistema, y al multiplicar arbitrariamente la matriz de rigidez de la 

Ecuación (4.24) por 0,5 se obtuvo el gráfico mostrado en la Figura 4.33. 

 
Figura 4.33: Velocidad de la cinta en poleas, con modificación en la rigidez. 

Es posible notar que al realizar esta multiplicación en la matriz de rigidez, se obtiene un gráfico 

que posee una mayor semejanza al obtenido en la publicación científica, ambos poseen en este 

caso una amplitud de onda, amortiguamiento y velocidad de onda más similares que en el caso 

anterior, sin la modificación en la rigidez. En la Figura 4.34 se posicionan ambos gráficos, a la 

izquierda el obtenido en la publicación [6] y a la derecha aquel de obtenido de la simulación con 

la rigidez modificada, ambos ubicados lado a lado para facilitar la comparación. 

Por lo tanto, hace falta explicar la razón de la necesidad del factor 0,5 para obtener el mismo 

gráfico. Considerando que el motivo de diferencia radica en la definición de la matriz rigidez del 

sistema, que corresponde al ensamble de la matrices elementales, al volver a la definición de 

estas últimas dada en la Ecuación (2.7) se identifica que los factor que influyen son el módulo de 

Young y el área transversal de la cinta, y el largo de cada elemento. Este último se define como el 

doble de la distancia entre poleas dividido por el número de elementos considerados, tal como se 

especificó en la Ecuación (4.21). 
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Figura 4.34: Comparación de velocidad de la cinta en poleas, con modificación en la rigidez. 

Ahora, dado que tanto el área transversal y módulo de Young de la cinta, como la distancia entre 

poleas son las mismas en la publicación y en el modelo MATLAB realizado, es de suponer que la 

diferencia se encuentra en la definición de la cantidad de elementos. Es relevante mencionar que 

no se trata del número de elementos en sí lo que genera la diferencia, sino que posiblemente en la 

definición del largo de cada elemento en la publicación [6] se haya considerado solo los 

elementos del lado carga por error. 

Sin embargo, pese al posible error cometido en la publicación, al ajustar con el factor 0,5 la 

rigidez del sistema se obtiene una curva bastante similar. Por consiguiente, solo para la 

verificación de este y los gráficos siguientes se mantiene dicho factor, el cual no será considerado 

en la evaluación de la correa C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea. 

4.8.3.2. Tensión previa a la polea motriz 𝐹1 

El segundo gráfico a comparar corresponde a la tensión previa a la polea motriz, la cual en este 

trabajo ha sido representada por 𝐹1. Esta tensión corresponde a la suma de la tensión estática y la 

tensión dinámica en dicho punto, para todo instante de tiempo. 

La tensión estática en la zona previa a la polea motriz para la correa cargada fue calculada en la 

Ecuación (4.4), cuyo valor es 𝐹1,𝑐 = 61,05 [𝑘𝑁]. Vale la pena recordar que esta tensión fue 

obtenida luego de asumir el valor de la tensión posterior a la polea motriz, además considerando 

la tensión necesaria para superar las resistencias al movimiento de la cinta. La tensión estática 

entonces considera solamente el caso en que la velocidad de la cinta es constante. 

La tensión dinámica o transiente, por su parte, contempla las fuerzas generadas en la cinta al 

enfrentarse a movimientos bruscos, como es el caso de la aceleración de la cinta en el arranque y 

parada, lo que genera una onda de tensiones axiales de tracción y compresión. Para determinar 

esta tensión existen dos maneras distintas, consultadas de diferentes referencias. La primera 

manera de determinar la tensión transiente la define como el producto entre la masa efectiva que 

se opone al frente de onda y la aceleración de la cinta. Por lo tanto, la tensión dinámica está dada 

por la expresión siguiente [15]:  

𝐹𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑚∗ · 𝑎(𝑥, 𝑡) (4.32) 

donde: 
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𝑚∗ : Masa efectiva que se opone al movimiento del frente de onda. 

𝑎(𝑥, 𝑡) : Aceleración de la cinta en operación transiente. 

A su vez, existe una segunda forma de determinar la tensión dinámica, la que explicita que esta 

puede ser obtenida como el producto del esfuerzo en la cinta 𝜎𝑑 y la sección transversal de la 

cinta 𝐴𝑐, es decir [18]: 

𝐹𝑑(𝑡) = 𝜎𝑑(𝑡) · 𝐴𝑐 (4.33) 

Al utilizar el modelo reológico de Kelvin-Voigt, y recordando la expresión dada en la Ecuación 

(2.3), el esfuerzo de la cinta se expresa como sigue: 

𝜎𝑑(𝑡) = 𝐸𝑐𝜀(𝑡) + 𝜂𝑐
𝑑𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
 (4.34) 

La deformación discreta 𝜀𝑖 de la cinta para un elemento 𝑖, cuyo largo se representa por 𝑙, se 

expresa mediante: 

𝜀𝑖 =
𝑢𝑖 − 𝑢𝑖+1

𝑙
=
Δ𝑢𝑖
𝑙

 (4.35) 

donde 𝑢𝑖 y 𝑢𝑖+1 representan los desplazamientos de los nodos 𝑖 e 𝑖 + 1 respectivamente. 

Finalmente, reemplazando la Ecuación (4.34) y la Ecuación (4.35) en la Ecuación (4.33), la 

tensión dinámica se puede expresar de manera discreta mediante: 

𝐹𝑑,𝑖 =
𝐸𝑐  𝐴𝑐
𝑙

Δ𝑢𝑖 +
𝜂𝑐  𝐴𝑐
𝑙

Δ𝑣𝑖 (4.36) 

donde: 

𝐸𝑐 : Módulo de Young de la cinta. 

𝐴𝑐 : Área de la sección transversal de la cinta. 

𝜂𝑐 : Coeficiente de viscosidad de la cinta. 

𝑙 : Largo del elemento 𝑖. 

Δ𝑢𝑖 : Diferencia en desplazamiento de los nodos 𝑖 e 𝑖 + 1 del elemento 𝑖. 

Δ𝑣𝑖 : Diferencia en velocidad de los nodos 𝑖 e 𝑖 + 1 del elemento 𝑖. 

Para mantener la concordancia con lo expuesto en la Ecuación (4.25), el coeficiente de viscosidad 

de la cinta utilizado tendrá el mismo valor que el módulo de Young de la cinta, con sus 

respectivas unidades. Por lo tanto se tiene que 𝜂𝑐 = 340,917 [𝑃𝑎 · 𝑠]. 

En la Figura 4.35 se muestra la comparación de los gráficos de la tensión de la cinta en la zona 

previa a la polea motriz. A la izquierda se encuentra el gráfico obtenido en la publicación [6] y a 

la derecha el obtenido a través del código MATLAB. En este último se trazaron dos curvas, que 

representan las dos formas de expresar la tensión dinámica. El método 1 mostrado corresponde a 

aquel representado por la Ecuación (4.36), mientras que el método 2 corresponde al representado 

por la Ecuación (4.32). 
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Figura 4.35: Comparación de gráficos de la tensión previa a la polea motriz, en función del tiempo. 

En ambos gráficos mostrados en la Figura 4.35 se aprecia una línea segmentada de color verde. 

Esta línea representa la tensión previa a la polea motriz máxima en operación transiente, para 

evitar deslizamiento. De acuerdo a lo expresado en la Ecuación (4.5) esta tensión posee el valor 

de  𝐹1𝐴,𝑐
∗ = 76,59 [𝑘𝑁]. 

Al realizar una comparación entre los métodos utilizados para el cálculo de la tensión de la cinta 

en la zona previa a la polea motriz, es posible notar que el método 1 presenta una mayor 

semejanza a lo obtenido en la publicación científica, con respecto al método 2. Tanto la forma de 

la curva como la amplitud de las oscilaciones del método son bastante semejantes en este caso. 

La principal diferencia radica en el valor inicial de la tensión, siendo este el mismo valor al cual 

convergen las curvas. Este valor debe ser igual a la tensión de la cinta en operación estacionaria 

𝐹1,𝑐 = 61,05 [𝑘𝑁]. En el caso de la publicación este valor parece haber sido aproximado a 

60 [𝑘𝑁]. 

Por lo tanto, se concluye que el método 1, que utiliza la expresión de la Ecuación (4.36) para 

determinar la tensión dinámica, presenta un resultado bastante similar al de la publicación [6], 

con el que es posible verificar que el modelo realizado en MATLAB se ajusta a lo expuesto en la 

publicación en términos de la tensión de la cinta. 

4.8.3.3. Factor de seguridad instantáneo de la cinta 

El tercer y último gráfico a comparar es aquel que muestra la evolución del factor de seguridad 

instantáneo de la cinta en función del tiempo. El factor de seguridad se define como el cuociente 

entre la resistencia de ruptura de la cinta y la máxima carga permitida en la operación, en el que 

adicionalmente se puede considerar la eficiencia de empalme. 

Para determinar el factor de seguridad instantáneo de la cinta se utiliza la definición del párrafo 

anterior, con la salvedad de que el denominador considera la tensión total de la cinta en cada 

instante de tiempo, y no solamente la máxima tensión permitida. Esta definición se representa 

mediante la Ecuación (4.37) mostrada a continuación. 

𝐹𝑆1(𝑡) =
𝜂𝑠𝑝𝑙𝑖𝑐𝑒  𝑘𝑁 𝐵

𝐹1𝐴(𝑡)
 (4.37) 

donde: 
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𝜂𝑠𝑝𝑙𝑖𝑐𝑒 : Eficiencia de empalme de la cinta. 

𝑘𝑁 : Resistencia nominal de la cinta por unidad de largo. 

𝐵 : Ancho de la cinta. 

𝐹1𝐴(𝑡) : Tensión de la cinta previa a la polea motriz en operación transiente. 

Por otro lado, existen expresiones alternativas del factor de seguridad instantáneo, las que se 

muestran en las expresiones que siguen. Estas expresiones fueron extraídas de [4] y [5] 

respectivamente. 

𝐹𝑆2(𝑡) = 𝑆𝐵
𝐹1

𝐹1𝐴(𝑡)
 (4.38) 

 

𝐹𝑆3(𝑡) = 𝑆𝐵 (1 +
𝑎(𝑡)

𝐶𝑟 𝑓 𝑔
)
−1

 (4.39) 

donde: 

𝑆𝐵 : Factor de seguridad en operación estacionaria. 

𝐹1 : Tensión de la cinta previa a la polea motriz en operación estacionaria. 

𝑎(𝑡) : Aceleración de la cinta previa a la polea motriz. 

𝐶𝑟 : Coeficiente de resistencias secundarias. 

𝑓 : Coeficiente de fricción artificial. 

𝑔 : Aceleración de gravedad. 

Las tres expresiones mostradas anteriormente fueron graficadas y comparadas con la curva del 

factor de seguridad instantáneo proporcionada en la publicación [6]. Esta comparación se muestra 

en la Figura 4.36, donde la imagen del lado izquierdo corresponde a lo estipulado en la 

publicación científica y la imagen del lado derecho corresponde a lo entregado por la simulación 

realizada en MATLAB. Cabe destacar que la tensión de la cinta previa a la polea 𝐹1𝐴 utilizada en 

este caso corresponde a aquella mostrada en la Ecuación (4.36). 

 
Figura 4.36: Comparación de gráficos del factor de seguridad instantáneo en función del tiempo. 
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De esta figura es posible notar que existe una clara semejanza, al menos en la forma de la curva, 

entre los tres métodos de cálculo del factor de seguridad presentados y lo determinado en la 

publicación [6]. La utilización de tres métodos distintos se debe a que en la publicación no se 

especifica de manera explícita cuál es la expresión utilizada del factor de seguridad instantáneo, 

por lo tanto, con la utilización de tres formas diferentes en su cálculo se pretende identificar cuál 

de los métodos se aproxima de mejor manera. 

Lo primero a ser notado es que durante la aceleración de la cinta, es decir el periodo 

correspondiente a los primeros 37,34 [𝑠], la cinta alcanza el factor de seguridad más bajo, dado 

que la aceleración de la cinta alcanza su valor máximo. Es importante que este valor mínimo del 

factor de seguridad se mantenga sobre el valor mínimo establecido como criterio de diseño, lo 

que en los gráficos se muestra a través de la línea segmentada verde. Tanto la expresión del factor 

de seguridad de 𝐹𝑆1 de la Ecuación (4.37), como la de 𝐹𝑆2 de la Ecuación (4.38) se ajustan a este 

requerimiento y además presentan una notable semejanza con la curva de la publicación, mientras 

que la expresión del factor de seguridad de 𝐹𝑆3 de la Ecuación (4.39) excede este valor, y además 

dista bastante de la curva de la publicación. 

Por otro lado, luego de transcurrido el proceso de aceleración, y por lo tanto a partir de los 

37,34 [𝑠], el factor de seguridad presentado en la publicación oscila en torno al valor de 𝑆𝐵 = 8, 

comportamiento que siguen de igual manera las expresiones 𝐹𝑆2 y 𝐹𝑆3. La expresión 𝐹𝑆1 

también presenta oscilación, pero en torno a un valor inferior a 8. Respecto a la amplitud de estas 

oscilaciones, las tres expresiones presentan amplitudes similares pero aun así levemente 

diferentes de aquellas de la publicación. 

Finalmente, se debe señalar que ningún método se ajusta de manera exacta a lo mostrado en la 

publicación científica, no obstante el comportamiento de la expresión 𝐹𝑆2 se asemeja bastante, ya 

que no excede el valor mínimo del factor de seguridad propuesto por diseño, y posteriormente 

presenta oscilación en torno al valor 𝑆𝐵 = 8. En este caso, al igual que en los casos vistos 

anteriormente en la comparación de la velocidad y tensión previa a la polea motriz, el factor de 

seguridad presenta resultados bastante similares con leves diferencias. Por lo demás, se debe 

considerar el hecho de que en la publicación no se especifica una expresión del factor de 

seguridad instantáneo, por lo tanto es permitido la presencia de estas diferencias. 

4.8.3.4. Comentarios finales de la comparación 

Luego de realizadas las comparaciones tanto de la velocidad de la cinta en las poleas motriz y de 

cola, como de la tensión de la cinta en la zona previa a la polea motriz y del factor de seguridad 

de la cinta, es posible comprobar que el código MATLAB implementado arroja resultados 

satisfactorios, luego de ser contrastado con la publicación científica considerada. 

En efecto, al analizar las figuras en las que se contrapone los gráficos entregados en la 

publicación y aquellos generados por el código MATLAB se aprecia una notoria semejanza. Sin 

embargo es importante recordar que para obtener estos gráficos se realizó un ajuste a la rigidez 

del sistema, como se explicó en detalle en la subsección 4.8.3.1. Pese a la utilización de este 

ajuste, la importancia de esta parte del trabajo radica en mostrar que el código está bien 

implementado, vale decir, que los cálculos se realizan de buena manera. Finalmente, y a modo de 

conclusión, se valida el código MATLAB realizado.  
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5. Aplicación del modelo 

En esta sección se efectúa la aplicación del modelo desarrollado y validado en la sección anterior, 

la cual se realiza a la correa de alimentación C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea. 

Para esto se utiliza el código MATLAB generado para la validación del modelo, cambiando los 

parámetros de entrada utilizados pero conservando la metodología, los cálculos realizados y los 

gráficos generados. 

En las subsecciones que siguen se presentan las características de la correa a estudiar, además del 

detalle de los cálculos realizados relativos a los parámetros relevantes de la misma, tales como 

velocidades de onda, tensiones, aceleraciones máximas, entre otros. 

5.1. Características de la correa C-01 

La correa C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea es una correa ascendente de dos 

poleas motrices diseñada y desarrollada por la empresa Tenova Takraf. Por lo tanto, sus 

características fueron extraídas de una memoria de cálculo realizada por este fabricante [19]. 

La cinta de este equipo corresponde al modelo de especificación 1800 St 10000 16T/12 DIN-K, 

que se refiere a una cinta con carcasa de cables de acero, de 1.800 [𝑚𝑚] de ancho, una 

resistencia nominal a la ruptura de 10.000 [𝑁/𝑚𝑚], 16 [𝑚𝑚] de espesor de recubrimiento 

superior con reforzamiento textil, 12 [𝑚𝑚] de espesor de recubrimiento inferior y con protección 

antiestática y resistente a las llamas. Resulta relevante mencionar que es la primera vez que se 

implementa una correa transportadora con esta cinta de tan alta performance en el país. 

En la Figura 5.1 se aprecia una representación de la correa C-01, mientras que en la Tabla 5.1, 

Tabla 5.2 y Tabla 5.3 se muestran las características del material transportado, del equipo 

transportador y los coeficientes y factores de la misma correa, respectivamente. Cabe señalar que 

la mayoría de los datos entregados en las tablas fueron extraídos directamente de la memoria de 

cálculo [19], mientras que otros fueron calculados a partir del resto de datos. 

.ñpo 

Figura 5.1: Esquema de la correa C-01. 
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Tabla 5.1: Características del material transportado por la correa C-01 [19]. 

Característica Valor Unidades 

Densidad del mineral de cobre 𝝆𝒎 1.600 [kg/m3] 

Ángulo de sobrecarga 𝝓𝑺 15 [º] 

Tamaño máximo de partícula 300 [mm] 

Masa por unidad de largo 𝒎′𝒎 436,51 [kg/m] 

Área de la sección transversal 𝑨𝒎 0,2728 [m2] 

Tabla 5.2: Características de la correa C-01 [19]. 

Característica Valor Unidades 

Largo de cabeza a cola 𝑳𝒄 3.340 [m] 

Inclinación de la correa 𝜽 8,52 [º] 

Capacidad nominal 𝑸𝒏 11.000 [t/h] 

Velocidad nominal de la cinta 𝒗𝒄 7,0 [m/s] 

Módulo de Young de la cinta 𝑬′𝒄 547.000 [N/mm] 

Ancho de la cinta 𝑩 1.800 [mm] 

Espesor de la cinta 𝒕 42 [mm] 

Resistencia nominal por unidad de largo 𝒌𝑵 10.000 [N/mm] 

Área de la sección transversal de la cinta 𝑨𝒄 0,0756 [m2] 

Espaciado de polines lado carga 𝒍𝒄 1,5 [m] 

Espaciado de polines lado retorno 𝒍𝒓 3,0 [m] 

Masa de la cinta por unidad de largo 𝒎′𝒄 155 [kg/m] 

Masa de los polines por unidad de largo, 

parte carga 𝒎′𝒑𝒄 
46,40 [kg/m] 

Masa de los polines por unidad de largo, 

parte retorno 𝒎′𝒑𝒓 
18,47 [kg/m] 

De los valores calculados a partir de los datos entregados en la memoria de cálculo se encuentran 

los casos de la masa por unidad de largo y área de la sección transversal del material transportado 

de la Tabla 5.1. Estos son respectivamente calculados a partir de la capacidad nominal de la 

correa, la velocidad de la cinta y la densidad del material transportado, como se muestra a 

continuación: 

𝑚′𝑚 =
𝑄𝑛
𝑣𝑐
= 436,51 [𝑘𝑔/𝑚] (5.1) 

 

𝐴𝑚 =
𝑚′𝑚
𝜌𝑚

= 0,2728 [𝑚2] (5.2) 

Por su parte, de la Tabla 5.2, el largo de la correa transportadora de polea de cola a polea de 

cabeza 𝐿𝑐 no se obtiene directamente de la memoria de cálculo [19], sino que es obtenido a partir 

de las coordenadas de la geometría de la correa, entregadas en la misma memoria de cálculo. Las 

coordenadas de los puntos relevantes, largo de tramos e inclinación, se muestran en la Tabla 5.4. 
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Tabla 5.3: Coeficientes y factores de la correa C-01 [19]. 

Característica Valor Unidades 

Coeficiente de fricción mínimo/máximo entre 

la cinta y la polea motriz 𝝁𝒄𝒑,𝒎𝒊𝒏/𝝁𝒄𝒑,𝒎𝒂𝒙 
0,217/0,450 - 

Ángulo de contacto entre la cinta y la polea 

motriz primaria 𝜶𝒘,𝒑 
170 [º] 

Ángulo de contacto entre la cinta y la polea 

motriz secundaria 𝜶𝒘,𝒔 
190 [º] 

Coeficiente de fricción artificial 

mínimo/máximo 𝒇𝒎𝒊𝒏/𝒇𝒎𝒂𝒙 
0,013/0,021 - 

Coeficiente de resistencias secundarias 𝑪𝒓 1,05 - 

Factor de seguridad en operación transiente, 

arranque/parada 𝑺𝑨,𝒂/𝑺𝑨,𝒑 
4,92/12,02 - 

Factor de seguridad en operación estacionaria 

𝑺𝑩 
5,10 - 

Tabla 5.4: Coordenadas de puntos relevantes en el lado carga de la cinta [19]. 

 
Coordenada 

horizontal X [m] 

Coordenada 

vertical Y [m] 
Largo [m] Inclinación [⁰] 

Punto 0 0,000 1589,769 5,007 3,000 

Punto 1 5,000 1590,031 76,900 3,000 

Punto 2 81,795 1594,056 3058,555 8,560 

Punto 3 3106,279 2049,306 200,073 10,163 

Punto 4 3303,213 2084,609 - - 

Los cuatro tramos destacados en la Tabla 5.4 corresponden a partes relevantes del lado carga de 

la correa. El primer tramo corresponde a la distancia entre la polea de cola y el inicio de la zona 

de carga, el segundo tramo a la zona de carga, el tercer tramo corresponde a aquel con inclinación 

de 8,56º y el cuarto a aquel con inclinación de 10,163º. La representación del perfil generado se 

muestra en la Figura 5.2. 

 
Figura 5.2: Representación gráfica del perfil del lado carga de la cinta. 
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A modo de simplificación del modelo, el lado carga de la cinta se toma con una inclinación 

constante 𝜃 y un largo 𝐿𝑐 definido por los puntos 0 y 4. De este modo se obtiene: 

𝐿𝑐 = √(𝑥4 − 𝑥0)2 + (𝑦4 − 𝑦0)2 = 3.340 [𝑚] (5.3) 

 

𝜃 = tan−1 (
𝑦4 − 𝑦0
𝑥4 − 𝑥0

) = 8,52° (5.4) 

donde: 

𝑥0 : Coordenada horizontal del punto 0. 

𝑥4 : Coordenada horizontal del punto 4. 

𝑦0 : Coordenada vertical del punto 0. 

𝑦4 : Coordenada vertical del punto 4. 

También de la Tabla 5.2, se debe notar que las unidades del módulo de Young se muestran en 

Newton por milímetro de ancho de cinta, mientras que habitualmente este módulo se expresa en 

unidades de presión. Para obtener el módulo de Young en estas unidades mencionadas se debe 

dividir por el espesor de la cinta, con lo que se obtiene: 

𝐸𝑐 =
𝐸′𝑐
𝑡
= 13.023,81 [𝑀𝑃𝑎] (5.5) 

A su vez, el área de la sección transversal de la cinta no se entrega expresamente, sin embargo, 

puede ser obtenido mediante el producto entre el espesor y el ancho de la cinta, como se muestra 

en la expresión que sigue: 

𝐴𝑐 = 𝐵 · 𝑡 = 0,0756 [𝑚
2] (5.6) 

Respecto a la masa de los polines por unidad de largo, el valor para el lado carga y el lado retorno 

no se menciona explícitamente, aunque sí se mencionan las características de los polines. Los 

polines de carga utilizados en la correa C-01 son del tipo acanalado de 3 rodillos de ángulo 45º, 

con diámetro de 𝜙 = 194 [𝑚𝑚], tipo de rodamiento 6310 y un espaciado de 𝑙𝑐 = 1,5 [𝑚]. 
Mientras que los polines de retorno son del tipo acanalado de 2 rodillos de ángulo 10º, con 

diámetro de 𝜙 = 178 [𝑚𝑚], tipo de rodamiento 6308 y un espaciado de 𝑙𝑟 = 3 [𝑚]. Para 

determinar la masa de los polines por unidad de largo es necesario conocer la masa de cada uno 

de ellos. En el Anexo D se muestra un catálogo del fabricante Lorbrand, del cual es posible 

extraer esta información. 

El dato de entrada en las tablas del Anexo D es el ancho de la cinta 𝐵 = 1.800 [𝑚𝑚], que en las 

tablas se encuentra a través de la columna BW (belt width en inglés). Con esto, se obtiene el valor 

de la masa de rotación de cada polín, la cual se encuentra en la columna R.M (rotating mass en 

inglés). Por lo tanto, la masa de los polines por unidad de largo del lado carga y lado retorno son 

respectivamente: 

𝑚′𝑝𝑐 =
𝑚𝑝𝑐

𝑙𝑐
=
69,6 [𝑘𝑔]

1,5 [𝑚]
= 46,40 [𝑘𝑔/𝑚] (5.7) 
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𝑚′𝑝𝑟 =
𝑚𝑝𝑟

𝑙𝑟
=
55,4 [𝑘𝑔]

3 [𝑚]
= 18,47 [𝑘𝑔/𝑚] (5.8) 

Finalmente, de la Tabla 5.3 el único valor que no se entrega directamente es el coeficiente de 

resistencias secundarias 𝐶𝑟, el cual depende del largo de la correa transportadora. En la Tabla 5.5 

se muestran los valores de este coeficiente en función de este parámetro. De acuerdo a esta tabla, 

para el caso de la correa C-01 el valor de este coeficiente es de 𝐶𝑟 = 1,05. 

Tabla 5.5: Coeficiente de resistencias secundarias en función del largo de la correa [4]. 

Distancia entre poleas [m] 500 600 700 800 900 1000 1500 ≥2000 

Coeficiente 𝑪𝒓 1,20 1,17 1,14 1,12 1,10 1,09 1,06 1,05 

5.2. Simplificación en la geometría de la correa 

Además de lo ya expuesto en la subsección anterior, respecto al largo e inclinación del lado carga 

de la cinta, es necesario señalar que para los cálculos posteriores a este enunciado se realiza una 

simplificación del lado retorno de la cinta. En particular, esta simplificación consiste en no 

considerar las distintas inclinaciones de los segmentos de cinta ubicados entre la polea motriz 

primaria y la secundaria, y entre esta última y la polea deflectora, teniendo así que el lado retorno 

posee la misma longitud e inclinación que el lado carga. Esto es posible de asumir debido a que la 

distancia entre las tres poleas mencionadas es mucho menor que la distancia entre ellas y la polea 

de cola. 

5.3. Tensiones 

Con los datos entregados anteriormente en la Tabla 5.1, Tabla 5.2 y Tabla 5.3, es posible calcular 

la tensión necesaria que debe entregar el conjunto de poleas motrices para superar las resistencias 

al movimiento de la cinta, tanto a plena carga y como sin carga respectivamente, mediante las 

expresiones que siguen: 

𝐹𝑑,𝑐 = 𝐶𝑟 𝑓 𝐿𝑐 𝑔 [(𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟) + (2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚) cos 𝜃] + 𝑚′𝑚 𝑔 𝐻 = 2.699,21 [𝑘𝑁] (5.9) 

 

𝐹𝑑,𝑑 = 𝐶𝑟 𝑓 𝐿𝑐 𝑔 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 cos 𝜃) = 268,36 [𝑘𝑁] (5.10) 

Vale la pena recordar que la correa C-01 cuenta con dos poleas motrices, las cuales se distribuyen 

equitativamente la tensión a entregar a la cinta. De acuerdo a la memoria de cálculo consultada 

[19], y recordando la definición de Ecuación (2.46) de la tensión previa 𝐹1 y posterior 𝐹2 a la 

polea motriz, los valores entregados por la memoria de cálculo relativo a las tensiones en 

operación estacionaria se muestran en la Tabla 5.6 y la Tabla 5.7, para la cinta cargada y vacía 

respectivamente. 

Tabla 5.6: Tensiones en operación estacionaria, con la cinta completamente cargada. 

 
Polea motriz 

primaria 

Polea motriz 

secundaria 
Total 

Tensión previa 𝑭𝟏 [kN] 3530,864 2207,304 - 

Tensión posterior 𝑭𝟐 [kN] 2205,504 879,363 - 

Tensión motriz 𝑭𝒅 = 𝑭𝟏 − 𝑭𝟐 [kN] 1325,360 1327,941 2.653,301 
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Tabla 5.7: Tensiones en operación estacionaria, con la cinta vacía. 

 
Polea motriz 

primaria 

Polea motriz 

secundaria 
Total 

Tensión previa 𝑭𝟏 [kN] 1128,192 1004,798 - 

Tensión posterior 𝑭𝟐 [kN] 1002,998 879,363 - 

Tensión motriz 𝑭𝒅 = 𝑭𝟏 − 𝑭𝟐 [kN] 125,194 125,435 250,629 

Es posible notar que los valores encontrados de la tensión motriz total necesaria en la Ecuación 

(5.9) y Ecuación (5.10) se aproximan bastante a lo expresado en la Tabla 5.6 y Tabla 5.7. Las 

diferencias se deben a la aproximación realizada del largo e inclinación de la correa en el lado 

carga y retorno, el valor estimativo encontrado de la masa de los polines por unidad de largo 

encontrado en un catálogo, y también porque se utilizó en los cálculos el coeficiente de fricción 𝑓 

menos favorable, 𝑓 = 𝑓𝑚𝑎𝑥. 

5.4. Velocidades de onda 

Es posible calcular las velocidades de propagación de la onda elástica longitudinal para el lado 

carga, considerando la correa sin carga y con carga, y para el lado retorno respectivamente de la 

manera siguiente: 

𝑐1,𝑒𝑓𝐷 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑐
= 2.211,1 [𝑚/𝑠] (5.11) 

 

𝑐1,𝑒𝑓𝐶 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 +𝑚′𝑝𝑐
= 1.242,4 [𝑚/𝑠] (5.12) 

 

𝑐1,𝑒𝑓𝑅 = √
𝐸𝑐𝐴

𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟
= 2.382,4 [𝑚/𝑠] (5.13) 

Es posible notar que los valores de la velocidad de onda calculados son en promedio 6 veces 

mayores que en el caso de la cinta con carcasa textil EP 500/5 estudiada en la sección anterior. 

Este es un resultado esperado debido a la diferencia en el módulo de Young de ambas cintas. 

5.5. Periodo de onda 

Con respecto al tiempo que demora la onda elástica en viajar de la polea motriz primaria a la 

polea de cola por el lado carga, y luego de la polea de cola nuevamente a la polea motriz primaria 

por el lado retorno, se puede calcular tanto para la correa cargada como sin carga recurriendo a la 

Ecuación (2.36) y Ecuación (2.37), obteniéndose: 

𝑡𝐶 =
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝐶

+
𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

= 4,090 [𝑠] (5.14) 

 

𝑡𝐷 =
𝐿𝑐

𝑐1,𝑒𝑓𝐷
+

𝐿𝑐
𝑐1,𝑒𝑓𝑅

= 2,913 [𝑠] (5.15) 
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5.6. Masas e inercias del sistema 

Como se mencionó en la sección de Antecedentes específicos, la inercia de los elementos 

rotativos del sistema se puede considerar como una masa equivalente en traslación, conservando 

la cantidad de energía cinética presente. Para encontrar esta masa equivalente se utiliza la 

expresión presentada en la Ecuación (2.39), aunque en este caso no se considera el aporte 

proporcionado por lo engranajes, dado que no se tiene información de estos: 

𝑚𝑟 =
1

𝑣𝑐2
(𝐼𝑚𝑛𝑚𝜔𝑚

2 + 𝐼𝑎𝑛𝑎𝜔𝑎
2) = 127.742,85 [𝑘𝑔] (5.16) 

Debido a que el sistema motriz de la correa C-01 contempla la utilización de cuatro motores de 

5.000 [𝑘𝑊] cada uno, agrupados en dos motores por polea motriz, la expresión anterior fue 

calculada considerando 𝑛𝑚 = 𝑛𝑎 = 4, velocidad angular igual a 𝜔𝑚 = 𝜔𝑎 = 5,55 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] y 

momentos de inercia de 𝐼𝑚 = 50.000 [𝑘𝑔 · 𝑚2] e 𝐼𝑎 = 800 [𝑘𝑔 · 𝑚2]. 

La masa rotacional equivalente total de los polines que soportan la cinta, se obtiene como la suma 

de la masa de los polines por unidad de largo en el lado carga y lado retorno, multiplicado por el 

largo entre poleas, es decir: 

𝑚𝑝 = 𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟) = 216.665,80 [𝑘𝑔] (5.17) 

Por su parte, la masa de la cinta en sí y del material transportado se obtiene respectivamente de la 

manera que sigue: 

𝑚𝑐 = 2 𝐿𝑐 𝑚′𝑐 = 1.035.400 [𝑘𝑔] (5.18) 

 

𝑚𝑚 = 𝐿𝑐  𝑚′𝑚 = 1.457.936,51 [𝑘𝑔] (5.19) 

Con  todo lo anterior se define la masa total equivalente del sistema, en toneladas, que se traslada 

en la operación de la correa. Su expresión es la siguiente: 

𝑚𝑇 = 𝑚𝑟 +𝑚𝑝 +𝑚𝑐 +𝑚𝑚 = 2.837,7 [𝑡] (5.20) 

5.7. Aceleraciones máximas 

Las aceleraciones máximas permitidas se calculan de acuerdo a lo mostrado en la Ecuación 

(2.48), Ecuación (2.49) y Ecuación (2.50), con ciertas modificaciones en su definición debido a 

que aquellas expresiones fueron simplificadas para una correa horizontal, sin embargo siguen 

siendo completamente válidas. Luego, para la polea motriz primaria se obtiene: 

𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡_𝑝 = (
𝐹2,𝑝 + 𝐹𝑑,𝑝

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚)
)
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴,𝑎
𝑆𝐴,𝑎

= 0,2066 [
𝑚

𝑠2
] (5.21) 

 

𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙_𝑝 =
(𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤 − 1)𝐹2,𝑝 − 𝐹𝑑,𝑝

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚)
= 0,7388 [

𝑚

𝑠2
] (5.22) 
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𝑎max 𝑝 = min{𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡_𝑝 ,  𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙_𝑝} = 0,2066 [
𝑚

𝑠2
] (5.23) 

Mientras que para la polea motriz secundaria se obtiene: 

𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡_𝑠 = (
𝐹2,𝑠 + 𝐹𝑑,𝑠

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚)
)
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴,𝑎
𝑆𝐴,𝑎

= 0,1291 [
𝑚

𝑠2
] (5.24) 

 

𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙_𝑠 =
(𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤 − 1)𝐹2,𝑠 − 𝐹𝑑,𝑠

𝐿𝑐 (𝑚′𝑝𝑐 +𝑚′𝑝𝑟 + 2𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚)
= 0,0926 [

𝑚

𝑠2
] (5.25) 

 

𝑎max 𝑠 = min{𝑎max,𝑟𝑢𝑝𝑡_𝑠 ,  𝑎max,𝑑𝑒𝑠𝑙_𝑠} = 0,0926 [
𝑚

𝑠2
] (5.26) 

Se debe mencionar que para los cálculos realizados anteriormente se tomó un coeficiente de roce 

𝜇𝑐𝑝 = 0,31 y un factor de seguridad en estado estacionario 𝑆𝐵 = 5,1. Es posible notar que los 

valores de aceleración calculados poseen una dependencia directa tanto del coeficiente de roce 𝜇 

establecido como del factor de seguridad 𝑆𝐵, luego la elección de cada uno influirá en el 

resultado obtenido. 

Finalmente, de lo calculado anteriormente se selecciona una aceleración máxima en el arranque 

de 𝑎max = 0,06 [𝑚/𝑠
2], la cual es sugerida en la memoria de cálculo y además respeta los 

valores máximos calculados de ambas poleas motrices. 

5.8. Duración procedimiento de arranque 

Relativo al tiempo de duración del procedimiento de arranque, se calcula los cuatro valores que 

entregan los métodos expuestos en la Ecuación (2.52), Ecuación (2.54), Ecuación (2.55) y 

Ecuación (2.56). Estos valores se muestran a continuación: 

𝑇𝑎,min 1 =
𝜋

2

𝑣𝑐
𝑎max

= 183,26 [𝑠] (5.27) 

 

𝑇𝑎,min 2 =
𝑣𝑐

4 𝐶𝑟 𝑓 𝑔

𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤 − 1

𝑒𝜇𝑐𝑝𝛼𝑤
(

𝑆𝐴,𝑎
𝑆𝐵 − 𝑆𝐴,𝑎

) = 142,03 [𝑠] (5.28) 

 

𝑇𝑎,min 3 = 80
𝐿𝑐
𝑐1
= 163,61 [𝑠] (5.29) 

 

𝑇𝑎,min 4 =
𝐿𝑐 · 60

1000
= 200,40 [𝑠] (5.30) 

Es posible notar que los valores encontrados están en torno al valor de 180 [𝑠]. Sin embargo, en 

la memoria de cálculo consultada se especifica que el tiempo de duración del procedimiento de 

arranque es de 𝑇𝑎,min5 = 120 [𝑠]. Por lo tanto, este último valor también será analizado al 

realizar la evaluación de las tensiones máximas en el arranque. 
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5.9. Método de Elementos Finitos 

Se procede a aplicar el Método de Elementos Finitos a la correa C-01. Para ello es necesario 

definir en primer lugar la cantidad de elementos a utilizar junto con el largo de cada elemento, 

además del paso temporal seleccionado para obtener soluciones con errores dentro de lo 

establecido. Por otro lado también se especifica cómo se realiza el cálculo de la tensión total en 

cada nodo, para posteriormente evaluar los resultados. 

5.9.1. Discretización espacial 

De acuerdo a lo consultado en la bibliografía, el largo de cada elemento de cinta debe estar 

comprendido en el rango de 10 a 250 [𝑚], dependiendo del largo total de la cinta y de la 

precisión con la que se quiera contar [20]. 

Vale la pena recordar que en el caso de la correa de las publicaciones [5] y [6], estudiada en la 

verificación del modelo, se utilizó 20 elementos de largo 100 [𝑚] cada uno, con lo que se obtuvo 

resultados satisfactorios. Para el caso de la correa C-01, el largo de cada elemento se establece en 

torno a los 150 [𝑚] para conservar la precisión. El número de elementos se define teniendo esto 

en consideración y, dado que la distancia entre poleas es de aproximadamente 3.340 [𝑚], se fija 

igual al valor 50, con lo que el largo de cada elemento es de: 

𝑙 =
2 𝐿𝑐
𝑁

= 133,6 [𝑚] (5.31) 

Dicho esto, y considerando las simplificaciones realizadas a la geometría de la correa, la 

distribución de elementos y nodos se muestran en la Figura 5.3. Esta figura representa de manera 

aproximada la numeración realizada a los nodos, de los que son los más relevantes el nodo 1 (y 

51 a la vez), el que representa la polea motriz primaria; el nodo 26, que representa la polea de 

cola; el nodo 45, que representa la polea deflectora; y el nodo 47, que representa la polea motriz 

secundaria. 

 
Figura 5.3: Numeración de nodos en discretización espacial de la cinta de la correa C-01. 

Al igual que en el caso de la correa de la sección anterior, la cinta se estira y se impone el 

desplazamiento 𝑢(𝑡) a los nodos que representan la polea motriz primaria y secundaria. La 

discretización de la cinta estirada se puede observar en la Figura 5.4. 
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Figura 5.4: Discretización espacial de la cinta estirada de la correa C-01. 

5.9.2. Discretización temporal 

Respecto al paso temporal utilizado en este caso, se debe mencionar que se utiliza el criterio 

especificado en la subsección 4.8.1. Este criterio establece que al utilizar un paso de tiempo 

menor o igual a la centésima parte del paso temporal crítico, el error de la solución en 

desplazamiento y velocidad de la cinta con respecto a la solución del paso anterior es menor al 

0,1%. Por lo tanto, se decide utilizar es paso temporal que sigue: 

Δ𝑡 =
Δ𝑡𝑐𝑟
100

=
𝑇𝑛

100 𝜋
= 5,6 · 10−4 [𝑠] (5.32) 

Se decide utilizar el mayor paso de tiempo que cumple con el criterio establecido para obtener un 

buen balance entre precisión y tiempo de cálculo de la solución. 

5.9.3. Matrices y vectores 

Con los datos de la correa C-01 proporcionados anterior y con la discretización espacial de la 

cinta, es posible definir las matrices elementales a utilizar. En primer lugar, de la definición de la 

matriz elemental de masa concentrada mostrada en la Ecuación (2.9), para el caso de los 

elementos del lado carga esta matriz se tiene: 

𝑀𝑒𝑐 =
𝑙 · (𝑚′𝑐 +𝑚′𝑚 · 𝛼0 +𝑚′𝑝𝑐)

2
[
1 0
0 1

] = [
42.612,25 0

0 42.612,25
] [𝑘𝑔] (5.33) 

De igual manera, es posible obtener la matriz elemental de masa concentrada del lado retorno 

como sigue: 

𝑀𝑒𝑟 =
𝑙 · (𝑚′𝑐 +𝑚′𝑝𝑟)

2
[
1 0
0 1

] = [
11.587,8 0

0 11.587,8
] [𝑘𝑔] (5.34) 

Por su lado, la matriz elemental de rigidez es la misma tanto para el lado carga como para el lado 

retorno. Considerando la Ecuación (2.7), se obtiene: 

𝐾𝑒 =
𝐸𝑐  𝐴𝑐
𝑙

[
1 −1
−1 1

] = [
7.369,76 −7.369,76
−7.369,76 7.369,76

] [𝑘𝑁/𝑚] (5.35) 

Finalmente, la matriz elemental de amortiguamiento en este caso se determina utilizando la 

Ecuación (2.19) como se muestra a continuación, considerando 𝛼1 = 0 y 𝛼2 = 1 [6]: 

𝐶𝑒 = 𝛼1𝑀𝑒 + 𝛼2𝐾𝑒 = [
7.369,76 −7.369,76
−7.369,76 7.369,76

] · 103 [𝑘𝑔/𝑠] (5.36) 
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Con las matrices elementales definidas es posible definir las matrices globales de masa 𝑀, de 

amortiguamiento 𝐶 y de rigidez 𝐾, al realizar ensamble de matrices. Con esto, sólo resta definir 

el vector de fuerzas externas 𝐹, el cual en este caso se considera como un vector nulo, debido a 

que la fuerza externa que provoca el movimiento de la cinta se expresa a partir del 

desplazamiento 𝑢(𝑡) impuesto en los nodos de las poleas motrices. 

Tal como se mostró en el caso de la correa de las publicaciones [5] y [6], para los cálculos 

efectuados se recurrió a funciones realizadas en lenguaje MATLAB. Se utilizó el código 

mostrado en el Anexo E para realizar los cálculos de tensión requerida, velocidad y periodo de 

onda y aceleración máxima de la cinta, además de la declaración de los datos de entrada, la 

definición y ensamble de las matrices elementales, la inicialización de la función que realiza la 

integración numérica y la generación de los gráficos de interés. 

5.9.4. Cálculo de la tensión total en cada nodo 

Como se ha dicho anteriormente en este trabajo, la tensión total en una sección de la cinta es 

igual a la suma de la tensión estacionaria más la tensión dinámica o transiente. Dentro de los 

alcances de este trabajo no se encuentra el cálculo de la tensión estacionaria en la cinta, la que se 

puede realizar utilizando las normas CEMA o DIN 22101, motivo por el cual se busca otra 

manera de conocer esta tensión en los nodos de la cinta discretizada. El método seleccionado 

corresponde a una interpolación lineal entre nodos con tensión estacionaria conocida para obtener 

la tensión estacionaria del resto de los nodos. En la Tabla 5.8 se muestran los nodos con tensión 

estacionaria conocida y su valor, los que se obtienen de la memoria de cálculo [19]. 

Tabla 5.8: Tensión estacionaria de nodos [19]. 

Nodo 2 25 27 44 46 48 50 

Tensión estacionaria [kN] 3.530,9 235,4 233,3 886,8 879,4 2.207,3 2.205,5 

Con lo expresado en la Tabla 5.8, la distribución de la tensión estacionaria en la cinta estirada 

discretizada, para los nodos que se definieron en la Figura 5.3, se muestra en la Figura 5.5. 

 

Figura 5.5: Distribución de la tensión estacionaria en la cinta. 
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Para visualizar de manera más clara el aumento en tensión que ocurre en las poleas motrices, se 

traza la curva a partir del nodo 26, que corresponde a la polea de cola; continúa con los nodos del 

lado retorno; luego pasa a través de los nodos de las poleas motrices, nodo 47 y nodo 1 para la 

secundaria y primaria respectivamente; y finaliza con los nodos del lado carga hasta llegar 

nuevamente a la polea de cola. 

Por otro lado, la tensión dinámica se obtiene a partir de las diferencias en el desplazamiento y 

velocidad en cada nodo, las que se multiplican por coeficientes que representan la rigidez y el 

amortiguamiento respectivamente, tal como se mostró en la Ecuación (4.36). 

5.10. Resultados para el caso arranque 

Resulta necesario mencionar que para los resultados mostrados a continuación, y también para el 

caso parada, se utilizó el método de integración numérica de Newmark. En particular para el caso 

del arranque de la correa, se debe recordar que en este trabajo se considera sólo un tipo de 

procedimiento de arranque, el cual fue presentado en la subsección 2.5.1, el cual se ha 

demostrado que minimiza las cargas máximas en el arranque [15]. 

La principal variable que influye en el procedimiento de arranque es la duración de este. Se 

definió cuatro distintos criterios para determinar su valor óptimo, los que fueron calculados en la 

Ecuación (5.27), Ecuación (5.28), Ecuación (5.29) y Ecuación (5.30). Aparte de estos valores 

calculados, se dispone además del valor propuesto en la memoria de cálculo realizado por Tenova 

Takraf 𝑇𝑎,min 5 = 120 [𝑠] [19]. Los cinco valores son entonces considerados y analizados. 

Es importante mencionar que las condiciones iniciales de la cinta son tales que en todos los nodos 

se tiene un desplazamiento inicial de 𝑑𝑖 = 0 [𝑚] y una velocidad inicial 𝑣𝑖 = 0 [𝑚/𝑠]. Para los 

instantes de tiempo posteriores se impone el perfil de velocidad establecido solamente en los 

nodos que representan las poleas motrices primaria y secundaria, es decir, en los nodos 1, 47 y 

51. 

5.10.1. Perfiles de velocidad y aceleración 

A continuación, como primer resultado, se muestra el perfil de velocidad que se obtiene en la 

cinta al considerar un procedimiento de arranque de duración 𝑇𝑎,min 1 = 183,26 [𝑠], el cual se 

aprecia en la Figura 5.6. 

 
Figura 5.6: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso arranque. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. 
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De esta figura es posible observar que para los cuatro nodos considerados se observa el mismo 

perfil de velocidad, el cual es igual al perfil impuesto por el procedimiento de arranque. Esto se 

debe principalmente a la alta rigidez que presenta la cinta, que posee una carcasa de cables de 

acero, por lo tanto la amplitud de la onda elástica es baja. Esto es mayormente visible al comparar 

la Figura 5.6 con el perfil obtenido en distintos nodos para el caso de la cinta con carcasa de 

tejido de poliéster y poliamida, de menor rigidez, el que se mostró en la Figura 4.5. 

Sin embargo, al realizar un acercamiento es posible observar la diferencia entre las curvas de 

cada nodo, y además la presencia de la onda elástica, lo que se aprecia en la Figura 5.7. La onda 

elástica tiene un periodo de onda de 9,2 [𝑠] aproximadamente, de acuerdo a lo mostrado por esta 

misma figura. Este valor debiese ser igual al doble del tiempo que demora la onda en viajar del 

nodo 1 al 51, por el lado carga, y luego volver al nodo 1 por el lado retorno, 𝑡𝐶 = 4,09 [𝑠]. Por lo 

tanto se tiene un error cercano al 11,1% entre lo calculado en la Ecuación (5.14) y lo observado 

en la Figura 5.7. Este error es independiente de la duración del procedimiento de arranque. 

 
Figura 5.7: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso arranque. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Acercamiento. 

Por su parte, el perfil de la aceleración de los nodos se muestra en la Figura 5.8, donde se aprecia 

que el valor máximo que alcanza es 𝑎max = 0,06 [𝑚/𝑠2] en el instante 𝑡 = 𝑇𝑎/2 [𝑠]. 

 
Figura 5.8: Perfil de aceleración en distintos nodos, caso arranque. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. 
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En este caso también se observa que las curvas de los nodos considerados son bastante similares 

entre ellas, debido a la alta rigidez de la cinta. Sin embargo, como en el caso anterior, es posible 

ver el comportamiento viscoelástico de la cinta al finalizar el procedimiento de arranque de 

duración 𝑇𝑎 = 183,26 [𝑠], en que se aprecia la onda elástica generada, tal como se aprecia en la 

Figura 5.9. En esta figura se observa además una consistencia con lo mostrado en el gráfico de 

velocidad, ya que la onda elástica muestra un periodo de onda de 9,2 [𝑠] aproximadamente. 

 
Figura 5.9: Perfil de aceleración en distintos nodos, caso arranque. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Acercamiento. 

Los perfiles de velocidad y aceleración para los otros tiempos de duración del procedimiento de 

arranque se muestran en el Anexo F, de los que se extrae como información relevante las 

aceleraciones máximas alcanzadas de acuerdo a cada duración de procedimiento. Esta 

información se resume en la Tabla 5.9. Es necesario destacar que en todos los casos la 

aceleración máxima se alcanzó en el instante 𝑡 = 𝑇𝑎/2 [𝑠]. 

Tabla 5.9: Aceleración máxima para diferentes duraciones del procedimiento de arranque. 

Duración procedimiento 

de arranque [𝒔] 
Aceleración 

máxima [𝒎/𝒔𝟐] 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟏 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟔𝟐 0,0600 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟐 = 𝟏𝟒𝟐, 𝟎𝟑 0,0774 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟑 = 𝟏𝟔𝟑, 𝟔𝟏 0,0672 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟒 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟒𝟎 0,0549 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟓 = 𝟏𝟐𝟎, 𝟎𝟎 0,0916 

De esta tabla es posible verificar que la duración del procedimiento de arranque y la aceleración 

máxima son inversamente proporcionales, lo cual es un resultado esperado, dado que al querer 

pasar de una velocidad 𝑣𝑖 = 0 [𝑚/𝑠] a una velocidad 𝑣𝑐 = 7 [𝑚/𝑠] en un menor tiempo, se 

presencia necesariamente una mayor aceleración máxima. 

Otra observación que se puede realizar corresponde a que todas las aceleraciones máximas 

observadas en las simulaciones realizadas son menores a 𝑎max = 0,0926 [𝑚/𝑠
2], la cual fue 

calculada en la Ecuación (5.26) y corresponde a la máxima aceleración permitida en la polea 

secundaria para evitar deslizamiento. 
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5.10.2. Tensión total en la cinta 

Tal como se ha expresado anteriormente en este trabajo, la tensión total de la cinta se calcula al 

realizar la suma de la tensión estática más la tensión dinámica, teniendo esta última la posibilidad 

de ser positiva o negativa. Lo que sí se debe cumplir para obtener resultados con sentido físico es 

que la tensión total debe ser positiva en todo momento. 

Para el caso del arranque, se calcula la tensión total de la cinta de acuerdo a los 5 tiempos de 

duración del procedimiento de arranque considerados y se compara con lo expuesto por Takraf en 

su memoria de cálculo [19]. Tal como se dio en el caso de la tensión estacionaria, en la memoria 

de cálculo se presentan las tensiones totales de ciertos puntos de la cinta durante el arranque, los 

cuales pueden ser pasados a nodos equivalentes de la discretización realizada. En la Tabla 5.10 se 

muestran estos valores. 

Tabla 5.10: Tensión total de nodos en el arranque, de acuerdo a Takraf [19]. 

Nodo 2 25 27 44 46 48 50 

Tensión en arranque [kN] 3.656,9 235,4 233,2 854,2 846,9 2.254,1 2.252,3 

En este caso también se aplica una interpolación lineal para calcular la tensión total en cada nodo 

de la discretización de la cinta, con lo que se obtiene una distribución de tensiones que se muestra 

en la Figura 5.10. 

 
Figura 5.10: Distribución de la tensión total en la cinta de acuerdo a Takraf, caso arranque. 

A continuación se muestra la distribución de tensiones totales de la cinta para una duración de 

procedimiento de arranque de 𝑇𝑎 = 183,62 [𝑠]. En la Figura 5.11, Figura 5.12 y Figura 5.13 es 

posible apreciar la tensión total en distintos instantes de tiempo de acuerdo a lo calculado por el 

modelo MATLAB desarrollado, además de la tensión total expuesta en la memoria de cálculo de 

Takraf, la cual se representa por la curva verde. 

De las figuras es posible notar que existe simetría en la tensión total calculada respecto al instante 

𝑇𝑎/2, dado que tensión en 𝑇𝑎/4 es igual a aquella en 3 𝑇𝑎/4. Además se observa que la tensión 

máxima se obtiene en el nodo 2 en el instante 𝑇𝑎/2, al igual que ocurre con la aceleración de la 

cinta, que alcanza su valor máximo en el mismo instante de tiempo. 
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Figura 5.11: Distribución de tensiones en distintos instantes de tiempo, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. 

 
Figura 5.12: Distribución de tensiones en distintos instantes de tiempo, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 36-45. 

 
Figura 5.13: Distribución de tensiones en distintos instantes de tiempo, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 2-7. 
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La simetría de la que se habla en el párrafo anterior se evidencia al notar una superposición de las 

curvas que representan los instantes de tiempo 𝑡 = 0 [𝑠] y 𝑡 = 𝑇𝑎 [𝑠], y los instantes 𝑡 = 𝑇𝑎/4 [𝑠] 
y 𝑡 = 3𝑇𝑎/4 [𝑠]. Es por este motivo que se trazan las curvas que consideran instantes que no se 

superponen, para observar la evolución temporal de la distribución de tensiones de manera más 

clara. En la Figura 5.14 se observa la distribución de tensiones para los mismos nodos mostrados 

en la Figura 5.13, pero considerando instantes comprendidos entre 𝑡 = 0 [𝑠] y 𝑡 = 𝑇𝑎/2 [𝑠]. 

 
Figura 5.14: Distribución de tensiones sin simetría, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 2-7. 

De la Figura 5.14 es posible observar que, en el lado carga, a medida que transcurre el tiempo la 

tensión total aumenta, evidenciándose aumentos cada vez menores para un mismo intervalo de 

tiempo. Vale decir, el aumento en la tensión es mayor desde el instante 𝑡 = 0 [𝑠] al 𝑡 = 𝑇𝑎/8 [𝑠], 
con respecto al aumento que se presenta desde el instante 𝑡 = 𝑇𝑎/8 [𝑠] al 𝑡 = 𝑇𝑎/4 [𝑠], y así 

sucesivamente. Por otro lado, de esta misma figura se puede notar que, para la duración del 

procedimiento de arranque considerado, la tensión máxima encontrada en el instante 𝑡 = 𝑇𝑎/2 [𝑠] 
en el lado carga es menor que la propuesta por la memoria de cálculo de Takraf, lo que implica 

directamente que la máxima tensión de la cinta, ubicada en el nodo 2, es menor que la predicha 

por el mismo fabricante. 

Para saber cuantitativamente la diferencia entre la tensión máxima encontrada por el modelo y 

aquella expuesta por Takraf, se utiliza la expresión siguiente, la cual representa el error en el 

arranque, considerando la tensión dinámica: 

𝜖𝑎𝑟𝑟 =
|𝐹𝑑𝑖𝑛,𝑡𝑎𝑘 − 𝐹𝑑𝑖𝑛,𝑚𝑜𝑑|

|𝐹𝑑𝑖𝑛,𝑡𝑎𝑘|
· 100 [%] (5.37) 

donde: 

𝜖𝑑𝑖𝑛,𝑎𝑟𝑟 : Error porcentual en el arranque considerando tensión dinámica. 

𝐹𝑑𝑖𝑛,𝑡𝑎𝑘 : Tensión dinámica de acuerdo a la memoria de cálculo de Takraf. 

𝐹𝑑𝑖𝑛,𝑚𝑜𝑑 : Tensión dinámica de acuerdo al modelo realizado en MATLAB. 
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Para el caso del procedimiento de arranque de duración 𝑇𝑎,min1 = 183,26 [𝑠] el error en el nodo 

2, correspondiente a la tensión máxima de la polea motriz primaria, es de 25,55%, lo que implica 

que en este caso la tensión dinámica obtenida del modelo es 25,55% menor que aquella expuesta 

por Takraf. En la Tabla 5.11 se muestran los valores de la tensión dinámica y total máxima 

alcanzada en el nodo 2, considerando los distintos tiempos de duración del procedimiento de 

arranque. Además en la misma tabla se muestra el error en la tensión dinámica determinado por 

la Ecuación (5.37) y el error en la tensión total, que se define de manera equivalente pero 

considerando la tensión total máxima. En el Anexo G se muestran las curvas de tensión máxima 

en el nodo 2 para cada duración del procedimiento de arranque. 

Tabla 5.11: Tensiones máximas y errores asociados en el nodo 2, polea motriz primaria. 

Duración 

procedimiento de 

arranque [s] 

Tensión 

din. máx. 

modelo 

[kN] 

Tensión 

total máx. 

modelo 

[kN] 

Tensión 

din. máx. 

Takraf 

[kN] 

Tensión 

total máx. 

Takraf 

[kN] 

Error 

tensión 

dinámica 

[%] 

Error 

tensión 

total 

[%] 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟏 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟔𝟐 93,81 3.624,67 

126,00 3.656,86 

25,55 0,88 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟐 = 𝟏𝟒𝟐, 𝟎𝟑 121,08 3.651,94 3,90 0,13 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟑 = 𝟏𝟔𝟑, 𝟔𝟏 105,09 3.635,95 16,60 0,57 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟒 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟒𝟎 85,78 3.616,64 31,92 1,10 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟓 = 𝟏𝟐𝟎, 𝟎𝟎 143,36 3.674,22 13,78 0,47 

De la Tabla 5.11 se puede observar que, considerando las cinco duraciones de procedimiento de 

arranque, se tiene un error en la tensión dinámica promedio de 18,35% y un error en la tensión 

total promedio de 0,63%. Sin embargo, la comparación más destacable es la relativa a la 

duración 𝑇𝑎 = 120 [𝑠], debido a que es este valor el que utiliza Takraf en sus cálculos. Se aprecia 

que este es el único valor de duración del arranque que entrega una tensión máxima mayor que lo 

expuesto por la empresa, donde es posible notar que alcanza un valor 13,78% mayor 

considerando tensión dinámica solamente, y 0,47% mayor considerando la tensión total. 

Ahora bien, el resultado más relevante en el funcionamiento de la correa transportadora es el 

valor mínimo del factor de seguridad en operación transiente que se obtiene para el caso de 

arranque, el cual se define como se muestra a continuación: 

𝑆𝐴,𝑎,mín = 𝑆𝐵
𝐹𝑒𝑠𝑡

𝐹𝑡𝑜𝑡,máx
 (5.38) 

donde: 

𝑆𝐵 : Factor de seguridad en operación estacionaria. 

𝐹𝑒𝑠𝑡 : Tensión estacionaria. 

𝐹𝑡𝑜𝑡,máx : Tensión total máxima de acuerdo al modelo realizado en MATLAB. 

En la Tabla 5.12 se muestran los factores de seguridad mínimos alcanzados en operación 

transiente, para cada una de las duraciones del procedimiento de arranque consideradas. Se puede 

observar que para la menor duración se obtiene el factor de seguridad mínimo, de valor 4,90. Es 

importante mencionar que Takraf entrega un valor de 4,92 para dicha duración, lo cual representa 

entonces un valor encontrado 0,4% menor que lo predicho por la empresa. 
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Tabla 5.12: Factores de seguridad en operación transiente en el nodo 2, polea motriz primaria. 

Duración 

procedimiento de 

arranque [s] 

Tensión 

estacionaria 

[kN] 

Tensión 

dinámica 

máx. [kN] 

Tensión 

total máx. 

[kN] 

F.S. en 

operación 

transiente [-] 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟏 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟔𝟐 

3.530,86 

93,81 3.624,67 4,97 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟐 = 𝟏𝟒𝟐, 𝟎𝟑 121,08 3.651,94 4,93 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟑 = 𝟏𝟔𝟑, 𝟔𝟏 105,09 3.635,95 4,95 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟒 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟒𝟎 85,78 3.616,64 4,98 

𝑻𝒂,𝐦𝐢𝐧𝟓 = 𝟏𝟐𝟎, 𝟎𝟎 143,36 3.674,22 4,90 

Por su parte, de la Tabla 5.11 y Tabla 5.12, es posible observar que existe una relación 

inversamente proporcional entre la duración del procedimiento de arranque y la tensión dinámica 

máxima, la que se puede visualizar gráficamente en la Figura 5.15. Esta relación establece que 

mientras menores sean los tiempos de duración del procedimiento de arranque, se tendrá una 

tensión dinámica máxima exponencialmente mayor. 

 
Figura 5.15: Relación entre la tensión dinámica máxima en el nodo 2 y la duración del procedimiento de arranque. 

Por otro lado, al analizar el lado retorno de la cinta, es posible observar que el modelo realizado 

en MATLAB entrega tensiones dinámicas negativas, al igual que lo predicho por Takraf, tal 

como se aprecia en la Figura 5.16. Sin embargo, los valores encontrados por el modelo son 

mayores en magnitud, lo que implica la obtención de tensiones totales menores en el lado retorno. 

Este hecho se observó para en todas las duraciones de procedimiento de arranque consideradas. 

Pese a esto, este resultado no debe ser tomado como negativo, dado que lo que se busca en este 

trabajo es determinar las tensiones máximas, las que ya se sabe se encuentran en el nodo 2 de la 

cinta. 

Finalmente, en la Figura 5.17 y Figura 5.18 se muestra la evolución temporal de la tensión total 

en el arranque en la zona entre las poleas motrices y polea de cola, respectivamente. De la Figura 

5.17 se aprecia una tensión total menor que lo expuesto por Takraf en la zona ubicada entre las 

poleas motrices, mientras que de la Figura 5.18 se observa que el modelo entregó también valores 

menores que lo expuesto por la empresa en la polea de cola. Es más, tanto para el instante 𝑡 = 0 

como en el resultado de Takraf, la curva de tensión es la misma en la polea de cola. 
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Figura 5.16: Distribución de tensiones sin simetría, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 31-39. 

 
Figura 5.17: Distribución de tensiones sin simetría, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 47-51 (zona entre poleas motrices). 

 
Figura 5.18: Distribución de tensiones sin simetría, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟐𝟔 [𝒔]. Nodos 26-27 (polea de cola). 
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En la realidad la polea de cola cuenta con un tensor gravitacional que se mueve verticalmente de 

manera de mantener la tensión en este punto prácticamente constante. Este hecho no se pudo 

implementar satisfactoriamente en el modelo realizado, lo que genera diferencias en la tensión 

total obtenida en este punto. 

5.10.3. Discusión 

Dados los resultados encontrados anteriormente relativos a la tensión total de la cinta en el 

arranque, es posible mencionar en primer lugar que al encontrar la tensión total máxima a través 

del modelo MATLAB, se obtienen valores bastante cercanos a aquel propuesto por Takraf, el 

cual se encontró en el nodo 2 de la discretización de la cinta, equivalente a la tensión previa a la 

polea motriz primaria. El error promedio encontrado fue de 0,63%, siendo este directamente 

dependiente del valor de la duración del procedimiento de arranque considerado. En particular se 

encontró que a menor tiempo de arranque se obtiene una tensión dinámica máxima 

exponencialmente mayor. 

Cuando se consideró el mismo valor de la duración del procedimiento de arranque que Takraf se 

llegó a un factor de seguridad mínimo de 4,90, lo cual está dentro de lo permitido en el arranque. 

Además, posiblemente Takraf emplea un procedimiento de aceleración lineal, y no sinusoidal 

como se utiliza en este trabajo, lo cual podría explicar las diferencias obtenidas en la tensión y 

aceleración máximas entre lo expuesto por la memoria de cálculo de la empresa y lo encontrado 

por el modelo desarrollado. Sin embargo, a final de cuentas el modelo se comportó de buena 

manera al calcular la tensión máxima y determinar dónde se produjo. 

Por otro lado, al ver las curvas de la tensión total en otras zonas de la cinta es posible notar que 

existen ciertas diferencias, al contrastar resultados con lo expuesto por la empresa europea. En 

particular en lo relativo a la tensión en la polea de cola, en la cual no fue posible mantener una 

tensión total constante en todo momento. Este hecho entrega finalmente una diferencia notable en 

la distribución de las tensiones en el resto de la cinta, lo cual justifica las diferencias encontradas. 

Por su parte, se encontró también una diferencia apreciable en la zona ubicada entre las poleas 

motrices. Esta diferencia radica en que el modelo no se adaptó de manera correcta a la inclusión 

de una polea motriz extra. Cabe recordar que cuando se realizó la verificación del modelo, este se 

aplicó a una correa estudiada en publicaciones científicas, la cual poseía solamente una polea 

motriz. Luego, el hecho de haber aplicado un desplazamiento impuesto al nodo correspondiente a 

la polea motriz secundaria finalmente no entregó resultados apropiados. 

Finalmente, pese a las diferencias explicadas en los párrafos precedentes, en el global el modelo 

cumplió con lo más importante, que es determinar de manera precisa la tensión máxima en el 

arranque y dónde se produce esta. 

5.11. Resultados para el caso parada 

En primer lugar, como en el caso arranque detallado en la subsección anterior, es necesario 

mencionar que para los resultados mostrados a continuación se utilizó el método de integración 

numérica de Newmark. Por otro lado, para el caso de la parada de la correa, se debe recordar que 

en este trabajo se considera dos tipos de procedimiento de arranque, los cuales fueron presentados 

en la subsección 2.5.2, donde el primero representa un frenado suave, con perfil simétrico a aquel 
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utilizado en el arranque, mientras que el segundo representa un frenado abrupto, con un perfil de 

disminución de velocidad lineal. 

Como se pudo comprobar en la sección relativa al arranque de la cinta, la duración del 

procedimiento juega un rol fundamental para la determinación de las tensiones transientes de la 

cinta. Al contrario de lo que ocurrió en el arranque, en el caso de la parada no se cuenta con 

valores teóricos estimativos para determinar la duración del procedimiento de parada. Es por esto 

que se utiliza valores arbitrarios para ver el comportamiento que se observa. 

Es relevante mencionar que las condiciones iniciales de la cinta son tales que en todos los nodos 

se tiene un desplazamiento inicial de 𝑑𝑖 = 0 [𝑚] y una velocidad inicial 𝑣𝑖 = 7 [𝑚/𝑠], la cual 

corresponde a la velocidad nominal de la correa C-01. Para los instantes de tiempo posteriores se 

impone el perfil de velocidad establecido de acuerdo a los dos procedimientos de parada en los 

nodos que representan las poleas motrices primaria y secundaria, es decir, en los nodos 1, 47 y 

51, de manera análoga a lo realizado en el arranque. 

5.11.1. Perfiles de velocidad y aceleración 

Como primer resultado se muestra el perfil de velocidad que se obtiene en la cinta al considerar 

un procedimiento de parada suave de duración 𝑇𝑝 = 60 [𝑠], el cual se aprecia en la Figura 5.19. 

Es posible notar que el procedimiento de parada en sí comienza a partir de 𝑡 = 40 [𝑠]. 

 
Figura 5.19: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso parada suave con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 

De esta figura es posible notar que para los cuatro nodos considerados se observa prácticamente 

el mismo perfil de velocidad, el cual es igual al perfil impuesto por el procedimiento de parada. 

Esto se debe, como se explicó también en el caso arranque, a la alta rigidez que presenta la cinta, 

la cual posee una carcasa de cables de acero, lo que implica que la amplitud de la onda elástica es 

baja. 

Sin embargo, al realizar un acercamiento es posible observar la diferencia entre las curvas de 

cada nodo, lo cual se aprecia en la Figura 5.20. Además, luego de finalizado el procedimiento de 

para es posible presenciar la onda elástica, lo que se contempla en la Figura 5.21. La onda 

elástica tiene un periodo de onda de 9,2 [𝑠] aproximadamente, de acuerdo a lo mostrado por esta 

misma figura, lo cual es concordarte a lo encontrado en el procedimiento de arranque. 
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Figura 5.20: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso parada suave con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. Acercamiento nº1. 

 
Figura 5.21: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso parada suave con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. Acercamiento nº2. 

El perfil de aceleración de este tipo de procedimiento de parada se observa en la Figura 5.22. De 

esta figura se puede notar que el perfil de la aceleración en este caso es simétrico respecto al eje 

de las abscisas respecto al caso del arranque, en el que la máxima aceleración en módulo se 

alcanza también en el instante correspondiente a la mitad de la duración del procedimiento. 

Además es posible notar, una vez finalizado el procedimiento de parada, la aparición de la onda 

elástica longitudinal. 

Como segundo resultado general se muestra el perfil de velocidad que se obtiene en la cinta al 

considerar un procedimiento de parada abrupta de duración 𝑇𝑝 = 60 [𝑠], el cual es posible 

observar en la Figura 5.23. Como en el caso de la parada suave, se puede notar que el 

procedimiento de arranque en sí comienza también a partir de 𝑡 = 40 [𝑠]. 

En este caso, también al realizarse un acercamiento es posible observar las diferencias en las 

curvas generadas para cada nodo, lo que se puede notar en la Figura 5.24. Nuevamente es posible 

observar la presencia de la onda elástica longitudinal de extensión y compresión de la cinta, la 

cual mantiene un periodo de onda de 9,2 [𝑠] aproximadamente. 
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Figura 5.22: Perfil de aceleración en distintos nodos, caso parada suave con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 

 
Figura 5.23: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso parada abrupta con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 

 
Figura 5.24: Perfil de velocidad en distintos nodos, caso parada abrupta con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. Acercamiento. 
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Finalmente, el la Figura 5.25 se muestra el perfil de la aceleración de nodos para el caso de la 

parada abrupta. En este caso se observa que para los nodos 2 y 50, cercanos a la polea matriz 

primaria, el perfil se asemeja a una función rectangular. El resto de los nodos sigue la misma 

tendencia, sin embargo al iniciarse el cambio abrupto en la aceleración se aprecia la onda elástica 

con una amplitud claramente visible. 

 
Figura 5.25: Perfil de aceleración en distintos nodos, caso parada abrupta con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 

5.11.2. Tensión total en la cinta 

Como ya se ha mencionado anteriormente en este trabajo, la tensión total de la cinta se calcula al 

realizar la adición entre la tensión estática y la tensión dinámica. Como en el caso del arranque, la 

tensión estática se obtiene a partir de los datos entregados en la memoria de cálculo de Takraf, y 

además la tensión total en la parada es  también conocida en ciertos puntos de la cinta, los cuales 

pueden ser pasados a nodos equivalentes de la discretización realizada. En la Tabla 5.13 se 

muestran estos valores con sus nodos respectivos. 

En este caso también se aplica una interpolación lineal para calcular la tensión total en cada nodo 

de la discretización de la cinta, con lo que se obtiene una distribución de tensiones que se muestra 

en la Figura 5.26. 

Tabla 5.13: Tensión total de nodos en la parada, de acuerdo a Takraf [19]. 

Nodo 2 25 27 44 46 48 50 

Tensión en parada [kN] 1.495,2 234,5 234,1 1.400,7 1.390,7 1.443,0 1.443,0 
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Figura 5.26: Distribución de la tensión total en la cinta de acuerdo a Takraf, caso parada. 

A continuación se muestra la distribución de tensiones totales de la cinta para una duración de 

procedimiento de parada de 𝑇𝑝 = 60 [𝑠]. En la Figura 5.27 y Figura 5.28 es posible apreciar la 

tensión total en distintos instantes de tiempo, para el caso de parada suave y abrupta 

respectivamente, de acuerdo a lo calculado por el modelo MATLAB desarrollado, además de la 

tensión total expuesta en la memoria de cálculo de Takraf, la cual se representa por la curva 

verde. 

 
Figura 5.27: Distribución de tensiones en distintos instantes de tiempo, caso parada suave con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 
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Figura 5.28: Distribución de tensiones en distintos instantes de tiempo, caso parada abrupta con 𝑻𝒑 = 𝟔𝟎 [𝒔]. 

De acuerdo a estas figuras es posible observar que en ambos tipos de procedimiento de parada, el 

modelo entrega resultados bastante alejados a lo que se obtiene en la memoria de cálculo de 

Takraf. En efecto, se aprecian valores en la tensión total mayores en el lado carga —desde el 

nodo 2 hasta el nodo 25—, y menores en el lado retorno —desde el nodo 27 hasta el nodo 44—. 

Por otro lado, en la zona correspondiente a polea motriz secundaria —desde el nodo 45 hasta el 

nodo 49— se aprecia divergencia en la solución, presenciándose una oscilación entre valores 

bastante altos, del orden de los 1,1 · 105 [𝑘𝑁], hasta valores negativos del orden de los −1,0 ·
105 [𝑘𝑁], lo cual no posee sentido físico. 

Con esto es posible apreciar que el modelo realizado no se adapta a lo esperado, representado por 

la curva verde de las figuras anteriores, contrariamente a lo sucedido en el caso del arranque de la 

correa. 

5.11.3. Discusión 

De acuerdo a lo observado en los resultados de la tensión total obtenida en el caso de la parada de 

la correa, tanto en la parada tipo suave y tipo abrupta, es posible apreciar que el modelo realizado 

en el lenguaje MATLAB no se aproxima a lo esperado, presentado grandes diferencias respecto a 

lo predicho por el fabricante Takraf. 

En este caso de frenado de la cinta no se pudo implementar de buena forma el modelo señalado, 

debido a que no fue posible considerar la fuerza de gravedad en el frenado, dado que se trata de 

una correa ascendiente, con lo cual es peso del material transportado ayuda a realizar el frenado. 

Por otra parte, cabe señalar que el modelo MATLAB se realizó en base a la bibliografía 

consultada, la cual principalmente estudia lo ocurrido en la condición de arranque, de la cual se 

tiene una mayor información disponible comparada con la parada de la correa. Con esto, para la 

obtención de resultados más apropiados se requeriría modificar el código y agregar elementos 

importantes para el frenado, como es el caso de la influencia del peso del material al frenar, y 

posiblemente un volante de inercia, que permita minimizar las cargas máximas encontradas.  
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6. Conclusiones 

De acuerdo a lo realizado en este trabajo, en particular en lo relativo al desarrollo del modelo 

numérico que utiliza el Método de Elementos Finitos a través del lenguaje MATLAB para la 

determinación de cargas transientes, es posible señalar algunos puntos relevantes, luego de su 

validación y posterior implementación en la correa C-01 de Codelco. 

En primer lugar, relativo al desarrollo del modelo con su respectiva validación, se efectuó un 

estudio sobre la influencia del paso de tiempo utilizado en los resultados de las simulaciones para 

estudiar la convergencia de la solución. Se fijó un criterio en este trabajo, el cual tolera un 0,1% 

de error relativo máximo respecto a la solución dada por el paso temporal anterior, considerando 

solamente el desplazamiento y la velocidad, debido a que en el caso de la aceleración se muestran 

errores relativos elevados y poco representativos. Con esto, se observó que a partir del paso 

temporal Δ𝑡 = ∆𝑡𝑐𝑟/100 = 2,3 · 10−3 [𝑠] el error de la solución en desplazamiento y velocidad 

de la cinta con respecto a la solución del paso anterior es menor al 0,1% que establece el criterio. 

Además, se realizó una comparación entre los tres métodos de integración numérica considerados 

en este trabajo, a saber, el método de las diferencias centrales, el método de Wilson 𝜃 y el método 

de Newmark. Se tomó este último método como base para comparar con los otros dos, con lo 

cual se calculó el error relativo entre métodos. Se pudo verificar que el error relativo que 

presentaban los métodos entre ellos dependía del paso temporal Δ𝑡 considerado. Al considerar 

varios pasos de tiempo distintos se pudo determinar que el error decrece linealmente al disminuir 

el paso de tiempo Δ𝑡. Con ello, se obtuvo que para cualquier valor del paso temporal menor o 

igual al paso de tiempo crítico Δ𝑡𝑐𝑟 = 0,23 [𝑠] se obtiene un error relativo promedio menor al 

1%, tanto para el desplazamiento como para la velocidad, considerando ambos métodos. De esta 

forma se confirma el hecho de que los tres métodos están bien implementados en el código 

desarrollado, al existir un bajo error relativo entre ellos. 

Posteriormente se realizó la comparación de los resultados obtenidos del modelo realizado en 

MATLAB con aquellos presentados en la publicación científica [6]. Cabe recordar que se 

tomaron los mismos datos tanto de la correa como del material transportado, además de la misma 

cantidad de elementos. La comparación consistió en evaluar el comportamiento de la cinta los 

primeros 100 [𝑠] del arranque, en términos de velocidad en polea motriz y polea de cola, de 

tensión de la cinta previa a la polea motriz y del factor de seguridad de la cinta. 

El modelo realizado en lenguaje MATLAB arrojó resultados satisfactorios, luego de ser 

contrastado con la publicación científica considerada. Sin embargo, vale la pena recordar que 

para obtener estos gráficos se realizó un ajuste a la rigidez del sistema, debido a un posible error 

en la publicación científica al calcular el largo de cada elemento. Pese a la utilización de este 

ajuste, se destaca que el código está bien implementado, es decir, que los cálculos se realizan de 

buena manera. Con esto se pudo validar el modelo MATLAB realizado. 

Luego se implementó el modelo en la correa C-01 del Proyecto Mina Chuquicamata Subterránea 

de Codelco. En los cálculos realizados se utilizó un paso temporal igual a una centésima parte del 

paso temporal crítico Δ𝑡 = Δ𝑡𝑐𝑟/100 = 5,6 · 10
−4 [𝑠], para cumplir con el criterio antes 

establecido, obteniendo errores relativos bajo el 0,1% respecto a las soluciones anteriores y se 

eligió arbitrariamente el método de Newmark, debido que para ese valor del paso de tiempo los 

tres métodos entregan valores similares. Con esto se evaluó el caso arranque y el caso parada de 

la correa. 
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Respecto al arranque de la correa, se consideró las cinco duraciones del procedimiento de 

arranque enunciadas, las cuales se evaluaron de acuerdo al perfil de velocidad establecido. 

Relativo a la tensión total de la cinta en el arranque, el valor máximo se encontró en el nodo 2 de 

la discretización de la cinta, correspondiente a la tensión previa a la polea motriz primaria. El 

error promedio de las cinco duraciones fue de 0,63%, respecto a aquella encontrada por Takraf. 

Se encontró una relación inversamente proporcional entre la duración del procedimiento a 

arranque y el valor máximo de la tensión dinámica. En particular se encontró que a menor tiempo 

de arranque se obtiene una tensión dinámica máxima exponencialmente mayor. 

Por su parte, al considerar el mismo valor de la duración del procedimiento de arranque que 

Takraf, se obtuvo un factor de seguridad mínimo de 4,90, el que se encuentra dentro de lo 

permitido en el arranque. Con esto, el modelo se comportó de manera óptima al calcular la 

tensión máxima y determinar dónde se produjo. Además, se observó que la tensión máxima de la 

cinta se alcanza en el instante 𝑡 = 𝑇𝑎/2 [𝑠], vale decir, en la mitad de la duración del 

procedimiento de arranque. 

Pese a los resultados favorables mencionados anteriormente, al observar el lado retorno y las 

poleas de cola y motriz secundaria, las tensiones encontradas por el modelo MATLAB no se 

ajustaron de buena forma, lo cual se debió principalmente a que no se pudo incluir en el modelo 

el hecho de mantener la tensión en la polea de cola constante en el tiempo, además de que la 

inclusión de una segunda polea motriz no se asimiló de buena manera en el modelo. Sin embargo, 

de manera general el modelo cumplió con lo más importante, que es determinar de manera 

precisa la tensión máxima en el arranque y determinar dónde se produce. 

Respecto a la parada de la correa, se pudo evidenciar que el modelo realizado no se ajusta de 

buena manera a los resultados esperados, representados por las curvas generadas a partir de los 

datos de la memoria de cálculo del fabricante Takraf. El hecho de no poder representar 

debidamente la influencia del peso del material al momento de frenar la cinta es una de las 

principales falencias que se encuentra. Además, cabe señalar que el modelo MATLAB realizado 

se hizo en base a la información encontrada en la bibliografía consultada, la que principalmente 

profundiza la condición de operación de arranque. Para mejorar los resultados obtenidos es 

necesario agregar elementos adicionales, como un volante de inercia, el cual minimiza las 

tensiones máximas encontradas en la cinta durante el frenado. 

Para el caso de la correa C-01 de Codelco, en el arranque se esperaba encontrar el valor más 

crítico de la tensión total de la cinta, debido a que se trata de una correa ascendente. Con esto, el 

arranque necesita de una mayor fuerza inicial y el frenado se ve favorecido por el peso del 

material transportado, con lo cual se genera una tensión total menor. 

Por otro lado, el hecho de evaluar dos cintas con carcasa de diferente material —tejido de 

poliéster y poliamida en el caso de la publicación científica, y cables de acero en el caso de la 

correa de Codelco—, sirvió para contrastar los resultados obtenidos en ambos casos. La 

diferencia más apreciable se da en el gráfico de velocidad, dado que la rigidez de la cinta en 

ambos casos presenta grandes diferencias. En particular una cinta con carcasa de cables de acero 

posee mayor rigidez, por lo tanto la amplitud de la onda elástica es menor, haciendo menos 

visible las diferencias en la evolución temporal de la velocidad de distintos puntos de la cinta. 

Por su parte, resulta necesario mencionar que la selección del elemento tipo barra, debido a la 

consideración solamente de la onda elástica longitudinal en el análisis realizado, condujo a 
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limitaciones respecto a los grados de libertad considerados en cada nodo de la discretización de la 

cinta. Esto, sumado a la discretización en sí, que consistió en realizar un corte a la cinta y luego 

estirarla para posteriormente aplicar las condiciones iniciales y de borde, supuso un problema al 

aplicar la sumatoria de fuerzas externas en cada nodo del sistema. La imposición de los 

desplazamientos en los nodos correspondientes a poleas motrices y la aplicación de las fuerzas 

externas no fueron compatibles simultáneamente, por lo que se decidió conservar solamente lo 

primero, considerando las fuerzas externas como nulas. La mayor implicancia que tiene esta 

decisión es la no consideración del efecto gravitatorio de la inclinación de la correa, el que se 

evidencia mayormente en el caso del frenado, como se mencionó anteriormente. Sin embargo, al 

observar la similitud los resultados en el caso del arranque respecto a lo esperado, se decidió 

continuar con esa hipótesis. Por lo tanto, para mayor precisión en los resultados, en particular en 

lo referente a la parada de la cinta, resulta necesario considerar estas fuerzas externas. 

Finalmente, y pese a las observaciones realizadas en el párrafo anterior, la conclusión global de 

este trabajo es que el modelo desarrollado determina de manera precisa la carga transiente 

máxima que siente la cinta en el arranque, estableciendo la zona en donde se produce de forma 

certera. 
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7. Glosario 

Carcasa : Sección de la cinta que transmite las fuerzas tensoras y proporciona la 

resistencia a la tensión para mover la cinta cargada. Además absorbe la 

energía del impacto de la carga de material. Puede estar conformada por 

tejido de poliamida y/o poliéster, algodón, rayón o por cables de acero. 

 

Cinta : Principal componente de una correa transportadora. Tiene por función 

transportar el material desde el punto de carga hasta el punto de descarga. 

Está compuesta por una carcasa y recubrimientos en la parte superior e 

inferior. 

 

Correa 

transportadora 

: Equipo de transporte continuo formado básicamente por una cinta de 

caucho reforzado que se mueve entre dos poleas, la cual es movida por 

efecto de la fricción por una o más poleas motrices, que a su vez son 

accionadas por motores. La cinta es soportada por polines entre las poleas 

de cabeza y de cola. 

 

Empalme : Unión que se realiza entre segmentos de la cinta para obtener el largo 

requerido en la instalación. El empalme tiene por lo general menor 

resistencia a la ruptura que la cinta en sí, por lo que se convierte en un 

punto crítico en el que la cinta puede fallar. 

 

Lado carga : Zona de la correa delimitada por la polea de cabeza y la de cola, en la que 

el material transportado se encuentra sobre la cinta. 

 

Lado retorno : Zona de la correa delimitada por la polea de cabeza y la de cola, en la que 

la cinta sin carga retorna a la polea de cola. 

 

Método de 

Elementos 

Finitos 

: Método numérico para la aproximación de soluciones de problemas de 

ingeniería que requieren resolución de ecuaciones diferenciales parciales, 

de las que por lo general no es posible obtener una solución analítica 

directamente de expresiones matemáticas. La idea general de este método 

consiste en dividir un continuo en un conjunto de pequeños elementos 

conectados por nodos, los que son regidos por las mismas ecuaciones que 

el continuo. Al resolver las ecuaciones para los elementos se puede 

conocer el comportamiento del continuo. 

 

Polea de cabeza : Polea que se ubica al final del circuito de la cinta, en la zona donde se 

descarga el material transportado. Permite que la cinta cambie de 

dirección de avance y retorne hacia la polea de cola. 

 

Polea de cola : Polea que se ubica al inicio del circuito de la cinta, en la zona donde el 

material a transportar es cargado sobre la cinta. Permite que la cinta 

cambie de dirección de avance y retorne para volver a ser cargada 

nuevamente. 

 

Polea deflectora : Polea que se utiliza para cambiar la dirección de la cinta, ya sea para 
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ajustarse al recorrido o para modificar el ángulo de contacto entre la cinta 

y la polea motriz. 

 

Polea motriz : Polea que transmite la potencia proveniente del motor hacia la cinta, de 

manera de otorgarle a la cinta la fuerza suficiente para vencer las 

resistencias al movimiento, con el fin de transportar el material depositado 

sobre ella. 

 

Polea tensora : Polea que tiene por función acomodar los cambios en el largo de la cinta, 

debido a la deformación longitudinal de la misma, para mantener una 

tensión adecuada. 

 

Polín : Rodillo al que no se le aplica potencia, que se utiliza como soporte de la 

cinta y el material transportado. Se ubican de manera espaciada a lo largo 

de la trayectoria de la cinta, tanto en el lado carga como en el lado retorno. 

 

Recubrimiento  : Sección de la cinta que protege a la carcasa contra el daño y cualquier 

factor de deterioro que pueda estar presente en el entorno operativo. El 

recubrimiento superior es aquel que está en contacto con el material 

transportado, y suele ser más grueso que el recubrimiento inferior. 

 

Tensión dinámica : Tensión que se origina al acelerar la cinta, ya sea para el arranque o para 

el frenado de la misma. Cuando se acelera la cinta se produce la 

propagación de una onda elástica que genera extensiones y compresiones 

en la misma, que dan como resultado esta tensión adicional. 

 

Tensión estática : Tensión de la cinta que se tiene en cada punto de esta cuando funciona a 

su velocidad nominal, en estado estacionario. Se obtiene considerando la 

carga a transportar, la distancia y altura de la correa, el tensor a utilizar, 

entre otros factores. Las normas internacionales poseen procedimientos 

para calcularla de manera más bien precisa. 

 

Tensión total : Resultado de la adición de la tensión estática más la tensión dinámica. 
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Anexos 

Anexo A. Código MATLAB Implementación MEF correa publicaciones [5] y [6] 

%Propiedades del material transportado 
rhom = 850;     %Densidad del mineral de carbón [kg/m^3] 
phim = 20;      %Ángulo de sobrecarga [deg] 
Am = 0.1571;    %Área de la sección transversal [m^2] 
mm = rhom*Am;   %Masa del material transportado por unidad de largo [kg/m] 
a_0 = 1.0;      %Fracción de la capacidad máxima de carga 

  
%Propiedades de la correa 
Lc = 1000;          %Largo de la correa, de cabeza a cola [m] 
theta = 0;          %Inclinación de la correa [rad] 
L = Lc*cos(theta);  %Proyección horizontal del largo de la correa [m] 
H = Lc*sin(theta);  %Elevanción de la correa [m] 
Qn = 2500;          %Capacidad nominal [t/h] 
Vc = 5;             %Velocidad de la cinta [m/s] 
V0 = 3;             %Velocidad inicial [m/s] 
Ec = 340.917;       %Módulo de Young [MPa] 
mc = 14.28;         %Masa de la correa por unidad de largo [kg/m] 
Ac = 0.01235;       %Área de la sección transversal [m^2] 
B = 1.2;            %Ancho de la cinta [m] 
kN = 500;           %Tensión nominal de la cinta por unidad de largo [kN/m] 
mt = 5200;          %Masa del tensor [kg] 
mp_c = 14.86;       %Masa de los polines por unidad de largo, carga [kg/m] 
mp_r = 7.72;        %Masa de los polines por unidad de largo, retorno [kg/m] 
mp = mp_c+mp_r;     %Masa de los polines por unidad de largo [kg/m] 
g = 9.81;           %Aceleración de gravedad [m/s^2] 

  
%Factores 
f = 0.018;  %Coeficiente de fricción artificial 
Cr = 1.09;  %Coeficiente de resistencias secundarias (DIN 22101) 
eta = 0.8;  %Eficiencia de empalme de la cinta 
Sa = 5.4;   %Factor de seguridad mínimo en operación transiente 
Sb = 8.0;   %Factor de seguridad mínimo en operación estacionaria 

  
%Interacción correa / polea motriz 
mu = 0.35;      %Coeficiente de fricción entre cinta y polea motriz 
alpha_w = pi;   %Ángulo de contacto [rad] 

  
%%%%%%%%% CÁLCULO DE TENSIONES, VELOCIDADES DE ONDA Y ACELERACIONES %%%%%%%%% 

  
%Tensiones en operación estacionaria considerando transportador horizontal 
%Tensión motriz correa cargada [kN] 
Fd_c = (Cr*f*Lc*g*(mp+(2*mc+mm*a_0)*cos(theta))+mm*a_0*g*H)/1000; 
%Tensión motriz correa sin carga [kN] 
Fd_d = Cr*f*Lc*g*(mp+2*mc*cos(theta))/1000; 

  
%Tensión estacionaria y en aceleración posterior a la polea motriz [kN] 
F2 = 0.5*mt*g/1000;  %Igual para correa cargada y descargada 

  
%Tensión estacionaria previa a la polea motriz [kN] 
F1_c = F2+Fd_c;      %Correa cargada 
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%Tensión en aceleración máxima previa a la polea motriz [kN] 
F1a_c_max = F2*exp(mu*alpha_w);     %Correa cargada 

  
%Velocidad de onda longitudinal [m/s] 
c1 = sqrt(Ec*10^6*Ac/mc); 

  
%Velocidades de onda efectivas para correa sin carga [m/s] 
c1_efD_c = sqrt(mc/(mc+mp_c))*c1;   %Parte carga 
c1_efD_r = sqrt(mc/(mc+mp_r))*c1;   %Parte retorno 

  
%Velocidades de onda efectivas para correa cargada [m/s] 
c1_efC_c = sqrt(mc/(mc+mp_c+mm*a_0))*c1;    %Parte carga 
c1_efC_r = sqrt(mc/(mc+mp_r))*c1;           %Parte retorno 

  
%Tiempo requerido por la onda para viajar a través de la cinta [t] 
tc = Lc*(1/c1_efC_c+1/c1_efC_r);    %Correa cargada 
td = Lc*(1/c1_efD_c+1/c1_efD_r);    %Correa sin carga 

  
%Aceleraciones máximas [m/s^2] 
%Ruptura 
amax_r = (Sb-Sa)/Sa*(F2*1000/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0)+Cr*f*g); 
%Deslizamiento 
amax_d = F2*1000*(exp(mu*alpha_w)-1)/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0)-Cr*f*g; 
%Máxima 
amax = min(amax_r,amax_d); 

  
%Tiempos de aceleración [s] 
Ta_min1 = pi/2*(Vc-V0)/amax;            %Tiempo mínimo 
Ta_min2 = (Vc-V0)/(Cr*f*g)*Sa/(Sb-Sa);  %De acuerdo a Lodewijks 
Ta_min3 = 5*tc/2;                       %5 veces el tiempo cabeza/cola 
Ta_min4 = Lc*60/1000;                   %1 min por cada km de largo 

  
%Masa total [kg] 
Mc = Lc*(mc+mm*a_0+mp_c);   %Lado carga 
Mr = Lc*(mc+mp_r);          %Lado retorno 

  
%%%%%%%%%% ELEMENTOS FINITOS %%%%%%%%%% 

  
n = 20;     %Número de elementos (debe ser par) 
nn = n+1;   %Número de nodos (igual a número de grados de libertad) 
l = 2*Lc/n; %Largo de cada elemento 
a_2 = 1.0;  %Coeficiente viscoso 

  
%Matriz de masa de cada elemento del lado carga 
Mec = Mc/(n/2)/2 * [ 1 , 0 ;    %(n/2) es el número de elementos 
                     0 , 1 ];   %en el lado carga 

  
%Matriz de masa de cada elemento del lado retorno 
Mer = Mr/(n/2)/2 * [ 1 , 0 ;    %(n/2) es el número de elementos 
                     0 , 1 ];   %en el lado retorno 

  
%Matriz de rigidez de cada elemento 
Ke = Ec*10^6*Ac/l/2 * [ 1 , -1 ;    %Rigidez afecta diferencia en resultados 
                       -1 ,  1 ]; 

  



 

97 

 

%Matriz de amortiguamiento de cada elemento 
Ce = a_2*Ke; 

  
%Matrices iniciales 
M = zeros(nn,nn); 
K = zeros(nn,nn); 
C = zeros(nn,nn); 

  
%Ensamble 
for i = 1:nn-1 
    if (i<=nn/2)    %#ok 
        M([i,i+1],[i,i+1]) = M([i,i+1],[i,i+1]) + Mec; 
    else 
        M([i,i+1],[i,i+1]) = M([i,i+1],[i,i+1]) + Mer; 
    end 
    K([i,i+1],[i,i+1]) = K([i,i+1],[i,i+1]) + Ke; 
    C([i,i+1],[i,i+1]) = C([i,i+1],[i,i+1]) + Ce; 
end 

  
%Fuerzas externas 
F = zeros(nn,1); 
F(1) = mt*g/2;      %Peso del tensor [N] 
F(nn) = -mt*g/2;    %Peso del tensor [N] 

  
%Integración numérica 

  
dpt = 200;  %Divisor del paso temporal crítico 
[d_d,v_d,a_d,d_w,v_w,a_w,d_n,v_n,a_n,t] = IntegracionNumerica(M,K,C,F,... 
                                          Vc,V0,Ta_min1,dpt,0); 

  
[d_d1,v_d1,a_d1,d_w1,v_w1,a_w1,d_n1,v_n1,a_n1,t1] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,1,0); 
[d_d2,v_d2,a_d2,d_w2,v_w2,a_w2,d_n2,v_n2,a_n2,t2] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,2,0); 
[d_d3,v_d3,a_d3,d_w3,v_w3,a_w3,d_n3,v_n3,a_n3,t3] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,5,0); 
[d_d4,v_d4,a_d4,d_w4,v_w4,a_w4,d_n4,v_n4,a_n4,t4] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,10,0); 
[d_d5,v_d5,a_d5,d_w5,v_w5,a_w5,d_n5,v_n5,a_n5,t5] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,50,0); 
[d_d6,v_d6,a_d6,d_w6,v_w6,a_w6,d_n6,v_n6,a_n6,t6] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    

K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,100,0); 
[d_d7,v_d7,a_d7,d_w7,v_w7,a_w7,d_n7,v_n7,a_n7,t7] = IntegracionNumerica(M,... 
                                                    

K,C,F,Vc,V0,Ta_min1,200,0); 

  
dt = t(2);      %Paso temporal 
dt_cr = dt*dpt; %Paso temporal crítico 

  
%Desplazamientos 
d11_d = d_d(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según diferencias centrales 
d11_w = d_w(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según Wilson theta 
d11_n = d_n(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según Newmark 

  
%Velocidades 
v1_n = v_n(1,:);    %Velocidad del nodo 1 según Newmark 
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v2_n = v_n(2,:);    %Velocidad del nodo 2 según Newmark 
v6_n = v_n(6,:);    %Velocidad del nodo 6 según Newmark 
v11_d = v_d(11,:);  %Velocidad del nodo 11 según diferencias centrales 
v11_w = v_w(11,:);  %Velocidad del nodo 11 según Wilson theta 
v11_n = v_n(11,:);  %Velocidad del nodo 11 según Newmark 
v16_n = v_n(16,:);  %Velocidad del nodo 16 según Newmark 
v20_n = v_n(20,:);  %Velocidad del nodo 20 según Newmark 
v21_n = v_n(21,:);  %Velocidad del nodo 21 según Newmark 

  
%Aceleraciones 
a3_n = a_n(3,:);    %Aceleración del nodo 3 según Newmark 
a4_n = a_n(4,:);    %Aceleración del nodo 4 según Newmark 
a6_n = a_n(6,:);    %Aceleración del nodo 6 según Newmark 
a11_d = a_d(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según diferencias centrales 
a11_w = a_w(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según Wilson theta 
a11_n = a_n(11,:);  %Aceleración del nodo 11 según Newmark 
a16_n = a_n(16,:);  %Aceleración del nodo 16 según Newmark 
a19_n = a_n(19,:);  %Aceleración del nodo 16 según Newmark 

  
%Corrección de aceleraciones según Newmark 
a1 = diff(v_n(1,:))/dt; 
a1_n = [a1 a1(length(t)-1)];    %Aceleración del nodo 1 
a2 = diff(v_n(3,:))/dt; 
a2_n = [a2 a2(length(t)-1)];    %Aceleración del nodo 2 
a20 = diff(v_n(19,:))/dt; 
a20_n = [a20 a20(length(t)-1)]; %Aceleración del nodo 20 
a21 = diff(v_n(21,:))/dt; 
a21_n = [a21 a21(length(t)-1)]; %Aceleración del nodo 21 

  
%Corrección velocidad y aceleración según diferencias centrales 
v11_d(length(t)) = v11_d(length(t)-1); 
a11_d(length(t)) = a11_d(length(t)-1); 
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Anexo B. Código MATLAB Integración Numérica 
 

function [d_d,v_d,a_d,d_w,v_w,a_w,d_n,v_n,a_n,t] = 

IntegracionNumerica(M,K,C,F,Vc,V0,Ta,dpt,nodo) 
 

% INPUT 
% M : Matriz de masa global 
% K : Matriz de rigidez global 
% C : Matriz de amortiguamiento global 
% F : Vector carga externa aplicada 
% Vc : Velocidad final de la cinta [m/s] 
% V0 : Velocidad inicial de la cinta [m/s] 
% Ta : Duración procedimiento de arranque/parada [t] 
% dpt : Divisor del paso temporal, relativo al paso temporal crítico 
% nodo : Nodo donde se ubica la segunda polea motriz 

  
% OUTPUT 
% d_d : Desplazamiento según diferencias centrales 
% v_d : Velocidad según diferencias centrales 
% a_d : Aceleración según diferencias centrales 
% d_w : Desplazamiento según Wilson Theta 
% v_w : Velocidad según Wilson Theta 
% a_w : Aceleración según Wilson Theta 
% d_n : Desplazamiento según Newmark 
% v_n : Velocidad según Newmark 
% a_n : Aceleración según Newmark 
% t   : Tiempo 

  
%Grados de libertad del sistema 
dof = length(M); 

  
%Frecuencias naturales y modos 
[~,W] = eig(K,M); 
w = sqrt(diag(W))/2/pi; %Frecuencias naturales en Hz 

  
%Paso de tiempo 
T = 1./w;           %Periodos 
dt_cr = min(T)/pi;  %Paso tiempo crítico 
dt = dt_cr/dpt;     %Paso de tiempo "dpt" veces menor al paso temporal crítico 

  
%Tiempo [s] 
ti = 0;         %Tiempo inicial 
%tf = 300;      %Tiempo final arranque 
tf = 140;       %Tiempo final parada 
%t0 = 0;        %Tiempo comienzo arranque 
t0 = 40;        %Tiempo comienzo parada 
t = ti:dt:tf;   %Vector tiempo 
nt = length(t); %Largo del vector 

  
%Desplazamiento nodos 
Fd = zeros(nt,1); 
%Arranque 
%{ 
for j = 1:nt 
    if j*dt<=t0 
        Fd(j)=V0*j*dt; 
    elseif j*dt<=Ta+t0 
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        Fd(j)=V0*j*dt+(Vc-V0)/2*((j*dt-t0)-Ta/pi*sin(pi*(j*dt-t0)/Ta)); 
    else 
        Fd(j)=Vc*(j*dt-t0-Ta/2)+V0*(t0+Ta/2); 
    end 
end 
%} 
%Parada suave 
%{ 
for j=1:nt 
    if j*dt<=t0 
        Fd(j)=Vc*j*dt; 
    elseif j*dt<=Ta+t0 
        Fd(j)=Vc*j*dt-(Vc-V0)/2*((j*dt-t0)-Ta/pi*sin(pi*(j*dt-t0)/Ta)); 
    else 
        Fd(j)=V0*j*dt+(Vc-V0)*(t0+Ta/2); 
    end 
end 
%} 
%Parada abrupta 
% { 
for j=1:nt 
    if j*dt<=t0 
        Fd(j)=Vc*j*dt; 
    elseif j*dt<=Ta+t0 
        Fd(j)=Vc*j*dt-(Vc-V0)*(j*dt-t0)^2/(2*Ta); 
    else 
        Fd(j)=V0*j*dt+(Vc-V0)*(t0+Ta/2); 
    end 
end 
%} 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
%Método de diferencias centrales 

  
%Inicialización de vectores 
d_d = zeros(dof,nt);        %Desplazamiento según diferencias centrales 
v_d = zeros(dof,nt);        %Velocidad según diferencias centrales 
a_d = zeros(dof,nt);        %Aceleración según diferencias centrales 
F_ef_d = zeros(dof,nt);     %Carga efectiva según diferencias centrales 

  
%Condiciones iniciales 
d_d(:,1) = zeros(dof,1); 
%arranque 
%v_d(:,1) = V0*ones(dof,1); 
%a_d(:,1) = M\(F(:,1)-K*d_d(:,1)-C*v_d(:,1)); 
%parada 
v_d(:,1) = Vc*ones(dof,1); 
a_d(:,1) = zeros(dof,1); 

  
%Condiciones de borde 
d_d(1,:) = Fd; 
d_d(dof,:) = Fd; 
if ((nodo>=1) && (nodo<=dof)) 
    d_d(nodo,:) = Fd; 
end 

  
%Constantes de integración 
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a0=1/dt^2; 
a1=1/(2*dt); 
a2=2*a0; 
a3=1/a2; 

  
%Cálculo de desplazamiento en t=-dt 
x0=d_d(:,1)-dt*v_d(:,1)+a3*a_d(:,1); 

  
%Formación de la matriz de masa efectiva 
M_ef=a0*M+a1*C; 

  
%Primer paso cálculo 
F_ef_d(:,1) = F-(K-a2*M)*d_d(:,1)-(a0*M-a1*C)*x0; 
d_d(:,2) = M_ef\F_ef_d(:,1); 
d_d(1,2) = Fd(2); 
d_d(dof,2) = d_d(1,2); 

  
%Cálculo posterior 
for i = 2:nt-1 
    %Cálculo de la carga efectiva 
    F_ef_d(:,i) = F(:,1)-(K-a2*M)*d_d(:,i)-(a0*M-a1*C)*d_d(:,i-1); 
    %Cálculo del desplazamiento, aceleración y velocidad 
    d_d(:,i+1) = M_ef\F_ef_d(:,i); 
    d_d(1,i+1) = Fd(i+1); 
    d_d(dof,i+1) = d_d(1,i+1); 
    if ((nodo>=1) && (nodo<=dof)) 
        d_d(nodo,i+1) = d_d(1,i+1); 
    end 
    a_d(:,i) = a0*(d_d(:,i-1)-2*d_d(:,i)+d_d(:,i+1)); 
    v_d(:,i) = a1*(d_d(:,i+1)-d_d(:,i-1)); 
end 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
%Método de Wilson Theta 

  
%Inicialización de vectores 
d_w = zeros(dof,nt);        %Desplazamiento según Wilson Theta 
v_w = zeros(dof,nt);        %Velocidad según Wilson Theta 
a_w = zeros(dof,nt);        %Aceleración según Wilson Theta 
F_ef_w = zeros(dof,nt);     %Carga aplicada efectiva según Wilson Theta 

  
%Condiciones iniciales 
d_w(:,1) = zeros(dof,1); 
%arranque 
%v_w(:,1) = V0*ones(dof,1); 
%a_w(:,1) = M\(F(:,1)-K*d_w(:,1)-C*v_w(:,1)); 
%parada 
v_w(:,1) = Vc*ones(dof,1); 
a_w(:,1) = zeros(dof,1); 

  
%Condiciones de borde 
d_w(1,:) = Fd; 
d_w(dof,:) = Fd; 

  
%Parámetro theta 
theta = 1.4; 
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%Constantes de integración 
a0=6/(theta*dt)^2; 
a1=3/(theta*dt); 
a2=2*a1; 
a3=theta*dt/2; 
a4=a0/theta; 
a5=-a2/theta; 
a6=1-3/theta; 
a7=dt/2; 
a8=dt^2/6; 

  
%Formación de la matriz de rigidez efectiva 
K_ef_w = K+a0*M+a1*C; 

  
%Cálculo 
for i = 1:nt-1 
    %Cálculo de la carga efectiva 
    F_ef_w(:,i) = F(:,1)+theta*(F(:,1)-F(:,1))+M*(a0*d_w(:,i)+a2*v_w(:,i)+... 
                  2*a_w(:,i))+C*(a1*d_w(:,i)+2*v_w(:,i)+a3*a_w(:,i)); 
    %Cálculo del desplazamiento en t+(theta)dt 
    d_w(:,i+1) = K_ef_w\F_ef_w(:,i); 
    d_w(1,i+1) = Fd(i+1); 
    d_w(dof,i+1) = d_w(1,i+1); 
    if ((nodo>=1) && (nodo<=dof)) 
        d_w(nodo,i+1) = d_w(1,i+1); 
    end     
    %Cálculo de la aceleración, velocidad y desplazamiento en t+dt 
    a_w(:,i+1) = a4*(d_w(:,i+1)-d_w(:,i))+a5*(v_w(:,i))+a6*a_w(:,i); 
    v_w(:,i+1) = v_w(:,i)+a7*(a_w(:,i+1)+a_w(:,i)); 
    d_w(:,i+1) = d_w(:,i)+dt*v_w(:,i)+a8*(a_w(:,i+1)+2*a_w(:,i)); 
end 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
%Método de Newmark 

  
%Inicialización de vectores 
d_n = zeros(dof,nt);        %Desplazamiento según Newmark 
v_n = zeros(dof,nt);        %Velocidad según Newmark 
a_n = zeros(dof,nt);        %Aceleración según Newmark 
F_ef_n = zeros(dof,nt);     %Carga aplicada efectiva según Newmark 

  
%Condiciones iniciales 
d_n(:,1) = zeros(dof,1); 
%arranque 
%v_n(:,1) = V0*ones(dof,1); 
%a_n(:,1) = M\(F(:,1)-K*d_n(:,1)-C*v_n(:,1)); 
%parada 
v_n(:,1) = Vc*ones(dof,1); 
a_n(:,1) = zeros(dof,1); 

  
%Condiciones de borde 
d_n(1,:) = Fd; 
d_n(dof,:) = Fd; 

  
%Parámetros 
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delta = 0.5; 
alpha = 0.25; 

  
%Constantes de integración 
a0=1/(alpha*dt^2); 
a1=delta/(alpha*dt); 
a2=1/(alpha*dt); 
a3=1/(2*alpha)-1; 
a4=delta/alpha-1; 
a5=dt/2*(delta/alpha-2); 
a6=dt*(1-delta); 
a7=delta*dt; 

  
%Formación de la matriz de rigidez efectiva 
K_ef_n = K+a0*M+a1*C; 

  
%Cálculo 
for i = 2:nt 
    %Cálculo de la carga efectiva 
    F_ef_n(:,i) = F(:,1)+M*(a0*d_n(:,i-1)+a2*v_n(:,i-1)+a3*a_n(:,i-1))+... 
                  C*(a1*d_n(:,i-1)+a4*v_n(:,i-1)+a5*a_n(:,i-1)); 
    %Cálculo del desplazamiento, aceleración y velocidad 
    d_n(:,i) = K_ef_n\F_ef_n(:,i); 
    d_n(1,i) = Fd(i); 
    d_n(dof,i) = d_n(1,i); 
    if ((nodo>=1) && (nodo<=dof)) 
        d_n(nodo,i) = d_n(1,i); 
    end 
    a_n(:,i) = a0*(d_n(:,i)-d_n(:,i-1))-a2*v_n(:,i-1)-a3*a_n(:,i-1); 
    v_n(:,i) = v_n(:,i-1)+a6*a_n(:,i-1)+a7*a_n(:,i); 
end 
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Anexo C. Código MATLAB Error relativo entre soluciones 

% Error relativo en despl/vel/acel entre vectores de tiempo ta y tb 

 
function [err,med_err,max_err] = ErrorDt(ta,tb,vec_a,vec_b) 

 
% INPUT 
% ta : Vector temporal a 
% tb : Vector temporal b 
% vec_a : Vector que representa despl/vel/acel con respecto al vector ta 
% vec_b : Vector que representa despl/vel/acel con respecto al vector tb 

  
% OUTPUT 
% err : error relativo procentual en despl/vel/acel 
% med_err : error medio 
% max_err : error máximo 

  
%Encontrar posición de valores comunes entre ta y tb 
pos = 1; 
for j = 2:length(ta) 
    k = find(abs(tb-ta(j)) < 1E-5); 
    if k > 0 
        pos = [pos k];      %#ok 
    end 
end 
%Vector b contiene solo valores cuyos tiempos están en ta 
vec_b = vec_b(pos); 
tb_prima = tb(pos); 
if length(vec_a) ~= length(vec_b) 
    pos2 = 1; 
    for j = 2:length(tb_prima) 
        k = find(abs(ta-tb_prima(j)) < 1E-5); 
        if k > 0 
         pos2 = [pos2 k];   %#ok 
        end 
    end 
    vec_a = vec_a(pos2); 
end 
err = abs(vec_a-vec_b)./abs(vec_b)*100; 
err(isnan(err)) = 0; 
med_err = mean(err); 
max_err = max(err);  
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Anexo D. Catálogo de polines 
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Anexo E. Código MATLAB Implementación MEF correa C-01 

%%%%%%%%%% DATOS DE ENTRADA %%%%%%%%%% 

  
%%%%%%%%%%% DATOS DE ENTRADA %%%%%%%%%% 

  
%Propiedades del material transportado 
rhom = 1600;    %Densidad del mineral de cobre [kg/m^3] 
phim = 15;      %Ángulo de sobrecarga [deg] 
Qn = 11000;     %Flujo másico (capacidad nominal) [t/h] 
Vc = 7;         %Velocidad de la cinta [m/s] 
mm = Qn/Vc/3.6; %Masa del material transportado por unidad de largo [kg/m] 
Am = mm/rhom;   %Área de la sección transversal [m^2] 
a_0 = 1.0;      %Fracción de la capacidad máxima de carga 

  
%Propiedades de la correa 
Lc = 3340;          %Largo de la correa, de cabeza a cola [m] 
theta = 8.52*pi/180;%Inclinación de la correa [rad] 
L = Lc*cos(theta);  %Proyección horizontal del largo de la correa [m] 
H = Lc*sin(theta);  %Elevanción de la correa [m] 
V0 = 0;             %Velocidad inicial [m/s] 
E_c = 547000;       %Módulo de Young [N/mm] 
B = 1800;           %Ancho de la cinta [mm] 
h = 42;             %Espesor de la cinta [mm] 
Ec = E_c/h;         %Módulo de Young [MPa] 
Ac = B*h/10^6;      %Área de la sección transversal [m^2] 
kN = 10000;         %Tensión nominal de la cinta por unidad de largo [kN/m] 
mc = 155;           %Masa de la correa por unidad de largo [kg/m] 
mp_c = 46.40;       %Masa de los polines por unidad de largo, carga [kg/m] 
mp_r = 18.47;       %Masa de los polines por unidad de largo, retorno [kg/m] 
mp = mp_c+mp_r;     %Masa de los polines por unidad de largo [kg/m] 
g = 9.81;           %Aceleración de gravedad [m/s^2] 
Lr = Lc;            %Largo de la cinta en el lado retorno [m] 
theA = 8.52*pi/180; %Inclinación zona A [rad] 
theB = 8.52*pi/180; %Inclinación zona B [rad] 
theC = 8.52*pi/180; %Inclinación zona C [rad] 
theD = 8.52*pi/180; %Inclinación zona D [rad] 
%Las zonas mencionadas arriba corresponden a los segmentos de cinta ubicados: 
%Zona A: entre polea motriz primaria y polea de cola 
%Zona B: entre polea de cola y polea deflectora 
%Zona C: entre polea deflectora y polea motriz secundaria 
%Zona D: entre polea motriz secundaria y polea motriz primaria 

  
%Factores 
f_min = 0.013;  %Coeficiente de fricción artificial mínimo 
f_max = 0.021;  %Coeficiente de fricción artificial máximo 
f = 0.021;      %Coeficiente de fricción artificial 
Cr = 1.05;      %Coeficiente de resistencia secundaria (DIN 22101) 
Sa_a = 4.92;    %Factor de seguridad mínimo en operación transiente, arranque 
Sa_p = 12.02;   %Factor de seguridad mínimo en operación transiente, parada 
Sb = 5.1;       %Factor de seguridad mínimo en operación estacionaria 

  
%Interacción correa / polea motriz 
mu_min = 0.217;         %Coef. mín. de fricción entre cinta y polea motriz 
mu_max = 0.45;          %Coef. máx. de fricción entre cinta y polea motriz 
mu = 0.31;              %Coeficiente de fricción entre cinta y polea motriz 
alpha_w1 = 170*pi/180;  %Ángulo de contacto polea motriz 1 [rad] 
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alpha_w2 = 190*pi/180;  %Ángulo de contacto polea motriz 2 [rad] 

  
%%%%%%%%% CÁLCULO DE TENSIONES, VELOCIDADES DE ONDA Y ACELERACIONES %%%%%%%%% 

  
%Tensiones en operación estacionaria 

  
%Tensión motriz calculada correa cargada [kN] 
Fd_c = (Cr*f*Lc*g*(mp+(2*mc+mm*a_0)*cos(theta))+mm*a_0*g*H)/1000; 
%Tensión motriz calculada correa sin carga [kN] 
Fd_d = Cr*f*Lc*g*(mp+2*mc*cos(theta))/1000; 

  
%Tensiones correa cargada [kN] 
%Polea motriz primaria 
F1p_c = 3530.864; 
F2p_c = 2205.504; 
Fdp_c = F1p_c-F2p_c; 
%Polea motriz secundaria 
F1s_c = 2207.304; 
F2s_c = 879.363; 
Fds_c = F1s_c-F2s_c; 

  
%Tensiones correa sin carga [kN] 
%Polea motriz primaria 
F1p_d = 1128.192; 
F2p_d = 1002.998; 
Fdp_d = F1p_d-F2p_d; 
%Polea motriz secundaria 
F1s_d = 1004.798; 
F2s_d = 879.363; 
Fds_d = F1s_d-F2s_d; 

  
%Velocidad de onda longitudinal [m/s] 
c1 = sqrt(Ec*10^6*Ac/mc); 

  
%Velocidades de onda efectivas para correa sin carga [m/s] 
c1_efD_c = sqrt(mc/(mc+mp_c))*c1;   %Parte carga 
c1_efD_r = sqrt(mc/(mc+mp_r))*c1;   %Parte retorno 

  
%Velocidades de onda efectivas para correa cargada [m/s] 
c1_efC_c = sqrt(mc/(mc+mp_c+mm*a_0))*c1;    %Parte carga 
c1_efC_r = sqrt(mc/(mc+mp_r))*c1;           %Parte retorno 

  
%Tiempo requerido por la onda para viajar a través de la cinta [t] 
tc = Lc*(1/c1_efC_c+1/c1_efC_r);    %Correa cargada 
td = Lc*(1/c1_efD_c+1/c1_efD_r);    %Correa sin carga 

  
%Masas e inercias del sistema 
Im = 50000;         %Momento de inercia de motores [kg·m2] 
Nm = 4;             %Número de motores 
Wm = 53*2*pi/60;    %Velocidad angular motores [rad/s] 
Ia = 800;           %Momento de inercia de acoplamientos [kg·m2] 
Na = 4;             %Número de acoplamientos 
Wa = Wm;            %Velocidad angular acoplamientos [rad/s] 

  
Mr = (Im*Nm*Wm^2+Ia*Na*Wa^2)/Vc^2;  %Masa rotación 
Mp = Lc*mp;                         %Masa polines 
Mc = 2*Lc*mc;                       %Masa cinta 
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Mm = Lc*mm*a_0;                     %Masa material 
MT = Mr+Mp+Mc+Mm;                   %Masa total 

  
%Aceleraciones máximas [m/s^2] 

  
%Polea motriz primaria 
%Ruptura 
amax_pr = (Sb-Sa_a)/Sa_a*(F2p_c+Fdp_c)*1000/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0); 
%Deslizamiento 
amax_pd = (F2p_c*(exp(mu*alpha_w1)-1)-Fdp_c)*1000/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0); 
%Máxima 
amax_p = min(amax_pr,amax_pd); 

  
%Polea motriz secundaria 
%Ruptura 
amax_sr = (Sb-Sa_a)/Sa_a*(F2s_c+Fds_c)*1000/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0); 
%Deslizamiento 
amax_sd = (F2s_c*(exp(mu*alpha_w2)-1)-Fds_c)*1000/Lc/(mp+2*mc+mm*a_0); 
%Máxima 
amax_s = min(amax_sr,amax_sd); 

  
%Aceleración establecida [m/s^2] 
ace = 0.06; 

  
%Tiempos de aceleración [s] 
Ta_min1 = pi/2*(Vc-V0)/ace;                 %Tiempo mínimo 
Ta_min2 = (Vc-V0)/(4*Cr*f*g)*Sa_a...        %De acuerdo a Lodewijks 
          /(Sb-Sa_a)*(exp(mu*alpha_w2)-1)... 
          /exp(mu*alpha_w2); 
Ta_min3 = 80*tc/2;                          %80 veces el tiempo cabeza/cola 
Ta_min4 = Lc*60/1000;                       %1 min por cada km de largo 
Ta_min5 = 120;                              %Utilizado por Takraf 

  
%%%%%%%%%% ELEMENTOS FINITOS %%%%%%%%%% 

  
n = 50;         %Número de elementos 
nn = n+1;       %Número de nodos (igual a número de grados de libertad) 
l = (Lc+Lr)/n;  %Largo de cada elemento 
a_2 = 1.0;      %Coeficiente viscoso 
n_AB = 26;      %Nodo que separa zonas A y B 
n_BC = 45;      %Nodo que separa zonas B y C 
n_CD = 47;      %Nodo que separa zonas C y D 

  
%Matriz de masa de cada elemento del lado carga 
M_c = l*(mc+mm*a_0+mp_c)/2 * [ 1 , 0 ; 
                               0 , 1 ]; 
%Matriz de masa de cada elemento del lado retorno 
M_r = l*(mc+mp_r)/2 * [ 1 , 0 ; 
                        0 , 1 ]; 

  
%Matriz de rigidez de cada elemento 
Ke = Ec*10^6*Ac/l * [ 1 , -1 ; 
                     -1 ,  1 ]; 

  
%Matriz de amortiguamiento de cada elemento 
Ce = a_2*Ke; 
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%Matrices iniciales 
M = zeros(nn,nn); 
K = zeros(nn,nn); 
C = zeros(nn,nn); 

  
%Ensamble 
for i = 1:nn-1 
    if (i<=n_AB)  %#ok, n_AB es el nodo límite del lado carga 
        M([i,i+1],[i,i+1]) = M([i,i+1],[i,i+1]) + M_c; 
    else 
        M([i,i+1],[i,i+1]) = M([i,i+1],[i,i+1]) + M_r; 
    end 
    K([i,i+1],[i,i+1]) = K([i,i+1],[i,i+1]) + Ke; 
    C([i,i+1],[i,i+1]) = C([i,i+1],[i,i+1]) + Ce; 
end 

  
%Fuerzas externas [N] 
F = zeros(nn,1); 

 
%Integración numérica 
Ta = Ta_min1;   %Duración del procedimiento de arranque 
%t_0 = 0;        %Tiempo comienzo arranque 
Tp = 60;        %Duración del procedimiento de parada 
t_0 = 40;       %Tiempo comienzo parada 
dpt = 200;      %Divisor del paso temporal crítico 
%Caso arranque 
%{ 
[d_d,v_d,a_d,d_w,v_w,a_w,d_n,v_n,a_n,t] = IntegracionNumerica(M,K,C,F,... 
                                          Vc,V0,Ta,dpt,n_CD); 
%} 
%Caso parada 
[d_d,v_d,a_d,d_w,v_w,a_w,d_n,v_n,a_n,t] = IntegracionNumerica(M,K,C,F,... 
                                          Vc,V0,Tp,dpt,n_CD); 
dt = t(2);      %Paso temporal 
dt_cr = dt*dpt; %Paso temporal crítico 

  
%Velocidades 
v1_n = v_n(1,:);    %Velocidad del nodo 1 según Newmark 
v2_n = v_n(2,:);    %Velocidad del nodo 2 según Newmark 
v13_n = v_n(13,:);  %Velocidad del nodo 13 según Newmark 
v26_n = v_n(26,:);  %Velocidad del nodo 26 según Newmark 
v38_n = v_n(38,:);  %Velocidad del nodo 38 según Newmark 
v45_n = v_n(45,:);  %Velocidad del nodo 38 según Newmark 
v50_n = v_n(50,:);  %Velocidad del nodo 50 según Newmark 
v51_n = v_n(51,:);  %Velocidad del nodo 51 según Newmark 

  
%Aceleraciones 
a3_n = a_n(3,:);    %Aceleración del nodo 3 según Newmark 
a13_n = a_n(13,:);  %Aceleración del nodo 13 según Newmark 
a26_n = a_n(26,:);  %Aceleración del nodo 26 según Newmark 
a38_n = a_n(38,:);  %Aceleración del nodo 38 según Newmark 

  
%Corrección de aceleraciones según Newmark 
a1 = diff(v_n(1,:))/dt; 
a1_n = [a1 a1(length(t)-1)];    %Aceleración del nodo 1 
a2 = diff(v_n(2,:))/dt; 
a2_n = [a2 a2(length(t)-1)];    %Aceleración del nodo 2 
a50 = diff(v_n(49,:))/dt; 
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a50_n = [a50 a50(length(t)-1)]; %Aceleración del nodo 50 
a51 = diff(v_n(51,:))/dt; 
a51_n = [a51 a51(length(t)-1)]; %Aceleración del nodo 51 
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Anexo F. Perfiles de velocidad y aceleración en arranque, correa C-01 

 

 
Figura F.1: Perfil de velocidad (izq.) y aceleración (der.) en arranque, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟔𝟐 [𝒔]. 

 

 
Figura F.2: Perfil de velocidad (izq.) y aceleración (der.) en arranque, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟒𝟐, 𝟎𝟑 [𝒔]. 

 

 
Figura F.3: Perfil de velocidad (izq.) y aceleración (der.) en arranque, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟔𝟑, 𝟔𝟏 [𝒔]. 
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Figura F.4: Perfil de velocidad (izq.) y aceleración (der.) en arranque, con 𝑻𝒂 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟒 [𝒔]. 

 

 
Figura F.5: Perfil de velocidad (izq.) y aceleración (der.) en arranque, con 𝑻𝒂 = 𝟏𝟐𝟎 [𝒔]. 

  



 

114 

 

Anexo G. Tensiones máximas en el arranque 

 

 
Figura G.1: Tensión máxima en el nodo 2 (polea motriz primaria) para distintos instantes. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟖𝟑, 𝟔𝟐 [𝒔]. 

 

 
Figura G.2: Tensión máxima en el nodo 2 (polea motriz primaria) para distintos instantes. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟒𝟐, 𝟎𝟑 [𝒔]. 
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Figura G.3: Tensión máxima en el nodo 2 (polea motriz primaria) para distintos instantes. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟔𝟑, 𝟔𝟏 [𝒔]. 

 
Figura G.4: Tensión máxima en el nodo 2 (polea motriz primaria) para distintos instantes. 𝑻𝒂 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟒 [𝒔]. 

 
Figura G.5: Tensión máxima en el nodo 2 (polea motriz primaria) para distintos instantes. 𝑻𝒂 = 𝟏𝟐𝟎 [𝒔]. 


