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PROF. GUIA: MANUEL DEL PINO MANRESA

SINGULARIDADES EN TIEMPO FINITO DE SOLUCIONES DE LA
ECUACION DE EULER Y DE NAVIER - STOKES EN TRES
DIMENSIONES ESPACIALES

El objetivo de este trabajo es revisar la historia de un problema formulado hace ya mas de
250 afios, y que todavia no ha abandonado el terreno de la conjetura. De hecho, las ecuaciones de
Euler y de Navier - Stokes en tres dimensiones espaciales constituyen hoy en dia un desafio para
matematicos, fisicos e ingenieros; aunque mucho se ha descubierto, la naturaleza de las soluciones
sigue siendo un gran misterio. Precisamente, se ignora si las soluciones de la ecuaciéon de Euler o
de Navier - Stokes tridimensional (en el caso incompresible), partiendo desde condiciones iniciales
regulares, mantienen esta propiedad en todo tiempo posterior, o bien desarrollan en tiempo finito
una singularidad.

La investigacién comienza con un repaso de aquellos conceptos esenciales de la mecénica de
medios continuos que se consideran indispensables para un futuro estudio de la formacién de sin-
gularidades en las soluciones de la ecuacién de Euler o de Navier - Stokes tridimensional. Dentro
de este repaso se otorga particular atencién a la ecuacién de evolucién de la vorticidad, una de las
herramientas fundamentales en el tratamiento matemético de los fluidos, ya sean ideales o viscosos.
Posteriormente se revisan los resultados clasicos concernientes a la existencia, unicidad y regularidad
de soluciones de la ecuacién de Euler y Navier - Stokes incompresible (en los casos bidimensional y
tridimensional). A partir de estos teoremas surge naturalmente el fenémeno del quiebre, en tiempo
finito, de la regularidad de dichas soluciones. Este misterio ha sido parcialmente desvelado por el
ya famoso criterio de Beale - Kato - Majda, que establece que si una solucién inicialmente suave
de la ecuacién de Euler o de Navier - Stokes 3D desarrolla una singularidad en el instante T > 0,
entonces su campo de vorticidad w(t) se acumula tan rapidamente en el tiempo de modo tal que:

t

1, oo = .

Jim, [ ()| ds = oo
0

Luego de elaborar un recuento histérico sobre algunos de los intentos que han sido llevados a
cabo con la intencién de poner fin a esta polémica (en el caso de la ecuacién de Euler 3D), en
el capitulo N°6 se describe detalladamente un experimento numérico del ano 2014, disefiado por
Thomas Hou y Guo Luo con el propésito de hallar potenciales soluciones singulares y axisimétricas
de la ecuacién de Euler 3D. La principal novedad de este trabajo de memoria esta en el estudio
del ansatz auto - similar propuesto por Hou y Luo para formalizar sus observaciones numéricas: se
demuestra analiticamente que dicho ansatz no conduce hacia una solucion singular de la ecuacién
de Euler incompresible y tridimensional.

El trabajo de memoria concluye con la exposicién de algunos resultados que son aplicables
unicamente a la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y tridimensional, tales como la estimacion
de Caffarelli - Kohn - Nirenberg de la medida de Hausdorff del conjunto de puntos singulares, o
bien, diversos teoremas del tipo Liouville en este contexto.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este capitulo es repasar brevemente aquellos conceptos esenciales de la
mecanica de medios continuos que se consideran indispensables para un futuro estudio de la
formacion de singularidades en las soluciones de la ecuacion de Euler tridimensional. Asimis-
mo, se describe una completa y adecuada formulaciéon matematica de la ecuacién de Euler,
dando a conocer las condiciones de borde mas comunes y especificando la nocién de solucion
débil. Finalmente, se realiza un sencillo calculo que explica por qué el campo de presiones
puede ser eliminado en la mayoria de las formulaciones alternativas de la ecuacién de Euler.

1.1. Los fluidos perfectos y la ecuacién de Euler

Desde el punto de vista matematico y euleriano, el movimiento de un medio continuo
clasico viene descrito por un campo de velocidades u y una funcién de densidad p, los cuales
varian en funcion del tiempo ¢ y de los puntos espaciales x pertenecientes a un dominio mévil
), C R3. Si el medio en cuestién se encuentra libre de la accién de fuerzas externas, estas
cuatro funciones estdn sujetas al siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales no -
lineal:

dp

E+V'(pu):0

P (811 +u- Vu) = div(S5),
ot

en donde S es el tensor de esfuerzos del medio (matriz de 3 x 3), que varfa segin el tiem-
pot > 0y el espacio x € ;. Como es bien sabido, la primera ecuacién del sistema (1.1)
corresponde a la conservacién de masa (ecuacién de continuidad), mientras que la segunda
representa la conservacion de la cantidad de movimiento. Por su parte, la ley de conservacion
del momento angular permite concluir que la matriz S(x,t) es simétrica, para todo ¢t > 0
y x € ;. Para una deduccion méas detallada de estas propiedades, se recomienda consultar
[77] (capitulo N°5) y [25] (capitulo N°1).

(1.1)

Claramente, el sistema (1.1) no estd bien determinado, pues se tienen mas incognitas que
ecuaciones. De acuerdo al esquema empleado en [77], el siguiente paso en la modelizacién
matematica consiste en introducir nuevas relaciones, llamadas leyes constitutivas, que per-
mitan obtener un sistema de tantas ecuaciones como incégnitas. En el caso particular de los
fluidos, las leyes constitutivas se denominan leyes reoldgicas, una de las cuales permitira ex-



presar el tensor S en funcién de todas o de algunas de las variables fundamentales (velocidad,
densidad y temperatura). A través de la estructura de S se introducen en el planteamiento
matematico las caracteristicas que permiten modelar las propiedades concretas que constitu-
yen un fluido, y que lo separan de otros tipos de medios continuos. En un fluido cualquiera, el
tensor S puede depender de las variables fundamentales ya nombradas, con la particularidad
que la dependencia con respecto al campo de velocidad se realiza como funciéon de la matriz
jacobiana Vu, llamada matriz de velocidad de deformacion. Este es un hecho fundamental
que refleja la intrinseca deformabilidad de un fluido.

Se considerara principalmente la situacién en la que el fluido se mueve en un dominio
fijo Q C R3 Maés atin, la atencién estara puesta en los fluidos perfectos, vale decir, en
aquellos fluidos que poseen un tensor de esfuerzos en la forma més simple, excluyendo los
esfuerzos cortantes; sobre las superficies de separacién de dos elementos contiguos de fluido
sOlo aparecen esfuerzos perpendiculares a la superficie, lo que impide totalmente la friccion
y el arrastre mutuo. En virtud del teorema de Cauchy', la ausencia de esfuerzos cortantes se
traduce en la existencia de un campo escalar p(x,t) (para t > 0y x € ;) tal que:

S(x,t) = —p(x,t)l3, Vt>0yx € Q.

La funcién escalar p es la denominada presion interna del fluido, que constituye otra
variable fundamental de la mecanica de fluidos. Por consiguiente, para un fluido perfecto y
libre de la accién de fuerzas externas, la ecuacion de conservacién de cantidad de movimiento
adopta la siguiente forma:

p <é§; +u- Vu) =—Vp, en Qx (0,00). (1.2)

Esta es la famosa ecuaciéon de Euler, publicada por el matematico suizo en 1757. Es-
trictamente hablando, se trata so6lo de una situacion idealizada, pues en realidad la friccion
siempre existe, con consecuencias no desdeniables. Sin embargo, en numerosos casos practicos,
constituye una aproximacién suficiente y aceptable.

1.2. Fluidos perfectos incompresibles

Tradicionalmente, el estudio de los fluidos perfectos se divide en dos grandes clases: fluidos
perfectos compresibles y fluidos perfectos incompresibles. La diferencia en ambos casos se
observa en la expresién que adopta la ecuacién de continuidad (primera ecuacién del sistema
(1.1)). En el caso compresible, la ley de conservacién de masa mantiene la forma general
siguiente:

gj—i-v-(pu):(), en € x (0,00).

Por su parte, en un fluido incompresible, la ecuacién de continuidad se reduce a una expresion
mas sencilla:

V-u=0, en Qx[0,00). (1.3)

LAcé se hace referencia al célebre teorema de los esfuerzos de Cauchy, que establece que la densidad
superficial de fuerza del medio depende linealmente del vector normal unitario, a través del tensor de esfuerzos
S (consultar [77], capitulo N°3).



Ademas, en el caso de los fluidos perfectos incompresibles, es natural establecer la hipotesis
de que la densidad sea constante®, e incluso fijar p(x,t) = 1, para todo t > 0y x € €.
En consecuencia, se tendran cuatro ecuaciones hidrodinamicas: la ecuacién vectorial de la
conservacion de la cantidad de movimiento (1.2) y la ecuacién escalar de incompresibilidad
(1.3). Dichas ecuaciones conforman el siguiente sistema, con el cual se trabajarda durante el

resto del presente trabajo:

gl;—l—u-Vu:—Vp

V-u=0,
para todo tiempo t > 0 y punto x € €.

(1.4)

Ahora, con la finalidad de obtener un problema bien propuesto (en el sentido mateméatico),
y como es habitual en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, es necesario imponer
condiciones iniciales y de borde. Con respecto a las condiciones iniciales, y siguiendo las ideas
expuestas en [56], se establecerd que:

u(x,0) = uy(x), Vx e, (1.5)

donde la funcién ug : © — R? es un dato del problema, y satisface una condicién de
incompresibilidad:
V-u =0, en Q. (1.6)

En cuanto a las condiciones de contorno, en el caso que €2 sea un conjunto abierto, acotado,
conexo y de frontera regular, se impondran condiciones del tipo Dirichlet, esto es:

u-n=20, en 90 x [0,00), (1.7)

siendo n la normal exterior (unitaria) a la frontera 0. La condicién de borde (1.7), que
refleja fisicamente la existencia de una pared impermeable, es también verificada por la
funcién inicial ug:

up-n=0, en O (1.8)

En diversas situaciones también se consideraran flujos de fluidos incompresibles que son
espacialmente periddicos, vale decir, cuando 2 = (0, L) x (0, Lo) x (0, L3), para tres ntimeros
fijos Ly, Lo, L3 > 0, y el campo de velocidad satisface:

u(x + Lie;, t) = u(x,t), V(x,t) € Qx]0,00),

para todo i € {1,2,3}, siendo {e, ey, e3} la base canénica de R®. En particular, en el caso
periédico se tiene que el campo de velocidad esta definido en todo R? x [0, c0), y por ello no
se hard mayor distincién entre el caso periédico y el caso Q = R*, a menos que se indique lo
contrario. A pesar de lo anterior, la importancia de los flujos periddicos radica en que ellos
constituyen prototipos de flujos de fluidos que circulan por regiones acotadas de R?, siendo
el rectangulo (0, L) x (0, Lo) x (0, L3) el dominio acotado que se considera, por lo general,
en el caso periddico.

2Un fluido homogéneo es aquel cuya densidad es constante en el espacio. Un fluido perfecto, incompresible
y homogéneo se denomina fluido ideal.



Si bien en el caso © = R? o en el caso espacial - periédico no siempre se especifican con-
diciones de borde, es comtn plantear la ecuacién de Euler (1.4) junto a condiciones mixtas;
por ejemplo, si €2 es un cilindro, se puede imponer una condicién de borde del tipo Dirichlet o
Neumann en el manto del cilindro y una condicién de periodicidad en el eje de simetria del ci-
lindro. Para averiguar sobre otros tipos de condiciones que son usualmente consideradas en la
literatura (por ejemplo, un control de la energia de las soluciones), se recomienda revisar [32].

Al hablar de la ecuacion de Fuler incompresible y tridimensional se estara haciendo refe-
rencia al sistema de ecuaciones (1.4), junto a las condiciones adicionales (1.5) a (1.8).

1.3. El concepto de solucion

Una vez formulada con precision la ecuacion de Euler incompresible y tridimensional, y
antes de exponer los teoremas de existencia y unicidad de soluciones, es importante aclarar lo
que se entiende por solucion de (1.4), junto a las condiciones adicionales (1.5) - (1.8), segin
corresponda. Como es habitual en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, se hara
uso del concepto de solucion débil, adaptandolo a estas ecuaciones de acuerdo a las siguientes
definiciones:

Definicién 1.1. En el caso que Q C R® sea un conjunto abierto, acotado, conezxo y de
frontera reqular, se dird que una funcién u € L*¥(]0,00); L*(2;R?)) es solucion de (1.4),
junto a las condiciones adicionales (1.5) - (1.8), si satisface:

u-n=0, en 90 x (0,00),
div(u) =0, en D'(Q x (0,00)),

(1.9)
// {+ u- V)IP(¢)} dt dx+/u0.¢(x70)dxz()’

para cualquier funcion ¢ € C>(Q x [0,00); R?) tal que tlim Y(x,t) =0, para todo x € Q. En

este caso, se denota por P : L*(Q;R?) — W4, (Q) a la proyeccion sobre el siguiente espacio:

Uaiv () = {0 € Hgiy(Q) | div(c) =0 en Q, 0 -n =0 en 0N}.

Definicién 1.2. En el caso que Q = R?, se dird que una funcion u € L([0, 00); L*(R*; R?))
es solucion de (1.4), junto a la condicion inicial (1.5), si satisface:

div(u) =0, en D'(R® x (0,0)),

/711. {(?;é)—l-(u.V)¢} dt dx+/u0.¢(x70) dx = 0, (1.10)

R3 0

para cualquier funcion ¢ € C°(R* x [0, 00); R?) tal que div(y)) = 0 en R? x [0, 00).

Para mayores detalles, se recomienda consultar [56], capitulo N° 4. Obsérvese que la pre-
sion interna no es considerada en las definiciones anteriores; como se estudiard més adelante,



este fendmeno ocurre usualmente cuando se plantean formulaciones alternativas de las ecua-
ciones de Euler y de Navier - Stokes, ya sea una formulacion variacional o una formulacion
en términos de la vorticidad y la funciéon de corriente.

1.4. La presion como funcién del campo de velocidad

En el espiritu del ultimo comentario de la secciéon anterior, se concluird este capitulo
mostrando que, en el caso general de un flujo incompresible que satisface la ecuacion de Euler,
la presion y el campo de velocidad estan relacionados mediante una ecuacién de Poisson. En
efecto, considérese nuevamente el campo de velocidad (lo suficientemente diferenciable) de
un fluido que satisface la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional en R* x (0, co):

gltl—l—u-Vu:—Vp

V.-u=0,

(1.11)

para todo t > 0 y x € R®. Nétese que este sistema de ecuaciones contiene la derivada
temporal de tres de las cuatro incognitas del problema, mientras que sélo contempla derivadas
espaciales de la presion. Luego, resulta natural querer hallar alguna formula que exprese la
presiéon en términos de la velocidad, y asi eliminar la presién de (1.11). Para ello, témese la
divergencia de ambos lados de la primera ecuacion de (1.11), lo cual permite obtener que:

—Ap = div <?;tl> +div(u- Vu), V(x,t) € R*x (0,00).

La condicion de incompresibilidad y la linealidad de los operadores diferenciales involucrados

permiten deducir que:
Ju
div{—]=0
v ( m)

8 2L Ou; Ou,
d. . — ? J — t 2
iv(u- Vu) ;; O, O, r((Vu)?),
para todo t > 0 y x € R*. Es decir, se tiene que:
— Ap(x,t) = tr((Vu(x,1))?), V(x,t) € R® x [0,00). (1.12)

Con respecto a la solucién de la ecuacion (1.12), es oportuno citar el siguiente resultado clésico
sobre una propiedad elemental de la ecuacién de Poisson (para mayores detalles, consultar
[34], capitulo N°2):

Lema 1.0.1. Supongase que f € L*(RY;R) NC'(RY;R) (y, adicionalmente, que se cumple

|f(x)[log(||x|)) dx < oo cuando N = 2). Entonces, existe una solucion v € C*(R™;R)

Ixdi>1 _
de la ecuacion de Poisson:

—Av(x) = f(x), Vx€RY,



dada por la siguiente convolucion:

v(x) = / D(x — y)f(y)dy, ¥xeRY, (1.13)

RN

Acd T : RV \ {0} — R denota el potencial newtoniano (o solucion fundamental), definido
por:
1
— Llog(lxl)), si N =2
2T

2N (1.14)
si N >3,

M =1

(N —2)Sy’

para todo x € RN\ {0}, siendo Sy el drea de la esfera unitaria N - dimensional. La solucion
(1.13) puede ser derivada bajo el signo integral, de modo tal que:

1 X—y

Vo(x)=— | —————
S M

fly)dy, ¥xeRY. (1.15)

Si se asume que la velocidad satisface ciertas condiciones de regularidad y decaimiento,
es posible aplicar el resultado del lema anterior a la ecuacién (1.12) para obtener la férmula
explicita:

1 X—y

\Y t)= - | ——=
p(x,t) SBRS |x —yl?

tr(Vu(y,t))*) dy, V(x,t) € R?*x [0, 00). (1.16)
Reemplazando esta expresion en la ecuacién de Euler (1.11) se obtiene una ecuaciéon de
evolucion cerrada, vale decir, donde la tnica incégnita es el campo de velocidad:

ou 1 X—y
—+u-Vu=—— [ ——
o 5 eyl

t((Tuly, 1)) dy. (1.17)
para todo (x,t) € R?® x [0,00). De hecho, es posible demostrar que si un campo vectorial
u satisface la igualdad (1.17), entonces automaticamente verifica la condicién de incompre-
sibilidad; este planteamiento constituye la formulacion de Leray para la ecuacion de FEuler
(ver [10], seccién 1.8). Ahora bien, el lado izquierdo de (1.17) es cuadraticamente no - lineal,
mientras que el lado derecho contiene un operador no - local y también cuadraticamente no
- lineal; estas caracteristicas convierten a la ecuacién de Euler (o de Navier - Stokes) en un
objeto muy dificil de estudiar desde el punto de vista analitico. Por lo demas, la formulacion
de Leray no sera considerada de ahora en adelante, dado que oculta muchas otras propiedades
fisicas de los fluidos ideales que seran estudiadas en el préximo capitulo.



Capitulo 2

Analisis local del campo de velocidad

Como ya se ha indicado, el estudio de los fluidos perfectos e incompresibles implica resolver
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no - lineales. Con el objetivo de simplificar la
tarea, es comun analizar la componente rotacional en el campo de velocidad u, que constituye
uno de los conceptos fundamentales de la mecéanica de fluidos, y probablemente, la faceta
mas importante de los flujos turbulentos.

El objetivo de este capitulo es dar una descripcién local del flujo de un fluido ideal, que
puede intepretarse como una superposicion de otros movimientos mas sencillos. Esta nocion
permitira construir una familia de soluciones exactas de la ecuacion de Euler incompresible,
y posteriormente, introducir una ecuacién de evolucion de la vorticidad que serda de gran
utilidad para futuros analisis.

2.1. El concepto de vorticidad

Cualquier campo de velocidad diferenciable u posee una expansion en serie de Taylor en
torno a un punto fijo (xg, ) € 2 x [0, 00):

U(XQ + h, to) = U(Xo,to) + VU(Xo,to)h + O(||h||2), Vh € R3. (21)

Obsérvese que, en cada punto de Q2 x [0, 00), la matriz jacobiana del campo de velocidad admi-
te una descomposicion en una parte simétrica y otra parte anti - simétrica. Mas precisamente,
si se escribe:

1 1
D= i(Vu +(Vu)h), A= i(Vu — (Vu)h), (2.2)
entonces resulta claro que la matriz D es simétrica, que la matriz A es anti - simétrica y que:
Vu(x,t) = D(x,t) + A(x,t), V(x,t) € Qx][0,00). (2.3)

En este contexto, se llamara a D la matriz de deformacion y a A la matriz de rotacion. Estos
nombres hacen sentido al recordar que la matriz de deformacién D juega un rol importante
en el estudio de la energfa (revisar [77], capitulo N°4). Nétese, ademés, que si se define el
campo de vorticidad del fluido como:

w(x,t) =rot(u)(x,t), V(x,t) € Q x[0,00), (2.4)



entonces es facil verificar que: V(x,t) € 2 x [0, 00),
1
A(x,t)h = iw(x, t) x h, VYh e R? (2.5)

de donde surge en forma natural el nombre otorgado a la matriz A. Todo lo anterior puede
ser expresado mediante el siguiente lema:

Lema 2.0.2. Para cualquier punto espacio - temporal del fluido (Xo,to) € Q% [0,00) se tiene
que:

u(x, tg) = u(xo, ty) + D(xo, to)(x — xo) + ;w(xo, to) X (x — %) + O(||x — x0[|*).  (2.6)

Vale decir, en una pequena vecindad en torno a cualquier punto del fluido, el campo de
velocidad es igual a la suma de una traslacion rigida, una deformacion y una rotacion (cuyo
eje viene dado por el campo de vorticidad w evaluado en ese punto).

Este tltimo resultado es, en realidad, bastante general, pues se aplica a cualquier fluido
que pueda describirse mediante un campo de velocidad lo suficientemente diferenciable. En
el caso particular de un fluido ideal, la condicién de incompresibilidad se traduce en que
tr(D(x0,%0)) = 0, para todo (xg,t9) € ©Q x [0,00). Como la matriz D(xo,ty) es simétrica,
existe una matriz ortogonal Q(xo, %) tal que:

Q(x0, to)D(x0, to) Q(X0, to)” = diag[A1 (X0, to), A2 (X0, o), A3(Xo, to)], (2.7)

siendo {\;(x0,%0)}>_, C R los valores propios de la matriz D(xq,ty), para cualquier punto
(x0,t0) € Q2 x [0,00). Dado que la aplicacién traza es invariante bajo transformaciones de
semejanza, se concluye que, en el caso incompresible:

)\1(X0, t(]) + )\Q(Xo,to) + )\3(X0,t0) = 0, V(Xo,to) €0 x [O, OO) (28)

Por lo demés, una gran parte del presente trabajo buscard analizar la interacciéon y el
impacto con que estos tres elementos (traslacién rigida, deformacién y rotacién) contribu-
yen al movimiento del fluido a través del campo de velocidad. El siguiente resultado, cuya
demostracion se realiza mediante una directa sustitucion, permite ilustrar la relacién entre
vorticidad y deformacion, a la vez que genera una amplia clase de soluciones exactas de las
ecuaciones de Euler y de Navier - Stokes en tres dimensiones:

Proposicion 2.1. Para t > 0, sea D(t) una matriz de 3 X 3 a coeficientes reales, simétrica
y con traza nula. Dado wy € R?, determine la vorticidad w(t) € R® a partir de la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria:

dw

—(t) =D(t)w(t), Vt
o (1) =D(t)w(t), vt >0, (2.9)
w(0) = wy,
y determine la matriz anti - simétrica A(t), para t > 0, mediante la relacion:
1
A(t)h = 5w(zf) x h, VheR® (2.10)



En consecuencia, si se definen la velocidad y la presion mediante las expresiones siguientes:

u(x,t) = ;w(t) X x + D(t)x

1|dD
5|z

(2.11)

p(x,t) = +(D#)* + (A@)?| x-x, V(x,t) € R® x [0, c0),

se obtiene una solucion exacta de la ecuacion de Euler y de Navier - Stokes en R* x (0, 00).

La proposicion anterior también constituye una primera formulacién de la ecuacion de
Euler en términos del campo de vorticidad, a partir del cual se define la velocidad. Por su
parte, el campo de presiones definido en (2.11) presenta un comportamiento cuadratico en
X, y en consecuencia, estas soluciones exactas poseen una interpretacion fisica que es valida
solo localmente en espacio y tiempo. No obstante, ellas permiten modelar adecuadamente el
comportamiento local tipico que se observa en los flujos de fluidos incompresibles.

2.2. Una férmula para la evolucién de la vorticidad

Se cerrara este capitulo mostrando que, en el caso que el fluido esté libre de la accién
de fuerzas externas (o bien, sometido al trabajo de un campo de fuerzas conservativo), la
vorticidad es propagada por el fluido.

Para hacer esto mas claro, considérese un instante de tiempo fijo T' > 0, y dendtese por
¢ :Qx[0,T] — R? ala funcién de trayectorias del fluido; si una particula suspendida
en el fluido se encuentra en el punto x € (2 al instante inicial ¢ = 0, su posicién en cualquier
instante posterior t > 0 serd exactamente ¢(x,t). Dicho de otro modo, para x € € fijo,
la aplicacion (x,-) : [0,7] — R? describe la trayectoria de la particula que se ubicaba
en el punto x al instante ¢t = 0. Se asume que la funciéon ¢ es lo suficientemente regular
como para hacer legitimas las manipulaciones posteriores, y ademas, que para un tiempo fijo
t € [0,7], la aplicacién o(-,t) : 2 — R? es un difeomorfismo (que sera denotado por ¢;). Si
W C R? es una regién contenida en €2, entonces o, (W) = W, para t € [0,T], es el volumen
W moviéndose con el fluido, como se ilustra a continuacion:

moving fluid

Figura 2.1: W; es la imagen del volumen W a medida que las particulas de fluido contenidas
en W se mueven por un tiempo t.

Una caracteristica notable del flujo de un fluido ideal se expresa en el siguiente teorema:



Teorema 2.1. Si el fluido estda sometido a la accion de un campo de fuerzas conservativo,
entonces se tiene que:

D
ﬁj =w-Vu, en  x (0,00), (2.12)
donde se ha hecho uso de la clasica notacion para la derivada material:
D 0
E = a +u-V.
Ademds se tiene que:
w(e(x,t),t) = Ve (x)w(x,0), Y(x,t) € Qx(0,00). (2.13)

El teorema anterior (cuya demostracion puede ser revisada en [25] 6 [10]) indica justamente
que el campo de vorticidad es transportado a lo largo de las lineas de trayectoria del fluido
por la matriz jacobiana de la funcion ;. Esto se ilustra en la siguiente figura:

 at time 0 o is dragged by the flow

™

57 §  at time ¢

olx,t)

Figura 2.2: Esquema representativo de la evolucion del campo de vorticidad.

Ademas, observando el lado derecho de (2.12) y usando la ecuacién (2.5), se puede concluir

que:

D
?‘: — Dw, en Q x (0,00), (2.14)

esto es, a lo largo de las trayectorias del fluido, el campo de vorticidad se dilata o se contrae
gracias a la accién del tensor de deformacién D. Mds precisamente, la vorticidad aumenta (o
disminuye) cuando w es paralelo a algin vector propio asociado a un valor propio positivo
(negativo) de la matriz D. En este contexto, si se analizan las ecuaciones (2.8) y (2.14), la
restriccion (2.8) indica que los cambios repentinos de tamano y signo de alguno de los valores
propios \;(Xg, to) pueden dilatar o comprimir violentamente el campo de vorticidad en varias
direcciones. De acuerdo a lo planteado en [38], dicha restriccién es fundamental a la hora de
producir las estructuras vorticiales a pequena escala, tan ttiles en el desarrollo gréafico de los
calculos numéricos asociados a la ecuacion de Euler tridimensional.

Antes de concluir este capitulo, se mostrara una aplicacion clasica de la igualdad (2.13) que
establece que las lineas de vorticidad son transportadas en un fluido ideal. M&s precisamente,
considérese una curva regular (no necesariamente cerrada) I' C ), parametrizada mediante
la funcién 7: [0, 1] — €. Se dice que I es una linea de vorticidad al instante ¢ > 0 si su
vector tangente es paralelo al campo de vorticidad en cada punto de ella, es decir, si existe
una funcién escalar A : [0,1] — R\ {0} tal que:

Z(s) — Ms)w((s),t), Vs € (0,1).



Entonces, si I' = {/(s) € R* : 0 < s < 1} es una linea de vorticidad (al instante inicial
t = 0) que se mueve con el fluido, su evolucién en el tiempo se describe mediante la curva
mévil T'(t) = {p(7(s),t) € R* : 0 < s < 1}, para todo t > 0. Lo que se desea verificar es
que, para todo t > 0, la curva I'(t) también es una linea de vorticidad, vale decir, que existe
A:[0,1] — R\ {0} tal que:

Zf(?(s),t) = As)w(e(7(s),t),t), Vse (0,1). (2.15)

En efecto, dado t > 0, la definicion de I'(¢) implica que:

dy dr

2 (7(5),1) = Vi (i(s), 1) () = M) Vip(7l(s), D(7(s),0), Vs € (0,1),

dado que I es una linea de vorticidad en ¢ = 0. La identidad (2.13) implica que:
Vip(i(s), t)w(r(s),0) = wle(r(s),),1), Vs € (0,1),

de donde se obtiene inmediatamente la relaciéon (2.15). Todo esto se resume en la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.2. Las lineas de vorticidad son transportadas por un fluido ideal que se
describa mediante un campo de velocidad diferenciable.
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Capitulo 3

La ecuacién de Euler incompresible en
el caso bidimensional

Aunque parezca extrano, el andlisis de la ecuacién de Euler bidimensional difiere notable-
mente del caso tridimensional. El concepto bidimensional da a entender que en esta seccion
se considerara el campo de velocidad de un fluido que se mueve dentro de un dominio fijo
Q C R?, esto es:

u(z,y,t) = (u(x,y,t),v(z,y,t),0), Y((z,y),t) € Q x|[0,00). (3.1)

Por lo tanto, un flujo bidimensional puede ser interpretado como un caso particular del pro-
blema tridimensional, en donde el fluido circula por una determinada regién de R? de acuerdo
a un campo de velocidad que no depende la variable z y cuya componente vertical es cons-
tantemente nula. Si se supone que el campo de velocidad es lo suficientemente diferenciable,
entonces es posible calcular su matriz de velocidad de deformacion:

ug (2, y,t) uy(x,y,t) 0
Vu(z,y,t) = | v(z,y,t) v(z,y.t) 0 |, Y((z,9),t) € Qx[0,00),
0 0 0

asi como su campo de vorticidad:

ov

w(x,t) = (0,0, %(x,y,t) — %(m,y,t)) , V((x,y),t) € Q x[0,00). (3.2)

Por ende, aplicando la igualdad dada en (2.12), se obtiene inmediatamente que:

Dw -
— =0, en € x (0,00). 3.3
- (0, 0) (33)
Este pequertio cdlculo tiene dos grandes consecuencias. En primer lugar, la identidad (3.3)
implica que la vorticidad se conserva a lo largo de las trayectorias del fluido. En un segundo
lugar, el hecho que el término de dilatacién o contraccién vorticial' (vale decir, el término
w - Vu) sea constantemente nulo en € x (0,00) sugiere que los casos bidimensional y tri-

YEn inglés, vortex stretching term.
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dimensional son esencialmente distintos, en donde las ecuaciones que los describen poseen
propiedades significativamente diversas. Dicho de otro modo, las consideraciones sobre la
evolucion de la vorticidad descritas en la seccion anterior carecen de sentido en el caso bidi-
mensional, y de la misma forma, un resultado de existencia de la ecuacién de Euler 2D no
necesariamente arroja conclusiones que puedan utilizarse en el andlisis del caso tridimensio-
nal. Por este motivo, se tratarda en forma separada una formulacién de la ecuacion de Euler
bidimensional en términos del campo de vorticidad y la funcién de corriente, que resulta ser
mas sencilla que la construccién equivalente en el caso tridimensional.

3.1. Formulacién en términos de la vorticidad y la fun-
cion de corriente.

Como ya se dijo, la identidad (3.3) captura una caracteristica esencial de los flujos bidi-
mensionales, y en consecuencia, resulta natural que a partir de dicha relaciéon se obtenga una
formulacién alternativa de la ecuacién de Euler bidimensional. Sin embargo, para que esto
sea posible, es necesario aislar la vorticidad del campo de velocidad, la cual se presente en
(3.3) a través de la derivada material. Es en este aspecto donde adquiere mayor relevancia la
funcién de corriente.

Con este propésito en mente, se supondra que el campo de velocidad definido en (3.1)
satisface la ecuacion de Euler incompresible en 2 = R?. Por su parte, en vista de (3.2), se
considerara a la vorticidad como un campo escalar:

0 0
Wl 1) = 5oy 1) = 5oy 0), V((@9).1) €9 x [0, 00)

Bajo la condicion de incompresibilidad se tiene que el siguiente campo vectorial:
F(z,y,t) = (v(z,y,t), —u(z,y,1), Y((z,y).t) € R* x [0,00), (3.4)
es irrotacional, verificando que:
rot(F)(z,y,t) = —div(u)(z,y, )k = 0, Y((z,y),t) € R? x [0, 00).

Es decir, para cada t > 0, el campo F(-,t) es conservativo en R*. Tomando un punto fijo
(70, y0) € R?, se define la funcién de corriente ¢ asociada al campo de velocidad u mediante

la formulas
(z,y)

o, y,t) = / F-dF, Y((z,y),t) € R? x [0,00), (3.5)
(z0,Y0)

esto es, para cualquier ((z,v),t) € R? x [0,00), ¢(z,y,t) es igual al trabajo realizado por el
campo F al recorrer cualquier curva plana y suave que una los puntos (zg,40) v (z,y). Como
el campo F(-, 1) es conservativo en R?, para todo t > 0, se deduce que la funcién ¢(-,t) esté
bien definida y es diferenciable en R?, para todo t > 0. Es més, se tiene que:

Vo(z,y,t) =F(x,y,t), Y((z,9),t) € R* x [0,00), (3.6)
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o bien: 96
a(l’, Y, t) = U(I‘, Y, t)

¢ B
a*y(%i%ﬂ - U(%?J;t)?

(3.7)

para todo ((z,y),t) € R? x [0,00). Se observa que la funcién de corriente es tnica salvo una
constante aditiva, pero de todos modos es comin adoptar la siguiente notacion:

u(z,y,t) = V*io(z,y,t), Y((z,9),t) € R* x [0,00). (3.8)

Ademas, si el campo de velocidad u esta definido a partir de una funcién de corriente como
en (3.8), la condicién de incompresibilidad se satisface en forma automatica. Al calcular el
rotor de ambos lados de la igualdad (3.8), se obtiene la siguiente ecuacién de Poisson para la
funcion de corriente:

Ag(z,y,t) = w(x,y,t), Y((z,y),t) € R* x [0, 00). (3.9)

Como ya se ha indicado, una soluciéon de esta ultima ecuacion se obtiene a partir de una
convolucién entre el potencial newtoniano bidimensional y el campo de vorticidad:

1
ox,1) = 5 [ tog(llx — ylw(y, 1) dx, ¥(x,t) € R* x [0,00) (3.10)
T JR
Dado que es posible calcular el gradiente de ¢ derivando bajo el signo integral, se puede

igualmente aplicar el operador V* para obtener el campo de velocidad u a partir de la
funcion de corriente:

u(x, t) = /R Ko(x — y)w(y, 1) dx, ¥(x,t) € R? x [0,00), (3.11)

donde el kernel K, : R*\ {(0,0)} — R? se define como:

Kae) = 5 (st e e RV(0.0), 612

que es una funcién homogénea de grado —1 en R?, esto es, verifica que para todo A > 0:
K>(Ax) = AT K(x), Vx € R?\ {(0,0)}.

La identidad (3.11) es una forma anédloga de la famosa ley de Biot - Savart, que permite
determinar el campo magnético inducido por una corriente eléctrica en un cable. Esta ter-
minologia sera adoptada y utilizada frecuentemente en el presente trabajo. Ahora bien, que
el campo de velocidad pueda ser recuperado a partir de la vorticidad ya no es una sorpresa,
segin se estudié en la proposicién (2.1). Sin embargo, la novedad ahora es que en (3.11) se
aplica un operador integral no - local para recuperar el campo de velocidad a partir de la
vorticidad. Es importante destacar que se ha hecho uso del lema (1.0.1) para dar una fér-
mula explicita de la solucién de la ecuacién de Poisson (3.9), lo cual obliga a suponer ciertas
condiciones de regularidad y decaimiento.

Al reemplazar la igualdad (3.11) en la ecuacién de la vorticidad (3.3), se obtiene una

14



nueva identidad que involucra tnicamente a la vorticidad. Todo lo anterior se resume en la
siguiente proposiciéon:

Proposicién 3.1. (Formulacion en forma vorticidad - corriente de la ecuacion de Euler en
R? x [0, 00) ). Considérese un flujo bidimensional definido en todo R? x [0,00), cuyos campos
de velocidad y vorticidad decaen lo suficientemente rapido cuando ||(z,y)|| — oco. Entonces, la
ecuacion de Euler incompresible (1.4) (con Q@ = R?) es equivalente a la siguiente formulacion
en términos de la vorticidad y funcion de corriente:

Dw 0
Dt (3.13)
Wl—o = wo, en R? x (0,00),

donde wy : R* — R es una funcion conocida. El campo de velocidad se obtiene a partir de
la vorticidad mediante la ley de Biot - Savart:

u(x, t) = /R Fy(x — y)w(y. 1) dx, V(x,t) € R? x [0,00), (3.14)

mientras que la presion puede ser calculada al resolver la siguiente ecuacion de Poisson:

— Ap(x,t) = tr((Vu(x,1))?), V(x,t) € R? x [0,00). (3.15)

3.2. Resultados clasicos de existencia, unicidad y regu-
laridad.

El problema de Cauchy asociado a la ecuacion de Euler incompresible y bidimensional
ha sido exitosamente analizado hasta el dia de hoy, permitiendo una comprensiéon bastante
profunda de la naturaleza de sus soluciones. Se muestran aca algunos de los resultados tipicos
disponibles sélo para la ecuacién de Euler incompresible y bidimensional, cuyas demostracio-
nes pueden revisarse en [56], capitulo N°4):

Teorema 3.1. Sea Q C R? un conjunto abierto, acotado, conexo y de frontera reqular. Sea
uy € L*(Q;R?) una funcién que satisface (1.6) y (1.8), y tal que rot(ug) € L' (4 R), para
algin r € (1,00]. Entonces, existe una solucién u € C([0,00); W' (; R?)) de la ecuacion de
FEuler incompresible y bidimensional, segin lo escrito en la definicion (1.1). En particular,
sir = 400, entonces la solucion es tnica, se tiene que rot(u) € L=(Q2 x (0,00);R) y que
u € C([0,00); L*(;R*) N W (; R?)), para todo s € (1,00).
2

Es mas, si ug € Wk’b(Q;Rz), para ciertos numeros k € N, 1 <b < oo, k> 1+ 7 entonces
u € C([0,00); WHP(Q;R?)) y u, € C([0,00); WFE2(Q: R?)). Por 4iltimo, si ug € C**(Q; R?),

para ciertos nimeros k € N, k> 1, a € (0,1), entonces u € C([0,00); C**(%;R?)) y ademds
€ C([0, 00): CF (0 B)).

Si bien ya se ha explicado el motivo por el cual la presion interna no es siempre considerada
en los resultados clasicos concernientes a la ecuacion de Euler, se presenta a continuacién un
corolario que involucra la presencia de aquella magnitud fisica:
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Corolario 3.1.1. Bajo las hipotesis del teorema anterior, y suponiendo que b < oo para
cualquier solucion satisfaciendo las propiedades indicadas en el teorema (3.1), se tiene que
existe una funcion p € C([0,00); L1(2;R)) que hace vdlida la igualdad (1.4) en el sentido de
las distribuciones. En este caso, se tiene que:

e 1<qg< r , 81 <2
2—r

e l<g<oo,sir=2

e 1 < q< o0, sir>2, reemplazando L (2 x (0,00);R) por Co(2 x (0,00);R) cuando
r = +00.
En este contexto se tendrd que u; € C([0,00); LY(%R?)) y p € C([0,00); WM (4 R)), en
donde:
2r 4
T St g <r<?2

e 1< qg<r,str =2

Oq:

e q=1, 58T >2.

Los dos resultados anteriores cubren adecuadamente el caso en que  C R? es un conjunto
abierto, acotado, conexo y de frontera regular. Siguiendo con la metodologia que distingue
el problema segiin se considere un dominio acotado o no, cuando 2 = R? se cuenta con las
siguientes formas equivalentes del teorema y corolario anteriores:

Teorema 3.2. Sea uy € L*(R*R?) una funcién que satisface (1.6), verificando ademds
que tot(ug) € L"(R*R), para algin v € (1,00]. En consecuencia, existe una solucion

2
u € uy + C([0, 00); LY(R% R?) 0 W (R R?)), con q = méx{l, %
,
FEuler incompresible y bidimensional, segin lo escrito en la definicion (1.2). En particular,
si v = 400, entonces la solucién es tnica, se tiene que rot(u) € L®(R? x (0,00);R) y
u € C([0, 00); L*(R%R?) N WL (R%;R?)), para todo s € (1, 00).

ocC

, de la ecuacion de

2
Es mds, si ug € W (R*R?), para algunos nimeros k € N, 1 < b < oo, k > 1+ 7

entonces u € C([0,00); W (R%R?)) y u, € C([0,00); WEH(R2,R?)). Por ltimo, si se
tiene que uy € C"*(R%*R?), para ciertos nimeros k € N, k > 1, a € (0,1), entonces
u € C([0,00); CH*(R* R?)) y u; € C([0, 00); C*1*(R?; R?)).

Corolario 3.2.1. Bajo las hipotesis del teorema anterior, y suponiendo que b < oo para
cualquier solucion satisfaciendo las propiedades indicadas en el teorema (8.2), se tiene que
existe una funcién p € C([0,00); LY(R?*; R)) que hace vdlida la igualdad (1.4) en el sentido de
las distribuciones. En este caso, se tiene que:

. 1<q§2T , St <2

e 1 <qg<oo, sir=2

e 1< q< oo, sir>2, reemplazando L™ (R? x (0,00); R) por Co(R? x (0,00); R) cuando
r = +400.
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En este contexto se tendrd que u; € C([0,00); LY(R?*R?)) y p € C([0,00); WH(R*; R)), en
donde:

L<g< 2
<g<y

'4< <2
, 81 = <r

3
e 1 <g<r, s51r=2

<qg<r, sir>2.

r+2 -7

Antes de concluir esta seccion, es necesario realizar ciertas observaciones en relacién a los
teoremas recién expuestos:

- Dentro del espiritu de los dos corolarios anteriores, es posible especificar el grado de regu-

laridad del campo de velocidad y del campo de presiones cuando 1 < r < —. Esto requiere

introducir ciertos duales de espacios de distribuciones, los cuales se alejan de los clasicos
espacios funcionales indicados en ambos corolarios.

- Cuando 1 < r < o0, la unicidad de las soluciones entregada en los teoremas (3.1) y (3.2)
es todavia un problema sin respuesta clara.

- En los resultados anteriores es posible agregar la conservacion de la energia, vale decir, la
siguiente propiedad:

d 2
(Vt > 0) %/Quu(x,wn dx = 0.

Asimismo, otras cantidades fisicas que se conservan en el tiempo son: el flujo de velocidad,
el flujo de vorticidad, la helicidad (que es constantemente nula), el impulso del fluido y el
momento del impulso del fluido. Para mayores detalles sobre cantidades conservadas, se
recomienda consultar [10], seccion 1.7.

- La suavidad de la frontera del dominio sobre el cual se resuelve la ecuacion de Euler
bidimensional es una propiedad importante y necesaria para asegurar la regularidad global
de las soluciones. De hecho, los autores de [51] consideran la ecuacién de Euler 2D sobre
un dominio plano cuya frontera no es suave sélo en dos puntos (que son cispides internas),
y posteriormente prueban que el campo de vorticidad de la solucién deja de ser continuo
en un instante finito de tiempo.

- El crecimiento de las cotas superiores de las soluciones cuando t — oo es un interesante

problema sin respuesta. Por ejemplo, si uy € H*(R?* R?), ;cudl es el comportamiento de la
cantidad [[u(?)|| gsr2;r2) @ medida que ¢ diverge hacia +o00? Por ahora sélo se conoce una
cota superior del estilo exp(e“?), con C' € R.
En esta materia, de gran interés es el resultado demostrado en [50], donde los autores
construyen una condicién inicial para la ecuacién de Euler bidimensional (resuelta en el
disco unitario) cuya solucién correspondiente exhibe un crecimiento exponencial doble en el
gradiente de la vorticidad. De acuerdo a lo establecido en [78], este régimen de crecimiento
para el gradiente de la vorticidad es optimal.

- Pensando en los temas que se estudiaran en las secciones posteriores, la conclusién mas
importante que se puede extraer de los teoremas (3.1) y (3.2) es la siguiente: para un
flujo incompresible y bidimensional en el cual se especifican condiciones iniciales suaves,
las soluciones de la ecuacién de Euler se mantienen regulares en todo tiempo posterior.
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Capitulo 4

La ecuacién de Euler incompresible y
tridimensional

El presente capitulo tiene por objetivo dar a conocer los principales resultados concer-
nientes a la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional. Se entregara una formulacién
alternativa de la ecuacion de Euler tridimensional en el caso de un flujo axisimétrico, que
serd una de las herramientas més utilizadas de ahora en adelante. Posteriormente se revi-
saran los teoremas clasicos de existencia, unicidad y regularidad de soluciones del problema
tridimensional, a partir de los cuales surge en forma natural el fenémeno de la formacién de
singularidades en tiempo finito de dichas soluciones, lo cual es el motivo de la dltima seccién
de este capitulo.

4.1. Flujos tridimensionales axisimétricos

Segin se ha visto, la férmula (2.14) de la evolucién de la vorticidad constituye una identi-
dad esencial de la mecanica de fluidos, a la vez que conduce hacia una formulacion alternativa
de la ecuacién de Euler. Dicha construcciéon ya fue realizada, con relativa sencillez, en el caso
bidimensional, en donde todo el andlisis giraba en torno a la ecuaciéon de Poisson (3.9) que
relacionaba la vorticidad con la funcién de corriente. Una formulacién equivalente en el caso
general tridimensional requiere de técnicas de calculo bastante mas delicadas, que si bien son
perfectamente abordables, no serdn mayormente consideradas en este trabajo. Por ello, sélo
se analizard en detalle una formulacién alternativa de la ecuacion de Euler tridimensional pa-
ra un flujo axisimétrico, permitiendo que el lector interesado consulte en [10], seccién 2.4, los
detalles que permiten construir la formulacién vorticidad - corriente de la ecuacién de Euler
tridimensional en el caso general (el correspondiente teorema principal se dard a conocer en
el proximo capitulo).

Considérese un sistema de coordenadas cilindricas (r,6,z) € [0,00) x [0,27] x R, en el
que un punto espacial (z,y, z) € R? serd denotado como & = r#* + 2k, siendo r >0, z € R
y {f’, é, /Aﬂ} el triedro ortogonal propio de las coordenadas cilindricas. Considérese un fluido
ideal que circula por una regién abierta y conexa Q C R3. El flujo del fluido se denomina
axisimétrico cuando sus componentes son independientes de la variable angular 6 € [0, 27];
en particular, el campo de velocidad de un flujo axisimétrico posee simetria rotacional y
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puede ser descrito mediante la siguiente descomposicion:
w(é, t) = u(r, 2, 07 4+ ug(r, 2, 0)0 + us(r, 2, t)k, (4.1)

para todo (&,t) € 2 x [0,00). El campo de vorticidad admite una escritura similar:

w(&,t) = we(r, z, ) + we(r, 2,1)0 4+ w.(r, z, 1)k, (4.2)
en donde: g
wy(r, z,t) = _E(T’Z’t)
we(r, z,t) = %u;(r, z,t) — %Qiz(r, 2, t) (4.3)
w,(r, z,t) = 71“867“ (rug) (r, 2, 1),

para todo (£,t) € Q x [0,00), con r > 0. En este contexto, la expresién de la ecuacion de
Euler (primera identidad de (1.4)) en coordenadas cilindricas, para un flujo axisimétrico, es
la siguiente:

gt r or
Duyg  u,ug

Dt + T

Du, @

Dt 92’

en todo © x (0,00), con r > 0. En este caso, la derivada material actiia sélo sobre los planos
axiales: —

D .0 0 0

E = a—i—ma—l—uz%.
Por su parte, la forma de la ecuacién de evolucién de la vorticidad (2.14) en coordenadas
cilindricas, para un flujo axisimétrico, es la siguiente:

Dw, ou, ou,

Dt Yo T e
Dw@ 1 8u9 aUQ 4.5
ﬁ = ;(UTWQ—UQWT)—FCUTW +C«)z@ ( )

Duw, ou, N ou,
- T wz bl
Dt or 8z

en todo €2 x (0, 00), con > 0.

Considérese entonces el flujo de un fluido ideal y axisimétrico, cuyo campo de velocidad u
satisface las ecuaciones (4.4) y (4.5) en €2 x (0, 00), junto a la condicién de incompresibilidad.
Se puede verificar directamente que:

r

57‘_ E(l)_ Uy

R _ur
Dt ’ r2’
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en €2 x (0,00), con r > 0. En consecuencia, la componente angular de (4.4) entrega que:

D

D (rug) =0, en Q x (0,00), (4.6)

mientras que la componente angular de (4.5), junto a (4.3), permiten deducir que:

ﬁ W 1 8

5i () = g ltru’) D
en € x (0,00), con r > 0. Por otra parte, imitando el procedimiento utilizado en la seccién

(3.1), a partir de la condicién de incompresibilidad es posible deducir que existe una funcién
de corriente axisimétrica 1), definida sobre Q x [0, c0), tal que:

O

5 (r,z,t) = —ru,(r, z,t) 45
o '
—(r,z,t) = ru,(r, 2, t),

0z

para todo (£,t) € Q x [0,00). Nétese que, si las componentes radial y axial de la veloci-
dad se definen segtn (4.8), entonces la condicion de incompresibilidad se satisface en forma
automatica:

9 9 0% 9%

g(ruﬁ + &(ruz) -  Oroz + 0z0r

=0, en Q x[0,00).

Hasta el momento se tienen dos ecuaciones que involucran a las cantidades uy y wy, y una
funcién de corriente que permite definir las otras dos componentes de la velocidad (origi-
nando un campo solenoidal). Para generar un sistema de ecuaciones diferenciales cerrado,
es necesario relacionar la funciéon de corriente con alguna de las componentes angulares ya
indicadas. A partir de la segunda identidad en (4.3), junto a la igualdad (4.8), se puede

demostrar facilmente que:
Wo

L) =, (4.9)

r
en € x (0,00), con r > 0, siendo L el siguiente operador diferencial eliptico:

10 (10 1 02

L=——|-—F|+575- (4.10)
ror \ror r2 022

En consecuencia, si se resuelve la ecuacién eliptica (4.9) para la funcién de corriente 1)

en términos de la componente angular de la vorticidad, posteriormente se pueden calcular

las componentes radial y axial de la velocidad segin (4.8), para luego reemplazarlas en (4.6)

y (4.7), y asi obtener un sistema completo de ecuaciones en derivadas parciales. Todo este
analisis se resume en la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1. (Formulacion en forma vorticidad - corriente de la ecuacién de FEuler
tridimensional para flujos axisimétricos). Considérese un flujo tridimensional y axisimétrico
definido en una region abierta y conexa Q C R3, para todo t > 0, cuyos campos de velocidad
y vorticidad estan definidos como en (4.1) y (4.2), respectivamente. Entonces, la ecuacion
de Euler incompresible (1.4) es equivalente a la siguiente formulacion en términos de la
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vorticidad y funcion de corriente:

en Q0 x (0,00), con r > 0, donde la derivada material actia sélo sobre los planos axiales:

D 0 0 )

Dt ot Yoy T gy

mientras que L es el siquiente operador eliptico:
.10 (10 1 9?
L=——|-F|+5=—.
ror \ror r2 022

4.2. Resultados clasicos de existencia, unicidad y regu-
laridad

A diferencia del caso bidimensional, muchos aspectos de la ecuaciéon de Euler incompre-
sible y tridimensional todavia no abandonan el terreno de la conjetura. Es maés, si en la
situacion precendente se contaba con notables resultados de existencia, unicidad y regulari-
dad, en el caso tridimensional habra que contentarse con un resultado mas débil: para un
flujo incompresible y tridimensional (relativo a un dominio acotado o no), el problema con
condicion inicial y condicién de frontera asociado a la ecuacién de Euler posee una tnica
solucion regular definida en un intervalo de tiempo finito, siempre y cuando el dato inicial
sea lo suficientemente regular. De hecho, este resultado fue obtenido varias décadas atras!, en
donde la demostracion se basaba en una desigualdad de Gronwall no - lineal de la siguiente
forma:

') < Cy(t)*? = y(t) < y(0) . 411

y'(t) < Cy(t) y()_(l_%c\/?m)2 (4.11)
Por ende, la cantidad y(t), que representa una determinada norma de la solucién, serd finita
sélo hasta un instante de tiempo 7™ que depende del valor inicial y(0), vale decir, de la
condicién inicial. Tal cual se indica en [4], dicha condicién inicial debe ser escogida a partir de
un espacio de funciones lo suficientemente regulares. En particular, si se considera la solucion
en H*(R* R?), con s > 3, entonces se puede aplicar el producto escalar de H*(R*; R?) entre
los términos la ecuacién de Euler (1.4) y la solucién u, para deducir, en base al uso de ciertas
desigualdades de Sobolev, lo siguiente:

1d
5@(”“”%16(]1&3;]1&3)) < Cllull3rs gs 2, (4.12)

! Aparentemente, la primera demostracién fue publicada en 1925 por Leon Lichtenstein, en su obra titu-
lada "Uber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik homogener, unzusammendriickbarer, reibungsloser
Flissigkeiten und die Helmholtzschen Wirbelsétze".
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para una cierta constante C' > 0. En consecuencia, a partir de (4.11) y (4.12) se puede obte-
ner la existencia local (en tiempo) de soluciones suaves de la ecuacion de Euler tridimensional.

El objetivo de esta seccién es justamente dar a conocer el enunciado preciso de estos
resultados, en donde se han usado las adaptaciones descritas en [33] y [5], ya sea si el fluido
ocupa un dominio acotado de R? o no, respectivamente.

Teorema 4.1. Sea Q C R® un conjunto abierto, acotado y de frontera regular. Para s > 3,
sea uy € H*(Q;R?) una funcién que satisface (1.6) y (1.8). En consecuencia, eviste un
tiempo finito T > 0 y una constante C > 0, ambos dependiendo solamente de la cantidad
|uo| zr3(re), para los cuales existe un unico par de funciones u € C([0,T7]; H*(; R?)) y
p € C([0,T*]); H¥ (% R)) que hacen vdlidas la igualdades (1.4) y (1.7), para todo t € [0, T%]
(en el sentido cldsico), y tales que:

sup ||U_(7f)| HS(Q;RS) S C||u0||H5(Q;R3).

t€[0,7%]

El enunciado del teorema (4.1) consiste en una adaptaciéon del resultado presentado en
[48], en donde los autores demuestran un teorema relacionado con las ecuaciones de evolucién
no - lineales en general, a partir del cual se obtiene, como simple aplicacion, la existencia local
(en tiempo) de soluciones regulares de la ecuacién de Euler 3D en un dominio acotado. No
obstante, para leer una demostraciéon directa del teorema (4.1), se recomienda consultar [72].
Por su parte, el siguiente teorema constituye una adaptacion del resultado expuesto en [47],
en el que se demuestra la existencia local (en tiempo) de soluciones suaves de la ecuacion
de Euler y Navier - Stokes 3D aplicando métodos del tipo punto - fijo en un contexto de
ecuaciones de evolucién no - lineales en espacios de Hilbert.

Teorema 4.2. Sea uy € H*(R* R?), con s > 3, una funcion que satisface (1.6). En conse-
cuencia, existe un tiempo finito T* > 0, que depende solamente de la cantidad ||| g3 (s sy,
para el cual existen nicas funciones u € C([0,T*]; H*(R* R?*)) N C*([0, T*]; H**(R* R?)) y
p € C([0,T*]; H*tH(R* R)) que hacen vdlidas la igualdades (1.4) y (1.7), para todo t € [0,T*]
(en el sentido cldsico).

Tal cual se realizé en el caso bidimensional, es necesario agregar algunas observaciones
sobre los dos teoremas anteriores:

- En el teorema (4.1) se obtiene como solucién un campo de velocidad que pertenece a la
clase C([0, T*]; H*(Q; R?)), con s > 3. Dado que 2 C R? es un conjunto abierto, acotado
y de frontera regular, se tendra entonces que H*(€;R?) — C'(Q;R?). Esto justifica la
parte del enunciado que establece que se satisface la ecuacion de Euler incompresible y
tridimensional en el sentido clasico. De hecho, esta conclusion sigue siendo valida si se

)
supone que § > 5

- En el teorema (4.2) se obtiene como soluciéon un campo de velocidad que pertenece a la clase

C([0,T*]; H*(R*;R?)), con s > 3. Dado que s > 27 se tendré entonces que H*(R* R?) —

3
CH(R3:R?), con k = [s — 2]. Esto justifica la parte del enunciado que establece que se

satisface la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional en el sentido cldsico.
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- Existen versiones del teorema (4.1) para el caso hipotético de un fluido que ocupa una

N
regién Q C RY, con N > 3. En este caso, es necesaria la hipotesis s > 1 + 5

- En los resultados anteriores es posible agregar la conservacion de la energia, vale decir, la
siguiente propiedad:

d 2
(Vt > 0) %/QHu(X,t)H dx = 0.

Asimismo, otras cantidades fisicas que se conservan en el tiempo son: el flujo de velocidad,
el flujo de vorticidad, la helicidad, el impulso del fluido y el momento del impulso del fluido.
Para mayores detalles sobre cantidades conservadas, se recomienda consultar [10], seccion
1.7.

- Mas alla de los aspectos técnicos mencionados, se insiste en el hecho fundamental de que
los dos teoremas entregan soluciones (campos de velocidad y presiéon) que estan definidas
en un intervalo de tiempo finito. Los teoremas no indican si las soluciones dejan de ser
regulares una vez transcurrido el tiempo critico 7%, e incluso si ese fuera el caso, tampoco
se especifica la manera en que las soluciones pierden su regularidad. Estos dos aspectos no
han sido completamente aclarados hasta el dia de hoy, constituyendo uno de los problemas
abiertos mas importantes de la mecanica de fluidos y de las mateméaticas aplicadas en
general. No obstante, el resultado existente es que, después del tiempo T™, las soluciones
pueden desarrollar singularidades debido a la formaciéon de turbulencias en el flujo. Estos
temas seran tratados con mayor detalle en la siguiente seccion.

4.3. Sobre la formacién de singularidades y la pérdida
de regularidad

Como ya se ha visto, en el caso de un fluido bidimensional, las soluciones de la ecuacién de
Euler se mantienen regulares en todo instante de tiempo, bajo la presencia de una condicion
inicial suave. Sin embargo, diversas investigaciones numéricas sugieren un comportamien-
to distinto para un flujo que resuelve la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional.
En particular, estos célculos sugieren que las soluciones de (1.4), que inicialmente consti-
tuyen flujos descritos por un campo de velocidad suave, pueden desarrollar singularidades,
y ademas, este quiebre se debe a la activaciéon de un régimen turbulento caracterizado por
un crecimiento no - acotado de la vorticidad. De hecho, sencillas consideraciones heuristicas
permiten anticipar este hecho, y a la vez, enfatizar la diferencia existente entre el compor-
tamiento de un flujo euleriano bidimensional y uno tridimensional. En efecto, ya se ha visto
que, en dos dimensiones, el campo de vorticidad se mantiene constante a lo largo de las
trayectorias del fluido. Por su parte, en el caso tridimensional, la ecuacién (2.12) indica que
el término w - Vu provoca alteraciones en la vorticidad, a medida que ésta es transportada
sobre las lineas de trayectoria. Es més, segin se indica en [58], dicho término es el principal
causante de las dificultades que surgen en la construcciéon de una solucion regular global de la
ecuacién de Euler incompresible y tridimensional. Sin ir mas lejos, recuérdese que la derivada
material corresponde simplemente a la derivada temporal en los puntos de las trayectorias
del fluido, de modo que la igualdad (2.14) no es otra cosa que:

dw

(@), 8) = D(p(x, 1), hlp(x, 1), 1), V(x, 1) € R? x (0,00),
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suponiendo que el fluido circula por todo R? de acuerdo a un campo de velocidad y funcién de
trayectorias diferenciables. Ademads, la identidad (2.5) indica que la vorticidad se asocia con la
parte anti - simétrica de la matriz de velocidad de deformacién Vu. Por consiguiente, podria
resultar natural conjeturar una estimacion del tipo D(p(x,t), t)w(p(x,t),t) ~ w(p(x,t),t)?,
V(x,t) € R® x [0,00), componente a componente, lo cual conduciria hacia una ecuacién
diferencial ordinaria del siguiente estilo:

@ :
SO = (W2 >0

f(0) = fo,

con fy € R dado, la cual posee soluciones que explotan en un instante de tiempo finito. En
consecuencia, no es sencillo excluir, a priori, la posibilidad de que el campo de vorticidad
presente una singularidad en un tiempo finito, en algin punto espacial.

En esta seccién se daran a conocer los resultados formales que ligan el proceso de formacion
de singularidades con la acumulacion de la vorticidad en conjuntos cada vez mas pequenos,
siempre en el caso tridimensional. En concreto, se vera que, si una soluciéon es inicialmente
suave y pierde su regularidad en un instante posterior, entonces la maxima vorticidad aumenta
en forma no - acotada a medida que el tiempo critico se aproxima. En consecuencia, no hay
espacio para la formacién de otros tipos de singularidades (por ejemplo, discontinuidades
de salto o singularidades en el tensor de deformacién) antes de que la vorticidad sea no -
acotada; en definitiva, solamente la norma L de la vorticidad controla el quiebre de las
soluciones regulares de la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional. Nuevamente se
haré distincién entre los resultados, dependiendo si el fluido ocupa una regién acotada de R?
(la referencia es [33] en este caso), o bien fluye en todo R? (la referencia correspondiente es

[5])-

Teorema 4.3. Sea Q C R® un conjunto abierto, acotado y de frontera regular. Para s > 3
y un tiempo finito T > 0, sea u € C([0, T); H*(£;R?)) una solucion de la ecuacion de Euler
(1.4), que satisface la condicion de borde (1.7). Si T > 0 es el primer instante de tiempo en
el que u deja de pertenecer a la clase C([O,f]; H*(Q;R?)), entonces se tendrd que:

~

T
| @l dt = o,

y en particular, se tendrd que:

sup [|w(t)][ o< (o;rs) = o0
te(0,T)

Sin entrar en mayor detalle, corresponde senalar que el teorema (4.3) se demuestra por
contradiccion; inicialmente se asume que existe M > 0 tal que:

~

T
| @l dt = M < oo,

y el objetivo es después probar que u(f ) € H*(Q;R?). Este trabajo se lleva a cabo en cuatro
pasos, descritos brevemente a continuaciéon:
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1. Primero, se utiliza una funcién diferenciable cualquiera u : Q x [0,7] — R® y se obtiene
la siguiente estimacion para su energia:

T
log(Hu(., t)’ HS(Q;RS)) S log(||u0| HS(Q;RZS)) + C/{) ||Ll(-, t)HWl,oo(Q;RB) dt, (413)

para todo t € [0, f] y para cierto nimero C' > 0.

2. Se obtiene otra cota, esta vez del tipo eliptico, de la siguiente forma:
[u(, ) [lwre sy < C{log™ ([[ul, ) [[m=0ms)) + Dllw(, )| L= (me) + 1}, (4.14)

para todo t € [0, f] y para cierto nimero C' > 0.

3. Se aplica la desigualdad de Gronwall a una combinacién de las desigualdades (4.13) y
(4.14) para deducir que existe K > 0 tal que:

[u(-, 8[|z @ms) < K, Vt €[0,T].

4. Ocupando un clasico argumento de densidad, se llega a concluir que u(f) e H S(Q;RS),
siendo u € C([0, T]; H*(Q; R?)) la solucién descrita en el teorema (4.3).

Se pasa ahora a analizar la forma del teorema (4.3) cuando = R?.

Teorema 4.4. Sea u € C([0,T]; H*(R*R?)) N C*([0,T]); H* ' (R*R?)), con s > 3, una
solucion de la ecuacion de Euler (1.4), para un cierto tiempo finito T > 0. Si T >0 es el
primer instante de tiempo en el que u deja de pertenecer a la clase C([0,T]; H*(R*R?)) N
CH([0,T]; H*(R*R%)), entonces se tendrd que:

~

T
o)l de = oo,

y en particular, se tendrd que:

lim sup |w(t)]| oo msrs) = oo.
t T

Dado que el crecimiento no - acotado de la norma infinito del campo de vorticidad obliga a que
la solucion deje de pertenecer a una cierta familia de funciones regulares, es también natural
pensar que la solucién puede ser extendida (en el tiempo) dentro de aquella clase, siempre
y cuando se tenga un control especifico sobre la norma infinito del campo de vorticidad. En
efecto, como consecuencia inmediata del teorema (4.4) se obtiene lo siguiente:

Corolario 4.4.1. Para alguna solucion de la ecuacion de Euler (1.4), supongase que eziste
una constante My > 0 y un instante de tiempo T* > 0 tales que, en cualquier intervalo [0,T]

de existencia de la solucion en la clase C([0,T); H*(R* R*)) N C'([0,T]; H*~*(R* R?)), con
T <T* ys >3, lavorticidad satisface la siguiente desiqualdad:

T
/0 e ()| oo sy dt < Mo,
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Entonces, la solucion puede ser extendida en el tiempo, de modo que pertenezca a la clase
C([0,77); H*(R%; R%)) N C* ([0, T°); H~(R% RY)).

Para demostrar el teorema (4.4), los autores de [5] comienzan verificando que:

lim sup [|u(?) || gs(rs;r3) = 00, (4.15)
t /T

lo cual es relativamente sencillo si se trabaja por reduccién al absurdo. En efecto, si (4.15)
no se cumple, entonces existe Cy > 0 tal que:

a(t)]] s msrsy < Co, Vit € [O,f).

Haciendo uso del teorema de existencia local (4.2), es posible iniciar una solucién de la
ecuacién de Euler 3D en cualquier instante de tiempo t; € [0, f), con condicion inicial dada
por u(ty), y dicha solucién serd regular en el intervalo [t1,t; + To(Cp)], con To(Cp) > 0, que
puede ser elegido en forma independiente de ¢; y tal que T>T, 0(Co). Si se escoge un instante
ty tal que t; > T — Ty(Cp), entonces, gracias a la unicidad que entrega el teorema (4.2),
la solucién original habra sido extendida més alld del tiempo critico T', contradiciendo la
definicién o eleccién de T'. Habiendo probado (4.15), posteriormente los autores asumen que
existe M > 0 tal que:

T
/0 [[w (@) oo msrs) dt = M < oo,

con la intencion final de concluir que:
||u(t)||H5(R3;R3) < f, YVt € [O,f),

lo cual claramente contradice la afirmacién (4.15). Bajo este propdsito, los autores de [5]
utilizan, entre otras cosas, técnicas como la transformada de Fourier y la ley de Biot - Savart.
Claramente no es posible aplicar la transformada de Fourier cuando se trabaja con un campo
de velocidad definido en un dominio acotado de R?. Por su parte, la ley de Biot - Savart, como
ya se ha visto, permite obtener la expresion de un campo vectorial diferenciable v : R* — R?
a partir del conocimiento de su rotor, segtn la siguiente férmula:

1 X—y

v(x) = — x rot(v)(y) dy, Vx € R

i ) Tx—yP

Ciertamente, esta identidad deja de ser 1til en el caso del campo de velocidad de un fluido
que se mueve en un dominio acotado de R3. Este tipo de consideraciones permiten justificar
la metodologia empleada hasta ahora, en el sentido que se ha distinguido el problema de un
fluido contenido en una parte acotada de R? con respecto a la situacién que estd libre de tal
restriccion.

Si bien se ha puesto especial énfasis en el hecho de que basta controlar el maximo de la
vorticidad para poder monitorizar la regularidad de las soluciones de la ecuacion de Euler
tridimensional, es 1til e interesante disponer de algin resultado que dé cuenta del efecto
que provoca el quiebre de regularidad sobre el campo de velocidad. Intuitivamente, lo mas
natural seria postular que la formacién de singularidades, representada fisicamente mediante
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la aparicién de turbulencias en el fluido, provoque un crecimiento no - acotado de la energia
de la solucion. El siguiente teorema, cuya demostracién puede leerse en [10], seccién 3.2.3,
confirma esta intuicion:

Teorema 4.5. Considérese una condicion inicial ug € HW(R3;R3), con m > 3, que verifica
la condicion de incompresibilidad, y una viscosidad cinemdtica v > 0. Entonces, existe un
tiempo mdzximo de existencia T > 0 (el cual puede ser infinito o no) y una dnica solucion
u” € C([0,T*); H™(R*R*)) N C* ([0, T*); H™ *(R* R?)) de la ecuacion de Euler o de Navier
- Stokes. Es mas, si T < oo, entonces necesariamente tl_l)ITrpl* la” (-, ) || i (m3,r3) = 00.

En consecuencia, si se conjetura que un instante de tiempo 7™ es critico para la existencia de
una solucién regular u de la ecuacién de Euler tridimensional, el limite 111%1 la(-, t)[ m (rsrs)
t—T* ’

puede ser utilizado para descartar dicha suposicion.

Mas en general, es sumamente practico entregar diversas condiciones fisicas que sean
equivalentes a la acumulacién de vorticidad representada en los teoremas (4.3) y (4.4), puesto
que cada una de estas condiciones podria constituir un chequeo auto - consistente en cualquier
calculo numérico destinado a buscar posibles soluciones singulares de la ecuacion de Euler
3D. Con este objetivo en mente, considerese una linea de vorticidad parametrizada (en el
instante inicial ¢ = 0) mediante la funcién 7: [0, 1] — R®. En consecuencia, de acuerdo a la
identidad (2.15), existira otra funcién A : [0,1] — R\ {0} tal que:

lef(F(s),t) = A s)w(p(T(s),1t),t), Vse (0,1), Vt €[0,T).

Luego, la longitud de una secciéon de esta linea de vorticidad varia en el tiempo segin la
siguiente funcion:

t) i/IA(S)\Ilw(w(F(S)at),t)Hds, vt € [0,T7), (4.16)

con 0 < 59 < s1 < 1. En particular, se tendra que:

Li(t) = /I ()l IIW( (7(s),1), )l ds, VL €[0,T7). (4.17)

S0
Ahora bien, gracias a la igualdad (2.14), para cualquier x € R® y ¢ € [0, T*) se tendra que:

Dw

w(gp(x, t)v t) = E(SO()Q t)v t) = D(gp(x, t)> t)w(gp(x, t)’ t)' (418>

dt
En este punto conviene introducir los siguientes conceptos:

» la direccién de vorticidad, definida para x € R y ¢t > 0 como:

w(x,t)
£(x,t) = ¢ llwx, )

—

0 st w(x,t) =

si w(x,t) #0

=)
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» ¢l factor de estiramiento, definido para x € R y t > 0 como:

D(Xv Zf)f(X, t) ’ f(X, t) si £(X7 t) 7é
0 si €(x,1)

ol L

S(x,t) i{

Entonces, cuando w(yp(x,t),t) # 0, se puede establecer que:

Aol _ wlelxt)t) d
lletete .0l = (IR Salee ).
= 6(90()(7 t)> t) ’ ,D(SO(X7 t)’ t)w(gp(x, t)? t)

Il
“
5
”
~
— <+
~
— o+
£
S}
”
=
=

para todo x € R® y ¢t € [0, 7). Esta igualdad implica que:

oo, 0,8) | = o, Ol exp [ S, ) ds) . ¥ix, 1) € RS x 0.7

En definitiva, a medida que se aproxima el tiempo critico T* < oo, el largo infinitesimal de
las lineas de vorticidad se mantendra acotado siempre y cuando se verifique que:

T*
J USG5 ey ds < oo, (4.19)
0

cumpliéndose, en tal caso, la siguiente desigualdad: V(x,t) € R® x [0,T™),

lw(eo(x, 1), B[] < [lew(x, 0)]] exp (/ ISC 8l Lo @sm) ds) : (4.20)

La desigualdad (4.20) es el punto de partida del siguiente teorema, cuya demostracién com-
pleta puede hallarse en [10], seccién 5.1:

Teorema 4.6. (Condiciones fisicas equivalentes a la pérdida de regularidad en soluciones
de la ecuacion de Buler 3D). Considérese un fluido que se mueve en todo R*® de acuerdo a
un campo de velocidad diferenciable, el cual satisface la ecuacion de Euler 3D. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. El intervalo de tiempo [0,T*), con T* < oo, es el intervalo mazximal de existencia reqular
H5(R*R?), con s >3, de la solucién de la ecuacion de Euler 3D.

2. El campo de vorticidad se acumula tan rdpidamente en el tiempo de modo tal que:

¢
tl}l%l*/o llw($)]| Loo(s;rs) ds = oo.

3. La matriz de deformacion se acumula tan rapidamente en el tiempo de modo tal que:

t
t%/o 1D(5)]| o ) ds = 00
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4. El factor de estiramiento se acumula tan rdpidamente en el tiempo de modo tal que:

t
tl/l{l’]l%/() ||S(T>HL°°(R3;R) dT = 0.
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Capitulo 5

La busqueda de soluciones singulares
de la ecuacion de Euler tridimensional

El presente capitulo tiene por finalidad repasar algunos de los intentos que han sido
llevados a cabo con la intenciéon de responder la siguiente pregunta:

¢ Existen soluciones regulares (y con energia finita) de la ecuaciéon de Euler tridimen-
sional que desarrollen una singularidad en tiempo finito? Mas precisamente, ;existen
condiciones iniciales en el espacio de Sobolev H®, con s > 3, ya sea en todo el espacio
o en el caso periddico, que aseguren que el intervalo maximal de existencia [0,7™) de
una solucién suave de la ecuaciéon de Euler 3D es finito, vale decir, con T < co?

. J

El objetivo esencial del capitulo anterior era el de entregar una caracterizacién precisa del
intervalo maximal de existencia de una solucién suave de la ecuacién de Euler 3D en términos
de la acumulacién de vorticidad: [0, 7*), con T™ < oo, es el intervalo maximal de existencia
suave de una solucién regular de la ecuacién de Euler 3D (para una condicién inicial dada
que es regular y con energia finita) si y sélo si la vorticidad se acumula en forma tan rapida
que: t

tl/ir%l*/o llw(s)|| L ds = oco. (5.1)
En consecuencia, teniendo en cuenta la ecuacion de evolucion de la vorticidad (2.14), se ob-
serva que la busqueda de soluciones singulares de la ecuacion de Euler tridimensional requiere
de una comprension cuantitativa del fenémeno de crecimiento no - acotado de la vorticidad,
el cual se realiza a través de un proceso de amplificaciéon no - lineal. Como ya se anuncié en
el capitulo anterior, la pregunta destacada maés arriba encierra uno de los problemas irreso-
lutos més importantes de la mecanica de fluidos; en torno a él, la opinién de la comunidad
cientifica estd notablemente dividida, presentando argumentos elaborados en cada una de las
direcciones posibles.

Asimismo, la bisqueda de soluciones singulares de la ecuacién de Euler 3D también ocupa
un lugar especial en otras ramas de la ciencia. Desde el punto de vista de la fisica y la ingenie-
ria, la formacion de singularidades estd intimamente relacionada con el origen de turbulencias
en un flujo laminar (caracterizado por un elevado nimero de Reynolds), y ademads, podria
constituir un mecanismo de transferencia de energia a pequena escala. Mas precisamente, la
dinamica a rango inercial de un flujo turbulento, asi como el fenémeno de disipaciéon anémala
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en el limite inviscido, podrian estar gobernados por soluciones singulares de la ecuacién de
Euler 3D (para conocer mayores detalles sobre este tema, se recomienda consultar [31] y [27]).
Por su parte, desde la perspectiva del analisis numérico, el estudio de soluciones singulares
requiere de algoritmos bastante complejos, constituyendo un desafio para los expertos en
esta area. Naturalmente, la simulacién numérica es una estrategia primordial que permite
adquirir un conocimiento méas profundo sobre el problema de formacién de singularidades;
no obstante, dicha metodologia debe ser ejecutada con extrema cautela e intepretada con
mayor sutileza, puesto que un blow - up puede ocurrir en forma artificial como consecuencia
de una inestabilidad numérica (vale decir, no como resultado de las propiedades analiticas
de la solucién que se esta simulando). Equivalentemente, las técnicas que involucran la intro-
duccién de la viscosidad numérica® tienden a suavizar la solucién que es procesada durante la
simulacion, y por consiguiente, obstaculizan la deteccion de una singularidad fisica. Mas en
general, sin ambigiliedad se puede establecer que el crecimiento no - acotado de la vorticidad
es un fenémeno ubicuo en el estudio de la ecuacién de Euler tridimensional, el cual incluso se
manifiesta en soluciones exactas que son globalmente regulares. El siguiente ejemplo ilustra
claramente este hecho:

Ejemplo 5.1. (Flujo de chorro rotacional). En el contexto de la proposicion (2.1), témense
tres coeficientes «, 5, wy > 0 y definase la matriz constante D(t) = diag(—«, —f8, a + f3), para
todo t > 0, junto al vector wy = wol%. Luego, si se especifica el campo de vorticidad w(t),
para t > 0, como la solucién de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

dw
) = D(tw(t), >0,
LU(O) = _'0,

1
y se define el correspondiente campo de velocidad como u(x,t) = §w(t) x x + D(t)x, para

todo (x,t) € R® x [0,00), entonces se obtiene una solucién exacta de la ecuaciéon de Euler
en R? x (0,00). En este caso particular, los campos de vorticidad y velocidad vendran dados
por:

w(t) = woe @A

o) = — (a4 Lo 1+ (o ) 7+ (ot 9k

para todo (x,t) € R® x [0,00). En consecuencia, la norma del campo de vorticidad aumenta
en forma exponencial a medida que t * 0o, y sin embargo, la solucién es claramente regular
en todo el intervalo de tiempo [0, c0). En particular, el criterio de Beale - Kato - Majda (5.1)
no se satisface. [

En definitiva, ante la presencia de una solucién regular de la ecuacion de Euler 3D que
evoluciona en el tiempo de acuerdo a un proceso de amplificacion no - lineal de la vorticidad,
se debera decidir si se trata de un simple crecimiento acelerado de la vorticidad, o bien, si
el criterio (5.1) efectivamente se satisface (desarrollandose, en este caso, una singularidad en

Dichas técnicas agregan a la ecuacién de Euler 3D un término de la forma £Au, donde el pardmetro
€ > 0 (que posteriormente se hace tender a 0) juega el rol de la viscosidad cinématica presente en la ecuacién
de Navier - Stokes.

31



tiempo finito). A lo largo de este capitulo se describirdn algunos de los intentos que se han
llevado a cabo durante décadas para hallar potenciales soluciones singulares de la ecuacién de
Euler incompresible y tridimensional. Dentro de esta revision histérica se nombraran algunos
modelos unidimensionales de la ecuacion de Euler 3D que han sido propuestos para demostrar
que, al menos en esa situacién simplificada, existen soluciones regulares que desarrollan, en
tiempo finito, singularidades.

5.1. Eventos destacados en la biisqueda de potenciales
soluciones singulares

Histéricamente, el primer candidato propuesto como una posible solucién singular de la
ecuacion de Euler tridimensional (o bien, de la ecuacién de Navier - Stokes 3D) fue el vértice
de Taylor - Green. En la clasica obra [41] del ano 1937, G. L. Taylor y A. E. Green presentaron
un prototipo del proceso fundamental que controla la estructura, evoluciéon y energia de un
flujo turbulento, tanto en el caso viscoso como en el inviscido. Segin se indica en [11], la
simetria y la relativa simplicidad del flujo descrito por el vortice de Taylor - Green, asi como
su facil adaptabilidad a diversos métodos numéricos, han permitido que dicho flujo fuera
utilizado en el pasado para estudiar otros temas relevantes en mecanica de fluidos, tales
como:

» amplificacién de la vorticidad a través del alargamiento de las lineas de vorticidad (revisar
[41]).

= isotropia de las turbulencias a pequena escala (revisar [63]).
» disipacién energética en presencia de un elevado nimero de Reynolds (revisar [63]).

Mas precisamente, el vortice de Taylor - Green es aquel flujo incompresible y tridimensio-
nal que se desarrolla a partir de la condicién inicial ug(x) = (ul(x), ud(x), u3(x)), con x € R?,
dada por:

ul(z,y, 2) = sin(z) cos(y) cos(2)
N, y,2) = — cos(x) sin(y) cos(z) (5.2)
ug(x, Y, Z) =0,

u

para todo (7, y, z) € R®. En tal caso, el campo de vorticidad inicial wy(x) = (w(x), w9 (x), ws (X)),
con x € R3, sera:

Wi (z,y,2) = — sin(x) cos(y) sin(2)
w(x,y, 2) = — cos(x) sin(y) sin(z) (5.3)
w§(x,y,z) = —2cos(x) cos(y) cos(z), V(x,y,z) € R®.
Los autores de [41] analizaron la evolucion de este vortice (en el contexto de la ecuacion
de Navier - Stokes tridimensional, considerando un nimero de Reynolds R > 0) en base al
desarrollo de la solucién como una serie de potencias en el tiempo ¢ > 0. Mas precisamente,

Taylor y Green quisieron calcular la tasa promedio de disipacion energética en este fluido
viscoso (algunas veces denominada enstrofia), entendida como:

Qt) = (lw@®)?), vt>o0, (5.4)
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donde el paréntesis { ) denota el promedio de la cantidad ||w(x,t)||* calculado sobre un
determinado cubo de periodicidad, para un instante de tiempo fijo ¢ > 0. Tal cual se explica
en [63], la relevancia fisica de €(t) es que, ante la presencia de condiciones de borde periédicas,
Q(t) se relaciona con la tasa de decaimiento de la energfa cinética a través de la siguiente

identidad: 1
— 5 ImOIP) = 2(), vi>o. (5:5)

En esta busqueda, Taylor y Green lograron desarrollar la serie temporal hasta los términos
de cuarto grado, hallando que: Vt > 0,

Q(zt)—§ 1—6t+(5+18>t2—<5+36)t?’+ 0, 1835 BN
4 R \48 R 3 R R \9964 9,16R2 R* '

Segun se indica en [63], la serie es divergente en algunos casos, como cuando t > 3 y el
numero de Reynolds R es lo suficientemente grande (vale decir, en el limite inviscido). Sin
embargo, el hecho de que su expansion haya sido realizada solo hasta el cuarto grado impide
extraer conclusiones relevantes sobre la formacion de singularidades.

Muchos anos después, en 1980, los autores de [36] se dedicaron a resolver la ecuacién
de Euler 3D, con condicién inicial dada por el vortice de Taylor - Green (5.2), mediante
la representacién de las soluciones en series de Fourier. Mas precisamente, si u(x,t), con
(x,t) € R?® x [0,00), es el campo de velocidad que evoluciona a partir de la condicién inicial
(5.2) de acuerdo a la ecuacion de Euler 3D, el autor de [63] demostré que dicho campo de
velocidad admite la siguiente representacion en serie de Fourier:

(z,y,2,t) = > D> uy(m,n,p,t)sin(mz) cos(ny) cos(pz)
m=0n=0 p=0
ug(,y, 2,t) = Z Z Zuy(m,n,p, t) cos(mz) sin(ny) cos(pz) (5.6)
m=0n=0 p=0
us(@,y,2,t) = Y Y Y u.(m,n,p,t) cos(mz) cos(ny) sin(pz),

m=0n=0 p=0

para todo (x,t) € R* x [0,00), en donde el vector (u,(m,n,p,t),u,(m,n,p,t),u.(m,n,p,t))
es nulo a menos que los nimeros enteros m, n, p sean todos pares, o bien todos impares. Con
esta informaciéon en mano, los autores de [36] analizaron las series temporales de la enstrofia
generalizada, definida como la raiz cuadratica media de la derivada espacial de orden ¢ € N
del campo de velocidad:

5 3 IEPu(E ) = ZA e, 0, (5.7)

keZ3

y en este caso, los coeficientes AgQ”) € R, con n € N, se obtienen a partir de la representacion
(5.6) y del célculo de derivadas temporales del campo de velocidad. Los autores de [36]
expandieron la serie temporal (5.7) hasta el orden t**, para ¢ € {1,2,3,4}. Finalmente,
haciendo uso de aproximaciones de Padé en el caso ¢ = 1, sus calculos sugirieron la posibilidad
de una singularidad en ¢ ~ 5.2, y revelaron el desarrollo de una complicada estructura
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d
analitica asociada a la cantidad —— log(£2:(t)). En particular, dichos clculos mostraron que

el radio de convergencia de la serie para () queda determinado por una singularidad
detectada en el instante imaginario en t* ~ —5, dado que se observa lo siguiente:

A§2n+2)

—5, paran — o0.

En consecuencia, fue necesario realizar una continuacién analitica de la solucién u(z,t), con
(z,t) € C* x C, para decidir si dicha singularidad en tiempo complejo podria trasladarse has-
ta convertirse en una singularidad a tiempo real. En este aspecto particular, el trabajo [36]
no es muy concluyente, pues indica que probables errores de aproximaciéon numérica podrian
haber conducido hacia la deteccion de esta singularidad en tiempo complejo.

La obra [36] constituye una de las primeras simulaciones numéricas de la ecuacién de Euler
tridimensional en las que fue necesario considerar la existencia de singularidades complejas en
las soluciones de dicha ecuacién. Como es de esperar, dicha cuestién surge cuando se intenta
buscar una solucion de la ecuacion de Euler d - dimensional que pueda ser extendida hacia el
dominio complejo, cuando la condicion inicial es una funcion real y analitica. Por lo general,
dicho problema es enfrentado asumiendo condiciones de borde periddicas, y asi, el espacio de
configuracion sera C? = T¢ + iR?, siendo T? el toro 27 - periédico d - dimensional. En tal
caso, la continuacién analitica de la solucion de la ecuacién de Euler se denota por u(z,t), con
(z,t) € C? x [0,00). Obsérvese que la variable temporal no es trasladada al plano complejo, a
diferencia de lo realizado en [36]. Segin se indica en [6], los primeros resultados concernientes
a la existencia de soluciones analiticas de la ecuacion de Euler fueron publicados en la década
de 1970, y pueden ser resumidos de la siguiente forma:

Ante la presencia de una condicion inicial analitica y de condiciones de borde periddicas,
la solucion de la ecuacion de Euler 2D se mantiene analitica en todo tiempo posterior
(la referencia original es [3]), mientras que la solucién de la ecuaciéon de Euler 3D se
mantiene analitica al menos en un intervalo finito de tiempo (las referencias originales

son [2] y [8]).

\

Ahora bien, en el caso tridimensional, la conexion entre las singularidades complejas y reales
(vale decir, fisicas) se ejecuta a través del concepto de banda de analiticidad. Para un ins-
tante de tiempo ¢t > 0, se denota por d(t) > 0 al ancho de la banda de analiticidad de la
solucién extendida u(z,t), esto es, a la distancia existente entre el dominio real y la mas
cercana de las singularidades complejas que posea la solucion extendida al instante ¢. Luego,
si existe un instante de tiempo critico t* > 0 tal que 6(¢t*) = 0, entonces la solucién pre-
sentard una singularidad real en t*, y en cierto sentido, la singularidad compleja se habra
trasladado hasta convertirse en una singularidad real. En consecuencia, la monitorizacion del
ancho de banda J(t) representa una estrategia 1til a la hora de entregar evidencia a favor o en
contra de la existencia de un posible blow - up en una simulacién de la ecuacién de Euler 3D.

2En este contexto, es interesante destacar el siguiente resultado reportado en [6]: si existe un blow - up
que se desarrolla en tiempo finito, esto es, si existe un instante critico t* > 0 tal que §(¢*) = 0, entonces la
contraccién del ancho de banda §(t) debe llevarse a cabo en forma continua.
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Si se desea obtener mayor informacion sobre la versiéon analitica de la ecuacion de Euler,
asi como sobre la naturaleza de las posibles singularidades complejas asociadas a sus solucio-
nes, se recomienda igualmente consultar la obra [6].

Ahora bien, claramente los resultados reportados en [36] no constituyen una demostracion
rigurosa del surgimiento de singularidades en soluciones de la ecuacién de Euler 3D, aunque
ellos si deben ser considerados entre los primeros datos cuantitativos que hayan sugerido la
existencia de tales singularidades. Atn asi, en 1983 y por primera vez en la historia®, los
autores de [11] utilizaron métodos espectrales para estudiar la evolucién de una solucién nu-
mérica de la ecuacion de Euler 3D, con condicién inicial dada por el vortice de Taylor - Green.
Segun lo comentado en [40] (seccion 6), dado que la condicién inicial definida por el vortice
de Taylor - Green es un producto de funciones trigonométricas, los métodos espectrales se
adaptan en forma particularmente sencilla y precisa. Ademas, el rastreo de singularidades
complejas puede ejecutarse en forma relativamente simple si se dispone de una buena reso-
lucién espacial que permita capturar los términos exponenciales presentes en la expresion
de la transformada de Fourier. Los autores de [11] analizaron la evolucién temporal de un
promedio en banda del espectro de energia del campo de velocidad (5.6), o sea, la evolucién
de la siguiente cantidad:

E(k,t)iQL S lalk )2, Yk t) € [0,00), (5.8)

keC(k)

donde @ : R? x [0, 00) — C? denota la transformada de Fourier del campo de velocidad (5.6)
(calculada componente a componente sobre las variables espaciales) y, dados un nimero de
onda k£ > 0 y un ancho de banda As > 0, la suma se ejecuta sobre el siguiente conjunto:

C(@i{/;‘en@|k—A28g|\/€||gk+A;}.

Segin se demuestra en [35], el espectro de energia presenta un comportamiento asintdtico
cuando £ —> o0, el cual lo relaciona con el ancho de la banda de analiticidad mediante la
siguiente expresion:

E(k,t) oc e POk vt >0,

relacion que es efectivamente observada por los autores de [11], quienes, ademés, reportaron
que el ancho de banda de analiticidad §(t) decrecia en forma exponencial en el tiempo. Estas
simulaciones se llevaron a cabo usando 256° modos de Fourier, y algunos gréaficos relevantes
se muestran en la figura (5.1). Este comportamiento fue monitorizado durante una ventana
de tiempo en la que la cantidad §(¢) disminuia su valor en un factor de 10 (vale decir, en
el sentido de la escala logaritmica, una década), sugiriendo, por primera vez, evidencia de
que el vortice de Taylor - Green podria no conducir hacia una explosion en tiempo finito.
Algunos anos después, los autores de [12] extendieron las simulaciones realizadas en [11],
pasando de 256° a 864° modos de Fourier, corroborando el decaimiento exponencial de la
cantidad d(t). En esta linea, los autores de [12] también detectaron que la norma infinito del
campo de vorticidad amplificaba en sélo cuatro veces su valor inicial, a pesar del desarrollo de

3No obstante, los autores de [11] indican que el analisis del ancho de banda de analiticidad ya habfa sido
empleado para estudiar la existencia de singularidades reales en un problema de magnetohidrodindmica en
dos dimensiones.
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una intrincada estructura asociada a la solucién en evolucion, tal cual habia sido observado
anteriormente en [36].

(b)

300 20 40 60 80 0 1 2 3 )
k t

Figura 5.1: Simulacién espectral del vortice de Taylor - Green usando 256 modos de Fourier,
con As = 1 (extraida de [11]). (a) Variacién del espectro de energia segtin el nimero de onda
k > 0, en coordenadas lin - log, para distintos instantes de tiempo equiespaciados (la curva
en el extremo inferior corresponde a t = 0.5, y la curva en el extremo superior a ¢t = 3.5).
(b) Variacién en el tiempo del ancho de banda de analiticidad en coordenadas lin - log; los
circulos y cruces corresponden a 256° y 128* modos de Fourier, respectivamente.

Recuérdese que la enstrofia €2 representa la tasa promedio de disipacion energética en
el fluido, segin se explicé en (5.4) y (5.5). Entonces, ja qué se puede atribuir el hecho de
que, por una parte, el flujo desarrolle una compleja estructura asociada a la enstrofia §2;, y
en forma simultanea, su campo de vorticidad apenas se amplifique? Una posible respuesta
puede ser hallada en [12] (seccién 4), donde los autores analizan el fenémeno de formacion de
capas de vorticidad. En sus propias palabras, el decaimiento exponencial del ancho de banda
de analiticidad tiene una contraparte fisica caracterizada por la generacién de estrucutras a
pequena escala, llamadas capas de vorticidad, en las cuales se observan elevados valores de la
vorticidad. La formaciéon de dichas estructuras, cuyo espesor o didmetro disminuye conforme
avanza el tiempo, ha sido detectada tanto en el vortice de Taylor - Green como en flujos
periddicos mas generales. Una visualizacién de dichas capas de vorticidad se muestra en la
figura (5.2) (extraida de [12]).

En este mismo contexto, es importante destacar el comentario realizado por los autores
de [36] al comienzo de su obra, el cual aclara que la generacién de estructuras complicadas
en un flujo que resuelve la ecuacion de Euler 3D no siempre conlleva hacia un crecimiento
no - acotado de su campo de vorticidad. Mas precisamente, se explica que “la restriccion
del flujo a un espacio bidimensional impide el estiramiento de las lineas de vorticidad, de
donde se obtiene la regularidad global [en el tiempo] de las soluciones. Sin embargo, en
tres dimensiones, las lineas de vorticidad pueden torcerse, enredarse, doblarse y estirarse. Es
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concebible que el campo de velocidad del flujo permanezca acotado y que, atn asi, después
de un intervalo finito de tiempo, aparezca espontdneamente una singularidad en el interior
del fluido. Los segmentos de las lineas de vorticidad pueden desarrollar una longitud infinita
al ser notablemente serpenteadas y torcidas, pero sin que los extremos de dicho segmento
estén necesariamente separados por una distancia infinita. Estas propiedades de los flujos
inviscidos ya han sido motivo de especulacion en el pasado”.

Figura 5.2: Visualizacién, en el espacio fisico, de las capas de vorticidad (regiones caracte-
rizadas por altos valores de vorticidad) para el vortice de Taylor - Green en los siguientes
instantes: (a) t = 3, (b) t = 3.25, (¢) t = 3.5y (d) t = 4. Obsérvese como el espesor de la
capa disminuye en el tiempo.

Hasta ahora se han descrito, con relativa profundidad, ciertos experimentos numeéricos
que tenian por objetivo hallar soluciones de la ecuaciéon de Euler 3D que presentaran una
singularidad en un instante de tiempo finito, cuando la condicién inicial venia dada por el
vortice de Taylor - Green. Segtin lo comentado, dichos intentos comenzaron en el ano 1937,
pero recién en 1983 se pudo reportar cierta evidencia numérica que sugeria descartar al
vortice de Taylor - Green como condiciéon inicial apta para producir soluciones singulares
de la ecuacién de Fuler 3D. La prolongada vigencia del vértice de Taylor - Green ilustra
perfectamente, entre otras cosas, las siguientes consideraciones:

» la forma en la que ciertos criterios mateméaticos (como aquellos presentados en el teorema
(4.6)) pueden restringir la interpretacion de potenciales soluciones singulares de la ecuacion
de Euler 3D que son obtenidas a través de métodos numéricos.

= la manera en que el desarrollo de nuevo software computacional (que ha permitido realizar
célculos numéricos mas precisos), asi como el perfeccionamiento de los algoritmos numé-
ricos involucrados, han enriquecido la discusion sobre la busqueda de posibles soluciones
singulares de la ecuacién de Euler 3D.

Naturalmente, a lo largo de los anos, han sido innumerables las simulaciones numéricas
que se han ejecutado con tal de hallar singularidades en soluciones de la ecuacién de Euler
3D. No es posible nombrar ni describir cada uno de estos experimentos, y es por eso que en el
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siguiente cuadro se resumen algunos de los eventos mas connotados en esta busqueda (para
una lista mas detallada se recomienda consultar [38], seccién 3.2):

Autores, ano | Método empleado Condicién inicial Singularidad
y referencia
A. J. Chorin, | Métodos vorticiales que simulan | Vértice perturbado Si
1982, [24] las trayectorias del fluido
E. D. Siggia, | Método de filamento vorticial Filamento vorticial cuyo parame- | Si
1984, [71] tro del tamano del niicleo es va-
riable

J. B. Bell y | Método de proyecciéon en una | Tubo de vorticidad perturbado Si; amplificacién
D. L. Marcus, | malla de 128% puntos de la vorticidad
1992, [7] en un factor 6
R. M. Kerr, | Método pseudo - espectral Par de vortices anti - paralelos Si; amplificacién
1993, [49] de la vorticidad

en un factor 18
P. Orlandi y | Hibrido entre un método de dife- | Dipolos de Lamb ortogonales Si
G. Carnevale, | rencias finitas y uno de volime-
2007, [15] nes finitos

Cuadro 5.1: Hitos en la btsqueda de soluciones singulares de la ecuaciéon de Euler 3D.

En el proximo capitulo se destacaran algunos intentos por hallar soluciones singulares de
la ecuacion de Euler 3D mediante el uso de flujos axisimétricos.

5.2. Modelos unidimensionales para la ecuacién de vor-

ticidad tridimensional

En el capitulo anterior se dio a conocer una formulacién de la ecuacion de Euler tridimen-
sional para flujos axisimétricos, la cual se expresaba en términos del campo de vorticidad y
de la funciéon de corriente. Tal cual se indicé, existe una formulacion equivalente en el caso
de un fluido incompresible cualquiera, pero esta construccion es notablemente mas compleja.
No obstante, para satisfacer los propdsitos de esta seccion, bastara con enunciar el resultado
principal que describe aquella formulacion general vorticidad - corriente de la ecuacion de
Euler 3D, cuya demostracién puede ser leida en [10], seccién 2.4.4:

Proposiciéon 5.1. (Formulacion en forma vorticidad - corriente de la ecuacién de FEuler
en R? x [0,00)). Considérese un flujo tridimensional definido en todo R* x [0,00), cuyos
campos de velocidad y vorticidad decaen lo suficientemente rdpido cuando ||(z,y,2)| — oo.
Entonces, la ecuacion de Buler incompresible (1.4) (con Q = R®) es equivalente a la siguiente
formulacion en términos de la vorticidad y funcion de corriente:

Dw v

—_— =W - u

Dt en R x (0, 00), (5.9)
w|t:0 = Wo

donde wy : R* — R? es una funcion conocida. El campo de velocidad se obtiene a partir de
la vorticidad mediante la siguiente ley de Biot - Savart:
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1 X—y

u(x,t) = — w(y,t)dy, V(x,t) € R x[0,00). (5.10)

— [ ————— X
i ) Tx— P

Por su parte, la matriz jacobiana del campo de velocidad puede ser calculada a partir de la
vorticidad, mediante la siguiente formula (la integral debe ser interpretada como un valor
principal de Cauchy):

Tuwly,t)xh 3 [x-y) xwly)x-y)
dr |x—yl* 4= Ix = yll°

Vu(x, t)h = —(PV) / {

R3

1
h} dy + gw(x,t) x h.

para todo (x,t) € R* x [0,00) y h € R>.

Ahora bien, es posible demostrar (y la referencia nuevamente es [10], seccion 2.4.4) que
la ley de Biot - Savart (5.10) puede ser derivada con la finalidad de expresar la matriz de
deformacion D, ya definida en (2.2), a través del siguiente operador integral singular:

D(x,t) = (PV) / P(x — y)uly, )dy, (5.11)

para todo (x,t) € R® x [0,00), en donde se ha definido el kernel:

3 (x X h)xT +x(x x h)T
8 BSIK ’

P(x)h = — (5.12)

para todo x € R* y h € R®. Por ende, teniendo en consideraciéon la igualdad (2.14), es
posible obtener una ecuacion integro - diferencial para el campo de vorticidad que también
serd equivalente a la ecuacion de Euler 3D:

Dw D

— =Dw

Dt en R?® x (0, 00), (5.13)
w|t:0 = Wo

donde wy : R* — R3 es una funcién conocida. Esta nueva formulacién alternativa de la
ecuacién de Euler 3D constituye el punto de partida de la obra [28], del afo 1985, en la
que los autores desarrollan uno de los primeros modelos matematicos unidimensionales (en
las variables espaciales) para la ecuacién de vorticidad tridimensional (5.13). A pesar de
su simplicidad, dicho modelo unidimensional retiene muchas de las principales propiedades
estructurales de la ecuaciéon de vorticidad 3D, a la vez que sus soluciones exhiben algunos
de los fendmenos ya observados en las diversas simulaciones numéricas destinadas a hallar
soluciones singulares de la ecuacién de Euler 3D. Una de las grandes ventajas de este modelo
simplificado se aprecia en el hecho de que puede ser integrado en forma exacta, lo que permite
obtener explicitamente aquellas soluciones que pierden su regularidad en un instante finito de
tiempo. Considerando las profundas consecuencias de este acontecimiento, principalmente en
relacion a la pregunta destacada al comienzo del capitulo, estos calculos seran completamente
realizados en el presente trabajo.

Segin se observa en (5.11), la transformacién que relaciona la matriz de deformacion D
con el campo de vorticidad w es un operador integral, singular y lineal que conmuta con la
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traslacion. Mas precisamente, dicho operador se define mediante la convolucién entre w y un
kernel (a saber, la funcién P en (5.12)) que es homogéneo de grado —3, y cuyo promedio sobre
la esfera unitaria es igual a cero. En una dimension espacial existe un tnico operador que
verifica estas propiedades: la transformada de Hilbert. Tal cual se presenta en el apéndice
(A), donde se define adecuadamente esta herramienta matemadtica y se dan a conocer sus
propiedades mas importantes, la transformada de Hilbert de una cierta funcién integrable
f : R — C corresponde a la funcién H(f) : R — C, definida c.t.p. mediante la siguiente
expresion:

G
r—t

—00

H(f)(x) = ~(PV)

para todo x € R tal que el limite exista, pues la integral es en el sentido del valor principal
de Cauchy. El término cuadratico H(w)w es el andlogo escalar unidimensional del factor
de dilataciéon vorticial D(w)w que se aprecia en (5.13). En base a esto, y reemplazando
la derivada material D/Dt por la derivada parcial 9/0t, los autores de [28] obtuvieron la
siguiente ecuacion que modela la evolucién temporal de la vorticidad:

ow
at T HWW R (0,00), (5.14)
w|t:0 = Wo

donde wy : R — R es una funcién conocida. De acuerdo a la proposicién (5.1), el campo
de velocidad se determina a partir de la vorticidad segun la ley de Biot - Savart (5.10), en
donde se realiza una convolucion entre la vorticidad y el siguiente kernel:

N 1 xxh
A x®

K3(x)h V x,h € R’
el cual es homogéneo de grado —2. Para el modelo en cuestion, los autores de [28] consideraron

que el andlogo unidimensional de esta ley de Biot - Savart debia corresponder a la siguiente

expresion:
T

ulz,t) = /w(y,t) dy, (z,t) € R x [0,00), (5.15)

— 00

si bien, como se vera mas adelante, la ley de Biot - Savart unidimensional puede ser definida
de otras maneras.

Ahora bien, aplicando los teoremas (A.2) y (A.3), se deduce inmediatamente que la trans-
formada de Hilbert es un operador anti - simétrico en LP(R;C), con p > 1:

[e.o]

[ H(P)@)f (@) dw =0, Vf e L(R;C)

—00

Por ende, luego de integrar la igualdad (5.14) con respecto a y € R, se deduce que todas las
soluciones w : R x [0, 00) — R de (5.14) que decaen rapidamente cuando |y| — oo satisfacen
lo siguiente:

d
= dy =0, Yt>D0.
(ﬁ!ww,)y : >

40



En particular, si la condicién inicial wy corresponde a la derivada de una funcién que se anula
en el limite |z| — oo, las soluciones regulares de (5.14) verificaran lo siguiente:

/w(x,t) dex =0, Vt>D0.
R

Antes de presentar y demostrar el teorema principal de esta seccion, es importante recordar
que muchas investigaciones sobre la ecuacién de Euler 3D se concentran en flujos periddicos,
y en consecuencia, el modelo (5.14) debe ajustarse a esas exigencias. En este caso, se asume
que la condicion inicial wy : R — R sera una funcion 27 - periddica, con 7 > 0, mientras que
la herramienta a utilizar en la ecuacion (5.14) sera la transformada de Hilbert de funciones
periddicas, definida en el apéndice (A). Para un punto zy € R fijo, la correspondiente ley de
Biot - Savart se expresara asi:

(e, t) = /w(y,t) dy, Y(z,t) € R x [0,00), (5.16)

z0
siempre y cuando el promedio periédico de la condicién inicial sea nulo, vale decir:

xo+2T1

wo(y) dy = 0.

o

5.2.1. Integracion del modelo unidimensional y quiebre explicito
de la regularidad de sus soluciones

Segin se indica en [28], la ecuacién diferencial (5.14) constituye un problema bien pro-
puesto en muchos espacios de funciones clasicos, como es el caso de H'*(R;R). En particular,
es posible aplicar los resultados clasicos de existencia y unicidad de soluciones para ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no - lineales del tipo Lipschitz en espacios de Banach, debido a
que se verifican los siguientes hechos:

- el espacio H'(R;R) es un algebra de Banach de funciones continuas.
- la transformada de Hilbert es un operador lineal continuo de H*(R;R) sobre si mismo.

De hecho, es posible entregar la forma explicita que debe tener la tinica solucién de (5.14),
como lo expresa el siguiente teorema:

Teorema 5.1. Considérese una condicion inicial wy : R — R que decae lo suficientemente
rdapido cuando |z| — oo (por ejemplo, wy € H*(R;R)). Luego, la tinica solucién del modelo
unidimensional (5.14) para la evolucion de la vorticidad adopta la siguiente expresion:

4wy ()

) = B a0 @) T o @)

V(z,t) € R x [0, 00). (5.17)

Demostracién. En base a los comentarios anteriores, dada una condicién inicial wy € H'(R; R),
se trabajard sabiendo que el problema (5.14) posee una tnica solucién w(-,t) € H'(R;R),
para todo t > 0. Por otra parte, la presente demostracion considerara tinicamente la trans-
formada de Hilbert en el eje real, puesto que los célculos y resultados son exactamente los
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mismos cuando se plantea la ecuacién (5.14) en el caso periddico.

Segun se demuestra en [57], el teorema (A.4) sigue siendo valido cuando los coeficientes
p,q € (1,00) son tales que p~' + ¢~' < 1. Por ende, dada una funcién f € L*(R;R), se sabe
que su transformada de Hilbert H(f) también pertenecerd a L*(R;R), y ademds, se tendra
la siguiente igualdad c.t.p. en R:

H{fH(f)+ fH(f)} = H(f)* - f*

1

= H{fH())} = S[H(])* - )

Para cada t > 0, la funcién w(-,t) : R — R serd, en particular, un elemento de L*(R;R).
Por ende, es posible aplicar la transformada de Hilbert a la ecuacién (5.14) y obtener, en
base a la identidad recién construida, lo siguiente (la igualdad serd para todo x € R c.t.p.):

0 1 2 2
aH(w)(x,t) = g[H(w)(w,t) —w(x, t)?], ¥Y(x,t) € R x (0,00). (5.18)

Introduciendo la funcién z : R x [0,00) — C, definida x - c.t.p. como:
z(x,t) = H(w)(z,t) +iw(x,t), ¥Y(x,t) € R x[0,00),

se puede demostrar facilmente (en base las identidades (5.14) y (5.18)) que la funcién z
satisface la siguiente ecuacién diferencial:

0z 1 9
a('rat) - §Z($,t) ) V(I‘,t) € R x (07OO>7

cuya solucién explicita es (con x € R c.t.p.):

2(a,t) = % (5.19)

para todo (z,t) € R x [0,00) tales que tz(z,0) # 2. Finalmente, tomando la parte real e
imaginaria de la solucién (5.19), se deduce que:

w(x,t) = Aco()
’ [2 — tH (wp)(2)])? + [two(x)]?
Hw)(a, 1) = 2L@0)@)2 = tH (o) (@)] = 2two(w)

2 — tH(wo)(@)]? + [two(z)]*
para todo € R c.t.p. y t > 0 tales que [2 — tH (wp)(z)]? + [two(x)]? > 0. Esto concluye la

demostracion. N

El siguiente corolario se obtiene como consecuencia inmediata del teorema (5.1):

Corolario 5.1.1. (Quiebre de reqularidad en soluciones suaves del modelo unidimensional
para la evolucion de la vorticidad). La solucion regular (5.17) del modelo unidimensional
(5.14) explota en un instante finito de tiempo si y sélo si el siguiente conjunto es no - vacio:

Z={zeR|wy(x)=0, H(wo)(z)>0}.
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En tal caso, dado x € Z, si se definen M = sup{H(wp)+(z) | wo(x) = 0} y T = 2/M,
entonces se tendrd que:

lim |w(zx,t)] = oc.

t AT

Con respecto al corolario (5.1.1), nétese que la definicién del instante de explosién T' esta

asociada a los puntos zy € R tales que H(wy)(zo) > 0. Esta observacién es claramente remi-
niscente de una propiedad conocida de la ecuacion de vorticidad tridimensional: la vorticidad
aumenta (o disminuye) cuando w es paralelo a algtin vector propio asociado a un valor pro-
pio positivo (negativo) de la matriz D. Ahora bien, con la finalidad de ilustrar el quiebre de
regularidad descrito en el corolario (5.1.1), considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.2. Supéngase que wy(x) = cos(x), Vo € [—7, 7], de modo tal que su transformada
de Hilbert serd H(wp)(z) = sin(z), Vo € [—m,n|. En tal caso, la solucién del modelo (5.14)
viene dada por:

(z.2t) cos(x)
w(z,2t) =
’ 1+ 2 — 2tsin(z)’

para todo = € [—m, 7] y t > 0 tales que 1+¢* —2tsin(x) > 0 (notar que 14> —2tsin(x) > 0,
para todo (x,t) € R x [0,00)). Por su parte, la velocidad escalar puede ser recuperada a
partir de la ley de Biot - Savart (5.16), con xy = 0:

i 1
u(x,2t) = /w(y, 2t) dy = % log(1 + t* — 2tsin(z)),
0

para todo x € [—m, 7] y t > 0 tales que 1 + t* — 2tsin(x) > 0.

Figura 5.3: Grafico de la funcién |w(z,2t)| en una vecindad del punto (z,2t) = (;T, 2), en
torno al cual se desarrolla la singularidad.

En este ejemplo especifico, la solucién pierde su regularidad en el instante critico T' = 2;
en torno al punto r = 7/2, y a medida que t A T, la vorticidad w(zx,t) desarrolla una

singularidad no - integrable que es comparable al crecimiento de la funcion (observar

x—m/2
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la figura (5.3)). Tal cual se explica en [28], existen dos aspectos interesantes en este quiebre
de la regularidad:

(a) Para cualquier p € [1,00) se tiene que:
lim / lw(z, t)|P de = oo.
LT

(b) Dado p € [1,00), existe una constante finita M, > 0 tal que:

/yu<x,t)\pdx < M, Vtel0,T).

—Tr

En particular, cuando p = 2, se observa que la energia cinética de la soluciéon se mantiene
uniformemente acotada a medida que el tiempo t se aproxima al instante critico 1". [J

De hecho, el comportamiento asintético observado en el ejemplo anterior es caracteristico
de todas las soluciones del modelo unidimensional propuesto por los autores de [28], tal cual
se enuncia a continuacién (la demostracion consiste en trabajar directamente con la forma
explicita de la solucién en (5.17), aunque el calculo es bastante tedioso):

Corolario 5.1.2. Dada una condicion inicial wy : R —> R para el modelo unidimensional
(5.14), supongase que los puntos xo € R que definen al instante critico T > 0, y tales que

wo(wo) = 0, son raices simples de wy. Entonces, la vorticidad y velocidad correspondientes a
la solucion presentardn las siguientes propiedades:

(a) Para cualquier p € [1,00) se tendrd que:
lim / lw(z, t)|P de = oo.
t T

(b) Dado p € [1,00), existird una constante finita M, > 0 tal que:

/yu<x,t)\wx <M, Vtel0,T).

—T

En capitulos anteriores se ha indicado que, tanto en el caso bidimensional como en el
tridimensional, las soluciones de la ecuaciéon de Euler conservan la energia cinética, vale
decir:

d 2
(Vt > 0) dtR/sHu(x,t)H dx = 0.

Sin embargo, tal cual se indica en [28], no todas las soluciones del modelo unidimensional
(5.14) satisfacen dicho principio de conservacién de la energia.
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5.2.2. Falencias del modelo unidimensional de Constantin - Lax -
Majda y nuevas propuestas

Hasta ahora se han destacado las principales propiedades y fortalezas del modelo uni-
dimensional (5.14), propuesto por los autores de [28] para describir aproximadamente la
evolucion temporal del campo de vorticidad en el contexto de la ecuacién de Euler 3D. No
obstante, es igualmente necesario examinar algunas de las falencias presentes en dicho mo-
delo, asi como las numerosas correciones y modificaciones que han sido sugeridas a lo largo
de los afos con la intenciéon de presentar un modelo unidimensional que refleje, en forma
simplificada y adecuada, la dindmica de la ecuacién de vorticidad tridimensional.

En el ano 1986, S. Schochet utiliz6 el modelo unidimensional planteado por los autores
de [28] para reproducir la evolucién temporal del campo de vorticidad en el &mbito de la
ecuacién de Navier - Stokes 3D. Mas precisamente, en la obra [69], S. Schochet complet6 el
modelo ya existente, analizando la siguiente ecuacién diferencial:

aiw — ( ) + 627('0
ot~ WY T en Rx (0, 00), (5.20)
w|t:0 = Wo

donde wg : R — R es una funcién conocida y v > 0 representa la viscosidad cineméatica
del fluido en cuestién. Si bien S. Schochet logré entregar soluciones explicitas de (5.20) que
explotaban en un instante finito de tiempo, también descubri6 las siguientes anomalias:

1. La ecuacién diferencial (5.20) posee una solucién estacionaria que no es idénticamente nula,
pero cuyos valores de frontera son iguales a cero.

2. La energfa de las soluciones de (5.20) no se mantiene acotada a medida que el instante
critico se aproxima.

3. El tiempo de explosion T > 0 puede ser inferior a aquel observado en el caso inviscido,
vale decir, con v = 0. La presencia del operador laplaciano en (5.20) debiese provocar un
efecto regularizante en la solucién, y por consiguiente, retrasar el correspondiente instante
de explosion.

Esta situacién indujo a S. de Gregorio a discutir el modelo unidimensional [28], con
la finalidad de descubrir sus puntos débiles y, eventualmente, sugerir aquellos cambios que
permitan formular un modelo mas realista, vale decir, que restaure la cercania con los flujos
tridimensionales. En la obra [30], del ano 1990, S. de Gregorio realizé el siguiente diagnostico
del modelo planteado por Constantin, Lax y Majda:

» En primer lugar, en la ecuacién de vorticidad tridimensional (2.12) existen dos términos
que provienen del célculo de rot(u - Vu): u- Vw y w - Vu. De estas expresiones, solo la
segunda de ellas es considerada en el modelo unidimensional (5.14), puesto que la derivada
material D/Dt es simplemente reemplazada por la derivada parcial 0/0t. Ahora bien,
trabajando en una dimension espacial, supéngase que la solucién del modelo (5.14) decae

lo suficientemente rapido cuando || — oco. En tal caso, lo mas correcto seria incluir las

W ou
dos cantidades ua— y wa— en la ecuacién dinamica del modelo, puesto que el siguiente
x x
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célculo (que consiste en una integraciéon por partes) demuestra que ambos términos son
igualmente importantes:

oo 2 o
/ u(x,t)aax (w(g,t)) dx = —; / w(x,t)QgZ(x,t) dx, Yt>0.

» El segundo punto discutible del modelo unidimensional (5.14) esté relacionado con la ley
de Biot - Savart (5.15):

M@ﬂ:/w@ﬂ@,V@ﬂeRme)

—00

En el caso tridimensional general, la ley de Biot - Savart (5.10) permite recuperar el campo
de velocidad a través de los valores de la vorticidad en todo el espacio R®. Sin embargo,
dado un punto (z,t) € R x [0,00), la expresién (5.15) muestra que los valores de w(y, t)
para y > z no afectan el correspondiente valor de u(x,t).

= El tercer aspecto debatido por S. de Gregorio guarda relaciéon con el siguiente resultado
(demostrado en [47]): dada una viscosidad cinemética v > 0 y una condicion inicial sufi-
cientemente regular, la ecuacion de Navier - Stokes 3D posee una soluciéon que existe en un
intervalo de tiempo [0,7,] (con T, > 0 dependiendo de la viscosidad), y en la medida que
v — 07, dicha solucién converge uniformemente hacia una solucién de la correspondien-
te ecuacion de Euler 3D. Naturalmente, dicho teorema no es compatible con la situacién
presente en los modelos unidimensionales (5.14) y (5.20), pues mientras la energia de las
soluciones del modelo inviscido (5.14) se mantiene uniformemente acotada, la energia de
las soluciones del modelo de Schochet (5.20) aumenta en forma no - acotada a medida que
el instante critico se aproxima.

Teniendo en cuenta el diagndstico anterior, S. de Gregorio propuso en [30] un nuevo
modelo unidimensional para la evolucién de la vorticidad tridimensional, el cual consideraba
la siguiente ecuacion diferencial:

ot " "9r ~“ar  en Rx (0, 00), (5.21)

donde, como siempre, wyg : R — R es una funciéon conocida. En este caso, la ley de Biot -
Savart postulada por de Gregorio fue:

me:hmm/i@g

—00

dy = H(U)(x,1), Y(z,) € R x [0, 00), (5.22)

donde la funcién ¥ : R x [0, 00) — R se define asi:

w%wﬁ/w@o@,vmweRxmm)

— 00
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Vale decir, la presente definicién del campo de velocidad corresponde a la transformada de
Hilbert de la antigua expresién para la velocidad (5.15). Por ende, la ecuacién diferencial
(5.21) puede también ser escrita de la siguiente forma:

oo, 0w
ot ox

w|t:0 = Wo

= wh(w) en R x (0,00).

En relacién al modelo (5.21), de Gregorio demostrd, entre otras cosas, que:

» La solucion de (5.21) también satisface la siguiente ley de conservacion (propiedad ya
observada en el modelo de Constantin, Lax y Majda):

d o
dt/ w(x,t)de =0, Vt>0.

= Si se introduce, como funcién desconocida, la siguiente cantidad:

T(@,1) = w(z,t)’

para todo (z,t) € Rx [0, 00) tal que w(x,t) # 0, entonces la funcién 7 satisface la siguiente
ley de conservaciéon escalar:

donde Q = {(z,t) € R x [0,00) | w(x,t) # 0}. Dendtese por z : [0,00) — R a la solucion
de la siguiente ecuacion diferencial:

dz
E(t) =u(x(t),t), Vt>D0.

La ley de conservacion establece, por ejemplo, que si la funcién 7 es acotada en promedio
y tal que 7(+,0) no es idénticamente nula, entonces 7 no puede anularse (y por ende, w ser
igual a 00) en la medida que exista una constante finita M > 0 tal que:

0x(t)
0x(0)

’gM, Vvt > 0.

» Para una viscosidad v > 0, la adaptacién del modelo (5.21) a la ecuacién de Navier - Stokes

3D seré:
Ow ow ou 0w

= W—

ot Oz Oz Oz? en R x (0,00), (5.23)
Wli=0 = wo
donde wy : R — R es una funcién conocida. La ecuacién diferencial (5.23) no posee
una solucién estacionaria que no sea idénticamente nula y cuyos valores de frontera sean

iguales a cero. Vale decir, el modelo (5.23) esta libre de una de las anomalias observadas
por Schochet en [69].
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Naturalmente, a lo largo de los anos, diversos autores han sugerido importantes modifi-
caciones al modelo unidimensional planteado en 1985 por Constantin, Lax y Majda. Todas
estas obras (muchas de las cuales son resumidas en el cuadro (5.2)) incluyen el modelamiento
de dos caracteristicas fundamentales de los flujos incompresibles:

1. El transporte de la vorticidiad, cristalizado a través de la férmula de evolucién de la
vorticidad (2.12).

2. La ley de Biot - Savart, que permite expresar el campo de velocidad (el cual transporta al
campo de vorticidad) en términos de la vorticidad misma.

En todos los modelos unidimensionales descritos a continuacién se considera a la vorti-
cidad como una funcién escalar, definida en todo el eje real, o bien en el caso periédico. En
algunos modelos se trabaja también con una variable adicional § : R x [0,00) — R, que
puede ser interpretada como el cuadrado de la componente angular del campo de velocidad

de un flujo tridimensional axisimétrico.

Modelo (ano y re-
ferencia)

Ecuaciones dinamicas

Ley de Biot - Savart

Regularidad de
las soluciones
obtenidas

Analogia con la ecua-

Explosién en tiem-

cién cuasi - geostréd- wi + uwy, =0 u=H(w) po finito, a partir de
fica superficial (2005, condiciones iniciales
[29]) regulares
Generalizacién  del Explosién en tiempo
modelo de Constan- Uy = H(w) finito cuando a < 0,
tin, Lax y Majda | Wi+ Quwy = Uzw (o € R) a partir de condicio-
(2008, [62]) nes iniciales regula-
res

Modelo HL, en analo- Explosién en tiem-
gia con la ecuacion de Wi + uwy = 0 u, = H(w) po finito, a partir de
Euler 3D axisimétrica 0, + ub, =0 condiciones iniciales
(2013, [44]) regulares
Modelo HL simplifi- Explosién en tiem-
cado (2014, [23]) wt + uwy = 0, - po finito, a partir de

0 + ub, =0 u(z) = _ﬁ/ w(y) dy condiciones iniciales

y regulares
x

Analogia con la ecua- Soluciones  global-
cion de FEuler 2D w + uwy, =0 uy = H(w) mente regulares
(2014, [22])

Cuadro 5.2: Modelos unidimensionales para la evolucion de la vorticidad tridimensional.
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Capitulo 6

Experimento numérico de Luo y Hou

El presente capitulo tiene por finalidad presentar, analizar y discutir algunos de los resul-
tados publicados en [45], en donde la cuestiéon del quiebre en tiempo finito de la regularidad
de soluciones de la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional es investigada en un
cilindro de radio acotado, axialmente periédico y con fronteras sélidas.

Maés precisamente, concentrandose en flujos con simetria rotacional, los autores de [45]
han logrado identificar una clase de posibles soluciones singulares de la ecuacién de Euler
incompresible, tridimensional y axisimétrica, dispuesta sobre el dominio ya descrito. Dichas
soluciones satisfacen, ademas, una condiciéon de borde periddica en la direccion axial y una
condicién de flujo nulo en el manto del cilindro. Aprovechando las simplificaciones compu-
tacionales que provoca la geometria cilindrica del problema, las ecuaciones son discretizadas
en el plano meridiano de acuerdo a un esquema numérico mixto (un método de Galerkin
de sexto orden y un método de diferencias finitas de sexto orden), aplicado sobre mallas
adaptativas y méviles especialmente disenadas para ajustarse a la solucién en evolucion. Se
observa que el campo de vorticidad desarrolla una singularidad del tipo anular en la frontera
sélida, con un crecimiento proporcional a (t, — t)~*%%, siendo t, ~ 0.0035056 [s] el tiempo
estimado de ocurrencia de la singularidad. Cerca del punto de singularidad, o bien, préximos
al tiempo critico t,, se incrementa en mas de 3 x 10% veces el tamano de la norma infinito de
la vorticidad (controlada hasta ese instante con cuatro digitos de precisién) y la resolucién
méxima en la malla supera el valor de (3 x 10'%)?.

Especificamente, la singularidad se ubica en la interseccion de la frontera sélida » = 1 con
el plano de simetria z = 0, correspondiendo a un punto de estagnacion del flujo, en el que
la velocidad local de éste es nula. Desde el punto de vista fisico, la singularidad representa
un punto silla del campo de velocidad, donde el flujo axial a lo largo de la frontera sélida
avanza hacia el plano de simetria z = 0, mientras que el flujo radial marcha hacia el eje
de simetria r = 0. El flujo axial acumula las lineas de vorticidad cerca de la frontera soli-
da y destruye la regularidad geométrica del campo de vorticidad en torno al plano de simetria.

Con la finalidad de confirmar la validez de la singularidad, la informacién numérica es
enfrentada contra los criterios de explosion descritos en capitulos anteriores. Por ultimo, un
analisis local en torno al punto de singularidad también sugiere que la naturaleza de ésta es
del tipo auto - similar en el plano meridiano, lo cual obliga a los autores de [45] a proponer
un ansatz auto - similar que permita formalizar sus observaciones numéricas.
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6.1. Descripcion del problema

Se hard uso de un sistema de coordenadas cilindricas (r, 0, z) € [0,00) x [0,27] X R para
describir la geometria del problema, en el que un punto espacial (z,y, z) € R* serd denotado

como & = r7 + zl%, siendor >0, z€ Ry {f, é, l;;} C R? el triedro ortogonal propio de las
coordenadas cilindricas. Dado un niimero fijo L > 0, se trabajara con el siguiente dominio:

EL:{56R3\0<r<1, 0<z<L},

de modo tal que:
0¥y =T ulyUMp,

siendo I'y la tapa superior del cilindro, I's la tapa inferior del cilindro y M el manto del
cilindro. Recuérdese que, al utilizar este sistema de coordenadas, un campo de velocidad que
posea simetria rotacional puede ser descrito mediante la siguiente descomposicion:

u(é,t) = u,(r, 2, )7 + ug(r, 2, )0 + u.(r, z, )k,
para todo (£,t) € X1 x [0,00). El campo de vorticidad admite una escritura similar:

W(€,t) = wy (1, 2, 0)F + wy(r, 2, )0 + w.(r, z, D)k,

en donde: 5
Up
t) = — t

nlr, 1) = =21, 2,1

ou, ou,
L«Jg(’f‘,z,t) aZ (’I“,Z,t) - W(nzat)

1
w,(r, z,t) = fg (rug) (r,z,t),

para todo (£,t) € ¥ x [0,00). Por su parte, la condicién de incompresibilidad (1.3) implica
la existencia de una funcién de corriente diferenciable y axisimétrica:

D& 1) = Pnlr, 2, 6)F + o(r, 2,0)0 + . (r, 2, )k,

para la cual se satisface:

{u(i,t) = rot(¢) (&, t)
O‘J(g?t) = _Aw(£7t>7
para todo (,t) € ¥y x [0,00).

Si se introducen las siguientes funciones:

1
ul(ra Z, t) = 7”9(717 Z, t)
T

1
wi(r, z,t) = —wy(r, z,t) (6.1)
r

(r, 2,t) = i@bg(r, 2, t),

para todo (£,t) € X1 x [0,00), entonces la formulacién vorticidad - corriente de la ecuaciéon
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de Euler tridimensional para flujos axisimétricos (dada en la proposicién (4.1)) adquiere la
siguiente forma:

Gul 8&1 8u1 . 8'¢1

o TUrgy T, T2uy

8w1 i 8w1 i 8w1 . 2< 2)

ot U T, T g\ en g x (0, 00). (6.2)

AN (CAN PR
~[\or +r8r+ 0z Y1 =

Las componentes radial y axial del campo de velocidad pueden ser recuperadas a partir de
la funcién 1y mediante las relaciones:

Iy

up(r, z,t) = —r——(r, 2, t)
0z o (6.3)
u,(r, z,t) = 21 (1, 2,t) + ra—rl(r, 2, t),

para todo (§,t) € X1 x [0,00). Teniendo (6.3), la condicién de incompresibilidad se satisface
automaticamente:
10 ou

e (ru,) + a—; =0, en X x [0,00). (6.4)

Tal cual se indica en [45], las componentes angulares uy, wy ¥ ¥y se anulan en r = 0 cuando el
campo de velocidad u es lo suficientemente diferenciable. Por ello, suponiendo la existencia
de tal campo de velocidad, las transformaciones (uq,wq,1) estdn correctamente definidas
en Yz x [0,00). El motivo por el cual se introducen dichas transformaciones esté en que las
ecuaciones cumplidas por el trio (ug,wy,1y) presentan una singularidad formal en r = 0, lo
cual es poco conveniente desde el punto de vista numérico.

A modo de condicién inicial se fijara la funcién:
2 2 —
WO (r, 2) = 100300 gip <£Tz) , V€ e Xy, (6.5)

junto a: -
wi(r,z) = Yi(r,2) =0, V€ € Bp. (6.6)

La solucion estara sujeta a una condicién de borde periddica en z:

Uy (Ta 07 t) = ul(r> L> t)
wi(r,0,t) = wi(r, L, t) (6.7)
1/11(7’, 0, t) == 1/}1(7", L, t),

para todo r € (0,1) y ¢ > 0, junto a una condicién de flujo nulo en el manto sélido M, esto
es, P1(1, z,t) = 0, para todo z € (0, L) y t > 0. Por su parte, la condicién de polo:

_ 9
or

aul
W(QZ,@ =

)

2L0,%,1)

(0,2,t) =0, (6.8)
para todo z € (0,L) y t > 0, es también forzada sobre el eje de rotacién para asegurar la
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regularidad de la solucion.

La condicién inicial (6.5), que geométricamente describe un remolino que gira en el cilin-

[/ .
dro, satisface unas relaciones de simetria par/impar en los planos z; = —L, con i € {0, 1,2, 3}.

Es también interesante notar que, como consecuencia de las condiciones de borde ya descritas,
el manto de la frontera 0%, se comporta como una pared impermeable:

ur =0, en My x [0,00).

6.2. Existencia de una singularidad en tiempo finito

Los autores de [45] resuelven numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales (6.2),
junto a las condiciones iniciales y de borde ya especificadas, en el dominio ¥, con L = 1/.
Sus descubrimientos sugieren que la solucion obtenida desarrolla una singularidad en tiempo
finito, y el proposito de esta seccién es justamente el de dar a cononcer las principales evi-
dencias numéricas y analiticas que permitieron a los autores llegar a esa conclusion.

Sin dar una descripcién profunda del método numérico empleado por los autores de [45],
corresponde sefialar que las soluciones numéricas de las ecuaciones (6.2) - (6.3) fueron cal-
culadas usando cinco resoluciones de malla, cuyo tamano variaba desde 1024 x 1024 hasta
2048 x 2048. En cada ejecucion (dentro de cada resolucién), la solucién es avanzada indefini-
damente en el tiempo hasta que se cumpla uno de los siguientes criterios de detencion:

- El paso en tiempo es inferior a 1072,
- El minimo espaciado de la malla en la direccién radial es inferior a 107,

- El minimo espaciado de la malla en la direccién vertical es inferior a L x 107,

En las cinco ejecuciones se observa que la operacién finaliza al instante ¢, ~ 0.00350555 [s] y
que el campo de vorticidad desarrolla una estructura singular en tiempo finito. De hecho, la
siguiente figura muestra el grafico de la norma euclidiana de w sobre el plano (r, z) al instante
7 = 0.003505 [s]:

rz-plot of |w| on 10242 mesh, ¢ = 0.003505

rz-plane

Figura 6.1: Grafico de ||w(-,7)|| en el plano (r, z), sobre la malla de 1024 x 1024.

52



La figura (6.1) sugiere que la estructura singular antes nombrada podria ser un punto de
singularidad en la esquina gy = (1,0), lo que corresponde a una singularidad anular en la
frontera sélida debido a la simetria rotacional del flujo (esto pues cada punto de la circunfe-
rencia unitaria 0I'y serfa una singularidad de la solucién). De todos modos, todavia no hay
suficiente evidencia como para hablar de un crecimiento no - acotado del campo de vorticidad.

El primer signo real que advierte sobre la formacién de una singularidad se obtiene al
estudiar la evolucién temporal del doble logaritmo de la norma infinito de la vorticidad, y se
puede apreciar que, en definitiva, dicha norma se incrementa con mayor rapidez que una doble
exponencial. Mas precisamente, se muestran los gréaficos de la funcién log(log(||lw (-, t)/s0))
correspondientes a las mallas de 1024 x 1024 y de 2048 x 2048, aunque dichas curvas se
superponen y son practicamente indistinguibles entre si:

3

i
©

log(log ||wl| s )

Figura 6.2: Grafico de dos curvas de la cantidad log(log(||w(-,)||o)), correspondientes a dos
mallas.

Con esta informacion, los autores harian uso del criterio de Beale - Kato - Majda, vale
decir, del teorema (4.3), para determinar si el crecimiento exponencial de la vorticdad antes
observado corresponde efectivamente a una singularidad de la solucién. Segin se ha estudiado,
dicho criterio establece que una solucién suave de la ecuaciéon de Euler 3D ezplota en el
instante t; > 0 si y solo si:

ts
/0 (-, £)|ow dt = 0.

En vista de este criterio, un procedimiento clasico para detectar singularidades en soluciones
numéricas de la ecuacién de Euler 3D consiste en asumir algin régimen de crecimiento para
la cantidad ||w(+,t)||o, tipicamente en la forma de una ley de potencia inversa:

[w( ) lloo & clts — 1), VE € [11, 7], (6.9)

para ciertas constantes ¢,y > 0, siendo t; > 0 el tiempo de ocurrencia de la singularidad y
[T1, 2] el intervalo de tiempo en el que la aproximacién (6.9) se verifica (el cual ya ha sido
previamente seleccionado). Posteriormente es necesario efectuar un ajuste de curvas para es-
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timar el instante critico ¢, (hasta ahora desconocido) y los pardmetros ¢ y . Usualmente, el
ajuste de curvas corresponde a un ajuste lineal que se realiza sobre el intervalo [, 73], el cual
antecede al instante 4, y después se extrapolan estos resultados hacia tiempos posteriores
para entregar las estimaciones deseadas.

Naturalmente, la propuesta del modelo (6.9) debe justificarse mediante otros argumentos,
y es en este aspecto donde juega un rol importante la siguiente cantidad:

(0 = | st Olle)|

En la siguiente figura se puede apreciar un decaimiento aproximadamente lineal del inverso de
la derivada temporal de la cantidad log(||w(-, )|/ ), y ademas, se destaca en rojo el intervalo
de tiempo |1, 7] utilizado para llevar a cabo el ajuste de curvas:

% 10—4 y= [% log [|w || | ' on 20482 mesh
25N ............. ............. .............. .............. ............. .
Lo o e Erasmp st Dhasge Aot s s s s i
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Figura 6.3: Grafico del inverso de la derivada temporal de log(||w(+,t)|ls), correspondiente a
la malla de 2048 x 2048.

Intuitivamente, la cantidad y(¢) aproxima a una recta de pendiente negativa después del
instante ¢ ~ 0.0032, lo cual permite suponer que existen constantes a < 0y b > 0 tales que:

d -1
—1 . ~
st lla)| - at

para t > 0.0032. De esta relacion se obtiene que:
o, )l ~ (at + )7,

para t > 0.0032, aproximacién que posteriormente es perfeccionada para que sea compatible
con la ley de potencia inversa dada en (6.9). De hecho, el siguiente grafico muestra el delicado
ajuste de curva llevado a cabo para comprobar que el modelo (6.9) es efectivamente valido
con tg 2 0.0035056 y v &~ 2.46 (notar que las dos curvas son también indistinguibles):
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inverse power-law fitting of ||w||~ on 20482 mesh
10 s ! ! !
——||w(, 1) oo : : :
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- e
R R P —
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3.47 3.48 3.49 3.5 3.51
t

Figura 6.4: Norma infinito de la vorticidad ||w(-, )|/« ¥ su ley de potencia inversa calculadas
sobre la malla de 2048 x 2048.

Con esta informacion se demuestra facilmente que:

ts
| et Dl dt = oo,

y asi, el criterio de Beale - Kato - Majda permite concluir que la soluciéon obtenida pierde
su regularidad en el instante t5, momento en el que se activa un régimen turbulento. Es
importante sefialar que, con el objetivo de corroborar la existencia de este blow - up, los
autores hacen uso de otros criterios, como el de Constantin - Fefferman - Majda (ver [45],
secciones 4.6.1 y 4.6.2).

6.3. Estructura auto - similar de la solucién singular

Es bien sabido (por ejemplo, ver [10], seccion 1.2) que las soluciones de la ecuaciéon de
Euler 3D verifican la propiedad de invarianza de escala: si u y p satisfacen la ecuacion (1.4)
en R? x (0, 00), entonces las funciones:

Ao (x, 1) = A u(Ax, AT
{u (x,1) u(Ax ) (6.10)

pM(x, 1) = MNp(Ax, AT, Y(x,t) € R? x [0, 00),
también resuelven la ecuacién (1.4), para todo A > 0 y @ € R. Por ende, con la finalidad de
describir un posible escenario de explosidn en un punto espacial xo € R® y en un determinado

instante de tiempo 7" > 0, es natural preguntar si la ecuaciéon de Euler incompresible y
tridimensional posee una soluciéon auto - similar del siguiente estilo:

wazwimU<;:$>

mxwzgféf«éiﬁa,wxwemej)

(6.11)
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siendo U : R* — R3 el perfil auto - similar del campo de velocidad, P : R* — R el perfil
auto - similar del campo de presiones y 3,7 € R dos exponentes de escalamiento. Tal cual se
demuestra en [18], al reemplazar la solucién (6.11) en la ecuacién de Euler (1.4) se deduce

que:
1 o
B_Oé—i—]_’ /7_a

Va # —1.

X —_
Introduciendo la variable auto - similar y = W, también se satisface el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales:

- i 1U(Y) + a_lHVU(y)y +VU(y)U(y) = —VP(y)

div(U)(y) = 0,

(6.12)

para todo ¢t € [0,T) y y € R®. En consecuencia, el problema de la existencia de una solucién
no - trivial del sistema (6.12) es equivalente a aquel de la existencia de solucién auto - similar
de la ecuacién de Euler (1.4). Es importante destacar que hasta ahora se ha dado a conocer
la nocién de solucion auto - similar global, vale decir, cuando la soluciéon de la ecuacién de
Euler 3D es de la forma (6.11) para todo t € [0,T"). Naturalmente, la auto - similaridad de la
solucion singular puede presentarse en forma local, esto es, si posee la forma (6.11) para todo
t€[T—6,T), cond > 0 lo suficientemente pequeno. Alternativamente, se puede considerar la
posibilidad de singularidades auto - similares del tipo asintético, vale decir, cuando la solucion
u de la ecuacion de Euler 3D iguala, en un determinado limite, a una cierta funcién de la
forma (6.11). Més precisamente, dados & > —1 y 0 < p < 00, se dice que la singularidad es
a-asintéticamente auto - similar en el sentido de LP si es que existe V =V, € Wl’p(Rg; R?)
que verifica el siguiente limite:

1 — - — X
lim (7T — ¢ b)) — = 1
iy ) [u0 - gV ()| <o (619
cuando p = oo, 0 bhien:
1 —f -—x
W (T — )7 ||w(-, ) — W( 0) —0, 6.14
t—>T( ) ( ) T_t [T_t]ﬁ LP(R3;R3) ( )
_ 1
cuando 0 < p < oo, donde W =rot(V) y 5 = :
a+1

El problema de la btisqueda de soluciones auto - similares en mecéanica de fluidos se inicia
con los trabajos de Jean Leray, a mediados de la década de 1930, que estuvieron enfocados en
la ecuacién de Navier - Stokes. Dichos trabajos, asi como diversas otras consideraciones apli-
cables tinicamente a la ecuacion de Navier - Stokes, seran discutidos en capitulos posteriores
del presente trabajo. Por ahora se dird que en la literatura existen numerosos resultados que
excluyen la posibilidad de existencia de soluciones auto - similares de la ecuaciéon de Euler
incompresible y tridimensional, de entre los cuales conviene destacar los siguientes:

Teorema 6.1. (Ezclusion de soluciones auto - similares globales, en [17]). No puede existir
una solucion singular auto - similar de la ecuacion de Euler 3D con la forma (6.11), para
todot € [0,T) y con o # —1, si el campo de velocidad u y el perfil de velocidad auto - similar
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U satisfacen las siguientes condiciones:
(a) Para todo t € [0,T), la funcién de trayectorias o(-,t) : R* — R® generada por la
solucion cldsica u € C([0,T);C*(R*;R?)) es un difeomorfismo de clase C*(R*;R?).
(b) El perfil de vorticidad W = rot(U) no es idénticamente nulo en R?, y existe p; > 0 tal
que W € LP(R*;R?), para todo p € (0,p;).

Teorema 6.2. (Ezclusion de soluciones auto - similares locales, en [19]). Considérese una
)
solucion cldsica u € C([0,T); H™(R*R?)), con m > 2 de la ecuacion de Euler (1.4).

Supongase que el siguiente limite existe, para cierto a € R?:

p= lim p(a, ),

siendo ¢(-,t) : R® — R? la funcion de trayectorias generada por la solucién cldsica u.
Supéngase, ademds, que eviste a > —1 y un perfil auto - similar V € C*(R*; R?) que verifican
las siguientes condiciones:

(a) lim [[V(x)[|=0.

[[x[| =00
(b) Existe p; > 0 tal que W € LP(R*R?), para todo p € (0, py).
1 .
()
T=s [T = s /o (mur—n b))

ulys) = (T —1s)aalv ([T —'S]°a+1>

En consecuencia, se tendrd que V es idénticamente nulo en R3.

Vu(-,s) — =0.

c¢) im(T —t) su
(¢) (T = 1) sup

ap—3
d) Hm (T —t)rle+D) su
(d) Hmp(T=)7eTD sup

) =0, para
LP(B(,(T—t) &F1);R?)
un cierto p € [1,00).

Teorema 6.3. (Ezclusion de soluciones auto - similares asintdticas, en [18]).

(a) Si > -1y a# > entonces no puede existir una solucion a-asintoticamente auto -

similar en el sentido de L™ de la ecuacion de Euler 3D cuyo perfil auto - similar V.
pertenezca a L*(R* R?).

(b) Si se asume que « > —1 y 0 < p < entonces no puede existir una solucion

3
20+ 1)’
a-asintoticamente auto - similar en el sentido de LP de la ecuacion de Fuler 3D.

Ahora bien, si se trabaja con flujos axisimétricos, es natural considerar soluciones auto -
similares que presenten la siguiente forma:

w(x,t) ~ (T = 1)U (X—XO>

T — )
wi(x,t) = (T — t)*Q (;:;g) (6.15)

U (x,t) = (T —t)* W <[T:t](1ﬂ> ,
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para x € R? cercano a xq y cuando t /T, esto es, se trata una solucién auto - similar local.
En este caso, x = (7, z) es un punto del plano rz (con 7 > 0y z € R), Yy, Yus Yo, 71 € R son
factores de escalamiento y (U, 2, ¥) son los perfiles auto - similares. Al ser observado en todo
R?, el ansatz (6.15) no corresponde a la solucién auto - similar tradicional dada en (6.11),
puesto que los factores de escalamiento 7,, 7., ¥ 7, no son necesariamente iguales; en cambio,
la expresién (6.15) describe una especie de singularidad anular y anisotrépica, debido a la
simetria rotacional del flujo. Segin se vera mas adelante, el ansatz (6.11) induce una ley de
escalamiento de la siguiente forma:

IVu(, )lec = O(T — ¢yt

para t 't la cual difiere bastante de la usual ley |[Vu(-, )| = O(T — )7, que es asu-
mida en la demostracion de los teoremas (6.1), (6.2) y (6.3). Por ende, la gran importancia
de este ansatz es que, a priori, mantiene abierta la posibilidad de existencia de una solu-
cién auto - similar (en el sentido dado en (6.15)) de la ecuacién de Euler 3D. El resto de
esta sub - seccion se ocupara para describir cémo los autores de [45] determinaron que la
solucién de la ecuacién de Euler hallada por ellos presenta una estructura auto - similar local.

Segin se afirma en [45], seccién 4.7.1, la identificacién de una solucién auto - similar de
la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional requiere de tres ingredientes bésicos:

= El centro de auto - similaridad xq en torno al cual la estructura auto - similar se desarrolla.
» Una vecindad en torno al punto x, en la cual el régimen auto - similar (6.11) es valido.

= Los perfiles de velocidad, vorticidad y funciéon de corriente auto - similares que describen
cémo se desarrolla la estructura auto - similar.

Claramente, el centro de auto - similaridad debe ser el punto xq = (1,0) (en coordenadas
cilindricas, r = 1 y z = 0), que corresponde al punto donde se alcanza la méxima vorticidad,
o bien, el punto en el que la solucién explota cuando se aproxima el instante critico t,. Para
identificar una vecindad auto - similar, los autores analizan la siguiente regién en funcién del
tiempo:

D&wé{mdezLHW@szyw&mu},WZO- (6.16)

Maés precisamente, los autores grafican, para nueve instantes de tiempo cercanos a tg, la
frontera de la regién D..(t), dada por:

aﬂ@i{m@ezLwawn:;wmmu},wzo

Lo que se observa es que, a medida que t " t,, las curvas C,(t) colapsan casi perfectamente
hacia el punto xg, el cual representa una circunferencia de radio unitario, ubicada en el plano
2z = 0 y centrada en el origen de R®. Este hecho confirma la existencia de una vecindad
auto - similar en torno a X, segtin se da a entender en [49], donde el autor argumenta que
las soluciones con blow - up de la ecuacion de Euler 3D deben estar caracterizadas por un
crecimiento acelerado de la vorticidad, y en muchos casos, aquella intensa amplificacion de la
vorticidad se desarrolla en regiones espaciales cuyo soporte colapsa rapidamente. Por tltimo,
la existencia de los perfiles auto - similares es confirmada luego de examinar la solucién
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obtenida (u;,w1,1) en la vecindad auto - similar D (t), cuando ¢t  t,. Con la finalidad
de ilustrar este hecho, a continuaciéon se muestran las curvas de nivel bidimensionales de
la funcién w; en torno al punto xq, correspondientes a dos instantes de tiempo distintos y
calculadas sobre la malla de 1024 x 1024:

x 10 Tontour plot of wy on 10242 mesh, £ = 0.0034

35K

z = 3.59 x 10—

2.5+

1 T how

%

6000
5500
5000
4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000

0.8f

» 0.8F

02f

x 1pcontour plot of wy on 10242 mesh, t = 0.003505

o4

z=1.16 x 10-11

TFSTE2exl0sl0

%.9’994 0.9995 0.99968 0.9997 0.9998 0.9999 1 1 1 1 1 1
r

r

(a) t = 0.0034 (b) t = 0.003505

Figura 6.5: Curvas de nivel bidimensionales de la funcién w; en torno al punto de maxima
vorticidad, para (a) t = 0.0034 y (b) t = 0.003505, ambas correspondientes a la malla de
1024 x 1024.

Todo este andlisis permitié a los autores de [45] concluir que la solucion (uy,wq, 1) desa-
rrolla una singularidad de acuerdo a una estructura auto - similar local en una vecindad del
punto de explosion xg. A su vez, esta deducciéon motivé la proposicién del ansatz local (6.15),
para x — Xg y t 7 ts. Al reemplazar el ansatz (6.15) en el sistema (6.2) se obtienen las
siguientes relaciones para los factores de escalamiento:

Yo — 1=+ — 2%
Yo — 1 =7 +7 — 27
Y = 2% = Vs

las cuales, luego de ciertas simplificaciones, indican que la familia de factores de escalamiento
se puede parametrizar en funcién del coeficiente ~;:

1
Yw=—1+z7 Y=-1 v=-1+27

2

En este punto vale la pena dar a conocer dos importantes observaciones contenidas en [26]:

= Como consecuencia de la conservacion de la energia, el coeficiente ~; debe ser mayor o igual

2
a R para que ocurra un blow - up.

» Dado que los autores de [45] también observan que el campo de velocidad se mantiene

uniformemente acotado, el coeficiente v; debe ser mayor o igual a 1 para que ocurra un
blow - up.

29



La siguiente tabla expresa los valores estimados de estos factores de escalamiento, obte-
nidos a partir de los datos numéricos correspondientes, y muestra que las restricciones antes
descritas para 7, efectivamente se verifican:

Malla ] A R
1024 x 1024 | 2.7359 | 0.4614 | —0.9478 | 4.7399
1280 x 1280 | 2.9059 | 0.4629 | —0.9952 | 4.8683
1536 x 1536 | 2.9108 | 0.4600 | —0.9964 | 4.8280
1792 x 1792 | 2.9116 | 0.4602 | —0.9966 | 4.8294
2048 x 2048 | 2.9133 | 0.4604 | —0.9972 | 4.8322

Cuadro 6.1: Coeficientes de escalamiento del ansatz auto - similar (6.15).

Finalmente, en base a los resultados mostrados en la tabla (6.1) y a un nuevo ajuste de
curvas, los autores de [45] obtienen las siguientes tasas de crecimiento para las componentes
de la vorticidad en torno al punto de explosién xg:

W =0ty —t) 2P, wpg =0, — )", w, =0ty —1t)"**,
para t " t,, tasas que confirman la ley de crecimiento presentada en la secciéon anterior:
lw (- )l = O(T = )7,

para t /' t,. En consecuencia, esto corrobora la existencia de una singularidad, desarrollada
en tiempo finito, de la solucién (uy,ws, ¥).
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Capitulo 7

Analisis del ansatz auto - similar de
Luo y Hou

En el capitulo anterior se presenté el ansatz auto - similar (6.15), el cual ha sido propuesto
por los autores de [45] con la finalidad de describir un escenario de explosién en la solucién
de la ecuacion de Euler incompresible y tridimensional, dispuesta en coordenadas cilindricas
para describir el movimiento de un flujo axisimétrico. Observaciones numéricas rigurosamen-
te verificadas motivaron a Hou y Luo a proponer dicho ansatz, cuya robustez numérica es, a
estas alturas, indiscutible.

En este capitulo se vera que, a la hora de reemplazar el ansatz (6.15) en la ecuacion (6.2),
se obtiene inicialmente el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

ovoU oV oU
_’YuU‘F'Yl(R, Z) VU + <_(9Z(9R + 8R8Z> =0
oV o) oV 0N oU
— 827\11 + 827\11 =0
oR?  0z2) 77

donde (R, Z) € R? son las coordenadas auxiliares, que serdn introducidas posteriormente. En
principio, debiese ser posible resolver el sistema de ecuaciones (7.1) y comparar las soluciones
obtenidas con la forma numérica del ansatz (6.15), corroborando nuevamente el comporta-
miento auto - similar de la solucién singular. Sin embargo, como se indica en [46] (seccién
4.7.3), esta operacién no ha sido realizada hasta la fecha.

A lo largo del presente capitulo se demostrard que el ansatz (6.15) genera, en realidad,
un sistema sobre - determinado de ecuaciones en derivadas parciales que posee dos clases de
soluciones:

= una familia de soluciones triviales, en la que el campo de vorticidad es idénticamente nulo
en torno al punto singular.

= una familia de soluciones que explotan instantdneamente, en la que el campo de vorticidad
es gobernado por un régimen estacionario.

61



En cualquier caso, las propiedades analiticas del sistema (7.1) no son consistentes con los
resultados numéricos presentados en [45], sino que estan en directa contradiccién con ellos.
La familia de soluciones triviales ya habia sido descubierta por los autores de [20], pero
haciendo uso de ciertas hipétesis adicionales (cuya validez es discutible) sobre el decaimiento
de la solucién. La novedad presentada en este capitulo radica en que es posible obtener ambas
familias de soluciones asociadas al ansatz (6.15) sin recurrir a dichos supuestos.

7.1. El ansatz de Luo y Hou genera dos familias de
soluciones

Dado que la solucién de (6.2) estd sujeta a una condicién de borde periédica en el eje
z, para el presente andlisis se considerara el sistema (6.2) en el siguiente dominio espacio -
temporal:
{(T,Z)G]R2|0<T<1, —oo<z<oo}><[0,T),

siendo 17" > 0 un posible instante de blow - up, vale decir, el momento en el que la solucién
del sistema deja de ser regular. Como ya se ha indicado, con la finalidad de describir un
escenario de blow - up en el borde de la tapa inferior del cilindro, Luo y Hou han propuesto
el siguiente ansatz auto - similar local:

1aa r—1 z
uy(r,z,t) = (T —t) +2U<[T_t]7’[T—t]7>

M@¢¢p4T—w*QQ;:;wwfﬂJ (7.2)

142y r—1 z
e = =079 (e ),

el cual es valido en una vecindad de la circunferencia OI'y, para todo instante de tiempo
cercano a 1. Para simplificar la notacién, los autores de [20] han introducido el siguiente
cambio de variable:
R= =1 g~ (7.3)
(T —t)r (T —t)v’ '
para 0 <r <1y z € R, con v = . Por ahora, y para todos los calculos presentados en esta
seccion, se supondra que vy > 0.

Por su parte, se determiné que la region de validez de la estructura auto - similar (7.2)
era la siguiente:

. 1
Daclt) = {(1,2) € 51 | o, 200 2 S, Bl V2 0.
Ademéds se observa que, conforme t A T, la regién D..(t) colapsa hacia la circunferencia
Jl'y. Sin embargo, el ansatz (7.2) podria ser legitimo en un dominio espacio - temporal mas

amplio. De hecho, para futuros andlisis, se asumira que el ansatz auto - similar (7.2) es véalido
en la siguiente region espacio - temporal (tal cual se hace en [17]):

COT)={(rzt) R |1-b<r<l, —0<z<d, T-0<t<T},  (74)
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para algin nimero 0 < § < 1. En tal caso, los perfiles auto - similares (U, €2, V) estardn
definidos sobre la adherencia de la siguiente regién (fija en el tiempo):

D={(R,Z)€R’| —00 <R<0, —00<Z <00}, (7.5)

Se verificard que los perfiles (U, €2, ¥) satisfacen un sistema sobre - determinado de ecuaciones
en derivadas parciales. Como consecuencia de esto, el ansatz descrito anteriormente genera
dos familias de soluciones, una de las cuales se mantendra regular durante todo el intervalo
[0, T'], mientras que la otra desarrollard un blow - up en forma instantanea.

Considérese una solucién clésica (uy,ws, 1) del sistema (6.2), la cual adopta la estructura
auto - similar ya descrita dentro del dominio C(d,T"). Lo primero que se debe hacer es expresar
las componentes radial y axial del campo de velocidad segin las variables auto - similares,
utilizando las identidades contenidas en (6.3):

w1, 2,8) = —[1 + R(T — £)7)(T — t)lﬂgg(}z, 2), -
wa(r, 2, 1) = 2T — )" FDU(R, Z) + [1 + R(T — ))(T — t)lﬂg;I;(R, 2), |

para todo (r, z,t) € C(0,T). El paso siguiente es obtener el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales que satisface el trio (U, 2, ¥). Serd conveniente introducir la siguiente notacién para
los operadores diferenciales y vectores a utilizar:

o 0 . o 0 2 0

e Reemplazando (7.2) y (7.6) en la primera ecuaciéon de (6.2) se obtiene que:

N (T 2 _ 2y (p2Y L 49U
(1 2>(T )23 + (T — t) <R8R+Zaz
— 1+ R(T —t)|(T — t)_2+%8£8£
97 OR (7.7)
ov , OU '
142y _ o -1 O _pn-1-39Y
+ {Z(T 7Y 4 [1 4+ R(T — (T — t) @R} (T -H7i
5., OV
= — )R
2AT - ) U

X
2

para todo (R,Z) € Dyt € [T —4,T). Al multiplicar (7.7) por (T — t)*>"2 se obtiene que:

gl oV oU
- L . - — ===
(1 2)U+7Y VU - [1+ R(T t)](?ZE)R
oU oV oU
Y 2 7.8
+2(T —t) \I/aZ+[1+R(T t)]aRaZ (7.8)
oV
= —_ v —_—
2(T — 1) U=

para todo (R,Z) e Dyte [T —9,T).
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e Reemplazando (7.2) y (7.6) en la segunda ecuacién de (6.2) se obtiene que:

(T —t)*Q+~y(T —t) (Rgg + Z??) —[1+ R(T —t)")(T — t>2§§§2
+ {2(T — )" 4 1+ R(T — t))(T — t)lﬂg;l;} (T — t)”gg (7.9)
= (T -0 @),

para todo (R, Z) € Dyt € [T —4,T). Al multiplicar (7.9) por (T — t)? se obtiene que:

OV 50 o9 Vo 9
. — - TN—— - 7 a7 - 777:7
QY V= [1+ R(T )] 42Tt U + [ R(T—1) | =

para todo (R,Z) e Dyte [T —9,T).

(U%), (7.10)

e Reemplazando (7.2) en la tercera ecuacion de (6.2) se obtiene que:

2 2 A\ 14+y
0*W 8@) 3(T —t) ov 0. (7.11)

Sy ——— - 92 (1
(=9 <aR2 toz2) it RT =i oR
para todo (R,Z) € Dyt e [T —6,T). Al multiplicar (7.11) por (7" — t) se obtiene que:

3(T— 1) v

A - e S
1+ R(T =t 0R

(7.12)
para todo (R,Z) e Dy te [T —9,T).

Finalmente, dado que v > 0, es posible tomar el limite ¢t / T en las ecuaciones (7.8),
(7.10) y (7.12) para concluir que:

(1—¥)U+7Y-VU+VL\IJ-VU:O (7.13)

1 9 11
Q49 VO + VUV = (1) (7.14)
AT =0, (7.15)

para todo (R, Z) € D. Ahora bien, teniendo en consideracion las tres ecuaciones dominantes
(7.13), (7.14) y (7.15), se procede de la siguiente forma:

e Se multiplica (7.7) por (T — t)2_%7 para deducir que:

<1 _ g) (T—t)‘7U+7(T—t)‘V(Y-VU)+2\IJgg+[1+R(T—t)7](T—t)‘”(VL\If-VU) — QUgE
o (T—t)" {(1 - g) U+~(Y-VU) + V0 VU} + Qq/gg 4 R(VAY . VU) = 2U§§
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1\
& R(VYU. VU)+2\I/ZZ 2U§Z, (7.16)

para todo (R, Z) € D, en donde la dltima identidad se obtiene gracias a (7.13).

e Se multiplica (7.9) por (T'—t)*77 para deducir que:
0

Q
(T—t)‘”an(T—t)‘”(Y-VQ)+2\I/gZ+[1+R(T—t)V] (T—t)"(V+0-VQ) = (T—t)‘”a—Z(UZ)
_ n [ o0 N
S (T—t)7Q+~Y -VU)+ VU .-VQ— 8Z(U ) +2\Ifa—Z+R(V U.VQ)=0
& R(VAE-VQ)+20 =0, (7.17)
para todo (R, Z) € D, en donde la dltima identidad se obtiene gracias a (7.14).
e Se multiplica (7.11) por (T — t)*™ para deducir que:
3 ov
—T—t_“’A\I/—— T—1)77Q
( ) 1+ R(T —t)"0R = )
3 ov
—_ T—1)"7"(AV +Q
¢ ITRT—ppor - T TAYTHY
ov
— =0 7.18

para todo (R, Z) € D, en donde la dltima identidad se obtiene gracias a (7.15).

En definitiva, los perfiles auto - similares (U, €2, ¥) satisfacen un sistema de seis ecuaciones
en derivadas parciales, constituido por las identidades (7.13), (7.14), (7.15), (7.16), (7.17) y
(7.18).

De la igualdad (7.18) se deduce inmediatamente que el perfil ¥ sélo depende de la variable
Z € R. Al observar (7.15) se concluye igualmente que el perfil Q2 sélo depende de Z, y ademés:

—U"(Z)=QZ%), VZ € R. (7.19)
Con esta informacion, la ecuacion (7.17) se reduce a:
V(Z2)V(Z)=0, VZ € R. (7.20)

Ahora bien, supéngase que Q € C'(R) y que su derivada €’ no es constantemente nula
en R. Luego, sin pérdida de generalidad, se puede tomar Z; € R tal que (Zy) > 0. Por
continuidad, existird 7 > 0 tal que Q'(Z) > 0, para todo Z € B(Zy,n). Gracias a (7.20) se
tendrda que V(Z) = 0, VZ € B(Zy,7n), vy a su vez, esto implica que Q(Z) = 0, para todo
Z € B(Zy,n), debido a (7.19). En particular, se tiene Q' (Z) = 0, VZ € B(Zy,n), y esto
contradice la hip6tesis inicial. En consecuencia, ' debe ser idénticamente nula en R, o bien,
debe existir una constante a € R tal que Q(Z) = a, VZ € R. Pero si el perfil ) es constante
en R, la ecuacién (7.19) permite concluir que el perfil ¥ debe ser una funcién cuadrética en
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todo R: u
U(Z) = —522 +bZ +c, VZ €R, (7.21)

para ciertas constantes b, c € R.

Supéngase que a # 0 (se verd que esto conduce a una contradiccién, y asi, necesariamente
debe tenerse que a = 0). Todavia no se ha ocupado la informacién contenida en las ecuaciones
(7.13), (7.14) y (7.16). Con todo lo anterior, (7.14) se reduce a:

0

8Z(U2> =a, V(R,Z)€D.

Esto indica que existe una funcién diferenciable f : (—oo,0] — R tal que:
U(R,Z)* = f(R)+aZ, Y(R,Z)€D.

Derivando con respecto a R < 0y Z € R se obtiene que:

oU
2U(R, Z)==(R, Z) = f'(R
( )25( ) = f'(R) o~
2U(R.Z)5 (R Z) = a

para todo (R, Z) € D. Por su parte, (7.13) se simplifica a:

ou ou ou
1—- A A A Z)-Vv'(Z A
(1-2) U, 2) + /RS (R 2) + 475 (R, 2) = W(Z) 5 (R, 2) =0,
para todo (R, Z) € D. Multiplicando esta ecuacién por 2U(R, Z), con (R, Z) € D, y luego
ocupando (7.22), se deduce que:

2—=[f(R)+aZ]+ [yR+aZ —b|f(R)+ayZ =0, V(R,Z) € D. (7.23)

Dividiendo ambos lados de la identidad (7.23) por Z > 0 y luego haciendo tender Z — 400,
se llega a concluir que:

(2—7v)a+af(R)+ay=0, V(R,Z) €D,

o bien, f'(R) = —2, VR < 0, puesto que a # 0. En consecuencia, existe una constante x € R
tal que:
UR,Z)* = —2R+aZ +r, Y(R,Z)€D. (7.24)
Con toda la informacién anterior, la ecuacién (7.16) se simplifica asi:
. o oU ou ,
— RV(Z2)==(R,Z) + 2V(Z)=—= (R, Z) =2V (Z)U(R, Z), Y(R,Z) € D. (7.25)

OR 07

Al igual que antes, se multiplica esta identidad por 2U(R, Z), con (R, Z) € D, y luego se
ocupa (7.22) y (7.24) para obtener lo siguiente:

2RV(Z) + 2aW(Z) = AV (Z)(—=2R + aZ + k), Y(R,Z) € D. (7.26)
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Dividiendo ambos lados de la identidad (7.26) por R < 0 y haciendo tender R — —o0,
se concluye que V'(Z) = 0, para todo Z € R. Dada la forma cuadratica del perfil ¥, esto
necesariamente implica que a = b = 0, contradiciendo asi la hipotesis inicial.

Por consiguiente, debe cumplirse que a = 0, vale decir:

a

2 (7.27)

Z +c,

para todo Z € R. Todavia no se ha ocupado la informacién contenida en las ecuaciones
(7.13), (7.14) y (7.16). Con todo lo anterior, (7.14) se reduce a:

9 1

— = Z)eD.

(U =0, W(R.Z)

Esto indica que U? no depende de Z, y en consecuencia, el perfil U sélo dependers de la
variable R < 0. Las identidades (7.13) y (7.16) se simplifican asi:

(1 _ g) U(R) +~RU'(R) — W'(Z)U'(R) = 0

— RV/(Z)U'(R) = 2U(R)V(Z),

(7.28)

para todo R < 0y Z € R. Al reemplazar (7.27) en (7.28) se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales para el perfil U:

2
— bRU'(R) = 2bU(R),

{ (1 _ 7) U(R) + (7R — b)U'(R) = 0 79

para todo R < 0. Ahora el analisis debe distinguir los siguientes casos:

e Caso (A): si b # 0, entonces de la segunda ecuacién de (7.29) es posible concluir que

R
U(R) = —§U’(R), para todo R < 0. Al reemplazar esto en la primera ecuacién de (7.29) se

concluye que:
(v*R—-b)U'(R)=0, VR <O,
5y — 2 b
con y* = 7T Es decir, U'(R) = 0 para todo R < 0 tal que R # — (si y = 2/5, se deduce
Y
directamente que U'(R) = 0, YR < 0). Si se supone, por ejemplo, que U € C'((—o0,0]), se
concluye inmediatamente que U'(R) = 0, VR < 0. Por continuidad se tendra también que
U'(R) =0, VR < 0. Por ende, en el caso (A) se ha obtenido la siguiente familia de soluciones
exactas para el trio (U, Q, ¥):
UR,Z)=0
QAR,Z)=0
V(R,Z) =bZ +c,

para todo (R, Z) € D, con b,c € R. En particular, se observa que el perfil auto - similar del
campo de vorticidad es idénticamente nulo en la region D, situacion inadmisible cuando se
pretende hallar una soluciéon auto - similar de la ecuaciéon de Euler 3D. En términos de las
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variables originales, la solucién hallada es:

Uy (T’, 2y t)

w1 (Ta Z, t)

0
0 (7.30)
P (r,z,t) =b

(T —t) "2 (T —t) 1,

para todo (r,z,t) € C(0,T), con b,c € R. Esta misma familia de soluciones fue la tnica
hallada por los autores de [20], pero el aquel caso, el andlisis requerido para obtener dicha
familia se simplificaba bastante, debido al uso de hipdtesis adicionales sobre el decaimiento
de la solucién. Contrariamente, dichas hipdtesis impedian rescatar la otra clase de soluciones,
descrita a continuacion.

e Caso (B): si b = 0, entonces se obtiene una tnica ecuacién diferencial ordinaria para
el perfil U:

(1 _ ;) U(R) +~RU'(R) = 0, ¥R <0,

que es lineal, homogénea y de primer orden. Como es bien sabido, la soluciéon general de este
tipo de EDO viene dada mediante la siguiente formula:

U(R) = rexp (—/%{1—3&%), YR <0,

siendo k € R un parametro. Después de una simple manipulacion algebraica se deduce que

U(R) = ﬁ(—R)%%, para R < 0y k € R. Por ende, en el caso (B) se ha obtenido la siguiente
familia de soluciones exactas para el trio (U, 2, U):

U(R,Z) = k(—R)>"%
(R, Z) =0
V(R Z) =,

para todo (R,Z) € D, con ¢,x € R. En términos de las variables originales, la solucién
hallada es:

w(rzt) =kl —r) >
wy(r,z,t) =0 (7.31)
Vi(r, 2,t) = (T — )12,

para todo (r,z,t) € C(6,T), con ¢,k € R.

7.2. Analisis de las soluciones obtenidas y la existencia
de blow - up

Recuérdese que el criterio de Beale - Kato - Majda establece que una solucién suave de
la ecuacion de Euler tridimensional explota en el instante T' > 0 si y sélo si:

t
tthTl’/o (-, 8)[| Loo(0;r3) ds = o0, (7.32)
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siendo ® C R? el dominio espacial (acotado o no) en el cual se estd resolviendo la ecuacién
de Euler tridimensional. En el caso de las soluciones asociadas al ansatz auto - similar de Luo
y Hou se tiene que ¢ = {(r, 2)ER*|0<r<1, —co<z< oo}, si bien la atencién estara
puesta en la region de validez del ansatz auto - similar, cuya seccién espacial serd denotada
por/\i{(r,z)eR2 [ 1-d0<r<1, —5<z<5}.

El objetivo de esta seccion es decidir si las dos familias de soluciones obtenidas ante-
riormente desarrollan una singularidad en tiempo finito. Para ello se supondra que v > 2,
teniendo en consideracion las estimaciones numeéricas presentadas en la tabla (6.1), las cuales
sugieren que v ~ 2.9133.

e Caso (A): en (7.30) se tiene la expresién de la componente angular de los campos de
velocidad y vorticidad. Para recuperar las componentes radial y axial de dichos campos se
ocupan las férmulas dadas en (4.3) y (6.3), obteniendo finalmente que:

{ u(é, 1)
w(&, )
para todo (§,t) € C(5,T), con b,c € R. Ahora bien, el ansatz propuesto tiene por finalidad
describir un posible escenario de blow - up en el punto espacio - temporal (r, z,t) = (1,0,7).

En consecuencia, la solucién del problema (6.2) debe ser regular fuera del dominio C(6,7),
lo cual asegura que:

—b(T — )" rp 4+ 2T — £) ™ [bz + (T — t)]k
0,

(7.33)

T-§ T
/0 (-, ) o (@i dt < 00, /H (-, ) 2o (o sz dE < 0.
Como el campo de vorticidad es nulo en A x (T'— §,T), se tendra que:

lw(es Dl oo @ms) = [[w (o Dl oo @\ams), VE € (T =0,T),

y asi:

T T—6 T
/0 (-, )] 2o (o) dt:/o (-, ) o (o) dt+/H e, )| e (o ) d < 0.

Vale decir, el criterio BKM asegura que la solucién del problema es regular en todo instante
del intervalo [0, T]. En particular, no se admite la existencia de un blow - up al instante T.

e Caso (B): en (7.31) se tiene la expresion de la componente angular de los campos de
velocidad y vorticidad. Es posible recuperar las componentes radial y axial de dichos campos
ocupando las férmulas dadas en (4.3) y (6.3), obteniendo finalmente que:

u(€, £) = ar(1— )% 0+ 2(T — )42,

2—(a+2)r. (7.34)
w(¢ 1) = Hw/ﬁ

1 1 1 1
para todo (§,t) € C(0,T), con k,c € R, v = 5oV 8= 5—1——. Luego, el campo de vorticidad
Y Y

69



responde a un régimen estacionario en el dominio C(§,7"), dependiendo tnicamente de los
valores de r € (1 —§,1). Si se asume que k > 0, es facil verificar que la componente axial w,
es decreciente en 7, y tal que:

71}}1% w,(r) = —oc.

La siguiente figura muestra el grafico de w, en tornoar=1,con kK =1y v = 2.9133:

alores de q_if)

1 L L L L 1 L L
085 0985 096 0.965 087 0875 098 0985 099 0595 1
Walores de v

Figura 7.1: Componente axial del campo de vorticidad para valores de r cercanos a 1.

En particular, se puede concluir que, para todo t € (T — 0, T):

[w(, )l Lo @ms) = sup  |w.(r)| = oo,
1-d<r<1

y esto claramente implica que:

T
/ (-, )| oo iz it = 0.
T—6

Es decir, el criterio BKM aseguraria que la solucién (7.34) efectivamente ezplota en el instan-
te T'. Por lo demas, la singularidad se presenta justamente en » = 1, y aunque en la expresion
dada en (7.34) no se muestra explicitamente la existencia de una singularidad en z = 0, se
debe recordar que el ansatz original que produjo esta solucién fue construido con la intencion
de describir una singularidad en el punto (r, z) = (1,0).

A pesar de lo anterior, es curioso notar que el campo de velocidad en (7.34) se mantiene
regular en todo el dominio C(6,7), puesto que v > 2. Si se quisiera dar otro argumento
a favor de la existencia de este blow - up, se podria hacer uso del teorema (4.5). Dado
que el criterio BKM asegura que la presente solucion de la ecuacién de Euler presenta una
singularidad al instante 7', entonces deberia tenerse que }1_}11% la(-, )| m (@;rs) = 00, de acuerdo

a lo establecido en el teorema (4.5). Como se indicé oportunamente, a diferencia del criterio
BKM, el teorema (4.5) se concentra en el control del campo de velocidad, otorgando una
consecuencia necesaria de la existencia de un blow - up en el instante critico T'. La expresion
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del campo de velocidad (7.34) en coordenadas cartesianas es:

2 1=2
wey, 2 6) =~y (1 - m) it (1 - m> TG4 2e(T — 1),

para todo (x,y, z,t) € C(§,T), con k,c € R. Como m > 2, entonces resulta claro que:

8u2

ouz 8u2
dy

()l @ms) = (+1) Y , Ve [0,7). (7.35)

Z |
L2(3;R)

L2(AR)

Parat € (T'—96,T) y (x,y,2) € A se tiene que:

Ous Ty ( —B
—(z,y,2,t) = —kO———x [ 1 — \/22 + 2) ,
oy YY) g\ VT

de modo que, al trabajar en coordenadas cilindricas, se obtiene lo siguiente: Vt € (T'—§,T),

9 2 § 21 1 . 2
|2(.,t) = o [ [ [ | sin(6) cos(0)| rdrded
%y L2(A;R3) =50 1-6 (1=7)
1 6 2w 1 7,3
:%2@2// / L (sin(20))2drdf dz
—_ )28
4 -5 0 1-6 (1 T)
1
:17.”%26%25 / Ldr (736)
1-5 (1 =)

= —’—O()’
1 , .
puesto que 5 > 7 Por ende, gracias a lo calculado en (7.35) y (7.36), se puede concluir que:

lim fJu(:, )| gm (@ms) = oo

Hay otros aspectos interesantes de la solucién (7.34) que pueden ser analizados, como
aquellos relacionados con la naturaleza de la singularidad presente en » = 1. Antes que nada,
dicha solucién puede extenderse hacia el intervalo r > 1 si se la define de la siguiente forma:

u(r,0,t) = kr|l — r’%é + 2¢(T — t>71+2fyi€
2-(a+2)rg (7.37)

w(r,0,t) =k TR k,

para todo r € [0,1) U (1,00), § € [0,2n] y t € [T — 6,T). En este caso, las funciones
dadas en (7.37) resuelven la formulacién axisimétrica de la ecuacién de Euler incompresible
y tridimensional en el siguiente dominio espacio - temporal:

D(T) = {(r,0,t) €R® | 7 € (0,1) U (1,00), 0 € [0,27], t € (T —6,T)}.
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Luego, frente a este escenario, es natural querer determinar el tipo de singularidad que se
presenta en r = 1. En especial, para dilucidar el posible surgimiento de una delta de Dirac
en r = 1, conviene trabajar con la siguiente funciéon de una variable real:

pla) = 222

1
donde a > 2y — < b < 1 son constantes. La funcién p es continuamente diferenciable en el

conjunto abierto (0,1) U (1,00), y ademéds, para cualquier 6 € (0,1) se tiene que:

1+6 1+6’2 | 1446

— axr
/|p(x)|dm= O dr <2 - a(1+9)] / 11— 2| de < oo,
125 125 1 -4 125

donde la tltima integral es finita puesto que b < 1. Este cédlculo permite concluir que la
funcién p es localmente integrable en (0,00), vale decir, p € Li.(RT). En consecuencia,
dicha funcién permite definir la siguiente distribucién sobre el conjunto C§°(R™) (funciones
infinitamente diferenciables en el intervalo (0, 00), con soporte compacto contenido en R™):

(T, 0) = [ p(x)¢(z) dz, V¢ € CF°(RT).

Ahora bien, para estudiar la derivada distribucional de p (eso es, la derivada de la distribucién
T,), se debe analizar la siguiente integral:

J(9) = = [ pla)é (@) dz, W6 € CF(RY).

En efecto, dada ¢ € C°(R™), se tiene que:

1-6 00
J(@) = lim < [ p@)d@)de+ [ pla)d(@)da (7.39)
0 1+6

146
ya que 6111%1+ / p(x)¢'(x) dr = 0, al tenerse que p € L, .(R"). Ademds, puesto que la funcién ¢
%
1-5
tiene soporte compacto en R es posible integrar por partes (para un § > 0 lo suficientemente
pequeno) y obtener lo siguiente:

0 [ = - 960 -0 - | et e e e
@) [ o) a)ds = —p(1+ )61 +6)— [ o ] e e

149 146
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Notese también que, para todo 0 > 0 pequeno, se tiene que:
Tim {p(1— 5)6(1—8) — p(1 + 5)o(1 + )}
—0t
— lim {W¢(1 —5) - wm 1 5)}

d—0+ ob ob
2t o fao(1—0) — [2— a(l — §)¢/(1 —6) +as(1 + ) — [2— a1+ 8 (1 + )}
=0,

puesto que b — 1 < 0. Por ende, volviendo a (7.39), se concluye que:

- i { T - S5m0 e ] [y 252
0 1+0
_ 0/ [_Il ‘o i ﬁ?f@fﬂ b(z) de, ¥ € CF(RY).
B decir, se ha demostrado que:
79 r)dz, Vo € CP(RY),
0

donde ¢ :]0,1) U (1,00) — R es la funcién definida por:

a Jrb(l—:U)(Q—cwc)

\ 0,1)U(1 .

g(x) = —

Esto demuestra que la aplicacién lineal G : Cg°(R") — R definida como:
/g z)dzx, V¢ € CP(R"),
0

es una distribucién sobre C5°(R™), y ademds, que G es la derivada de la distribucién 7),. En
un cierto sentido, se podria decir que la funcion g es la derivada distribucional de la funcién
p, pero como g & Li .(R"), se ha decidido omitir dicha interpretacién. En cualquier caso, los
calculos recientemente realizados permiten concluir que la singularidad de la solucién (7.37)
presente en r = 1 no corresponde a una delta de Dirac, sino a la distribucion asociada a una
funcién que no es localmente integrable en R™.

Si no se realizara un analisis cuidadoso, los argumentos que han sido presentados hasta
ahora podrian llevar a concluir que la solucién obtenida en el caso (B) entrega una respuesta
afirmativa a la pregunta destacada del capitulo N°5, esto es, que la funcién en cuestion
es una solucion de la ecuacién de Euler que es inicialmente regular, pero desarrolla una
singularidad en tiempo finito. La realidad es que la solucién del caso (B) no sélo no responde
a la pregunta destacada, sino que ademés estd en directa contradiccion con los resultados
numéricos mostrados en [45] Por un lado, para cualquier x € R se tiene que hm |w.(r)| =
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lo cual implica que:
T—6+¢

||W('7t)||L°O(q>;R3) dt = oo,
T—6

para cualquier € € (0,4]. Vale decir, el blow - up ocurre en el instante de tiempo T — ¢ + ¢,
para cualquier £ > 0 lo suficientemente pequeno. Ahora bien, el dominio de validez de la
solucion (7.33) es supuestamente A x [T'— 6,7, pero, segun se ha analizado, el régimen
turbulento se activa inmediatamente al instante T" — §, de modo que el verdadero instante
critico seria justamente T — 9, y el ansatz no puede ser valido en todo el intervalo de tiempo
[T — 6, T). Este es un primer signo claro de inconsistencia que puede apreciarse en [45], en
donde, ademés, al final de la seccion 4.7 se establece la siguiente tasa de crecimiento para la
componente axial del campo de vorticidad (previo al instante critico T'):

w, =O(T —t)"*%.

Ciertamente, tal tasa de crecimiento no puede ser detectada en un campo de vorticidad es-
tacionario. En consecuencia, las propiedades analiticas de la solucién dada en el caso (B)
tampoco son coherentes con las observaciones numéricas realizadas por Luo y Hou en [45].

No obstante, dado que la funcién (7.34) realmente presenta una singularidad en r = 1,
resulta interesante estudiar si existe algiin modo de ajustar dicha solucién para que responda
afirmativamente a la pregunta fundamental asociada a la ecuacién de Euler 3D. Antes que
nada, conviene notar que la solucién correspondiente al caso (B) puede clasificarse dentro
de la siguiente gran familia de soluciones triviales de la ecuacion de Euler incompresible y
tridimensional (precisamente, su formulacion alternativa para flujos axisimétricos):

w(Et) = F0I+ g0k, wie.t) = TG

r
para todo r > 0 y ¢t > 0, siendo f,g : [0,00) — R dos funciones lo suficientemente dife-
renciables en el intervalo (0,00). Luego, se trata de una familia de soluciones en la que el
campo de vorticidad es gobernado por un régimen estacionario, de modo tal que, si existiese
un determinado ry > 0 tal que:

flr)+rf'(r)

r

lim

T—T0

= 00, (7.41)

entonces se podria igualmente concluir que:
€
/0 |w (-, 8)|| Loo(@r3) ds = 00, Ve >0,

siendo ® C R? el dominio espacial (acotado o no) en el cual se est4 resolviendo la ecuacién de
Euler tridimensional. Vale decir, en los términos del criterio BKM, se podria establecer que
la solucién explota en el instante e, para cualquier € > 0. En particular, la solucién dada por
(7.40) no puede ser regular en ningtn intervalo de tiempo [0, ], para cualquier £ > 0. Esto
descarta inmediatamente la posibilidad de postular al trio (7.40) como una solucion global de
la ecuacién de Euler 3D; tampoco podria presentarse a (7.40) como un ansatz local, puesto
que la seccion temporal de la regién de validez del ansatz se reduciria a un tnico instante de
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tiempo e. Esto es precisamente lo que ocurre con la solucion (7.34), en donde se da el limite
(7.41) con rg = 1.

En conclusion, a pesar de que la solucién obtenida en el caso (B) presenta una singularidad
en el sentido del criterio BKM, es su aparicion instantanea (debido al régimen estacionario que
gobierna al campo de vorticidad) la que impide postular a dicha solucién como candidato
a resolver el problema de existencia de soluciones singulares, e inicialmente regulares, de
la ecuacion de Euler incompresible y tridimensional. Es importante senalar que las mismas
conclusiones correspondientes a los casos (A) y (B) pueden obtenerse cuando el centro de auto
- similaridad del ansatz (7.2) es un punto (rg, z9) € (0,00) x R cualquiera. Mas precisamente,
si los autores de [45] hubiesen hallado evidencia numérica como para proponer el siguiente
ansatz auto - similar:

uy(r, z,t) = (T — t)U ([T : t]OW’ [T: tf’”)

wir, 2,t) = (T — 1)=Q <[77: — :]07 , [; — :%) (7.42)

¢1(T, z,t) = (T —t)"¥ ([T: t]OW’ [T:tfw) ’

con (19,20) € (0,00) X Ry vYu, Vs Y» 71 € R, entonces, siguiendo exactamente el mismo pro-
cedimiento empleado en esta seccién, se hubiese podido concluir que el ansatz (7.42) conduce
hacia un sistema sobre - determinado de ecuaciones diferenciales que produce dos clases de
soluciones: una familia de soluciones triviales y otra familia de soluciones en donde las tur-
bulencias surgen instantaneamente.

Ahora bien, teniendo en cuenta los teoremas (6.1), (6.2) y (6.3) concercientes a la existen-
cia o exclusiéon de ansatz auto - similares, resulta evidente que la forma del ansatz (7.42) es
sumamente general. Esto da para pensar que, mds alld de los errores de calculo (ya sea por
motivo de aproximaciéon numérica, o por la inestabilidad de los algoritmos utilizados por Hou
y Luo) que podrian explicar las contradicciones existentes entre las propiedades analiticas
del ansatz (7.2) y los reportes entregados en [45], los flujos axisimétricos no son realmente
utiles a la hora de buscar soluciones regulares de la ecuacién de Euler 3D que desarrollen
una singularidad en tiempo finito. En esta luz, es interesante citar el siguiente comentario
contenido en [10], seccién 5.4: “Los flujos tridimensionales y axisimétricos con componente
angular [no idénticamente nula] son candidatos naturales para llevar a cabo esta investiga-
cién. Sin embargo, el lector debe ser advertido que el comportamiento no - lineal observado
en estas soluciones de alta simetria puede no corresponder al comportamiento genérico de
la intensificacion no - lineal de la vorticidad en flujos de Euler tridimensionales; dichos flu-
jos axisimétricos con componente angular son, por lo general, altamente inestables ante la
presencia de perturbaciones que quiebren su simetria”.

7.3. Discusion sobre el valor del parametro v

Recuérdese que las familias (A) y (B) de soluciones fueron obtenidas suponiendo que el
parametro 7y era mayor o igual a 0, mientras que el andlisis de ellas se realizé bajo la hipo-
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tesis de que v > 2, en concordancia con las estimaciones numéricas presentadas en la tabla
(6.1). Resulta natural e interesante averiguar si las propiedades analiticas de ambas clases de
soluciones (en especial, las destacadas en la secciéon anterior) se ven alteradas si se relaja la
condicién v > 2, permitiendo ahora que v > 0.

Antes que nada, es importante aclarar por qué no tiene sentido evaluar valores negativos
de los factores de escalamiento presentes en cualquier ansatz auto - similar. Considérese
nuevamente la situacion en que se quiere describir un escenario de explosion en un punto
espacial xo € R® y en un determinado instante de tiempo 7' > 0, mediante una solucién auto
- similar de la ecuacion de Euler 3D:

ult) = o - ek <[>:;_—}t(]0”>

p(x,t) = [T_lt]%P <[T_t]w> , V(x,t) e R*x [0,T),

(7.43)

siendo U : R®* — R? el perfil auto - similar del campo de velocidad, P : R®* — R el
perfil auto - similar del campo de presiones y 7,7 € R dos exponentes de escalamiento. Al
reemplazar la solucién (7.43) en la ecuacién de Euler (1.4) se obtenia que:

1 o«
at+1 "TTa+1

v = Vo # —1.
Ahora bien, en [42] se explica que, si n < 0, entonces es posible demostrar que la siguiente
condicién de decaimiento:

10l = O(lyl™), para [ly]| — oo,

X — X
[T — t]
esto no corresponde a una transformacion 1til de la ecuaciéon de Euler original, y asi, sélo
tiene sentido trabajar con 1 > 0. Por otra parte, ya ha sido citado el resultado contenido en

[26] que establece que, como consecuencia del principio de conservacién de la energia, una

2
condicién necesaria para la existencia de un blow - up es que vy > 5

conk>0yy= , implica que thn% u(x,t) = 0, para todo x € R®\ {0}. Claramente,
—>

Considérese nuevamente el ansatz axisimétrico (7.2), y supéngase que éste es valido en
1
la regién (7.4), para § € (O, 2). Ciertas consideraciones sobre la conservacion de la energia

y sobre el acotamiento del campo de velocidad permiten justificar la siguiente condicion
asintotica para los perfiles U y W

{ U(R, Z)] = o(1), para 0<7y<2, (7.44)

IVU(R, Z)|| = o(|(R, Z)|)), paray >0,
cuando ||(R, Z)|| — oo, para ambos perfiles. Dichas consideraciones se presentan en [20],
pero se ha decidido incluirlas igualmente en el presente trabajo, puesto que constituye la

referencia mas cercana y directa para los temas tratados en esta seccion. En efecto, dado que
los autores de [45] observan que el campo de velocidad en la solucién de (6.2) se mantiene
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uniformemente acotado en tiempo y para r &~ 1, entonces se puede establecer que existe una
constante C' > 0 tal que:

6 1
/ /{|ur(r,z,t)|2 +ug(r, 2, )2 + |us(r, 2, 8) 2} drdz < C, (7.45)
—01-9

para todo t € (T'—4,T). Se ocupa la identidad (7.6), junto al teorema del cambio de variable,
para escribir la integral del lado izquierdo de la desigualdad (7.45) en términos de los perfiles
auto - similares y de las variables (R, Z) € (—o0, 0] x R:

oU 2

n =/ / [{1 & Rty -y |2

+ {1+ R(T —t)Y*(T —t)*"U(R, 2)|?

57 (1, 2)

2

ov

FAT = ) 2R, 2) + {1+ BT — 07T — 1) 47| S

R, Z)

ov

+ 4T —t) 21+ R(T — ) }U(R, Z)8R

(R, Z)]( — )Y dRdZ,

donde L = §(T —t)™7, para todo t € (T'— §,T). Ahora bien, en la integral anterior, para
todo t € (T'— 4§, T) se tiene que —L < R < 0, de forma tal que:

<1-6<1+RT—-t<1, Vte(T—36T).

N[ —

Por otra parte, la ecuacién (7.18) indicaba que el perfil U s6lo dependia de la variable Z € R,
de modo tal que:

L 0 P
/ /4 O7F L+ R(T = ) V(R 2) 5 (R, 2) dRdZ = 0,
“L-L
para todo t € (T'— §,T). Como, ademads, se tiene que:
L
14

se puede igualmente escribir lo siguiente:

AT — )" 2NV (R, 2)|*dRdZ >0, Vte (T —4,T),

b‘\o

L 0
C>J(t / / O VU(R, 2)|? + (T — )" |U(R, Z)ﬂ dRdZ,
‘L

AM'—

para todo t € (T — 0, T). En otras palabras, se tiene que: Vt € (T —§,T),

L 0
1 |
ﬁ//|U(R,Z)|2deZ<CL1*%, //||V\I/ (R, Z)|?dRdZ < CL* 3.
—L—-L I —
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Si se interpretan las integrales en estas dos tultimas desigualdades como promedios calcula-
dos sobre el rectangulo [—L,0] x [—L, L], entonces es posible justificar las siguientes cotas
superiores para los perfiles auto - similares involucrados:

N

UR,2)| < CI(R,Z)|I>, |IVE(R,2)| < CII(R.2)]" 7,
de donde se obtienen finalmente las condiciones asintdticas expresadas en (7.44). Tal cual se
indica en (7.44), la primera condicién asintética es valida sélo para 0 < v < 2.

Ahora bien, los autores de [20] analizan el ansatz auto - similar de Hou y Luo haciendo
uso de la siguiente hipotesis de decaimiento:

\U(R, Z)| + |UR, Z)| = o(1), para |Z| — oo, (7.46)

a pesar de que los calculos recientemente realizados no arrojan informacion sobre el compor-
tamiento asintético del perfil 2. Aun asi, los autores de [20] lograron demostrar que el ansatz
de Hou y Luo conduce hacia un sistema sobre - determinado de ecuaciones diferenciales que
posee una unica solucién: aquella correspondiente al caso (A) en (7.33). Naturalmente, la con-
dicién de decaimiento (7.46) permite llegar en forma més sencilla a esta conclusién, pero a la
vez, impide visualizar la solucién obtenida en (B). De todos modos, si no se desea recurrir a
una condicién asintética injustificada (como aquella referente al perfil 2 en (7.46)), se pueden
observar directamente las expresiones (7.33) y (7.34), que corresponden, respectivamente, a
la solucion los casos (A) y (B). En ambas situaciones, si se cambia la hipdtesis v > 2 por

— <~ < 2, pueden surgir singularidades en el campo de velocidad, debido al cambio de signo

del exponente en cuestion. No obstante, los respectivos campos de vorticidad no alteran su
estructura (en el caso (B), el coeficiente  seguird siendo estrictamente positivo), y asi, el
criterio BKM entregara los mismos resultados que fueron explicitados en aquella seccion.

En conclusion, el hecho de trabajar con v < 2 en vez de v > 2 permite obtener ciertas
condiciones asintéticas sobre los perfiles auto - similares, las cuales, si bien son interesantes
desde el punto de vista matematico, no alteran profundamente las reflexiones que ya han
sido expuestas sobre el ansatz de Hou y Luo, en el sentido que sus propiedades analiticas no
concuerdan con las observaciones numéricas reportadas por ellos.
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Capitulo 8

La ecuacion de Navier - Stokes
incompresible

Los capitulos anteriores del presente trabajo fueron destinados al estudio de la ecuacion
de Euler incompresible, la cual, en sus versiones bidimensional y tridimensional, rige la diné-
mica de los fluidos ideales. La introduccién del concepto de viscosidad representa un paso
fundamental en la modelizacion de los fluidos reales mas usuales, como el agua, aceite o aire.
En este mismo contexto, la derivacion de la ecuacion de Navier - Stokes, que gobierna el
movimiento de los fluidos viscosos, constituye otro hito de la teoria matematica de la meca-
nica de fluidos, a la vez que conforma la columna vertebral de los modelos basicos utilizados
en diversas ciencias aplicadas, tales como la hidraulica, la meteorologia, la oceanografia y la
aeronautica.

A lo largo de todo este capitulo se considerard un dominio espacial @ C R?, el cual
puede ser acotado o no. Supéngase que dicha region es recorrida por un fluido incompresible
y homogéneo, con densidad constante (en espacio y tiempo) e igual a 1. Si el fluido no
es perfecto, entonces es admisible la apariciéon de esfuerzos tangenciales entre dos capas
contiguas al interior del fluido. Para los intereses de esta obra, bastarda con aseverar que la
informacion referente a dichos esfuerzos tangenciales esta contenida en un coeficiente v > 0,
el cual se asumira constante en espacio y tiempo, denominado viscosidad cinematica del
fluido (para una definicién més precisa del concepto de viscosidad, se recomienda consultar
[61], seccidn 4.2.1). Si, ademas, el fluido en cuestién se encuentra bajo la accién de una fuerza
externa f: Q x [0,00) — R* que es un dato del problema, entonces su campo de velocidad
u:Qx[0,00) — R® y su campo de presiones p :  x [0,00) — R satisfacen la ecuacién
de Navier - Stokes incompresible:

gltl—l—u-Vu:—Vp—i—yAu—i—f

V-u=0

en Q x (0,00). (8.1)

Naturalmente, el problema (8.1) ha de resolverse junto a adecuadas condiciones iniciales
y de borde. Con respecto a las condiciones iniciales, y siguiendo las ideas expuestas en [56],
se establecerd que:

u(x,0) = uy(x), Vx e, (8.2)

donde la funcién ug : @ — R? es un dato del problema, y satisface una condicién de
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incompresibilidad:
V-uy=0, en . (8.3)

Con respecto a las condiciones de contorno, en el caso que €2 sea un conjunto abierto, acotado,
conexo y de frontera Lipschitz, se impondran condiciones del tipo Dirichlet, esto es:

u=0, en 0N x [0,00). (8.4)

La condicién de borde (8.4), que refleja fisicamente una imposicion de no - deslizamiento
sobre las paredes del dominio en consideracion, es también verificada por la funcién inicial
Ug.

uy =0, en 0N. (8.5)

Obsérvese que la condicién de borde aca establecida es distinta a aquella de pared impermeable
fijada para un fluido perfecto que satisface la ecuacién de Euler incompresible (1.4):

u-n=20, en 90 x [0,00),

siendo n la normal exterior (unitaria) a la frontera 0€). Desde el punto de vista fisico, el
ajuste de la velocidad (8.4) en el borde 0f2 es una consecuencia natural de la introducciéon
de la viscosidad, pues se espera que un fluido viscoso mantenga una velocidad tangencial
nula en la frontera del dominio, vale decir, que no deslice. Mateméaticamente, la condicion
de no - deslizamiento se explica por la presencia del operador laplaciano, que involucra deri-
vadas parciales espaciales de segundo orden, lo cual obliga a imponer condiciones de borde
mas exigentes. A cambio de la condicién del tipo Dirichlet (8.4), y con la finalidad de evitar
problemas en el decaimiento de la solucién en el infinito, se podrian especificar condiciones
de borde espacialmente periddicas sobre ciertos dominios particulares. Dichos casos no se-
ran tratados en este trabajo, a pesar de que, segin se indica en [77] (seccién 6.3), ellos son
particularmente interesantes en estudios analiticos y numéricos de la ecuacion de Navier -
Stokes, puesto que la periodicidad permite simplificar notablemente los argumentos a utilizar.

Un problema fundamental de las mateméaticas aplicadas es aquel de decidir si existen
soluciones globalmente regulares y fisicamente razonables de la ecuacion de Navier - Stokes
incompresible y tridimensional, ya sea en el caso tradicional o en el peridédico. De hecho, este
desafio constituye uno de los problemas del milenio' anunciados por el Clay Mathematics
Institute de Cambridge, Massachusetts, cuyo enunciado preciso puede ser leido en [32].

Habiendo ya expuesto adecuadamente la ecuacion de Navier - Stokes, en este capitulo
también se abordaran, en forma mas compacta, algunos de los aspectos que fueron analizados
anteriormente en relacion a la ecuaciéon de Euler incompresible:

e El concepto de solucion, la evoluciéon de la vorticidad en el caso de un fluido viscoso y
formulaciones alternativas de la ecuacién de Navier - Stokes.

 Existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible (en los
casos bidimensional y tridimensional).

'BEs importante aclarar que el problema de hallar soluciones suaves de la ecuacién de Euler incompresible
y tridimensional, cuya trascendencia ya fue destacada en los capitulos anteriores, no esta incluido en la lista
de problemas del milenio.
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« Existencia de singularidades en tiempo finito de las soluciones de la ecuacion de Navier -
Stokes 3D, y la posible manifestacion de estas singularidades a través de soluciones auto -
similares.

8.1. El concepto de solucién (formulacién débil)

En su formulacion clasica, el problema con condiciéon inicial y condicién de frontera aso-
ciado a la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y tridimensional puede ser enunciado
de la siguiente manera:

Dado un instante de tiempo T" > 0, una viscosidad cinematica v > 0, una fuerza externa
f:Qx[0,7] — R* y una condicién inicial ug :  x [0,7] — R? que satisface (8.3)
y (8.5), hallar un campo de velocidad u : Q x [0,7] — R® y un campo de presiones
p:Qx[0,T] — R, ambos lo suficientemente diferenciables, que satisfagan:

i;l;_Fu.Vu:—Vp—i—VAu—i-f en 2 x (0,00),

V-u=0 en Qx(0,00), (8.6)
u=0 en 09 x (0,00),
u(x,0) = up(x), Vx e

Sin embargo, como ocurre usualmente en el estudio de las ecuaciones en derivadas par-
ciales, no siempre es posible entregar estimaciones analiticas que permitan demostrar que los
candidatos a soluciéon son lo suficientemente regulares. Por ende, es necesario re - definir el
concepto de solucién, permitiendo que ésta pierda cierto grado de regularidad y que verifique
la identidad (8.1) en un sentido débil a precisar. En este contexto, corresponde senalar que,
segtn se indica en [14], existen muchas alternativas en cuanto al espacio de funciones que se
puede utilizar para hallar soluciones débiles de la ecuacion de Navier - Stokes 3D. En esta
seccién se expondran las definiciones presentes en [73], que siguen la linea de la obra pionera
[54] de J. Leray, del afio 1934.

Sea T > 0 fijo, y sea  C R® un conjunto abierto, acotado y con frontera Lipschitz (el
caso en que €2 no es acotado serd discutido cuando sea necesario). Los principales espacios
de funciones que seran utilizados en las préoximas definiciones seran:

Q= {u € C (O R?) | div(n) = 0}

V= @Hg(g;u@)
H = @L2(Q;R3)

El espacio Q carece de una topologia, mientras que el espacio H estard dotado del producto
escalar inducido por L?(€2; R?), permitiendo que H sea un espacio de Hilbert. Por su parte,
dado que el dominio € es acotado, la desigualdad de Poincaré permite deducir que el espacio
V' es un espacio de Hilbert cuando se dispone del siguiente producto escalar:

(0, v))y = E/QVui(x) Vvi(x)dx, Yu,v eV
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En este caso, denotando por H' y V’ a los espacios duales de H y V, respectivamente, se
tiene la siguiente cadena de inclusiones:

VcH~H CV, (8.7)

donde cada espacio de Hilbert es denso en el siguiente, y las correspondientes inyecciones
canénicas son todas continuas. En (8.7) se han identificado los espacios H y H', de acuerdo
a lo establecido en el teorema de representacion de Riesz, pero tal identificacién no ha sido
asignada a los espacios V' y V', tomando las precauciones indicadas en [13], seccién 5.2.
Como consecuencia de esto, el producto escalar interno de H entre un elemento f € H y otro
elemento u € V debe ser igual al producto de dualidad entre f€ V' yu € V:

<f, u)V/,V = (f, u)H, vfe H, Yue V.

Por otra parte, para cada elemento u € V, la aplicacion v € V.— ((u,v))y € R es lineal y
continua. Por ende, existe un elemento A(u) € V' tal que:

(A(u),v)yry = ((u,v))y, Vel

La aplicacién u € V. — A(u) € V' es lineal y continua; de hecho, es posible demostrar que
constituye un isomorfismo de V' en V' (ver [73], capitulo N°1, seccién 2.2).

Cuando el dominio €2 no es acotado, el espacio V estara dotado del producto interno usual
de Hj(S;R?), esto es:

(m””V:KZ( c&+§1/Vm Vvi(x)dx, VYu,vev,

por lo que V sigue siendo un espacio de Hilbert. En esta situacién, las inclusiones (8.7) se
mantienen vélidas y la funcién A : V — V' es todavia lineal y continua, aunque no siempre
es un isomorfismo. En cambio, para cualquier € > 0, el operador A+-¢idy si es un isomorfismo
de Ven V' (ver [73], capitulo N°3, seccién 1.1).

La ultima herramienta que debe ser introducida antes de definir el concepto de solucion
débil de la ecuacion de Navier - Stokes 3D es la forma trilineal 5 : V x V x V' — R definida
por:

3 3
Bu,v,w) = ZZ/u, g‘; x)w;(x)dx, Yu,v,w € V. (8.8)

=1j=1¢

Resulta que la funcion 5 es continua en V' x V x V', y para cualquier elemento u € V' se tiene
que B(u,v,v) =0, Vv € Hj(Q;R*). Dados u,v € V, se denotara por B(u, v) al elemento de
V' definido por:

(B(u,v),w)yy = p(u,v,w), VYweV.

y ademads, se escribird B(u) = B(u,u), para todo u € V.
Ahora bien, supéngase que los campos u : Q2 x [0,7] — R* y p : Q x [0,T] — R

conforman una solucién clasica de (8.6), con u € C*(Q x [0,T;R?) y p € C*(Q x [0, T]; R),
siendo f € C(Q x [0,T];R?*) un dato del problema. En tal caso, claramente se tiene que
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uc L*([0,7); V), y es facil demostrar que se cumple la siguiente igualdad: V¢ € (0,7T),

d

%(u(t)a V>H + V((“(t)a V))V + 5(“@)? u(t)’ V) = <f<t>a V>V’,V7 Vv e Q.

Por continuidad, esta tltima identidad también serd valida para cualquier v € V. Todo esto
sugiere considerar la siguiente formulacion débil de la ecuacion de Navier - Stokes incompre-
sible y tridimensional:

Definicién 8.1. Sea Q C R? un conjunto abierto y conexo, que puede ser acotado o no
(cuando pueda ser definida, se asumird que su frontera OX) es Lipschitz). Dadas dos funciones
fe L*([0,T); V') y ug € H, se dird que una funcion u € L*([0,T]; V) es una solucién débil
de (8.6) si satisface: ¥t € (0,T),

d
5 (ut), )z +v((u(), v))v + B(ult), ut), v) = (£t), vivy, YWweV, (8.9)
u(0) = uy.

En la definicién anterior, nétese que la segunda condicién de (8.9) puede carecer de senti-
do cuando u € L*([0,T]; V). No obstante, si u € L*([0,7T]; V) y ademas satisface la primera
igualdad de (8.9), entonces se puede demostrar (ver [73], capitulo N°3, seccién 3.1) que u es
igual, c.t.p. en [0, 7], a una funcién perteneciente a C([0,7; V).

Una definicién equivalente a (8.1) se enuncia a continuacion:

Definicién 8.2. Sea Q C R? un conjunto abierto y conexo, que puede ser acotado o no
(cuando pueda ser definida, se asumird que su frontera OX) es Lipschitz). Dadas dos funciones
fe L*([0,T); V') y ug € H, se dird que una funcion u € L*([0,T]; V) es una solucién débil
de (8.6) si satisface:

u € LY([0,T]; V"),

u' +vA(u)+ B(u)=f en (0,7), (8.10)

u(0) = uy.

Las soluciones débiles de la ecuacion de Navier - Stokes incompresible, tal cual fueron de-
finidas en (8.1) y (8.2), fueron introducidas por J. Leray en [54], bajo el nombre de soluciones
turbulentas. Por otra parte, obsérvese que la presion interna no es considerada en las defini-
ciones anteriores; como se ha estudiado (y esto se justificarda en la proxima seccién), dicho
fendémeno ocurre usualmente cuando se plantean formulaciones alternativas de las ecuaciones
de Euler o de Navier - Stokes.

8.2. La evolucién de la vorticidad y formulaciones al-
ternativas de la ecuacion de Navier - Stokes

Al igual que en el caso de la ecuacién de Euler incompresible, existen algunas formula-
ciones alternativas de la ecuacion de Navier - Stokes incompresible. Las formulaciones que se
presentaran a continuacion se basan fundamentalmente en la identidad que verifica el campo
de vorticidad de un fluido viscoso cuando sus campos de velocidad y presion son lo suficiente-
mente diferenciables. De hecho, tal cual se demuestra en [10], al tomar el rotor de la ecuacién
de Navier - Stokes (8.1) se obtiene el siguiente resultado:
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Teorema 8.1. (Ecuacion de evolucion de la vorticidad en un fluido viscoso). Considérese
un fluido incompresible, homogéneo y viscoso, caracterizado por un coeficiente de viscosidad
cinemdtica v > 0. Si el fluido en cuestion se encuentra bajo la accion de un campo de fuerzas
conservativo, entonces su vorticidad debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial:

D
?c; =w-Vu+rvAw, en Qx (0,00). (8.11)
Ademdas, observando el lado derecho de (2.3) y usando la ecuacion (2.5), se puede concluir

que:
Dw
i Dw + vAw, en Qx (0,00). (8.12)
A diferencia de lo que ocurre en un fluido ideal, el campo de vorticidad de un fluido
viscoso no es transportado a lo largo de las lineas de trayectoria del fluido. En cambio, la
introduccion de la viscosidad conlleva hacia una difusiéon de dicho campo de vorticidad, lo
cual se expresa matematicamente a través del término vAw presente en la ecuacién (8.12).
No obstante, en el caso bidimensional se sigue manteniendo la propiedad de que el término
de dilatacién o contraccién vorticial w - Vu es constantemente nulo en 2 x (0, 00).

Otra propiedad fundamental de los fluidos viscosos guarda relaciéon con la disipacion
de la energia de una solucién regular de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible (en
los casos bidimensional y tridimensional). Si en el caso inviscido se contaba con el principio
de conservacion de la energia cinética, la incorporacion de la viscosidad induce a que dicha
cantidad satisfaga la siguiente ecuacion diferencial:

d
= [ ) dx = —v [ [Vue n)Pax, e 0,7), (8.13)
R3 R3

para cualquier solucién regular u : R® x [0, 7] — R? de la ecuacién de Navier - Stokes in-
compresible que decaiga lo suficientemente répido cuando ||x|| — oo (ver [10], seccién 1.7).
Puesto que v > 0, la identidad (8.13) muestra explicitamente cémo disminuye, en el tiempo,
la energia cinética de un flujo viscoso que es gobernado por la ecuacion de Navier - Stokes in-
compresible. Ademads, dicha férmula posee importantes aplicaciones tedricas en el estudio de
las propiedades matematicas de las soluciones de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible.

Por otra parte, segtin se verd, en la mayoria de las formulaciones alternativas de la ecuacion
de Navier - Stokes no se considera explicitamente al campo de presiones. Al igual que en el
andlisis de la ecuacién de Euler, la razén de esto se encuentra en la formulacion de Leray
para la ecuacion de Navier - Stokes (ver [10], seccién 1.8), la cual indica que el campo de
presiones puede ser recuperado a partir de la velocidad, mediante la resolucion de la siguiente
ecuacion de Poisson (recordar el correspondiente lema (1.0.1)):

—Ap(x,t) = tr((Vu(x,1))?), V(x,t) € R? x [0,00).

Estas observaciones ya premiten entregar la formulacién de la ecuacion de Navier - Stokes
2D en términos de la vorticidad y de la funcién de corriente, cuya construccién formal puede
ser completamente leida en [10], seccién 2.1 (si bien los célculos son practicamente iguales a
aquellos realizados en el caso de la ecuacion de Euler bidimensional):
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Proposicién 8.1. (Formulacién en forma vorticidad - corriente de la ecuacion de Navier
- Stokes en R* x [0,00)). Considérese un flujo viscoso y bidimensional definido en todo
R? x [0, 00), cuyos campos de velocidad y vorticidad decaen lo suficientemente rdpido cuando
|(x,y)|| = oo. Entonces, la ecuacién de Navier - Stokes incompresible (8.1) (con Q = R?) es
equivalente a la siguiente formulacion en términos de la vorticidad y funcion de corriente:

Dw A

— = VAW

Dt en R? x (0, 00), (8.14)
W|t:0 = Wy

donde wy : R? — R es una funcién conocida y v > 0 es la viscosidad cinemdtica. El campo
de velocidad se obtiene a partir de la vorticidad, mediante la ley de Biot - Savart:

u(x,t) = / Ko(x — y)w(y, ) dx, Y(x,t) € R? x [0,00), (8.15)

involucrando al kernel Ky : R*\ {(0,0)} — R?, definido como:

Km,y)ﬁl( y_ _¢ ) Ve, y) € B2\ {(0,0)}.

o\ a2+ 12 2?42
Por su parte, la presion puede ser calculada al resolver la siguiente ecuacion de Poisson:
—Ap(x,t) = tr((Vu(x,1))?), V(x,t) € R? x [0,00).

Al igual que en el caso inviscido, los flujos incompresibles, viscosos y axisimétricos pueden
ser modelados de acuerdo a una formulacién vorticidad - corriente especial, la cual se presenta
formalmente en [10], seccién 2.3. La correspondiente formulacion general de la ecuacién de
Navier - Stokes incompresible y tridimensional, en términos de la vorticidad y la funciéon de
corriente, se encuentra resumida en la siguiente proposicién (cuya demostracién puede ser
consultada en [10], seccién 2.4):

Proposicion 8.2. (Formulacion en forma vorticidad - corriente de la ecuacion de Euler en
R?x [0, 00) ). Considérese un flujo viscoso y tridimensional definido en todo R? x [0, 00), cuyos
campos de velocidad y vorticidad decaen lo suficientemente rdpido cuando ||(z,y,2)|| — oo.
Entonces, la ecuacion de Navier - Stokes incompresible (8.1) (con Q = R?) es equivalente a
la siguiente formulacion en términos de la vorticidad y funcion de corriente:

Dw

=Y W Vu+rA

Dr CYTYRTEAY RS & (0,00), (8.16)
w|t:0=wo

donde wy : R* — R® es una funcién conocida y v > 0 es la viscosidad cinemdtica. El campo
de velocidad se obtiene a partir de la vorticidad, mediante la siguiente ley de Biot - Savart:

1 -y
ux,t:——/ixwy,tdy, V(x,t) € R? x [0, 00). 8.17
) = =5 | ey X0y VD) € R x 0.0 (817)
Por su parte, la matriz jacobiana del campo de velocidad puede ser calculada a partir de la
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vorticidad, mediante la siguiente formula (la integral debe ser interpretada como un valor
principal de Cauchy):

Vu(x, t)h = —(PV) / {;ﬂ“’n(z’_t)y]f + Air [(x~y) waiy};ﬁl] (= y)Th} dy + ;w(x, t) x h,

R3

para todo (x,t) € R* x [0,00) y h € R®.

8.3. Existencia, unicidad y regularidad de soluciones
de la ecuaciéon de Navier - Stokes incompresible

En esta seccién se presentaran formalmente todos aquellos resultados concernientes a la
existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles de la ecuacion de Navier - Stokes
incompresible, tanto en el caso bidimensional como en el tridimensional. Si bien los teoremas
seran expuestos de acuerdo a la forma utilizada en [72] (capitulo N°3, seccién 3), en cada
enunciado se indicara la correspondiente referencia original, para asi dar cuenta de la anti-
gliedad o modernidad del resultado en cuestion.

Historicamente, la primera demostracién sobre la existencia de soluciones débiles de la
ecuacién de Navier - Stokes incompresible fue publicada por J. Leray en [54], si bien E. Hopf
([43], del ano 1950) realizé importantes contribuciones en el caso del dominio acotado. Estos
resultados pueden resumirse de la siguiente manera:

Teorema 8.2. Sea T > 0 fijo, y sea £ C R", con n =2 ¢ n = 3, un conjunto abierto
y conexo, que puede ser acotado o no (si es acotado, o cuando pueda ser definida, se asu-
mird que su frontera OS) es Lipschitz). Si £ € L*([0,T);V') y ug € H, entonces existe al
menos una funcion u € L*([0,T);V) que satisface (8.9) 6 (8.10). Ademds, se tendrd que
ue L>(0,T];H) y que u: [0,T] — H es débilmente continua, esto es, la funcion escalar
t€[0,T] — (u(t),v)m es continua, para todo v € H.

8.3.1. Unicidad y regularidad en el caso bidimensional

Si se resuelve la ecuacion de Navier - Stokes incompresible sobre un dominio espacial
bidimensional, entonces es posible garantizar la existencia y unicidad de una solucién débil,
a la vez que la regularidad de ésta puede ser mejorada. Todo esto se resume en el siguiente
teorema, cuya referencia original corresponde a la obra de O. A. Ladyzhenskaya ([53], capitulo
N°6, del ano 1969), o bien a aquella de G. Prodi junto a J. L. Lions ([55], del afio 1959):

Teorema 8.3. Sea T > 0 fijo, y sea Q C R? un conjunto abierto y conexo, que puede ser
acotado o no (si es acotado, o cuando pueda ser definida, se asumird que su frontera 0S) es
Lipschitz). Si f € L*([0,T); V') y ug € H, entonces existe una tnica funcién u € L*([0,T]; V)
que satisface (8.9) ¢ (8.10). Ademds, la solucion u serd igual, c.t.p. en [0,T], a una funcion
perteneciente a C([0,T]; H), verificando que:

11_{%u(t) =uy en H.

Con respecto al mejoramiento de la regularidad, se cuenta con los siguientes resultados:
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o Si adicionalmente se asume que £’ € L*([0,T]; V'), que £(0) € H y que ug € H*(; R*)NV,
entonces se tendrd también que W' € L*([0,T); V) N L>=([0,T); H).

e Si adicionalmente se asume que £ € L>([0,T]; H), que £’ € L*([0,T); V"), que £(0) € H,
que Uy € H2(Q; R*)NV y que el dominio Q2 es acotado y con frontera de clase C*, entonces
se tendrd también que u € L=([0, T]; H?(£; R?)).

Por completitud, es necesario agregar algunos comentarios interesantes en relacién al
teorema anterior:

- Bajo las hipdtesis dispuestas en el segundo item del teorema (8.3), es posible demostrar que
el campo de presiones pertenece a la clase L*([0, T]; H'(£2; R)), satisfaciendo la ecuacién
(8.6) en el sentido de las distribuciones.

- Segun se indica en [72] (capitulo N°3, seccién 3.5.1), es posible obtener finalmente una
solucién clasica u € C*(Q x [0,7];R?) de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y
bidimensional (8.6), suponiendo que f € C*®(Q x [0, T];R?), que uy € C*(Q;R?) y que el
dominio 2 posee frontera de clase C* (cuando es acotado o cuando es posible definir su
frontera, pues el resultado también se cumple si Q = R?). Si 7' = oo, todo lo anterior sigue
siendo valido si, adicionalmente, se asume que las siguientes integrales son finitas:

/ (||uo<x>||2+H%‘;<x,o> )dx, /] (||f<x7t>||2+H§f<x,t> )dxdt,

Q
8.3.2. Unicidad y regularidad en el caso tridimensional

para todo 7 > 0.

Aligual que en el caso de la ecuacion de Euler, la ecuacion de Navier - Stokes incompresible
y tridimensional debe ser analizada en forma independiente de su equivalente bidimensional.
De hecho, el motivo que obliga a realizar esta separacion es el mismo: en dos dimensiones
espaciales, el término de dilataciéon o contraccién vorticial w - Vu es constantemente nulo
en Q x (0,00). Luego, desde el punto de vista fisico, ambos problemas son esencialmente
distintos, lo cual posteriormente se traduce en resultados més débiles de existencia, unicidad
y regularidad de soluciones de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y tridimensional.
Si bien los teoremas garantizan la existencia y unicidad de una solucién clasica (infinitamente
diferenciable), ésta podra ser definida globalmente en el tiempo sélo bajo el supuesto de unas
hipétesis bastante restrictivas sobre la condicién inicial y el campo de fuerzas externas. Si no
se asumen dichas hipotesis, solo se puede asegurar la existencia y unicidad de una solucion
clasica en un intervalo finito de tiempo, tal cual ocurria en el caso de la ecuacion de Euler
3D. En la descripciéon de estos resultados se hard presente un fenémeno bastante peculiar de
las propiedades matematicas de la ecuacion de Navier - Stokes 3D: la existencia, sin unicidad
garantizada, de ciertas soluciones débiles, y también la unicidad, sin existencia asegurada, de
ciertas soluciones fuertes.

El primer resultado de unicidad y regularidad de una soluciéon débil de la ecuacion de

Navier - Stokes incompresible y tridimensional se presenta a continuacién (como referencia
original puede tomarse [53], capitulo N°6, o bien [43] y [54]):
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Teorema 8.4. Sea T > 0 fijo, y sea Q C R3 un conjunto abierto y conexo, que puede ser
acotado o no (si es acotado, o cuando pueda ser definida, se asumird que su frontera OS2 es
Lipschitz). Si f € L*([0,T];V’) y ug € H, entonces existe una funcién (no necesariamente
dnica) u € L*([0,T); V) que satisface (8.9) ¢ (8.10), la cual verifica lo siguiente:

{ ue L¥3([0, T]; L% R?)), (8.18)

u' € LY3([0,T]; V).

Por su parte, bajo las mismas hipotesis anteriores, se puede establecer que existe a lo mds
una unica solucion de (8.9) ¢ (8.10) que verifica lo siguiente:

{ueL2([0,T];V)QL°°([07T];H)7 (8.19)

u € L3([0,7]; L*(Q; R?)).

En caso de existir, esta ultima solucion también perteneceria a la clase C([0,T]; H).

Con respecto al mejoramiento de la regularidad de las soluciones descritas en el teore-
ma anterior, se cuenta con el siguiente resultado (la referencia original es nuevamente [53],
capitulo N°6):

Teorema 8.5. Sea T > 0 fijo, y sea  C R*® un conjunto abierto y conexo, que puede ser
acotado o no (si es acotado, o cuando pueda ser definida, se asumird que su frontera O) es
Lipschitz). Supdngase que £ € L([0,T]; H), que £’ € L*([0,T]; H), que uy € H*(Q;R*) NV,
y que se verifica una condicion adicional (R ), que serd explicada posteriormente. Entonces,
existe una tnica funcion u € L*([0,T]; V) que satisface (8.9) 6 (8.10), la cual verifica que
u € L*([0,T); V)N L>([0,T); H). Si adicionalmente se asume que el dominio ) es acotado
y con frontera de clase C*™, entonces se tendrd también que u € L°([0,T]; H*(Q; R?)).

Tal cual se hizo en el caso bidimensional, es importante puntualizar los siguientes aspectos
en relacién a los teoremas (8.4) y (8.5):

- En definitva, el teorema (8.4) garantiza la existencia (pero no la unicidad) de la clase
(8.18) de soluciones débiles de la ecuacién de Navier - Stokes 3D. Por su parte, en la parte
final del enunciado de dicho teorema se asegura la unicidad (pero no la existencia) de una
solucién fuerte de la ecuacién de Navier - Stokes 3D que perteneceria a la clase (8.19). La
familia de funciones que satisface (8.19) es mas restrictiva, o mas pequena, que la clase
descrita por (8.18), y por ello se habla de soluciones fuertes.

- La condicién adicional (R) nombrada en el teorema (8.5) se satisface cuando el coeficiente
de viscosidad v > 0 es lo suficientemente grande, o bien, cuando se impone un control muy
exigente sobre el tamano del campo de fuerzas f y de la condicién inicial uy. Por ejemplo,
cuando T' > 0 es finito, la condicién (R) requiere que existan ciertas constantes a, b, c > 0
(todas dependiendo de f o de ug) tales que:

T

a / aT V3

” +(1+ b?) |3 + — exp (/ £ ()|l e ds) < x
0

- Bajo las hip6tesis dispuestas en la parte final del teorema (8.5), esto es, cuando el dominio
() es acotado y con frontera de clase C™, es posible demostrar que el campo de presiones
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pertenece a la clase L>([0, T]; H'(2;R)), satisfaciendo la ecuacién (8.6) en el sentido de
las distribuciones.

- Segun se indica en [72] (capitulo N°3, seccién 3.5.2), es posible obtener finalmente una
solucién clésica u € C°(Q x [0,7];R?) de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y
tridimensional (8.6), asumiendo que f € C™(Q x [0, T];R?), que uy € C®(;R?), que el
dominio €2 posee frontera de clase C* (cuando es acotado o cuando es posible definir su
frontera, pues el resultado también se cumple cuando 2 = R?) y la condicién adicional
(R). Cuando T' = o0, la existencia y unicidad de tal solucién clésica estd garantizada
s6lo cuando se reemplaza la hipétesis (R) por la siguiente imposicion (que es todavia méas
exigente):

sup sup (1 + [|x[)][D%ap(x)[| < eov
|| <2 x€Q

supsup (1 x| D, )] < e,

<2 (x,t)€Qx[0,00)
para una cierta constante fija g > 0. Si no se satisface esta ultima condicién, entonces
solo es posible asegurar la existencia y unicidad de soluciones regulares de la ecuacién de
Navier - Stokes 3D en un intervalo finito de tiempo [0, 7], con 0 < T' < oco. El tiempo final
T, que depende de la condicién inicial ug, corresponde a un instante de singularidad o de
blow - up, pues la energia del campo de velocidad aumenta en forma no - acotada en la
medida que t ' T. Estos temas seran tratados con mayor detalle en la préxima seccion.

8.4. Singularidades en tiempo finito de soluciones de la
ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridi-
mensional

Partiendo desde las obras pioneras de J. Leray, E. Hopf y O. Ladyzhenskaya, la comunidad
cientifica ha dedicado mucho esfuerzo a la construccion de una teoria matematica concerniente
a las ecuaciones que rigen la mecanica de fluidos. No obstante, incluso hasta la presente fecha,
dicha teoria se mantiene fundamentalmente incompleta. En particular, se mantiene abierto
el problema sobre la existencia de singularidades en tiempo finito de las soluciones de la
ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridimensional. Con respecto a esta cuestion
trascendental, en las préximas secciones se discutiran los siguientes aspectos:

- La posibilidad de extender, en el tiempo, una solucién de la ecuaciéon de Navier - Stokes
3D que estd inicialmente definida en el intervalo [0, 7], con 0 < T' < co. En caso contrario,
si no es posible alargar el dominio temporal de la solucién, describir como se manifiesta la
correspondiente singularidad presente en el instante 7T'.

- Dar a conocer el famoso resultado de L. Caffarelli, R. Kohn y L. Nirenberg ([14], del ano
1982): el conjunto de puntos espacio - temporales en los cuales una solucién de la ecuacion
de Navier - Stokes 3D presenta una singularidad posee medida de Hausdorff unidimensional
nula. Vale decir, dicho conjunto de puntos no puede completar una curva en el espacio -
tiempo.

- La existencia de soluciones auto - similares de la ecuacién de Navier - Stokes 3D, analizada
fundamentalmente en los trabajos de J. Necas, M. Ruzicka, V. Sverdk y D. Chae.
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- Algunos teoremas mas recientes del tipo Liouville que pueden ser aplicados a la formulacion
axisimétrica de la ecuacion de Navier - Stokes 3D, y que establecen, entre otras cosas, que
las soluciones axisimétricas y singulares de la ecuacién de Navier - Stokes 3D poseen un
blow - up caracterizado por una tasa de crecimiento pequena.

8.4.1. Acumulacién de la vorticidad y existencia de soluciones glo-
balmente regulares de la ecuacién de Navier - Stokes 3D

En esencia, el teorema (4.5) establece que la ecuacién de Navier - Stokes 3D posee una
tinica solucién clasica u € C([0,7%); H™(R*;R*)) N C'([0, T*); H™ *(R*;R?)), con m > 3,
la cual puede ser extendida en el tiempo en la medida que la cantidad ||u(-,?)|| gm@srs) se
mantenga acotada cuando t ' T™. De hecho, si el tiempo de existencia de la solucion T > 0
es finito, entonces necesariamente debe tenerse que tl_lgl* lu(:, t) || gmmsrs) = 0o. Vale decir, en

concordancia con el ultimo comentario de la seccion anterior, la presencia de una singularidad
en el instante critico T* provoca un crecimiento no - acotado de la energia® del campo de
velocidad u. Es més, si T" < oo, entonces es posible obtener la siguiente tasa de crecimiento
para la energia de la solucion:

||11(-, t)HHm(RB;R?’) - O<T* - t>_m/3’

para t /' T*. En la obra [9] se dan a conocer las correspondientes tasas de crecimiento veri-
ficadas por otras normas del campo de velocidad, su matriz jacobiana y su transformada de
Fourier.

Equivalentemente, si se asumen ciertas hipotesis de integrabilidad del campo de velocidad,
es posible extender el dominio temporal en el cual esta inicialmente definida la solucién. En
esta linea se puede destacar, por ejemplo, el siguiente resultado de Y. Giga (publicado en
[39]): considérese, para un cierto 7' > 0 y s > 5/2, la tnica solucién

u e C([0,T]; H*(R* R*)) N C'([0, T]; H*(R*; R?)) N C([0, T]; H**(R* R?)) (8.20)

de la ecuacién de Navier - Stokes 3D (8.6), con Q = R* y f = 0, cuya existencia estd
garantizada por el teorema presente en [37]. Si dicha solucién satisface, ademas, que:

u € L([0,7]; LP(R* RY)),

2 3
para ciertos nimeros 3 < p < ooy 2 < g < oo tales que — + — = 1, entonces ella puede ser

extendida, como una solucién perteneciente a la clase (8.20), hasta un cierto instante 7" > T

Ahora bien, al igual que en el caso de la ecuacién de Euler 3D, el proceso de acumulacion
de la vorticidad (vale decir, el aumento de la norma infinito de la vorticidad) esta intimamente
ligado al control de la regularidad, local o global, de las correspondientes soluciones de la
ecuacion de Navier - Stokes 3D. Mas precisamente, otra consecuencia necesaria de que el
tiempo maximo de existencia T™ sea finito puede ser apreciada en el siguiente teorema:

2En este caso, al hablar de la energia del campo de velocidad se estd haciendo referencia a su norma en
un determinado espacio de Sobolev.
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Teorema 8.6. (Control de la norma L™ de la vorticidad y reqularidad global; consultar [10],
seccion 3.3). Considérese una condicion inicial ug € H™(R*;R?), con m > 7/2, que verifica
la condicion de incompresibilidad, de modo tal que existe un tiempo mdzximo de existencia
T > 0 (posiblemente infinito) y una tinica solucion u € C*([0,T); C*(R*; R*)NH™(R*; R?)) de
la ecuacion de Navier - Stokes 3D (cuando el campo de fuerzas externas es nulo). Entonces:

1. Si para cualquier 7 > 0 existe una constante My > 0 tal que:
T
/ e ()| o sy dt < Mo,
0

entonces la solucion estd globalmente definida en el tiempo, vale decir, puede extenderse
hasta pertenecer a la clase C'(]0, 00); C*(R?*; R*) N H™(R?; R?)).

2. Si el tiempo mdximo de existencia T > 0 es finito, entonces la vorticidad se acumula tan
rapidamente en el tiempo de modo tal que:

t
}i/n%/|yw(s)|ymR3;R3) ds = co.
0

Sin embargo, tanto el teorema (4.5) como el teorema (8.6) describen consecuencias ne-
cesarias de la aparicién de tal singularidad, no el procedimiento fisico - matematico que
conlleva hacia la pérdida de regularidad. Siguiendo el tratamiento otorgado a la ecuacion de
Euler 3D, es fundamental contar con algin criterio que permita caracterizar el surgimiento
de singularidades (en tiempo finito) en las soluciones de la ecuacion de Navier - Stokes 3D.
Afortunadamente, el criterio de Beale - Kato - Majda, descrito en los teoremas (4.3) y (4.4)
sigue siendo valido en el caso de un fluido homogéneo, viscoso e incompresible; en definitiva,
al igual que en la ecuacion de Euler 3D, solamente la norma L™ de la vorticidad contro-
la el quiebre de las soluciones regulares de la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y
tridimensional.

8.5. Medida de Hausdorff del conjunto de puntos sin-
gulares

Partiendo desde la obra precursora de J. Leray de 1930, diversos matematicos han decidido
emplear ideas y técnicas provenientes de la teoria de la medida para obtener nuevos resultados
concernientes a la regularidad parcial de las soluciones débiles de la ecuacion de Navier -
Stokes incompresible y tridimensional. Un teorema de reqularidad parcial tiene por finalidad
entregar una estimacion de la dimension del conjunto de puntos singulares de una solucion
débil de la ecuacion de Navier - Stokes 3D. De hecho, en [54], el propio J. Leray demostré6
que si u € L*([0,7]; V) es una solucién débil de la ecuacién de Navier - Stokes 3D (en el
sentido del teorema (8.4)) que estd definida en todo R®) entonces u es suave o regular en
R?\ &, donde el conjunto & C R?® posee las siguientes propiedades:

- La medida de Lebesgue de & es cero.

- El complemento de £ es una unién de intervalos, y el taltimo de éstos es semi - infinito.
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Por ende, de acuerdo a lo demostrado por J. Leray, las soluciones débiles de la ecuacién
de Navier - Stokes 3D que estén definidas en todo R? son esencialmente regulares.

Lamentablemente, aquel teorema demostrado por J. Leray no es vélido en el caso de una
solucién débil cuyo dominio espacial es una regién acotada de R?. Décadas maés tarde, a partir
de 1970, los trabajos de V. Scheffer estuvieron dedicados a refinar y profundizar los resultados
existentes en materia de regularidad parcial, esfuerzos que finalmente desembocarian en la
obra cilmine de L. Caffarelli, R. Kohn y L. Nirenberg. Sin embargo, antes de puntualizar los
aspectos mas relevantes de dichos resultados, es necesario definir la manera en que se medira
la dimension del conjunto de puntos singulares.

La herramienta utilizada en [14] consiste en un andlogo parabdlico de la dimensién de
Hausdorff, para lo cual se consideran cilindros parabolicos, esto es, conjuntos de la forma
Q, = B, x I, C R®*x C R, siendo B, C R? una bola de radio » > 0 y I, C R un intervalo de
largo 2. Més precisamente, para § > 0, s > 0y F C R*x C R dados, definase:

Pg(E)iinf{er\0<ri<5,Vi€N; E C UQW},

=0 i=1

y sea P*(E) = 6l_i>r(r)1+ P5(FE). Segun se indica en [14], seccién 2D, para todo s > 0 se tiene que

P? es una medida exterior, para la cual todos los conjuntos de Borel son medibles (de hecho,
P? es una medida regular en la o - dlgebra de los conjuntos borelianos, para todo s > 0). Con
esta informacion, dado s > 0, la medida de Hausdorff s - dimensional H*® se define al igual
que P?, pero cambiando los cilindros parabdlicos (),, por cualquier sub - conjunto cerrado de
R3x C R cuyo didmetro sea menor o igual a 7; > 0. En consecuencia, existird una constante
c(s) > 0 tal que:
H(E) < c(s)P*(E), VE CR’x CR.
Por otra parte, dado T' > 0, Q@ C R* y una solucién (débil o clasica) u: Q x [0,T] — R?

de la ecuacién de Navier - Stokes 3D (8.6), se dird que el punto (x,t) € Q x (0,7T) es singular
cuando u es no - acotada c.t.p. en cualquier vecindad del punto (x,t), esto es:

u ¢ Li?c(v(x,t); Rg)a

para toda vecindad Vi, C R® x R del punto (x,t). Se denotard por S C R* x [0,7] al
conjunto de todos los puntos singulares de dicha soluciéon. En [68], V. Scheffer demostré el
siguiente teorema de regularidad parcial:

Teorema 8.7. Considérese el problema con condicion inicial y condicion de borde asociado
a la ecuacion de Navier - Stokes 3D (8.6) cuando v =1, f = 0y QcCR? es un conjunto
acotado cuya frontera O tiene medida de Lebesgue nula. Entonces, el problema (8.6) posee
una solucion débil cuyo conjunto singular S C R x [0, 00) satisface lo siguiente:

HY3(S) < o0,
sup HY (SN (Q x {t})) < c0.

t>0

La situacién cuando v = 1, f = 0 y Q = R® también fue estudiada por V. Scheffer en [67],
llegando a concluir que H?*(S) < oo. Adicionalmente, el conjunto de instantes singulares,
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entendido como:

Y={t>0] (IxeQ) (x,t) € S},

fue analizado por el mismo autor en [66], logrando demostrar que #?(X) = 0 cuando v = 1,
f=0y Q= R> El teorema principal que demuestran L. Caffarelli, R. Kohn y L. Nirenberg en
[14] consiste en un mejoramiento de los resultados publicados anteriormente por V. Scheffer,
en cuanto:

- Es mas de caracter local, vale decir, permite que el dominio {2 sea acotado.

- Entrega una estimaciéon mas fina de la dimensiéon de Hausdorff del conjunto de puntos
singulares de la solucion.

- Permite la incorporacién de un campo de fuerzas no idénticamente nulo (y relativamente
general en naturaleza).

En forma resumida, el gran teorema de L. Caffarelli, R. Kohn y L. Nirenberg puede ser
enunciado asi:

Teorema 8.8. Sea T > 0 y supongase que Q = R?, o bien que Q C R® un conjunto abierto,
acotado y con frontera suave. Adicionalmente, supongase que existe q > Z tal que:

fe L2(Qx [0, T;R*) N L{ (2 x [0, T]; R?),

V- f=0 en Qx][0,7T],

u € L*(O;R?),

V-ug=0 -en Q,

u-n=0 en 09,

siendo m la normal exterior unitaria a la frontera 02 (la dltima condicion sélo se asume
cuando ) es acotado, y en este caso se debe agregar la hipotesis de que uy € W2/5’5/4(Q; R?)).
Entonces, el problema con condicion inicial ug, viscosidad unitaria, campo de fuerzas externas
f y condicion de borde asociado a la ecuacion de Navier - Stokes 3D (8.6) posee una solucién
débil apropiada®, cuyo conjunto singular satisface que P'(S) = 0.

En particular, de acuerdo al teorema (8.8), el conjunto singular de una solucién débil de
la ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridimensional no puede contener una curva
en el espacio - tiempo de la forma {(x,t) € 2 x [0,7] | x = ¢(t)}, para una determinada
funcion ¢ : [0,7] — €. En las propias palabras de C. Fefferman (en [32]): “Este [el de
Caffarelli - Kohn - Nirenberg| es el mejor teorema de regularidad parcial conocido, hasta el
momento, para la ecuacién de Navier - Stokes. Parece muy dificil ir méas alld en esta cuestion”.

Por otra parte, si bien estos resultados de regularidad parcial no necesariamente son
validos en el caso de la ecuacién de Euler incompresible y tridimensional (puesto que en
las hipdtesis se asume que v = 1), ellos si pueden ser utilizados para conjeturar que la
solucién numérica de la ecuacion de Euler 3D hallada por T. Hou y G. Luo en [45] es, en este

3En [14], seccién 2A, los autores introducen un concepto de solucién débil similar al empleado en este
capitulo, pero con ciertas restricciones adicionales. Por este motivo deciden hablar de soluciones débiles
apropiadas.
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contexto, inadmisible. Recuérdese que en [45] se reporta la existencia de una singularidad del
tipo anular en la frontera sélida del cilindro, al instante ¢ = ¢, ~ 0.0035056. Vale decir:

S:{(x,y,z)€R3 | 2* +9% =1, z =0} x {ts}.

Luego, ciertamente se tiene que P'(S) > 0, contradiciendo el teorema de regularidad parcial
de Caffarelli - Kohn - Nirenberg.

8.6. Soluciones auto - similares de la ecuacion de Na-
vier - Stokes incompresible y tridimensional

Tal cual ocurre con la ecuacion de Euler 3D, las soluciones de la ecuacién de Navier -
Stokes 3D verifican la propiedad de invarianza de escala: si u'y p satisfacen la ecuaciéon (8.6)
en R? x (0, 00) (cuando el campo de fuerzas externas es nulo), entonces las funciones:

1 X t
A .
wix.t) = qu (m)

1 X t
A .
Pt = 55p (3o 5s) o VRt € R x [0,00),

(8.21)

también resuelven la ecuacion (8.6), para todo A > 0 (ver [10], seccién 1.2). De hecho,
con la finalidad de describir un posible escenario de explosion en el origen de R® y en un
determinado instante de tiempo T > 0, J. Leray postulé en [54] la existencia de soluciones
auto - similares de la ecuacion de Navier - Stokes 3D, vale decir, soluciones que presenten la
siguiente estructura:

u(x,t) = ! U ( x )
2a(T —t) 20(T —t)

X

1
p(x,t) = 2a(T — t)P ( 2a(T —t)

(8.22)

) , Y(x,t) € R® x [0,T),

siendo U : R® — R? el perfil auto - similar del campo de velocidad, P : R® — R el
perfil auto - similar del campo de presiones y a > 0 una constante. En realidad, se puede
simplemente considerar 7" € R, de modo tal que el campo de velocidad u en (8.22) estara
definido en R? x (—oo, T'). Por lo general, también se exige que ciertas normas asociadas a la

energia de u sean finitas. Tal cual se demuestra en [60], al introducir la variable auto - similar
x
= ———————, la ecuacion de Navier - Stokes 3D se transforma en el siguiente sistema de

y —
\V2a(T —t)
ecuaciones diferenciales:

{ —vAU(y) + aU(y) + aVU(y)y + VU(y)U(y) = =V P(y)

div(U)(y) =0, (8.23)

para todo t € (—oo0,T) y y € R®. Luego, la existencia de una solucién del sistema (8.23)
es equivalente a la existencia de una solucién de la ecuaciéon de Navier - Stokes 3D que
desarrolla una singularidad en el punto x = 0 y al instante T, resolviendo el misterio sobre
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la pérdida de regularidad, en tiempo finito, de soluciones de la ecuacion de Navier - Stokes 3D.

La pregunta planteada por J. Leray se mantuvo sin respuesta hasta 1995, cuando J.
Necas, M. Rizicka y V. Sverdk probaron que la tinica solucién auto - similar de la ecuacién
de Navier - Stokes 3D cuya energia verifica ciertas estimaciones globales es idénticamente
nula. Mas precisamente, en la obra [60] se demuestra lo siguiente:

Teorema 8.9. (Exclusion de una solucion auto - similar que satisface una estimacion global
de su energia). Si U : R* — R® es una solucion débil del problema (8.23) que pertenece a
L3(R3;R?), entonces U es idénticamente nula en R,

En este contexto, los autores de [60] consideran que una solucion débil del problema (8.23)
es una funcion U € I/Vlif(]Rg; R?) cuya divergencia es idénticamente nula en R?® y que, ademés,
verifica lo siguiente:

[ VU(y) - Voly) + [aUly) + aVU)y + VORUG) - oly)}dy =0, (8:24)

para todo campo solenoidal ¢ € C5°(R?*;R?). Ahora bien, la condicién de integrabilidad en
L3(R?; R?) que se impone sobre el perfil auto - similar U se cumple cuando la correspondiente
solucién u : R* x (—o0o,T) — R? de la ecuacién de Navier - Stokes 3D satisface la siguiente
desigualdad (que es una estimacién global de su energia):

t
1 1
5 [IuGenlFax+ [ [v|Fuee )P dxde < 5 [ ljuex, )] dx, (8.25)
R3 R3

t1 R3

para todo t € (t1,t), con t1,ts € (—o0,T) dados. Por otra parte, supéngase que la solucién
verifica simplemente una estimacion local de su energia, esto es, una desigualdad del siguiente
estilo:

T
1
esssup o ||u(x,t)||2dx+//l/||Vu(x, t)||? dx dt < oo, (8.26)

to<t<T
0 B, to By

para alguna bola B, C R?® de radio r > 0, y para cierto t, < 7. En tal caso, no se puede
asegurar que U € L*(R* R?), y en efecto, la obra de J. Necas, M. Rizicka y V. Sverak
no excluye la posible apariciéon de singularidades auto - similares a través de soluciones que
satisfagan una estimacion local de su energia. Segin se indica en [75], esto no descarta, por
ejemplo, un perfil auto - similar que decaiga de la siguiente forma:

u(y) 1A(y)+%y),mmwwﬁw,

Ayl iyl [yl

siendo A : R® — R® una funcién diferenciable. Justamente el autor de la obra [75] excluye
la posibilidad de que una singularidad auto - similar se manifieste a través de este tipo de
perfil auto - similar. Precisamente, en [75] se demuestra lo siguiente:

Teorema 8.10. (Ezclusion de una solucion auto - similar que satisface una estimacion local
de su energia).

1. 8i U:R®> — R? es una solucién débil del problema (8.23) (en el sentido de (8.24)) que
pertenece a Lq(Rg;R3), para un cierto q € (3,00|, entonces U es constante en R3.
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2. Dado T € R, supdngase que la funcion u : R® x (—oo,T) — R? resuelve la ecuacion de
Navier - Stokes incompresible y tridimensional en el sentido de las distribuciones, verifi-
cando la desigualdad (8.26) en el cilindro {(z,y,2) € R® | 2? +y* + 2> < 1} x (T — 1,T).
Si, ademds, u es de la forma (8.22), entonces u es idénticamente nula en R® x (—oo, T).

Finalmente, corresponde senalar que muchos otros trabajos han sido dedicados a la demos-
tracion de teoremas que excluyen la posibilidad de existencia de soluciones auto - similares,
locales y asintoticas, de la ecuacién de Navier - Stokes 3D. Para conocer mayores detalles, el
lector interesado puede consultar las obras [16], [18] y [19].

8.7. Teoremas del tipo Liouville para la ecuaciéon de
Navier - Stokes incompresible y aplicaciones

Uno de los resultados fundamentales del analisis armoénico es el teorema de Liouville, que
establece que toda funcién armonica y acotada v : R® — R debe ser constante, con n > 1
entero. Puesto que el operador laplaciano juega un rol especial en la ecuacion de Navier -
Stokes, es natural e interesante considerar el siguiente problema (que es el punto de partida
de la obra [52]):

Caracterizar las soluciones de la ecuacién de Navier - Stokes (8.6) en R" x (—o0,0),
con n =2 6 n =3, cuyo campo de velocidad sea globalmente acotado en R".

Noétese que, dada una funcién diferenciable b : (—o0,0) — R, cualquier par de campos

de la forma:
u(z,y,z,t) =(0,0,b(t))
p(z,y,2,t) = =V(t)z, VY(z,y,2,t) € R®x (—00,0),

resuelve la ecuacién de Navier - Stokes (8.6) en R® x (—o00,0). En esta seccién se verd que,
en realidad, esta caracterizacion es efectivamente valida en el caso bidimensional y en el caso
tridimensional axisimétrico (considerando, en ambas situaciones, soluciones débiles y global-
mente acotadas en espacio y tiempo), conformando verdaderos teoremas de Liouville en el
contexto de la teorfa matemadtica de la mecanica de fluidos. Segun se indica en [52], todavia
no existe una caracterizacion satisfactoria en el caso tridimensional general, incluso cuando
se plantea la ecuacién de Navier - Stokes 3D en régimen estacionario.

Antes de enunciar estos teoremas, corresponde senalar que los autores de [52] trabajan
con la ecuaciéon de Navier - Stokes 3D (8.6) en R* x (—o0, 7)), para un tiempo fijo 7' € R,
v =1 y un campo de fuerzas nulo. En este contexto, ellos entienden por solucion débil de
dicha ecuacion a toda funciéon u € L (R? x (o0, T); R?) tal que div(u) = 0 en R* x (—o0, T
(en el sentido de las distribuciones), y que, ademas, verifique lo siguiente:

// (x,1) { (Xt)—l—Agp(xt)}dth—i-Z//ukxt u(x,t) - aafk(x,t)dxdt:(),

—o0 R3 o0 R3
para cualquier campo vectorial p € C3°(R*x (—o00, T); R?) tal que div(p) = 0 en R*x (—o0, T)).
El primer teorema del tipo Liouville que se demuestra en [52] es el siguiente:
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Teorema 8.11. Sea u : R? x (—00,0) — R? una solucion débil y globalmente acotada (en
espacio y tiempo) de la ecuacion de Navier - Stokes incompresible y bidimensional. Entonces,
existe una funcion medible y acotada b : (—o0,0) — R? tal que u(x,t) = b(t), para todo
(x,t) € R? x (—00,0).

Como se indico anteriormente, hasta el dia de hoy no se sabe si existe un teorema similar
a (8.11) cuando se trabaja con tres dimensiones espaciales, ya sea en el caso estacionario o no.
Sin embargo, bajo la hipdtesis adicional de que el flujo posee simetria rotacional, es posible
obtener interesantes resultados en esta direccién. Recuérdese que, al utilizar un sistema de
coordenadas cilindricas, un campo de velocidad axisimétrico puede ser descrito mediante la
siguiente descomposicion:

u(&,t) = up(r, 2, )7 + ug(r, 2, )0 + u.(r, z, )k,

para todo (£,t) € R® x [0,00), con & = 77 + zk, siendor >0, 2 € R y {f,é,l%} el triedro
ortogonal propio de las coordenadas cilindricas. En este sistema de coordenadas, para el caso
de un campo de velocidad axisimétrico u : R? x [0, 00) — R* y un campo de presiones axisi-
métrico p : R? x [0,00) — R, la ecuacién de Navier - Stokes incompresible y tridimensional
(8.6) admite la siguiente escritura:

ou, ou, ou, uy  Op U,

R L i

Oug Oug Oug  U,Ug Ug

ot " or s 0z r :Aua_ﬁ 3\ [

ou ou ou ap en R \{O} X (07 OO>7
S U F U + — = Au,

ot or 0z 0z

10 ou,

par )+ =0

donde A denota al operador laplaciano en coordenadas cilindricas. Es sabido que, para un
instante finito 7" > 0 cualquiera, la ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridimensional
posee soluciones axisimétricas y con componente angular nula que son regulares en todo
R? x [0,T] (consultar, por ejemplo, [76]). En el caso de soluciones débiles, axisimétricas y
con componente angular nula, los autores de [52] demuestran el siguiente teorema del tipo
Liouville:

Teorema 8.12. Sea u : R? x (—00,0) — R* una solucion débil y globalmente acotada (en
espacio y tiempo) de la ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridimensional. Supdngase
que el campo de velocidad u es axisimétrico y que su componente angular es constantemente
nula. En consecuencia, existe una funcion medible y acotada b : (—00,0) — R tal que
u(x,t) = (0,0,b(t)),V(x,t) € R* x (—o0,0).

Es un problema irresoluto determinar la validez del teorema (8.12) cuando el campo
de velocidad posee una componente angular cualquiera. No obstante, el siguiente resultado
(cuya demostracién también puede leerse en [52]) constituye una conclusién parcial en aquella
direccion:

Teorema 8.13. Sea u : R* x (—00,0) — R* una solucién débil y globalmente acotada (en
espacio y tiempo) de la ecuacion de Navier - Stokes incompresible y tridimensional. Supongase
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que el campo de velocidad u es axisimétrico y que, ademas, existe una constante C' > 0 tal
que:

C

Entonces, u es constantemente nula en R3 x (—00,0).

[u(z,y, z,t)|| < V(z,y,2,t) € R® x (—00,0).

Por otra parte, inspirados en algunas interrogantes planteadas en [21], los autores de [52]
aplicaron aquellos teoremas del tipo Liouville para obtener nuevos resultados concernientes
a la naturaleza de las singularidades que pueden surgir en soluciones axisimétricas de la
ecuacién de Navier - Stokes 3D. Dado 7' > 0 y una solucién u : R* x [0,7) — R® de la
ecuacion de Navier - Stokes 3D que presenta una singularidad al instante T, se dird que esta
singularidad es del tipo I si existe una constante C' > 0 tal que:

sup |[u(x,t)| < vVt € [0,T).

C
xcR3 \/T — t’

Cualquier singularidad que no sea del tipo I serd considerada del tipo II. En la literatura (como
en [52]), las singularidades del tipo II son usualmente denominadas explosiones lentas. Una
de los principales novedades de la obra [52] consiste en el teorema que, en forma resumida,
establece que si una solucién axisimétrica de la ecuacién de Navier - Stokes 3D presenta
una singularidad, ésta sélo puede corresponder a una explosiéon lenta. Precisamente, dicho
resultado se enuncia asi:

Teorema 8.14. Dado T > 0, sea u : R* x (0,7) — R® una solucién débil de la ecuacion
de Navier - Stokes incompresible y tridimensional, tal que u € L®(R* x (0,7');R?), para
todo T" € (0,T). Supdngase que el campo de velocidad u es axisimétrico y que existe una
constante C' > 0 tal que:

C

u(x,t)|| < ,
e ) < =

V(x,t) € R* x (0,7).

Adicionalmente, supongase que existe un radio Ry > 0 tal que:

C

para todo (x,y,z,t) € R® x (0,T) tal que /22 + 32 > Ry. Entonces, existe una constante
M >0 (que depende de C) tal que |[u(x,t)|| < M, V(x,t) € R* x (0,T).

[u(z,y, z,t)]| <

En otras palabras, el teorema (8.14) establece: si una solucién débil de la ecuacién de
Navier - Stokes 3D es axisimétrica, esencialmente acotada en R* x (0,7") y presenta una
singularidad del tipo I en el instante 7", entonces ella es globalmente acotada en R? x (0, 7).
Vale decir, la formulacion axisimétrica de la ecuacién de Navier - Stokes 3D sélo podria
admitir soluciones singulares del tipo II. Comparese este resultado con la siguiente estimacién:

sup |lu(x,t)|| > vt e (0,7),

€
x€R3 \/T - t’

para un cierto £ > 0, obtenida por J. Leray en [54], para el caso de una solucién cualquiera
de la ecuacion de Navier - Stokes 3D que desarrolla una singularidad en el instante 7.
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Capitulo 9

Conclusiones finales

Luego de haber repasado muchos de los trabajos clasicos y modernos que han sido destina-
dos al estudio de las ecuaciones de Euler y de Navier - Stokes en tres dimensiones espaciales,
no cabe mas que preguntarse: ;por qué es tan dificil obtener la regularidad global (en el tiem-
po) de las soluciones de dichas ecuaciones? Equivalentemente, ;qué ha impedido, en tltima
instancia, el descubrimiento de soluciones singulares de aquellas ecuaciones?

Como ya se ha indicado, el correspondiente problema en dos dimensiones espaciales ha
sido exitosamente resuelto hasta el dia de hoy, permitiendo una comprension bastante pro-
funda de la naturaleza de sus soluciones. Igualmente, se ha puesto particular énfasis en que
el término de dilatacién o contraccién vorticial w - Vu es, desde el punto de vista fisico, el
principal causante de las dificultades que surgen en la construccion de una solucion global-
mente regular de la ecuacién de Euler o de Navier - Stokes incompresible y tridimensional.
Sin embargo, desde una perspectiva netamente matemaética, ;qué otros obstaculos pueden
complicar la resolucién de este problema?

En primer lugar, supdongase que se opta por la estrategia de resolver positivamente el
problema, vale decir, demostrar la existencia de soluciones globalmente regulares de la ecua-
cién de Euler o de Navier - Stokes 3D. De acuerdo a lo planteado por Terence Tao', dicha
metodologia puede ser adoptada a través de diversas alternativas, tales como:

1. Resolucion de las ecuaciones de Euler o de Navier - Stokes 3D en forma exacta y explicita.
Ciertamente, este camino se muestra poco esperanzador, puesto que la experiencia indica
que la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales parciales no - lineales (salvo contadas
excepciones) carecen de una férmula explicita para sus soluciones.

2. Uso de soluciones débiles, como aquellas presentadas en los capitulos anteriores, o bien
proponer alguna otra nocién de soluciéon aproximada (en la literatura pueden hallarse,
por ejemplo, los conceptos de solucion viscosa, solucién penalizada, sub - solucién, super -
solucién, solucién ligera etc.). En esta misma linea, ya sea porque se trabaje con algunas de
estas nociones de solucion, o porque se enfatice la parte lineal de las ecuaciones, o porque
se debilite la porcion no - lineal de éstas, es posible obtener soluciones globalmente suaves
de una ecuacién que aprozima, en forma regularizada, a la de Euler o de Navier - Stokes

T.as opiniones de Terence Tao que aca se recopilan pueden ser consultadas con mayor detalle en la pagina
https://terrytao.wordpress.com/2007/03/18 /why-global-regularity-for-navier-stokes-is-hard/
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3D. Posteriormente, la idea es tomar un limite que permita recuperar un solucién local o
globalmente regular. No obstante, para asegurar la regularidad de la solucion en el limite,
esta convergencia debe ocurrir en una topologia fuerte. Es en este procedimiento asintotico
donde la solucién se ve obligada a ser regular sélo en un intervalo finito de tiempo, puesto
que no es posible aplicar alguno de los teoremas que permiten extenderla, en el tiempo,
como solucién de una determinada ecuacion diferencial en un espacio de Banach.

3. Analisis asintético en torno al punto de blow - up. Teniendo en cuenta la propiedad de
invarianza de escala verificada por las soluciones de la ecuacién de Euler o de Navier
- Stokes, una buena téactica podria consistir en un re - escalamiento de la solucién en
torno a la singularidad (asumiendo, de antemano, que tal solucién singular efectivamente
existe), para luego trabajar con alguna forma de limite hasta dar con una contradiccién.
No obstante, con la finalidad de extraer un limite que sea 1util, vale decir, uno que todavia
resuelva las ecuaciones en un sentido fuerte, sera necesario controlar uniformemente todos
los re - escalamientos de la soluciéon singular. Por supuesto, otra dificultad que surge al
lidiar con esta metodologia radica en el hecho de que puede existir un conjunto de puntos
singulares, impidiendo un re - escalamiento adecuado de la solucién.

Entonces, en vista de los numerosos obstaculos que pueden aparecer al optar por aquella
estrategia positiva, es natural querer seguir una tactica negativa, vale decir, destinada a en-
contrar soluciones singulares de la ecuacion de Euler o de Navier - Stokes en tres dimensiones
espaciales. Naturalmente, en este camino también estd la posibilidad de hallar explicitamente
una solucién singular, vale decir, que exprese exactamente el punto espacial y el instante de
tiempo en los que ocurre el blow - up. Sin embargo, como ya se ha indicado, la obtencion
de soluciones con férmulas concretas es practicamente una utopia en el analisis no - lineal,
de modo que la comunidad cientifica se ha visto forzada a recurrir a los métodos numeéricos,
con la esperanza de que la moderna maquinaria computacional (que permite la utilizacion
de algoritmos cada vez mas complejos y precisos) sea capaz de hallar o sugerir potenciales
soluciones singulares de la ecuacion de Euler o de Navier - Stokes 3D.

Los invaluables aportes que el andlisis numérico ha entregado a la comprension de la di-
namica de los fluidos ideales y viscosos fueron ampliamente destacados en el capitulo N°5; no
obstante, existe una muralla que hasta hoy en dia se mantiene inexpugnable: ;cémo avanzar
desde una observacién numérica hacia una demostracion rigurosa sobra la existencia de tal so-
lucién singular? En vista de la propiedad de invarianza de escala que satisfacen las soluciones
de la ecuacion de Euler o de Navier - Stokes, los autores usualmente apelan a la postulacién
de ansatz auto - similares, los cuales, desde el punto de vista tedrico, son sumamente aptos
para describir un posible escenario de explosion en la solucién. Sin embargo, como ya se ha
estudiado, en la literatura abundan los resultados que prohiben la existencia de tales ansatz
auto - similares en una amplia gama de casos. Equivalentemente, el ansatz auto - similar
puede conducir hacia el planteamiento de un sistema sobre - determinado de ecuaciones en
derivadas parciales, en el que las propiedades analiticas de sus soluciones pueden contrade-
cir las observaciones numéricas utilizadas para formular el ansatz (tal cual se demostrd en
el capitulo N°7). Examinada desde esta perspectiva, aquella estrategia negativa también se
muestra estéril.

Un area de la teoria matematica de la mecanica de fluidos que comenzé a desarrollarse a
inicios de la década de 1970, y que merece una menciéon especial, es la denominada hidrodi-

100



ndmica topoldgica. Inspirado en consideraciones basadas en la conservacion de la helicidad,
H. K. Moffatt analiz6 la ecuacién de Euler, y otras ecuaciones de la magnetohidrodinamica
ideal, desde la perspectiva del enredamiento y anudamiento de las lineas de vorticidad y de
las lineas de un campo magnético, respectivamente. Segiin Moffatt, la hidrodinamica topolo-
gica se concentra primordialmente en el estudio de aquellas estructuras inherentes al campo
de velocidad que mantienen cierta coherencia durante un periodo de tiempo significativo,
o bien, en la descripciéon de la deformacién continua (en el tiempo) que sufren los campos
escalares y vectoriales que son transportados por el flujo. En [59], H. K. Moffatt enuncia
una serie de problemas que constituyen, al menos en esencia, los principales desafios de la
hidrodinamica topologica. El tltimo de estos retos corresponde justamente al surgimiento,
en tiempo finito, de singularidades en soluciones de la ecuaciéon de Euler o de Navier - Stokes
en tres dimensiones espaciales®. Vale decir, las técnicas de la hidrodindmica topoldgica deben
incluirse dentro de las alternativas que permitirian resolver positivamente o negativamente
el problema fundamental asociado a la ecuacién de Euler y de Navier - Stokes 3D. El lec-
tor interesado en estos temas puede hallar en las obras [1] y [65] dos excelentes puntos de
partida, en donde los autores, ademas, exponen los incontables aspectos de la hidrodinamica
topologica que todavia deben ser perfeccionados.

En la opinién del autor de este trabajo de memoria, el problema de la existencia o ausencia
de singularidades en tiempo finito de soluciones de las ecuaciones de Euler y de Navier - Stokes
(en el caso incompresible y tridimensional) debe ser enfrentado mediante una combinacién de
los métodos anteriormente mencionados. Muchas de la modernas investigaciones en mecanica
de medios continuos (como [1] y [38]) enfatizan que aquellas ecuaciones poseen inmanentes
propiedades geométricas que no han sido debidamente aprovechadas. Por ejemplo, el enfoque
tradicional en mecanica de fluidos considera que la presién interna debe ser tratada como
una variable auxiliar. Segin se indica en [38], la ecuacion eliptica que permite recuperar el
campo de presiones a partir de la velocidad:

—Ap(x,t) = —tr(Vp(x,t)) = tr((Vu(x,1))?), V(x,t) € R* x [0,00),

est4 lejos de ser plenamente comprendida, a pesar de que, a través del signo de tr(V?p), puede
entregar mucha informacion concerniente a la creacion de estructuras vorticiales. Luego, dicha
ecuacion eliptica, que usualmente es vista como una simple restriccion, puede esconder un
conocimiento bastante profundo sobre los rasgos geométricos de las ecuaciones de Euler y de
Navier - Stokes. En consecuencia, es posible que la pregunta fundamental asociada a estas
dos ecuaciones, en su version incompresible y tridimensional, pueda esclarecerse después de
un uso apropiado y combinado de las técnicas provenientes del analisis funcional, del analisis
numérico, del andlisis no - lineal y de la hidrodindmica topolégica (si bien no es claro qué
tipo de teorema puede emerger a partir de estas consideraciones). Mientras eso no ocurra, el
problema de las singularidades, en tiempo finito, de las soluciones de la ecuacion de Euler
y de Navier - Stokes en tres dimensiones espaciales permanecerd como uno de los mayores
desafios de las mateméticas aplicadas.

2En el contexto de la hidrodindmica topoldgica, las singularidades son entendidas como colisiones entre
tubos de vorticidad.
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Apéndice A
Transformada de Hilbert

En este apéndice se entregara una descripcion sencilla de una herramienta que ya ha sido
considerada en los capitulos anteriores: la transformada de Hilbert. Se dardn a conocer ciertos
problemas de la fisica - mateméatica que han motivado su nacimiento y utilizacion, asi como
sus propiedades basicas y algunos de los teoremas mas relevantes que pueden ser deducidos
a partir de ellas.

A.1. Introduccién y definiciones basicas

En su defensa de tesis doctoral' de 1851, Bernhard Riemann se enfrent6 al problema de
hallar una funcién de variable compleja W, (x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), con (z,y) € R* y
u,v : R — R, que sea analitica en el interior de la regién delimitada por una determinada
curva cerrada I' C C, y tal que sus partes real e imaginaria satisfagan la siguiente relacion
en cada punto de la frontera I':

a(t)u(r(t)) + BE)o(F(t) = v(8), vt e[0,1], (A1)

siendo 7: [0, 1] — C una parametrizacion de la curva y a, 8,7 : [0,1] — R tres funciones
dadas. En vista del Teorema de Representaciéon Conforme de Riemann (consultar, por ejem-
plo, [70], capitulo N°8), no hay pérdida de generalidad en suponer que la curva cerrada I es
simplemente la circunferencia unitaria. Luego, si se define la siguiente funciéon en la region
ubicada al exterior de la circunferencia unitaria:

W_(2) =W, (i) ,  para|z| > 1, (A.2)

entonces se tendra que:

W_((t)) = Wo(F(t)), Vtel01],

puesto que 2Z = |z|? = 1, para cualquier punto z € C tal que |z| = 1. Vale decir,

W_(r(t)) = u(r(t)) — (1), vt el[0,1],

'E]l documento original, titulado "Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verénder-
lichen complexen Grésse", puede ser consultado en el siguiente enlace:
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath /People /Riemann/Grund /Grund.pdf
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y por consiguiente:

2 (A.3)
o(F(t)) = V) e o)1)

Al reemplazar las igualdades de (A.3) en la ecuacién (A.1), se observa que el problema de
Riemann se reduce a hallar dos funciones W, y W_ que sean analiticas en el interior y
exterior de la circunferencia unitaria, respectivamente, cuyos valores de frontera en dicha
curva satisfagan la siguiente relacion:

A =By (ey) + 2Oy ()

5 5 =~(t), Vte]|0,1].

Por completitud, el comportamiento de la funcién W_ alrededor del punto co también debe
ser especificado; de hecho, a partir de la definicién (A.2) se deduce que:

lim W_(z) = W, (0).
|z]—o0
Anos después, en 1905, David Hilbert generalizo el problema de Riemann ya enunciado,
declarando que habria que determinar una funciéon W : C — C que fuese analitica en C\ I'
y tal que:
Wi (r(t)) = g)W_(r(t)) + f(t), Vvt e0,1],

siendo f,g : [0,1] — C dos funciones dadas (incluso, funciones generalizadas, tal cual se
considera en [64], capitulo N°2) y en donde, para todo ¢ € [0, 1]:

W (1) = lim W)
z—7(t)
|z]<1
W_(7(t) = lim W(z).
zg;(lt)

Ademas, Hilbert consider6 la situacion en que la curva I' no es necesariamente cerrada o de
longitud finita, generalizaciones que dieron origen a lo que hoy se conoce como el problema
de Riemann - Hilbert. En el transcurso de estas investigaciones él introdujo la transformada
de Hilbert de funciones periédicas (equivalentemente, funciones definidas en la circunferencia
unitaria), si bien fueron G. H. Hardy y E. C. Titchmarsh, simultdneamente entre 1925 y 1930,
los que descubrieron y desarrollaron las principales propiedades de esta nueva herramienta
matematica. Las definiciones que ahora se entregan fueron extraidas de [64], capitulos N°2 y
N°3:

Definicién A.1. (Transformada de Hilbert de funciones periédicas). Sea f : R — C una

funcion 2t - periodica e integrable, con T > 0. La transformada de Hilbert de f corresponde
a la funcion H(f): R — C definida mediante la siguiente expresion:

H(f)(z) = 217<Pv> / fle — ) cot (;) dt, (A4)
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para todo x € R tal que el limite exista, pues la integral en (A.4) es en el sentido del valor
principal de Cauchy.

Definicién A.2. (Transformada de Hilbert en el eje real). Sea f : R — C una funcion
integrable. La transformada de Hilbert de f corresponde a la funcion H(f) : R — C definida
c.t.p. mediante la siguiente expresion:

a(p@=tev) [ LD a (A.5)

—0o0

para todo x € R tal que el limite exista, pues la integral en (A.5) es en el sentido del valor
principal de Cauchy.

Ahora bien, en muchos problemas de la fisica es necesario hallar funciones diferenciables
U : R? — R que sean armonicas en el semi - plano superior y > 0, pero cuyo limite cuan-
do y — 07 sélo existe en el sentido de las distribuciones. La teorfa de la transformada de
Hilbert puede extenderse hacia las funciones generalizadas para formular teoremas de exis-
tencia y unicidad de soluciones de aquellos problemas. Para mayores detalles, se recomienda
igualmente consultar [64] y las otras referencias que ahi se indican.

A.2. Propiedades fundamentales de la transformada de
Hilbert

El siguiente lema, cuya demostracién puede leerse en [64], seccién 7.1.1, permite que
los resultados concernientes a la transformada de Hilbert sobre el eje real puedan hallar
facilmente su forma homologa en el caso periddico:

Lema A.0.1. Para 7 >0 y t € R\ {0} se tiene que :

™ mt 1 > 1

—cot | — ) =- . A6

or <27> t +k;wt—2k‘7 (4.6)
k#0

En este caso, la convergencia de la serie (A.6) es uniforme en cualquier sub - conjunto
compacto de R que no contenga algun punto de la forma 2kt, con k € Z.

Por consiguiente, en vista del lema (A.6), solo se entregaran las propiedades y teoremas
fundamentales asociados a la transformada de Hilbert definida en el eje real. Las demostra-
ciones de los siguientes teoremas pueden ser leidas en [64] (capitulo N°2), o bien, en [74]
(seccion 4.2):

Teorema A.l. Para 1 < p < oo, la transformada de Hilbert H(-) : LP(R;C) — LP(R;C)
es un operador lineal continuo. En particular, si p > 1y f € LP(R;C), entonces H(f)(x)
estd bien definida c.t.p. x € R y es un elemento de LP(R;C). Ademds, existe una constante
Cp > 0 tal que:

I1H(9)]|r@ic) < Cpllgllrey, Vg € LP(R;C).
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Teorema A.2. (Identidad de Parseval generalizada). Sean p,q € (1,00) tales que:

11
S4I=1
P g

Luego, si f € LP(R;C) y g € LY(R;C), entonces se tendrd que:

[ t@ga)ds = [ B @H() @) da.

Teorema A.3. (Reciprocidad). Si 1 < p < oo, entonces:
H(H(f))(x)=—f(z), VxeRectp.

En términos de operadores, la propiedad de reciprocidad de la transformada de Hilbert se
expresa diciendo que, st 1 < p < 00, entonces:

H2 == _idLP(R;(C) .

Teorema A.4. (Transformada de Hilbert del producto de dos funciones). Sean p,q € (1, 00)

tales que:

1 1
-+ -<1L
p q

Luego, si f € LP(R;C) y g € LY(R;C), entonces se tendrd la siguiente igualdad c.t.p. en R:

H{fH(g)+gH(f)} = H(f)H(g9) — fg.

Teorema A.5. (Funciones conjugadas). Sea p € (1,00) y f € LP(R;C). Definase el conjunto
Q= {(z,y) € R? | y # 0} y las funciones u,v : Q@ — R mediante:

u(x,y)zl/( fty

T J (r—1)?+y?
L[ fO—x2)
v(z,y) = p / mdt,

para todo (x,y) € . Entonces, para un y # 0 fijo, las funciones u(-,y) y v(-,y) pertene-
cen a LP(R;C). Por dltimo, las funciones u y v son armdnicas conjugadas en la region €2,
cumpliendo, ademds, los siguientes limites:

lim+ u(z,y) = f(z)

lim v(z,y) = —H(f)(x),

y—0t

para x € R c.t.p. y también en el sentido de LP(R;C).
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Teorema A.6. (Teorema de Titchmarsh). Si ® € L*(R;C), entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(i) Eziste una funcion analitica W : C — C y una constante K > 0 tales que:
/ U(z +iy)|Pde < K, Wy eR.

Ademds, lir% U(x +iy) = ®(z), para v € R c.t.p. y también en el sentido de L*(R;C).
Y—>

(ii) Eziste una funcion f € L*(R;C) tal que ®(z) = f(z) +iH(f)(x), para x € R c.t.p.
(1ii) La transformada de Fourier de la funcion ® es nula para x < 0 c.t.p.

Antes de concluir este apéndice, y con la finalidad de ilustrar la gran utilidad de la
transformada de Hilbert, considerese la siguiente variante del problema de Riemann - Hilbert:
dada una funcién f € L*(R;R), se pide hallar una funcién de variable compleja F' : C — C
que sea analitica en Q = {(z,y) € R? | y # 0}, y tal que:

Fi(z)—F_(x) = f(z), VzxeRctp,
en donde se ha definido, para todo x € R c.t.p.:
Fi(x)= lim F(x+iy)
y—0+
F_(z) = lim F(z+1iy),
y—0—
y el sentido de estos limites debe ser precisado (convergencia puntual c.t.p., convergencia
en media, etc.). Este problema puede ser resuelto facilmente recurriendo al teorema (A.5).

En efecto, usando los conjuntos y funciones definidas en el enunciado de dicho teorema,
considérese la siguiente funcion:

N .
Fla+iy) = S(u(@,y) +iv(e,)), V(w,y) €9 (A7)
Luego, dado que las funciones u y v son armonicas conjugadas en la region €2, la funcion F
sera también analitica en (2. Ademads, tanto en sentido puntual c.t.p. como en el sentido de
L*(R;R), se tienen los siguientes limites:

lim F(x +iy) = ;[f(:v) —iH(f)(x)]

y—0t

, . 1 .
lm F(x+iy) = S[=f(x) —iH(f)(2)],
y—0 2

para x € R c.t.p., puesto que la funciéon u es impar con respecto a la segunda variable,
mientras que la funciéon v es par con respecto a la segunda variable. Por consiguiente, la

funcién F' definida en (A.7) resuelve directamente esta versién del problema de Riemann -
Hilbert.
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